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Resumo

Nesta dissertagao estudambs o comportamento dindmico de dois modelos ferro-
magnéticos através da equagao mestra. No primeiro deles, consideramos o modelo
de Ising em um gradiente de temperatufa e determinamos os estados estacionarios
através d‘as prescri¢oes de Metropolis e Glauber. Mostramos que na auséncia de cor-
relagoes és estados estacionérios sio diferentes, enquanto que levando-se em conta
correlagdes entre primeiros vizinhos os estados estacionarios sao os mesmos. No
segundo médelo, determinamos o diagrama de fases do modelo de Ising dinamico
em um campo aleatério na situagao estacionaria. Mostramos que os estados esta-
cionarios coincidem com os de equilibrio para todo o espago de parametros com

excecao das vizinhangas das transi¢oes de primeira ordem.



Abstract

In this thesis we study the dyn.amica.l behaviér éf two ferromagnetic vmod_els
through the master equation. In the first, we consider the Ising model in a tempe-
fa‘ture gradient and we find the stable states through the Metropolis and Glauber
prescriptions. we show that in the absence of correlations the stable étates found
through both prescriptions are different, while taking into account thé correlations
betwen first neighbors the stable states are the same. In the second model we
calculate the phase diagram for the dynamical Ising model in a ra,ndorh field for
the stable states. We show that the stable states agree with those determine in
equilibrium in all the parameter space with exception of the neighborhood of the

first order transitions.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos o comportamenﬁo dindmico de sistemas magnéticos, foca-
lizando, em especial, transi¢cées de fases de um estado ordenado para outro desordenado.
O modelo mais _simples é aquele no qual o sistema é uma rede de spins, onde associamos

" a cada ponto da rede uma variavel o;, tal que o; pode assumir somente os valores +1,
o0s quais estdo relacionados aos estados “up” e “down” dos spins da rede. Assumimos
que entre os spins vizinhos mais préximos exista um acoplamento de troca uniforme. Tal
modelo matematico é chamado de modelo de Ising, o qual pode ser resolvido exatamente

somente em uma e duas dimensées no estado de equilibrio termodinamico.

Se colocamos nosso sistema sujeitq a um agente externo, devemos esperar transigoes
entre os valores das variaveis, nos diversos pontos da rede. Tais flutuagoes no tempo nos
permite descrever o estado de cada spin como uma funcgao aleatéria do tempo, através de
uma distribui¢do de probabilidade dinamica. Se tornarmos o tempo uma variavel discreta

nés podemos construir o chamado processo de Markovlll.

Quando consideramos processos nos quais os efeitos de memoria podem ser despreza-
a '
dos, ou seja, a probabilidade de cada transi¢ao depende unicamente do passo precedente,

e nao de sua histdria,.e se as transig¢oes entre os valores das varidveis ocorrem unicamente
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em passos pequenos, podemos escrever equagoes para a evolugao da distribuigao de pro--
- babilidade dos processos, que se reduzem aproximadamente a equagdes diferenciais parciais

da densidade de probabilidade.

Uma descrigép estatistica completa para o modelo de Ising dinérr_iico consiste no co-
nhecimento da probéxbilidade P.(avl,ag, ...,0n,t), de que no instante ¢ o sisfema de spins
esteja no estado {oj,02,...,0,}. Se escrevermos que a probabilidade de transigao por
unidade de tempo, para que o 1-ésimo spin troque do estado +o; para o estado —o; é

wi(0o;), a equagdo diferencial apropriada para o modelo de Ising é:

d .
dtP(al,az,...,an,t)z
N N o
—Zwi(ai)P(Ul,Uz,---,Ui,---Gmt)'i‘Zwi(-Ui)P(Ul,Uz,---,—'Ui,---,Un,t)- (1.1)
=1 =1

A equagao (1.1) é chamada de equagio mestral? e descreve a evolugdo temporal para éada
um dos 2% estados possiveis do sistema. Observe que w;(0;) € a probabilidade por unidade
de tempo do spin mudar do estado ¢; para —o;, enquanto que w;i(—o;) é a probébilidade
por unidade de tempo do spin mudar do estado —0; para +o;.

No estado estacionario, quando % = 0 a equagdo mestra se reduz a:

N ' ] N
Zw,—(a,-)Peq(al 302y« yOiyennsOn) = Zwi(—a;)Peq(al,Q, ey =04y .. ,0n). (1.2)
=1 =1



3
Esta condigéo, chamada de condigéo de balango, apenas em alguns casos pode ter solucao.
Desta forma nos valemos de uma condig¢ao baétante forte, que éo chamado principio do
balango detalhado®l. A condi¢io de balanco detalhado ixﬁplica na igualdade, termo a

termo, da equagdo acima, ou seja,

wi(0;)Peq(01,02,..+,0iy...,0n) = Wi(—0i)Pey(01,02,...,~0i,...,0p). (1.3)

Com essa condigao, Glauber resolveu exatamente o modelo de Ising em uma dimensao

através de uma escolha apropriada para a taxa de transigdo w;(o;).

~Discutiremos no segundo capitulo o modelo de Ising sujeito a um gradiente de
temperatural®). Como este é ulln sistema genuinamente fora do equilibrio, estaremos in-
téressados_ em determinar os estados estacionarios desse sistema, onde cada spin esta efn
contato com um banho térmico diferente. Esse modelo de alguma forma é semelhante ao
estudado por Tomé e de Oliveiral¥l, onde o gradiente de temperatura é simulado por um
processo de Kawasaki. Calculamos os perfis de magnetiza¢ao e, em particular, quando o
gradiente de temperaturas é nulo, determinaremos a temperatura critica do sistema em
uma, duas e trés dimensdes, utilizando distribui¢ées de probabilidades para um tinico spin
e para pares de épins. Comparamos os resultados obtidos, escolhendo-se duas taxas de
transicao diferentes. Uma delas, é a preécrigéo de Metropolis!® | muito utilizada em simu-

lagdes de Monte Carlo. A outra sera a prescrigao proposta por Glauberl¥. Se apenas o
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spin o; sofre uma transicdo do estado o; — —oy, a variagdo na energia do sistema é dada

por

AE; = +2J0i() "0;) | (1.4)
#i,

A prescrigao de Metropolis é expressa por

1 se AE; <0, L
wi(0;) = _AB (1.5)

e ¥sT para AE; >0

Podemos também escrever uma taxa de transicdo, semelhante & anterior, porém norma-
lizada, isto é€,

_ AE;
e KpT

wi(o;) = —aB (1.6)

1+e ¥BT

Como podemos observar essa taxa de transicdo é na realidade a prépria prescricio de

Glauber.

A equagao (1.6) vode ser escrita como

cosh(s;) — oisenh(s;)

w(oi) = 2cosh(o;s;) 7
J
onde S = m;UJ
FE

Como

cosh(o;si) = cosh(s;)



vemos que

- 1 J .
wi(d:’?f Sl - Uitanh(m;"j)] y (177)

que € a propria expressao utilizada por Glauber no seu estudo da dinémica do modelo de

Ising unidimensional. -

No terceiro capitulo, discutiremos a dindmica do modelo de Ising sujeito a um cémpo
magnético aleatorio, na aproximacao de campo médio. Mostraremos que a transi¢do de
f#ses continua desse modelo coincide com os resultados obtidos por Aharonyl!® na situacio
de equilibrio termodindmico. Entretanto, o método que utilizamos s6 permite determinar
o limite de estabilidade da fase ferromagnética, neste caso nossos resultados sao diferentes

daqueles determinados no equilibrio termodinamico.



Capitulo 11

O Modelo de Ising em um Gradiente de Temperatura

Considere uma rede com N spins de Isiﬁg com interages ferr0m§gnéticas entre pri-
meiros vizinhos, em uma rede quadrada. Na diregédo y introduzimos condigdes periédicas
de contorno, o que tarﬁbém sera considerado para uma direcio z se a rede for cabica. Na
direcdo x, nés consideramos a condigao de contorno de que todos os spins sio fixos para
i=0, ou seja, ndo se alteram devido ao contato direto com o banho térmico. Assim, os spins
na fila i=1, comportam-se como se interagissem com o campo magnético externo, imposto
na fronteira i=0, sujeitos a um gradiente de temperatura linear na dire¢io x. Vamos supor
que a temperatura em uma extremidade seja T4, énquanto na outra I'’g, sendo T4 > Tg.
Assim, a temperatura em um dado ponto i (cadeia linear), ou numa dada coluna i (rede

quadrada), ou ainda num dado plano i (rede ciibica) pode ser escrita como :

T;=Tp +ié , (2.1)
onde
Ty—Tg | _

é o gradiente de temperatura. O Hamiltoniano considerado é dado pela seguinte expressio:



H= '—JZU,‘UJ' y (2.3)
(3,5) :
i#j

onde a soma é sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos e J > 0, sendo J a

magnitude da intera¢do de troca ferromagnética..
O estado do sistema ¢é representado por o = (01,02,...,0n), onde o; é a varidvel de
spin no ponto i e pode assumir os valores +1. O estado do sistema evolue no tempo de

acordo com o processo descrito pela dindmica de Glauber!?. Seja P(a,t) a probabilidade

do estado ¢ no tempo t. A evolugio de P(o,t) é dada pela Equacio Mestral4:

T%P(O’, t) = Z[P(al, t)w(al ,0) — P(0,t)w(o, o IR | (2.4)

- sendo w(al,a) /T a probabilidade, por unidade de tempo, da transicio do estado o

- ’ 1
para o estado o, se o sistema esta no estado o .

O processo é descrito pela dinamica de Glauber, onde:

w(al,a) = 260008.66101 ..... 66‘_62 ..... 60_‘\_1;\?.10,‘(0) - (2.5)



sendo que w;(0) € a probabilidade do spin 1 mudar seu estado de o; para —o;.

O contato local com o banho térmico a temperatura T}, pode ser simulado usando-se

a prescrigio de Metropolis!®l:

' { 1 para AE; <0
w,(U) = ——AE!- .

e*sTi para AFE; >0,

ou a prescri¢ao de Glauber!? |

wi(0) = ——Z5 » (2.6)

onde AE; é a variacdo na energia obtida depois do spin i trocar de estado. Seja E;(0;) a
energia do sistema antes da mudanca de estado, e Ef(—0;) ap6s a mudanga. Assim, por

exemplo, em uma dimensao:
Eifoi)=A—- Joi(0it1 +0i1),
Ef(—o',') =A+ J(Ti(o'i+1 + Ui—l)’

AE; = 2]0’,‘(0’,'_1 + 0,‘+1) R . (2.7)

sendo A uma constante.



Seja < f(o) > a média da fun¢io de estado f(o), entdo

< f(0) >= Y f(@)P(o,1) | (28)
‘ {o} '

onde a soma é realizada sobre todos os estados possiveis do sistema no instante t.
A equag@o para a evolugdao temporal da magnetizacio < o; > do spin situado no
ponto i, e para a fun¢ao de correlagdo < 0;0 > dos spins primeiros vizinhos i e k, pode

ser derivada a partir da Equagdo Mestra. Assim temos:

.T(% <oi(t) >=-2< oi(t)wi(oi(t)) > ,. | (2.9)
7‘% < oi(t)or(t) > =< —20;0rwi(0o;) > + < =200 wi(or) > (2.10)

onde as probabilidades para um par de spins Py2(01,02) e para um tnico spin P, (01)
sdo dadas por

Pi(on) = %(1 +mio) (211

1
Pi3(01,02) = Z(l + my0y + mqoq +ro103) ,

onde my 2 =< 012 >er =<0302 > .

Assim, examinaremos dois tipos de clusters ,cujas probabilidades sdo dadas aproxi-

madamente porl™ :

Pio). ] ___Pl;g((’;’l‘)’f), (2.12)

J
(prim.vizin.del)
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no caso de um unico spin oy ,

: Pyz(01,0;) Pi3(0i,02)
Pi3(01,02). —— s —=s 2.13
(01,02) H XEn H r(on) (2.13)
(prim.vizin.del) (prim.vizin.de2)

para um par de spins vizinhos mais préximos o3 €03 .

2.1 Sistema Unidimensional Sem Correlacoes

Consideremos inicialmente a prescri¢do de Metropolis. Sendo P;j(o;) a probabilidade

do spin no ponto i assumir o valor ¢;, teremos :

' 1
Pi(o;) = 5(1 +mjo;)

Z P,'(O’,') = %(1 +m;) + %(1 —m;)=1
o;=%1 7

Também

m; =< 0; >= Z o;Pi(0;)
o;=+1

A equagio para a evolugdo temporal da magnetizagdo no ponto da rede i é dada por

T%ms’ —< —20;(t)w(oi(t)) > ,

sendo que

< Gg(t)w,'(o,'(t)) >= Z O',"u.?,‘(a,‘)P(G,') . (2.14)

0i,0i_1,0i31
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Como estamos desprezando correlagoes, podemos escrever que-

P(oi-1, i, oit+1) = P(0i—1).P(0i).P(0it1)- (2.15)

Portanto temos a seguinte tabela para as configuragoes do cluster considerado:

Oi 1 o; Oit+1 AE; wi(o;) P(o;) P(oi—1) P(oit1)

+ | + + +4J eXntT 1 +mi) (1 +m) 31+ my)
+ + - 0 1 L1+ mi) 20 +m) 11— m)
+ - + -4J 1 7(1—m) (14 mi) 3(1+mi)
+ - - 0 1 31 =mi) 31 +m) F(1—my)
_ + + 0 1 %(1+mi)‘ (1 —m) 114+ my)
- + - -4J 1 FA+m) 3(1-m) (1 -m

- - + 0 1 30-m) d(1-m) H1+m)

- - - +4J eXnTi %(1 — m,')v %(1 —m;) %(1 —m;)
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Desta forma, obtemos a seguinte equagao para a evolugao temporal da magnetizacao

no ponto i da rede:

d .
T = ai(mi—1 + mit1) + fimi + yimi_ymimit (2.16)
- o; = —%(6_41“ — 1) s

- 1 —4k;
ﬂz = _’—(6 + 3) B
2
Vi = i, - (2.17)
sendo que
J
k; = .
- KgT;

Os estados estaciondrios tendo og = 1 como condigio de contorno, implicam que
0 = a1(1+mz) + fimy +vimim; ,

0= az(ml + m3) + ﬁzmz + Yomymaomsg : (218)

A solugdo homogénea, m1, mz,... = 0 ndo satisfaz o conjunto de equagdes acima, a menos
. i
que a; = 0, ou seja, T} — oo. Porém, em nosso caso, considerando a temperatura de oy

finita a solugdo homogénea nao é possivel para um gradiente finito de temperaturas. Se

todos os k; = oo ( T; — 0), terfamos

o; =

SRR
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e os estados estacionarios nos dariam:

1 3 1
0= 5(1 + mg) - §m1 + Em]mz ,

- 0 =(1+my)—3my +mima, (2.19)

cuja solugao €

Podemos ver claramente que, neste caso, a uinica solugao possivel sera aquela na qual todos
os spins estdo com magnetizagao igual a um. Agora,se k; =0,:=1,2,...,N (T; — o00),

teremos

a=0,v=0,=-2e
0= a(l+m3)—2m; + ymym, ,
com a=v=0 = m; =0,
0 = a(my + m3) — 2mg + ymymams V(2.20)

a=7=0 = mz=0,etc...

ou seja, mesmo que o primeiro spin esteja fixo, com o valor mg = 1 e todos os outros em

uma temperatura infinita, m; = 0 para ¢ = 1,2,3,... . Se ndo considerarmos nenhuma
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condicao de contorno para oy, e colocarmos Ty = 0, a solugao estacionaria serd

agmo + fomy =0,
yi(mo + m1) + Bimi + aymomim, =0, : (2.21)
e podemos notar que uma solucio possivel neste caso é mg =m; = ... =my =0 .

Na realidade, essa é a unica solugao possivel. Por exemplo, vamos supor que a mag-

netizacao na fronteira seja mg diferente de zero. Neste caso ,

mi = —%o mo , (222) )
Bo .
ap 14 e %k eko + e ko
N =T e i S e — cotgh(ko) . (2.23)
Se
1441]
Tp — 0 — =-1,
’ Bo
e m1 = mg. (2.24)
Se To#0 = my = cotgh(ke)my ,
logo my > my. (225)
Ainda:
ai(mo + mg) + fimy + aymomymy = 0, (2.26)
aij(mem; + l)mi = —fBym; — aymy,
my .+ aym
Mg = — Brmy 1My (2.27)

a1(1+memy)’



_ﬁl + ay tanh(ko)

me = a1(1 + moml) i
1 etk 43
= —————[—tgh —_—
me 1+ mom;)[ gh(ko) + (1- e*‘”‘l)]ml’
= 1 [—tgh(ko) + cotgh kv 2
™ AT cotgh(Royme?) M Fe) +eotghth) + momglme o (2.28),
Como —tgh(ko) + cotgh(ky) > 0,
2
e m(l—e"4k1)>2’
entao me > My mesmo que Ty = 0.

Ou seja, verificamos que a medida que a temperatura cresce, as respectivas magnetizacoes
também crescem. Assim a unica solugdo que deve ser fisicamente aceitdvel é m; = 0,

i=12,....

Voltando as equagdes (2.16) e (2.17), podemos particularizar os resultados obtidos
tomando-se § = 0 , ou seja , a cadeia unidimensional em contato com um banho térmico a
uma dada temperatura T. Se consideramos um ponto no interior do cristal unidimensional,
que esteja distante da extremidade da cadeia, podemos considerar que m;_; = m; =
mip; = m, se i >> 1. Neste caso, resulta a seguinte equacio para a magnetiza¢do no
interior do cristal unidimensional: |

dm
T—(% = 2am + Bm + am>(2.29)
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—1
onde a = 7(6‘“ - 1),
_ —1 —4k
sendo )
k= .
KgT

Préximo a transi¢ao de fases, onde m deve ser muito pequeno, podemos escrever que

dm 3
E—-Apm%—o(m),

onde

Ap = %(26!—}-)6) s

que pode ser escrito como

3 1
Ap = ——(e™ % L 2.
F 27(6 + 3)

Notamos que Ar < 0, para qualquer valor de temperatura, ou seja, a fase ferromagnética,
se existir, é instavel. Infelizmente, a prescri¢do de Metropolis, mostra que a fase fer-
romagnética ¢ instavel mesmo para T=0, o que ndo é razodvel, pois esperamos que a
temperatura critica do sistema unidimensionva,l seja nula. Além disso, como n&o estamos
considerando correlagoes, deveriamos esperar uma temperatura critica semelhante aquela

dada pela teoria de campo médio, ou seja, Tc = 2J (caso unidimensional).
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| Na figura 2.1 mostramos o comportameﬁto da magnetizagao na situacgao estacionaria
em funcao da posigép.na cadeia linear. Consideramos como condigio de contorno que Ty =
0 e mg = 1, para diferentes valores de A= 7\%;, que mede a razao entre o acoplamento de
intercAmbio entre primeiros vizinhos € o gradiente de temperaturas. Notamos que-corri a
prescrigéo de Metropolis, a magnetizacao atinge um valor nulo bem préximo a extremidade

da cadeia, dependendo muito fracamente da razdo A.

0 = . |
0 § 1 .

Figura 2.1 - Magnetizagio M versus a posigao 1,

no estado estacionirio para a cadeia linear.

Curvaa(A=10.0);b(A:1.0);c(A=0.3).

Vamos estudar agora a cadeia linear, levando-se em conta a prescrigio de Glauber,

ainda sem levar em consideragao as correlagoes. Neste caso a probabilidade de transicao
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tem a seguinte forma :

e~ PAE: .
U),’(O’;’) = W . (230)
Assim, teremos as seguintes configuragoes para o cluster:
oi-1 o; Oit1 AE; wi(o:)  P(o) P(oi-1) P(oit1)
—4J
+ . + + +43 e¥sTi © (14 my) $(1+m) (1 +my)
4 + - 0 ! F1+my) 3(14+m) 3(1-my)
‘ , vi4J
+ - -+ -4] eXBT: 11—-m) 21+ m) 1 +my)
+ - ~ 0 1 s(1—mi) 3(1+m) 31— my
- + + 0 1 $1+my) 3(1-mi) 22+ my)
] . +4J
~ + - -4J eFeTi  H(14my) 3(1-my) 3(1-my)
- - + 0 1 ;(1—mi) 31 —my) 11+ my)
‘ 3 T 1 1 1'
- - +43 e¥pTi 2(1=m;) 5(1 —my) (1 —my)
Como:
d . ,
5 =< —20i(t)w(oi(t)) >, (2.31)
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d
= > oiwi(0)P(0i-1,04,0i41), (2.32)
0i,0i~1,0¢{41
d : ‘
g™ = e + Bi(mi—1 + miy1) + vimi—imimiza, (2.33)
onde
K‘L’T _K4J
BT; T;
o = —4[1 + 2 + i 3 )
(1+eF™) | (14 7m)
17 o ad .
eI{BT} . e KpgT; .
, (2.34)

ﬂ;: 4[ 4J - —_aJ ’
(1+e¥eTi) (14 ¢ KsTi)

4J __4J
eKBT; e KBT;

7’24[1_ 4J - __4aJd
1+ e%sT) (l4e FsT)

Entao, podemos escrever que

4J
d KBT‘
Zl—m' =—4m; —4 c m;
1(_4§ RoT
entBLi €e*Bti
-4 Y m,—|-4 m;—1
(1+6KBT,-) (1+61(BT,)
—4J 4J
eKBTi eKpT;
-4 a7 Mi— +4 . 7 mi4+1
(14 e¥57) (14 e75)
—4J
eKBTi
-4 —7— Mit1 +4mimi_1miy;
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c K_l;;‘i € K :;’T"
—4 —ag M- Mity — 4 IR UATES LT RS (2.35)
(14 cFh) (14 cF57)

Se considerarmos o caso no qual a temperatura ¢ uniforme, e tomarmos pontos no
interior do cristal suficientemente afastados da extremidade, ou seja, se m;_; = m; =

m;y1 = m, para ¢ >> 1, podemos escrever que

am 3
'—Cﬁ— = )\m + o(m ) ,
onde
K4JT
(1+e%aT)
—4.J
eKnT
12— (2.36)

—4J
(14 €e%BT)
Neste caso, podemos mostrar que' A = 0, para T=0. Ou seja, a prescri¢io de Glauber,
mesmo na auséncia de correlagdes, fornece o valor correto da temperatura critica do sistema

‘unidimensional. Se T' > 0, A é sempre negativo, o que implica que a fase ferromagnética

sera sempre instavel em temperaturas finitas.

Na figura 2.2 exibimos o comportamento da magnetizagio na situa¢ao estaciondaria

em funcdo do ponto de rede i ( note que T(z) = 6z e mg = 1 ), para diferentes valores da

= J
razao A = TR
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1.0
M
0.5 — A
—8
o
0 > r
0 10 20

Figura 2.2 - Magnetizagio M versus a posigao I,
no estado estacionario para a cadeia linear.

Curvaa (A =100%b(A=10)c(A =0.3).

Os graficos das ﬁguras 2.1 e 2.2 foram construidos tomando-se 22 pontos na cadeia
linear e usamos como condi¢ao de contorno que a magnetizacao do 22% ponto fosse igﬁal
a do 212 ponto. Essa condi¢ao é bastante razodvel, visto que quando estamos bastante
distantes da extremidade da cadeia, o comporta‘m.ento é caracteristico do que ocorre no
interior do. sistema, 611 seja, os efeitos de superficie sdo despreziveis. Ao contrario da
prescricao de Metropolis, o decaimento d_a='magnetiza.g§o ¢ muito mais suave utilizando-se

a distribuicao de probabilidade de Glauber.
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2.2 Sistema Unidimensional Com Correlagoes -

Levando-se em conta as distribui¢bes de probabilidades dadas pelas equacoes 2.12 e .

2.13 é facil verificar que se ¢ >> 1, teremos:

d m[3 4 2r — r?] +4m?® e~k (1—r)2 etk ' 0
T:i;m B 14 m?2 14 e—4k tm 14 m2 14 etk = 2m(1-r1) ? (2.36)
d 1 e-4k e4k
A4 — (-] .
Tdtr 8[( +T) 1+6_4k ( T) 1+e4k] (2 37)

A solugao estacionaria nos fornece

p ,
(—5.:0—)(2+r+r2)a_+(2—r—r2)a+=0,

onde

—4k 4k

a4 =

T 1tk © 1+ etk
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Podemos escrever ainda que:

2Aa- +ay)+r(a- —ay)+r’(a- —ay) =0,

e—-4k e4k

€omo a_+a+=1+e—4k+1+c4k:1

1_e4k

= Ttk = —tgh(2k) , -

€ a_ — oy
teremos que:
2 — tgh(2k)r — tgh(2k)r? =0 .

Notamos que a tnica solucdo possivel desta ultima equacio é r =1 e T = 0. A equagdo

para’a magnetizagao pode ser escrita como

dm 3
TE——/\m+o(m) ,
ondé
A 2y et g e 2

Ser =1eT =0, entdo A = 0, ou seja, a temperatura critica é nula no caso do sistema

unidimensional com correlagoes e taxa de transi¢ao do tipo Glauber.
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2.3 Sistema Bidimensional Sem Correlacoes

Vamos agora considerar um sistema bidimensional, onde supomos que todos os spins
numa dada fila i, estejam numa mesma temperatura T;. Seguindo os mesmos procedimen-
tos utilizados para o modelo unidimensional, tomamos inicialmente a taxa de transicao de

Metropolisl®l:

{ 1 para AE; <0;
wl(a!) = —AE;

e¥BTi para AFE; >0

Assim, a energia do sistema sera dada por:

Ei(aij): -J Z Uijai'j'

(i3,4'5")
, . . . , . .. N
onde a soma é sobre todos os pares de vizinhos mais préximos (z,7) e (¢ ,j ) na rede

quadrada.

Apés invertermos o spin 0;;,teremos

Ef(—0ij) = +J Z 0ij0y 5 -

(i,i'5")

Explicitando a energia antes e depois da inversao teremos

Ei(oij) = A= Joij(0i-1,j + 0it1,j + 0ij—1 + 0ij41)



Eg(~0ij) = A+ Joij(0i-1,5 + 0ig1,5 + i jo1 + 0iji1)

onde A é uma constante. Assim a variacdo da energia é dada por

AE;; = 2J0ij(0i-1,5 + 0it1,j + 0ij—1 + 0ij+1)
A probabilidade de se encontrar um determinado spin no estado o; 5 é dada por
1 .
Pij(oi;) = 5(1+mijoi;). (2.38)
Supondo que o gradiente de temperatura, esta apenas na diregdo x, podemos escrever que

<035 >= mi; = m,,

Ty < i >= — < 204jwij(o) >,
d
T = -2 < g;jwij{o) > ,
onde
<ogwislo)>= Y oygwi(oi)Po) , (2.39)

Tij10im1,50 00415
5,5 -1:5,5+1

sendo que na auséncia de cofrelagéés, podemos escrever que
P.(0) = P(0i;)P(0i-1,;)P(0i+1,;)P(01,-1)P(0i,541) -

As configuragoes possiveis, com as suas respectivas probabilidades de transicao sido dadas

na tabela abaixo:’
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03,341

+ + o+ o+

0771—1

+

+

+ + + +

Oit1,;

f

-+

Oi-1,j

+ o+ o+ o+

+

AE; ;
+8J
+8J
+4J
+4]
+4J

+4J

8]

-4J
-4J

-4J

w;,i(0:5)
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+ - - 4+ - -4] 1
+ - - - + -4] 1
+ + - - - 4] 1
- - - - +  44] e FAt:
_ ' - - + _ . +4] FRE
- - + - - 14 R
- + - - - +4] e FBT:
+ - - - - 83 1
- + - + - 0 1
- + - - -+ 0 1
- + + - - 0 1
+ — + - - -4J 1

A equagdo de movimento, para a magnetizacao por spin da i- ésima linha, sera dada
por:

d -1 '
T = E{aim.' + Bi(miy1 + mi_y + 2m;)

+ yi(mimipimioy + 2miPmigs + 2mifmig +m®)
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+ &i(2mipymimymi + mPmioy + mimig) + Emdmigmis ), (2.40)

onde

—~8J

a; = 22 4 8eFBTT 4 2eFaTr,

—4J —-8J

Bi = —6 + 4eX87Ti 4 2eXnTi

-8J
vi = —2+ 2eXBTi

—4J —8J
6 =2 — 4e¥pTi 4+ 2eKBT:

£ =6 — 8eFaTi + 2eKnTi,

As solugoes estaciondrias, neste caso, sdo obtidas a partir de
(9

d__,
T

Al

Se a temperatura é a mesma para qualquer valor de i, podemos determinar as solucoes no

- - - 1
interior do sistema, fazendo-se

m; = M4 =M1 = m. ’ (241)

Neste caso obtemos
0 = (a +48)m + o(m®).

A temperatura critica pode ser obtida a partir da condicao

a = _4:8’
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o que nos da

2 — 24e*F _ 1078 =0

A solﬁgéo desta equacdo nos fornece

e_4k M
10 ’
KgT.,

logo 7= 1.58 . (2.42)

‘Observamos que este valor, ndo corresponde ao valor esperado na teoria de campo
médio K}LTC = 4, embora nao estejamos levando em conta as correlagoes, ou seja, a pres-
crigao de Metro;;élis, sem correlagbes, ndo leva ao estado de equilibrio esperado na apro-

ximagdo de campo médio. Esse mesmo resultado, pode ser observado no trabalho de

Tomé e deOliveiral®l, se colocamos r=0 (auséncia de correlagdes), e desprezamos o fluxo

de energia sobre o sistema.

Consideremos agora o mesmo problema com a dindmica de Glauberl?! | onde tomamos

a taxa de transi¢do normalizada,

e_ﬂAEi

wle) = T (2.43)

N3o apresentamos aqui a tabela de configuracoes, com os seus respectivos pesos.
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A equacio para a evolugdo da magnetizacio é dada pela seguinte expressao:

d o
T;i—t-m,'j =< -20’,'j(t)’w(0,'j(t)) >, (2.44)
< oijwij(oij) >= Z oijw(0i;)P(0ij). - (2.45) aijy

TijCim1,i 1% i41,]
9,5 ~1.74,j41

Levando-se em conta que ainda estamos desprezando as correlages, podemos escrever que

d 1 |
T = o > (14 Ami )1+ Bmigy )1+ Cmiy )
_ TijaTi1,j19i41,5 '

i 1100541

(1+ Dmi j11)(1 + Em; j1)oi,j, (2.46)
onde
A = 0’,',]' 5
B = Oit1l,j ) (2.47)

C=O','._1,j ,
D=0+ ,

E =o0i;-
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Temos entio :
O coeficiente de m; é :

36—8k.‘ 68k.' : e—4k.‘ .
1+ e—8ki - 1+ 68k.'_+ 81 + e—1ki + 3’

- O coeficiente de (m;41 +mi—1) é:

e8ki (4 €

- 2 —2—
1+e8k 14 Bk 7 + e—4k: 21 + etki

» e-——8k¢ —4k; 4k;

O coeficiente de m?(m;.ﬂ +mi_y)é:

36—-8k.' eSkg e—4k.‘ 4k;

€
-2 2
1+ e~8k 3 + eBki 1+ etk +2 + etk

3

O coeficiente de m; é :

Considerando o caso no qual a temperatura é uniforme, e levando-se em conta que

estamos distantes da superficie (i=0), podemos considerar que m; ; = m;t1,; = mi_;

J =

mi j+1 = M;ij—1 = m e podemos escrever que préoximo a transi¢do de fases,

d .
= = Arm 4 o(m?),
onde
36—8}: e8k e-—4k

AF

= Ty Ty o ot (2.48)
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e—Sk esk e—4k (:4k

- 9. _
14 8k 1+68k+ 14 4k 21+64k

43+

Na situacao estacionaria, a temperatura critica da transi¢ao é dada por EJ’J—TQ = 3.00. Esse

valor difere completamente do obtido usando a prescri¢gdo de Metropolis.

Na figura 2.3 apresentamos o gréﬁco da magnetizacdo em fungdo da linha i de sp{r}s,
onde i designa a distancia & partir da superficie. Na superficie tomamos mo = 1 e T = 0.
Portanto, esse grafico descreve o comportamento da magnétiz;géo dos estados esta.cic;nérios :

a medida que a temperatura cresce na dire¢ao do interior do cristal bidimensional.

0.6

0.4

0.29

Figura 2.3 - Magnetizagao M versus a posigao I,
que designa a i-ésima linha do cristal bidimensional,

no estado estaciondrio .

Cur\'aa(.A:7.0);b(A:5.0);c(A:3.0). .
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Esses gréﬁcos foram construidos tomando-se 30 linhas da rede, usando-se como con-
digéo de contorno que a magnetizagao da 302 linha é & igual da 292 linha. Podemos avaliar
a temperatura critica, por ekefnplo, observando em torno de qual ﬁlano a magnetizacao
vai a zero. Se tomarmos um determinado valor de A = 7“;—5, a magnetiza¢do vai a zero
nas vizinhancas da linha ¢, onde T, & b, ou seja, T, = —Iézic.' Podemos notar que se
A.'—_- 5; i = 21, o que fornece um valor para KT, = 4,2J, que ndo é muito diferente do
valor obtido na aproximagao de campo médio se o sistema estd em contato com um banho

" térmico uniforme.

2.4 Sistema Bidimensional Com Correlagoes

Vamos considerar somente o caso de temperatura uniforme, e levar em conta as cor-
relagdes entre pares de vizinhos mais préximos, cuja distribui¢io de probabilidades é a
mesma do trabalho de Tomé e de Oliveiraltl. A equacio de movimento para a magne-

tizagao é dada por :

e <2
Tdtm = — < 2w(og)og >,
onde
_ P P12(00 0':)
< oow(og) > Z ogew(0oyg) 1(00)H “Pi(og) ) (2.49)
0

00,..-,04

1
= Z Gow(%)—ps(ao)ﬂz(ao,01)P12(00=Uz)Plz(Go,Ga)Pm(Oo,0'4),
1

00,y..y04

sendo que
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1
Py3(0g,01) = Z(l + m(og + 01) + rogoy),

P](O’o) = %(1 + mO'()).

Realizando-se essas somas sobre as configuragbes dos spins do cluster, é ficil de se

verificar que :

T%m = -2 < w(og)oe >= Apm + o(7ﬁ3) (2.50)
onde AP == 31+ 1 — 2r)—
16 - 14 e 8k
8k
—6(1 — r)4m7
) 9 e—4k
+24(1—r) U+
4k ’
—8(1—r)*(1 + 3r)1i7 (2.51)

+6(1—7r)%(1 + r)(1 — 3r)]

Podemos igualmente determinar a equacao de movimento para a fun¢iao de correlacao,

entre os spins vizinhos mais préximos.

d .
T < 0103 > =< —20102w3(01) > + < —20702w2(02) >,

< o10wi(oy) > = Z 0102u’1(01)Pc1uster-

con fig.
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Como estamos interessados na transi¢do de fases, entre as fases ferromagnética e para-

magnética, podemos colocar m=0, nesta ltima equagio.

Finalmente, obtemos que :

dr
TE; = f(r, k),

onde
4 6_8k
f(T', k) = A.[(l + 7') m
4 8k
—2(1-r) 15 oo
3 6_4k
3 e4k
€

A=+ +30+r21-r)+31 20 +r)+(1—r)

(2.52)

A temperatura critica pode ser determinada, na situagio estaciondria, através da resolugio

das equagdes Ap =0 e f(r, k) =0.

Obtemos o seguinte resultado para a temperatura critica

KgT. _

2.
J 88
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e para a funcao de correlacao

r =0.33

E interessante observar que esse resultado é exatamente o mesmo que o obtido por Tomé

e de Oliveira, usando a prescrigdo de Metropolis.

2.5 Sistema Tridim‘ensional Sem Correlagoes

Finalmente, vamos considerar a situagdo tridimensional, sem correlagoes através da

dinémicé de Glauber!?]

e_ﬂAEi

w,'(Ug') = m . . (253)

A equagao de movimento, tem a mesma forma que nos casos anteriores, ou seja,

T:i—t- <ok >=-2< O’ijk’lD(O'ijk) >=

elzk[—ﬁm,‘ —2mi4y — ?Jm,,'._.l]—i-
esk[—ZOm,- — 8mi—1 + 8miyi]+
e**[-10m; — 10m_; — 10myq ]+

20m; + e~ **[70m; + 10m;_; + 10mip |+
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e ¥ [44m; + 8mi_y + 8mip ]+ (2.55)

e—l2k[10mi + .2m,'_1 4 2mi+1] + O(m?)

Se consideramos planos de spin distantes da fronteira, podemos colocar

mi—1 = m; = M;41 = M, e obtemos a seguinte equagdo:

d
T% = —Am + o(m?),
onde
e12k e8lc e4k -4k 6_8k e~ 12k
= -b5—rt - 181 - 16—+ + 10 + 45 ——
A 51+612k‘ 81_|_68k 1—|—e4k+ 0+ 51+e—4k+301+6—8k+71+e—12k
| (2.56)

E facil verificar que A > 0, se K—!}—z > 5.073. Ou seja, a temperatura critica do sistema
neste caso vale KgT. = 5.073J, que difere daquela esperada na aproximagio de campo
médio, KT, = 6J. Nao calculamos o efeito das correlagdes entre primeiros vizinhos, no
valor da temperatura critica. O valor encontrado para a temperatura critica do modelo de
Ising em trés dimensoes, através de expansoes em séries de altas temperaturaslé] é KgT,
= 4.511 . Certamente, se levassemos em conta as correlacdes, obteriamos um resultado

mais proximo do obtido através de expansoes em séries.



Capitulo III

'Dinadmica do Modelo de Ising em um éampo"Aleatérion  ‘

3.1 O Modelo

Agora estudaremos a transi¢ao de fases dinamica do modelo de Ising em um campo

aleatério. O Hamiltoniano considerado neste problema, é dado pela expressao seguinte:

H':—%ZU,'O'J'—ZH,'U;, (3.1)

(1,) t

onde a soma se extende sobre todos os pares de spins , sendo J a magnitude da interagao
entre os spins do sistema, constituido por N spins. Na equagao (3.1)_ H;, é o campo aleatdrio

que atua sobre cada ponto da rede, e é dado pela seguinte distribuicdo de probabilidades:

P(Hi)? ‘;—[5(H,'+H)+6(H,'——H)] . (3.2)

Na situacao de equilibrio termodindmico, este problema foi estudado através de mé-

todos de grupo de renormalizacdo, bem como, por aproximagdes de campo médiol®l.
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O diagrama de fases no plano temperatura versus intensidade do campo aleatério,

esta representado na figura 3.1 :

1.0+

T0P

-
-
o e — ——

0.5

Figura 3.1 - Diagrama de fases para o modelo de Ising
em um campo aleatério. T representa a temperatura, h
a intensidade do campo. A linha cheia corresponde as transigoes

de fase continuas, enquanto a linha pontilhada transigées de 12 ordem.

A linha continua é uma linha de transi¢des continuas, enquanto que a linha pontilha
da, nos fornece a coexisténcia entre duas fases, as fases Ferro e Paramagnética. TCP é o

denominado ponto tricritico. As coordenadas do ponto tricritico, nas varidveis reduzidas
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consideradas,

sao dadas por

e h=043

T =

Entao estudamos, na aproximagao de campo médio, o comportamento dinamico deste
sistema, quando o sis’pema evolue no tempo de acordo'com o processo descrito pelavdinémica
de Glauber!d. Vamos supor que W;(o;) seja a probabilidade, por unidade de tempb, para
que o i-ésimo spin passe de o; . —0;, onde o estado do sistema é representado por
o = (01,02,...,0n), onde oy, a varidvel de spin no sitio i, toma os valores +1. Sendo
Wi(oi) a probabilidade de transi¢do por unidade de tempo para “virar” o spin i teremos

de acordo com Glauber que

o
W,‘(U,‘) = —2;(1 — Ogtanh(ﬂE,‘)), (33)
onde:
J
E; = —]\—TZ»UJ. + H; . (3.4)
i#£]

A equagdo Mestra, para o valor médio da magnetizagdo, é dada por :

ag%a—:—iz— = —<0; >+ < tanh (,BE,) > , (3.5)
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para uma distribuigdo fixa de campos aleatérios, em um dado instante de tempo . Se

N — oo, podemos escrever que

T oi=<oi> . | (3.6)
%]

Tomando-se agora a média sobre a distribui¢io de campos aleatérios, dada pela Eq.(3.2),

podemos escrever que

m =<< 0; >>=/ <o;>P(H;)dH; . (3.7)

— 00
Desta forma ficamos com a seguinte equagao para a evolugao temporal de m:

dm 1
a— =-m+ i[tgh(ﬂJm + BH) + tgh(BJm — BH)] . (3.8)

3.2 Resultados

Inicialmente, consideraremos as solugées da Eq.(3.8) para um dado valor de tempera
tura, variando-se a intensidade do campo aleatério. A situacdo inicial (t=0), é aquela
na qual a magnetizacao é igual a 1. Por exemplo, na Fig.3.2, para 7 = 0.75, mostramos
como a magnetizagao evolue com o terﬁpo até atingir o estado estacionario, para diferentes

valores do campo aleatério.



H
10
0.84 A
_ B
0.5 -
6
.04
D
02 - | :
f
0 — o
0 1 P 1 et

Figura 3.2 - Magnetizacao M em fungio do Tempo t,
para diversos valores do campo aleatério, para T = 0.75.
Curva a (h=0.0 ); b (h=0.29); ¢(h=0.37); d(h=0.39);

e(h=0.40); {(h=0.41)

Notamos que a magnetizagao atinge um valor estacionario apds um intervalo de tempo
que depende da intensidade do campo aleatdrio. Além disso, a transi¢io entre as fases ferro
e paramagnética pode ser determinada, avaliando-se o campo para o qual a magnetizagao
vai a zero, depois de um tempo suficientemente longo. Nossos cdlculos mostram que
para esta tefnperatura, a transi¢do € continua, e o campo critico que obtemos coincide
com o valor obtido na situacdo de equilibrio termodinamico. Para r = 0.75, o valor

critico € h, = 0.41. Fizemos curvas semelhantes aquelas da figura 3.2 para todos os
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valores de temperatura T> %, e os resultados obtidos para o campo critico 'coincidern com
todos aqueles determinados por Aharony!® no éaso de transi¢oes de fases continuas. Na
figura 3.3, mostramos a magnetizacao estacionaria em fun¢do do campo, apés um tgmpo
suficientemente longo, tal que o estado estacionario pudesse ser atingido para todos os

valores de campo considerados.
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Figura 3.3 - Magnetizagio estacionaria M versus intensidade do

campo aleatdrio h. Tomamos T = 0.75.
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Notamos claramente que a magnetizacao vai continuamente a zero. Os estados esta-

cionarios coincidem com aqueles obtidos no equilibrio termodinamico.

Na figura 3.4, mostramos como o tempo de relaxag¢éo varia em fungio do campo, para

um dado valor de temperatura.

tied
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Figura 34 - Tempo de relaxagio t em fungio da

intensidade do campo aleatério h.
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Notamos que o tempo para se atingir o estado estacionario, aumenta abruptamente
quando nos aproximamos do-campo critico determinado no équih’brio termodinamico. Isso.
ja era esperado, pois préoximo as tra.néig()es de fases continuas a magnetizacao é muito

pequena, e se expandirmos a equagao (3.8) para m, obtemos :

agdn?z = [1 — sech*(BH)BJIm | (3.9)

t

m(t) ® m(0)e™T |

onde

T ar . ’
= —n—— . 3.10
T — sech?(2) (3.10)

Quando estamos nas vizinhangas da transigdo de fases, o tempo I' para se atingir
o estado estacionério cresce indefinidamente, pois a condi¢do para a transicio de fases

ocorrer € que T, = sechZ(%) conforme pode ser verificado no trabalho de Aharonyl6l.

Para temperaturas menores que 7 = 2%, o comportamento da magnetizacio. apds
P 3 ¢ao, ap

tempos suficientemente longos, pode ser exemplificado na figura 3.5 para 7 = 0.30.
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Figura 3.5 - Magnetizagido M em fungao da intensidade cio

campo aleatério h no estado estaciondrio.

Notamos que, diferentemente do grafico da figura 3.3, onde a magnetizagio vai conti-
nuamente a zero, neste caso a magnetizagao sofre uma descontinuidade para um determi-
nado valor critico de campo, ou seja, ela passa de um valor finito péra zero. Entretanto,
o valor do camp§ critico é maior que o determinado no equilibrio termodinamico, quando
as energias livres das fases ferro e pa,ramagnética torﬁam—se iguais. Na realidade, o que
estamos determinando é o limite de estabilidade da fase ferromagnética. Através desse

método, ndo conseguimos determinar o limite de estabilidade da fase paramagnética.
Finalmente, na figura 3.6, mostramos o diagrama de fases completo para todos os
valores de temperatura, apds tempos suficientemente longos, para que o sistema alcance a

situagao estacionaria, para qualquer valor de campo.
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Figura 3.6 - Diagrama de fases para o model

h

o de Ising dinamico-

~

num campo aleatério. Neste diagrama 7 é a temperatura, ha

intensidade do campo aleatério e TCP é um ponto tricritico dinamico.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos dois problemas diferentes relativos a transigao de fases em
sistemas magnéticos. Em ambos os problemas a equagao mestra que descreve a evdlugéo
temporal da distribui¢ao de probabilidades desde uma situa¢io de ndo equilibrio até que
seja alcangado um estado estaciondrio. O primeiro problema tratado foi de um modelo
de Ising sujeito a um gradiente de temperatura. Determinamos os estados estaciondrios
desse sistema em uma, duas e trés dimensSes e mostramos os perfis de magnetizacio a
partir de condigbes de contorno apforiadas na superficie dé. sistema. Escolhemos duas
taxas de transigao diferentés para descrever a evolugéo em diregao ao estado estacionario;

a taxa de Metropolis, empregada frequentemente nas simulagées de Monte Carlo, e a taxa

normalizada, proposta por Glauber.

Mostramos que os estados estacionarios sao diferentes quando desprezamos correlacoes
dentro do sistema. Por exemplo, em uma dimensao utilizando a prescri¢do de Mevt.ropolis,
mostramos que o estado ferromagnético é instdvel mesmo se T = 0. Ao contrario, a
prescricdo de Glauber, fornece a temperatura critica correta em uma dimens&o e o estado

ferromagnético é instavel para temperaturas maiores que zero.

Surpreendentemente, quando levamos em consideragdo as correlagdes apenas entre

primeiros vizinhos, ambas as prescrigoes levam ao mesmo estado estaciondrio. As tempe-
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raturas criticas obtidas, levando-se em conta as correlagdes, foram as mesmas para as duas

taxas de transi¢ao.

No segundo problema, estudamos o comportamento dinémico.do modelo de Ising erﬁ
um campo aleatério, através da taxa de transigao proposta por Glauber. Determinamos o
~ diagrama de fases no plano temperatura versus intensidade do campo aleatério e mostramos
que os estados estaciondrios coincidem com aqueles do equilibrio no caso de tfansigées de
fases de segumda ordem. Por outro lado, para as transi¢des de fases de primeira ordem nos-
sos resultados rﬁio sao os mesmos que os obtidos na situagiao de equih’b;‘io. Fomos capazes
de determinar com este método apenas o limite de estabilidade da fase ferromagnética, cu-
jos campos criticos sdo superiores aqueles obtidos no equilibrio, quando as energias livres
das fases ferro e paramagnética-sao iguais. Entretanto, a localizacao do ponto tricritico

coincide com aquela determinada no equilibrio termodinamico.
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