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RESUMO

0O estudo de leis de conservagso no célculo de wvariag@es, nos =, N
leva a uma idealizagio dada pela EDP n3o linear
| u + [foul =0 ¢ Gttd & RxI0,m) >
cuja solugiic pode ser tomada como sendo o limite quando A — O, da
seqliéncia de solugBes de EDP’s do tipo
u, + [foqu = )\uxx
Motivados por isso, além de estabelecermos uma solugdo
global para esta ultima equagdo utilizando o principio de Duhamel e o
método das aproximagSes sucessivas, faremos um estudo das propriedades
que esta solugdo pode refletir, ou das condigBes iniciais ou da
solug8o fundamental do calor. Por fim, a titulo de comparagio
estudaremos a equacg3o,
u, + [fou.'lx = Au

XXX
utilizando o mesmo método, destacando as possiveis diferengas entre

as duas solugles.



ABSTRACT

The partial differential equation
u, + [foqu = Au C A 2 0,(x,t) € Rx[0,000 D

iz studied, motivated a= parabo;‘i,:: regularization of an idealised
conservation law (A = 0). The principle of Duhamel and a method of
successive aproximations are applied to establish global solutions
for the Cauchy problem and their properties as consequences of
properties of the fundamental solution of the heat equation or of
hypotheses imposed on the initial condition.

For purposes of comparison, the same methods are applied to
the non linear hyperbolic equation

u + [foul = Au
tt b3

X
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INTRODUCXO

As leis de conservagdo surgem no calculo de variagBes como

equagles diferenciais parciais ¢ EDP > da forma
@ divergéncia ( F > = 0

para campos vetoriais F restringidos por fortes dependéncias ( em
"geral nIo lineares > entre suas componentes. Numa idealizag3o
desta situacdo recentemente foram estudadas < [91,[121 > EDP da
forma

2> u + [foul = 0
t x

Para EDP de primeira ordem existe uma bem desenvolvida
teoria classica ( por exemplo:3I7] O, que alerta para o fato
de que algumas EDP deste tipo apresentam fortes singularidades e
que portanto possuem solugdo, apenas em intervalos finitos de
tempo.

Independente desta origem no célculo de variagBes as EDP
da forma apresentada em ( 2 ), =3o0 importantes em varias Areas de
mat.ematica aplicada incluindo, - hidrodinamica, elasticidade, fluxo
de transito, etc. Em - tais aplicagSes o aparecimento de fortes
singularidades ¢ indesejavel e interpretado como resultado de
negligéncia de termos de ordem =superior, ou seja, em tais
aplicagBGes as solugSes relevantes =s3o limites de seqliéncias de
solugSes de EDP de ordem maior, menos sujeitas a singularidades.

Ent3o, por exemplo a EDP (2> seria considerada uma
idealizagio da EDP '

(3>\) ut + [fou]x= Au

XX

onde A > 0O é o coeficiente de viscosidade, e as solugles relevantes
de ¢ 2 > seriam limites ( para A — 0 > da seqiéncia de solugles

u, > 0,ondeu

N> é a solugao de (¢ 37\ > respectivamente .

A

Na equagdoc € 3, O, chamada de regularizag3o parabdlica de

N



2> ¢ ver [61 >, para efetivamente calcularmos o limite A — O,

faz-=ze necessario termos uma teoria bem desenvolvida para as EDF

do tipo ( 3)\ ). Tal teoria encontramos nas notas do prof.Dr. Paulo
Zingano¢ [151 >, Leis de conservagdc com viscosidade: uma
introducao * que estuda (3>\> para o caso A = 1, sem perder a

generalidade, devido ao fato de que por uma simples mudanga de
variaveis, retornamos ao caso geral.

A presente dissertagio representa um estudo do trabalho do
prof. Zingano, com as seguintes ressalvas :

0 espago métrico completo construido aqui € diferente do
propozto inicialmente por 2Zingano, sendo um espago de fungles
mensuraveis limitadazs, n3o necessariamente continuas, de forma a
aproveitar a norma do supremo desde o principio.

Cada conclusdo sobre as propriedades do problema de valor
inicial ¢ PVI >

b 3.

u +*[fdwl) = u
Tt 3
ulx,00 = u X

o

decorre das propriedades correspondentes ou da condigdo inicial ou

da solugdo fundamental

1 o
Edx,t> = e
4nt.
para t > 0 , da EDP do calor.
Para entender melhor tal correspondéncia, estudamos

paralelamente o problema nao linear hiperbélico

u + [(fCu] = u
tt x

xX
pelo mesmo mét.odo do principio de Duhamel e o teorema do ponto
fixo para contragGes utilizados por Zingano.

Este problema com parte nio linear If ou]xescolhida por sua
proximidade ao problema de Zingano, fez ligagdc de nosso trabalho
com outra area de ativa pesquisa atual, a de EDP hiperbélicas
nao lineares ¢ ver por exemplo [13] > .,

No texto aparecem importantes diferengas entre o problema
hiperbélico e o problema parabdlico de Zingano, que refletem bem as

diferéngas entre as EDP da onda e do calor , respectivamente.



CAPITULO 1

1.4 PRELIMINARES

Inicialmente descreveremos algumas definigBes e resultados
que serdo utilizados no decorrer do capitulo I, bem como nos demais
capitulos. Existe uma farta literatura que enuncia e demonstra
estes resultados > no entanto a cada resultado citaremos
referéncias que se enquadram no nosso contexto. Fica também
estabelecido que as integrais sem limites de integragdo sao
consideradas integrais sobre toda a reta, e a notagdo D: ,sservira

para indicar a n-ésima derivada em relagdo a variavel x.

Defini¢c3o ( os espagos L?P »>.

Sejam p real, p 2 1 e oI & R"” —+ C mensuravel, diremos que

peLp(I)se:
ia/p
||¢||LPE{J lplpdx} <>
 {

onde a norma acima definida é chamada LP-norma. Diremos que p €
LC I D se :

"p"LooE sup ess | ¢ | <
xel

onde a norma acima definida é conhecida como a norma do supremo

essencial .

Definic3o.
Diremos que @IS R"— C pertence a [BC(ID se p for limitada,

ie,




I e llyp=sup |e]| <o
x

Observacg3io. Quando I = R diremos que ¢ L? ou que ¢ € B ao invés de

LPRY ou BCR), respectivamente. Também devemos ressaltar que as

normas “'"supe u"Loo sdo idénticas, em se tratando de fungSes
continuas.
111 Proposic¢3o. Suponha 1 < p < o e f e LP, definindo para

todo ¢ € R, fixado, a fungdo ft(x) = f(x+t). Ent3o,

lim | £, - f |p=0
t+0

Dem.¢ ver por exemplo [3] D.

Defini¢c3o ( O espago de Schwartz D.
Seja ¢ R » € fungdo Cm, diremos que ¢ pertence ao

espago de Schwartz ,se :

| # "mn = s:[]; ‘menp( x| <
r x .

para todo (m,n)> < [NxN.
O espago de Schwartz, sera denotado por S(R> , ou
simplesmente S. '

A topologia de S é induzida pela métrica

| t Je-81,,
dC o, > = E — * Cp,7 €S D
- 2 t+)e-81, ,

m,nNn

Defini¢3o ( DistribuigBes temperadas ).
Uma distribuig¢3o temperada é um funcional linear
T:S +» C€ continuo. Denotaremos por S’ R > ou simplesmente S’ o

espago vetorial de todas as distribuigdes temperadas.

Observacg3o. Existe uma classe mais abrangente de distribuigSes
onde as distribuigSes temperadas aparecem como um caso particular.
No presente texto utilizaremos a palavra distribuigio para designar

as distribuigBes temperadas.



11.2 Proposic%o. Seja ffR - C , f e L'

C i D Ent3o f define um elemento Tf e S’ através da férmula
Tf(p)=prdx Cp &8

C ii D Para cada n € N, f define outro elemento de S’ denotado

por D: Tf » através da férmula :

:'rf =T <-1>"D:<p>>= Jf(x)(-i)nD:(p()o)dx (p € SO
Caso f € C", mediante integragao por partes teremos

D" T =T n
x D

X

3

Dem.C ver pdr exemplo [3] ou [5]1 D.

Definic¢3o.
Seja f uma fungdo continua tal que para todo ¢ € S tenhamos
fo € S . Definimos o produto de f por T € S’ como sendo a

distribuigdo temperada dada por :

CfT >C p > = TC fp D.

11.3 Exemplo. ( a " fungdo " delta >
Seja b € R . Definimos <Sb como sendo o funcional :
éb(p)=p(b) Cp eSO

para o caso em que b = 0 denotaremos éosimplesment,e por &.

Gostariamos de encontrar uma fungdo g integravel tal que :
6b(p)=Jg(x)p(x)dx - Cp eSO

de fato n3o existe uma fungdo com esta propriedade, mas a

proposig8oc 1.1.2 nos leva a denotar

<Sb( p d= J PDSE(x-bddx



o que formalmente nos leva a :

J- &Cx-bddx = 1 e <5b(x) = 0 para X # b .

Defini¢io ¢ Derivada de uma distribuigdo D.
Seja T « S’ e n € N , a distribuigdo denotada por DT e

definida através da férmula
D"TC ¢ > = TC <-1>“D:¢> >

é a derivada fraca de T ou a derivada no sentido das distribuigtes

como ¢ mais conhecida.

1.1.4 Exemplo. ( a fungdo rampa D

{x para x > 0

Seja rx = (x e R

0 para x < O

r é continua, mas nao é derivavel, no entanto podemos calcular sua
derivada no sentido das distribuigles. Seja
© .
TrETGC)=Jprdx=pr(x)dx Cp eSO
°
é facil ver que Tr esta bem definida, assim
o0

D Tr( P = TrC -Dxp(x) > = - J xquD(x)dx =
(o]

©
= J oCx> dx = J P (xddx = TQ( e D
o

onde 8(x> é a fungdo de Heaviside, definida por

1 para x> O

8{xd) = (x e RO
0 para x =0

que também n3o ¢é derivavel no sentido classico, mas podemos

calcular sua derivada fraca. Seja



T9( e = I B8Cdexddx Cp eSO

assim
¢ 4]
D'recp>--bep<x>dx-p<o>-<scp> Cp €SO
o

ié, a derivada fraca da fun¢gdo de Heaviside é a distribuigdo 6.

Defini¢3io { o produto de convolugdo D.
» Sejam f,g R — C duas fungBes, definimos como produto de
convolugdo entre f e g e denotamos por fsxg a integral

fegdxd = J- Fx-ydgCyddy (xeR>D

observemos que fxg define uma nova fungdo em R,

1145 Proposi¢c3o. A férmula do produto de convolugdo entre

f,g'R — € esta bem definida se :
<CiDd fel'e g € L®

C i D f‘eLiegeL1
C em Gid) fag esta bem definida em quase toda parte ).

Dem. ( ver por exemplo [14] ).

11.6 Proposic30. Se o, € S entido osB € S

Dem. ¢ ver por exemplo (2] ).

Definic¢c3o.
Sejam T uma distribuigio e o € S definimos o produto de

convolugdo entre T e a pela férmula
Teo(pd = T(oxpd Cp €S

observemos que Tra é uma distribuigdo e esta definigdo ¢
consistente com a definigdo caso T venha a ser uma f ung3o, < ver por

exemplo [31 D.



1.1.7 Exemplo < convelugdo com a "fungdio" & D.
Considere a "fungSo" & definida no exemplo 2 e f € L'n L%
E 6bvio que para toda ¢ € S teremos S%p € S entdo considerando f

como uma distribuigio podemos estabelecer
Sxf(pd = £(Sepd = (pd CpeS D

de certo modo estamos tratando de um caso particular de convolugdo
entre duas distribui¢Bes, o que possivel para o caso de uma das

distribuigdes ter suporte compacto ( ver por exemplo (3] D.

118 Proposi¢g8o ( propriedades da cohvoluc;é'o d.
Seja f, g fungles ou distribui¢gSGes temperadas cujo
produto de convolugio esta bem definido, entio valem as seguintes

propriedades :

<Cid ' fag = gxf

seféCnegeC"paraalgumne[N,entﬁ'oftgeChe,
f ‘ g — n — n

Cii D Dx( fag > = Dxftg fthg

na verdade basta que apenas f ou g seja c” para que fsg < c”
Dem.{ por exemplo [2] e (3] D.

Defini¢30 ¢ convergéncia em S’ D.

Seja ( Tn)h N uma seqiéncia de distribuigBes. Diremos

que (< Tn > converge a T € S’ e escreveremos
?
T Sl
N
se e somente se, _
Ilim T Ce > =TC e D
n-+0o n

para toda ¢ € S.

1.1.9 Exemplo.

) s’
CiD 6‘/‘“——»6 quando n — o

?
.. b4 »
C i D 61/h —+ & quando n — ®



C i D I f-f "L1—-»0 quando n — ®©® =
o
- fn——-.fquandon—-ooo
. 1 s’ '
C iv D Para toda £ € L7, Tn—-'Tquandon—-»oo-:)

b4
=» Tntf > —S--’ Txf quando n — o

com efeito, para toda ¢ € S teremos
<CiD J- 6‘/n(x)p(x)dx = p1/Nd) — 0> = J’ SOpxdd®x ao n — ®

N > — t4 1
C il D 61/n( P D= 61/h( ®’) , o resto segue por (i D.

€ iii > Pelo teorema da convergéncia dominada tem-se
J- f h(x)p(x)dx —_— J fFOOplxddx

donde segue ( iii > e finalmente,

Civ D CT#f >p> =T (Fapd —» Txpd> = Taflpd.

Defini¢30 ¢ a transformada de Fourier D).
Seja fR » ¢, definimos a transformada de Fourier de f,

denotada por f~, por

1 ,
7> = — I rooe ™ *ax
v2r
se a integral convergir.
1.1.10 Proposi¢3o. Uma condigdo suficiente para que f tenha

transformada de Fourier é f ¢ Li.

Dem.( ver por exemplo [14] D).



Como naturalmente S < L* » temos gque a transformada de
Fourier esta bem definida em S, isto nos da margem para definir a
transformada de Fourier para distribuigSes, antes porém veremos

alguns resultados .

1111 Teorema. Seja f € S, ent3o f~ € S e valem

CiDd F:S - S . ¢ uma bijegao linear continua
$
1 W&
Cii D FOO = — | £7¢Ede" "ar
¥Y2n

Dem.{ ver por exemplo [2] ).

Definic3o0. ( a transformada inversa de Fourier >
Aproveitando a férmula do teorema 1111, e denotando por

f v, definimos a transformada inversa de Fourier de f, por
! 3
YO = — | fCEde ar
Y2r

1112 Proposicdo. Sejam f € S e n € N. Valem as seguintes férmulas

Cid EHY = f = ¢f

Cii D fY¢g> = ¢ = B

onde a barra denota conjugagio complexa.

Dem. { ver por exemplo {2] D).

1113 Proposic3o. Sejam f,2 € L'nL%. valem as seguintes férmulas :

Cid < fog D" = 21 £g”
Cii D . fag DY = ¥2n g7
C iii D 2 C fg X ="« g°

Dem. ¢ ver por exemplo [2]1,[14] D.



. A

11444 Proposi¢c¥o. Sejam f € S e n € N. Ent3o valem
Cid < D:f YNCE> = C WE T

C i D D;r"co = [(-ix O"f1"

Dem. ( ver por exemplo [2], [14] ).

1115 Teorema ( Teorema de Parseval D.

Sejam f,g € S. Vale
K fe>=< e >

onde < , > denota o produto interno

< uv > = f uOOvODdx

Dem.( ver por exemplo {2] D).
Para f € S podemos definir a distribuig3o Tf em S’ por
TCp D= J- FOOPCxddx = < Fp > Cp eSO

e portanto por (i) da proposigiaoc 1112 e o teorema 1.1.15,

obtemos

TfA(p)=<f—:z,p)=<(f-?'_‘)A,pA>=<i_',¢>A>=Tf(pA)

O teorema 1.1.11 em conjunto com o proposigdo 1.1.12
garante que a transformada de Fourier é uma bijegdo contifnua de S em
S, portanto a expressdo acima nos leva a definir a transformada de

Fourier para uma distribuigZo.

Definic3io ( A transformada de Fourier para distribuigSes ).

Definimos a transformada de Fourier para uma distribuigdo

T , denotada naturalmente por TA, pela férmula

TACP)ET(pA) o€ SO

111
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1116 Exemplo. ( A transformada da "fungdo" delta >

ENpd = 8™ = 0> =

5 ‘
= —2; I P(X)dx = TIVZ—TI‘]
isto mostra que a transformada da "fungd@o"” delta ¢ a fungdo

constante 1927 .

Definic3o ( a transformada inversa de Fourier para distribui¢Ges ).
Analogamente ao que usamos para denotar a transformada
inversa de fungSes, denotaremos a transformada inversa de Fourier

de uma distribuicido T, por T, definida por
G

™Cpd>=TCp > CpeS)d

1117 Teorema. Se T € S’, entao T € S’ e valem

CiD F:S?2 5 8 & um isomorfismo linear
T +» TA
Cii D CT > =T=¢TV > CT € S
C i D < DT Y = aed"T” CTeS,nelN)>
Civ D PUCT D= XT)Y CTeS’,nelND)>d

onde o produto x'T esta bem definido .

Dem.C( ver por exemplo [5]1 ).

Seguiremos como uma lista de resultados que iremos

ut.ilizar nos capitulos seguintes:

1.1.18 Teorema { teorema do ponto fixo para contragBes ). Se M & um
espagoe métrico completo, toda contragaoc f:M — M, possui um uUnico
- ponto fixo. Dado qualquer ponto X, € M, a segiiéncia

f(xo),fz(xo),...,fn(xo). . . converge para o ponto fixo de f.



Deni. ¢ ver por exemplo [10] >.

1119 Teorema ¢ teorema de Ascoli-Arzeld). Seja M = U Kt’ espago
métrico formado por uma reuniio enumeravel de compactos, com’ l(,L <
int,(l(L +1) para cada i sent3o toda sequéncia equicontinua e
pontualmente limitada de aplicagSes f x\:M — R possui uma

subsequéncia que converge uniformemente em cada parte compacta de M.

Dem.( ver por exemplo [10] ).

1.1.20 Teorema ¢ Lema de Fatou ). Sejam @I & [Rn, um intervalo

qualquer.C consideramos um intervalo em R” como sendo o produt.o

cartesiano de intervalos da reta >, e (f‘h)n N uma seqliéncia de

fungSes ndo-negativas e integraveis em I. Se para (quase) todo x < I
£GO = lim inf £ 0O

Nn —= 00
ent3o

J £CxOdx < lim inf If Cxd>dx
1 n—x 99 "

Dem.{ ver por exemplo [14] D.

1.1.21 Teorema ( teorema da convergéncia dominada ). Sejam I < 13
,um intervalo qualquer e ( anh <N uma seqiéncia de fungdes
integraveis em I, tal que

lim f‘n<x) = (x>

N0
se existir uma fungdo g € LI tal que
<
|f‘h(x)| < gGoO

para ¢ quase ) todo x € 1. Entdo

J‘ f{xddx = lim fn(x)dx

N0

I I

Dem. {( ver por exemplo [14]) D.

11
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1.2 0 PRINCIPIO DE DUHAMEL

Vamos usar a transformada de Fourier para resolver dois

problemas de valor inicial, o do calor e 0o da onda, respectivamente.

1.2.1 A EQUACAXO DO CALOR

Consideremos o seguinte problema de valor inicial, ¢ PVI >
conhecido como o PVI unidimensional do calor para barra infinita

¢ ver por exemplo [11 >:

{ U =U + gx,td - CAD
t xX
(4.2.4)

UKx,0> = uo(x) <B>

onde x e R, t € R, Ulx,t> é um escalar real e g:[RxIR;—-»' 174
é6 L' e representa a nao homogeneidade da eqanSb. A condigSo

inicial devera ter um comportamento ‘''razoavel”, como por exemplo
1
a.2.2 uoeL Nn B

i.é, uoé absolutamento integravel e limitada e a condigdao <1.2.1DB

é interpretada no sentido de

4.2.® fuc,t> - u°||L1 —s 0 quando t — 0

Se jam us, u: e g'\ as transformadas de Fourier de U, u e g

respectivamente. Aplicando a transformada de Fourier, obtemos
{ ™ = - £2u + ¢°

Ut ,0 = u:(f)
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que nada mais ¢ que uma EDO de primeira ordem em relagdo a variavel

t, cuja solugic é dada por :

t

2 2
. 2.4 UNCE LD = u:<f>e'f v s ,[B—E U2 e™CE ,edde
[o]
1.21 Lema.
-Ezt

Cid Ie df = vn/t Ct >0

L 2 et
Cii D [e e*dr = Y/t e 7 Ct>0, xeR)D
Dem.

2
¢ i D Definindo ICL) = j et ‘4z, teremos

Pcts J’ -2 J' e J' J' ~&2. 4%
= e dZ e du = |dE e dp

que em coordenadas polares torna-se

00 27

2 -rzt

I(t)=errJe dé = n/t
(o] o]

donde conclui-se o dese jado.

Cii D Seja I a integral a ser calculada, assim

A g2 .
Poo = J e ttarreliar = i.I el Hel*yr =

g%, it g%, i
= (i/-20) I -2fte " e dE = -2t Infce de'S *dr

que int,égrando por partes nos fornece o PVI
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cuja solugdo é dada por

2
IGD = YasC o X 74

como queriamos.

o

Por ¢ it > do lema 1.21 podemos concluir que se

2
P, td = V2T &7 T

ent3o
. -fzt
PN = e

assim a expressio {(1.2.4) torna-=e

t
UTCELD = ¢"<:,t,>'u'o‘<z> + J @ CE =D CF ,sdds
o]

que aplicando a férmula () da Proposigio 1.1.13, obtemos

4.2.® UNCE,L = v27 I PC tI8U 17+
t
+ Y217 J[ @C t-adagd. s> 1ds
(o]

aplicando a transformada inversa em (125> e mudando a ordem de
integragdoc no segundo termo que aparecerd a direita, obtemos o
chamado principio de Duhamel para a equagio do calor.

t

(1.2. & Udx,t) = (. ,t,)tuo + -[ €. ,t-sOxg( ,s)ds
’ o

onde

(1.2.7 U, T) = C4ntd Y 2gH/4T

A solugdo apresentada em <1.2.6> satisfaz a equagao

{1.21>.A no sentid o das distribuiges e a condig3o ‘inicial ¢




satisfeita no sentido dado em «1.23). Os detalhes podem ser

encontrados em, por exemplo [3].

1.22 Exemplo. Para o caso em que g = 0, podemos estabelecer um
resultado bastante interessante e que usaremos posteriormente.
Neste caso teremos que se U satisfaz o PVI do calor ent3do sua

transformada de Fourier é dada por
UL = e Uo = [p(.,t)tUOJ
onde ¢ esta definida em (7). Fazendo t —-+ 0 obtemos

Uo(f) = .lim+ [p(.,t)tUOJ
t-+0

o item GG do teorema 1.1.17, juntamente com o exemplo 113, nos

leva a concluir que

lim pCx,t> = 8GO
t-+0

onde & é a " fungio" delta.

I1.2.2 A EQUACXO DA ONDA

Consideremos agora, o PV] unidimensional da onda ¢ ver por

exemplo [2]) D, definido por

tt X

U =U + gdlx,td v CA D
(1. 2.8)

Ud{x,0) = uo(x) e Ut(x,O) = vo(x) (B >

onde x €« R, t ¢ IR+ » Ux,t> & um escalar, a n3o homogeneidade g é

~ 1 . e e e ~ .
uma fungao L", e a= condig®es iniciais serao do tipo

15
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(1.2.9) u_,v e L'n B
o’ o
Resolveremos o PVI usando a transformada de Fourier. Sejam
UA,u: ,v: e gA as transformadas de Fourier de U, u,v, eg

respectivamente.
Aplicando a transformada em (1.2.8) obtemos

t

wo = 22U + g~CE, LD CAD
(4.2. 10)

U €Z,0> = ujdgd e U CE,0) = vaded < B D

que nada mais é que um PVI formado por uma EDO de segunda ordem
n3o homogénea, que para simplificar sua resolugdo separaremos em

dois outros PVI

{ v, .+ 3V = g~eE,bD

(1. 2. 11)
VCE,0)> = 0 =V <&,
e
2
W o +f*w =0
tt

(4. 2. 12>

WCE,0> = ul(E> e W (G, = vI@D

o PVI {1.2.11) equivale ao sistema de equagCes

{ ¢ D - if Jhf,td> = g™ CeE, L

< l)'t + if OVCE,L) = haF,tD

resolvendo, para h obtemos

t
J‘ oL <t,-s>g,‘<§ s>ds

]

h<E LD

e para V :

t
VCE, LD = J- e W I cr rodr

o
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substituindo h na express3oc de V, obtemos

t

- ~ T

VCE LD = J sen{(;: s) g (¢ ,sdds CEf = 0D
o

o PVI <(1.1.12> tem solugio mais imediata

WCE,L) = u:(f)cosft + v;<f>sen§t, CE =0
4

somando V e W, obtemos a solugdo de (1.2.10),

t
4. 2.13 UA(f L) = u:(f dcosft + v;(f dsenft + Jser_x{ (L-s) gA(f »Sdds
4 4
o

valida para ¥ = 0.

Para encontrar a solugdo de (1.2.8> deveremos aplicar a
transformada inversa em ambos os lados da expressao 1.2.13), mas
vamos fazer isso passo a passo calculando a transformada inversa de

cada termo separadamente, com o auxilio do seguinte resultado :

1.23 Lema. Se aA(f,t) = cosft e BA(E,t) = senft , entio
4
alx,t) = Yr/2 [6(x+td) + SO=t.)D]

onde & é a "fung3o" delta e

1 para | x| St
£, = Yn/2 Ct >0
0 para | x | >t

Dem.

Inicialmente mostraremos que
J e¥¥ar = 2r800

com efeito, pelo exemplo 1.1.16 temos que




E7CE> = 127

no sentido das distribuigBes e portanto wusando a férmula

transformada inversa obtemos

1
2 | — e‘f"df = 8GO
ven

que implica no desejado. Se

aCf,t.>) = co=mft

ent3o
1 , 1 .
alx,td> = —j e‘txcosftdf = ]\e‘gx[e‘ft-l- e_"ftldf
2 272n.
i VE & max i v tm_ts
= [Je""dg+Je°'“dg]=
2v2mn
1 .
= [2n[6(x+t)+6(x-t)l]=
2v2m
= 1/Yr/72 [ 6Cx + D + &(x = 4D 1]
agora,

1

> = — | pog,tde il =
2
1 t -1 2
= — Y2 j e"f"df = — Dxce"f"mx =
v2r 2y 2iF 4.
ei'ft -ig senft
= 1/ [ ] = CE =0)
2% 4

A

da

18



Portanto, podemos concluir que,

. 2.1 [ ujcostt 1V = A/YZMu _%od =

= (1ﬂ)juo(y) [6(x+t-y) + <S(x-t,-y)]dy =

= (1/2> [uo(x+t) + uo(x-t,)]

e
senft v
(1.2.45) B [ v"——_] = L1/72m00 v %31 = S S
o 4 °
= (1/‘1211)J-v°(x-y)(3(y,t,)dy = (1/2)Jv°(y)dy
Para a parte nio homogénea, obtemos V(,t), ié, o ultimo
termo da direita que aparece em 1.2.13>, mudando a = ordem de
integracgdo
by £ senf (t-sd
vVWix,td = J S Ie‘ e 7 ,tddxds =
v2n 14 .
o
1 1
= — [ﬂ(.,t-s)t g(.,s)]ds = — J- jﬁ(x—y,t-s)g(y,s)dyds
vY2r ¥2n , _
o o
isto é,
t x+]t-o |
(1.2. 16> Vix,t) = C1/2) gCy,sddyds

o x—|t~s'

por <(1.2.13)>, (1.2.14>, {1.2.15) e <1.2.16> obtemos o principio de
Duhamel para a equagio da onda



x4+t

1.2.17 Udx,td = (17221 uo(x-i-t) + uo(x-t) ] + (1/2)[ v°(y)dy +

x=-t

t x+'t-e|
+ (1/2)J g{y ,s>dyds

o] x-It—el

Esta férmula apesar de ser mais compacta, n3o é a mais

adequada a nossos propésitos, modificaremos um pouco sua express3ao

utilizando o seguinte lema :

124 Lema. Se para cada t 2 0, definirmos

1 para | £ | <7
G ,1d =
0O para | £ | =27
Ent3o
D_GCE,7> = 8G+1> + 5C&-1)
e
D,GCE,T> = 8CE+T> = -1

onde & & a "“fung3io" delta.

Dem.

.E facil ver que
GCE,7) = 8CE+TI9CT~ED
onde 8 é a fungido de Heaviside definida no Exemplo 1.1.4
exemplo nos fornece .

D_[6CE+736C7=£>) = [D_8CE+7310¢T-£> + OCE+TID _6¢r-§] =

tal

= SCE+TIOCT=ED + OCE+TIECT-ED = SCE+Td + SCT-ED = SCE+1d> + SCE-7)

analogamente

D_[OCE+TI6(T-§D>) = [-D_O6C(7-§218C¢+7> + [D_OCE+TI18(7-¢> =

4 4

4



= SCE+Td - SCE-TD
##

Assim, a nova express3o para 1.217) é :

(1.2.18 Udx,td = (1/2)[u°#DtG(.,t)] + ('1/2)[v°tG(.,t)] +
t
+ (1/2)[ G<. ,t-=d%g(. ,sdds

o
onde
1 para | £ | =7
1.2, 19 Q& ,1) = CT 2 0D
Opara | & | > 7

De fato (1.2.18) satisfaz as condigSes iniciais impostas em

<1.2.8>, no sentido de que

| uc,e> ~ u "L’ — 0 quando t —-> O
e
S’
Ut(-,t'}——" Yo quando t — O

pois U s6 tem derivada no sentido das distribuigGes.
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CAPITULO II

II.1 O EXEMPLO PARABOLICO

Neste capitulo estaremos interessados em estabelecer uma
SDIUQ§O definida em Rx[0,0), para um problema de valor inicial
definido por uma equagdo parabélica semi-linear, cuja parte linear
& a equaqgo do calor, mais precisamente estabeleceremos uma solugdo
para

xn
(2. 14. 4%

u 4L fCudl =u ' CAD
t x
u(x.0)=uo(x) C B D

onde x e R, t < IR‘, ulx,td) & um escalar e f < c“cR>.

211 Proposic3o. Sem perda de generalidade podemos considerar f

dada em (2.1.1>.A, tal que

£f<€O> = £°CO> = 0 .

Caso (0> # 0 , considerando
gdx) = x> = £C0),
obtemos:

ut+[g(u)3x=uxx,

com g<0> = 0. Agora fazendo a mudanga de variavel s = t e y = x -

£7C 0 >t obtemos :

u +[gCud>l] =u
] b4 Yy

onde

22



g = fud> - £’0du

satisfaz
gC0d> = g’C0> = 0 .
4
Portanto, iremos daqui em diante considerar
2.1.2 fCO> = £°C0> = O

Nosso objetivo & estabelecer a existéncia e unicidade de

solugtes para 2.1.1, tomando condig@es iniciais tais que
1
2.4. 3 u €« L'nB
o
ou seja, u, absolutamente integravel e limitada em R. Portanto é

conveniente interpretarmo=<(2.1.1>.B, por :

2.1, ® [ uc,t> - u_ "L1 —s 0 quando t —» 0

I1.2 A SOLUCAO LOCAL

Inicialmente , vamos obter uma solugao local para 2.1.1>
restringindo a variagdo de t a um intervalo do tipo [ 0,T 1, onde T
¢ convenientemente pequeno , em seguida estenderemos esta solugdo
a todo t e [}2+ » estabelecendo com isso , uma solugdo global uUnica.

A expressdo (1.2.6) apresenta uma solug8o para o PVI do
calor n3o homogéneo , se na equagdo ¢(2.1.1)A acima considerarmos
por um momento, [ fdw ]x como uma espécie de n3io homogéneidade da
equagdo do calor obteremos

t
ulx,t.> = J p(x—y,t)uo(y)dy - I Jp(x—y,t-s)[f(u)]ydyds
o

observando que

. 1 z
Ip(x—y,t-s)[f(u)] dy = ————— J ™Y 4 ¥ rcucy, 1 dy
Y YAnct-s> Y



como estaremos em busca de solugles limitadas, segue via

integragio por partes que

2 X~y L2 _
Je“""” A CuCy,ed] dy = -I——— o XY IOy, =d)ddy
Y 2C¢t-3D>
e portanto, podemos reescrever
. L
(z2.2.1) ulx,t.> =I¢>(x-y,t)u°(y)dy +I I¢(ry,t-s)f<u(y,s))dyds
o
onde
1 —uoat
2.2, 2 ) Pl ,Td = e H
4Tt
Iy 2
2.2. Pl u,Td = o M 74T
' 2tvY4nT
A expressio (2.2.1) nos leva a definir o operador
integral : ’

Defini¢Zo. Seja w :(RxI0,T] + R uma fungdo, definimos o operador

integral sobre , denotado por IP; pela seguinte férmula

, ¢
2.2. 4 Puwdx,td = el ,tD) = u + J¢(.,t-s) % f<w(,sd)dds
o

Portanto as possiveis solugBes do PVI (211> nada mais
s3o que pontos fixos deste operador, o que nos incentiva a criar
um espago de fungBes, © estabelecer condigBes para que P seja uma
contragdco onde este espago seja invariante, de forma que possamos
aplicar o teorema do ponto fixo para contrages. Para tanto
consideraremos inicialmente t wvariando em [0,T], onde T > 0 , sera

estimado futuramente .

Defini¢Zo. Considerando w:Rx[0,T] +» € ,tal que w(,t> é integréﬁel

para cada t e [0,T], definimos
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(2.2. 5> | « ||, = sup J'w(x,t),dx
. * te€to,T)

(2.2. 6 " = sup {|w(x,t)| /(x,t> e R x [0,T] }

leus

Defini¢3o. Consideremos o espago

(2.2.7> W {w:[Rx[O,T] - C,mensurével/“ w ||‘ + " w "oup < oo}

munido com a seguinte norma

2.2.® " w "w = max { " ot "1’ " w "aup }

221 Propo=ic3o. VW munido com a métrica induzida pela norma

I "W é um espago métrico completo.

Dem.

Se ja (wn)n oN  uma sequéncia de cauchy de elementos de W.

Como, para cada x,t> € [RxI[0,T] fixado, a segqiiéncia (wn(x,t,)) <N
. ™
é uma sequéncia de cauchy em €, e portanto, conver gente,

definamos a £ unggo mensuravel e limitada wco como sendo

w o> = 1M ot L) € RxI0,T)
o n-00 n
Provaremos que wﬁ‘e W, com efeito, =eja (wn('k))k <IN uma

subseqiiéncia de (wh)h <N’ tal que

k
“wn(k) - wn(ku)"w < 172 Ck e N>
e definindo, para todo m natural :
m
gm(x,t) = Z ,wn(k)(x,t,) - wh(kﬂ)(x,t,)l C x,t) e RxI0,T] >

e, ainda

o
gm(x,t> = Z ,w k)(x,t,) - wn(k“)(x,t,)' < Oe,t> € RxI0,T) >
k=1
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segue que para todo m € N valera :
| J € Cotddx | < 1 ¢t e [0,T] D

e aplicando o lema de Fatou ( teorema 1.1.20 > :

0 < J gw(x,t) <1 C ¢t € [0,7] >
Sendo que
m-1
w = W + Z Cw - W .
nim) n{4) k1) nek)
k=1

e,

lim

w (x,tD) =
o m-» 00 nim)

segue, pelo teorema da convergéncia dominada que,

I'wm(x,t)| dx < "wnm"w + 1 < t « [0,T1 D

donde se conclui que

sup

teto,m n(1)

J lwoo(x,t)ldx < "w "w +1<

ou =eja W, € v

A sequéncia <wn>ne[N sendo de cauchy e possuindo uma

subseqiéncia (oon(k))k <N

Do € VW, como desejamos .

convergente para w2 t.ambém convergiré para

i

2.2.2 Proposic¥o. A fungdo definida em [Rx[0,T] por
Wl t) = pC,Ld & u

& um elemento de W.

Dem.
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Se w(,t) = p(td = u ent.3do, via teorema de Fubini

obt.emos

1 2
w < sup II o Y il Y dydx =
“ I, teto, rdd Yant | %l

1 2
= sup J' uo ldy J e-—(x—y) 744
t€rto, T 4t

pelo Lema 1.2.1 obtemos

(z.2.9) “ w “’ < “ u°||L1

ainda, considerando o sup para <(x,t) € Rx[0,T] temos

4 )2/41.
-3 -
e Y

| “eup < sup J — |u°(y)|dy
que pelo mesmo Lema citado acima obtemos
(2.2.10) | « Heup < | uo"sup

o fato de qgue u, € L'n B garante que w € W.

H

Outro fato relevante & que, w € W implica que para cada

t € [0,T] fixado, a funq'a‘io w & L’h B na wvariavel x, i.6,

2.2.11) C t € [0,T) >

IA

{ | o> o = | e |,
e Houe

| owead |,

Usaremos o teorema do ponto fixo para contragSes ou mais
precisamente o teorema 1.1.18, exibindo um subconjunto fechado de
W, invariante sob a ag3c do operador [P, no qual P é uma contragSo.

A expressio (2.2.4) sugere que para t préximo de zero, u(.,t) e

eC,t) = u devem ‘“ser préximos”, o que nos= leva a

Definic3Zo.  Seja



2.2.12> w E{wGW/P e P abaixo valem}
* 1 2

<P D | = eCotowu_ || < | u | 1

CP_> | » - pCto%u ||eup < u_ ||emp

Temozs por €2.2.9> e (2.2.10) que 0 W‘ e naturalmente,
wlx,t.> = qp(.,t)tuo € W‘.

e mais ainda

223 Proposic3o. Seja W‘ definido em (2.2.12). Se w e W*, ent.3o

o l, < 2luglye
2. 2. 14 | o« | cup = 2| “o",up
Dem.

Seja w < w‘ sent30

| w “1 = | - pC to%u_ + tp(.,t)tuolL <

S o - v(.,t)tu0"1 + "p(.,t)tuoL

donde por (2.29> e por P1 obtemos (2.2.13). Analogamente se prova
<2.2.14D.
#H

224 Propo=ic3o. W* definido em (2.2.13) & um _sdbconjunt,o fechado
de V.
Dem.

Se ja w, € W o limite de uma seqiéncia ( wh) de elementos

de w. > entio valem para todo n «e N, x e R ¢ t & [0,T]
Cid uwn-go(.,t,)n:uo"1 < ||u°||L1

Cii D | -eC tomu || = lugllup
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Inicialment.e mostraremos que

C i D lwn - p(.,b)tuol —_ 'ww - p(.,t)tuol quando n —s ®

uniformemente em RxI[0,T]. Com efeito, dado &£ > 0 tomando n':> tal que

&

n 2 n  implica que I w - W "w

Para este n,, obtemos que para todo n 2 n,

| |wn- p(.,t)tuol - l w, - p(.,t)#uol l < Iwn- wml <

S P T IR e

Para mostrar que W, € W - devemos mostrar que valem
Civ D oo, = ©Cotomu || < || 1

Cv D o, = pCotwu || < fu ]

sup

com efeito, observemos inicialmente que para todo t e [0,T] fixado
porém arbitrario, teremos (Iwn - pC,t )*uol)ne[N ¥- uma sequéncia

n3o negativa de fungSes integraveis em R, ademais por ( i ) teremos

len - pl.,t )tuol dx =< sup I'wn - p(.,t)tUOIdx =
Lt €1 0,T)

= "wn - pC,to%u |11 < uuo"l..i

segue do Lema de Fatou ou mais precisamente Teorema 1.1.20, que

jp»m = pCotomu |dx < lim inf o - eCtdsu dx < fu | 1

n — 00
donde me conclui ( iv ). Ainda, por Cii 2> e Ciii J teremos

|w°° - :p(.,t,)*u°| < "uo"

sup

donde finalmente, pode-se concluir ¢ v D.

¥
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Definic3o.

(2. 2. 15) M’. = sup{ lf,(n)l 4 lnl < zlluo"aup }

M‘ esta4 bem definido, pois f e Cm([R) e o conjunto dos
. . < .
reais 7n tais que |n| = Zﬂuo"eup & compacto. O indice &
conveniente pois trata-se da derivada primeira de f.

2.2.5 Proposiclo. Seja M" como definido em <¢2.2.15>, ent3do para
todo w € W_ e todo (x,t> € Rx[0,T] vale

2.2.16 |f(w(x,t,))| < M1 |w(x,t,) |

Dem.
Bast.a aplicar o teorema do valor médio no segmento que

une a origem ao ponto w(x,t.) e observar que (0> = 0
H

2.2.6 Proposicdo. W_ ¢é invariante sob a agao de [P desde que
T £ 1/16M. , M_ dado em (2.2.15).

Dem.

Inicialmente mostraremos que [P W* > & W . .16, S0 W < w‘
entdo P e W o SCOom efeito, observando a definigdo por ¢ 7 >, pelo
Lema 1.2.1 e pelo fato de que para &« € (R+,

2

(2. 2. 17> -t

2
oe < -X 72

1
— O
v2
obtem—-se
t

"lP(w) - qo(.,t,)t:uo"1 = ||I ¢<.,t,-s)tf(w<.,s))ds||’ <
o

t
< sup J J Il¢(x~y,t-s)” f<wly,s>) | dydsdx
terom) 4

mas



t
I J J |-y, ,t=0| | Flwly,=3 |dydsdx <
(e}

t 1 4 2z
<M J‘J‘ J‘ Eabd o Y /‘“'mlw(y,s)ldxdyds <
1

o')’4rt(t-s) Y t-s v t-s

Mi 1 1 (x- )z/s(t >
< J dsj o 7Y 7BOme de'w(y,s)'dy <

vZ o-/4n<t,-s) v t=s

t
1 .
< M‘[ "w"1 de < 4M1V t "uo"L1

t-s

portanto,
(2.2.19) FPCw> - 'p<"t')'“°“, < 4M"¢ T "uouLx

analogamente se prova que

@. 2. 19 [P<w> = o< towu | < aM Y T Ju_|
o sup 1 O leup

portanto para que ‘

P < W‘
deveremos ter,

4M1V T <1
isto 6,

T < 1/16M,

oH
Dagqui em diante consideraremos

2. 2. 20 T = 1/16Mf
o que ¢ suficiente para que w. se ja invariante sob P . O préoximo

resultado estabelecera a propriedade de P ser uma contragdo em w‘,

com constante de contragdo ¢ = 1./2,



2.2.7 Proposic3o. O operador integral definide em (224> ¢ uma

contragaoc em W‘ .

Dem.
Dados=s w W, = w*, por (2.2.3>, <2.2.42, 2.217> e (2.2.20>
obtemos
t
|PCwd = P < JI¢>(x-y,t-s)| lf(w‘) - f(wz)ldyds <
(o]
t 1 1 |x-y| x=yY el - &
< J‘ J‘ Yl o7 ¥ |£<w >-FCw > |dyds S
o'/ anlt-ad> Vv t-= 2v t-=
Ml ' 1 1 —-(x—- )z/e(t M
s - J ' Je"y e, -0, |dyds <
vz J TS S aness :
Yoy
SM"w-w" —_—dg £ 2MY T "w-w" =
1 1 2 'sup fT—_S_ 1 1 2 Ysup
o
= WD |w ~ w_|
1 2 eup
portanto

[PCw > = Pew | < ArDfw - w |
1 2" leup 1 2

sup

analogamente obtemos

|PCw > =P > < 1/2>|w - o |
1 2 1 1 2"

o que nos garante

@. 2. 20 [PCw > = Plw > < Ar2dfw - o |
para quaisquer w, w0, € w‘
##

Agora podemos usar o teorema do ponto fixo para contragfes

>, ou maiz propriamente, o teorema 1.1.18, obtendo assim um unico
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ponto fixo para [P em W‘ . Na verdade nio existe outrb—ponto—fixo—do~
P em todo W , pois =e w W & W sao pontos fixos de [P , raciocinando

como acima podemos obter para todo (x,t.) € Rx[0,T] :
L

| w1<x,t,) - wz(x,t) | < J’ |¢(.,t-s)t [f(w‘(.,s))-f‘sz(.,s)] |ds
o .

definindo,
K = sup { [£7¢ed] 7 || € max < ||w1"°up,"wz"°up > }

segue pelo lema 1.2.1G> e (2.2.17> que
t

1
Iw GLLd=w (x,t)' < 2K J "w .,=2> -w .,z " ds
1 1 ﬁ-—s 1 2 sup

o

tomando T - suficientemente pequeno tal que 2KY T « =2 < 1, segue por
€2.2.17> e pelo lema 1.2.14G) que para 0 < t < T1E min{ T,T‘ ) vale

Jw G = w (x,t)] < a sup Jw= w
1 2 1 2
(%, t.)e[Rx:o,'r‘J
portanto w = w em Rx[O,T‘]. Se T‘ = T nada mais temos a
demonstrar, no entanto se T‘ < T, se ja 'I‘2 = min{ T,2’I‘1 }, teremos

para T‘ <+t < Tz, que

t
|w1(x,t,>-wz<x,t)| < J |¢<.,t,-s>t[f<w‘<.,s))-f(wz<.,s))Ids
o
de=sde que w‘(.,s)= wz(.,s) em 0 £t < T‘, segue que
!

1
w gt) = w x,td] € 2K — e (8D = w (8D ds =
1 2 -/f::; 1 2 sup
T

1

t=T

1 1
= ZKI ||w1<.,T1+s) - w2<.,T1+s)||sup ds
: t-=

como para T‘ =t = Tz tem-se ZKW%-T1 < a < 1, segue que
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sup |w‘<x,t,) - wz(x,t)| <0
(%, Q.)G[R)(t'l‘1,'l‘2)

e portanto, wo= wem [0,Tz] . Se 'I‘2 = T, nada mais temoz a
demonstrar, do contrario, considerando que [0,T] & compacto podemos
utilizar © mesmo raciocinio para cobrir o intervalo [0,T], em um
numero finito de passos.

Finalmente podemos dizer que a equagao integral <2.2.1D
possui uma Unica solugdo em W, que chamaremos de solugdo fraca do
PVI 211 ou simplesmente solugao fraca. Para que efetivamente
possamos dizer que u acima estabelecida, ¢ solugdo classica do PVI
211, devemozm verificar que u é diferenciavel, é o faremos no

proéoximo paragrafo.

I1.3 PROPRIEDADES DA SOLUCAO LOCAL

Veremos neste paragrafo algumas propriedades importantes
sobre a solugdo fraca . A primeira a ser estabelecida ¢ a sua

dependéncia continua em relagSc a condigSo inicial :

2.314 Proposi¢c3o. ( dependéncia continua >
Sejam u_,v_ e L'n B, condicBes iniciais para o PVI (2.1.1>

e u,v suas respectivas solugbes fracas correspondentes, i.é,

t
Pl tomu_ + J PC.,tmsdRf Cul,,=))ds
o]

(2.2. 1) ux,t>

L
2.2.2 vix,t.D) = p(.,t)tvo + J @ t==208f (v, ,=23)ds
o

ent.30 valem

2.3. "u - v" < Zuu

eup [o] - vo "eup
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(2.3.4)> "u - v"l < 2|[uo - vo"L"

¢ ainda para cada 0 ¢ a < T, fixado, teremos para t € [a,T], que

<

(2.3.5)> "u - v "uo - vo"L‘

lous

Dem.

Pelo Lema 1.2.1 » 2.2.15), 2.217)>, 2.2.20>, <2310 e

(2.3.2) obtemos as seguintes desigualdades

1
ju - v] = |p<.,t,>-u<u°-vo>|+I|¢<.,t,-s>¢[f<u<.,s>>-f<v<.,s>>1|c1s <

< ___1—_ 9-<x-y>z/4t u -v d -
¥y ant I ° ol i’
L .
+ J Jl¢<ry,t-s)| | FCuC,s0>-fCv(. ;s3> |dyds < "uo— vouwp +
| %y | x=y)rat-e)
+ M I I e 7Y jucy,sd>-vly,sd |dyds <
t=-= v anct-s>
S ug = Vollaup * MY T Ju - vl =

= fug = Vollue * ¥20Iu = Vi,

portanto

Ju = v + 172]u - v|

sup = "uo - vo"aup sup

donde smse conclui (2.3.3).

Temos= ainda que

‘ 1 2
u - vjdx < —_— e Y /“lu -v_|dydx +
¥ 4ant e °



36

t
+ I I [|¢<ry,t-s>| |fCucy,=>> - flvly,sd) |dydedx <
o]

L
1
< ||uo- vo"L‘ + v 2 M‘"u - V'LJ —:—— de <
v t-=
[o]

< ||u0-v 1 + Zﬂu - v"1

o"L

donde se conclui (2.3.4?. Finalment.e, observando que
1

Y4na

desde que t wvarie em [a,Tl,para 0 < a < T, fixo porém arbitrario.

|p<.,t,>-u<u° - v°>| < |p<x,t,>|||uo- v, ||L1 < ||u°- v ||L1

Como para todo (x,t) e [RxI[0,T),
[utxt> = vOtd| s el tomtu - v O + A2 ju - v

segue que ( 2.3.5 D> vale.

#H
A proposigdc acima indica que quanto  mais préximas
ostiverem as condigBes iniciais em L‘, " maig proéximas est.ario
a=z solugSes fracas correspondentes em W,
232 Proposic3o. Seja u e W‘ a solugdo fraca correspondente a
condigo inicial u_e L'n B, entSo para todo t < 10,Tl
2.3, & ux ,t> —a 0 quando X — + o

sendo o limite uniforme em [a,T], 0  a € T,fixo, porém arbitrario.

Dem.
Usaremos o teorema da convergéncia dominada. Com

. ' 1
efeit.o, sendo uo e L e

-]
—ix=y) s4t
= 4 e S,

4nt.



segue que para todo t « [a,T], a > 0 a funcgdo

1 < )z/4t
(-
P Y

f <yd = u (y>
* ant @
& tal que
lim f ¢y> = 0 para todo y e R
satoo
e ainda
ju_ <y2|
|f ] S —m—
* 4dna
portanto,
<Cid lim Ilf yd|dy =0
X+t "

agora conzidere, para cada y & R e cada t € [0,T], fixados :

x~y 1 Rey?2 i
gx(y,) = e 7Y ® fCuly,sdd

¥ 4nlt-8) 2d{t-s3D

por (2.216) e (2.217) & facil concluir que

2
M 1 -(x-y) /8(-8)
1 e

2vV2n t-=

€ i D |gx(y,)' < |u(y,s)|

donde, por (2.2.14), obtemos que para todo y «e R e 0 = =5 < t, vale

C it 2 gx(y,s) — 0 quando X — * m

ainda, para cada = fixado, 0 { s { t

1+
8

Civ D ng<y,s)dy —= 0 quando X —

com efeito, novamente (2.216) e <2.2.17> permite efetuar as

seguintes desigualdade= :
1 jxy]|
Yanlt-sd 2(t-3)

F4
—-(x-y> /74—
P Y

lgx(y,)' < jfCucy,=>| <
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1 1 Z o 1 Jucy,s>|
M o~ XY B —B)|u(y,s>| <M

endct-8> vi-= fen t-o

IA

mas, por (2.2.11> podemos afirmar que

1 |u<.,s)|
M, < L'a®>
78n t-s
para cada = fixo, 0 <= s < t . Portant.o, pelo teorema da
convergéncia dominada, juntamente com C it 2 teremos ( v D.
Agora mostraremos que
t t
Iim g (y,sd)dy|ds = lim g <y,sdXdyl{ds = 0
C v D + x + x
x~ X 00 o o x- X 00

com efeito, novamente por (2.2.16> e (2.2.17) obtemos

1 1 IX'YI —{x~ )z/a(t—s)
|ng(y,s)dy| <M J e Y = Jucy,s> |dy
Yanlt-sd> Yt-= 2vt-=
1 1 —— )2/4(t— >
< M, J e Y ° jucy,s> |dy
Yt-=2 ¥YBnlt-sD

o lema 121, juntamente com ( 2.2.14 > permite concluir que

1

| s =29y | < 2M vl o—

& facil ver que a fungdo definida em 0 = = < t, que aparece no lado
direito da ultima desigualdade ¢ L‘([O,t]), para todo t € [a,T],
portanto o teorema da convergéncia dominada garantira (v D.

O teorema de fubini ( ver por exemplo [14] >, permite

concluir que

t
C vi D - lim J J g Cy,sddsdy = 0
x+ X0 ° *
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Por (2.31), ¢ i > e ( vi 2> obtemos o desejado.

L

No que segue, mostraremos que bem mais ¢ verdadeiro, para
f C°°([R), tem-se,

2.3. ' u e Gw([RXJO,T])

e para cada m,n €« N e t > 0, fixadog,0 gque é suficiente para gque u

seja solugdo, no sentido classico, do PVI (2.1.1), e ainda
2.3.® D:D:u(x,t) — 0 quando . X —a» T

o limite sendo uniforme em [a,T), para 0 < a < T, fixo.

Para obter .3.7> e (2.3.8), consideremos inicialmente

o

caso de a condigdo inicial vo < C:([R), isto é, Vo é infinitamente

diferenciavel e de =uporte compacto, vale notar que G::([R)

é

subespago do espagoe de schwartz ( ver por exemplo [5]1 >. Sendo v a

solugdo fraca correspondente de A dada em (2.3.2>, podemos

inicialmente observar gue para

(2.3.9 vi(x,t,) = p(.,t)tvo
i.é,
1 4 )2/41. 1 62 '/-—E
v x,tD = je— Y v Cyddy = J e > v (x + 2/ € ¥dAr
! v ant . ° R °
teremos,

. 1 z
[Div x> € —| 7% |Div_¢x + 2V T E>|ar <
x 4 '/TZ—‘ x O
< piv cx + 27T 6>
x O sup
sendo vo e C:(l'R), obtermos, para cada j natural & t < [0,T],
3

2.3. 10 : ||D v u < K.
n 4¥eoup h]

onde K. é uma constante real positiva, que dependera de v, © suas
b}
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derivadas.

Considere agora a seqiéncia V VoV e onde v, € dado

em €2.39) e

(2.3.14) v =[P(vr)_ (r =1,2,3,...

r+1

como v & W* para todo r, segue por €(2.2.14)
2.3.12 Iv | < K
rleup [e]

para todo r natural, onde Ko é uma constante que depende apenas de

"v " . Por (2.3.11) obtemos :
ollsup

t
2. 3.1 vr“(x,b) = vi(x,t) + J j ¢(y,t-s)f(vr<x—y,s))dyds

(o]

que derivando em relagdo a x,
t

var+1<x,t) = va1<x,t) + I J ¢<y,t-s)f’(vr(x-y,s))varO:-y,s)dyds
o

i.é, .
2. 3.1 Dv <xtd>=Dvxt)+

® r+d ®x 4

i

+ J J¢(x—y,t-s)f’(vr(y,s))var(y,s)dyds
o
Considerando como hipétese de indugao que
(2.3.15) i v | < K
®x rioup E S

para K’Z ZE’ » Segue por (2.3.14) que

RACAS] BRI DIACAS] B
t
+ J Jl¢(x—y,t-s)| If’(vr(y,s))’ 'var(y,s)!dyds
‘ o

40



e por €(2.2.15),(2.217> e (2.3.15),

'D v (x,t)l S AU2K +2M YT X
x 1 1 1 1

T+

como T < 1/2M: obtemos, para todo k natural

o v, . ], <K,

donde =me conclui que (2.3.15) vale para t.odo k natural.

De modo analogo, para cada j natural, podemos encontrar

KJ, > 0tal que

(2.9.16) I v Il < K.
®x risup ]

O proximo resultado nos da uma alternativa de como

limitar as derivadas de v em relagao a variavel t,

r
egscrevendo-as em f ungg\'o de derivadas em x.

2,33 ProposigSo. Seja (vr)r <N definida em (2.3.11). Ent3o

2
2. 3.17) Dv = Dv
x

e ainda, para r = 1,2,3,.., vale :

2. 3. 19 Dv <x,t> = D’v ) = D I[fCv (x.,tD1
L red R T4 n r

Dem.

Observemos que para

1 - z/‘t
PR, LD = e
4t
vale
<id D, pCx,t> = Dip(x,t)

e portant.o,

2 2
Dt[qo(.,t,)tvo] = tho<.,t,)tvo— Dxp(.,t)tvo— Dx[¢<.,t)tvo]

do qual po demos concluir <(2.3.17). Para mostrar (2.3.18) devemos

derivar (2.3.13> em relagdoc a t, obtendo:

41



t

Cw D D v L0 =D v + ID[¢(.,t-s)tf(v C,sdlds  +
t r+a t 1 t r
o
+ lim+ [¢(.,)\)tf(vr(.,t,))]
As0

agora, observando que
C iii D ' PCxL> = = D pCx,t)
de modo que ,

C w D lim‘[¢(.,>\)tf(v ,632] = - lim*[go(.,)\)t D fdv (,,t.D1 =
A»o0 T A0 X T

= = D flv_C,t>
x r

onde esta ultima igualdade provém do exemplo 1.2.2, ainda por ditd

podemos obter

t t
C v D) [Dt[¢(.,t-s)tf(vr(.,s))]ds = - J Dt[p(.,t-s)thf(vr(.,s)]ds

o o]

i t
= - J D’pC., t-s08D fCv C,=d)ds = - Dz[ J- <., tmsD8D v (.,s)ds] =
x x r x x r .

[o] (o]
= p? [v OLLd = v (x,t)]
b3 r+i 4

portanto substituindo (¢ iv > e ¢ v > em ( ii > e levando em conta

(2.3.17> obtemos (2.3.18).
H

Por (2.3.10) e (2.3.17) segue imediato que para cada m,n <€

N, existem constantes K n3o~negativas, tais que,
m,
n..m
2. 3.1 |jp. D v | £ K
t x tlheup m,n

Como f e Cm, usando induQ'io. sobre j, €& facil constatar que

existem constantes n3o-negativas Cj, tais que
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@. 3. 200 Ipifev > s @ < jr e ND
x r Heup i

e portanto por <(2.3.16>, 2318 e (2.3.20), existem constantes

na3o~negativas K tais que

m,n

2. 3. 20 "Danv " < K CmmnelN>D
t = r m,n

Vamos  utilizar o teorema de Ascoli-Arzela ou mais
precisamente o teorema 1.1.19 para provar que (vr)r <N possui uma
subsequéncia cujas as derivadas formam sequéncias que convergem
uniformemente para as derivadas de v, v solugdo fraca correspondente
.a condigdo inicial v, € C:(GE), ganhando com isto, que Vv <«
CPRXIO,TD.

234 Proposicio. Para cada n natural fixado a seqiiéncia <D"v D
x

r relN
onde v esta definida em <2.3.11> é equicontinua e pontualmente
limitada.

Dem.

Desde que f < Cw, decorre do teorema do valor médio para
derivadas , que para cada par de naturais n,r fixados existe um

elemento c € Rx{0,T] tal que

»

|P"v_G,t> = DTv <E,1d| < DTV ce de=£> + DD’V (o d(t=1)|
X r X r x ST t % r

T 1o n,r

dai, por (2.3.16>, €2.3.19> e (2.3.21) segue que

|vr<x,t,> -vr(f,'t)l < Jn"(x,t)-(f,'t)ll

onde J depende da magnitudes de ||D:"”vr "eup "D.,D:V, "Bup e norma
da ultima desigualdade ¢ a norma usual induzida do R>. Com a
deszigualdade acima fica facil estabelecer a eqiiicontinuidade de
(D:vr). Para ver que para cada n € N, fixo , (D:vr) é
pontualmente limitada basta observar €2.3.16). ¢ na verdade,

€2.3.16> afirma que (D:vr) é uniformemente limitada >.

o
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A Proposigao 234, permite o uso do Teorema de
Ascoli-arzela no que implica na exist.éncia de uma subsequéncia de
(v > que converge uniformemente para v. Simplificando a notagio,

r

denotaremos por (v:)r N esta subseqiiéncia.

L=
Novamente pela proposigdo 234 , podemos aplicar o
teorema de ascoli-arzela para a seqiéncia (D v <N obtendo uma
X rr
subsequéncia que converge uniformemente para va , denotaremos por
2
( var )rGEN

permite continuar com © mesmo raciocinio, obtendo desta forma, no

esta nova seqiéncia. A expressio em €2.3.16) nos
J-6ssimo passo, uma subseqiiéncia (D:v:ﬂ)rque convaerge para Div.

Langando ma&o da técnica da diagonal de Cantor

i
v v v v v
1\ 2 ? 3 ? - ’ Ve ’ ?
2 2 2 2 2 2
D v s D v s Dw , D wv s Dwv s D wv P
x 4 x 2 x 3 x 4 x B X &
2 3 2 a\Dz a 2 3 2 3 2 3
Dv s D'v R v s Dwv s Dwv s Dwv ses
x 4 x 2 x 3 x 4 x 5 X 6
E a4 S oiaa . k . a4 . 44
., Dlv? , DIvITY [ oplyitt plyitt [ pivitt oL
x J-2 x 3-1 x ) x 3+14 x Jj+2
. . r
A subsequéncia (v > de <(v D é& tal que
q r rdN r rE[N q
i, r J
(2.98.22> D'v — D'v aor — o
X r x

em cada parte compacta de Rx10,T], para todo j natural, logo para

v & Cw([R), vale
o o
o
2. 8.2 v € C (RxJ0O, T

Observemos ainda que de (2.3.21) podemos obter,

n._mr
- K < DDwv < K
m,n vt x r m,n

para todo r natural, fazendo r — ® ,obtemos

- K < pp"v = K
t x

m,n m,n

i.6,

@. 3. 24 [PPD v, td| € K
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para todo x,t) e [Rx(0,Tl temos ainda que, v satisfaz
v + [f(vd>] = v CAD
t b XX

(2. 3. 2%
vix,0) = vo(x) 8>

com efeito, como
t
vix,t.) = p(.,t)tvo + J¢(.,t-s)tf(v(.,s))ds
o

go(.,t)tvo

é solugido da equagidoco homogenea do calor, resta provar que,
L
K{x,t.> = J¢(.,t-s)tf(v(.,s))ds
o

satisfaz,

K - K =- Dx[f(v)]

t b3

mas, observando que

D ¢t 7> = Diqb(f ,T
e que,
PE, > = = Dx(a(f >TD
segue que,
it

Kz(x,t) = JDt¢(.,t-s)tf(v(.,s))ds + lim_ ¢C,t=s0afv(, L)) =

et
[o]

Kxx(x,t) - lim_(a(.,t-s)th[f(v(x,t,)]

et
segue pelo exemplo 1.2.2, que
K =K = DIfCvd)
t b 3 x
Para verificar (2.3.25)B, i.e,
vty = v°|,L1 — 0 quando t —» O

basta verificar que,

"K(.,t)"L1 — 0 quando t —+ O

45



mas  por 2.2.131,(2.2.16>, €2.2.147), tem=-se, para t.odo t = 10,T]
que,
J]K(x,t)]dx. < 4M |lv_|, +7%
1l "ol

donde me conalui o desejado. Com isto acabamos de demonstrar :
2.3.5 Proposic3o. Sejam v, € C:(IR) e v a solugdoc fraca do PV],

XX

v + DIfdvd] = v
t x
vix,0> = v (x>
o
o0 ~
onde f e C™RD, x,t> e Rx[O,T], para T = 1/16Mf. Ent.3So

(2.3.26) v € ¢®CRx10,T1>

ainda, exist.em constantes Knm 2z 0, tais que
>

2.3, 27 |D’:D:v(x,t)| < Kn .

e portanto v é solugdo de (2.3.25) no sentido classico do problema .

4

2.3.6 Proposi¢c3o. Sejav a solugio de (2.3.25) correspondente a

. .. o0 ~
condigao inicial voe- »Co. Ent3o para todo nme N

I+
8

2. 3.2 D:D:v(x,t) —_ 0 quando X —

uniformemente em [a,T], 0 < a < T, fixado.

Dem.

Sendo
t

vix,t.) = vi(x,t) + J P t==d% f(vx,t.00ds
o

e desde que v, € G:, é facil ver que para v, definido em <¢2.3.9),

vale :
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I+
8

2.3.29 DTD:vi(x,t) — 0 quando X—

uniformement.e, para todo nm € N e t € [a,T], 0 € a < T.

Agora, por f & C¥, fWO = 0 ,2241>, (2243 e

(2.3.27), podemos afirmar que :

C i D Para todo j € N, existe constante C'i z 0, tal que

@. 3. 30> [plrcvex,e] s € < x> € Rd0,TI D

C ii ) Para cada j natural, e cada t € [0,T], 0 < a < T,

@. 8. an Dif(v(.,t,)) e LR

Ainda, definindo para cada x €« R, m « N

1 Y - 2 o4t
f Cy,td> = —_ e Y D fviy,t-D
mex Any 2t *
aszim, por (2.2.17> e (2.3.30> teremos
G 1 2
l f Cy b l < "™ o 9-(x-y) 78t
H®,m
nt
donde
fx m(y,t,) —s 0 gquando x— * @

uniformemente para todo me N, ye R e t. € [a,T], 0 < a < T.

Como
1
| £ <yt | < | DTfCve, L
*em Y L *

ent3do por <2330) , e pelo teorema da convergéncia dominada =egue
que

lim f  Cy,tddy = O

x+t o0 m

Agora pelo lema 1.2.1, (2.2.17> e (2.3.30> decorre que
G

m

| If tddy | € — e L'daTD
xom ¥

para todo 0 < a < T. Assim novamente pelo teorema da convergéncia



dominada, teremos

t
2. 3.3 lim J Jf (y,sddyds = O
X+t xm
. o

por (2.3.29> e (2.3.32> teremos que
D:v<x,t) —_— 0 quando X — *

Expressando as derivadas de v em relagdo a t, via

(2.3.26>.A, em derivadas de x, podemos concluir (2.3.28).

o

Para a condiggio inicial uo < Lir‘n B, a idéia & tomar uma
k>

seqiuéncia de condigBes iniciais v, € C:’:(IR) tal que

(2. 3. 33 : I v;k) - ug "L’ —= 0 quando k — o
tk) <

(2. 8. 34 I v, |]‘Bup i u "sup

2.3.7 Proposig3o. Cf ¢ denso em Li. E ainda, & possivel escolher

ara cada u e L'n B, uma seqiuéncia ( v(k)) em % que satisfaga
P o o o] bk

(2.3.33> e (2.3.34).

Dem.
Escolha h « C: tal que h(x> 2 0 para todo % € R o

J hi(x>dx = 1 e defina para cada k € N

hk(x) = khCkx) (x e RO

Agora observemos que para cada £ > 0 dado , sendo uo < Li,

pelo teorema da convergéncia dominada nSo & dificil mostrar que

existe n_ < N tal que
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I x u - u "Li < £/2

f=rn ,» 1) O
& &
onde,

x x> =

t-n _,n 1
& &£

0 se xesl*n, nl
& &
1 se x&l-n, nl
& &

Como o conjunto de todas as fungBes de muporte compacto de
L' formam um conjunto compacto em L* ¢ ver por exemplo [3] D, segue

que para este n_ fixado, exizste um m_ € N tal que

"hm % n on Yo T uo“L‘ < &/2
£ e e
dai,
"hm ‘xt—n ,m Juo - uo “l..1 <e
> g e
Assim para cada natural k €« N , tomando £ = 1/k teremos
que
v(k’ =h =*x yx u
o] m f-n ,»n ) O
& & &

pertence a C: e satisfaz (2.3.33) ,e ainda como
k
BRI ||uo||wPJ|hm€(x)|dx = Ju,l...

segue (2.3.342.
H

Verificaremos €2.3.7> a partir de eztimativaxs como
k> ko

€2.3.24> para cada v s ¥ solugdo correspondente & condigdo
inicial v;l”, observemos que para cada k natural, encontramos uma
solugao v*¥  definida em Rx(0,T™1, como ™ ¢ inversamente
proporcional a magnitude de ||v;k’ ||emp ¢ observem (2215 e

(2.2.20>> segue por (2334 que para todo k natural, 0 < T < T

k a —_
», @ sendo assim todas as solugles v® est3o definidas em Rx{0,T]
pelo menos. Entretanto  as constantes K.i e Km - estimadas em
>

2.3.16> e (2.3.21) respectivamente nio dependem apenas de

"vo I mas também da magnitude das derivadas de v_ , e portanto
sup



nio podemos garantir que Kmn definida em (2.3.21) seja a mesma

para todas as v(k), contudo, para cada a, 0 < a < T, fixado, &

possivel mostrar que

n

(z.3.35 | DPDTv x,t> | S L <@

m,n

para todo k,m,n natural e todo x,t) € [RxI0,T}, onde as

33
constantes L (ad> dependemsomente deé m,n, a > 0 e "v "
n o sup

m,
e conseqlientemente por €2.3.35), ' teremos (D:Dmv(k)(x,t,))kGlN
x

uniformemente limitada para cada m,n e a > 0 fixados.
A proposigaoc 2.3.9 juntamente com a desigualdade de
Sobolev elementar apresentados a seguir serfo suficientes para

Justificar (2.3.35> , antes porém demonstraremos um lema auxiliar :

238 Lema Seja wiR « R < L'n B, ent3o vale
2
Iw gz s v lou 0w lps

Dem.

com efeito,

2 2
| w gz = [lwooPax s | w g, [Iwootax = w1 v is
A
2.3.9. Proposic3o. Seja v, € C:’(lR) e v a solugdo de (2.3.25).

Ent3o para cada t € [0,T] e cada j € N fixados, valem :
) 2 -
(2. 3. 3& t "Dtv(.,t)"Lz < L.i

t .
@.3.37 I T‘illbi*iv(.,'r)lllz‘z dr < Ej

[

onde Lj é uma constante que depende somente de j, ||v0 “L’ e “vo"wp

Dem.

Consideremos o produto interno definido no espago Lz,
i.é,
>iLix LP— R

< w ,w >=Iw(x)6(x)dx
S 2 4 2
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Para cada t e I[0,T]1 fixado, temos
<v,Dx[va - (v = J v(x,t)Dx[va(x,t) - flv{x,t.)))dx

+Q00

= v(.,t)[va(.,t) = fdv(,,t02] - (va - f(v),va>

-0

como f € Cm, (0> = 0, ent3do por (2.3.28) teremos

<v, DID v = f<vO = = <D v,D v> + <D v,f(v>»
x x xX xX x

vig,t)

<D v,fC{vdd> = J flvix,tOOD vOe,tDdx = 1im lim fC¢¢>d¥ = 0
* * a+-o bsw

vib,i)
dai, podemos concluir que
<v,DIDv = fvOI> = = <D v,D v>
xR x x R
assim de ( 2.3.25 >.A teremosm :
Dt [(v(.,t),v(.,t))] = 2<v,vt> =
= 2<v,D ID v = fCvd= = = 2<D v,D v>,
b3 x » »
i.é,

Dt["vc,t)"liz] = - 2|p v, 2

que integrando de 0 a t, e observando ¢ 2.3.25 >.B obtemos
: t

| vestd |z + 2 J D ve,oo |3z dr = |v_|22
o

em particular,

(2. 3. 3@ "v(.,t)"zz < "vo "iz

L
(2. 3. 39 J "va(.,'r)"izd'r < ||v°||zz
L]

analogamente, usando (2.3.25>.A :

D [t(D v,D v)] = <D v,D v> + 2¢4<D v,D D v> = <KD v,D v> +
L x x x x b3 t x x x

¢

+ 2¢<D v,D Dv> = <D v,D v> +2t<D v,D [Dzv - f2C(vdD v ])
X x b X x b x x x



como, por integragio por partes e (2.3.28) tem-se
2 2 2 2
<D wv,D [D v = ’CvdD v]) = =4D"v,D"v> + <D v,f’CvdD v>
x® b b b3 » o x® ®

segue que

D [t<D v,D v>1 = =2t<D%v,Dv> + <D v,D v> +
x x x x x x

+ 26<D2v,f7CvdD v> < —t<D2v,DZv> + C(1+TM3><D v,D v>
X x x x 4 x x

sendo T = 1/16M:, segue que

D [t<D v,D v>] < -t<D>v,DZv> + C14TM>>XD v,D v>
t x x x x 1 x x

integrando de 0 a t, obtemos
t t ‘
t[D v, t>|fz + I Tpive, e[z dr < (1+TMf)J D v< o 2 dv
o

segue de (2.3.39) ‘e do fato de que T = 1/16M: gue para cada t <
e [0,T), vale '

t
Lo veo |z < (1+TM:)J D, ve,o>||fzdr s a7 16> |v_|| 2
o

t .
J Tpive,edffz dr s a7/16d v |2
o

e, pelo lema 2.3.8, podemos concluir que
2 —
2. 3. 4O t"va(.,t)"Lz <L,

L
2 -
(2. 3. 41> JT||va<.,t)||Lz s L
° .

onde 51 é uma constante que depende somente das magnitudes de
v l,s+ e lv.]. . Usando indug3o, obtemos sem muita dificuldade,

ollL, ollsup
(2.3.36> e (2.3.37).



oH

O Lema a seguir servira para majorar a magnitude de
||Div(.,t) "Bup por constantes que independem do t € [a,T], mas

somente de cada a > 0 fixado, cada j natural e das magnitudes

do fvglr o IVolay

2.310  Lema ( Desigualdade de Sobolev elementar ). Seja wiR — [

derivavel e tal que w e w’e L?> n B, entdo vale
2
Iw o, = 20wlipzlvl 2

Dem.
Definindo, para cada x € R
w(f) se -w=s¥f < x
w () =
x 0 se £ > x

e utilizando novamente o produto internco de Lz([R) sobtemos

X X
wGI < J- DE{IW<E)]z>dE = zj wEIWCEIAE = 24w <EO,D

-0 -Q0

¥, &>

segue pela desigualdade de cauchy-schwartz que
wGl® < 2 "w"Lz ||w’||Lz

donde se conclui o desejado.

i
Combinando a desigualdade de sobolev elementar e
(2.3.40> para cada 0 <ac<T ,» fixado, teremos
| , . " L L,
3 3 J
"va(.,t)nsup < 2||va<.,t.-)||Lz "Dx v(.,t)"Lz < :-'-t—-’*;

para todo t < [a,t], donde se conclui que
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. CL
Pl v, o < @252 o L cad.
® sup 2)+1 J
a
observemos que Lj(a) assim definido depende somente de Js
"vo"l..l’ "voueup e a > 0 fixado. |
- Agora por (2.3.28>.A podemos expressar as derivadas de v
em relag”a"o a variavel t, em termos de derivadas de x e concluir

€2.3.35)> .

Assim, sme tomarmos uma seqiéncia de condigBes iniciais

(k> k>

v < ¢®R> o sendo v
o o

(2.3.35> que

as =olugTes correspondentes tem-se por

Y =L <@

N, m
(2.23.42) "DD v <
t x eup m, n

paratodo k natural e a > 0 fixo porém arbitrario.

2.3.11 Proposic¢3o. Se jam u solugao fraca correspondente a
condigido inicial u, € L'n B e <> uma sequéncia formada por
sclug8Ses correspondentes am condigBem iniciais (v:))< ’ >, v k>

C:([R) satisfazendo (2.3.33) e (€2.3.34> . Ent3o, para cada m,n

N, fixados,

<id D:‘D':v“"cx,w —- DTDMuCx,t>  quando k — o

uniformemente em cada parte compacta de [ExI[0,T]. Consequentemente,

< i D u e C®Rx10,TH

ainda, para cada n,m € N, fixados.

C iid D "D S L <@

t x “ sup m,n

onde t varia em Ia,T], 0 € a < T fixado. Logo u & solugdo no

sentido classico do PVI (2.1.1).

Dem. ,
Pelo teorema da dependéncia continua, i.é, proposigdo 2.3.1

teremos

&

(k)
v - ully, = 2fvgT- ug s

L
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Iv* - ul,,, s Ivg= uglys
vY4na
donde por (2.3.33> obtemos
<k
v "= u"1 — O quando k —+ ®
(¢ 3]
v = uj — 0 quando k —s ®
esup
portanto,
"v(k)- u"w —s 0 quando k — o
Por (2342 n3o & dificil constatar que para n, m
naturais fixados a seqiiéncia (D’:D:'v(k))k <N é eqiicontinua e

k>
v ) o mesmo

pontualment.e limitada, portanto aplicando em <
raciocinio aplicado na demonstragdo da proposigiao 11, podemos
concluir ¢ + > e C il 2.
Para ver que u e CmCIRxIZO,odI), satisfazendo,
ulx,td = Puddx,td

i.é,
t

udx,t) = p(.,t)tuo + J ¢C,t=sdxf Cul,,sddds
o

(-] olug.%\"o do PVI <(2.1.1), no sentido classico, basta proceder como
na proposigdo 2.3.3, observando que as uUnicas propriedades exigidas
para que '
t
KC,tD> = J (., t-=d%f Cu(,,sdds
o

satisfaga,

K - K = - DI fK> 1]

t xx
6 u e C°CRx10,TD.
Portanto u & solugdo classica do PVI (211> Além disso,
(2342 , fornece para cada par de naturais m,n e xtd> e

Rxta,Tl, 0 < a < T,fixado que
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- L ¢ = D’:D:‘v“"cx,t) <L <@

fazendo k — o , obtemos
- L ¢ SsDDMMux,td> S L <@
m,n t x m,n

para todo (x,t) € Rxla,Tl,a > 0 e m,n naturais, logo ¢ iii > vale,
A H

Ainda temos que provar (2.3.8) ,isto é , devemos mostrar
que todas as derivadas da solugio de <2.1.1) tendem uniformemente
para zero guando x tende para * o ,para todo t e [a,T], a > O,

o que expressa uma boa regularidade de nossa solug3o.

2.3.12 Proposigdo. Seja u a solugdo de (2.1.1),correspondente a

condigSo inicial u_ < L'n B. EntSo, para todo m;n € N, vale :
(2. 3. 4 D?Dru(x,t) —_ 0 guando X —= =

uniformemente em [a,T], onde 0 < a < T, & arbitrariamente fixado.

Dem.
A proposigao 2.3.2 garante
ulx,t.) — 0o quando X — * o

uniformemente para todo t e [a,T] ,0 < a < T, fixado. Agora

observando que
t

ulx,t.) = v, + I ¢ ,t=sdxfCud,,sdds

(o]
onde

v, T €. ,t)tuo

que gquando derivado em relagdo a variavel x ,fornece
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=137 Gemy>? 2
9—(x—y) 74t

Dlv Gt = [ DlpC,tdeu_ 1GO = _ u_Cy>dy
X1 x Yant 2>’
como,
(-1)‘i(x-y)j 2 1 Xy *Y 2
o Y 4t 3 o < vy D

uo(y) | <

; lul ¢
Y/t 2t} Yamt = ° 8P

2
e e £ € SR>, podemos facilmente aplicar o teorema da convergéncia
dominada e concluir que

(2.3.44) Div1(x,t) — 0 quando X — *

uniformemente para todo je N e todo t € [a,T), 0 < a < T, fixado.

Como
Dv = D%
t 1 x 1
segue que
2.3.4% v D:D:vi(x,t) — 0 quando X -3 * o

Por outro lado,

i
D:J ¢C. ,t=sd% fCul.,sdds = I DI'gC.,tmsd% flud,sdds
(]

onde
¢=1>™ x™" 2/“
D g, t) = ——ee "
* Yant 2td"
_£2
como e e S(R>, segue que
Dm¢(x-y,t,-s)f uy,sd> — O guando X — o
x .

ainda, pelo mesmo fato, podemos concluir que:

C

|DT@Cxmy, tmsOf Culy,sd | < —Juc.,td|e L@
t

Y4nt
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onde C ¢ uma constante n3ao negativa. Estes fatos permitem a
aplicagao do teorema da convergéncia dominada. que garantira que:

lim  |[D"@x-y,t=sdfCuly,sddy = O
X+t oo * )

Agora, por f € C‘.m, 2.2.14> e C iiv D da
proposigao 2.3.11 ,podemos encontrar constantes CJ, nao-negativas

tai=s que

(2.3. 46> "Djf(u)" < C.
x® sup J

donde, pelo lema 1.2.1,(2.2.17> e (2.3.46),
1

IDm¢(.,’o-s)* fcud.,sd>| = IIqb(x-y,t-s)D"T(u(y,s))ldy £ Q¢ —
* * %

novamente podemos aplicar o©o teorema da convergéncia dominada

concluindo assim que para todo m € N vale:

t

lim D" J' #C. t-sd%fCul.,sddds = 0
xX+*to0 °

donde, juntamente com (2.3.44)>, podemos concluir que para cada m €
N, vale :

(2.3.47) ' D':u(x,t,) — 0 quando X — * o

uniformente para todo t € [a,T], 0 < a < T.

Ainda, podemos expressar as derivadas de u em relagdo a
variavel t em fungdo de derivadas de u em relagidoc a variavel x,
bastando para isto utilizar 2A1.1D.A, logo é imediato concluir

(2.3.43> para todo m,n naturais.

e



II.4 A SOLUCXO GLOBAL

241 ProposicZo. Seja u, € L'n B e u a soluglo de <211

correspondente a condig8o inicial u, - Ent3o para cada * € [0,T]

fixado, u(.,7r) é uniformemente limitada e vale:
(2. 4. 1) "u(. ,'r)"eu'P < "uolleup

Dem.

Para mostrar este resultado, basta mostrar que 24.1> é

valido, para tanto observemos que para todo p > 1 e t € [0,T],
‘ P p-14
u(x,t)l dx < ||u<.,t,)" |u(x,t,)|dx
eup

e portanto pela proposigido 2.2.2, tem-se que u € L para todo p 2 1
Agora considere um numero impar natural p 2 1, multiplicando

<(2.11>.A por up, C ié, [u(x,t)]p ), obtemos

v uPu + uPfaw = WPu
t b3 xR

ainda, para cada a > 0, arbitrariamemte pequeno, porém fixado,

e para todo T, a £ 1 £ T, segue que

T T T
J uputdt = uP™ - pJ uputdt,
(-2
(-1 (-1
donde se conclui que
J 1 +1. P+4
Cii D I uputdt, = — W™, - U Ga)
p+i

a
Agora considere A > 0 real arbitrario. Temos via
integracdo por partes, que
A A A
¢ iii D J [f(u)]xup dx = upf(u)| -pj f<u>u""uxdx
-A

-a ~A
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A a A
Civ D> J uPu dx = ufu - pI uP*uZdx
XX X
-A
-A -A
Portanto ao integrarmos ( i > em [-A,A)x[a,7], por C i ),
C iiit D e € iv D> obtemos
1 * +4 1 y A - A
—J [ uex,1d - WP (x,a)]dx +I [quCu)l -pJ fauduP ™ty dx]dt, =
p+t -A *
-A a -A
T A
A 1
= I [ ufu - pJ u’lu dx ]dt
-A ®
a -A
. dai, ;
1 8 +4 y . -1 2 1 . +4
—— uf x,7odx + pJ J uf ux dxdt. = — uf (x,addx +
+ +
p+1 -A o =A : p+1 -A
T A
+J{pDF(u)+up[u-f(u)]} dt
X P x®
a -A
onde, ‘
u

F o = J APTiro0dn

O
express3o, por u, € L'n B, (236> e o

fazendo A —— o na penultima
f e Cm(IR), obtemos.

fato de
1 +4 3 -4 2
—Iup (x,T2dx + pJ I uP " udxdt =
p+1 *
Q
1 . T o0
= —] " iGaddx o+ pJ DF <u>| dt.
p#+l - * P -
como,
DF w = uP'fcuwu
x p x
e L'n B , 241> o pela proposigdo 2.3.12 que

segue por u



I+
8

Dpr<U) — 0 quando X —

para todo t = 0 , portanto

T
1
j uPtox,TOdx + pj J WP u® dxdt = —| uPior,addx
a x p+1

sendo p impar teremos p-1 par e portanto a segunda integral da
expressao acima ¢é sempre maior ou igual a zero, donde podemos

concluir que

J upu x,72dx < J upﬂ(x,a)dx

ainda, por (2.2.14> e (2.1.4>

Lim J uP tx,addx = I ugﬂ(x)dx

a-+0
. +1 +1 -1
com efeito,desde que, uP uz = Cu -u duP+P u0+...+uo)
©
teremos,
. +1 +1 .
lim |up x,ad>-uP GO jdx < “up-i-...-i-up i lim|uc,ad-u ]+ =0
240 [+ ollsup -0 oL,

donde se conclui que , para todo T € [0,T1 , vale

"u(.,‘r h) "Lp+1 < " u, "Lp+1

como para todo rp 2 1, ul., 7> € LP, segue que ( ver por

exemplo (111,

lim IIU(.,T)“LP = "u(.,'r)"Lco < t « [0,T1 D
p-~+00

sendo u(,t> continua, |ud,?d|,® = ||u(.,‘r)||aup , logo

I
Jucom],, = vl

para todo t < [0,T)
#H

Em particular temos, para 7 = T, T = 1/16Mf que

(2. 4. 2> "uc.’T>"euP S "uo "Qup
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Agora consideremos o PVIC2.1.1> com condigdo inicial dada
por uGx,T> , T =1/16M,

®x

{v + [fdvd] = v
t x®
(2.4.3)

vi{x,0) = ulx,T>

onde ul{x,T) e L'n B, ¢ a solugdo de (211> correspondente a
condigdo inicial u, > fixada no ponto t = T. Portanto toda a
construgao feita para estabelecermos uyma solugiao para (211> em
Rx{0,T}] pode ser repetida , para estabelecermos uma solugdo para
(24.3> em RxIT,2T], e por conseglinte para 11> em Rx[0,2T].
Naturalmente podemos definir um novo PVI, tomando condigao inicial

u(x,2T> e encontrar solugido para <(2.1.1 ), pelo mesmo raciocinio em

Rx[0,3T]. Indutivamente, sempre com o auxilio de (24.2) de forma
que a magnitude dos novos " T " calculados por <2.2.20 > n3o
diminua, estabelecemos uma solugdo parac2.11 > em Rx[0O,o [, onde

esta solugdo possui todas as regularidades acima estabelecidas.
Mostraremos agora que para a solugdo acima estabelecida
vale ainda que,

(2.4.4)> uc.,t> "L‘ < "uo "L‘

para todo t =2 O.

Observemos que a diferenga entre (22.13) e 244> ¢é
bastante notavel no sentido que <(2.2.183) garante majoragdo da
magnitude de || u "1, onde a variagio de t era condicionada ao
intervalo [0,T], com T estabelecido em <( 28 D>, agqui tratamos de
provar que u € L‘([R), quando vista como fungdo da variavel x, para
todo t 2 0, fixado, ainda mais, com ( 2.4.4> poderiamos definir T,
inversamente proporcional a magnitude de "uo "L1 ao invés de '"uo "sup
como fizemos, e mesmo assim poderiamos,pelo mesmo raciocinio acima
obter uma solugdo global para o nosso problema.

Para mostrarmos (2.4.4) deveremos langar m3oc de uma

ferramenta, conhecida como as fungles sinal regularizadoras.
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DPDefinic8o. Chamaremos de fungso caracteristica de um intervalo 1

< [R, e denotaremos por x; @ seguinte fungao definida em R
1 s x el

(2. 4.5) xI(x) =
0 se x &1

Definic¢Ho. Chamaremos de fungao sinal, e denotaremos por sgn(x> a

smeguinte fungio :

vilA

-1 se X 0
z.4. ® . sgn(x) = 0 se  x 0
1 se X 0

DefinicZo. Seja = € c®(R> uma fungado crescente tal que

sdxd = -1 para x < -1
2.4.7 s(x> = 0 para = 0
s(x> = 1 para x =2 1

Toda = que satisfaz estas condigles ¢ chamada de fung3o

sinal regularizadora

Definic¢3o. Seja = uma fungiao sinal reguiarizadora. Ent3o para

cada £ > 0 dado , definimos a fungSo ss por
(2.4.8) ss(x) = s(x\&d

e a fung3do L_ ,como sendo a solugSo do PVI

(2.4. 9

L’{x) = 5 (O
& &
0

L _<o>
£

Antes de efetivamente provarmos (2.4.4)>, vamos provar dois

resultados auxiliares :

2.4.2 Lema. As fungSes definidas por (2.4.8) e <(2.4.9) s3o Gw([R) e

valem
xX\E

(2.4.10) L_C Xx)=¢ I sCEDAE

o]

2. 4.1 se(x) — sgn{x) quando & — 0 (xe RO
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L_(x> — |x] gquando & — © CxeRD

2. 4.1
(2. 4.1 L”x> = (1/e20Cx2y x> =0
> [-&,£])
onde,
8dx) = s’ /) ( x € [==,]1 D
Dem.
Obviamente s , L € CW(R),pois s € C™R> e basta aplicar o
teorema fundamental do calculo para encontrarmos <2.4.10), como

solugdo de (2.4.9).
Agora,considere x € [R,x # 0 arbitrario,tomando 0 ¢ ¢ <|x|

teremos
x7e > 1 e portant.o se(x) = sx/ey) = 1

Ci)se x>0 ent3o
C i) se x < 0 ent3o
para o caso x = 0 para qualquer &£ > 0 tomado,

sendo s _ continua segue <2.4.11).
Para mostrar que <(2.4.12> ¢é valida, basta observar gque para

= s(x/e) = -1

x/e < -1 e portanto sc(x)
s 0> =0
£

teremos

cada £ > 0 fixado :
x7& -x/c se x £ -¢
< x £ ¢

J s(EdXdE = 0 se ~g <
x/€ se X > &

o

portanto dado x # 0 tomando O < & < |x|, teremos
- X se x <0
Ls(x) =
x se x > O

= 0 Assim usando o fato de

para o caso x = 0 , temos que Ls(O)
que Ls € continua, obtemos (2.4.12).
Por (2.4.9) obtemos que

LIGO = [SGNeT= ANSIS CXNEY
£ x £ £ ,segue que

como s(x\&) ¢ constante para -¢&

s’(x\&) = 0 para =~ £ x £ &
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aplicando (24.5) para 1 = [~-£,£]1, obtemos (2.4.13).

2 d

243 Loma. Sejam u, solugdo de <(2.1.1), correspondente a condigdo
inicial u_ € L‘n B, A > 0, = > 0, 0 < a < 7 , arbitrariamente
fixados @ & > 0. Ent3o

| T a

2. 4. 14 J J L;(u(x,t))f'(u(x,t,))ux(x,t)dxdt —+ 0 quando & — O

a A

onde l.,‘s é definida por (2.4.9).

Dem.

por <2.2.16), (iii> da proposigao 2.3.11 e (2.4.13> teremos

|L"(u)f(u)u ' < L"(u)lf(u)lL ad £ L"CudM "u" L <&

£ x £ 1,0 1 sup 1,0
gque com ajuda de (2.2.14), garante a existéncia de uma constante
A > O tal que

,L"(u)f(u)u l < AL"Cw
& x &

ainda, é facil constatar que a fungdo & que aparece em (2.4.13>

é limitada em [~&£,£] para qualquer ¢ > 0, portanto podemo= concluir

que
L;(u) —a 0 quando g —s+ 0
logo,

L;(u)f (u)ux — 0 guando e — 0

pelo teorema da convergéncia dominada segue (2.4.14).

244, Proposig3o. Seja u a solugﬁo de <(2.1.1)> correspondente a
condigdo inicial u_, ent3io
(2. 4.1 "u(.,t-)"L1 < "uo "Li

para cada t 2 0, fixado.



Dem.
Seja T > O fixado, a €« R tal que 0 < a < T & & > O,
multiplicando <(2.1.1>.A por L;(u(x,t)) obtemos
L’ CuCx,t2u (x,t.) + L72Cux,tIfulx,t23] = L’dulx,t.ddu x,tD
& t & x & 3]
ou simplificando,
Cid L>Cuu + L°QIfCud]l = L’duu
& t & x & R

& facil notar que :

T
Ciwd> J L’Cuwu dt = L Cudx,73) - L Cudx,ad
& t £ &

(o]

e que dado A > 0, fixado , usando integragic por partes teremos:

A -A
x= A
C it D J L;(u)[f(u)ldx = L;(u)f(u)| - J f(u)l..;(u)dx
xX=-A
-A A
e ainda
A A
x= A 2
C wv D J L°Cadu dx = L?’d{udu | - [ L”<(udu dx
. P> X ® & x x=-A & x

~-A . -A

portanto dado 7 > 0, A > 0 fixados e tomando a arbitrario de forma
que 0 < a < 7 , integrando ¢ i > em [-A,A IxIa,7] e utilizando os

resultados de C ii J,( iii ) e C iv D> teremos

A o T A ’ T A
J L CuGe,rddx - J J fCUWL “Cuwu dx dt + J J L “Ccwu’dx =
& & x & x
-A o -~-A O -A
A T
xX= A
= I Ls(u(x,a))dx + J { L;(u)[ux- f(u)]}l dt
R==A
- o]

como L; 2z 0 , segue que



A T A .
I L (uddx ~ J L<uwfdudu dxdt =<
£ ] & x
-A o -A
A T
r ) x= A
< J Ls(u<x,a)dx + { L;(u)[ux- f(u)]l } dt
4 XK= - A

- A (o]

fazendo & —+ 0, pelos Lemas 2.4.2 e 2.4.3, obtemos

A T
J Jutx,7>|dx < J Iu(x,a)ldx + J {sgn(u)[ux - f(u)]}

-A -A a

A

dt
-A

fazendo A —+ o , obtemos pela proposicdo 2.3.6, (2344> e f < C°

que,
jlu(x,r)ldx < Jlu(x,a)ldx
finalmente, tomando a —= O, obtemos
Jucofps < fuglys
#
245 ProposicSo. Sejam u, v_ € L'n B e u, v solugBes

correspondentes do PVI ¢ 1 ). Ent3o para todo t 2 0, vale:

fuc,td = ve, 1 S fu - v | 1

Dem.
Observando que se u,v sao solugles de (2.1.1) ent3o,
u~vd + [fCud - f¢vdl = <(u-vd
t x %X
gque multiplicando por L;(u-v) » integrando em [0,tIx[-A,A] e

procedendo com analogia a demonstragdo da proposigio 2.4.4, para ao
final ,obter o desejado.
AR
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I11.5 RESUMO DO CAPITULO

Podemos finalment.e resumir este capitulo num s6

resultado:

251 Teoroma Seja u, € LicRIA BCR>, i.6, u_ absolut.ament.e
integravel e limitada . Ent3o o problema de valor inicial
{ u + [fCud]l] = u
t x

b 3.9

(xelR,t el >
ulx,0> = uo(x_)

onde f € C™C(R), possui uma unica solugdo u € W, para W definido por

W = { w:iRx[0,0 [— R, mensuravel / " w ||‘ + " w Lup <o }, onde

. Sup
| ||1 = lcro, o Iw(x,t)ldx e
| « | = sup{ Jotx,t>| 7/ (x,4)> € RxI0,w [}.
sup
tal que .
<id u e ¢¥Rx10,0 [>
Cii D D:D:u(x,t) —s 0 quando X —+ * ©

uniformemente para t € [a, o [ ,a > 0 , e finalmente para cada a >
0 arbitrariamente pequeno, porém fixado, existem constantes
nao~negativas K n(a) tais que

>

C il D sup [DIDTuC || < K <ad

tZa men

14



Observac3o. O que justifica a afirmagdo ( iii ) do teorema acima ¢

o fato de que am constantes ™ Km “(a) " que aparecem na proposigio

»

2.3.11, dependem diretamente e somente da magnitude das condigGes

iniciais. Como para p = 1,

Cuc,t> || LP >0

forma uma seqiuéncia nio~crescente , entioc az= “K (ad" obtidas
m,n

para condigdoc inicial u.s serdoc as maiores possiveis dentre as

"Km n" obtidas na busca de soluc;ﬁo nos intervalos {0,T1,

{T,2T1, [2T,3TI,... .
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CAPITULO III

II11.4 O EXEMPLO HIPERBOLICO

Enguanto no capitulo II, buscavamos propriedades para o PVI
parabdlico la estudado basiando-se naturalmente nas propriedades da
solugdo fundamental do calor, aqui,' a titulo de comparagso,
trataremos de estabelecer uma solugdo global para um PVI n3do linear
do tipo hiperbélico basiando-se na solugdo fundamental da equagdo da

onda, isto é, iremos estabelecer uma solugdo para :

u + [fCud] = u C AD
tt x XX
3.1. 1 ulx,0> = uo(x) C B
u x,0> = v (x2 CC>O
4 o

onde f €« CXR), x c R e t e IR+ e u(x,t? € um escalar.
Sem perder a generalidade podemos considerar f<0> = 0 :

311 Proposic3o. Sem perda de generalidade no PVl (3.1.1), podemos
considerar f € CO(R tal que fC0> = 0 .

Dem.
Com efeito, se f(0> # 0 , tomando-se glud) = fuw - £
teremos
[g(u)]x = [f(u)]x e g(0> =0
assim podemos tomar ( 1A ) como

u + [gdudl = u
t X XX

onde g € C™CR> & tal que g0 = O.

o



Daqui em diante consideraremos f & Cm([R) tal que
(3.1.2) £€0> = 0

Queremos estabelecer uma solugdo para (3.1.1) considerando
inicialmente condigfes iniciais u e v, tais que

(3.1.3)> u , v e L*¢R> n BCRD
[o] o]

ié, uo e vo absolutamente integraveis e limitadas em R, a

- condigdo ¢(3.1.1).B deve ser interpretada no seguinte sentido :

@. 1. 4 fuc.ed> = u f,e — 0 quando t — O

enquanto que (3.1.1).C deve ser vista como

(3.1.5)> ut(.,t) —E-o v, quando t — O

II1.2 A SOLUCAO LOCAL

"

Lembrando que as integrais indefinidax gque aparecem ao
longo do texto representam integragio em [R e que Df denota
derivagdoc na variavel ¢, similarmente ao que fizemos no capitulo
II, consideraremos inicialmente o PVI da onda unidimensional nao
homogéneo , def inido em Rx[0,o D, por

u = u + hdx,tD
tt xx
udx,0> = uo(x)

u x,0> = v GO
L o

onde u e v, sio do tipo estabelecido em (3.1.3).

No capitulo I, o principio de Duhamel apresentava como

solugdo do PVI acima, o seguinte resultado :
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3.2. 1 udx,td = (1/2)] D’.G(x-y,t)uOCy)dy +

t
+ (1/2)JG(ry,t)v°(y)dy + (1/2)J JG(x-y,t-s)h(y,s)dyds
o

onde para cada T 2 O,

1 se | ¢ | s+
(a.2.2» GCE,Td> =

0 se | & |>7

ainda, no capitulo I, ficou estabelecido pelo lema 1.2.4 que para

cada T 2 0 e x € R, vale

t3.2.3) DTG(E,t) = SCE+T) + SE~-TD

onde & representa a “fungao” delta, e a derivada ¢é entendida no

sentido das distribuigGes.
Considerando por um momento (f (u)]x em <(311).A como uma

n3o homogeneidade da equagao, obtemos uma equagao integral :

uGx,t) = (1/2)J‘DtG(x-y,t)u°(y)dy + (1/2)IG(ry,t)vo(y)dy -

¢
-(l/Z)I I G(x-y,t-s)[f(u(y,s)]ydyds
o]

mas observando que

(3.2. 4 IG(ry,t-s)[f(u(y,s)]ydyds =
y= @
= G{x~y,t-sd0f (uly,sd) - jD G(x~y,t==20f Cuy,s)dds
y=-00 Y
e se denotarmos por
3.2.5 HCE > = = DEG(E’T)

teremos pelo lema 1.2.4 que,

@.2. ®  HCGE,T = 8CE=T) = SCE+TD

onde & representa a fungSo " delta e a derivada é no sentido das



distribuigfes. Observando (3.2.2), ¢ facil concluir que

3.2.7 GOy, t-s2f (uy,sd) —2 0 quando y —=+ * o
portanto por (3.2.4>, (3.25) e (3.2.7>, obtemos

3.2. 8 Q(x,t) = (1/2)DtG(.,t,)tuo + (1/2)6(.,t)tv° +

t
+ (1/2)[ HC(,t=-s)ef Cud.,sd)dds
o
onde G e H s3o dadas em (3.2.2) e (3.2.6) respectivament.e.
A férmula (3.28) sugere que o candidato a solugdo do PVI
(311> =seja um ponto fixo do operador integral que aparece em seu
lado direito . Para garantirmos a existéncia de tal ponto fixo,
iremos proceder como no capitulo II, deveremos como 1& , construir um
espago de fungles tal que o operador integral acima citado seja uma
contragdo. O espago métrico aqui utilizado provem do mesmo espago

deBanach, a saber :
Defini¢Zo. Para T > 0, fixado, considere

3.2.9 | ||, = sup [|w(x,t)|dx
1 t€lio, M

3. 2. 10 " w = sup {Iw(x,t)l PAE SR % I (Rx[O,T]}

hous
com isto podemos definir o espago normado completo :

3. 2. 11 W = { wiRx[0,T} — C, mensuravel / " w " + " w ]|°up < oo}

3.2.1 Proposic3o. Considere W definido em (3.2.11>. Ent3o,

max { ol fol,., }

(3.2.12) " w"w

define uma norma em V.

Dem.

Dado w € W, & facil ver que

< |  Jy 2 0©



Cii ) ey, = 2wl

ainda, se " w "W = 0 ent3o sup{ |w(x,t)| s Geb) e CRx[O,T]} = 0
que implica wCx,t> = 0. E claro que s w = 0, | @ "w = 0, portanto
C iii D [ w "w = 0 se © somente se w = O.

agora, como

sup Ilw x,t0- wz(x,t)ldx <
t€to,T) 1

< sup 'wi(x,t)ldx + + sup lez(x,t)ldx
tE€10,1) teto,m ,

e,

sup { Iwi(x,t)-wz(x,t)l 7/ x,t) e RxI0,T] } <

< sup{]w}x,t)]/(x,t) e RxI0,T] } + sup{lwzo(,t)l/(x,t) e RxI0,T] }

para t.odo w W, € VW, segue, respectivamente que

P, = o, Iy he, I+ 1w, |

bowg =, o = 1w, e * 1, I

assim,

IA

max { Jo, = ool = o], }

s mas { ol * Joylolo e, + ol ) 8

< maxe { ool } o max { e lole,l,, )

portanto, dados wi, wz e W, vale

Civ D "wi - wzuw = "w1"w + "wzllw

no



no que conclui a demonstracgao.

i

3.2.2 Proposic¥o. Sejam W definido em ¢3.2.11) e uv, € L'n B. se
wx,t) = (1/2)DtG(.,f,)tuo + (1/2)6(.,t,)tvo
ent.io w « W.

Dem.

Lembrando que

DG, tixu = u x+td + u (=t
4 o (] o

e,
x+t

G(.,t)tvo = J vo(y)dy

-t
entao, ¢ facil ver que
(3. 2.13) - |Dt6<-,f»)*U°| = 2"“‘0",,._,9
(3. 2.14) : : jeC.,toev | < ZT""o",up

como
Jotx,t>| £ C1/2>|D GC. ,toxu_| + <1/2>|6GC,toav_|
t o o

segue por €3.2.13) e (3.2.14)> que
el = <ar25 2fu || 1+ Ar/25 2T|u |13
oup o leup © eoup

ié,

| oy = max {lag ] 1ol



Para mostrar que

| o, <o

observemos que, para todo t fixado,

(3.2.46) "DQG(. »tO%u "L’ < 2||u° "Li

e,

(3.2.17) "G( ] ,t)tvo "L1 < Zt,"vo "L:l
portanto,

@, 2. 18 | o "1 < (1+T)méx{“u°"L1,||v°“L1}

logo (3.2.15) e (3.2.18) garantem que w < W.

o

Definic%o. Seja w € W, definimos o operadbr [P sobre W, como sendo :
3. 2.1 PCuwd(x,t) = (1/2)DtG(.,t)tu° + (1/2)0(.,t,)tvo +

t
+ (1/2)J HC, t=s0%f (w(,,520ds

(o]

onde G e H est3o0 definidos em (3.2.2) e (3.2.6), respectivamente.

O candidato a solugdo do problema (3.1.1) aparece como um
ponto fixo deste operador . Para estabelecer tal solugdo, desejamos
como foi feito no gapitulo II, utilizar o teorema do ponto fixo para
contrag@es, aplicado em algum subespago fechado de W, que =seja

invariante sob a ag3o de P.
Considerando 0 < T < 1, teremos por (3215 e (3.2.18) que

para w € W , definido por

wix,t> = (1/2)D"G(., t)tuo + (1/2)G(.,t)tvo

valem

(3.2. 200 | “1 < 2max { ||u°||L1, “v°||L1 }

| o oy < 2msx{lu, Vol
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(4

isto nos leva a seguinte definig3o :

Definic%o. Definimos w* como sendo o subconjunto de V, t.al que se

w e w., ent.30

(3.2.22) | =€1/25D GC.,t>8% u =C1/2>6C. , L% v | <
t o ol

s amaxffu Iy o0 Ivg s}

o
(3.2.23) "w -“/2)])0.6(' ,tO% uo-(:l/Z)G(. > L% vo"aup <
s 2max{fuy |,y Vollaup)
isto &,
3. 2. 28 w* = { w e W / w satisfaz (3.2.22) e (3.2.23 }
3.23 Proposig3o. W‘ definido em (3.2.24) ¢é n3o vazio, e ainda,

para todo w € W «’ valem :

(3. 2. 25 | w "1 < 4max { "uonLi,"vo"La }
| @ Dy < amax{Ju, o1, )
Dem.

E facil ver por (3220 e 32210 que 0 « W‘ e que
obviamente

wix,t.> = (l/Z)DtG(.,t,)lvo + (1/2)6(.,t,)tvo

também pertence a W., agora seja w um elemento qualquer de W*,

neste caso teremos:
" w " < Hw - (1/2)D Gxu =(1/2)Gav +(1/72>D Gxu +(1/2)Gxv || <
. 1 t o o t o olly
S [w =€1/2D Gxu_-<1/2>Gsv_| + [|<1/2>D Gsu +(1/2>Gsv_|
1 o olly 1 o ollg

dai, por (3.2.200 e (3.2.21) segue (3.2.25). Analogamente se prova




€3.2.26>.
o

3.2.4 FProposiglo. W... definido em (3.2.24) ¢ um subconjunto fechado -
de W.

Dem.
Verificaremos que w. é fechado,mostrando que W* possui
todos seus pontos de acumulaggio, com efeito, =eja (wn> uma

seqiéncia em w., que converge para ® € W. Entio vale
Cid ]w =(1/725D G(,,to%su =(1/722G(,,t.Ooxv | —
n t (o] (o]
— |w _=€1/23D GC,to%u_ = C 1/2)6C,toxv |
oo t Lo ] o

uniformenente e todo [RxI0,T). De fato, wn —_— ww em VW, significa que

dado £ > 0 , existe n < N tal que

max { || w = woo"x’" w = woo"wp } < £ sempre que n 2> n

portanto para este mesino n, teremos para todo t € [0,T).fixado,

l |w =C1/72)ID GC.,t0%u - G ,tO%v J| -
n t [o] [o]

- |o_=C1/23D B¢, toau_- - (1/2>GC,toev | | < jo-w| s
) L o o n o
< ||wn- ww“sup < &

para todo n 2 n,.

Observemos que para cada t € [0,T] fixado,

(Iw - (1/2>D G(.,tOxu =-(1/2>G{, ,tL.Oxv I)
% o ol nelN

¢ uma seqiiéncia de fungBes n3o-negativas e integraveis em [k, ademais

para todo n « NN, woe W, azssim por (3.2.22) teremos

Ilw x,tD - <1/2>DxG("t'>‘uo- (‘1/2)6(.,t)tvo|dx <
12}

< sup |o = €1/20D GC,t%u - (1/2XGC,tosv_|dx =
n t [0} o
t€to,m
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= o - 172D GC tImu ~C1/2>6C, xv || < 2méx{||u°uL1,"v°"L1}
segue pelo lema de Fatou que para todo t < [0,Tl,fixado

I Jo <x,t> = (1/20D G(.,tI%u ~<1/2>GC,tiev_|dx <
Q0 t o o

£  lim inf Iwh(x,t,) - (l/Z)DtG(.,t)tuo-(1/2)0(.,t,)tv°Idx <

n —=

< Zméx{ || u I LY || v, "L‘}

assim,

Cwd> e - /25D GC tomu ~GC, tdev 1| S 2méx{||u°“L1,“vo||L1}

Agora por (3.2.23> e ( i ) temos para tode x € R,t € [0,T]
Iw (x,40-C1/720D G(,LOeu ~(1/723G(, L0y I < Zméx{uu " ,"v || }
00 t [o] o o lsup O leyup

donde se conclui que

C i ) "w = (120D G(.,tO%u ~(1/2)GC.,t.O%v || =
o t (o] O llsup

s amefu | o Ivollo )

logo por C( it ) e C iii ) temos que w, € w‘.

#H

DefinicZo. Considerando (3.226) e o fato de f Cm([R), definimos

para todo j natural,

5 '
3.2.27 M_j = sup { |f"<a)| 7 o) = 4méx{]|uo||wp,||v_°||wp} }

Observemos que para cada j € NN, MJ_ estad bem definido pois o
conjunto dos reais a tais que |a| = 4méx{“uo ||sup,||vo "sup} é compacto.

Para j = 1, temos a seguinte propriedade :
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3.2.5 Proposicio. Para todow e w‘ vale
(3.2.28) |fCulx,td>| = Milw(x,t)l

onde f < Cm(IR), x,t> € Rx[0,T) e M‘ definido em (3.2.27)>

Dem.

Pelo teorema do valor médio para derivadas aplicado no
segmento gue une a origem ao ponto wix,t), para cada x,t) €
Rx{0,T] fixado, porém arbitrario, e observando f(@> = 0 e (3.2.27>

obtemos facilmente (3.2.28).
o

Usaremos este fato para provar que W. ¢ invariante s=sob

o operador definido em (3.2.19) :

3.2.6 Proposicdo. Se jani w‘ definido em (3224 > e [P o operador
definido em (3.2.19). W‘l € invariant.e sob a agﬁo de [P, isto &,
PCw ‘) < W .

desde que T < 1/2M .
Dem.

Seja w € w‘, deveremos mostrar que [P(w) expresso em (3.2.49
satisfaz (3.2.22> (3.2.25), para tanto Lembremos de (3.2.6> que

HOxmy,t-5) = SGey-t+s) - Sx-y+t-sd

onde & é a distfibuigﬁo delt.a de Dirac, assim,

HC =20 Cwd.,t.D) = J‘é(x—t-l-s-y)f(w(y,s)dy -J S+t ~=-yIf Cwly,=sddy
pelo exemplo 1.1.7, podemos concluir que
z.3.29 HC ,t=-s)%f(w(.,m) = flwlx~t+s,5)) - flwix+t-s5,5))

portanto, por (3.2.26>, (32.28) e 3229), teremos



portanto,
i.é,

3. 2. 30

agora, por

t
| IH(.,b-s)tf(w(.,s))ds | =
{ ° t
< J | fCwGet+s,53> |ds + I | floxtt=5,53 |ds <
o] [0 ]
t t
< Mlj Iw(x-t-bs,s)lds + Mij 'w(x+t-s,s)|ds <
[0 ] o]

t

< 2M, ||”l|eupj ds < Bumsx {“uo oIV ||wp}
o]

"[P(w) = (1/2>D G(.,t.Oxu ~1./72>G(,,t.I)xv " <
t (o] O lisup

t

< 1/2>sup lj H(.,t-s)tf(w(.,s))dsl <
t &Rxo, ™ :

S 4M Tmax {||u° louor 1% ||sup}

"[P(u» = (1/2>D G(.,LO%u -C(1/2XG(,,tL.O%v " <
t [ ] O faup

< 4M1TméX{"uo "sup’ "vo "e UP}

(3.2.25), (3.228), <(3.229> e pelo teorema

teremos para cada t < [0,T]

portanto,

t
II[ JH(x—y,t-s)f(w(y,s))dyds|dx <
(o]

L L
< M’JI f(w(x-tﬁs,s))ldsdx + JJ |f(w(x+t,-s,s)|dsdx
(o] (o]

< 2tM JJof, < BtM‘méx{"uo"L"“vo"L‘}

de

Fubini,
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. 2. 31> Pwd> = 1725D G(,tO%u ~{1/23G( ,LOoxy =
‘ t . o oll1

s 4M’Tméx{"uo Ioolv,g ||L,}

Logo, para T < "1/2M‘, segue por €3.2.30> e (3.2.31D que

Pdd < W‘.
t i
Para obtermos as foérmulas (3.2.28) e (3.2.29) precisemos
naquele momento que 0 < T = 1 » portanto de agora em diante
consideraremos
(3.2.32)> T = mini mo{i,‘l/_ZM’}

- 3.2.7 Proposic3o. Sejam T como em (3.2.32), [P o operador definido

em € (3.219) e w,vw € W . Ent3o
17 2 -
"lP(w‘) - [P(wz)"w < (1/2)"001 - wz"w

em outras palavras, P & uma cont,ragﬁo em W‘ » cuja constante de

contragdo ¢ 1/2 .

Dem.

Com efeit.o, Por (3.2.28) e (3.2.29) temos que

t

r~

| H(.,s)t[f(wl(.,s))-f(wz(.,s))]ds| <

(o]

= J r|f(w1(x*t,-s,s)) - f(w(x-t+s,s))| ds <

t
< MJ |w’(x-t,+s,s)-wz(x-t,+s,s)|ds + MJ |w1<x+t,-s,s>-w2<x+t,-s,s>|ds
(o]

< Zt,M‘ "oo1 - wzuwp

como t € T < 1/2M1 segue que

Cid P = Pew = Ao, = o]

82



novamente por (3.2.28) e (3.2.29) :

,[IIP(wi(x,t.)) - {F’(wz(x,t,))ldx <

M et Mot
-7-1J-J '[wi-wzl(x-t-i-s,s) ldsdx + —21'[ I[wi-wzl(x*t-s,s) lclsdx
o] [+ ]

t

< M1[ "[w‘-wzl(.,s) "L1ds < M‘t,"oo1 - coz"‘
o

portanto,
€ "[P(o.a) - [P(ooz)"1 < (1/2)"091 - w2"1.
logo por €R.2.12), € i ) & € i ), megue o dems jado.

Com esta proposigido podemos garantir a exizténcia e
unicidade de uma solugdo em W‘, para a equagdo integral . Na verdade

e u e v sido pontos fixos de P em W, tomando,

K = sup {If’(a)' 2 | = maxd | v, }}

ent3o, para todo t < [0,T], vale

Juc,td> = v,

sup

Y
< KJ "u(.,s) - v(.,s)“supds
)

que permite reutilizar o raciocinio empregado ainda no caso
parabélico, quando buscavamos justificar a unicidade de solugdo em
W, e concluir que existe um uUnico ponto fixo de P em todo W. Podemos
conferir que nossa solugdo fraca satisfaz as condigles iniciaisv no
sentido impostos em (3.1.4) e 3.1.5),com efeito, , para u dada em

(3.2.8>, teremos por (3.2.29> que

R+t
3. 2.3 uix,td = 1./2> [uo<x+t,)+ﬁo(x-t,)] + (1/2)[ vo(y)dy_ +
x~t
t
+ (1/2)J [f‘(u(x—tﬁs,s))-f(u(x-l-t,-s,s))]ds

o
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mas, pela proposigdo 1.1.1, segue que

"(1/2)[uo(x+t)fuo(x-t)] - u "L‘ —+ 0 quando t — 0O

ainda,
»x+t
JIJ- vo<y)dy|dx < Zt"vo"Lx —+ 0 quando t — O
-t
e
¢
JIJ flulx-t+s,sd = flulxtt-s,sdds|dx < 2tM |u] — O
1 sup
o
guando t — O
portanto,
uc.,t> - u, HLz —s 0 quando t —s 0

ou seja (3.1.4> & verdadeiro. Para provar que (3.1.5) wvale, devemos

observar que

u x,t.d) = (17256 (,tOeu + 1/720G (,t.Oxv_ +
i tt o t o

+ (1/2>Jnt<.,t,-s>:f<u<.,s>>ds + HC,00%fCud.,tD

ora, derivando (3.2.6> em relagdo a t,obteremos
G (,LOoeu = [&2 -&°Iwu
tt o -t v o

portanto pelos itens Cii > e C iv ) do exemplo 1.1.9, segue que

>

Gu(.,t)tuo —-E-» 0 quando t —-+ O

agora, observando que
G (,toavy = v (x+t.D + v (x-tD
t o o o
ent3o pela proposigdo 1.1.1 , segue que
"Gt(.,t)tvo - v°||L1 —+ 0 quando t —+ O
e portanto, pelo item ( iii > do exemplo acima citado segue que
>
(1,256 C.,to0v_ =2 v, quando t — O

além disto, temos que para H definido em (3.2.6),
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HO,t> = 0
Resta,portanto mostrar que
t
S’
JHt(.,t-s)*f(uC.,s)ds — 0 quando t —> O
(o]

para tanto,observemos que

HCE,> = - D_GCE,Td

4
e portanto,
Ht(.,t-s,S)tf(u(.,s)) = - Gt<.,t-s)th[f(u<.,s))]
como
Gt(x,t-s) = Sx+t~sd) + SOr-t+sd
segue que

Gt(.,t-s)th[f(u(.,s))] =Dx [f(u(x—t+s,s)) + f(u(x+t-s,s))]
onde a derivada ¢ no sentido das distribuigfes, i¢ , denotando por

D [(fou)+ ] =D [f(u(xi(t—s),s))]
x T(t-e) x

teremos para todo ¢ € S que

>
va [<f°u)t(t—e>] (pd = <fOU)i(t—e)(P b

desde que (fouw) +u.—a>é limitada, segue o0 desejado. Logo podemos
- concluir que

>
ut(.,t) _S_’ Vo quando t — O

isto &, (3.1.5) vale.

Quaﬁto a dependéncia das solugBes em relagdo as condigGes

iniciais podemos enunciar o seguinte resultado

3.28 Proposi¢3o. ( dependéncia continua ) As solugfes fracas de

(3.1.1),estabelecidas pela expressao (3.2.8),dependem continuamente

das condig@es iniciais correspondentes.
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Dem.

. Y 1
Sejam (Cu ,vo) e (u1,v1), condigUes iniciais em Ln B, e u, v sua=s

respectivas solugles fracas correspondentes, ou seja,

(2. 3. 24> ulM,td = (1/2)DtG(.,t)tuo + (1/2)6(.,t,)tv° +

L
+ (1/2)J HC ,t=sd%f Qud,,s3dds

o

2.2.35% vix,tL) = (1/2)DtG(.,t)tul-l-(i/Z)G(.,b)tvi-l-

t
+ (1/2)J HC ,t=s0%f (v (,,s))ds

o
ambas definidas em [RxI[O,T], T = minimo{1,1/2M1}. Subtraindo (3.2.35>

de (3.2.34) obtemos
ulx,t) - vix,t.) = (1/2)DtG(.,t,)t[uo- u1]+(1/2)G(.,t)t[vo- v‘] +
t
+ <1/2>J H{ ,t-=s0% [f(u(.,))-f(v(.,s))]ds
o

considerando que

|D,GC,to%lu = ul| < 2fu_ = u |
t o] 1 (] 1 sup

e,

jec. tosty -v 1|

IA
N
<

o] - v: "aup

© ainda que por (3.2.28), (3.229) e o fato de que T = 1/2M1,t,em-se

t
l IH(.t-)t[f(u(.,s)-f(v(.,s)ds | b4 uu - v"

sup

(o}

segue que

"u - v" . ||u°- u + "vo - v1|| +(1/2)||u - v||sup

sup asup

1 "eup

donde se conclui que



z. 3. 3® "U = 'V“NpS Zméx{"uo - u1||e,.“>’""o - v1usup}

por sua vez,
J‘|Dt6<x-—y,t)#[u° - uilldx < 2"u° - u "L‘

e,

x+t
J-|G(.,t.)t[vo - villdx < IJ I[vo - vil(y)ldydx <
x-1

¢
< J Jl[v(;vﬁ(y—x)ldxdy < ZHVO - v1"L1
-t
ainda, novamente por (3.2.282, (3229 e T = 1/2M1 que
¢
J-|J- HC t-sO8lfud,s) = fv(,s)dds|dx < |u - v||1
o

portanto,
fu = v|, £ Ju, = u], + K 2| -v | + A2|u - v|
donde se conclui,

(3.2.3? "U = V"‘ = zméx{"uo-u‘ "L""vo-vg "L‘}

Ainda , com base nos calculos acima feitos, e observando
que
|6C,towCu_ - ud| € A/DYEC,Ld| J [tu_ - w300 [dx
o 1 eup © 1

podemos também, concluir que

®.2.90 fu - v"m‘IP < Zméx{"uo-u1 “m‘lp,"vé-v1 “L"}

#H
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111.3 A SOLUCAO GLOBAL

A técnica para se obter uma solugdo global para o PVI
(211> do capitulo 1II conmistia em, depoi= que obtida a soluggo
parcial para t € [(0,T], tomando por base que para o valor de T

dependia exclusivamente do inverso da magnitude de uuo" , © que
esup

(3.3. 1) "u(.,T)"M”:,S "uolleup

assim poderiamos restabelecer o PYI tomando como condigic inicial
u¢.,T>, encontrando uma solugdoc num intervalo [T,Tll, mas tendo em
vista (3.3.10 acima, podiamos 14, confirmar a existéncia de uma

solugdo num intervalo padrdo [T,2T], e assim por indugido obter a

solugio global.

| Agora aqui ,apesar de todas a=z regularidades apresentadas

em (3.2.36),(3.237> e (3.238), a técnica aplicada no capitulo 11I,

para obtengidc de uma solugdo global para o PVI parabdlico, nJio pode

ser imediatamente aplicada , devido ao fato de que gquando tomadas

por condig@es iniciais a solugdo parcial encontrada, com t = T  ,nem

sempre a magnitude das novas condigBes iniciais ser3o menores que as

magnitudes as antigas , ié, nem sempre sera verdade que

max e D ool b s ma{jug 1], )

nem mesmo vale
méx {Ilu(.,T)||L1,"ut(.,T)HLx} < max {"uo ||L"||"o||L‘}

que seria uma alternativa, como foi sugerido ainda no caso
parabélico  pela proposigdo 244 . Para ilustrar estas afirmagBes

vejamos o= exemplos que seguem :

3.3.1 Exemplo. Seja T > O, k 2 2 , arbitrarios, porém [f{ixados

Def ina



0 e | x | > kT
gk(x) = =C1/kTO>x + 1 se 0 < x < kT
1/kTo>x + 1 se -kT € x < 0O

Por D’Alembert., podemo= afirmar que
udx,t> = gk<x+t-T) + gk<x-t,+T)

é sol\-aqso da equagac homogénea unidimensional da onda,
que

temos ainda

ut(x,t) = g;(x-H,-T) - g; (= 14T

em quase toda parte de Rx[0,0>. Um simples calculo nos leva a

"u(x,O)"sup 2 - @x o, "ut(x,O)"sup = 2/kT, ||u<x,'r>||eulb = 2 e

o .

u x|
t sup
Logo basta que k > 1/T, para que se tenha

mé {"u(x,T)"eup, "ut(x,T)"eup} > max {"u(x,O)lLup, “ut(x,O)"eup}
L
3.3.2 Exemplo. Seja a > 0 real fixado , considerando o PVI dadeo por
u_ = u
tt x X
{ ulx,0> =0 e ut(x,O) = vo(x)

onde,

v %D
(o]

a2 se x < [-1,1]
0 se x € R-[-1,1]
é obvio que v_ « L'‘nB. A solugdo do PVI acima é :

x+t
ulx,td> = (1/2)I vo(y)dy

x-t
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considerando o seguinte grafico

fb

- X
podemos perceber que na regido I , udx,td) = a2 ( mesmo para outras
condigBes iniciais, teriamos udx,t> = constante dentro da regiao 1,

este fato ¢ conhecido por REVIBRAGAO e um estudo detalhado deste
fato pode ser encontrado em por exemplo [1] ou [8] ). Sendo assim,
x+1
"u(.,t)lle = j Jucy,t>|dy 2 J jucy,td>|dy = at.
x=t

isto informa que < "u(.,t)"L1 >t>0 forma uma seqiiéncia crescente.

v

Espelhando-se no teorema sobre extensdo de solu.;fies para
EDO < ver por exemplo {41> > , podemos estabelecer uma solugdo fraca
global para o PVI (311D basiando~se no fato de que wu(,t) e

ud.,,t.) pode ser usadas como condi¢gBes iniciais, para cada t fixado e

1
ainda para y = =up ou y L exiztem conztantes K?“)para 1= + = 4

t.aizm que

Cudotr|, S K + Kt C A D>
(3. 3. 1 { ¥ Y ¥

Ju, ¢ e, CBO

1A

+ K
Yy Y

que encontramos para [0,T], uma solugdo em [t,Tt] e que portanto n3o
teremos o inconveniente de s6 haver solugdo em algum intervalo
limitado do tipo [0,b], onde b = T + 2 T, T ¢ o valor encontrado
pela férmula (3.2.32),na n-éssima reaplicagido do método na busca de
uma solugdo em [Th_i,Th]; pois caso b < m , as expressdes em (3.3.1)
nos daria argumentos suficientes para refazermos todos os passos do

paragrafo II1.2, para ao final encontrar uma solugdoc num intervalo

maior que [(0,bl.

20



Para provar 3.3.1>.A4 observemos que as expressdes
(3.2.15>,(3.2.18>,(3.2.30> e (3.2.31), independentement.e de qual

se ja o valor de T, fornecem para ) = L' ou Y = sup

. < |1+T
?:f,o,-r, "u( ’t')"y [4- (1+4M1)]méx {"u0 "y,"vo "7}

em particular para todo T > 0, p = L' ou Yy = sup , vale

"u(.,T)“y S [+TC1+4M dImax {"uo"}, ,"vo"},}

o que suficiente para justificar (3.3.2>.A .
Para Justificar (3.3.2>.B, & suficiente que condigtes

iniciais sejam tais que

@.3.2
0,1>

{ plu e L'n B Cj=01,2)>
x O

plv < L'n B < j
x O

assim sendo,
t

ulx,t) = v‘(x,t,) + (1/Z)J HC =% Cu(,,s))ds
Lo}

onde

v = 172G (,tOoeu  + 1/22G(,tOxv
1 L o o

pode ser reescrita por,
t
ulx,td = v1(x,t) + (1/2)[ [f(u(x—tﬁs,s) - f(u(x+t-s,s)]ds

o
onde
x-t
v = (172> [u (x+t.D + u (x—t)] + (1/2)J v _Cyddy
Py o o o
x-~{
' portanto,
t
3.3. ut(x,t) = Dtv1 - J Dx [f'(u(x-t-bs,s)) + f‘(u(x-l't-s,s))]ds

o]

desde que u seja derivavel.
Deixaremos para o proximo paragrafo a demonstragdc de que

com condig@es iniciais como em (3.3.2), u 6 derivavel e além disso,

4|
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para todo t e {0,T] vale :
»"Dxu(.,t,)"eup + D uCtdf1 < o
sendo assim,por (3.3.32 teremos que

[ <ot < "Dtv‘ ||WP + Mt "Dxu"

eup oup

e,

Jucstdf2 = Dy 2+ 2M ¢|D uf

1"L

o que ¢ suficiente para provar ¢(3.3.3).B.

Observacio. Para obtermos
[Duj, = sup D uC,t2] 1 <
tero,m
devemos utilizar o método das aproximagfes sucessivas tomando v

1

como acima e
t

v = v, + (1/2)J [f(vr(x-tﬁ-s,s)) - f(vr(x+t-s,s))]ds

r+i
o
para r 2 1, natural. Como v, é tal que
Io,v,l, <
x 14
segue=se, utilizando o principio de indugao que
Ipv | < CrelN>
X It
como v possul subseqiéncia que converge uniformemente para u,
Segue~se que
Io,ul, <
x Mq

III.4 CONDICDUES INICIAIS EM S<RDY

Para estabecermos propriedades relevantes a nossa solugdo

devemos fortalecer nossas condigBes iniciais, haja visto que mesmo



no caso em que f = 0, para obtermos diferenciabilidade para nossa
solugdo teremos que ter no minimo diferenciabilidade das
condigBes iniciaiz. Tomaremos ent.ao '

(3.4.1 u , v € S
[o] (o]

onde S(R> é o espago de schwartz definido no capitulo I.
Inicialmente trabalharemos com a solugdo local, para no final
extendermos os possiveis resultados para a solugao global

Seja v a solugdo de <3.1.1), corespondente as condigBes

iniciais estabelecidas em (3.4.1), ié, v é tal que

(3. 4. 2> vix,t> = (1/2)DtG(.,t)tu° + (1/2)0(.,t)tvo +

t
+ (1/2)I HC t==d%f Cud.,s))ds

o]

A exemplo de fizemos no paragrafo I1.3, definiremos uma
sequéncia diferenciavel de fungBes de W, com o objetivo de encontrar
uma subseqiliéncia, tal que a s=eqiiéncias formadas por =suas derivadas
sejam todas uniformente convergentes &as derivadas de v,ganhando

azsim a diferenciabilidade de nossa solu<;5c>. Assim, consideremos :

vl(x,t) = (‘1/2)DtG(.,t)*u° + (1/2)6(.,b)*v°

ou seja,
x4+ 1
(3.4.3 v1(x,t) = (1/2)[uo(x+t)+u°(x-t)] + (1/2)J vo(y)dy
x- 1
definida em RxI[0,Tl, T dado em (3.2.32).
341 Proposic3o. Seja v, definida como em (3.4.3). Ent3o v, tem

derivada de todas as ordens e para cada j natural dado, existe uma

constante positiva Ej tal que,

3. 4. ® ‘ "l.'))‘:v1 "sup < Ej

e para cada m,n naturais, existe uma constante K " tal que :
m,
m -

3. 4.5 ‘ “D:D v | < K
% 4llesup m,n



Dem.

Como uo,voe S, é imediato que v1 tem todas as suas

derivadas e ainda para cada j natural

Div (x,t) = (1/2)D°u x+t)4Du (x-t)1 +
x 1 x © x ©

+ ¢ 127 Gertd>-DI T (x-1D]
X (o] X (o]
dai,

[plv

. .
Wallewp = 100Ul * 1DV,

sup sup

portanto definindo

R = [Dlu],, + o) v,

) X O sup

teremos (3.4.4>. Ainda,é facil ver que para cada j € N,

x
(3. 4. &)

{ Dlu Cx+t> = D'u Cx+td
(e} t ©O

Dlu Cx-t>
x O

<-1>jnfuo<x—t>

e,

{ Dlv Cx+td
x O

Dlv Cx=t> = ¢-1>DIv Cx-t>
(o) . t ©

Dlv. Cx+tD
t ©

logo (3.4.5) & decorréncia imediata de (3.4.4).

oK

Consideremos agora, a sequéncia (vr)r <N’ onde v, € dado em

3.4.3> e

3.4.8 ‘ v = [P(vr) C(re N

r+d
Trata-se de uma seqiéncia do espago w‘, definido em
(3.2.24>, pois a Proposigdo 3.2.6 garante que A\ & invariante sob

=
a ag8Sio de [P e obviamente v e w‘. Portanto por (3.2.26) teremos

Iv.]l. <K Creld>
r leup []

onde K_ ¢ uma constante positiva que depende da magnitude de ||u° uwp
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e de ||vo "sup.

De (3.4.8),tem-se para todo natural r 2 1, que

t

3. 4. 9 vrﬂ(x,t,) = v‘(x,t) + (i/Z)J JH(y,t-s)f(vr(ry,s))dyds
[}

Com isto, podemos enunciar o seguinte resultado :

3.4.2 Propozsigdo. Se ja Cvr)rem a meqiiéncia definida em (3.4.8>. Para

cada j €« N existe uma constante K. 2 0, tal que
: J

(3. 4.10) "Djv I < K.
x rilsup 3

Derivando (3.4.9) em relagdo a x, obtemosm

t
Dv t>=Dyv (x,t)+(1/2)J Jﬂ(y,t-s)f’(v Or-y,sOD v (x~y,sddyds
x r+i x 1 r X r
(o]

ou, via pertmutagdo da convolug3o,

3. 4. 11 Dv x,t>2 = D v {x,t.D) +
X r+4 »x 4

t
+ (‘1/2)[ JH(x—y,t-s)f’(vr(y,s))var(y,s)dyds
B ¢

Assim, para j =1, tomando K‘Z 21'21 C Eidefinido em (3.4.4> O
segue que

o v | <K s a2k <K
x 4sup 1 1 1

x rleaup 1

& valida ent3do por 3.2.28) e (34.10> teremos

|pv,, x| = |D v, x| +
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t
+ (1/2)] IDx [f(vr(x-t-i-s,s) - f(vr(x-H,—s,s))]ds <
o

t

£ A/2)XK + <1/2M D v | st £ /2K, + tM D v | <K
1 1 x rVleup 1 1 x rlsup 1
o
© que permite concluir
(3.4.12) o v | < K Cr e ND
x r lisup 1
Agora considere Kz escalar positivo tal que

K > 2R + M.TKD
2 2 2”1
onde Ez, estia definida em (344> e Mz em (3.2.27> derivando

novamente (3.4.11) obt.emos,

Div  x,t> = D2v (x> +
X r+4 x 1

t
2
+(’1/2)I H(.,t-)t{f"(vr(.,s)) [var(.,s)] + f2Cv (.,s))Divr(.,S)}dyds
. r

dai, por (3.2.28> e (3.4.4>) teremos

4
2
| DPv_ > < K+ MJ [D v <x—t,+s,s>] ds +
X r+4 2 2 X r

. o
+ MJ |D%v Cxtt-s,s>|dyds < K+ MK'T + MTK < K
1 x r 2 21 172" Tz
o
donde se pode concluir que

2
" xvrueup < Kz ¢ r e ND

Seguindo este raciocinio, podemos para cada j natural

encontrar uma constante positiva Kj, tal que

< K ' CrelN>

@. 4.1 || ivr ||e’up ;

HH



3.4.3 Proposi¢3o. Para ( v )rG[N definida em (3.4.8>, vale

P 2
(3. 4. 14) D'v =D v -D fCv D
t r+s X r+4 »® r

Dem.
Derivando a expressio (3.4.9) e observando (3.2.5)> teremos
L
Dtvr+1<x,t) = Dtvt(x,t) - (1/2)J Gtc"t-S)*Dxf(vrc"S)ds
o

derivando novamente em relagSo a t, obtemos
t

D3v  x,tD> = D3v Gx,tD- <1/2>J D?GC.,t-sD%D flv (,sddds -
t r+1 t 1 t X r

o

- (1/2)Dt G(.,O)*Dxf(v . 002

mas,

Dfecx,w = DiG(x,t) e D,Gx,0> = 28Cx)

t
onde & é a "fungao" delta, ainda um simples calculo mostra que
p’v = D’v
t 1 »x 4
ent.3o reutilizando (3.2.5) teremos
t

D3v  x,t> = D°v x,t> + D° [(1/2)] HC, t-sD%f (v (.,s))ds] -
t r+a x 4 x r

o

- D fdv (x,t.2
x r

por (3.4.9) segue o desejado.

#a
344 Proposic3o. Seja (v’.)r“;[N a seqiéncia definida em (32.4.8),

Para cada j € N, existem constantes n3o-negativas, Rj e C.i tais que

3. 4. 15 “Djf(v )" < R.
x r lsup 3

(3. 4.1 : "D;Dtvr "sup = cj



Dem.

A expressio 3.4.15> & simples decorréncia de (3.2.27)
€3.4.13D. Para provar <(3.4.16> observemos que por (3.2.5)
(3.4.9> teremos

t
v ﬂ(x,t) = v1 - (l/Z)J G(.,t-s)thf(vr(.,s))ds

r
(o]
que quando derivado em relagdo a t, fornece
t
D v x,t) =D v Oe,t) - (1/2).[ G (,t=5)&D (v (x,s))ds
t +4 t 1 t x r

r
o

portanto, lembrando que
DtG(f,'r) = SCG+Td + SCE+TD

sSegue que,
i
D v ntd) = D v x,b0 - (1/2)J [D fdv xt+tts,sd) + D f(v (x—t+s,s)]ds
t re+a vt 4 o r »® r

(o]

assim derivando j vezes Dtvru’ em ralagﬁo a variavel x, obtemos
t
D'D v  Cx,t>= D Dlv (x4 - <1/2>I [Dj*‘fcv Cett-s,2) +
1 t x 1 x r

x t r+
o

+ D : *‘f(vrcx-us,s)]ds

portanto levando em conta (3.4.5) e (3.4.15)>, teremos

Iplpv | £ K.+ 2TR
j*1

x t r+d ),

definindo C = E,‘ + 2'1‘121,H ,» podemos concluir ¢3.4.16).
J Js

.

e

e

As proposigles 3.4.3 e 3.4.4 Jjuntamente com (3.4.14),

garantem a existéncia, para cada par (m,n) de naturais , de
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consgst.antes Km 2 0 tal que

2l

(3.4.127) ||D':D':vr" < K

sup m,n

Para aplicarmos o teorema de ascoli-arzela as sequéncias
(D:'Dmv > <N devemoss mostrar que para cada m,n fixados, eostas
»” r r

seqiéncias s3o equicontinuas e simplesmente limitadas

345 Proposig¢3o. Para cada n natural fixado a seqiiéncias,
12 .
¢ var)rG[N © (Dthvr>rG[N ’

eqiiicontinuas e pontualmente limitadas em [RxIO0,T).

onde v esta definida em (3.4.8) s3o

Dem.

Para fixar idéia, faremos a demonstragio para D v >
x t r relN
Que (D:Dtvr)rem é s=implesmente limitada é decorréncia imediata de
(3.4.16). Agora sejam Ot),E,7) € RxI0,T], é facil ver que o
segmento que une x,t> a &, tem seu grafico em [Rx[0,T], portanto
podemos aplicar o teorema do valor médio em D:Dtvr, para obter um

ponto cr n deste segment.o tal que,

»

. \a}
- <
|Dthvr(x,t) Dthvr(E T <

< l [D"“Dv & )](x—f) + [D“Dzv & >]<t,--r>
»® t r N ®x ¢ r N

conzidere as constantes Kn-us e th prevenientes de 2.4.17>

tomando m = ntM, n = 1 e m = 2,n = n respectivamente, ao

definirmos A = méx{K K } teremos
» 44,4 2,n

IDI'D,v (x,t>-D"D v C&,7>| < A_[Ca,td-cE, 0
onde |.| ¢ a norma usual induzida do R®?. Observando que A independe

de r, o que suficiente para que para cada n € N, fixado <D:Dtvr)rG[N

se ja equicontinua.

i

Esta proposigdo, juntamente com o teorema do ponto fixo

para contragfes , garantem a (vr)r N uma subseqliéncia que converge



uniformente para v nas partes compactas de [RxI0,Tl. Para simplificar

~ : . . 1

a notagio, denotaremos tal subseqiiéncia por (vk)ke[N'
A proposigdc 345 garante ainda que =eqléncia CDthv:>ke[N
& eqiicontinua e simplesmente limitada e que por sua vez,possui uma

subseqiiéncia, que denotaremos por (Dthv:)ke[N s que converge

uniformement.e para D*D‘v. Podemos repetir o raciocinio obtendo na

Jj=ésmima vez a subseqiuéncia <’p vi*tH gue converge para Djv.
i x t k ke N x

Utilizando a técnicada diagonal de Cantor, como no paragrafo I1.3,

. - k
teremos que a subseqiiéncia <vk)k_e[N de (Vr)r N sera tal que
J k 3 :
3. 4.1 DDv., —» D'Dv CjielN>D
® t k x t

uniformemente nasg partes compactas de [RxIO,TI.
Para derivadas apenas em x, podemos raciocinar do mesmo modo
e por (3.4.14)> e (3.4.18) concluir que para ( vr)rG(N existe uma

subseqiiéncia (vr(s))se[N tal que para todo n, m € N, fixados

N ™
(3. 4. 19 DDv

Mg
—s DDV quando s —» ®
t x ris t x

- uniformemente em cada parte compacta de [RxIO0,T1, i.é,
o
3. 4. 200 v € G (R0, T

sendo assim, v é solugdo no sentido classico do PVI (31.1). Na
verdade, basta que v e C?CRxI0,TD para que
t
vix,t> = V1 + + (1/2)J [f(v(x—tﬁ-s,s)v - f(v(xd-t-s,s)]ds
o

onde v, esta definido em (3.4.3), satisfaga,
X

{ v +DIfdvd] = v
tt x

v(x,0) =v () e v x,00 = u
] t o
coisa que ganhamos ao supor, por exemplo : U Ve tais que

plu e LnB Cj=1,23> o plv_ e L'nBcj=1,2>

n © x

Nestes termos, desde que v_ ¢ solugdo (¢ de D’Alembert > da

equagao homogénea da onda, basta mostrar que
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t
Kx,t> = (1/2)J [f(v(x-t-i-s,)) - f(v(x+t-s,s))]ds
o

& tal que,

mas,

K =K - D [f{v)]
tt 34 4
como
t
Kt<x,f,) = -<1/2)J Dx [f(v(x-t+s,s)) + f<v<x+t-s,s)>]ds

o

e portanto,

t
Ktt(x,t) = -(1/2)J Dth [f(v(x—tﬁs,s)) + f(v(x—t*-s,s))]ds

o

- (172D [Dxf(v(x-t+s,s)) + Dxf(v(x'l-t-s,s))]

et

= K ) = D If{v(x,t33]
XX x

Ainda, logo apés a demonstragdo da proposigao
3.2.7, encontramos a verif icagé-i'o de que
Jv<..t> - u |]L1 — 0 quando t — O
e que,
S,
vt(x,t) _— vo quando t —» 0.
3.4.6 Prbpoic&o. Seja v a solugdo do PVI <(3.1.1> correspondente as

condig®es iniciais u v, € SCR>. Entao valem :

onde

Dem.

|p"D™v < K CmnelN>

t x " sup m,n

K 2z 0 est3do definidas em (3.4.17).

m,n

Por (3.4.17> temos que
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|p’p"v | =K
{ x relteup m,n

onde ( vr(s)) e=tAa definida em (3.4.19), portanto

- K <D D"v td < K

m,n t % r(e) m,n

para todo x,L) & Rx[0,T] , por (3.4.19>, fazendo s — ® , terémos o

dese jado.

i

Nosso préximo objetivo & verificar o decaimento de nossa
solugdo, bem como o de todas as suas derivadas, quando a variavel
espacial tende para infinito em médulo e a variavel temporal

permanece fixada ,para tanto apresentaremos wum lema que permite

afirmar S(R> é invariante sob " certas operagtes

247 Lema. Sejam h € S(R), f € C°R> tal que fC0> = 0 e r,s:R — R

fung@es quaisquer. Ent3o valem as seguintes afirmagSes :

C i ) Para cada t € R, fixado, as fungOes

rt)

ht(x) = h{x+t) e x> = I hx+yddy

ol(t)

sio fungBes de S(RD.

C it D foh € SR

Dem.
Para ver que ht € S{R>, basta observar gque para todo
nm € N, fazendo ¥ = x+t, teremos

m

4

portanto aplicando a férmula do bindémio de Newton ¢ facil concluir

x"D:ht(x) = CE-t>"D_h(ED
o desejado. Agora para ver que I € S{R) devemos observar que h e
SR> e que portanto para cada n € N existe uma constante C‘h 2 0 tal

que
h<¢> < C &
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assim para cada n € N, teremos

3
ret 1

re2) X n y=rt)
|x"ICx0 | < |cnx“J Geryd Ty | = € | I
+ +
s(t)> % y 'x Yl y=s(t)
o que permite afirmar que
lx"l(x)l — 0 quando X —s *t

quanto ao comportamento das derivadas de 1 n3o teremos problemas

pois o teorema fundamental do calculo fornece que
Dxl(x) = hQerdtdd = hGOerksdLdD

que nada mais & que uma combinagSo linear de translagBes de h.

Para provar <( ii >, basta aplicar o teorema do valor médio
para derivadas no seguimento que une a origem ao ponto fixado hd{xD,
e teremos
| |[foht| 5 - |£7¢z 3] |htx|
como h € SR> , entio o conjunto em T variara ¢ uniformente
limitado em [[R e portanto f ’('rx) pode ser substituida por uma

constante positiva para todo x € R, no que conclui a demonstragso.

L

3.4.8 Proposig3o. Seja <vr>re[N a seqiéncia definida em (3.4.8).

Ent3o para cada t € [0,Tl,n,r € N, fixados vale

(9.4.22) D:'vr(.,t,) e SR

Dem.

Lembrancio gue

. . - t
v xtd =wv + (1/2)J H{ ,t=a3daf (v (, ,s)d=
r+i 1 . r

o
onde
x+i
v‘(x,t,) = (1/2> [uo(x'l-t)'l'uo(x-t)] +(1/2)J vo(y)dy
x-t

Pelo fato de que



x+ i +1

J‘ vo<y)dy =I vo(x+y)dy

x-t -4

teromos pelo item (i > do lema acima , desde que uo, v, € SR> e

t €« [0,T]) seja fixado, que

3.4.29 v‘(.,t,) e SR

Lembrando que

IH(wy,t-SDf(vr(y,s))dy = f(vr(x—t'bs,s)) - f(vr(x-i-t—s,s))

pelo lema acima teremos,

. t
@. 4. 24 wlx,t) = J JH(wy,t-s)f(vr(y,s))dyds
o

pertence ao espage de schwartz na variavel x, para cada t fixado,

desde que vr<.,t) € S.
Portanto por (3.4.23), (3.4.24> e o principio de indugao,

teremo=s que,

3. 4. 2% vr(.,t) e SR Ct e 0,T)O
Para n =1,2,3,... podemos vobservar que
Dv (x,t>2 = (172> [u’(x-'-t) - u’(x—t)] + 172> [v Oebtd) = v (x—t,)]
t 4 [e] (o] [ ] [e]

e que
Dv =Dwv
t o1 i

portanto é imediato que

(8.4.26) Drvi(.,t) e S

ainda,
t

Dv O,t) =Dv (x,t)+(1/2)[ D [f(v (x—t+s,s)]-D [f(v (x+t-s,s)]ds
t r+t t 1 t r t r

o

mas para todo j € N, vale
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Di[f(v COett-s,5321] D:[f(vr(x+t-s,s))]
T

Di[f(v Ge-te,e2d) = -1DIFCy (xmtme,e3))
r r
portanto,
Dv ,td) =D v (x,t.) +
t r+a 1t 4

t
+ (1/2)J [(—1)Dxf(vr(x—t+s,s)) - Dxf(vr(x*-t,-s,s))]ds

¢ ]

Desde que vr(.,t,) € S ( como mostra (3.4.25)), segue pelo
lema acima que f(vr(.,t,)) € SdRY portanto Dtvr(.,t) € S e com a
ajuda de (345> e (3.4.26> podemos, sem dificuldades verificar que
(3.4.22> é verdadeira para todo n €« N e todo t < [0,T), fixado.

H

3.4.9 Propo=sigS3o0. Se v é a solug'é'o do PVI (3.1.1>, cujas condigBes

iniciais u v, € S, ent3o para cada t € [0,Tl,n,m € N, fixados vale

>
(3. 4.27) D:D':v(x,t) — 0 quando X — * o

uni formemente [0,T).
Dem.

Por (3.4.19), (vr )re[N

tal que para cada m,n € N, fixados

ossui uma subsequéncia (v b
P qu r{s> BGIN

. N m ’ ™m
1im DD™v v = DTD"vGx,tD
t x ra t x
S0

em cada parte compacta de [RxI0,T], e por sua vez, a proposigao 3.4.8

permite afirmar que para cada t fixo,

lim D'D™v (x> = O (s eN)D
t x r(s
X0

uniformemente em [0,T), logo para cada m,n € N e t  [0,T], fixados

. . . n,..m . . n,.m

1lim D™D"vGe,td = lim lim D'D"'v = lim lim D"D"v =0
t x t x r(s) t x rs

xX=00 X+00 s->00 a->00 X500
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uniformemente em [0,T].
H

Podemos transmitir a nossa solugdo global, a exemplo do
paragrafo II.3, todas estas propriedades acima citadas e ainda mais
podemos dar uma interpretagdoc mais forte quanto ao fato de nossa
soluc;go satisfazer as condigCes iniciais, i.é, para o caso de
qondi goes iniciais em S, se v é a solugdo global do PVI

(3.1.1>, ent3ao

"u(.,t)-uo "sup — 0 quando t — 0

e,

||ut(.,t.)-v° || — 0 | quando t — 0

sup
com efeito, desde que
x+t
ulx,t.> = (‘1/2)[uo(x+t,>+uo(x-t,)] + (1/2)J vo(y)dy +
x-t
t .
+ (1/2)J [f(v(x—t,+s,s)) - f(v(x+t—s,s))]ds
o]

nao & dificil ver que, para 0 < t < T,
L

|u(x,t)-u I < (1/2)|[u Gertd+u (x=tD1-u (X)I + (1/2)J IV (x+y)|dy +
o o o o o

-1

+ 4t,M1méx{“ U laup? Vol eup}

e,

Ju <x,t>=-v | =< (1/2)|[u’(x+t)-u’(x-t,)| +
t o o o
+ (1/2)|[v e+t d=-v GetDI)=v (x)| + tM |D v||
o ‘ o o 4 t sup

e sendo u,v, € S, tem-se imediatamente o dese jado.



3.5 RESUMO DO CAPITULO

Reformulando o «capitulo III em um =6 resultado podemosm

enunciar o seguinte teorema :

351 Teorema. O problema de valor inicial, definido em [RxI[0,0D,

por

XX

u + [fdul = u
t x
ulx,0> = u x> e udx,0) = v x>
o i o
onde f € Coo, possui uma Unica solugdo u € W , W é definido por
W = { w:Rx[0,0 [— [R, mensuravel / ||w|| + Jof < }
1 sup
onde,
' _ sup
| o |L = S J Jowx,t> |dx

]] iw usup = sup < Iw(x,t,)l / (x,t) € Rxi0,0 [ > -

desde que u tenha derivada até ordem 3 e

Di‘uo e L'R>n BRD Cn=0,1,2,3)

e v, derivavel até ordem 2, tal que

D'v_ e LR BARD Cn=0,1,2)
Além disso, se u, v, € SR> . Ent3o
< id u € ¢°C Rx[0,00 [ >
para cada t € [0,00,n,m € N, fixados
Cii D D?D':ucx,w —s 0 quando x —+ *

uniformemente em cada cada parte compacta de [0,0> .

##
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Observac¢c3o. No exemplo parabélico, tinhamos garantido para a solugdo
global que para cada a > 0, arbitrariamente pequeno e m,n e N,

fixados, existiam constantes Km ﬁ(a) 2 0 tais que

sup IpPpTuc o < K cad
—a

m,n
t

No entanto o mesmo n3o podemos afirmar para a solugdo
global do caso hiperbélico devido ao fato de que as constantes

Kmn definidas na proposigido 3.4.6 dépendem, como também ocorria no
>

caso parabdlico, da magnitude das condigSes iniciais, no entanto
aqui, como se pode ver no exemplo 3.3.1, ndo temos o fato de que as
constantes, digamos K (T), encontradas quando reaplicamos o

m,n
método do paragrafo  II1.4 nas condigOes iniciais udlx,T> e

ut(x,T), possam ser majoradas pelas K encontradas quando u, e v,

m,n

s8o0 as condigBes iniciais.
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CAPITULO 1V

Neste capitulo estabeleceremos algumam propriedade=z a mais

para as solugBes dos problemas levantados nos capitulos anteriores.

IV.4 OUTROS RESULTADOS PARA O EXEMFLO PARABOLICO ~—~

Seja u € Cm(ﬂ'\’x[o,oo)) a solugao do PVI

XX

u + [fCud] = u <A D
t x .

ulx,0> = uo(x) CB >

onde u, € L'R>NBCR> e f e Cm, estabelecida peloc teorema 2.5.1.
Para esta solugdo valem as seguintes propriedades :

411 Proposig¢3o. Seja t 2 0 . Definindo T<(t> como sendo o
operador ndo linear , que age sobre L'n B spor
U(t)[uol = ud,t>

onde u ¢ a solugdo de (4.1.1) correspondente a condigdo inicial u_.

Entdo T ¢ uma contracgaoc em LR,

Dem.
Se jam u,v e L1<[R)r1B([R) @ u, v solugdes de <4.4.1) corres-
pondentes as condigBes iniciais u e Vv respectivamente, ent.3o

para cada t 2 0, fixado teremos
|TCtdtu 3 = Teedtv 3] 1 = || ul,ed=vC,e2f 1

pela proposigio 2.4.5, segue imediato que para cada t 2 0, fixado
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vale
JTctdtu ) = Tedtv 3,1 < fJu = v_J| 1.

#H

4.1.2 Proposi¢30 ¢ conservagao da energia total ).

Definindo para todo t = O
ML) = I ulx,t.0dx

teremos para todo t 2z 0, que

MC{LD = MCOD

Dem.
Sejam T > 0 (fixado e 0 < a < T e A > 0 dados. Como,
T
CiD J ut(x,t)dt = ulx,T> - ulx,ad>
a
A
x= A
C D J (fCulx,t001) dx = fCw
* xX=—-A
-A
A
x= A
C w2 J u x,todx = u x,tD
p ¢4 x
-A X=-A

assim,int.egrando~se = (4.1.1), em [=AA)a,TlLpor ¢ + 2,0 W 2> e
C iii D> teremos

A A T

xX= A
I ulx,TOdx = I ulx,addx + J.{u -f(u)]| dt
o X=—A
-A -A a
fazendo A — o e em =eguida a —+ O0,Jembrando que (0> = 0

e langando m3o das propriedades de u dadas em (i) do teorema

25.1, segue que



MC(TY> = J ulx,Todx =J uo(x)dx = M0,

o
4.1.2 Proposi¢3o ( principio de ordenagdo D.
Sejam u,v, € L'n B, =atisfazendo
uo(x) = vo(x) ¢ em quase toda parte de R )

ent3o, se u,v as solugBes de (4.1.1> correspondentes as condigBes

iniciais u, e v, respectivamente, teremos para cada ¢t > O

ulx,t) £ vOx,tD ¢ para todo x € R >
Dem.
Seja €@ € R e defina
lej-e
(4.4,2 . e_ = >
é facil ver que
0 se 8 2 0
9_ =
-8 se 8 €< 0

Seja t 2 0, fixo, porém arbitrario, a proposigdo 4.1.1

garante que
"v(x,t)-u(x,t) "L‘ < "vo-uo "L‘

enquanto que a proposigdc 4.1.2 , permite afirmar que

J[v(x,t)-u(x,t)] dx = J[vo(x)-uo(x)] dx = "vo-uo "Li

assim, desde que vo(x) - uo(x) 2 0 ¢ gqt.p.2, segue dque por
(4.1.2> que

Zj[v(x,t)-u(x,t)] dx = J"v(x,t)-u(x,t)ldx -J[v(x,t)-u(x,t)]dx <0

ou =@ ja,
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J[v(x,t)-u(x,t)] dx £ 0

sendo o integrando,continuo e nao-negativo,resulta facil que

[v(x,t)-u(x,t)] = 0

para todo x € R, donde se conclui que
vix,t.) -~ ulx,t> 2 0

para todo x € R.

oA

A préxima propriedade diz respeito ao comportamento
assintético da solugao de (4.1.1), ao t — oo No caso mais simples

» 16, para a equagdo linear unidimensional da calor,
u =u
“@. 1. > x> (xeRt =20
ulx,0> = u G
(o]
cuja solugidoc é explicitada por

1
ulx,t.d =

2
J e-(x—y) /M.uO(y)dy
4t

podemos ver imediatamente que

. 1 '
-1,2
“u(.,t)"sups E“ "uOIIL‘ t
isto significa que "u(.,’o)"e‘up decai t30 rapidamente quanto o

inverso de & , ao t —= 0, © que mostra que a difusio no caso
linear 6 um processo lento.

Por sua vez, mesmo no caso linear, ||u(.,t)||L1 n3o pode
decair a =zero para u, < L*n B, a ndo ser que MO> = 0, pois da

proposigio 4.1.2, obtemos para todo t 2 0 :
Juc.to) 12 = [MCO>]

contudo,para © nosso exemplo parabdlico ainda podemos garantir que
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existe uma constante nso-negativa K tal que
-1/2

“u(.,t)“eup < K¢

antes porem provaremos um lema auxiliar :

414 Lema. Seja wR — [R, derivavel tal que w,w’ € L'n B. Ent3o

3 2
| o lgz=s2 ] o el

Pelo lema 2.3.8 temos que
4 z z
Ie gz s e lipel I,
mas por sua vez, o lema 2.3.10 afirma que
2
I o lou, = 20 @ lpzll «llp2

logo majorando a desigualdade anterior com esta , segue o dese jado.
#H

Definigfo. Definimos 0OC1> como smendo a classe das fungles f R — R
tais que f é limitada por uma constante positiva numa vizinhanga do

o . Denotaremos por 0O(1)> a toda e qualquer fungdo f € OC1D.

4145 Proposi¢3o ¢ decaimento por difusio D.
Seja wu a solugdo do PV1 <4.1.1> correspondente a

condigdo inicial u, <€ L'~ B. Ent3So existe uma constante K = 0 tal

que
Juc,td| < Kt z
sup

numa vizinhanga de t = o

Dem.

Seja T =2 0, A > 0 e 0 < a < T dados. Multiplicando
(4.1.1>.A por {1+tDu teremos ’

(‘1%)uut + (‘1+t)u[f(u)]x = (‘l+t)uuxx



que integrando em [-A,AJx[a,T], nos fornece

A I

1+TO 2 _ -A
I u x,TOdx + I (1+t>{ [u(.,t)f(u(.,b)] -
2 A
-A a
A avad> & 1 et
- J ux(.,t)f(u(.,t)}dt, = J u x,addx + — IJ u ¢, tOdxdt
2 2
-A -A a —-A
T A
A 2
+ J (1+t){u<.,t)ux<.,t)l - J ux(x,t,>dx} dt
a A -A

fazendo A —+  ,por C(iid do teorema 2.5.1, teremos

A+ u, T | fz = d+adjuc,ad|fz -

T T
- ZJ C1+t.> “ux(_,t,)"zzdt, + I "u(.,b)"izdt
[+

<
finalmente fazendo a —» 0O,

T

@ 1. @ A+ |uC, T ||Fz + zf A+ flu G| Fdt =

o
T

= Ju |z + I||u(.,t)||iz dt
o]

agora aplicando o lema 4.1.4 em u(,t), obtemos

1/3" 2/3 1/3

“u(.,t,)uLz < 2 u_ "L‘ “ux<.,t,) ||Lz

portanto,
T

AT uc, e |F2 + I(1+b)||ux(.,t)[|izdt <

o
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, 1/3 4/3 2/3
“uouLz + 4 " 1 I ||ux(.,t)||det,

T

mas usando a desigualdade de Holder ( ver por. exemplo [12]),pag 658 O

podemos demonstrar facilmente gue

T

2/3 4.3 2 172
I Ju <t 2 dt = J C1+tD [(1+t)||ux(.,t,)“Lz ] dt <
o
T 1/3
< A+ a[ J A+ u | 2dt ]
o ,
portanto, -
T
-
(4.1.5 CA+Duc. , 3] 2 + | U+t fu ., e f2dt <

o

T

~ 1/3
< oC1 >{ 1+ (1+T)’/3[ <1+t,>||ux<.,t,)||izdt ] }

o

para simplificar podemos denotar,
t

(4. 4: 78 gk = {1-9-1«}”,.1(; ,f.«)“iz*' I c~1+r)ﬂu C. ,rf’ﬂzzdr ‘
o]

assim, por (4.1.5) é imediato ver que,
4. 1. pCT> < o<1>{ 1 + A+ et ® }
observando (4.1.6>, (desde que u Z 0>, obtemos facilmente que,

pltd) —o guando t —
peortanto multiplicando 4.1.7> por y(t)_va s podemos obter
facilmente que

pCT> < 0c1dC1+T>* 2
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ret.ornando a (4.1.6>, obtemo=s,

(4.1.9)> Juc., > 2 = K, c+1>*7¢
e,
T
(4. 1.9) I A+t u ¢, f2dt = K 1+
x L 1

[}

em particular, por <4.1.9> podemos encontrar t'o > )

sufientemente pequeno tal que

4.1. 10 “ux(.,t,o) "Lz <

Agora derivando a equagao (4.1.1).A em relagao a
variavel x e multiplicando o© resultado por (1+t)zux, obtemos,

@. 1. 11> A+tdiu u + a+diu Fadl = a+d’u u
® tx x ® X X OHHX

como, por < iii ) do teorema 25.1, podemos tirar que
T
Cid J J A+t>’u_u dtdx = <1/2>[ A+T>* u ¢, 13| %2 -
X tx x L
t
o]
T
= a+t ¥ u b )% | - A+t fu o) %2 dt
[ x o L x* i L

t

(o]
T T
Cii D Jj A+td>%u QW] dtdx = - I A+ cdu u dt
b9 X X XX
t ¢
o] o]
T T
C il D JJ a+td*u u  dtdx = - J A+td*u G, 7 zdt
X XKX XX L
t t
o] (o]

ent3o integrando (4.1.11) em [-A.A]x[to,TJ, e oem seguida fazendo

A —» o , obteremos



T

.11 AT u P2 + j(i-bt,)z"uxx(.,t,)"izdt. <
t
o
T
< O(i){'lux(.,bo)llzz + J A+ fu G| fdt +

o]
T

+ I<1+t)z[|f’(u(x,t))ux<x,t)uxx(x,t)Idxdt }

o]

usando o fato de que para A, B 2 0 e C > 0, vale,

A% + cB? > AB

segue imediato que
s 2 Mz 2z 2
| £7Cuix,tou Ortdu Ontd | S /U’ x,td + CMou O tdu” Ot
»” o »r 2 »

onde C é qualquer constante positiva e

M, = sup { | o] 2 | a ] S 2w, }
Tomando € suficientemente grande, obtemos via (4.1.12) que

T
@. 1.1 A+ u ¢, Tz + J ¥ u ) fzdt <

t
o

T -

< o<1>{ Ju <ot > 2+ J(‘HT) Ju ot 2t +

o

T
2 2 2
+ I C1+t.D J u (x,t)ux(x,t>dxdt }
. :
o

mas pelo lema 2.3.10 e (4.1.8> acima, teremos

T T

J (1+b)2Juz ;U7 Cx, 1 ddxdt < o<1>J 1+ u ¢,

2
asup

Juc.t>|f 2dt

t
"o o]
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T
£ 04 )I +t.>

t

a2
“Fu oo 2 <ot 2t <

T T
< oc1>{<1/c>J 1+>® fu o) 2dt + CJ- 1+t fJu <, || f2de }
.

t
[e] o
para G O 0 constant.e, Ao t.omarmos G convenient.emente

grande, podemo=m= concluir de (4.1.13> que

T
A+T>* |u ¢, 002 +J(1+t>2 Ju <ot 2at <

t
o

T
< o<1>{ Ju <ot d)fz + I(1+t)||ux(.,t)||zzdt }
Lo ]

donde,por <(4.1.9) obtemos
Ju €,T> | 2 < 0ctd>a+T> >4
x L
pelo lema 2.3.10, concluimos que \
Juc.,t> < o1+ V2
sup

o que ¢ suficient.e para estabelecer © desejado.
o
IV.Z2 CONSERVACAO DA ENERGIA TOTAL PARA O EXEMPLO HIPERBOLICO

Com relagdo a solugdo do PVl estudado no capitulo

II1,0u seja,

x

{ u <+ [fCul =u CAD
tt x x
(4. 2. 1

ux,00=u ,ux,00 = v (B>
. o t [}

onde uLv, € SR> e f € Cm([R), podemos garantir que :




4.21 ProposicS3o ¢( Conservagao da energia total D.
Se jam uo,VOS([R) e, u a solugdo correspondente de

Se para T 2 0 definirmos’

E(T) = Jut(x,'r ddx

ent3o,
ECT) = Jvo(x)dx = ECO0D
Dem.
Rescrevendo (4.2.1>.A para
(4.2.10 u + [fdud> - ul =0
tt x X

& facil ver que a expressiao a esquerda de <(4.21) denota a

divergéncia do campo vetorial dado por
F = Cu,faad-u)d
t x
portanto (4.2.1> pode ser reescrita por
div # = 0

Dados 7 > 0 e A > 0 , denotando por

dl = fronteira{ [-A,AIx[0,7] D
n = normalC dI >

aplicando o teorema da divergéncia, teremos

A A
0 = I #n ds = Jut(x,r)dx - | b, ,03dx +
dl -A -A
T T
+ J [ux<A,t,> + f(u(A,t)]dt - J [ux(-A,t) - f(u(-A,t)]dt

o

4.2.10,

fazendo A —» o e levando em conta ( i > do teorema 35.1, podemos

concluir que

J ut(x,‘r)dx = J ut(x,O)dx = J vo(x)dx

oH
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