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Resumo

Neste trabalho estudamos caracterizagdo e propriedades de uma “aproximagio

multiresolu¢do”, que é uma seqiiéncia (Vj) - de subespagos fechados usados para
j

aproximagéo de fungdes pertencentes a L*(R).
Inicialmente, provamos que existe uma fungio ¢ € L?(R) tal que, para todo
je Zfixo, ¢;,(x) =2% ¢(2'x k), k € Z, ¢ uma base ortonormal de V;.
Estudamos as propriedades da aproximag@o multiresolugdo e mostramos que
esta é caracterizada por uma fungdo 2n —periddica. Descrevemos propriedades desta
fungio 2n —periddica e provamos que sob certas condi¢des satisfeitas por ela, obtemos

' uma aproximagéo multiresolugéo.

Finalmente, mostramos que a partir da aproximagéo multiresolugio podemos
construir uma fungdo v tal que ;,(x) =% \;(ij - k), k € Z, é base ortonormal

de L*(R). Chamamos esta fungdo w de waveler ¢ a base gerada por ela de base

ortonormal wavelet.
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Abstract

In this work, we study the characterization and properties of a “multiresolution

aproximation”, that is, a sequence of vector spaces (Vj) 7 for approximating L*(R)
j

functions.
We prove that there exist a function ¢ € L2(R) such that, for any je Z ,
;1 (x) = 2% ¢(2jx - k), k € Z, is a orthonormal bases of V;.

In other hand we also study the properties of a multiresolution aproximation,
and we show that it is characterized by a 2n —periodic and we prove that under certain
conditions that are satisfies for her, we obtain a multiresolution aproximation.

Finally, use show that from any multiresolution aproximation we can build a
function y such that y;, (x) =2% \u(2jx - k), k € Z, is an orthonormal bases of

L*(R). We called this function \y wavelet and the bases generated by \y wavelet

orthonormal bases.
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Introducao

A Andlise de Wavelets é um recente e estimulante desenvolvimento da
Matematica que tem encontrado importantes aplicagdes em um amplo campo da
Ciéncia e Engenharia. Assim como a Anélise de Fourier a Anélise de wavelets trata de
expansio linear de fun¢des, mas em lugar de fungdes trigonométricas as fungdes
basicas em expansdio wavelets, chamadas wavelets, sdo obtidas a partir de uma unica

funcdo y. “Wavelets” foram introduzidas por A. Grossmann e J. Morlet, [5], como
familias de fungdes '

-b
ha,b(x)=a"}(xa ) a,be R, a#0,

geradas por uma unica fungdo h por operagdes de dilatagio ¢ translagdo. A.

Grossmann e¢ J. Morlet usaram estas familias para obter expansdo ndo necessariamente

ortogonais para fungdes pertencentes a L*(R).

Dependendo do tipo de aplicagdo diferentes familias de wavelets podem ser
escolhidas. Nos nos restringiremos a escolha a=2"' e b=k2™’, para o qual os

h,, constituem uma base ortonormal, neste caso,

hy, (%) = 2% h(29x - k).

Um exemplo de uma base ortonormal wavelet para L*(R) é dado quando

fazemos a escolha



J 1 se 0<x< %
h(x) =4-1 se +<x<1,
0 outros valores de x.

( esta base é chamada de base de Haar ).

No ano de 1986, S. Mallat e Y.Meyver [11], [8], perceberam que as diferentes
construgdes de uma base wavelet podem ser realizadas através de uma aproximagéo
multiresolugio. Esta é uma estrutura na qual as fungdes f em L?(R) podem ser
consideradas como um limite de sucessivas aproximagdes ou projecdes, Pif, je Z

nestes subespacos, ou seja,
f=limPf,

j—eo
onde as diferentes aproximagdes P;f correspondem a versdes de “ suavidade 277 da
funcgdo f.

Nesta dissertagio definimos aproximagio multiresolugio de L?(R) estudamos
suas propriedades e, a partir de sua definigdo construimos uma fungdo w, que
chamamos de wavelet, tal que

() = 2% y2'x - k),
k € Z, ¢ uma base ortonormal ( wavelet ) de L>(R).
Organizamos isto da seguinte forma:
No capitulo 1 enumeramos alguns resultados e definigdes que sdo utilizados

posteriormente e definimos aproximagio multiresolugio de L*(R).

No capitulo 2, supondo que a segiiéncia (Vj) - ¢ uma aproximagio
j

multiresolugiio de L*(R), provamos que existe uma fung¢do ¢ € L*(R) tal que, para

todo j € Z fixo e k € Z, a familia
0, (x) = 2% ¢(2/x - k) (1)
constitue uma base ortonormal de V;. Chamamos esta fungdo ¢ de funcdo scaling.

No capitulo 3, mostramos algumas propriedades da fungdo 2n —periddica H,

que caracteriza a transformada de Fourier de ¢. E respondemos a principal questdo do



capitulo, isto €, se V; ¢ o espago gerado por uma familia {¢ j’k} ( como definida em

(1) ), em que condigdes a seqiiéncia (Vi)jez ¢ uma aproximagdo multiresolugio.

No capitulo 4, partimos do fato da seqiiéncia de subespagos fechados (Vj) -
J
ser uma aproximagio multiresolugdo para podermos escrever, paratoda f € L%(R),

ijdf = ijf + Pojf

onde O; denota o complemento ortogonal de V; em Vj,,, e também escrever

*®) =D o,
jez
Construimos uma fungdo y tal que suas dilatagdes e translagdes geram uma

base wavelet ortonormal de L*(R), ou seja, tal que

w0 =2% y2ix-k), kez,

¢ uma base de L%(R).



Capitulo 1

Preliminares e Aproximag¢do Multiresolugéo

1.1 Preliminares

Nesta primeira seg¢do descreveremos algumas definigdes e resultados
fundamentais que serdo utilizados posteriormente. As demonstragSes aqui omitidas
podem ser encontrados nos livros citados nas referéncias ( indicamos apos cada
resultado um dos livros ). Denotaremos por R o conjunto dos numeros reais € por Z o
conjunto dos inteiros.

Comegaremos com os espagos LP(R).

Defini¢iio. Seja p um numero real tal que 1< p <. Representaremos por LP(R) a

classe de todas as fungdes mensuraveis f, definidas em R tais que

J. f(x)|P dx < .

-



Observacio: Aqui estamos identificando as fungdes que diferem entre si nos pontos de
um conjunto de medida nula.
Em LP(R) podemos definir uma norma, associando a cada fe LP(R) o

namero real

(= o
Ufm,=(LJﬁﬂPmJ .

Se duas fungdes f e g sdo integraveis ndo podemos afirmar que o produto f.g

seja uma fungdo integravel. Entretanto, temos o seguinte resultado.

1.1.1 Propoesi¢do. ( Desigualdade de Schwarz ). Se f € L%(R) e g € L*(R) entdo
f.g € L'(R) e tem-se a desigualdade

f lfxg(xldx < £l gl

—et

Dem.: veja [10].

1.1.2 Proposiciio. ( Desigualdade de Minkowski ). Se f, g € LP(R) entdo

Ie+gl, <irl, +lel,

onde 1< p<oo.

Dem.: veja [10].

Observacio:

(i) No espago vetorial L>(R) definimos o produto interno como

oo

(f, g):=J' f(x) g(x) dx,

-

onde f,gel?*(R) e a barra denota a conjugada complexa. Em particular,
(£.£) =15,



Definicdo. Definiremos LP(0, 27), para 1< p <, como sendo a classe de todas as

fungdes mensuraveis f definidas sobre o intervalo ( 0, 27 ) tal que

2x
J‘ If(x)|Pdx < 0.

Assumiremos que fungdes em LP(0, 2n) sdo estendidas periodicamente para
todo R, a saber, f(x)=f(x+2n) para todo x. Consequentemente, para p=2,
L*(0, 27) ¢ o espago das fungdes 27 — periodicas de quadrado integravel.

Em LP(0,2n), definimos a norma

2x )
I £lhroan) = ( =] P J/p,
T o

para f € LP(0, 27).
As desigualdades de Schwarz e Minkowski sdo também validas para fungdes em

LP(0, 2r). Em particular, para p=2 podemos definir o produto interno

f,g e L}0, 2n).

Usaremos posteriormente a desigualdade de Minkowski generalizada

- 2 Y4 el - 1
{L dX} < | {J;lf(y,X)lde} dy.

Defini¢io. Definimos ¢P(Z), 1<p <o, como o espago das seqiléncias {ak}

| fly,x)ay

—c0

keZ

que satisfazem

(St <

keZ



Em ¢P(Z) definimos a norma " "mz) :—[ Z oty ij p (1<p<w)

Analogamente aos espagos de Hilbert L*(R) e L*(0,2n), o espago ¢3(Z) ¢

também um espago de Hilbert com produto interno

< { } ),z(z) z akBk

Para toda fe L'(0, 2n), definimos os coeficientes de Fourier da f pela

formula

2x
A 1 .
f(k) = ——f f(x)e™ dx (1.1.1)
27 %
onde k € Z.
Assim, associamos para cada f € L'(0, 2x) a fungfio lf\' sobre Z, que para cada k

A
associa o correspondente coeficiente de Fourier, f(k).

A série de Fourier de f ¢é definida por
Z flk)e™.

Como L2%(0,2n) = LY0,2%), [2], (1.1.1) pode ser aplicado para toda
f e 12(0, 2n).

O teorema de Riesz-Fischer afirma que se {ck} ¢ uma seqiiéncia tal que

keZ

Z |ck|2 < o entio, existe alguma f € L2(0, 2x) tal que
keZ

1 2x .
¢, = —2-;f0 f(x)e ™ dx. (keZ)

O teorema de Parseval afirma que

3 k) g(k) = —f f(x) g(x)

keZ



onde f € L*(0,27) e g € L0, 27).

Podemos sumarizar estes dois teoremas no que segue:

1.1.3 Teorema. A aplicagio F: f — f € um isomorfismo de 1%(0, 27) sobre ¢%(Z).
Em outras palavras, F aplica L*(0, 2n) injetivamente sobre ¢?(Z) tal que vale a

identidade de Parseval

2l = %I If(x) dx, (f & 12(0, 27))
kezZ T o

N
onde ¢, = f(k) é o k-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Dem.: veja [2].

Observacio: Usaremos o simbolo de Kronecker 8 com o significado usual,

{1 se i=j,
81'3' = . .
: 0 sei1=#j

N
Defini¢io. Seja f € L'(R), a transformada de Fourier de f, denotada por f, é
definida por

fo) = | e ax.

1.1.4 Teorema. Seja f € L'(R) e a um niimero real

(i) Se g(x)=f(x)e'™, entdo g(co)=lf\(60-0!);

(i) Se g(x)=f(x~a), entdo g(co)=It\'(a))e°i““’.

Como L*(R) n#o é um subconjunto de L'(R) a definigdo de transformada de
Fourier ndo se aplica diretamente para todas fungoes em L?*(R). Veremos agora o
teorema de Plancherel que estende a definigdo de transformada de Fourier para estas

fungdes.



1.1.5 Teorema. Podemos associar para cada f e L?(R) uma fungdo f € L*(R) tal

que valem as seguintes propriedades:

(i) Se f e LR)NL*(R), entdo f ¢ atransformada de Fourier de f previamente

definida;

; ( identidade de Parseval ).

1 N
(i) Paratoda fe L*(R), |f], = —“ f

2n 2

(iii) A aplicagdo f +> f &um isomorfismo de L*(R) sobre L*(R);

N
(iv) As seguintes relagdes simétricas existementre f e f:

A

se @ule) = I f(xle™ dx e wa(x):= I /f\’(m)ei’“" do,

-A ~-A

aS

entéo, oo —-f| =0 ¢ ||wA—f"2—)0 quando A — .

Dem.. veja [13].

Observacoes:
(i) Para fun¢des em L2(R) definimos: f(w) = P{im 04(0).

(i1) O teorema 1.1.4 vale também para fungdes em L%(R) devido ao teorema acima.

Defini¢iio. A convolugdo de duas fungdes f e g em L'(0, 2n) é definida por

2x

(Freo0 =5 ) thlebxy)ay.  xer

Definicio. Uma identidade aproximada ¢ uma seqiiéncia {(pn}m de fungoes

27 — periodicas tal que,

(i) ¢,(x)20, VxeR,VnezZ"={12,..}



1 x
(ii) E‘[ o (x}dx=1 V¥V neZ"

e o
(iii) paratodo e (0, ), 352 U 0, (x)dx + J.(pn(x)de = 0.

~% [

1.1.6 Proposi¢ao. Os nucleos de Féjer {KN} definidos por

$ Kl ) i
Kn00 = 2 (1T

k=-N

formam uma identidade aproximada.

Dem.: veja [6].

1.1.7 Teorema. Sejam {(pn}nzl uma identidade aproximada e f € L°(R) com
1<p<ow. Entio ¢,*f - f em LP(R).

Dem.: veja [1].

1.1.8 Teorema. ( Lema de Fatou ). Seja (fn)neN uma seqii€ncia de fungdes

integraveis e ndo negativas que converge em quase toda parte para uma fungdo f. Se

lim J. f (x)dx ¢ finito, entdo f é integravel e tem-se
I f(x)dx < lim I £, (x)dx.
Dem.: veja [10].

1.1.9 Teorema. ( Teorema da Convergéncia Dominada ). Seja (fn) uma segiiéncia
de fungdes integraveis que converge em quase toda parte para uma fungdio f. Se

Ifn(x)l < |e(x)| paratodon e g € L'(R), entdo f é integravel e

10



Ef(x)dx = lim J:fn(x)dx.

Dem.: veja [10].

1.1.10 Lema. Seja fe L'(R). Entdo a série Z f(x + 2kn) converge em quase
keZ

toda parte para uma fungdo 27 — periodica F. Além disto, a convergéncia em quase

toda parte ¢ absoluta ¢ F € LYo, 2x).

Dem.: A convergéncia em quase toda parte ¢ estabelecida uma vez que

2(k+1)x

I f(x)|dx = Z I [f(x)|dx = Z J. lf(y + 2kn Idy,

kez 3= keZ

Alémdisto, |

keZ ° xeZ

= > | Jfx + 2km)bix

kez °

= J f(x)|dx < oo. O

Agora observe que para g e L?(R) a série Z glo+ 2kn)] € convergente.

keZ

e L'(R).

g(co

Com efeito, como g € L*(R) temos g € L*(R). Consequentemente,

2

Portanto, pelo lema 1.1.10, a série Z glo + 2kn)! converge em quase toda parte

kel

para uma fungdo G, G e LY0, 2n).

1.1.11 Lema. Se _f Zlf(x)ldx<oo entio,

ne’Z

ZI £, (0 dx = I 3 16, (0] dx.

neZ neZ

11
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Dem.. Seja G(x) = Z lfn(x)f2 < oo em quase toda parte. Entdo

2

fn(x)l2 < G(x) € L'(0,2n). Logo pelo teorema 1.1.9,

n<N
[ eofax=tim 3 f fnofax=] gim X Jf0ofax
nez ° N—e N 0 o Noe N
- 3 oofax. D
% nez

Definicio. Dizemos que a seqiéncia de operadores {T,} em L*R) converge

fortemente para T se paratoda fungdo f em LAR) vale lim "Tnf -Tf “2 =0.

1.2 Aproximag¢do Multiresolugéo

Definicio. Uma aproximacdo multiresolugdo de I7(R) é uma seqiéncia (Vj)jeZ de
subespagos fechados de L?(R) tal que valem as seguintes propriedades
ViV, VieZ, (L.2.1)
LUV, ¢ densaem L2(R) e [V, =10}, (122)
jez jez
f(x) e V, e f(2x) e Vi VielZ, (1.2.3)
f(x) e V, = f(x-27k)e V; VkeZ, (1.2.4)
Existe um isomorfismo T de V,, sobre £3(Z) (125)

que comuta com a a¢®d de Z.



Na propriedade (1.2.5), a agdo de Z sobre V, ¢ a translagdo de fungdes por

inteiros enquanto que a agdo de Z sobre ¢%(Z) é a translagio usual. Para melhor

entendimento da frase “T comuta com a ag¢do de Z”, observe o seguinte esquema,

Vo £(2)
go = &(x) e(n)
Z
V, — ¢%(2)
g, =g(x-k) e(n-k)

A aproximagio de uma fungdo fe L?(R) por fungdes em V;, chamada de
aproximagéo na resolu¢@o 23, ¢ definida como a projegdo ortogonal de f sobre V;. Para

calcular esta projegdo ortogonal mostraremos, no capitulo 2, que existe uma fungéo

o € L*(R) tal que, para qualquer je Z fixo,

(2 §(2'x - k)

keZ
¢ uma base ortonormal de V.

A informag#o adicional que se obtém na aproximagao da resolugdo 2 1 quando
comparada com a resolugdo 2’, é dada por uma projegio ortogonal sobre o
complemento ortogonal de V; em V.

Seja O; este complemento ortogonal deV; em V,,,. No capitulo 4, construimos

uma fungdo v tal que

(2% W29x - k)|

keZ

¢ uma base ortonormal de O i

Um exemplo de espagos V; satisfazendo (1.2.1)-(1.2.5) ¢é

13
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V,={f e IX(R); VkeZ: fé constante em (27k, 27(k+1)}.

Mostraremos que estes espagos, de fato, formam uma aproximagdo
multiresolugdo. Comecemos por (1.2.1).

Se feV, entdo, f éconstante em (k2'j , (k+1)2'j), isto é, f & constante

. +2 . m
em (%32'1 , m2 2"), onde k=-2—, meZ, ou amda, f é constante em

(m270) | (m+2)2704).

Logo, f ¢ constante em (m2"(j”) , (m+l)2’(j”)), pois (m+1)27") ¢ o

ponto médio do ultimo intervalo acima. Disto segue que f € V,,, para todo je Z.

Portanto V,cV,,, VjeZ.

Vejamos agora a primeira parte da propriedade (1.2.2).

Seja a seqiéncia f, (x) = 2% f(2x - k) onde

c se 0<sx< Y,
f(x) =3-¢ se ¥ <x<1,
0  para outros valores.

com c constante positiva. Neste caso temos fj,k € UVj ,(tome j=0e k=0).
yeZ

Nosso objetivo € mostrar que a U V; € densaem L*(R), mostramos entio que
1€l

toda fungio g € L*(R) pode ser aproximada por uma combinagio linear finita da

familia das fj; , ( observe que f;, € U V; paratodo k). Este fato ¢ provado no
jeZ

apéndice 1 para a fungdo de Haar. - Com isto construimos uma seqiiéncia na U \f
e’ |

que aproxima a fungdo g pertencente a L(R), ou seja, a unidio dos subespagos V; ¢

densa em LR).



Para provar que ﬂVJ- = {0}, mostraremos que se existe uma fungdo nesta
ez

intersecgdo entdo esta fungdo € nula.

Sejaentio f e ﬂVj.
jeZ

Entio fe Vj,,, assim, por definicdo, f ¢ constante no intervalo

(k2'(j+’) , (k + 1)2’(j+’)), k € Z. Em particular, f ¢é constante em (—2'(’4’) , O) e

" " 1 .
(O , 2 (’”)), ou ainda, podemos dizer que f é constante em (0 , 2 (’”))= (O ;32 ’).

Como f € nV , feV; eassim f ¢ constante em (k279 , (k+1)279). Em
jez

particular, f & constante p.p. em (0, 2’j).

. 1 .
Como f ¢é constante em (O , 2”) segue que f também o é em (52" , 2”).

Suponhamos agora que f € V,_;, (isto ¢ verdade pois f esta na intersecgdo
dos subespagos V; ), entdo segue que f € constante no intervalo
(k27, (k + 127067Y). Em particular £ ¢ constante em (0, 277V} = (o, 2279).

Como fe Q Vj , f pertence a Vj.n e, neste caso, f € constante em
je

(k2'(j‘") , (k + 1)2‘(j'°)). Em particular, f é constante em (O , 2'(j'")) =(0 , 2“2'j).

Note que a medida que tomamos a fungdo f pertencente a subespagos menores,
ou seja, aumentando o valor de n, f ¢ constante em intervalos cada vez maiores (para
todo j ). Portanto, quando n tende a infinito concluimos que f ¢ constante em (0, o).

De modo analogo analisamos o comportamento de f no intervalo (-c, 0),
entdo podemos afirmar que f é constante neste intervalo. Ou seja, f{x) € constante
paratodo x € R. Mas notemos que, sendo assim, a fungdo f deve ser nula pois,
caso contrario, f ndo seria de quadrado integrével. e assim ndo pertenceria a nenhum

subespago V.

Portanto, se f € ﬂVj entio f=0. E (1.2.2) esta provado.
yezZ

15



Verifiquemos que (1.2.3) e (1.2.4) valem. Consideramos para os dois casos

feV,, que por definigho € equivalente a dizer que f(x) € constante para

k27 <x<(k+127". Ouainda,
f(x) = constante para k27 <x <(k+1)27
& f(2x) = constante para k279 < 2x < (k + )27
< f(2x) = constante para k270 < x < (k + D24

o que significa que f(2x) e V,, paratodo je Z,e (1.2.3) vale.

Por outro lado,
f(x) = constante para k279 <x<(k+1)2"
& f(x - 279k) = constante para k27 < x - 27k < (k + 1)27!
& f(x - 279k) = constante para 2k277 < x < (2k - )27
& f(x - 279k) = constante para m2? < x < (m+ 127, (m = 2k)

Portanto, f(x - 2"jk) esti em V;, paratodo k € Z. Com isto (1.2.4) esta provado.

Finalmente, a propriedade (1.2.5). Definimos o operador T: V, — ¢%(2)

que associa a cada f € V, a seqiiéncia {ak} onde a, ¢ o valor da fungdo f no

kez’
intervalo (k, k+1).

A imagem de f e V, pelo operador T estd em ¢%(Z), pois

© > I |f(x)]dx = Z _’. If(x)[dx = Z ." | o
- kez & kezZ *
=2 ol

keZ

? dx

16



Capitulo 2

Base ortonormal da aproximag¢do multiresolugdo

Seja (V;);e, uma aproximacgio multiresolugdo de L2(R).

Provaremos que existe uma fungio ¢ € I2(R) tal que, para todo je Z fixo,
¢;x(X) = 22 (23x - k), k € Z, ¢ uma base ortonormal de V;. Faremos isto para
j = 0, ou seja, mostraremos que existe uma fungdo ¢ € I2(R) tal que ¢(x-k) ¢é base
deV,, keZ.

A propriedade (1.2.3) da aproximagéo multiresolugdo nos permite estender este
resultado paratodo je Z.

Como (V;),,, ¢ uma aproximacdo multiresolugdo, pela propriedade (1.2.5),
existe um isomorfismo T de V, sobre £?(Z). Consequentemente, existe uma fungio

g e V,, tal que,
Tg) = {ea}, .-

1 se n=0,

0 se mzo OUSC® {e.}=(..,0,..,0,1,0,...,0,..).

onde e, ={

Sabemos que T comuta com transiag#&o de inteiros, assim para k € Z,

(Tg)x-k)=T(g(x~k))={e) y}nez-



A seqiiéncia {e,, )., ¢ébasede ¢*(Z). Logo (g(x-k)),c; éuma base de

V,. Portanto, existe uma fungio g € L*(R) tal que (g(x - k)),o, ¢ base de V.

2.1 Proposi¢do. Se feV, ¢é talque (Tf)(x)= {ak}kez, entdo f pode ser

decomposta como  f(x) = Z o,g(x - k), onde (g(x-k)),; ¢basedeV,.
keZ

Dem.. Sejam {ak}kez € ¢*(Z) imagem de fe V, pelo isomorfismo T, (da

propriedade 1.2.5), e (g(x-k)),; basede V,. Entdo, para esta fungéo f

o)., = (TH(X) = T[ > Beg(x - k)) = 2 BT(gl(x - )

keZ keZ
= Z Bx €a-x

keZ
= D B (010, = 2 (0B 0 ) = (Bi), .,
keZ keZ
Portanto f(x)= 2, a,g(x - k). 0
keZ

Vejamos agora como pode ser escrita a transformada de Fourier de fungdes que
estdo no subespago V,. O lema a seguir nos diz que as transformadas de Fourier
destas fungdes sdo escritas como o produto de fungdes H; 2r —periddicas, pela

transformada de Fourier da fungéo g.

2.2 Lema. Se (g(x—k))xez gera V, entdo, paratoda feV, existe

H, e 1?(0, 2rn) tal que

fle) = Hy(0) glo.

Dem.. Seja fe V,cL’(R). Como (g(x-k))cz ¢ base de V, temos,

f(x) = 2, ayg(x—k), onde {o,} _ € £2(Z). Ento,
keZ

18



foy= | e ax= | [

—c0 -

z o, g(x - k)} e % dx

keZ

= -[ ( Z o, g(y) e e-iwk] dy, fazendo x =y +k

=\ kel

= I ( Z ake-iwkjg(y) e-iwy dy = Z ake-iwk J' g(y)e-iwy dy

“\ keZ keZ el

= Z o ek g(f*))-

keZ

Definindo H:(w) := Z a, e, como simbolo associado a seqiéncia {0, }
keZ

A N
temos, para todo ® € R, f(o0) = H;(0)g(w).

De fato temos que H; € L*(0, 2r), pois pela identidade de Parseval

2

j le(a))lzdw = 27:2 laklz < . 0

o keZ

2.3 Teorema. Seja (V;),, uma aproximagio multiresolugio de L*(R). Para toda
fungio g eV, onde (g(x-k)); gera V, no sentido que para feV,

f(x) = Z B.g(x - k) existem constantes ¢; >0 e c, > 0 tais que,

A 2
g(® + 2kn)

0152

kez

< ¢,

em quase toda parte.

Dem.. Por hipotese, existe um isomorfomismo T de V, sobre £%(Z) tal que
T:V, —> (%2Z)
f = {ak}

Definamos em V, asnormas ||. |, e ||. |,

19



{M fll,:=1fl,
I fll:=ITfll,2 , £ e V,

Pelo fato de T™!:¢2 (Z) - V, ser continuo, existe uma constante ¢'> 0 tal que,

I£l, = | 7o) |2 < o],z
paratoda {0, },ez € £*(Z), ouseja, | f], < ¢ "{ak}"ez.

Por outro lado, o fato de T ser continua implica que existe uma constante ¢ > 0

tal que,
1
| Tfl,. < . Ifl, paratoda fe V,,
isto ¢, c|Tfll,- < [f[,, paratoda fe V,, ou ainda, c"{ozk}lL2 < |fll, onde

Tf = {0, }rez € £2(2).

Logo, existe constantes positivas ¢ € ¢’ tais que, paratoda f € V, vale

e o] = 1l < ¢ Jd],s @.1)
onde Tf = {0 }1ez-
Agora, note que,
2 e
I£l; = p ” f 2 (2.2)

1 f i

=5-1 H;(0) g(0)| do, pelolema2.2
1 2(k+1)x A 2

2
=5 & | o) g(m)l do
= — Zf [H, (0] le(x + 2k7t) (0=x+2kn)
kez

1 2x ) A 2

=—f He0" D [g(x + 2kn)| dx.  (lema1.1.11)
2n % keZ

Além disto, observe que como H(w) = z a,e™, onde {a, } € £2(2) (lema
keZ

2.2), podemos, pelo isomorfismo entre os espagos L2(0,2n) e ¢2(Z), escrever

20



1 2%
” ak”jz = Z Iak’z = 57?-[) ’Hf(m)lzdm = "Hf“iz(O,ZK)' (23)

keZ

Assim a partir de ( 2.2 ) a desigualdade dupla (2.1 ) pode ser formulada como:

Canf”z < ——j le(x)] kZZ g(x+2k1:) °‘2“Hf|l§,
ou ainda,
2
c? 1 I lIl-lll-I(x")I g(x+2k7r) dx < c¢?.
f keZ

Agora tomamos uma seqii€ncia de fungdes (fN) tais que as correspondentes

2
IHfN‘

l >- formem uma identidade aproximada.

H |,
. . 3 k) o
Sejam Ky onucleode Féjer: Ky (x) = Z 1- e,
KeoN N+1

razdes

fN=(FoT)'1(,/KN), sendo F o isomorfismo do teorema 1.1.3 . Entdo

H¢(x) = Hg (X0 = x), (0<x,<2n) onde Hg (x)= JKxn(x), obtemos

o
2 N>
"HfN 2
l 2x 1 2x 5
: 2 2
pois I8l = ?{J; H, (%) dx = EL [He, (%o = %)| dx
= 51;-_’. Ky(xg—-x)dx= 1 ( proposig¢do 1.1.6 )

Portanto,

l 2x
¢’ < EI Kn(xg = x) ®(x)dx < c?

21
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2

onde definimos ®(x):= Z g(x+ 2kn)

keZ

Usando a defini¢do de convolugdo ( o fato de ® e L'(R) garante que a
convolug¢do esta bem definida ) obtemos da desigualdade acima
c? < (Ky* D)(xy) < ¢,
e, pelo teorema1.1.7,
Ky*® > 0O,
em quase toda parte.
Portanto, existem constantes ¢, >0 e c, >0 tais que,

0152

keZ

2

g(x + 2kn)l < c,,

em quase toda parte. O

Ou ainda, com este teorema, podemos afirmar que existem constantes

A >0 e B >0 tais que,

A V2
o(o+ 2kn) ) < B, (2.4)

As(z

keZ

em quase toda parte.

A pergunta que se pde agora € se existe uma ¢ € V, tal que (P(x-k))yes
seja base ortonormal de V,,. Poderiamos tentar a partir de (g(x—k)),c, obter uma
base ortogonal usando o processo de Gram-Schmidt. A questdo € se esta nova base,

h,, provém de uma fung@io h que satisfaz h, (x):= h(x-k), ke Z.

Seja entdo h,:=g,, onde g, (x)=g(x-k), ke Z. Assim,

(81> hy)
hy;=g,—-————h,;
1-= 8 “holli 0
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(g-1> hy) (81, 1)

h.;;=g_, - h, - h,;
S T A TY
(
=O,
| kol h
2, h, =9 g, 2 by y—1 0,
ou seja g 'len <g ) “ b, "2 s€e n>
h; h
, b, L . {g,.h. n ,
Egn ~ |J|§, <gn > “ h] ”z <g n> "h_nnz se n<0

Agora observe o seguinte: (k=1)

(81(%), hy(x) )

2
| ol

h(x) = g, (x) - hy(x)

=g(x—1)—<g(x—l), g > g ,  pois hy(x) = gg(x) = g(x).
lel,/ 1zl

Note que <g(x “g( ") > se, € somente se, g, € g, sd0

ortogonais; neste caso ndo necessitamos da ortogonalizagdo, € temos h,;(x) = g(x—1).
Por outro lado, se g, e g, ndo sdo ortogonais a nova base apesar de ortogonal

perdeu a propriedade h,(x) = h(x~1) que ¢ uma propriedade importante da

aproxima¢do multiresolugio; devido a isto ndo podemos usar o processo de Gram-

Schmidt.

Vamos entio ortogonalizar a base (g(x—k)),c; baseados na transformada de

Fourier,

Antes, porém, vejamos um teorema que garante podermos expressar a

A 2
ortonormalidade da familia (¢(x-k)),_, como Z '¢(x +2kn)| =
keZ



2.4 Teorema. Para qualquer fungdo ¢ € L*(R), as seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

(i) {6(x-k); k € Z} é uma familia ortonormal no sentido que

(d(x-K), o(x=0)) = &,, k feZ.
(i1) A transformada de Fourier$ de ¢ satisfaz

= oo

2
e ™ dx = §;, je Z.

(ii1) A identidade
2
=1

Z F(x +2kn)

keZ

vale para quase todo x.

2

$(x) esta em L'(R) segue, do lema 1.1.10, que a série infinita

Dem.. Como

2

2

G(x):= . l&(x+21m)

keZ

que define a fung@io G, converge em quase toda parte para G e, que G € L'(0, 27).

Agora, para cada j € Z, o j-ésimo coeficiente de Fourier de G ¢
c.(G):= _1_'[" e *G(x)dx
J T 2n 0

2x

<

1 A
= — f e"”"o(x + 2kn)| dx
27[ kez 1]
1 Ak+l)x A 2
== f e'*”l«y) dy, (y=x+2kn)
2n keZ 2%x

L3

1 ol
= ‘2';[ e Jy‘My)

-3

2
dy




Portanto, G(x) = 2 ¢;(G) ™ = D, 8,0 ¢ =1 o que prova (ii) > (iii).
jez jez .

Falta provar a equivaléncia entre (i) e (i1).

Ok = (¢(X-k),¢(x-€)>=.[ﬂ¢(x-k)¢(x-f)dx

=L¢(y—j)¢(y)dy (k=j+l ey=x-¢)

=8,, jecZ O

Sendo assim, a fungéo ¢ que procuramos tal que (p(x-k)) oz, Seja base

ortonormal de V, deve ter transformada de Fourier satisfazendo:

> }$(m+ 2kn)

keZ

2

=1 (2.5)
e pelo fato de ¢ estar em V, temos, pelo lema 2.2, que sua transformada de Fourier se
escreve como:;

A} A

¢(0) = H, (0) g(), (2.6)

onde H,(0) = Z L el
keZ

Suponhamos que (2.5) e (2.6) sejam satisfeitas.
A A
Entdo observe que ¢(o+2kn) = H,(0)g(w+2kn). Logo,

2
>

6(0 + 2kn)

2 5ln
= [Hy (@) 'g(m+2k1t)

ou ainda,
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A 2 ) A 2
D blo+2kn) = |H, (@) D lg+2kn)| .
keZ keZ
Mas, por (2.5),
2 A 2
1= Hy@)| 2 |g+ 2kn) .
keZ
E disto segue que
[ In 2\ 72
H,y () =| Y lg@ + 2kn) J , Q2.7
keZ
( A 2\2
que faz sentido pois, A < L Z g(o + 2kn) <B, 0<A, B<w em quase
keZ

toda parte.
A equagdo (2.4) prova que (2.7) define uma fungdo H; € L%(0, 21). Com

efeito,

N

2% 2% (
I lHq,(c))'zdc) =I L
0 [} k

1 1
=J- —do < _{ —5do
0 N o A°
Z g(w + 2kn)
keZ
=—1727t < o
Podemos portanto, definir ¢ € L?(R) por
A { A 2\‘-‘% A
(@) =L > le(@ + 2kn) J 2(0). (2.8)
keZ

2

Por construgdo z }Q(m +2kn)| =1 o que implica que (¢(- - k)),_, sdo
keZ

ortonormais.

Por outro lado, seja V," o espago gerado pelas fungdes ¢(-—~ k), isto €,



v, ={f/f(x)= Z T0(x-k), {ri}e ez(z)}‘

keZ
Analogamente ao que foi feito no lema 2.2 obtemos que a transformada de
Fourier, /f\‘ de f em V,, ¢ escrita como If\'(co) = H,(w) 3((0) onde
Hlo)= Z yee ¥, assim
keZ
v, = {f/ flo) = H (0(0), H, e L2(0, 21:}},

usando agora (2.8) e definindo G(w):= H¢(w)H, (w), temos

V, = {f/ /i\’((o) = G(m)g(oa), Gl(w) e L*(0, ZR)}

= {f / ?(x) = Z By e g@), {By} € 1.’2(2)}

keZ

{f / f(x) = Z B.glx-k), {B.}e 82(2)}

keZ

V, (pois g(-—k) é basede V),

isto é, o espago gerado pelas ¢(-—k) ¢ idéntico ao espago gerado por g(-— k). Como

¢(-— k) sdo ortonormais temos que (¢(- - k))keZ ¢ base ortonormal de V,,.

Observe que para termos a ortonormalidade da familia (¢(x—k)) ez

Fal
precisamos definir ¢ como

-1/
A 2\ 72
g(o + 2kn) ] glo),

onde {(g(--—k)); ke Z} ¢ base de V,. Chamamos este processo de trugue da

$(co) =( Z

keZ

ortogonalizagdo.
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Capitulo 3

Propriedades de uma fung¢do ¢ para obtermos uma

aproximacdo multiresolugéo

Neste capitulo veremos condigdes que tem que ser satisfeitas por uma fungdo ¢
para obtermos uma aproximagdo multiresolugdo, isto €, se ¢ gera uma familia

ortonormal

;1 (x) =(2}'2/¢(2j.x- k)) ,

keZ

para cada j, podemos considerar os espagos V; gerados por estas ¢;,. A pergunta ¢

se estes (Vj), , formam uma aproximag¢do multiresolugfio, na realidade, uma
je

aproximagio multiresolugdo regular. A resposta vai ser dada em fungdo de H,, que

caracteriza a transformada de Fourierde ¢ ( vejalema2.2).

Inicialmente vamos impor uma condig@o de regularidade sobre a aproximagio

multiresolugdo de L?(R).

Defini¢io. Dizemos que uma fungio f e L*(R) ¢ regular se, e somente se, ¢

continuamente diferenciavel e satisfazz 3 ¢ > 0, talque, V x € R



, ¢
e |f'(x)]< ———-—(1 T

C
60l <

Uma aproximagdo multiresolugéo (Vj)i , ¢ dita regular se, e somente se, ¢ ¢
Jje

regular.

Mostramos, no capitulo 2, que as transformadas de Fourier das fungdes em V,
| sdo caracterizadas por fungdes H; 2mn—periédica, em particular isto vale para a
fungdo ¢ que gera a base ortonormal de V,,. Vamos agora descrever as propriedades
das fungdes H,. Para isto assumiremos a regularidade da aproximagéo multiresolugéo.

Observe que (2°% ¢(2'2x— k))kez ¢ base ortonormal de V_,, logo

29

1
?4)(-212) € V_,. A propriedade (1.2.3) da aproxima¢io multiresolugdo nos diz que

1
f(x) e V; & f(2x) € V;,;, ento E—cb(%) € V.,. Mas como V_; ¢ subconjunto

de V, segue que
1 (x

1 (1
A fungio ?(b('i') pode assim ser decomposta na base ortonormal (¢(x—k)), _,

de V,:
1 (x
"2—¢(’2'—) = kezz hk¢(x - k):
1{ (x)—— .
onde h, = ?I ¢(~2—) ¢(x — k) dx. Equivalentemente,
o(x) = D h, 20(2x - k), (3.1)
keZ

onde h, =2 j o(x) ¢(2x — k) dx.
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Observe que se (Vj)jez ¢ regular, segue que o decaimento- assintético de h,
satisfaz

by = of(1+3)7"].

De fato, a regularidade da aproximagdo multiresolugdo (Vj)_ , &arante a
je

c
existéncia de uma constante c¢>0 tal que |o(x)] < para todo x € R.
(1+1x))°

Entiao,
Il = 2600 8%~ B x| < 2] ot p2x — ] e
) c c'
<2 - (1+[x])? . (1+2x - k))?
< 2_’;(1+sz) . [1+(xc'+ k)2] dx, pois (1+)x)? 2 1+x e [2x+k| > |x +K;
o[ cc dx, fazendo x=y-=;
B o e
=2J'm cc' I 1 N 1 Nldy
‘”2(1+y2+k%1) [1+(y-§£)2 1+(y+%)2J
- ]
1 1 1
<cc - dy, '
o<l 1+k, {H(y—%)z Ciely ) J ’ o
2 K2
1+y? +— > 1+ Comisto,

[ 1
s 1 1 .
Ihk}<4°°'[.= 1+ k2 [H(y-%) ’ 1+(y+%)2 de, pois 417> 1




4cc’ |2n  2m|  8cc'm
1+k? [2 7 2] 1+k?
' : . C
Chamando C = 8cc'n obtemos o resultado desejado, ou seja, |hk| < -1—_:—122—

Agora observe que (3.1) tem a transformada de Fourier:

$(§) = ,f {Z h, 26(2x - k)} e dx, fazendoy =2x-k

=LkeZ

T 3 me ot

keZ

= 2 he™¥ .{ oly) ™% dgy.

keZ

-ike
Definindo H¢(%) = z h,e /2 obtemos

80 = 1,(54) §5). (3.2)

Fazendo o=<%, obtemos 3(203) = H,(0) ~$(0)). (3.3)

A seguir veremos um teorema que da condigdes necessérias sobre a fungdo H,.

Antes, porém, demonstraremos dois lemas.

3.1 Lema. Seja V; uma aproximagio multiresolu¢do regular e P‘,j a projecéo sobre

'V, entfioparatoda f e L*(R),

©

(ijf)(x) = 25_‘. (2’x 2} )f(y)

-

onde

= Y olx - K¢y - k), (3.4)

keZ
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esta série e a integral convergem absolutamente.

Dem.. A série (3.4) de fato converge absolutamente,
2

I c '
Zé o(x - k)| l¢(y - k)| < keZZ T kl)z , pois ¢ ¢ regular
< ¢’

T (L= D21+ ] - )’

2 2

c c
< k;z (-K)* - (-k)? ez K

k#0 k#0

o0
Como Z ~—lz-4~ converge, pelo critério da comparagdo, a série (3.4) converge
k=1

absolutamente.
Note agora que para f e I*(R) e je Z,

ijf = Z< Ok f>-¢j,k,

keZ

ou seja,

(ijf)(x) =Y <¢j’k, f>¢j’k(x)

keZ

lim D (05 £) 4550

N—ow ioN

im Y | ¢;(y) fly)dy ¢;,(x)

N—ow N =

i 3] 0,00 0,.09) fly)ay

N=® N =

I

im Y f 299(2x - k) ¢(2'y - k) f{y)dy.

N—o® N =

Observe que vale a desigualdade



2]'!(622 8(29x - k) o(2'y - k) f(y)| < ” 2i|cx 7 l£(y)]. 3.5)

Com efeito,

21 o(27x - k) 027y - K) £(y) (1+ 2Ix - 27y))’| <
keZ

Co c,

<2

kez (1+12jx_kl)2’ (1+|2Jy kl)z ]f ‘1+2J‘x yl)

Mas, 1+l2jx—-2jy|s 1+|2jx—kl+|2jy—kl que por sua vez ¢ menor ou igual
é1+!2jx—kl+|25y~k|+|2jx—k"2jy—kl 0 que implica
1+Rix~2ly| < 1+pix - |+ iy - K (1+2ix - k)
=(1+pix- ) (1+ )iy - ),
e elevando ao quadrado obtemos esta ultima igualdade obtemos

(1+pix-27y)" <(1+]2'x-K) (1+]27y-K)". Logo,

2’;; 8(27x - k) 6(27y - W) f(y) (1+ 29x - y))°| <

Y l#(y)| (1+Rix - k)" (1+ 2y - k))°

v (1+2ix - k)*(1+ iy - K))°

= c|f(y)|, onde ¢=2c,c;.

f
Definimos agora para je Z, G(y):= l(y)l 7 Esta fungdo G
(1+2J|x—yl)
pertence a L'(R), pois
f Pl L7 o)
c
d d f(y)| d ,
Rl ( pETe yJ [ror] <-

pela desigualdade de Schwarz.
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Com isto podemos usar o teorema da convergéncia dominada sobre a série (3.5)

para obter:

(P )0 = f lim Y 23(29x - k) §(2'y - k) f{y)dy

= Noep N

I 3 veln- ) oDy - W) dy)ey

“~keZ

-2 @ik, 2y)iey. O

Chamaremos de niicleo da projegdo ortogonal Py a 2K(29x, 2'y), onde

x,y) = 2. o(x - k) ¢(y - k).

keZ

O préximo lema mostra que o nucleo K(x, y) satisfaz I K(x,y)dy = 1.

3.2 Lema. Seja g uma fungdo regular e A Z gx - k) g(y k) Sdo
keZ

equivalentes:

(1) I A(x, y)dy =1, para quase todo x

(1) A seqiiéncia de operadores (T')jez )

(ij)(x) = 2jI A(29x, 2y) f(y) dy, f e L?, tende para a

identidade I, no sentido da convergéncia forte para operadores.

Dem.. Primeiro demonstraremos (i) = (ii).
Como g ¢ regular, num raciocinio analogo ao feito para provar (3.5) obtemos:

que existe ¢'> 0 tal que,

c

bl = TR



C G

Por hipotese, I Alu,0)do=1 ou 2’! A(2jx, 2jy y = 1. Entdo,

-co —co

2’] A(27 -, 2iy)fly)dy - £() 2’] A(27 ., 2ly)dy

e, -

2

12 a@i-, 2iy) [#ly) - £O)]dy

2

, fazendo a subst. t=2)y

- LA(zi- , ) [f{277¢) - fO)]at

2

L
|

L(1+| )

o=2x-t = 27t=x-27p, do=-dt segue

o|-Lw

|f(273¢) - £0)] at

IA

, € fazendo a mudanga de variavel

2

,f( - 27a) - f(-)l do

(1+ fol)® ,
< C'I T l WE £ - 27i0) - f(-)"2 do, pela desigualdade de Minkowski
generalizada. Portanto,
ITe-1] <e L 1+1b’2 (- - 270 - £) )] do

A prova deste lema segue dividindo a integral acima em duas partes. Primeiro,

para cada £ > 0, escolhemos M > 0 tdo grande que

j ! do <¢g
wl2M1+l(D|2 .

Como f € L*(R) para |o| <M,
" (-2 w)-£() "2 -0

uniformemente, quando j — co.
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Portanto, lim u T,f-f “ =0 paratodo je Z, ouseja, a seqiiéncia de

j—oew

operadores (Tj). , converge fortemente para a identidade.
e

Demostraremos agora que. (ii) = (i), ou seja, se lim ” Tf-f ” =0 entio

J—e

f A(x, y)dy =1 para Quase todo x.

x>

Definimos oc(x):=_[ A(x,y)dy. Estafungdo ofx) tem periodo 1. De fato,

—es

a(x+1)=f Alx +1, y)dy=f > ex+1-K gy -k)dy

- “* kel

=I Z g(x - m gly - m-1)dy, fizemosamudanga m =k - 1;

“ meZ

=I Zg(X—m)g(u—m)du, com a variavel u =y - 1.

“~ meZ
= afx).
O fato de IA(x,y)l < -—(—1+—|:?;'53- implica que
- ' - &y
(x)] < c dy < ¢ = CM < 0,
o) J‘-‘='(+|x--y|)2 d -1+(x+y)

ouseja, a € L”(R).

Para provar que a(x)=1, ¢ suficiente considerar f como sendo a fungdo

indicadora do intervalo [-1, 1], ou seja,

_J1 sexe [-1,1],
f(X)_{O se x ¢ [-1,1].

Tomemos O0<r<1, x e [-r,1]. Paraestafungdio f temos:

1

(ij)(x) = I 2IA(23x, 29y)dy.

-1
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Podemos escrever esta integral como:
) -1 o
(ij)(x)=_[ 2iA(2ix,2iy)dy—I 29A(29x, 27y)dy - IziA(zix,ziy)dy
- — 1

- [ - 1
=] A(2'x , o)do - 2 “‘A(zix,ziy)dy + ‘[A(ij,ij)dyJ,

-0

0 que implica

(T,£)(x) = o(29%) - O(27), (3.6)

pois

<

-1 = _l
2i[f A(29x, 23y)dy + IA(zix,ziy)dyJ 2]

-0

’ -
< 4if |a(2ix, 29y)|dy + 4] |A(2ix , 27y)| dy
-co 1

-1

< 4jj — gy + 4".r—.—c—2-dy

=(1+2']x-y) (1427x-y)

-1

< 4’I

7dy + 4’I ——————-dy

|x-y| t 4i(x-y)®

Lesredniee
I 1 1 1
=_(x—Y)L_ (x—Y)I:—X+1 T x-

<L>0, pois xe[-r,1] , O<r<l.

x2-1
Ouseja, 2! IA(2’x,2’y)dy+IA(Z’x,Z’y)dyJ:O(Z'J).

Como af2/(x+279))=af2ix+1)=a(2'x), temos que of2'x) ¢

periddica e converge fortemente para 1 em LZ([—r, r]) Com efeito, por (3.6),

270-
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= | (r;£)0 + of279) - 1]

“ oz(2j ) -1

L{[~r,1])

IA

(160 - £ |+ ] ol27) -1+ 40|

<|(1,6)0 - 0 |+ | of279) |+ I £ - 1

Note que, quando j — oo, por hipotese " (ij)(-) - f(-) " ~ 0, e também ”0(2"’)" —0.
Como, x € [-1,1] , 0<r<1, f(x)=1 ja que f € a funciio indicadora do
intervalo [-1, 1].

Logo |[f(:)~1]=0.

Portanto o € 1. 0

O teorema a seguir da condigdes necessarias sobre a fungo 2n -peridédica H,

que surgiu quando calculamos a transformada de Fourier da fung¢do ¢ que gera a
aproximagdo multiresolugdo ( observe que estamos pressupondo a regularidade da

aproximag¢io multiresolugéo ).

3.3 Teorema. A fungdo H,(0) = Z he ™ satisfaz:

keZ
@ Hy(@)| +[Hyo+n)| =1 EY)
(ii) IH,(0)] = 1 (3.8)
Dem..

AN

(1) Sabemos, pelo item (iii) do teorema 2.4, que a transformada de Fourier ¢

satisfaz

A 2

d(x + 2kn)

2,

keZ

=1 entdo obviamente temos para x = 20,

2

keZ

2

(20 + 2kn)| = 1.
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Por (33), ¢(20) = H,(0)¢d(w) assim podemos reescrever a soma acima

como
A 2
> ,H¢(co + kn)l2 o(o + kn)| =1,
keZ
R 2
pelos fatos de H, ser 2m-periodica e Z d(ow + 2kn)| =1 obtemos
keZ '
( N (el P ,
LZ(«p(m + kn)| J [Hy ()] +L Y blo+kn)| |[Ho+n)| =1.
k par k impar r

Logo IH«,(Q)),2 +|H¢(co+ 1t)|2 =1 e, (i) esta provado.

3(0) = 1.

(i)  Para provar que ’H,,(O), = 1, mostraremos inicialmente que

Pela propriedade (1.2.2) da aproximagio multiresolugdo UVJ- ¢ denso em
jeZ

I*(R) e isto implica que a seqiiéncia das projegdes ortogonais sobre V., (PV_) ,
jez

3

tende para a identidade I. Usando entio o lema 3.2 temos, _[ K(x, y)dy = 1.

-oa

Consequentemente, pela definigdo de K

1=fZ¢<x—k)¢(y—k)dy

“ kel

e fazendo a mudanga de variavel o =y -k, obtemos,

1= 3 ox-1) | ko,

keZ

ou ainda, 1= ¢(x-k) 4(0). (3.9)

keZ

Agora integrando (3.9) em relagfio a x, no intervalo [0,1], obtemos
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1=6(0) Y [ o0x - K)ax

kez °

=60 3 | 62z , pois 2=x-k

keZ -k

=40 | ol

= 5(0) 6(0).

2
ou

$(O)l= 1. Mas por (3.3), 3(20)) = H, (o) $(m)

N
Consequentemente temos 1 = ’4)(0)

logo 3(0)‘ = 'H¢(0)l F(O)‘. Portanto 'Hé(O)l = 1. O

O préximo teorema da condigdes suficientes que tem que ser satisfeitas pela
fungdo "H, para que a fungfio ¢ gere uma aproximagio multiresolugdo regular ( note

que H, ¢ afungfio 2n —periddica que caracteriza a transformada de Fourier de ¢ ).

3.4 Teorema. Seja H,(o) = Z he™ tal que

keZ
b= of(1+x2)7], (3.10)
H,0] =1, 3.11)
Hy@| +Hyo+n| =1, (3.12)
H,(w) # 0 sobre l[:—-g— ; %:I, (3.13)

Se ¢ ¢ definida por

oo = [[H,20), (3.14)
k=1
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a funcdo ¢(w) ¢ a transformada de Fourier de uma fungdo ¢ tal que (d)(x-—k))keZ é
~ uma familia ortonormal.
Seja V; o subespago de L*(R) gerado por 0, x(x) = 2 ¢(21x - k), keZ

Se ¢ ¢ regular, entdo a seqiiéncia de subespagos vetoriais ( Vj)' , ¢ uma
je

aproximagao multiresolugo regular de L*(R).

Dem.. Demonstraremos este teorema em duas partes,

A
(a) mostramos que ¢ € L*(R) e (¢(x-k)) ez ¢uma familia ortonormal,
i/ .
(b) se V; € o espago gerado pela familia (2/2 c1>(2J X— k)) , mostramos que a
keZ

seqiiéncia ( Vj), , ¢ uma aproximagao multiresolugdo de L*(R).
je

(a) Primeiro vamos provar que 3 e L*(R).
2
Para simplificar a notagdo denotaremos M(w) = ,He,(co)l , para todo ® e, por
M,(®) (£2>1) afungdo continua definida por:
0 se Jol > 2¢x,
Me(w) = {M(—‘;’-)M(-“;’—) M(-“’—) se fo < 2°x.

2!

Usaremos o seguinte iema na demonstraggo.

3.5 Lema. Paratodofe N , /%0,

2 sen=0,
0 se n=#0.

I} = I M,(@) ™ do = {

Dem. (do lema). Vamos dividir a integral I; em duas partes:

I; =I M, (0)e™do + f M ,(0)e™do. (3.15)
2! 0

x



Como M(27i0 + 2" x) = ’H¢(2'ja) + 2”7:)'2

2

k(27 iw+2%In
= Z hye

keZ
2
_ Z h e-ikz-iw e—ikz‘-ix
- k
keZ
2
i .2
_ -k w] ' -} l
= the = [Hy(270)
keZ

=M(2'j(o) para 0< j</,
ou seja, M(Z'jo) + 2j"7n) = M(Z'j(o), 0<j<te, M(2‘eco) + M(Z'ea) + n) =1,

(por (3.7)), fazendo a mudanga de varidvel o=&+ 2‘r na segunda integral em

(3.15), obtemos

e M9 emde + | M,(e+20n) Mg,

2l 2tx

0

I
—

M, (% +2°x) e e ™dz + I M, (£) e™de

—th

= J‘- : [Mé(&_,+ 2%) + Mg(é)] e™Ede

_ , [M(i”—i'—"-) CoMEZE) M) () e

2°x

f [M(27'9) ... M(27%& + o) + M(27') ... M(27*¢)] €™ dE

2l

=I M('g') M(z“) e™ dg

E como M € 2n-periddica, esta ultima igualdade implica que

0

pef M) M)em e

-2lx
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Consequentemente,

P =I",=.. =I"=

A ultima igualdade segue do seguinte fato

0 2x
=] M%)e™ do + [ M)e™ do
0

2%

0 0
= Mo ae [ wfsjentenag

=2x 2x

= f o [M(27') + M(27"g + n)]e™ d&

-2x

=_[o e™ dt =

2x

{27! se n=0,
0 sen=#0.

E esta provado o lema. 0

Continuemos a prova do teorema considerando o produto infinito

M.(0) = lim M, (0) = [ IM(270)
-3 00 J:l

2

=I:I|H¢(2'jco) =[18,(270), .

j=1 =1

Como 0< M(w) <1, este produto converge. Por (3.14), vale a igualdade,

2

M_(0)= }3(0:) , (3.16)

podemos escrever entio

_[ M. (0)do = _E Jim M [0)do.

Pelo lema de Fatou
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J. lim M, (0)do < Jim J. M, (0)do.
Do lema 3.5, para n=0, temos finalmente que

flim I M,(0)do =21  ou que I M, (0)do < 2. (3.17)

A = . A
Sendo assim, ¢(®) = HH¢(2"J0)) define uma fungio ¢ que esta em L*(R).
=1

O que prova a primeira parte do item (a).

Provaremos agora a segunda parte.

Devemos mostrar que (¢(x —k)) ez © uma familia ortonormal. Para este
proposito usaremos o lema 3.5 e aplicaremos o teorema da convergéncia dominada

sobre a seqiiéncia de fungdes (M, (w)e™) vz’

Seja ¢ a transformada de Founer inversade ¢.
A fungdo M, pode ser reescrita como
had ) log ﬁM(Z'jw)] i log(M(Z'jw))
M, (o) = HM(T’@) =e VI = e

=1

Como H, satifaz (3.10) e (3.11) segue que log(M(®)) = O(w) na vizinhanga

do zero. Portanto,
lim0 M_(0) = M_(0) = 1. (3.18)

Jaque Hy(®) = D, he™ e lhk|=0[(l+k2)_1] segue que H, ¢ uma
keZ

fungdo continua.
A partir da propriedade (3.13) junto com (3.18) nos podemos garantir que
existe ¢>0 tal que, paratodo o e [-n,n]
M, (o) 2c (3.19)
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Observe agora o seguinte:

para |o/<2°n, temos
M. (@) =] [M%)
i=1

= M,(0) f[m(;,w,,—.)
j=1

=M,(m)M,(-2“’;); para0< j< 2.
M_ (o
Consequentemente, M,(0) = -——%})— > 0.
%)
Por outro lado,
Mo 1

M.(2)  M.(3)
Portanto,

0 < M,(0) £ —M_(0). (3.20)

para |o|>2%x, M,(0) =0.

Logo a inequagéo (3.20) vale para todo o € R.

Provamos em (3.17) que M_ € LY(R), com isto podemos aplicar o teorema
da convergéncia dominada sobre a sequéncia de fungdes (M ,(co)ei““’) ey DAra

obtermos
I M. (@)™ do = [Iim I M, (0)e™ do.

Logo do lema 3.5, tiramos que
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2r sen=0,
0 se nz0.

J.: M, (w)e™ da = {

Agora aplicando a identidade de Parseval ao produto interno ( o(), o(- - k) )

teremos:

(o(x), d(x-k) )= -—< o(x), (b(x)e > usamos o teorema 1.1.4

= —1— (x) ¢(x) 3

27
1P P
=3;[-L¢(x) e

1 i
— L M. (x)e

{1 sek=0,
10 sek=0.

Com isso concluimos que (¢(x- k))keZ ¢ uma familia ortonormal. E assim

esta completa a prova de (a).

Comecemos a prova do item (b).

(b) Chamaremos de V, o espago vetorial gerado por esta familia ortonormal. E

supomos que a fungéo ¢ € regular.

i/ .
Seja V; o espago vetorial gerado por ¢x € (2 72 ¢(2’x - k)) uma base
keZ

ortonormal de V; para qualquer j e Z.

Devemos provar que (Vj)_ , ¢ uma aproximagdo multiresolugio de L*(R).
j€

(note que a propriedade (1.2.3) ¢ satisfeita).

Para provar (1.2.1) ¢ suficiente mostrar que V_, c V,.

A transformada de Fourier das fun¢des que pertencem aos espagos vetoriais V,,
e V_, sdo, respectivamente, denotadas por 7 Vg e 7 V.;. Assim,
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2V, ={M(co)dA>(m); M e L¥{0, 27:)}

7 v_1={M(2m)$(2m); M e L¥(0, 27:)}.

Como d) ¢ definida por ¢(0)) HH 2'kco 3 satisfaz

k=1

$20) = ] [H(2™*'0) = B [[HE2™0)= Ho) §(),
k=1 k=1
com [H(o)| <
Assim, M(20) ¢(2co) M(2o)H(w) (b((o)

Observe que a fungdo M(20)H(w) é 2n-periddica e,

[ MeoHOPd = | Mo B do

2x

< f Mo do < oo,
isto ¢, M(2w)H(2w) pertencea L*(0, 2x).
Logo,
M(20)$(20) = L(0) (),

A
onde L(®) = M(20)H(w) e L2(0,2x). Comisto L{w)d(w) € ¢ V,.
Portanto, 7 V_, c 7 V,, oqueimplica V_, cV,.

Para provar (1 .2.2) devemos verificar que
lthV =Id e lim Py =0.

—-)-N

Seja entdo ij o operador projegdo ortogonal sobre V;.

] .
Ja que (2/7- ¢(2Jx— k)) ¢ base ortonormal de Vj, o nucleo da Py, como
keZ

vimos, ¢ dado por



L]

20 ) ¢(29x - k) ¢(2'y - k) = 2K(2ix, 2iy).

k==

Como (¢(x - k))keZ ¢ uma familia ortogonal, temos

A 2

D bl + 2km)| = 1.
keZ
Sabemos que
A 2
limM_(w) = M_(0) = ’¢(0)) =1,
w—0
R 2
assim para k # 0 aequagio Z¢(m+2kn) =1 implica que
keZ
$(2kn) = 0,
A 2
pois, > 60+ 2km)| =1
keZ
R 2 A 12
= Z o(2kn)| + Z ’0(0) =1
k#0 k=0
N 2
= > bkn)| + 1 = 1.
keZ
k#0
Iay 2 A
Logo Z ®(2kn)] =0 e finaimente ¢(2kn)=0.
keZ
k#0

Usando agora a formula de Poisson temos:

S ox-K =3 6(2kn)e™ =

keZ kezZ

= 3 $2kn)e?™ & ¢(0)
keZ
k#0

=0 + a(O) = J ¢(u)du,
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ou seja, Z dx-k) = $(O).

kez

Portanto, para quase todo x,

[ Kxyy=] Tox-0aly-0ay, (@=y-k

= keZ

=.f Z¢(x—k)Mdm

= keZ

=j' $(o)<7p(7)dco=$(o)f de=$(o)d7("0')

2
= 1.

= 3(0) $(—o) = !3(0)

E pelolema 3.2, /lim ij =Id. Com isso esta provado que U V; € denso em
J—)w

jeZ
L*(R).
Como ¢ € regular, analogamente a (3.5) temos
20L
(1 + 2jlx - yl)2 .

Rik(27x, 2%y)| <

E desta inequagdo segue que  lim Py = 0. Com efeito, pelo lema 3.1,

J=r—oo

«©

ijf = 2"]; K(2jx, 2jy)' f(y)dy, fazendo j > -, K —> 0. Com isso vale

nvj = {O}

jeZ

A propriedade (1.2.4) segue do seguinte:
Seja f(x) € V,, pelolema22, f(o) = H,(o)(w), multiplicando por ™,

floe ™ = H(w)e ™ §(w)

Agora definindo g(x):= f(x - k), obtemos, usando o teorema 1.1.4 (ii),
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o(0) = Ho(@)e™ (o).

Definindo G(w):= H(w)e ™, G e L*(0,2x) segue que g((o) = Glw) S(m)

o que implica que g(x) = Z g,0(x - k), ouseja, f(x-k)e V,.
keZ

Comisso, f(x) eV, = f(x-2kjeV, , VkeZ

Finalmente a propriedade (1.2.5).

Sabemos que {¢(x - k); k € Z} ¢ base ortonormal de V,. Neste caso, para
toda f e V,
f=2 Bo(-k onde {B}eri(2), B =(f ¢(--k))

keZ

Logo, a aplicagdo f > {a,} & um isomorfismo T de V, sobre £*(Z).

Com isto concluimos a prova do teorema. O

Observacio:

A condi¢do necessaria imposta sobre H no teorema 3.2 nao € suficiente para

definir uma fungdo ¢ tal que (¢(x - k))keZ seja uma familia ortonormal. Um contra-
exemplo ¢ dado por H(w) = cos{%). Verifiquemos que a fungio H assim definida

satisfaz as hipoteses do teorema 3.2:

2
(i) |Ho)| +Hoe+n)| = lcos(—?j +lood S+

o) el - wfelz]
o)l

=1.

30 31:){2
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(i)  [H(0)|=|cos(0)] = 1.

Definimos entdo, pelo teorema3.4, ¢(w)= HH(';)T) Assim,
k=1

#(o) = ];cos(fk %D—J

Para calcular a fung¢fo ¢, cuja transformada de Fourier ¢ dada acima, usaremos a

igualdade
= (o) sen39%)
[cog 2= )= YA
k=1 2 72
e a transformada de Fourier inversa. Com isto obtemos

-1- se X er —3- -3-1
o(x)=13 1272
0 outros valores de x.

Mas a familia das translagdes por inteiros desta fungdo néo € ortonormal.

S1



Capitulo 4

Base ortonormal wavelet

A aproximagdo de uma fungdo na resolugdo 27 ¢ a sua projegdio ortogonal sobre

V;. A preciso adicional que obtemos na aproximagdo quando a resolugdo cresce de

27 para 27*! ¢ dada pela projegdo ortogonal sobre o complemento ortogonal de V; em
V.. Denotaremos estes complementos ortogonais de O ;.
Para calcular a projegdo ortogonal de uma fungéo f sobre O;, encontraremos

uma base ortonormal de O;. Veremos agora um dos pontos importantes da aproxima-
¢do multiresolugdo, ¢ que se a colegdo (Vj) - de subespagos fechados de L%(R) ¢
j

uma aproximagio multiresolugdo entdo podemos escrever f e L*(R) como
ijﬂf = ijf + Pojf
jaque O; ¢ complemento ortogonal de V; em V,,;. A notagdio para este complemento
é O;= ijv"” , observe que esta notagdo ¢ muito carregada por isto usaremos a se-
guinte: O, = V;’“ :
Para calcular a projegdo de f sobre O, Pojf , encontraremos uma base orto-

normal de O s
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v (%) =2% y(2)x -k), kez

Com isto podemos escrever

Py £=Pyf+ 2 (£ w ). 4.1)
keZ

Observe que, paratodo fe je Z,

J
e que
0;L0, se j=¢.

Assim, para j> £,
jme=1

VJ = V( @ @) Ol""k’

onde todos estes subespagos sdo ortogonais.

Como [ JV,=1%(R) e [|V,={0} temos que
ez jeZ
R =D o, 1)
jez
ou seja, L*(R) pode ser decomposto em subespagos O ; mutuamente ortogonais.
Além disso, os espagos O; herdam a propriedade (1.2.3) da aproximagao multi-
resolugdo:
f(x) € O; < f(2x) € O,,. 4.2)
Defato, f(x) e O, & f(x)e V;,, ¢ fe VJ-L""

< f(2x) € Vj,, e f(2%) € Vji"'l
o f(2x) € Oy,

Devido a (4.1) e a propriedade (1.2.2), segue que a colegédo {\uj‘k; ke Z} é
uma base ortonormal de L*(R) que denominaremos de base ortonormal wavelet
{\uj’k; hke Z} de L*(R), onde y;,(x) = 2% W(27x - k), ( a wavelet y pode ser

construida explicitamente, como veremos). Por outro lado, (4.2) assegura que se



{Wo,k; k e Z} ¢ uma base ortonormal de O, entdo, {\uj,k; ) k € Z} ¢ base ortonor-
mal para O;, paratodo je Z. Assim nossa tarefa reduz-se a encontrar ye O, tal

que Wx — k) constitua uma base ortonormal de O,.
Para construir esta fung@o , vamos observar algumas propriedades de O,,.
Caracterizemos O, : feO, ¢éequivalente a feV, e fe VOJ’, pois
V, =V, @0,.
Como f € V,, temos

f(x) = D, f,vZ 6(2x - k),

keZ

pois v2¢(2x—-k) ¢ base de V,, onde f, = < f, ¢1’k>. Isto implica que

9= 75 26 4(3)

Definindo Gf(§):= —_ Z f,e™™ Gem L*(0, 2n), obtemos
€

?k(a) Ge(%)6(%). (43)

Ofatode fL1V, implicaque fLl ¢,, paratodok,istoé,

0=] f00FGBax =] Fo) o) e do

2(L+1)x

= — Z [ o) b@)e* do.

EEZ 24x

Fazendo a mudanca de variavel, ® = & + 2¢n, teremos

0=— Z f F(E + 20m) (5 + 26m) €™ dE . ou ainda,

T tez o

2%

[ em 3 £+ 26m) $(E + 26m) dE = 0.

0 tel

Consequentemente,
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S+ 26m) o+ 2¢m) = 0 (4.4)

tel

Agora usando as transformadas de Fourier (3.2), (4.3) e fazendo o= % em

(4.4) temos:

2
= 0, queimplica,

D Ge(o+ tn) H (0 + fm) '«Q(m + ¢7)

teZ
— A 2 ——— A 2
Z G;(0) H(®) ¢(o + 4n)] + Z Gi(o+ ) Ho+ n) |¢(0 + ¢x), =0,
te2Z {e2Z+] ]
A 2
pois Gy e H, sdo fungdes 2n - periddicas. Como Z ¢(ow + 2kn), =1 segue que
keZ

G¢(w) Hy(w) + Ge(o+ ) Hy(0 + 1) =0.

Sabemos, pelo teorema 33, que a fungdo H; satisfaz

2
IH¢(co)|2 + ,Ha(co + n)l =1, logo H,(w) e H,(o+ n) ndo se anulam ao mesmo

tempo, isto implica que existe uma fungdo 2n - periddica A tal que,

Gi(w) = Mw)H, (o + 7) 4.5)

Mo) + Mo+7)=0. (4.6)

Definimos agora a fungdo W(2w):= Mw)e ™ para todo ®. Note que L ¢ uma
fungdo 27 - periodica, pois
wo+271) = M%) ”2e™
= -M¥A)e™ (-1)= ),
e, além disso, A{®)=2w)e™ satisfaz (4.6).
Com isso podemos escrever (4.5) como:
G¢(®) = U20) €™ H (o + 7),

e substituindo esta equag@o em (4.3) obtemos



£(2) = W) Hy(% + mye” ¢(%) 4.7)
onde v é 27 - periddica.
A forma geral (4.7) da transformada de Fourierde f € O, sugere que tome-

mos

W®) = e H, (5 + ) (%) (4.8)
como candidata para transformada de Fourier da Wavelet procurada. Logo,

fe) = u5) o) 9)

Desconsiderando a questio da convergéncia, (4.7) pode ser escrita como

?(g) =[ ) Uke'ike)\ll\l(é) ou  f=2 vy -k),

keZ keZ

assim y(-—k) ¢ um bom candidato para base de O,.

Precisamos ainda verificar que y,, = W(-—k) ¢, de fato, uma base ortonormal

de O,.
A N
Primeiro notemos que as propriedades de H, ¢ ¢ asseguram que a fungdo y

A N
definida em (4.8) realmente e uma fungéio de L’(R) eque w eV, e ye VOJi (pela

analise feita acima), assim y e O,.
Verifiquemos entdo a ortonormalidade de y :
-~ 1 A, AL —_—
J w0 Wx - B - ;J WE) we) €7 de

2(2+1)x

_ " ik
l 2% . n 2

= ———I e D" e+ 2¢m)| de.
27 % teZ

Mas, por (4.8),
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2
W& + 2¢n)
teZ

DICEES n)r[&(%w)z

2

3(%+7m)2 + ’Hﬁ(%)lz Z |$(%+1t + 2n1r)

neZ

= |H¢(% + 7‘)'2 Z

neZ

- “He,(% wn) + |H¢(%)|2].1
=1, pelo teorema 3.3.

Consequentemente,

@ 2%
—_— 1 ik
J wowe—oax- -] e - 5,
-0 2“ 0 ’
Para verificar que ,, € base para O, ¢ suficiente checar que toda fungdo

f € O, pode ser escrita como:

f= Z YW — k) com Z |yk|2 < o,

keZ keZ
equivalentemente Af(&) =y(&) :[Xé) (4.10)
com y 27 - periodica em L2(0, 2n).
Voltemos a (4.9).

Temos £&=u®w® com | [alde = 2] Mo)fdo.

Como G(&) J— > fe ™, temos

keZ

flG @ de =n 2 |6 =2lIfl} < «

keZ

A primeira igualdade segue da identidade de Parseval e a segunda vem do se-
guinte:

18 = o] f

dg——f (% l¢
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2
dy

= _I_J'h Z le(y + 2kn)|2‘$(y + 2kn)

T 0 kez

2
dy, pois G € 27 - periddica;

2% 2
- =J oo 2

keZ

‘(g(y + 2kn)

2%
1
= ;fo G¢(y)[ ay.
Portanto,

2x
2
[ lodofay =be2
Por outro lado, por (4.5), G¢(0) = Mw)H,(o +n),

] fou(ef - | Pl (e + ) ae

o R R e [

x

= 0 M) |H (o + 1t)'2 do + J; Mo + ) |H¢(m)|2dco

= lk(co)|2“H¢(co + 1t)|2 + |H¢((o)'2]dco, onde usamos M) = —A(o +x)

= I M)’ do, pelo teorema 3.3,
0

Como Mo) = U2m)e™ segue

1

f Mo do = fo W2 do = ?Ltlu(.’,)rd&.

2x 2x
Logo, I |L(§)|2d§ = 2_[ ]Gf(é)]zdé =2n| f]; <, eassim f ¢ da forma (4.10) com

[} Q
Y 2n - periddica de quadrado integravel.

Com isto provamos o seguinte teorema:
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4.1 Teorema. Se os subespagos|{V.] em L?*(R) formam uma aproximagio multi-
J i€z

resolucdo entdo existe uma base ortonormal wavelet {u/j,k; j ke Z} de L*(R) onde

i (%) = 2% Y29x - k), tal que,
ijdf = ijf + Pojf,

ou ijdf = ijf+ Z <f, Wj,k>W],k (411)
keZ

E, além disto, uma possibilidade para a wavelet y é
WE) = e H,(% + ) o(%).
ou calculando a transformada de Fourier inversa,

wx) = 2 (=D*Tho,, V2 6(2x + k),

keZ

Y= Z ("l)k—lh-k-l by x (4.12)

keZ

Note que y ndo € determinada unicamente pela analise multiresolugio e exi-

gimos (4.11): se w satisfaz (4.11), entdio qualquer v* do tipo

A A

v (&) = &) wle),
com p 2m-periédica e |p(&)|= 1, em quase toda parte, também satisfaz (4.11), ( veja
lema demonstrado no apéndice 2 ). Podemos escolher p(&) = poei""J com meZ e
}pol =1. Nos usaremos esta liberdade para definir, em vez de (4.12),

Y= ng¢l,k com gk=(‘l)kh-k+1-
keZ

Apesar de podermos obter uma base ortonormal wavelet de L?(R) a partir da

aproximagdo multiresolugdo, veremos agora que ¢ possivel construir uma fungdo
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g .
“patologica”, tal que y;, (x) = 2% u{ZJx - k) seja uma base ortonormal para L?(R)
que ndo € derivavel de uma aproximagdo multiresolugdo. Isto € o que mostra um
exemplo que veremos a seguir, antes ,porém, precisamos de uma nova defini¢do e uma

proposigao.

Defini¢io. Uma familia de fungdes ((p j) | €m um espago de Hilbert # ¢é chamada

je

uma frame se existem A > 0, B < tal que, para toda fungdo fem %,
2
AlfP < X[ o) < BIfI.
el

Chamamos A e B de frame bound .

Se as duas frame bound sdo iguais, isto e, A = B, chamaremos a frame de frame
tight .

Para a frame tight temos, para toda fungéo fem %,

2, o) = alfl.

4.2 Proposicio. Se ((p j) ¢ um frame tight, com bound A =1, e se ” 0} J“ =1 para

jel
todo je J, entdo @; constitui uma base ortonormal.
Dem.. Primeiro provaremos a ortonormalidade da familia ((p j)jeJ’ Temos, para qual-
quer jeJ,
2 4 2
“ ‘PJ‘HZ = ZK ®j> ‘Pr>| = N ‘Pi” + ZK ®;> ‘Pi'>| ’
jel %)
jel

ja que N (pj” = 1, temos <<pj, (pj.> = 0 paratodo j'# j.
Agora seja f € % supomos que <f , O j> = 0 para todo j € J usando nova-

mente o fato de ((p j) | ser frame tight segue que f=0 eque ¢; geratodo #. O

je



Veremos agora o exemplo comentado anteriormente.

1 se ¥ <loj<noudn <o <22,

N
Defina ®) =
ein W) {0 para outros valores de .

Temos entio, “ wi,k“; =|w "2 =1. De fato,

2 1 >
2

2
do

\,4\1((0)

32x

dco+r dco+j

[ 22 ]
27t|_ | 2x ., s  x dm—l='2—1;21t

2
=1 em quase toda parte. Ainda observe que suport

W2i0)

Além disso, Z

jeZ

v ﬂ {sup ort y+ (2k + 1)27:2‘:} tem medida zero paratodo £ 2 0, k € Z assim,

> \Ap(zfg) \,;/(2‘(§+ 2k + 1)) =0

=0
em quase toda parte.
Entdo usando o critério de Tchamitchian ( {4], p.73 ), concluimos que

W, constitui um frame tight com constante igual a 1. Logo, pela proposic@o 4.2, y;

e base ortonormal para L*(R).

Suponhamos (por absurdo), que w (cuja transformada de Fourier foi definida

acima) esteja associada com a aproximagdo multiresolugdo, entdo

\,;)(é) = eif{HG,(% + n)s(%) e 3(&) = HA%)&;(%) valeriam para a fungdo escala

correspondente ¢ .

Segue de (3.7) que
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que implica, para £ =0,

2

b = > g

2 o
j=1

Podemos checar a partir da defini¢do de y que esta Gltima igualdade implica

1 seO<|<4E,
ourn <l <8,

16m
oulr < H <5,
0  outros casos.

0(e)

Neste caso, para a fungdo H, 2n- periodica valeria 3(&) = H,(¥%) </b\( 14
(para esta ¢ ), entdo teriamos |H¢(§)| =1 para 0<[<4

A periodicidade de H, implicaria que [H,(¢)| = 1 também em 27 <&< 5.

A

Consequentemente, 'H¢(.§)|¢(§) =1 para 2n<|d<d8 sendo assim, ou

A
¢(2§)‘ =0, ou vale este intervalo.

Esta contradi¢do prova que esta base ortonormal wavelet ndo ¢ derivavel de uma

aproximac¢do multiresolugio.

Exemplos.

Vejamos 0 que nos di o teorema 4.1 para a aproxima¢ido multiresolugido de
Haar. Neste caso,

se 0<x<l,

o(x) = {01

outros valores.

Usaremos = Z g0y, ondeg, =(-0*h_,,,. Entio,
keZ



. L ] )
b =~/2—j o(x) $(2x -~ k) dx = {/ﬁ se k=0,

0  outros valores de k.

1
Consequentemente, = Z gxd1k = 8oP1o + 8101
k=0

=1§0,0~-1F¢,, ou

J 1se 0sx<4,
Uux)=1-1se +<x<1,
0 outros valores de x.

Esta é a base de Haar, ( veja apéndice 1).

O proximo exemplo é da familia de fungdes de Battle-Lemarié.

As wavelets Battle-Lemarié estdo associadas com a aproximag¢io multiresolugéo

consistindo do espaco de fungdes spline; em cada caso tomamos um B-spline com nos

no conjunto dos inteiros para a fungfo scaling original.

Se escolhermos ¢ como spiine constante por partes,

% {1 se 0<x<1,
olx) = 0 outros valores,

entio encontraremos a base de Haar vista acima.

O proximo exemplo € o spline linear por partes,

1-x| se 0<xl<1,
o(x) =

0 outros valores,
desenhado na figura 4.1a.  Esta fungdo ¢ satisfaz

8(x) = 70(2x+ 1)+ 6(2) + 7 6(2x - 1;
- ver Figura 4.1b.



(a)

®

=3
-
o

-1 0 1
FIG. 4.1 O spline ¢; satisfaz ¢(x) = 1o(2x+1) +¢(2x) + %‘¢(2X -1).

Sua transformada de Fourier é

A
2 oA

e, 21,k l¢» E+2kn) = Q. c e ™=21lcost =1(1+2c0s’ ).

keZ k=-1

A 2
Calculamos os coeficientes de Fourier de Z o(£ + 2kn)| como segue:
keZ
) I Z}Qé-{-%n “‘*dg——,fla e~k g
0 tez
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1 ¢ —_
- [ a0 P

Para esta fungdo ¢ estes coeficientes ndo sdo dificets de calcular, ( para uma

formula explicita ver [2] ).

Como ¢(x) = Z ¢, #(2x — k), onde Z |ckl2 <o, HE)=cos?¥ e

kez kez
R 2
0<cs Z o(¢+ 2kn)] < c'< oo, os subespagos V; constituem uma aproximagio
keZ
multiresolug@o.

Note que, para as translagdes, ¢ ndo € ortogonal entdo precisamos aplicar o tru-
que da ortogonalizagdo (2.8)

"4 1 sen |
+"9 - [£(1+2c0s? )] ( % )

4-\/3- sen’® %

52[1 +2cos® 4 %

( o grafico da fungdo ¢” esta desenhado na Figura 4.2a ).

Para termos ¢*, o procedimento ¢ calcular (numericamente) os coeficientes de
-4
Fourier de [1+2cos%] -,

[1 +2cos%]-%= Z c e X,

keZ

e escrever ¢%(x) = & Z ¢ 0(x - k).
keZ

A correspondente H: é

r1+2cosz%-"v2
l_l+2ooszé ’

H(8) = cos?(%)



(a) 1.5
¢
1.0
0.5
0 /\/
-O.E 1 1 1
5 0 5
(®) 2
v
1
0
-1
-5 0 5

FIG. 4.2. A funcdo scaling ¢ e a wavelet / obtidas do spline Battle-Lemarié.

€ y ¢ dada por

A

We) = &% H,(¥ + ) 6(%)

){—1+20052(%+%)-}% A
l_l+2cos2(§+n)_] ¢

(%)

ol

= &'/ cos?(£+

o [ 25774 a
=e'”* sen?(¥) [%J o*(%)

Vz’

o [ 1+2sen’ %, A
=\/§e sen (%)[ %)J 4)(5{)

(2 +cos? %)(l +2cos?
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Podemos ainda calcular os coeficientes de Fourier d, de
1/
/2

[(1+2sen2 %)(1+20052 5{)_1(1+20052 %)—I] , €escrever

Wx) = 243 2, (dys, - 2d, +dy_,) 6(2x = k).

keZ

Esta fungdo esta desenhada na Figura 4.2b.

Isso tudo que vimos sugere a seguinte estratégia para construgio de novas bases

ortonormais wavelets:

* Escolha ¢ talque (i) ¢ tenha decaimento razodvel,
(ii) (3.1) e as hipdteses do teorema 3.4 sejam
satisfeitas

(assim os V; constituem uma aproximag&o multiresolugdo);
* Se necessario, usar o “truque da ortogonalizagio™

N A 2 'yz A
*(9) =L§ k(&zkn) } 6(8);

* Finalmente, G)(é) = el H:(% + 71) ¢A~(%)

[ é ‘8(& + 2kn)

P

keZ

2

com H4(g) = H,(¢) 2%

N

o(28 + 2kn)
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Apéndice 1 - Base de Haar

Provaremos agora que a familia y_ ,(x) = 272 w(2™x — n) constitui uma base
ortonormal de L?(R) onde a fungo v ¢ definida abaixo,

j 1 se 0<xs<+,
Wx) =9-1 se T<x<1,
0 para outros valores de x.

(esta é a fungdo de Haar). Esta base ¢ chamada base de Haar.
Para provar que v, , constitui uma base ortonormal, precisamos estabelecer que:
1) g, sdoortogonais;

2) qualquer fungiio f de L2(R) pode ser aproximada por uma combinagdo linear finita
dos wp,, .

Estabelecemos (1). Como o suporte de v, € o intervalo {Z'mn , 27™(n+ l)],
segue que duas wavelets de Haar da mesma escala (mesmo valor de m) nunca se
“sobrepde™ assim < Wans Vmn ) =8, - ‘

Sobrepor suportes € possivel se duas wavelets tém diferentes tamanhos como na

figura 1.1 abaixo.

Vo...

Yoo

FIG. 1.1. Duas wavelets de Haar; o suporte da wavelet “estreita” esta completamente contida no
intervalo onde a wavelt “larga” € constante. ’
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Nido ¢ dificil, portanto, ver que s¢ m>m', o suporte de \,, repousa
totalmente dentro da regido onde v, ¢ constante (veja figura 1.1). Logo o produto
intemo de ., € W € proporcional a integral de y que é zero.

Com isto provamos que v/ , Sdo ortonormais.

Agora veremos como uma fungdio arbitraria f pode ser aproximada por uma
combinagdo linear de wavelets de Haar.
Qualquer fungdo f pertencente a L*(R) pode ser arbitrariamente aproximada

por uma fungdo com suporte compacto que seja constante por partes sobre os intervalos

[ZZ'j , (¢ +I)2'j] basta observar o tamanho do suporte € o valor de j. Podemos,
portanto nos restringir a tais fungdes: assumimos que f tem suporte [—-211 , 21‘], e e

parcialmente constante sobre [£27%, (£ + D27%) onde J, e J, podem ser

arbitrariamente grandes (veja figura 1.2).

27
o

2% 0 L. 2%

FIG. 1.2. Uma fungio f com suporte [—ZJ‘ R 211], parcialmente constante sobre
[k27%, (k + 1)27%).

Denotaremos o valor constante de f° =f sobre [E2'J°, (¢ + 1)2'J°) por ff.

Representamos agora f° como a soma de duas partes f° =f'+3', onde f' ¢ uma
aproximagdo para f° que ¢ parcialmente constante sobre intervalos duas vezes maior

do que o original, isto &€,

1 _ £l - = fl
f [k227% |, (k+1)227%0) © f [k2790%1  (ke1)2t0et) T constante:= f,.



Os valores f] sdo dados pela média de dois valores constantes correspondentes
para f 0

1
fl = 5( £ + 5. ) (veja figura 1.3).

A fungdo §' é parcialmente constante com o mesmo “stepwidth” de fC;
imediatemente temos:

£, = f} + 8),, ouainda, &) =f;, - f, Qque implica

1
851 = 5( fzoz - fzoeﬂ )

Por outro lado, fl,,, = f + 8,,;, ouainda, &3, = f5,,; — f; assim

1
8]21+1 = 5'( f20e+1 - fzot )

Logo 8, = = 83441

Segue que &' é uma combinagdio linear de fungdes de Haar dilatadas e

transladadas,

21]+!o-l
1 1 Jo-1
8= D, 8L, y2% 7 x - ).
(=_2!1¢Jo—l+1
Portanto podemos escrever f como
0 1
f=f =1+ Z Cio-1 Wig-1,¢»
£

onde f' ¢ domesmo tipode f°, mas com “stepwidth” duas vezes maior.

Podemos aplicar o mesmo truque para f ', assim

1 _ g2
f'=1"+ Z Cyo-2 Wip-2,¢5
¢

com f? ainda suportada sobre [-2’, 2’|, mas parcialmente constante sobre os

intervalos igualmente grandes [k2’J°+2 ,(k+ 1)2'“'°+2).
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27%

v

2 A o X

FIG. 1.3. Uma ampliagdo de uma “por¢io da f°. Sobre cada par de intervalos, f é substituida

pela média; a diferengaentre f e £ ¢ 8'.

Podemos continuar fazendo asim, até termos

=J
f = fJO+Jl + z Z Cm’! \um’[ .

m=J,-1 ¢

Aqui f'*"" consiste de duas partes constantes (veja figura 1.4), com

Jo+]
[_231, 0) = f‘;) '

flo*h o.21) = 2°™" igual a média de f sobre [0, 21), e fo*

média de f sobre {21, 0).



Jo+dy
f2)

Jot],
fo
_231 231
1 Joty
2f-l
1edotdy
L3
|
_2J1+1 2Jl+l
+
_2],"‘1 l'——"———————- 2]11"
| A  Een——

_%f:fo"'h“‘z—]]"]x*_l) '%‘f(.)]"”l\xz-']l—] X)

FIG. 14. A médiade f sobre [0, 2] e [-271, 0)].

Apesar de termos “preenchido” todo o suporte de f, podemos continuar com o truque

da média: nada nos impede de aumentar nosso horizonte de 2’ para 2"* ¢

escrevendo
I 4] I 41, +1 J 41,41
fh772 = £1772 + 9172 R
3, 43,41 _ 13t I 41,41 — Lphtl
Onde f 172 [0 21‘“) ='2_f0 N f 1772 [_2“,1 0) =9 f"l e ,

1 1
8% = £ Y27 x) - £ W27 x4 1) (veja figura 1.4),

Isto pode ser repetido, conduzindo para
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- =k
Jo+Jy+k
B D WD NN

m=Jo'1 14

-k o)
onde o suporte de (f“”‘“‘) = [—2J‘+k, 2J‘+k], g flothtk [0, 2%) = 27k oot
Jo+J,+k —k oJot]
f othit [_211+k’ 0) = 2 f-;’ l'
Segue imediatamente que
-Jy-k 2 )
Jot), +k
f- Z Z Cm,¢ Wm,¢ = "f o "2
m=Jy+1 ¢ 2

fJo+J, 2

Jo+J,
0 f-

1

2),

Portanto, f pode ser aproximada com precisdo arbitraria por uma combinagéo linear

finita de wavelets de Haar. O

=27k 2% (

que ¢ arbitrariamente pequeno sempre que tomarmos k grande.

Observe que no argumento visto acima usamos implicitamente a aproximagao

multiresolucdo.



Apéndice 2

Lema. Se f(x)=f(x~-kl e g(x)=glx-k), k € Z constituem bases

ortonormais do mesmo subespacgo E, de L%R), entfio existe uma fungdo 27 -periédica

a(g), com |a F,)l =1 talque g(é) afg) f(é

Dem.. Como f, ¢ base ortonormal para E e g € E, podemos escrever

g= Z o fy

com kezz o =l el =
Consequentemente, ;(i) = of¢) ?(é) com «off) = z o e ke

keZ

Sabemos que a ortonormalidade de f(--k) €& equivalente a

2

=1 em quase toda parte. Analogamente, Z g(e - 2nn)) =1

nez

ol

2
f(¢ - 2kn)
keZ

Disto segue que |a('c’)| = 1. O

74



(1]

[2]
[3]

[4]

(5]

[6]

[7]

[8]

(%]

[10]

[11]

[12]

[13]

75

Referéncias

BREZIS, H., Andlisis Funcional Teoria y Aplicaciones. Madrid: Alianza Editorial
S. A, 1984.

CHUL CK., An Introduction to Wavelets. New York: Academic Press, 1992.

COHEN, A., Analyse Multiresolutions et Filtres Miroirs en Quadrature. Preprint,
France: CEREMADE, Université Paris Dauphine.

DAUBECHIES, 1., Ten Lectures on Wavelets. Pennsylvania: Society for Industrial
and Applied Mathematics, 1992.

GROSSMANN, A. e MORLET, J., Decomposition of Hardy functions into square
integrable wavelets of constant shape. SIAM, J. Math. 15, p. 723-736, 1984.
IORIO JUNIOR, R. ¢ MAGALHAES IORIO, V., Equagdes Diferenciais Parciais: Uma

Introdugdo. Rio de Janeiro: IMPA, 1988.

LEMARIE, P. G., La propriété de suport minimal dans les analyses multirésolution.
Comptes Rendus de I’Acad. Sci. Paris, 312, p. 773-776.

MALLAT, S., Multiresolution Aproximations and Wavelet Ortonormal Bases of
L*(R). Trans. Amer. Math. Soc., 315, p. 69-87, September, 1989.

MALLAT, S., A4 Theory for Multiresolution Signal Decomposition: The Wavelet
Representation. TEEE Trans. on Pattern Analysis and Machine Intelligence,
vol.II, n?:7, July, 1989.

MEDEIROS, A. C. ¢ MELLO, E. A. de, A Integral de Lebesgue; Textos e Métodos
Matematicos 18, Rio de Janeiro: Instituto de Matematica, UFRJ, 1989.

MEYER, Y., Ondelettes et function splines. Séminaire EDP, Paris: Ecole Polytec.
December, 1986.

REED, S. e SIMON, B., Methods of Modern Mathematical Physics. vol. I: Functional
Analysis. New York: Academic Press, 1974.

RUDIN, W., Real & Complex Analysis. 2 ed. New York: McGraw - Hill, 1974.



	YJ O H,

	Agradecimentos

	Sumário

	Resumo

	Abstract

	Introdução

	Vj,k(x) = U^2Jx - k),

	Preliminares e Aproximação Multiresolução

	1.1	Preliminares

	( {«kí > {Pk} )t2(z) = Z«kPk



	Z j |fn(x)|2dx = í Z |fn(x)|2dx-

	= J 2 Mx)fdx- D

	1.2	Aproximação Multiresolução

	(2-S(2'x-k))k>z

	= ZI «kl2 -

	Base ortonormal da aproximação multiresolução

	Tt*) = íe«L6Z-

	= Z ake_,k“ g(©)-



	< _L í lHf(x)l y

	h,:= gi

	*(y)

	v0'= f/f(x)=In*(x-k), {Yk} e «2(z> ■

	Propriedades de uma função para obtermos uma aproximação multiresolução

	= J í 2 hke_ií^] <t>(y)e',f^ dy

	2 l4>(x - k)| <|>(y - k) < X 		;	-777—,	’ pois * é reguIar



	= Jím X (4»j,k.

	= Jim X í $j,k(y)f(y)dy *j,k(x)

	= X í ♦j.kíx) <l>j,k(y) f(y)dy

	<2j2


	2J 2 <K2Jx -k) 4>(2Jy ~k) f(y) í1 + 21x" y|)

	<2jX


	lAM * r ic .»a ■

	l -77

	= 4»(0) j *(£)&,




	0 0 I? = J M,(4) e^dÇ + J Me(^ + 2en) e^*2^;

	0 0 = J M<(^+2í7r)einíei2Í,tnd^ + J M,fé) e^dÇ

	M.w=nM(í)

	= M» nM#r)

	Base ortonormal wavelet


	pvj+1f = PVjf + S(f. M>j,k ) Vj.k •	(4-1)

	vJ+1=vJeoJ





	Vj = V, e © o„k.

	V] = v0©o0.

	^= f*e */2 Definindo Gf(E}:= —i=- ^ fke_ikí, Gem L2(0, 2n), obtemos

	0 = J f(x) <()(x - k) dx = •— J f(<ü) <j>(<jo) e*“ dco


	= í X °ke_ikí í<© ou f = X °kM<- - k),

	= |h#(x+*)| 2 $(&+nn) + Ihí(X)I 2 $(%+71 +2n7t)

	J |Gf(ç)|2dç =«52 |fk|2 = acn mi < oo.

	í |Gf(y)|2dy = Ttllfl2.

	J |Gffâ|2d4 = j W4>nH,(ç + i)|2d4

	J |M©)|2d© = J |xj(2©)|2 d© = |u(£)|2d^.

	= d® + ÍJ dcú + ÍLd(ú + J4J da>

	= I

	*(í)

	to = e1^2 n^ + %) <t>(K)


	8'= Z 8W2,"“x - t).

	Referências






