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Resumo

Neste trabalho, discutimos a expansdo de fungGes no espago de Hilbert H =12 (R)

através da familia { Wy, bmnez cOM

-m/2

Wma(X) =207 Way ™x—nby), mmneZ

ondeay>1,by>0ey e L? (R) € uma wavelet, ou seja, expansdes a partir de fungdes yp, , , ndo

necessariamente ortogonais, geradas por uma unica fungdo wy, através de operagbes de

translagdes e dilatagdes. Mostramos que se 0 conjunto { Wmn, tma e z gera uma frame, entéo,

paratodo f em 12 (R), existe uma expansédo da forma

f= Z <f, Wm,n>‘:’m,n’ f= Z <f’ \Nvm,n >Wm,n

muneZ mneZ

com . =(T*T)_1wm’n, onde T ¢ um operador de K em Kz(Zz) dado por

Tf = ((f WYmn >)m . Sdo determinadas condigdes sobre a fungio y e sobre as constantes a, ¢ b,

tais que { Wmn }mnecz constitui uma frame de wavelets em L2 (R).
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Abstract

In this work, we discuss expansions of functions in the Hilbert space H=12 (R) in terms of

the family { Wyun Jmne z With
WY p(X) = a, ™2 yag ™x—nby), mneZ

withay>1,bg> 0 and y € L2 (R) is a wavelet, in other words, expansions from on functions
Wmn , are not necessarily orthogonal, generated from on function w,by translations and
dilations. We show that if the set { W, Jmne z constitute a frame, then, for all fin 12 R),
there is a expansion of the way.

f= Z <f9 Wm,n >\~Vm,n > f = Z <f’ \I,m,n > Wm,n

mneZ mneZ
with y_ = (T*T)_lwm,n, where T is the operator from J to {%(Z?) defined by
Tf = ((f, wmn>) . There are determined conditions about a function y and the constants a,
’ mn

and b, such that { y,,, }mae z constitute a frame of wavelets in 12 (R).
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Introducao

Recentemente, familias de fungdes y,

Vap(® =l yE=D), abeR, az0 (1)

geradas a partir de uma tnica fungéo , através de operagGes de translagdo e dilatagdo, tém se
tornado bastante til em muitos campos da Matematica pura e aplicada. Seguindo Grossmann e
Morlet ([8]), chamamos tais familias de “wavelets”. Na literatura, muitas vezes, encontramos a
denominagdo wavelet para a fungdo v ([2] e [5]). Técnicas baseadas no uso de translagdes e
dilatagbes certamente n3o sdo novas. Podem ser encontradas no trabalho de A.Calderdon, em
Mecinica Estatistica ¢ Teoria Quéntica, no estudo de operadores integrais singulares ([3]).
Independente dessas disciplinas, a introdugdo de familias especiais de wavelets tem levado a
novos ¢ interessantes resultados. Além disso, wavelets sdo usadas em muitas outras aplicagdes,
como por exemplo, na analise e reconstrugdo de sinais ([6]).

Dependendo do tipo de aplicagdo, diferentes familias de wavelets podem ser escolhidas.

Podemos tomar w,, com pardmetros a e b variando continuamente em R* x R
(onde R*=R\{0}). A partir da familia {y,;}, podemos definir uma aplicagéo
W:L2(R) » L?(R*x R, a? da db)

chamada Transformada Wavelet, da seguinte forma

@0 ———
(WE)@,b) = (£,v,) =|ar“2J ) w5 R)dx @
—00
Se s satisfaz a condigdo de admissibilidade:
[o.0] A 2
~————|W(’§)I d& < (3)

—0



AN

onde \J ¢ a transformada de Fourier de y, entdo W € uma isometria (a menos de uma constante).

Em outras aplica¢Ges, podemos restringir os valores de a e b, a valores discretos. Neste
caso, fixamos uma dilatagio a; > 1 e uma translagéo by > 0 e consideramos a seguinte familia de

wavelets:

Wma(0) =372 y(ap ™x - 1by), mneZ )
Isto correspbnde a escolha de a = a," e b =nb,a,”, m,n €Z em (1). A “Transformada Wavelet
Discreta” esta associada com as wavelets wy,, ¢ leva L2 (R) em seqiiéncias indexadas em 72

=7xZ:

Wt =((£,9mn)) ] feL?(R). )

O principal objetivo desta dissertagcdo ¢ discutir a expansdo de fungdes em L? (R), em

relagdo a familia de wavelets { Wy, }mn e z(€m geral, ndo ortogonal), com vy, , definida em (4).

Isto sera feito seguindo as linhas das referéncias [4] e [5].

Esta dissertagdo, dividida em 3 capitulos, esta organizada da seguinte forma:

. . p
No capitulo 1, enunciamos alguns conceitos e resultados sobre espagos L. , transformada de

Fourier em L? (R), e transformagdes lineares que serdo utilizados no decorrer deste texto e que

possibilitam uma melhor compreensdo deste trabalho. A maior parte desses resultados se

encontram nas referéncias [1], [10] e [13].

No capitulo 2, apresentamos resultados sobre o estudo das frames em espagos de Hilbert H

em geral, onde discutimos varios aspectos da expansdo ndo ortogonal. O problema é representar

qualquer f € A por uma soma do tipo
f= Z<f .0 j><o j
j
onde os ¢; € % Vj. Esta representagdo € obviamente verdadeira se os ¢; formam uma base

ortonormal em J/{. No entanto, também pode valer em situagdes onde os @; ndo sdo mutuamente

ortogonais, mas constituem uma frame em A Mostramos, que se o conjunto { @; }jc; em %,



( J enumerdavel), constitui uma frame, isto €, se existem constantes A>0 e B< « tais que

AlfP < Xfeoy) <Biae,  rel ©

jed

entdo, existe uma expansio para qualquer f € % da forma

jel jel
com

(Bj = (T*T)_l(pj, onde T ¢ o operador de J{ em [2(J), definido por Tf =(<f,(pj>). , jel.
j

Para algumas frames especiais (frames tight), obtemos uma expansio mais simplificada

f=A_IZ<f,(pj>(pj’ fe %, (8)
J

expansio esta muito semelhante a ortonormal, s6 que, em geral, as ¢; , jeJ, formam um conjunto

ndo ortogonal.

No capitulo 3, partimos de uma fungio y e L2 (R) satisfazendo a condi¢do de
admissibilidade (3) e determinamos condic¢des sobre a fungdo e sobre as constantes a, € by tais
que o conjunto { Wy fmnez COM

Wi n(X)= ap ™2 W(ay ™x—nby), mneZ
onde a, > 1 e by # 0, constitua uma frame em L2 (R). Também construimos exemplos explicitos

de frames (frames tight). Inicialmente trabalhamos com fungdes W, cuja transformada de

Fourier, y, tem suporte compacto ¢ depois determinamos condiges mais gerais sobre y que

leva & uma frame de wavelets. Os resultados obtidos nos capitulos 2 ¢ 3 se baseiam

principalmente nas referéncias [4], [5] e [6].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais que possibilitam
a compreensdo deste trabalho. As demonstragdes foram omitidas, porém, indicamos apos cada

resultado a referéncia onde podem ser encontradas. A maior parte dos resultados sobre espacos

LP , transformada de Fourier e transformagdes lineares se encontram, respectivamente, nas
referéncias [10], [13] e [1].

1.1 Os Espacos LP

Defini¢do. Seja p um numero real, tal que 1 < p < . Representamos por LP (a, b), a classe de
todas as fungdes f: (a, b) — C, mensuraveis tais que

b

If(x)P dx <oo,

onde 1 <p<w.

Observacdo. Se em lugar do intervalo aberto (a, b), tivermos um conjunto mensuravel X, de
medida ndo nula (podendo ser um conjunto ndo limitado), a defini¢do de espagos LP (X) ¢ feita

de maneira inteiramente analoga a que fazemos no caso LP (a, b). Assim, quando nio houver

necessidade de se fazer referéncias ao conjunto X, onde as fungbes estdo definidas,

escreveremos simplesmente LP em lugar de LP (X).



Identifiquemos fungdes f, g € LP (X) tais que J-]f (x)—g(x)lp dx= 0 (f=g em quase toda
X
parte).

Em LP (X) podemos definir uma norma, associando a cada f € LP (X), o niimero real,

l/p
llﬂlﬁ{ilf(X)lde} , 1<p<w

A norma acima ¢ chamada de LP - norma.

Definicio. Se p e q sdo numeros reais positivos tal que p + q = p q ou, equivalentemente
1,1_
P q

entdo p e q sdo chamados expoentes conjugados. Um caso importante ocorre quando p = q = 2.

1

2

1.1.1 Proposi¢ao. (Desigualdade de Holder). Se p e q séo expoentes conjugados, 1 <p<oese

felPege L entdo fg e L e tem-se a desigualdade
Ifglly < [[fll, llgllg (1.11)

Demonstragdo: (Ver por exemplo [10] )

Sendo LP um espago vetorial normado podemos introduzir em LP uma métrica, definindo a
distancia entre duas fungdes fe g de LP por | f - g ||, Com isso LP torna-se um espago métrico e,

deste modo, tem sentido falar em convergéncia de uma seqiéncia (f ) de fungdes de LP .

Explicitamente, uma seqiiéncia (fi) de fungdes de LP converge para uma fungéo feLP se

lim||f, —f]|,=0
kl—l;noo“ k ”p

Este tipo de convergéncia é conhecido como convergéncia na LP -norma ou convergéncia

forteem LP .



Se (fi ) é uma seqiiéncia de fungdes em LP (X) que converge fortemente para uma fungio
f e LP(X), onde 1 < p < 0, entdo (f; ) satisfaz as seguintes condigdes:
i) Para toda fungéio g € LY (X) tem-se

lim J; fl (x) g(x) dx = J-f(x)@dx
X

k—o0

ii) klggoufkup = [|fll,

Defini¢do: Dizemos que a seqiiéncia (fi ) converge fracamente para f € LP se (fi ) satisfaz a

condigéo (1) acima.

1.1.2 Teorema. (Riesz-Fischer) Se (fi) é uma seqiiéncia de Cauchy em LP | entdo fi é

convergente em LP

Demonstragio: (Ver por exemplo [10] )

Um espago métrico ¢ dito completo quando toda seqiiéncia de Cauchy nesse espago for

convergente. Um espago vetorial normado que é completo relativamente a métrica induzida pela

norma, chama-se espago de Banach. Portanto, o teorema 1.1.2 nos diz que LP é um espago de

Banach.

Num espago vetorial V, com produto interno, pode-se definir uma norma mediante a férmula
1/2
If1j={£.£) (1.1.2)
Um espago vetorial normado V, denomina-se espaco de Hilbert se V é um espago de Banach e

esta definido em V um produto interno tal que a norma de V ¢é obtida mediante a formula (1.1.2).

Uma desigualdade candnica num espago de Hilbert Héa desigualdade de Cauchy-Schwarz,

G I<lflligl, feel.

Uma conseqii€éncia disto € que

f]l = sup t(fg)l = sup Kf,g)' f,g € H
glglsl lel=1



Dizemos que H & um espago separavel se ele contém um subconjunto denso € numeravel. No

que segue, estamos considerando H como sendo um espaco separavel.

Observac¢io. Os espacos L? (R) s@o espagos de Hilbert, pois em L? (R) podemos definir um

produto interno por

(f.g)= rf(x)@ dx

—Q0

Portanto em L? (R) pode ser usada toda a teoria concernente aos espagos de Hilbert.

Em L? (R) a desigualdade de Holder (1.1.1) € conhecida como desigualdade de Schwarz ¢ ¢

dada por

Ifely < IIfla lgh, f.gel’(®) (1.1.3)

O espago de todas as seqiiéncias de quadrado somavel indexadas em Z, {2 (Z), também € um

espago de Hilbert. Neste caso, para ¢ =( ¢y )peyz € d=(dy)pez € 62(2),

(.d) = 2end

Num espago de Hilbert % um conjunto de vetores {Q; };c;, (J enumeravel ou finito) ¢ dito

um conjunto ortonormal se
1 se =k
<<Pj,<Pk>=5jk= , (1.1.4)
0 se jzk
Dizemos que {@ ; }jc; € um conjunto ortonormal completo (base ortonormal) se a condigfo
(1.1.4) é satisfeita e se
fei)=0, Vel = f=0 (1.1.5)



Se {@; }jcs € um conjunto ortonormal completo em %, entdo para qualquer f € %, temos

f= Z;(f,(pj>q>j, (1.1.6)
je
,2

e 1£12= Z|(E.05) (1.17)
je

A série (1.1.6) e o coeficiente ( f, @; ) sdo chamados, respectivamente, séric de Fourier e

coeficiente de Fourier de f. A equagdo (1.1.7) € chamada identidade de Parseval.

nx

O conjunto {32— ,ne Z} constitui um conjunto ortonormal completo em L2 (0, 27). Neste
T

caso, a equagdo (1.1.7) torna-se
i1 T 2
f |f(x)§2 dx = % Z f e i f(x)dx| , fe L0, 2 7).
n

Dizemos que {¢;} € {¢;} de elementos de um espago de Hilbert % formam um conjunto

biortogonal normalizado, se

@, =0 j=k e (¢, 0p=1

Este conjunto biortogonal € dito completo se cada um dos conjuntos {¢;} ¢ {¢;} ¢ completo em

. Entdo, para qualquer f em % temos a expansdo biortogonal

f=il<f"f>j ;. f=i<f’¢i>‘pi
< |

=l

valido quando a série no segundo membro converge.

1.1.3 Teorema. (Teorema da Convergéncia Dominada) Suponhamos que (f, ) é uma seqii€ncia
de fungdes complexas mensuraveis em X tal que
f(x)= lim f,(x)
n—o
existe para todo x € X. Se existe uma fungio g € L! (X) tal que

(0l < g(x),
entdo f e L! X),



e lim j f,(x)dx = J‘f(x)dx
n-—wo X X

Demonstragdo: (Ver por exemplo [13] )
1.1.4 Teorema. Seja (f, ) uma seqiiéncia de fungdes complexas mensuraveis definidas em X tal
que

o0

If,(x)|dx <0,
n=] X

Entd3o a série  f(x) = an (x) converge para quase todox € X,fe L' (X)e

n=]

J f(x)dx=i jfn(x)dx
X n=l  #x

Demonstracdo: (Ver por exemplo [13] )

1.2 A Transformada de Fourier

N

Definicdo. Sejaf e L! (R). A transformada de Fourier f ¢ definida por

f6) = ‘/%; _re‘i@"f(x)dx 12.1)

—00
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A

1.2.1 Teorema. Seja f e L' (IR). Entdo a transformada de Fourier { satisfaz:

N

(i) f é uniformemente continua em R
(ii) |£(8)) ——0 quando |&— oo.

Demonstracido:(Ver por exemplo [11] )

Defini¢do. Sejam f,g L! (R). A convolugéo de fe g, f * g, definida em quase toda parte ¢ dada

por

(f*g)(x) = rf(x—y)g(y)dy

—00

Note que f * g e LI (R), ja que

If*glh < _rdy}g(}’)l ‘rlf(x-}')!dx < [iflh llelh

—00 )

1.2.2 Teorema. Sejam f, g e L! (R). Entdo
(f*8)" (® =27 £(©).g®

Demonstragdo: (Ver por exemplo [13])

Seja

2
8a(X) = e %“ o) 0 (1.2.2)

2vJna

a familia das fungées gaussianas.

Temos o seguinte resultado.
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1.2.3 Teorema. Sejaf e L' (R). Entdo

Lim (f *g,)(x) = f(x)

a—Q

em todos os pontos onde f ¢ continua.

Demonstragdo: (Ver por exemplo [2] )
1.2.4 Teorema da Inversdo. Sefe L' (R) ¢ fe LI(R) e se

g(x)=ﬁ _rei’“g fOdE xeR (12.3)

entdo ge C,— espago das fungdes continuas — f{(x) = g(x) em quase toda parte.

Demonstracdo: (Ver por exemplo [13] )

Como L? (R) ndo ¢ um subconjunto de L! (R) , a defini¢do de transformada de Fourier

dada pela férmula (1.2.1) no ¢ diretamente aplicdvel a toda f € L2 (IR) . A defini¢o aplica-se,

porém,se feL'(R)AL2(R) eentio f e L? (R).

O seguinte resultado estende a nogio de transformada de Fourier para fungdes em L2 (R).

1.2.5 Teorema. Seja f € L' (R) A L?(R). Entdo f e L? (R) e

Il = [Iflk (1.2.4)

Demonstragdo: (Ver por exemplo [11])

Como L! (R) nL?(R) ¢ denso em L? (IR) a isometria de L! (R) A L2 (R) em L? (R) dada
em (1.2.4) extende a uma isometria de L? (R) em L? (R) ¢ esta extensdo define a transformada

de Fourier (as vezes chamada de transformada de Plancherel) para toda f € L? (R).
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1.2.6 Teorema. Para cada f € L? (R), podemos associar uma fungdo f € L? (R) tal que as

seguintes propriedades valem:

(1) Sefe L'(R) N L2 (R), entdo f ¢ a transformada de Fourier de f.

(i) Paratoda f € L2(R), |l = |Ifll; (Identidade de Parseval)

A

(iii) A aplicagdo f — f ¢ um isomorfismo do espago de Hilbert L2 (R) em L% (R).

N

(iv) As seguintes relagdes simétricas existem entre fe f: Se

oA(&)=—\é——n J‘Ae‘iﬁ" fx)dx e wA(x)=7%—; J.Aei"*’ £(E)de,
¥ A —A

entdo
A

los —fll,——0 e ||y, —fl—>0 quando A —> oo.

Demonstragdo: (Ver por exemplo [13])

Observagio: Como L! (R) » L? (R) ¢ denso em L? (R), as propriedades (i) e (i1) determinam a

N

aplicagdo £ — f unicamente. A propriedade (iv) pode ser chamada de Teorema da Invers3o.

1.2.7 Teorema. Sejam f,g € L? (R). Entdo

() (f.g)= &, ;>; (Férmula de Parseval)
(i1) rf(x)g(x)dx = rg(x)g(x)dx

Demonstragdo: (Ver por exemplo [11])
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1.2.8 Teorema. Sejaf L2 (R). Se f(x)=f(—x), entdo

— ()
(i) () =Lf_J(§);

Gi) {Q-J(a) (@

Demonstragdo: (Ver por exemplo [2] )

1.2.9 Teorema. Se f € L'(R) ¢ f e LY(R), entdio

£(x) = ﬁ ‘rei@x £(E)dE

em quase toda a parte.

Demonstragdo: (Ver por exemplo [13] )

1.3 Transformacdes Lineares.

Defini¢do: Sejam X e Y espagos lineares normados ¢ A: X—Y uma transformacio linear.

Dizemos que A ¢ uma transformacéo linear limitada se existe uma constante positiva K tal que
lAx| < K||x| , VxeX

Nao estamos distinguindo os simbolos entre a normaem X e em Y.

Definic¢do: Seja A: X—Y uma transformagéo linear limitada. Definimos a norma de A por

[|AX]|
“A“: sup HXH = Sup “AX“
xz0 [xl=1
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1.3.1 Teorema: Seja A: X—Y, onde X e Y s@o espagos lineares normados, A uma
transformagéo linear. Sdo equivalentes:

1) A é continua em xyeX

i1) A € continua em todo xeX

ii1) A € limitada.

Demonstragdo: (Ver por exemplo [1] )

1.3.2 Teorema. Seja A: X—Y uma transformagéo linear. A transformagédo linear inversa de

A, A’ existe e ¢ limitada na imagem de A, A(X) se ¢ somente se, existe algum K>0 tal que

Kix| £ JAx]] , VxeX

Demonstragio: (Ver por exemplo [1] )

1.3.3 Teorema. Sejam X um espago de Hilbert e A: X—X limitada tal que || A || < 1. Entéo (I -

A) ¢ inversivel e seu inverso € dado pela série de Neumann

I-A)" = YAk,
k=0

onde a convergéncia vale na norma de X. Além disso
ICT-AY' < (1-fAap

Definic¢do: Sejam X e Y espagos de Hilbert € A uma transformagéo linear limitada tal que
AX->Y
O adjunto de A,
AmY > X
¢ definido por

(AX,y)=(x,A*y), xeXeyeY.

Aqui, também, ndo estamos distinguindo o produto interno em X e em Y.
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O seguinte resultado garante a existéncia de A*.

1.3.4 Teorema. Sejam X e Y espagos de Hilbert € A: X—Y uma transformagfo linear limitada.
Entdo, o adjunto de A, A*, existe ¢ € uma transformacéo linear limitada, definido em todo Y.
Além disso | A* | = [|A ]

Demonstracgdo: ( Ver por exemplo [1])

1.3.5 Teorema. Sejam X e Y espacos de Hilbert ¢ A, B: X—>Y transformagdes lineares
limitadas. Entdo:

i)(A+B)* = A* + B*

i) (AB)* = B* A*

iii) [A*A | = A

Demonstracdo: (Ver por exemplo [1])

1.3.6 Teorema. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A: X—Y uma transformagfo linear limitada.
Suponhamos que A™ existe. Entdo
(AT =(A*)"

Demonstragdo: (Ver por exemplo [1] )

1.3.7. Teorema. Sejam X e Y espacos de Hilbert ¢ A: X—Y uma transformag3o linear limitada.
Ent3o:

i)Im (A)* = N(A*)

i))Im(A) = N (A*)*

iii) Im (A*)* = N (A)

iv)Im(A*®) = N (A)*

Demonstragdo: (Ver por exemplo [1])

Definic¢do. Sejam X um espago de Hilbert ¢ A: X—Y um operador linear limitado.

Entdo A ¢ dito auto-adjunto se A = A*,

Defini¢io. Seja X um espago de Hilbert. Um operador linear A em X é chamado positivo se

(Ax,x) 20 , VxeX
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Escrevemos A >0 se A € positivoe B< A se A -B 20, ouseja A - B é positivo. Aqui, também,

B ¢ um operador linear em X.

1.3.8 Teorema. Seja X um espago de Hilbert € A um operador linear limitado em X. Se A ¢

auto-adjunto, isto €, A = A*, entdo

Al = sup [(Ax,x)|
[xJ=1

Demonstragdo: (Ver por exemplo [1])

1.3.9. Teorema de Projecdo. Seja X um espago de Hilbert € M um subespago fechado de X.
Entdo, todo xeX, pode ser escrito de forma unica como x =z +w,ondeze M e w e M, isto
é, temos uma decomposigio em soma direta de X, X =M & M" .

Demonstragdo: (Ver por exemplo [1])

Definicdo. Seja X um espago de Hilbert e M um subespago fechado de X. Sejaz € X, z=x +y,
ondexeMeyeM . A aplicagdo P: X — Y, definida por
Pz=x

¢ chamada proje¢do ortogonal em M.

Defini¢do. Um operador linear A: X — X, onde X ¢ um espago de Hilbert é um operador
classe-traco se

Z )(Aek,ek)l <

k=1

para toda base ortonormal {e,} em X. Para tal operador classe-trago, a soma Z <Aek ,ek> ¢
k

independente da base ortonormal escolhida. Chamamos esta soma de traco de A,

trago A = Z(Aek ,ek>
k

Se A ¢ positivo, ¢ suficiente checar quando Z(Aek,ek> ¢ finito para somente uma base
k

ortonormal. Se for, entdo A ¢ classe-trago.
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Capitulo 2

Generalidades sobre Frames

2.1 Defini¢des e Propriedades

Frames foram introduzidas por Duffin e Schaeffer (1952), no contexto de séries de Fourier

. . i 2 o iAgx

ndo harmonica (isto €, expansdo de fungdes em L°([0,1]) em exponenciais complexas e ,
onde A, # 2mn, n €z); foram também revistas por Young (1980). Revisaremos aqui suas

definigdes e propriedades basicas.

Definicdo. Uma familia de fungbes {¢ j};e; (J enumeravel), no espago de Hilbert H ¢ uma
frame, se existem constantes A > 0 e B < o, tais que, para toda f € A "

AfI? < ZJ Ko < Bjf (2.1.1)
JE

As constantes A e B sdo chamadas de limites frame
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Se os dois limites frame sdo iguais, isto é, A = B, entdo, dizemos que a frame { j}jc; €

uma frame tight. Neste caso, para toda f € %, temos que

2 o = Allf)?

j€l

(2.1.2)

E claro que uma frame é um conjunto completo, j& que a relagio <f ,0 j»> =0, jel, implica por

2.1L.1)que| f||=0,logo f=0.

2.1.1 Teorema. Sejam f, g € K. se {0 ;}je; constitui uma frame tight em # com limite frame A,

entao

A8 = 2, (£,0,)0;.2)
jel

Além disso

f=A"D (£.0)) o
jel

para qualquer f € % pelo menos no sentido fraco.

Demonstrac¢édo: Sejam f, g el Pela identidade de polarizag8o, temos que

(e.e)=g [level - +ile+igl - ile-igf’]
Usando o fato que

2 o =AlfIP, v fel

jel

obtemos

<f,g>=%A“[ZJ (€80, -2 (g0 +
je je

12 [ +igo -1, [(f—ig.e;) ]

jel jel

= 5A T [0+ o) -2 (o) @y +
je je

(2.1.3)

(2.1.4)
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+H Y KE0;)+ig0; P12 [KE0;)—ig,0;)

jel jel
=-}IA_1[22; (£.0,)(0;,8)+2 2 @:0;)05.6)
je je
-2 ) (£,0;Xg.0)+i2 2 (€.0;%0;,f)
jel jel
% 2, (£,0;%0;,8)+1’ ZJ (&:9;)0;,0)]
jel je
[ 1
- %A“V. > (£.0; ><<pj,g>J

jel
=AY (£.0,)%0,8)
jel
Isto demonstra (2.1.3). Vejamos agora a igualdade (2.1.4).
Sejag e H. Consideremos o produto interno

(E-AT 2 (0005, &) = Ee)-AT D (£,0;)0;,8)

J=-n j=—n
Tomando o limite quando n—>o0, temos por (2.1.3) que o lado direito vai a zero e com isso,

obtemos

f-AT Y (£00;=0

jel

O que implica

f=A") (£,0;)9;

jel

com convergéncia no sentido fraco. u

Observe que a formula (2.1.4) ¢ muito semelhante com a expansio de f com relagdo a uma

base ortonormal em %, porém, € importante notar, que frames, mesmo frames tight, nfio sdo

necessariamente bases ortonormais. [lustramos isso através do seguinte exemplo.
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Exemplo. Sejam /=R2 e ¢,=(0,1), ¢=(~\3/2,-112) e d3=(3/2,-172).
Para qualquer v € %, v =(v,v,), temos

S N B
DU(vb; ) = vl + ES v =g+ v -5l

2 12
=%UV1‘2 + |V2|2]

_3y 2
=2

=1

Segue que {$1,92,03} € uma frame tight em R? , mas ndo ¢ uma base ortonormal, ja que os

vetores ¢1,0,,03 sdo linearmente dependentes.

ol

/ 03

Figura 2.1 Estes trés vetores em R? constituem uma frame tight.

v

$2

2.1.2 Proposicdo. Se {9 j}j; ¢ uma frame tight em % com limite frame A=1 ¢ se || |l =1,

V;el, entdo {¢;};; constitui uma base ortonormal em K.

Demonstra¢io: Vamos mostrar que {¢;} forma um conjunto ortonormal completo. Para

qualquerj € J, ¢j € . Como {¢;} € uma frame tight com A=1, temos por (2.1.2) que
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log? = X [fopon) =lioji*+X (o;oi)
kel k#j

Como ||o | 2=1, isto implica que

:

(9;,01» =0 paratodo k#j,
ou seja, {¢;} constitui um conjunto ortonormal.

Vamos mostrar agora, que {¢;}¢é completo.

Seja fel. Se (f.9;) =0, V;e], entdo usando novamente o fato que {¢ ;} ¢ frame tight com A=I,

obtemos

12 = % (e0;)f =0,

jel
logo || f|| = 0, o que implica f = 0. Portanto {¢ ;} ¢ um conjunto ortonormal completo, ou seja,

uma base ortonormal em % ]

Note que a férmula (2.1.4) fornece um modo trivial de expandir qualquer f em # usando

os coeficientes (f,¢ ;), se a frame {@ ;};cs é tight. Retornemos a frames em geral € veremos como

estudar este caso. Primeiro introduziremos o operador frame.

2.2. Operador Frame

Defini¢fio. Se {¢;};c;€ uma frame em %, definimos o operador frame TH {2 (), por

Tf =((£0));, fel, (22.1)

onde 62(1)={0=(cj)jej/ ”C”2=ZIle2 <oo},

jel

Temos, entdo, que a norma da imagem de T em { 2( 1) é dada por
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e = 1{(€.05), H=LZJ I(f,q)j)}z} . fed

Como estamos trabalhando com os ¢; sendo frame, vale a desigualdade (2.1.1) e com isso

podemos estimar o lado direito da igualdade acima por
/2

{JZJ Kf,cpj)lz} < B2 g

Logo, |[Tf || < BY?| £, ou seja T é um operador limitado. Além disso, a norma do operador T ¢

estimada por

I Tl| = supl|Tf}| < supBY?||f] = BY? 222)
[[fll=1 [fi=1

Usando o lado esquerdo da desigualdade (2.1.1), obtemos de forma andloga, a estimativa

AlfP < Tf)R , fek (2.2.3)

2.2.1 Proposicio: Seja TH - gz(J ), o operador frame. Entdo
Im(T) = {c el 2() / c=Tf, para algum f € A } € um subespago fechado de/ 2(1).

Demonstragdo. A demonstragio segue do seguinte lema.

2.2.2 Lema: Seja T: H— S, onde H ¢ um espago de Hilbert e S ¢ um espago vetorial normado,

tal que exite 0 <A <B <w, tal que V fe J{, A" |f| < || Tf| < B"?| f|. Entio Im(T) &

fechada em S.
Demonstrac¢ao. Para mostrar que Im(T) € um subespago fechado em S, vamos mostrar que toda

seqiiéncia de Cauchy na Im(T) converge para um elemento pertencente a Im(T). Seja ¢,
€ Im(T) uma seqtiéncia de Cauchy, isto €,
“ Co-Cm “ -0

quando m,n —>w0,
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Entdo, existe f eXl tal quec, =Tf, .Usandoofatoque |T|| < B V2 ¢ A f||2 < Tf|]2 e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos estimar

Iy~ fml® < ATHT(E, — £l
= A_IHT(fn - fm)” ”T(fn - fm)“

IA

ATUNTI Iy = Fll ITCE, = £

IA

A_IBI/2 an _fm” ”Tfn _Tfm”
= ATBY2 |If, — £l lleg —cpll

Isto implica que

N
an - me < AB ch - cm“
Tomando o limite quando m,n—o0, temos que o lado direito vai a zero, logo

| fa-fm |0,

ou seja, f. constitui uma seqii€ncia de Cauchy em K. Esta seqii€ncia necessariamente tem um

limite f em % e com isto Tf € Im(T). Como T ¢ continua (pois T ¢é limitada), temos
Tf = T(limf, ) = imTf, = limc,
n n n

Logo

limc,, € Im(T)
n

Isto demonstra o lema. |

Podemos definir o operador adjunto de T, T [2 (J)-> A , por

T*c= D, ¢, (2.2.4)
jel
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onde ¢c=(c;); € [2 ( J), pois, para qualquer f € %, temos que a igualdade de definigdo de

operador adjunto (T*c, f) =(c, Tf), € satisfeita ja que

(T*c,f)=(Q, ¢j0;.f)= 2, (c;0;.5)

jel jel
=2 ci(f,0;)

jel
=((c});.(£.0;));)
={(c, Tf)

onde c=(c;); € [ 2 ().

2.2.3 Proposi¢ao. Seja {9 ;}jc; uma frame em K. Se (J;, ) nen € qualquer seqii€ncia crescente de

subconjuntos finitos de J (isto ¢, J, < J, se n < m), que tende a J quando n—o0, ou seja

ul, =], entdo
n

IT*e— D cipil —> 0

Jeln
quando n—»0, onde ¢ el 2(I),c= (¢ );. Isto significa que a série em (2.2.4), também converge

na norma.

Demonstracéo: Para provar isto, mostraremos que a seqiiéncia

€n = zch)j

jelp
‘ . *®
¢ de Cauchy, convergente para um limite g € He queg=T c.

SemZnZno,entﬁo

| 2eio; - 0l = | 2.ci0;l

Jelm J€Jn jelm\n

= sup
Ifl=1

< ch(Pj,f>
i€lm\n
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% cifo.0)

= sup
If1=1 [ieJm\n
= sup Z cj<f,(pj>
il=1 |jeJm\n
( 1/2 VW2
$supL Z|cj12J L Z l<f,<Pj>|2J
fl=Njel mVy i€JmMn
\1/2 ( \1/2
< supL Zlc I J LZ <f (PJ>| J
Ifl=N\jeJm\In, jed
( \1/2
< supB™2 nfu.L ZlchJ
=1 jelNn,

- B Zchlz )2

jGJ\JnO

Tomando o limite quando n tende a oo, temos que o lado direito vai a zero, assim a sequéncia

(8 ) nen costitui uma seqiincia de Cauchy, convergente para g € K. Temos ainda que mostrar

que g = T ¢. Para qualquer e%, temos

(g.f)=(limg,,f)=Tlim(g,.f)
= 11m< ch(pj, >
Jeln
= 11m z <(pj, >
= ZCJ<f,([)J>

jel
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(c,Tf)
= <T*c,f)

Portanto g = T c. |

Como T:J — gz(J ), € um operador limitado, temos, pelo teorema 1.3.4, que o adjunto

T {2 (J)> H éum operador limitado e, além disso, |[T"|| = |IT|| . Podemos, ento, escrever

parac el 2(1), [T < Tl =T c|< B |c|, ou seja, T também & limitado por B

Usando os operadores T e T, obtemos, para qualquer f € %, que

e -
1S
= (Tf, Tf)
= (T*Tff)

Conseqiientemente, a condi¢do frame dada em (2.1.1), pode ser escrita por

Ald <T’T< BId (2.2.5)

onde 1d representa o operador identidade em Hea desigualdade entre os operadores Ald, T Te

BId, significaque T T - Ald e BId - T T sdo positivos, ou seja
T*T-Ald 20 e BId-T*T 20, ou
((T*T-Ald) f,f) > 0 e ((BId-T*T) f,f) > 0,0u
(T'TE,f) - AJQdff) 20 e BAdED-(TTED =20, ouseja

A < (T'TE ) < B(E D), fe X, (2.2.6)

Observe que o operador T T : H—H ¢ definido por

T*Tf=T*(Tf)=z<f,(pj>(pj, fel
jel
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2.2.4 Proposi¢do i) T'T é positivo e auto-adjunto

ii ) Para qualquer f € % Alf|l £ T*TfH.
Demonstracio: i ) Para f e%, temos

(T"T £, f) = (Tf, Tf ) = || Tf |12 > 0
logo T°T ¢ positivo. Temos ainda que
(T'T) =T(T) =TT,

logo T°T ¢é auto-adjunto.

ii ) Como || Tf|?2 0,f e % temos pela desiguldade de Cauchy-Schwarz que

ITEP=(TTEH < | TTE|| ]
Segue que
AP < | T'T )| £,

ou sgja

Alf] <yT'TE|, fel. n

Como T*T: }{ — X étal que Alf| <|TTf|, fe H, temos pelo teorema 1.3.2, que

T*T & inversivel. Além disso, (T*T)"' é um operador limitado por A" | ja que, para qualquer
fe %, podemos escrever ( para algum g € i )
f=(T*T)' g.
Assim
AT gl < [(T*T)(T*T)" gl = g,
ou s¢ja,

I(T*T)" g <A™ || g].

Assim, temos demonstrado o seguinte resultado.
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2.2.5 Teorema. O operador linear T'Tem J é inversivel, com inversa (T"T) *! limitada por Al

Observe que a inversa (T'T) L satisfaz a desiguldade

Blld < (T'T)'< A'lld (2.2.7)

De fato, multiplicando (2.2.5) por (T'T) obtemos
ATT! < 1d < BT'T) !,
logo
Blld < (TDH! < A'lld
Observe também, que (T"T) ! é um operador auto-adjunto, ja que
(T'D) =TT =[T(T)]"=TD".

Seja {Q j}je;y uma frame. Aplicando a ¢ ; ; jel, o operador (T‘T)'1 , obtemos uma nova

familia em %., a qual denotamos por {(I) j}

jed
onde
0;=(T*D)o;, jel (2.2.8)
Definimos, agora, o operador TH— {2 (J) por {‘ =T(T* T)‘1
Observe que
Tf=(fo);,  Vied, jel
. De fato,

Tf = (T(T* )7 6); = (T(T*T) 1) = (T*T) ' £,0,));
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= (£ (T*D) 7 *9; ) =(f,(T*T) o,

= (£0,));

2.2.6 Proposicio. Im(T) = Im("I").

Demonstracio: Seja ¢ € Im(T), ou seja, c = Tf, para algum f e H. Como T = T(T*T)“l,

temos que ¢ = T(T*T)1 f = T(T*T)!f) e Im(T). Portanto Im(i‘) cIm(T).
De modo andlogo, mostra-se que Im(T) c Im(’}); basta observar que T =T(T *T).
Dali, segue que

Im(T) = Im(T). -

2.2.7 Proposi¢io. O conjunto {(p j} constitui uma frame com limites frame Bl e A,

jel

isto €

B < ;Kf,:pj)\z < AR, fed
je

Demonstracéo: Para qualquer f € %, temos que

(£0,)=(E(T*T) 9= (T*T) £ 0)),
J

logo,

DE0 ) = DT D) 0P = T(T*T) 7 11}

jel jel
=(T(T*TY L, T(T*T)YL £y = ((T*T)L £, T*T(T*T) ! £)
=((T*Ty' £, f) (2.2.9)

Pela desigualdade (2.2.7), temos
B'ld <(T*1)" < A'ld

0 que implica, usando os mesmos argumentos que usamos para obter (2.2.6), que

B £) < (T L, £) < AN £).
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Usando (2.2.9) na expressdo anterior, obtemos

BIf|? < ZJKf,ch»Z < A7fI*, A>0, B<w
Je

ouseja {Q j} jey constitui uma frame em K. |

~

Observe que o operador T é o operador frame associado a frame {@ j} jeJ © que o operador

adjunto T*:gz(J) — > N ¢édefinido por

~* — .N. =(d-). 2
T d_ngdJ(pJ onde d=(dj); e >().
2.2.8 Proposicio. 1) ”I"*”I“ =(T* T)*1

i) T*T=1d=T*T

iii)”}T* =TT* ¢ o operador projecdo ortogonal em gz(J ) sobre Im(T)=Im(T).

Demonstracio: 1) Como T="T(T* T)‘l, temos

T*T = [T(T*T) *T(T*T) ™! = [(T*T)  *T*T(T*T) L = (T*T)™

i1) Temos
T*T = [T(T*T)  * T=[(T*T)" J*T*T = (T*T)"' T*T=1d
e T*T=T*T(T*T)"! =1d
1ii) Como Im(T) € um subespaco fechado de {2 (J), usando o teorema da Projegao, temos
[2(7)=Tm(T) ® (Im(T))*

Se ce Kz(J),entﬁo, c=Tf+b,paraalgumfe% ealgum b e (Im(T))*
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Segue que
TT*c = TT*(Tf+b) = TT*(Tf) + TT*b
“T(T*T)"'T*Tf + TT*b
=Tf + TT*b
Comob e (Im(T) *, (b, THH=0 Vfe %, o0 que implica que
(T*b, fy=0, Vel ,

logo T*b=0.

Isto implica que

TT*c=Tf+T0
=Tf

Logo TT* ¢ o operador projegdo ortogonal sobre a imagem de T.

De forma analoga, prova-se que T'T* ¢ a projegéo ortogonal sobre Im(T). ®

2.2.9 Teorema. Seja {@; }jc; uma frame em . Entio

£=2(60,00;, =200, fel. 2.2.10)

jel jel
Demonstragio. Seja f € K. Usando a proposi¢do 2.2.8 ii) e a definigdio de T* e "NF*, obtemos
£=Idf = T*Tf = T*(TH) = T*(((£,0,));)
= D (E0;)0;

jel

ou

f=1d f=T*Tf = %*((<f"pi>)jj
= 2(£.0;)0,.

jel
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Observacio: 1) Em particular, se a frame € tight (A = B), a expressdo (2.2.5) nos diz que T*T =

Ald, A >0, entdo ¢; = A‘l(pj e a féormula (2.2.10) torna-se

f=A"Y(fo); fel 2.2.11)
jel

férmula esta, ja obtida em (2.1.4).

2) O teorema 2.2.9 nos garante que

f= Z(f,(pj)q)j , fe YA
jel
Tomando c(f) = (¢;(f)); = (<f ,(; J>] R j€J, podemos escrever a fungdo f por
j

f= Z;cj(f)cpj (2.2.12)
Jje

3) A expressdo (2.2.10) € muito semelhante com a expansdo biortogonal, s6 que frames,
mesmo frames tight, ndo sdo necessariamente bases ortonormais, ja que, geralmente os @ ; ndo
sdo ortogonais € podem formar um conjunto “mais que completo”. Isto implica que, para uma

fungdo f em % existem diferentes “superposi¢des”, cuja soma ¢ f. A formula (2.2.10) nfo é a

Unica maneira de escrever f em fungdo dos ¢;.

Exemplo: Consideremos o exemplo dado anteriormente. Neste caso a transformagdo T ¢ dada
por

T:RZ—> R3
vV —> (v, 1), (v, 0 2), (v, ¢3) )

A matriz associada a T € dada por
fo 1 ]
_| Bl |
=| 2o |
N
Como a matriz do adjunto T* ¢ a transposta conjugada da matriz T, temos,
T*Tw 3 (1 0]
B ZLO IJ'

w

T

w
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Para qualquer v R2,

T*Tv= % Idv,
1,2 2.
Segue que (T*T) " v= gldv, ve R”;

logo

Assim, usando a expressdo (2.2.11), obtemos

v= % '31<v,¢j>¢j veR2
P

Porém, esta néo é a unica forma de escrever qualquer v e R? em fungio da frame {41, ¢», 03}
SeceR3entioc=a+b,ondea e Im(T) ¢ b e (Im(T)". Desta forma, a = Tv, para
algumv e RZeb=A(1,1,1),2 € R.

Comoovetor (1,1, 1) € (Im 'I“)l = N(’I“*), segue que

T*c=T*(Tv+ A1L1) = T*Tv+ AT*(LLD) = T* Ty =Tdv = v

Assim,

v=T¢c = T*(Tv+A(LLD) = i[(v,¢j>+l]$j
j=1

Como dN)j = %d)j , Segue que

Obtemos assim, duas férmulas de escrever qualquer vetor v € R2 R

v= %§<v,¢j>¢j (22.13)
ou "
3
v=—23-§[<v,¢j>+ ip; aer (2.2.14)

De alguma forma, a expresséo (2.2.13) parece “mais econémica”que (2.2.14) se A # 0. Esta
idéia intuitiva pode ser vista mais precisamente do seguinte modo:
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2

(vs) =3P

Mw

Ci »
1l
i

enquanto

2
v )+ A = SR+ 2 2P
2

M

s o
1
—

Em geral, a seqii€ncia (¢; (f))jc; =L @ i ») j> mdo ¢ a Unica seqiiéncia satisfazendo
(2.2.12), para uma dada f < A Porém, de todas as seqii€ncias (c;j)ies, satisfazendo (2.2.12),

asequéncia (cj(f))jcysfe % ¢ a que tem norma minima, como podemos ver pelo seguinte
resultado.

2.2.10 Proposic¢do. Seja f K. se ch(p j converge para f para algum c=(c;);c; € 82( I)e
lilsn

se nem todo ¢; € igual a (£, j>’ entiio

Ykl ) X ktopt.

jel jel
Demonstracéo. Seja ¢ gz(J),c=(cj)jeJ. Entio c=a+b,comaeImTe be (Im T)"

Em particular a L b, logo ||c|?=|la|*+|b]?.

SendoaeImT, a=Tg paraalgumg ¢ %,assimc=Tg+b.

Como Z Cip; converge para f, f=T*c.

lilsn

Temos que
f=T*c=T*(Tg+b)=T*Tg+T*b

Como T*"}zld e T*b=0, poisb L Im T, segue que f=g logo ¢c=Tf+b.

Segue que
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2 -~ - .
Zlcjl =|c|P=]| Tf”2+ b= Z l (f,(pj> 2+|b ||2 , 0 qual é estritamente maior que
ig jeJ

> |<f,(Pj>|2,amenosqueb=O. n
jeJ

2.3 Frames Quase-Tight
Dada {¢;} jc; € conhecendo Q; =(T"‘T)’1 ¢, aexpressdo (2.2.10):

f=2F000; . f=2.(£9)0,
jeJ jel
nos dizem como escrever f em fungio dos coeficientes (f, ¢ ;) ou (f, @ i ). Porém, precisamos

calcular @ j» 0 que envolve a inversdo do operador T*T. Gostariamos de evitar a inversdo do

operador T*T. Para isso consideremos o seguinte.

A+B
2

Somando — Id aexpressdo (2.2.5); Ald <T*T <BId, obtemos

(B-A) « A+B B-A
-5 < T*T-2571d < =5

Id

Esta desigualdade implica que

SESA p < (Terr-A2Br g) < BoA
2 2 2
ou seja
’<T*Tf—A—;—Ef,f> < BB . 23.1)
A+B : .
Sendo T*T- 2 Id um operador auto-adjunto, sua norma ¢ dada por
T*T- A;’Bld“= sup <T*Tf—£‘—;—B-f,f>
Ifl=1

Segue por (2.3.1) que
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A+B

T*T- =A |2 = BsA

Id” < supB
Ifl=1

e, portanto, T*T estd “proximo” de A;BId e, entdo, (T*T)" estaria “proximo” de A :2'_ B Id,
B-A

2

desde que seja pequeno.

Se os limites frame A e B estdo proximos, dizemos que a frame {@} j.; ¢ quase-tight. Como
veremos a seguir, se a frame {@;} j; ¢ quase-tight, obtemos uma boa aproximagéo para a fungéo
f em fungdo das ¢ ;.

Para qualquer f € % podemos escrever

2 2
~A+B + (d-z7g T*Df
ou seja,
A+B EXﬁ¢&%+Rf 23.2)

el

onde R ¢ o operador em % , dado por

2

R=ld-775

T*T. (2.3.3)

Vamos, agora, estimar a norma do operador R

Multiplicando a desigualdade (2.2.5) por — A i B © depois, somando o operador Id, obtemos
_(B-A) 2 .. _ B-A
BrA ——=Id < Id—A+BT T < B+AId
ou s¢ja
_(B-A) B-A
B+AIdSRsB+AId
Isto significa que
B-A
SCER P < meny < BTA g, fen
ou ainda
KRf,f) < B A (2.3.4)

Como o operador R ¢ auto-adjunto, segue, usando (2.3.4) que

A -B=4

IRl = supKRf, f)! < sup B A BrA

If=1 Ifl=1
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Seja r = -E—— 1. Segue que [R| < 5+7 < 1 Ser for muito pequeno, || R || esta préximo de

zero e entdo podemos cortar o termo Rf em (2.3.2) e obtemos para qualquer f € H, a formula

=2 No. 2.3.5
f=A+BZ<f"pJ>"’J 235)
jel
com erro na norma em J, de -——Ilf” ja que
,
I t-xtg Sfto, i Ikl < WU < 55

Observe que se A = B, a expressdo (2.3.5) ¢ aproximadamente igual a expressdo de f, em
fungio da frame tight { @ ; }, ‘
f=

lz<f,(0j>(Pj-

jelJ

Mesmo que r ndo seja pequeno, podemos escrever um algoritmo para a expanséo de f.
Usando a definicdo de R, dada em (2.3.3), obtemos
T*1=23B14-R).

Como || R <

2 T < 1, temos, pelo teorema 1.3.3 que Id - R ¢ inversivel e seu inverso é dado
pela série de Neumann

(Id-R)!= Y Rk
k=0
logo

(T*T)"! = A+B(Id R)!=

2 N k
>R
B k=0

Segue que

~

_ 2 %
0;=(T*D7'p; =555 2R
k=0

e f pode ser escrita como

(2.3.6)

St e, Do Ee)

J

Observe que considerando apenas o termo k =0 em (2.3.6), (p PR 3_ 5P ¢© dai obtemos
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f= Zj:<f’q)j>(AiB(pJ) rescp <f"pi>"’l

que € a expressdo (2.3.5).

~ ~

- Podemos obter uma aproximagéo para fem %, usando uma aproximagao ¢ j de ¢ i truncando
asérie (2.3.6) no  N-¢&simo termo, ou seja, considerando

N
N__2 kg, -
0, _A+Bk§0R 0; N=0,1.2.. (237

2.3.1 Teorema. Sejam {9 ;}jc; uma frame em He ) jN como em (2.3.7). Entio, para qualquer

fe %, temos

I £~ 2(£.0;)0,"l —>0 quando N —>e.
jeld
Demonstracao: Como
N

> RE =@d-RrR™) (1d-R)™!

k=0
segueque
N =(1d-RMY (=R o)) = Ad-RND(TH D) Mo))=(1d-R Mg,
dai,
;)J (pJN RN+1q,J (2.3.8)

Usando o teorema 2.2.9, a expressdo (2.3.7), a desigualdade de Cauchy- Schwarz ¢ o fato que

IR| < , obtemos para qualquer f € %

2+
I1-X(e0 o = sup (- Z{e.o;o, .

jel ' lgl=1 jel
= sup I<Z<f,(Pj>(Pj" Z<f=@§>(PjN,g>l
lgl=1 jel jel
=sp |2, (£0;)(p-0N,g)]
Ikl jel
=sup |2 (£0,)(RMg,g)]
lgl=1  jel
=sup [, (£,0) (0, RV *g)|
lsl=1  jel

= sup ‘<Z<f,(pj>(;j,RN+1g>
lef=1 [\ i
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=sup | <f,RN+1g> |

lgl=1
< sup f]| [[RNg
lgl=1
< RNy
+
< nRuN i)
N+1
< G
o qual torna-se arbitrariamente pequeno quando N—o, pois 5 i 7 < 1. Logo,
18- 2{5.05)0N x>0
jel
€ portanto a série
2.0
_]GJ< J>
converge para f, quando N—o, |

Em particular, @ jN pode ser calculado através de um algoritmo iterativo. De fato, usando
(2.3.7), obtemos

N N
2.R¥p; =¢;+ 2 R¥o,
k=0 k=1

N
=9;+ 2L RR* ) o
k=1

N-1
=(Pj+R(ZRk(Pj)
k=0
A+B
o+ ( : )R(le
Como
~ , &
> R¥o. N=0,1,2..
B3 !
podemos escrever
"o 2
?; =A+BY
e
_ ~ )

+RoN! N=123.. (2.3.9)
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O mesmo processo iterativo pode ser usado diretamente para f.
Para qualquer f € % temos, pelo teorema 2.3.1 que

I f- Z(f (pj> (pJNH —>0 quando N — w0
jel

Assim, tomando

fu = 2(Lo;) o N=0123.
jel

temos f =li1{1n N,

N
N__2 k _
Como ¢, —A+BI§)R 0;, N=012,.,

segue que
fy = A+B f‘PJ>(sz<PJJ
A+BZ sz<f (pj><pj, N=01.2,..
jel k=0
Temos

fo=% i B Z<f>‘f’j>“’j

e, para N = 1, 2, 3..., usamos a deﬁmgao de T*T, e as expressdes (2.3.3), (2.3.6), (2.3.7), e

(2.3.9), para obter
N
2 k
f = A+B1§)R JZJ (£.0;)0;

A+B2Rk (T*T)f

A+B(T*T)f+A B ZR““(T*T)f

N-1
(T*T)f + i = R(g)Rk (T*T)f)

A+B

A+B(T*T)f+RZRkZ <f (pj>
k=0 jelJ



Ou seja

) N-1 «
AT Df+RY (f.o;) LRY,
jel k=0
2 ~ N-
Z(T*DE+RY, (f0; )0
jel
2 _(T*T)f+Rf
A+B( ) +Rfy

2
A+B

(T*T)f +(1d - —2

%
A+B L Diva

- AiB g(f@j >“’J PN A—iﬁ Z;'<fN-1’("i>"’i

je

=fy 1+ A*?F—B—g[<f’(pj>“ <fN—1=(Pj> P;

25 2[(£.05)- (1.0 fo; N=1,2,3.
je

41
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Capitulo 3

Frames de Wavelets

Neste capitulo, estamos interessados, particularmente, no estudo das frames de wavelets em

L’ (R), ou seja, no estudo da familia de fungdes
Wy (X) =352 yW(a;™x - nb,), mmneZ
geradas a partir de uma wavelet , que gera uma frame em L . Isto ser4 feito seguindo a linha

das referéncias [4] e [5] .

Seguindo a linha de raciocinio de querer representar qualquer f pertencente ao espaco de

Hilbert J{ =1 (R), por uma soma do tipo

55 ) (FH TS ¥ (P

jeJ jel
onde 0; =(T"‘T)_1 ?; e T*Tf:Z <f,(pj> 9
je]

com T e T* definidos em (2.2.1) e (2.2.4), respectivamente, chegamos a pergunta de quais

familias {¢ ;}jc; formam uma frame (frame tight) em L (R). Ou seja, como devem ser as @ ;

para termos uma frame.

I. Daubechies, A. Grossmann e Y. Meyer em [4], descrevem duas classes de exemplos, onde
as ¢ ; sdo geradas a partir de uma tUnica fungdo ¢. Nestes dois casos estas familias discretas sdo
obtidas a partir de um subconjunto discreto de uma familia continua. A obten¢do desta familia

continua pode ser vista como uma consequéncia da teoria de representacdo de grupos (ver [4] e
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[7] ). Ndo entraremos em detalhes sobre esta teoria, apenas citaremos como tais familias foram
obtidas.

Em linhas gerais € considerado o seguinte:

1) U (. ) € uma representagdo unitaria irredutivel em # sobre um grupo localmente compacto G;

i1) d,(y) ¢ a medida esquerda invariante em G;

1ii) @ € um vetor admissivel em A para U, isto €, um vetor ndo nulo em H tal que

co=lol™ jl(co,U<y)<p)l‘°'du(y) < ® 3.1)

G

Se existe um vetor admissivel ¢ € % entdo a representagdo U(y) ¢ chamada quadrado

integravel e vale

f= é J. (£.U(y)0) U)o du(y) (32)

G

Para obter possiveis conjuntos {¢;};c; que geram uma frame em % escolhemos ¢ € %

admissivel e um conjunto discreto y; € G. Os vetores ¢; sdo entdo definidos como
¢ =U(yj o

Impondo-se restrigdes apropriadas a ¢ € a J, obtem-se frames (frames tight) {¢;}jc; em K.

Nos casos em que estamos interessados ¢ quando Héo espago L2 (R) e o grupo G é o grupo das

translag¢des ¢ dilatagdes ( grupo “ax + b”), R* x R (onde R* =R \ { 0 } ) com a operagdo no

grupo definida por
(a,b)(a’,b’)=(aa’,b+ab’).



dad

Neste grupo, a medida esquerda invariante ¢ dada por
a

A representagdo unitaria irredutivel deste grupo sobre L* (R)
U(a,b):L*(R) - L*(R)

v — Ua,b)y
a ser considerada é

[UGa, b) w]x) = ]al'l/zw(—)(;—b), a,beR,az0

Neste caso a condigdo de admissibilidade (3.1)

Cy = "W”_zrr)(w,U(a,b)w)lz d—:‘;—b < o

pode ser escrita da seguinte forma

) 2
¢y =2m r———i“’%)l de

Isto ser4 demonstrado na segdo 3.1

Partindo de (3.5) e tomando
yap(®) = [UGa, b)y] (%)

ou seja

Vep(0=1a™ y (222), aberaz0

mostraremos que a funcdo f € L (R), pode ser escrita como

f= El‘; ££<fa%,b> Wab %

2b (ver [9]).

44

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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que € a expressdo (3.2) para este caso particular. Podemos interpretar (3.8) como sendo uma

maneira de recuperar f a partir de ( f, y,p ) . A aplicaggo

f — {f, Wap)

sera chamada transformada de wavelet. Isto sera feito na se¢do 3.2.

Restringindo os valores de a e b em (3.7) a valores discretos, isto €, fazendo

a=ay' e b=nbyay, mneZ

com a,>1 e b, > 0, e considerando y e L? (R) satisfazendo a condi¢do (3.6), geramos a

seguinte familia de fungbes

2 Wag™x-nb,), mneZ (3.9)

—m/
Ymn (X) =d,4
Na se¢do 3.3 serdo estabelecidas condigdes sobre a fungdo v, e sobre as constantes a, € b, tais

que as Ym, formam uma frame em L* (R) e, com isso, podemos escrever a funcdo f como

£= 2{6.Vma) Vi o0 f=Z<f,§/m,n>wm,n fe’(R)

m,n mn

com y_ . como definido em (2.2.8).

Familias deste tipo foram primeiro construidas por Aslaksen e Klauder ([15]) onde eram
chamadas de estados coerentes associados ao grupo “ax + b”. Hoje, a fungfio admissivel y e as

Wmn como em (3.9) sdo chamadas de wavelet(s).
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3.1. Condi¢ao de Admissibilidade

Nesta sec¢do, partimos de uma funcdo y admissivel e definimos wavelet. A seguir, sdo

mostradas algumas propriedades da y que sdo conseqiiéncia da condigdo de admissibilidade.

Antes, porém, vamos mostrar que a condi¢do de admissibilidade (3.5) pode ser escrita como

) 2
cy= 2m r—l“’%)l de

—o0

3.1.1 Proposigio. Seja y e L? (R) uma wavelet. Entio

N N

v, p®=a Ja e yar), EeR, abeR, ax0. (3.1.1)

Demonstracdo. Usando (3.7) e a defini¢fo de transformada de Fourier, obtemos, para qualquer,

v e L*(R);

A 12 _
Va8 = ,j’Z_n re_lgx Y (Xab)dx

—0

L X
Fazendo a mudanga de variaveis x'= , obtemos

AN

- - 1 —iafx'
V@ =a la e ‘bg—\/—z—; _re B y(x')dx

Logo

Vop@=a Ja e yat), EeR. .



47

3.1.2. Proposig¢io. Seja y € L2 (R). Se Wap(X) = lal_y 2 \u(x—;ﬁh), a,beR,a#0,
2
entdo a condi¢do ¢, = Hwﬂ_z r er Wab >' _dad% < © pode ser escrita como
Y oo Yoo a

) 2
R T

—Q0

Demonstracio. Usando a identidade de Parseval e a proposigio 3.1.1, obtemos

oo [

—o0

2

(™ FASFAN 2 N N
= <\u,h> db = _r_rw(ﬁ)h(ﬁ)d db

2

= rfu@alar” e yand db
2
2 A A
o .r ;J;—n re“g"w@w(a@d db

Tomando G(§) = w(&) y(a&), temos que a integral

r () y(aD) dE = r e G(®) dt = 27 G(v).

=00 —00

Assim, usando a identidade de Parseval, obtemos.
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(0
er,wa,b)Izdb: a2 ] GO db

|a

(0

=2n - | |G de

=2m rlw(é)lzlw(aé)lz dg

Agora, integrando em relagfo a —d-& e usando novamente a identidade de Parseval, obtemos

[ 1
2
r ,r (Y _r 2 ) o e ac| 4

r e '“’(l 2L g da

—o0 .—(1)

1
r@‘zl rl\u( at) .
) ) I J

Fazendo a mudanga de variaveis, £ =a & obtemos

:
££Kw,wa,b)?2 i —ox | e £‘“’f§ )T d&'J‘ i
R [ 1

o flw(é)lz délt _r““@ i dng'

—a0

S8

Assim, usando a identidade de Parseval, obtemos
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) 2
.r _r (o) 9282 = 2 P _r‘—“%dg

Logo

) 2
oo | WO .

00

Defini¢io. Sejay e L2(R). Se y satisfaz a “condi¢do de admissibilidade™:

) 2
Cy=2m 'r]\u%)] dg <00 (3.1.2)

entdo y ¢ chamada wavelet basica ou simplesmente wavelet. Dizemos também, que v ¢é

admissivel se v satisfaz a condicdo (3.1.2).

3.1.3 Proposiciio. Seja y € L! (R) " L? (R). Se w satisfaz a condigdo

" 2 A
|

N

Demonstracio: Como y € L R)(y e L! (R) N L2 (R)), segue pelo teorema 1.2.1 que \ ¢

A

uniformemente continua. Supondo que y(0) # 0, vamos mostrar que a integral

) 2
[

ndo converge. De fato, suponhamos que |y(0)|=b # 0. Como Y ¢ continua no zero, existe

5> 0 tal que | & <8 implique
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wel = o

Mok b? fgg
J: R N

) dé
Como integral IEl ndo converge, segue que
8

" 2
’ Iw%)! &
() :

também nio converge. Logo y € LI (R) n L2 R)e r —=— df<o implicam y(0)=0.

Isto implica que

ld

Como y(0) = rw(x)dx, entd W(0)=0 implica que r\u(x)dx= 0. Esta € a razédo

pela qual a funcdo w ¢ chamada de wavelet. Tipicamente a fungfo y deve ter algumas

271:—%

)
oscilagdes. Um exemplo € dado pela fungdo “chapéu mexicano”, y(x)= N (1 - x2) e X/Z

2

A g2
cuja transformada de Fourier é w(&)zz—nJg—éz e { i
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v
4

VIV 5

1/
~/4 -x
Figura 3.1 A fungdo “chapéu mexicano” y(x) = 27:/§ (] - x2) e /2 e sua

x 74

]
-4 _
transformada de Fourier w(§)=27—;—§2 e )

A

A proposigdo 3.1.3 nos diz que se a fungio y € LI (IR) N L?(R) ¢ admissivel, entdo,
r\y(x)dx =0.

Seria dtimo que a reciproca fosse verdadeira, ja que, iriamos a procura de fungdes ndo nulas

cuja integral é nula em R. No entanto, para garantir a condigdo de admissibilidade teremos que

impor outra exigéncia sobre a y, que ¢, que y “domine” fungdes do tipo (1 +|x|)* o 21,

r(1+| X)) *y(x)ldx <.

-0

para que

O seguinte resultado fornece uma reciproca da proposigdo 3.1.3, porém com condigdes mais

fortes que integrabilidade sobre a fungdo .



52

3.1.4 Proposigio. Seja y € L' (R) n L?(R). Se w(0)=0 ¢

r(l+|x|)°‘]\u(x)]dx < o, paraalgum o> 1,

—o0

A

entdo W) < (Cf, C<m, £Ee R

) 2
N

Demonstracio: Seja y € L! (R) n L? (R). Como y(0) = 0, temos que

E) =1 w(E) — (O)|= —J;-—; _re'f@"w(xm— _rw(x>dx

_re“@‘ lw(x)| dx

Como |7 -1 = 2|sen—-—| IEx|, V £xeR eparaa=1,|x|<1+|x| <(1+]|x])%

V xeR, segue que

l\u(i)l J_ IXw(x)ldx < :/% (IHx)*w(x)ldx = Clg, jd que a integral

r( I+ x)*[[y(x)] dx converge.

Logo (W) < Clg, £e R.
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)
Temos ainda que mostrar que J@% dé< o

Podemos escrever

WP lﬁf(é)lz WEP
—2-de = —2—deg+ | Rr-dg
.[ E E S
Como y € LYR) e {\;(a)| < Clg, ¢e R, obtemos
" 2 A A
el < | wore < rl\v(é)lz &
=1 >1 =00
€
" 2
CLIY
i1 Y1
" 2
Portanto 'r%z)—di < ®© |

3.2 A Transformada Wavelet

Nesta se¢fo, definimos transformada wavelet € mostraremos alguns resultados que garantem

que qualquer f € L2 (R), pode ser escrita da forma
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el (e dadb
_C Wab Wab

Seja y e L? (R), v uma wavelet, isto ¢, y é quadrado integravel em R e satisfaz a

condigdo (3.1.2). Consideremos o conjunto de fungdes definida da seguinte maneira:

Wap (X) = a2 \u(x;—b) a,beR, a#0. (3.2.1)

Observacio: A fungdo y que gera a familia {\,,} ¢ chamada, muitas vezes, de wavelet mae

€ as Y, de wavelets.

_ -b Y
Note que ||y, p* = r Wap () dx = [a”" _rm(la—)lzm lwi* VYa,beR,a%0.

Definicio: Seja y e L? (R) uma wavelet. A transformada wavelet
W: L2 (R) -»L? (R*x R, a”? dadb)

¢ definida por

(Wf)(a,b) =la] 2 rf(x) u(x b)dx fe L?(R), onde a,b € R, a 0.

—0

Note que (Wf)(a, b) representa o produto interno de f com a familia {y, ,}, ou seja,

(Wh)(a,b) =, y.v), abe R,ax0eque

|(WH@,0) | < ] | waoll = [ fllfwl, fel’(R).

Temos o seguinte resultado, chamado “resolugdo da identidade™.



3.2.1 Teorema. S¢ja y € L? (R), uma wavelet. Entdo

_r 'r<Wf>(a, b) (We)a.b) d:;*b -

para todo f,g € L? (R).

Demonstracio. Sejam

F@) =1 wal) e

G =g w@), &eR

cy(f.g)

Usando (3.2.3), a proposicdo 3.1.1 e a identidade de Parseval, obtemo$

r(Wf )(a,b) (Wg)a,b) db

= r<f=\va’b> <gawa’b> db

=00

2 J A . A
=T—,r rf(a> e y(ak) de.

—o0 —QQ

_at | _re“’é%(&) Wad) <.

—a0

_re“’&' w(ag) g®) d&} db

]
_re‘i"@' 2(8) wag) da'L db

—Q0

( ]
= E{ﬂ j: Rl r " MJL d

55

(3.2.2)

(3.2.3)

b
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’ F(b).G(b) db

—o0

2 -
=22 _rF(E_.)-G(é) de

_ 27.a
|a

Assim, substituindo (3.2.3) na expressdo acima e integrando com relagdo a g%, obtemos

a
' J[ ' (Wf)a,b) (Wg)a,b) db} dg
a

=00 —00
2n

=Tal f _r £(&) g |Wag) d da
Usando o teorema de Fubini, a condigdo de admissibilidade e a identidade de Parseval, obtemos

rr(Wf)(a,b) (We)a,b) “‘%

—00 =00

Q0
—2m rf@ g(®) [Was)? da de

R0
. J £(%) o) _rmaa)rz daJl de

—00 —00

A A ) 12
- ﬁ f(® 8. 2r .r‘ﬂ’%ldal &

L[O el
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)
=cy | £(©) g d&
‘-—00
@0
=¢, | f(x) g(x) dx
Y0
=cy(f.8)
Isto demonstra o teorema. [ ]

Observe que, tomando g = f na equagdo (3.2.2), obtemos

[ Jiooteor 2 - o, [ e

Isto mostra que a aplicagdo f — Wf ¢é uma isometria (a menos de uma constante).

3.2.2 Coroldrio. Seja f € L'(R) n L? (R). Se y e L? (R) satisfaz a condi¢do de

admissibilidade, entdo

f=—- r f (WE)a,b) v, , 9200 (3.2.4)
A4 a

o0 Foo

em todos os pontos onde f € continua.
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Demonstracio: Seja g, a funcdo gaussiana definida no capitulo 1 em (1.2.2). Usando a fungéo

h, (t) =g, (t-x)como fungdo g no teorema 3.2.1, obtemos

rr(Wf)(a,b) (Wh_, )(a,b) ‘f%: cy{f.hy) (3.2.5)

Se a fungéo f € continua em X, o teorema 1.2.3 nos garante que

(£.he) = _rfm Ba (=) dt= (g5 * H)(X) ——=—>f(x)

—00

€

(WhoX@,5) = (e, ) = _rga(t ~30Wap (0 dt = (W, * 80 JX)— 5> V()

a—>0
—C0

Dai, tomando o limite quando o — 0" em (3.2.5), obtemos

.r.r(Wf)(a’b) Wap (X) d:§b=c\,, £(x),
f(x):é r _r (WE)@,b) () —d—j%

em todos os pontos x, onde f € continua. [ |

ou seja

Note que o resultado 3.2.2 nos fornece uma maneira de recuperar f a partir da transformada
wavelet (Wf)(a, b).

A seguir, vamos utilizar a transformada wavelet para mostrar um resultado que sera utilizado
na se¢do 3.3.3 para mostrar que se temos uma frame gerada por v, esta \y sera admissivel, isto &,

satisfaz a condicéo (3.1.2)
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3.2.3 Proposicdo Seja w e L2 (R) uma wavelet. Se c(a, b) ¢ uma fungio positiva e limitada,

entdo o operador

(CEX(x) = rr(Wf)(a b) Wap(x) c(a,b) dadb, fel?(R)

daczib , entdo C ¢é classe-

¢ positivo e limitado. Se além disso, c(a, b) ¢ integravel com relagio a

trago C = ||yi|? -r 'rc(a,b)%
=00 00 a

Demonstragio. Seja M > 0 tal que c(a, b) <M V a, belR, a # 0. Usando o fato que c(a, b) é

trago e

positiva e limitada e o teorema 3.2.1, obtemos para f € L2 (R),

(Cf, )= _r_rn(vvf)(a b)2 o(a,b) 4280 >

—00 —00

-—00 00

@ (oo 2
IcA? = ‘] (WE)a,b) wyp(x) cfa,b) 92 dx
of

o (R0 1

y 2 dadb !

[WEa,b) Jwa () lc(a,b)

—00 —ao0

dadb
<M? |y, ol r r |Wf(a,b)P %—

=M?|jy|*. C, || £ = K| fI?,
onde K=C,, M2 H\ul|2 < o0,

|
|
o'_d_o
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Portanto C ¢ um operador positivo e limitado. Temos ginda que mostrar que C ¢ classe-trago. Se

u;}:cz é uma base ortonormal em L? (R)), ento
i

Z<Cui’uj>= z rrKuj’Wa’b Y2 c(a,b) d:%
] ] Yo ¥

R (%
= D 1uj, w5 ) ola,b) 420
Yo ¥ j
o @
- w2 c(a,b) 9240
v ¥,
= i _r_r(a by d2db,
onde usamos que  2[¢u;, W p )2 = Iy bl
j
Como c(a, b) ¢ integravel com relagdo a a;ib segue que
Z<Cuj, uj) <0
ou seja, C € um operador classe-trago.
Além disso,
trago C= X (Cujoup)= [yl r r (a,0) 22
J —00 =00



61

3.3 Frames de Wavelets

Nesta se¢do, estamos interessados em determinar condigdes sobre a v, tais que as Yy, com

WUna(®)=20™? yay ™x-nb;), mneZ (3.3.1)

onde a,> 1 e by > 0, constituem uma frame em L? (R) . Em 3.3.1 consideraremos o caso em que

A

a transformada de Fourier de vy, v, tem suporte compacto € em 3.3.2 sfo apresentados alguns
exemplos de frames tight. Em 3.3.3 apresentamos condigdes mais gerais sobre \y. Inicialmente,
se as Yy o geradas pela fungdo y, formam uma frame de wavelet, € mostrado que a condigdo de

admissibilidade (3.1.2) € satisfeita. O problema recai na pergunta de que Yy, , formam uma

frame, ou seja, para quais Yy, €xistem constantes A >0 e B < oo tais que

AlfP < 3

>

’ < Blf]? fel?(R)

(vma)

Se partirmos da condi¢fo de admissibilidade sobre a wavelet , as ym, ndo necessariamente

constituem uma frame e condi¢des adicionais sobre a v, sdo exigidas. Geralmente as exigéncias

sdo sobre a transformada de Fourier de .

Observe que, para m grande e positivo, a fungdo y,, , € muito expandida e temos uma
~ m . . o , R
translag@o byay; " muito grande. Para m grande e negativo, a fungéo ., , ¢ muito concentrada e a

translagdo bya,™ é pequena.
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Y

v

= - - ~
\\\ K '\ //’ \
NS \\_// ‘|

§
]
|
|

Figura 3.2 Fungdo wavelet

2

_X°
w(x):—%(l—-xz)e 2 e Wma(X) com ay=2 e by=1

3.3.1 Proposi¢do. Sejay € L2 (R)) uma wavelet. Entdo

N

Wm,n(é) - aom/Ze—inboaomF’ \V(aom&), mne?Z

Demonstracio. Basta tomar a =a,™ e b = nb,a,™ | m,neZ, na proposigio (3.1.1) que obteremos

o resultado. [ |

Gostariamos, agora, de escrever qualquer fungdo f e L2 (R), usando as yy, ,, onde

-m/2

Wma(X)=28,""“ya, ™x—nb,), mneZ

comy € Lz(R), a,>1¢e b,>0.

Como vimos no capitulo 2, se 0 conjunto {W, n}maecz constitui uma frame em L2 (R)

>

entdo a fungdo f pode ser escrita como

f= z<f’ Wm,n >Wm,n ou f= Z(f,wm,n >Wm,n

m,n m,n
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onde . =(T*D) My, e  T*Tf=2¢Ey,  Wn

m,n
com T definido em (2.2.1).

Particularmente, se 0 conjunto {Wm n}mnez € uma frame tight, com limite frame A, temos

f=A7 D W Wimas £ € LA(R).

m,n

Continuamos a supor que s satisfaz a condigio de admissibilidade

Nl
w=2n£ B dé <o

3.3.1 Frames e Frames Tight de Wavelets

Seja y e L? (R). Suponhamos, inicialmente, que y seja tal que sua transformada de

AN

Fourier \y tenha suporte compacto no intervalo [ £ , L ] com 0 </ <L < 0. Note que a

exigéncia de que ¢ >0, automaticamente garante que  é admissivel, ja que

"”@’ DO e "”@' < 1] weore < %_rlw@ﬁda = 1

—00

Consideremos a familia de fung¢des {\u,in n} 2’ onde
“Jm,ne

\V;a,n (x)= ao—m/2 \V(ao—mx —nb,)

e Vmn(X)=2,"™? y(-a, ™x-nb,) mn e Z (3.3.2)
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Desta forma
/\+ 1 .
Via & == _‘:e S Y (X dx
z—\/;n fe—igx ag™? \u(aomx nbo)dx
A
=y, . ©
e

Tomando x’ = -x , obtemos
" 1 iEx' | — —m_ '
Youn = o re‘gx a;™? %aomx—nbo)dx

N

= Y (B

N A

ouseja, Wi (O =v, (& e v ,O=y,, (-5, mneZ

Observe que estamos usando uma segunda func¢do para atingir também o eixo negativo, ja

Ay

que \y tem suporte compacto em [ £ ,L ], com £ > 0. A definigdio de v * e y = ¢é bastante
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conveniente, ja& que isto permite tratar de freqiiéncias positivas e negativas separadamente,

facilitando os calculos.

A seguir, vamos analisar condi¢des que nos garantem que a \y gera uma frame. Para isso,

. ;. + L
temos que estimar a série z Kf, Wmn )|2, que aparece na condig@o frame.
m,neZ

3.3.2 Proposi¢io. Seja y € L? (R) uma wavelet. Suponhamos que sua transformada de Fourier,

A

\J/ , tem suporte compacto no intervalo [ /£ | a(,2 {],onde /= 2n

—=——, ay>leby>0,
bo(a,2 1)

Ento, para qualquer f € L2 (R),

2 r<f,w;;,n>|2=§,—j f UFEP +IFOLPL D [wale)? dg

muneZ meZ

Demonstracio: Seja f 12 (R). Usando a identidade de Parseval e a proposigdo 3.3.1, temos

que

Y = 2 K P

mneZ m,neZ

2
= D, al _rei“"“‘g"g £(£).w(alg) d

mmneZ Y o

A

Fazendo a mudanga de variaveis & = ag'€, e usando o fato que \J tem suporte compacto em

[£,a7'¢], obtemos
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2 ?
2 KEwna = 2 am | €™ f(ag"E) w(E) df
m,neZ mneZ
Fazendo & =& - £, obtemos
% (a3-1) 2
DIRLATARCEND W ek f(ag™ (g+0) WE+L) d
m,neZ muneZ
Como a integral
% (a3-1)
e f(a,™ (4+4)) wE+0) dE

representa o coeficiente de Fourier da fungdo h(§)=f(ag'(§+4)) w(ag€), no intervalo

[0, é(a% — 1)1, segue pela identidade de Parseval, que

Y (aZ-1)
ZZKf,w;,n ¥ = %‘— Zza;m £ag™ G+ O) 1w+ 0P dz
Fazendo &= ay™ (£+£), vem que
ag™ agﬁ
2 ()= 2 IFEP [w(ag)? de
m,ne 0 me amf

AN
Como a série Z [\41(.510"1&)[2 converge, V £eR, ja que somente um numero finito de termos
meZ

AN

contribui para a soma, devido a compacidade do suporte de \/, obtemos

sl et ]
2 [ vnal = g | IOP| iwtapol de

mneZ o meZ
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De forma analoga, usando os mesmos argumentos para Y, ,, , obtemos

Fay r FaY -|

PRI 1f(—a)12[ D lwaTe)? &
mneZ 0 meZ

Logo

S
2 [ ma) = £ lef(é)l HE- aﬂ | 2iwage (e,

muneZ meZ

feL?(R). L

. - . . +
O seguinte teorema fornece condigdes suficientes para que o conjunto {Wp ;}mnez

definido em (3.3.2) constitua uma frame em L? (R).

A

. ' 2
3.3.3 Teorema. Seja v € L% (R). Se \J tem suporte compacto em [£, ag/],

A

__2m
b (aZ-1)

e |y ¢ uma fungfio continua sem zeros no interior de seu suporte, entio o

conjunto {\Uﬁl,n}mme 7z definido em (3.3.2) ¢ uma frame em L2 (R). Os limites frame A e B sdo

dados por
A= inf mZZ W)
e
B=1f sup Y [w(ale)?

& meZ
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Demonstracgdo. Seja f € L2 (R). Pela proposigio (3.3.2), temos que

2 (v = [If(é)l2+lf(—§)lz}mz W) d

m,neZ eZ
Seja
A= inf 3 jwalo)P
bo meZ °
e
2n "
B=1" sup ), [w(af®)’. (333)
0 & meZ
Segue que

A | IfEPHEEEPIE < 2 KEWELR < B | If@PHI-E)? 1ds

m,neZ

ou seja

A_rlf(&)lz de < DI ELP < B_rlf(é)lz dg

m,neZ

Usando a identidade de Parseval, obtemos

AlfIP< DKEVELR < BIf?, fel?(R).
mneZ

N A

Como Y/ tem suporte compacto e | Y/ | € continua em zeros no intetior de seu suporte, temos que
A>0eB <o, onde A ¢ B sdo definidos em (3.3.3).

Portanto {y + }m.nez constitui uma frame para L* (R). |

A seguir, vamos analisar condigdes que garantem que as 7, , formam uma frame tight em

L2 (R).

Observe que a condigdo sobre o suporte compacto de \f , [£, agf] com /= 2n

b,(al - 1)

>

na realidade uma restri¢do sobre a, e b,
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A

3.3.4 Teorema. Seja \yeL2 (R) uma wavelet. Suponhamos que \y tem suporte compacto em

A

2 . . ~ L
L que |y € continua e ndo tem zeros no interior de seu suporte e

4, a2¢] com f=—="
L6 24 bo(ag—1)

que

> lW(@®e)? = constante = C,

meZ

Entio {Y Ymnez com Y fn . definidas em (3.3.2) constitui uma frame tight em L? (R).

Demonstragido: Seja f € L? (R). Pela proposi¢do (3.3.2), temos que

A N |_ Py —|
2 KEE P = %} uf@)t%tf(—a)\z]{ 2 hy(ame)? Jda

mneZ meZ

Como Z [W(@Me)]> = C < w0, segue que

meZ

> 1<f,wfn,n>|2=f,—:‘ C r )2 dg

mneZ

Usando a identidade de Parseval, obtemos

> Kb =2E C IR, fel(R)

mneZ o

Logo, o conjunto {Wrin n}m,nez , constitui uma frame tight em L? (R), com limite frame

N

L ™

A='tz.

o P +
Vamos ressaltar novamente as condigdes que garantem que a familia {W, }mnez

constitua uma frame tight. A fungdo v que geraas g, n deve satisfazer:
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i)y e L? (R), v admissivel,

A

11) Y tem suporte compacto,

A

ii1) [y | € continua e ndo tem zeros no interior de seu suporte,

iv) D, lw@aMeP=C.

meZ

Neste caso, a expansdo para qualquer f € L2 (R), em fungio da frame tight

{W;,n}m,nez , € dada por

b
f= 27'[0C Z<f’\v-;:1’n> \lf:h’n
m,neZ
ou seja
b, | O
f= 27[0(:[ z (£, W;,n> \V;l,n + Z <f>Wm,n> Wm,nJ
mneZ mneZ

3.3.2 Exemplos

As seguintes construgdes levam a familias de frames tight de wavelets.

Exemplo 1. Seja v: R—R uma fungdo de classe C ', definida por

J 0 x<0
v(x) = senz(ﬂz—X 0<x<1
1 x21

>

(3.3.4)

Paraa,>1 e b, >0, definimos y em fungdo de y* (), £e R, por
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(
0

>

E<l e £>all

A T
W (© = (Inag)™" senL2 v(af . 1)) , 1<E<ayl

E—a,l )
0012 2 f(ay

)

onde £=#§— e

bo(a2—1) y- (@ =y (=9, e R.

A

As figuras 3.3 e 3.4 mostram, respectivamente, v € \U+ para a,= 2, b, =1 como em (3.3.4).

A

Desta forma W™ ¢ uma fungfio com suporte compacto em [/, agﬂ], que ndo tem zeros em

A

, agﬁ). Sendo veC! , segue que \Y* também & de classe cl. Além disso,

2. W @PEP = (Inag) ™ x g (&),

meZ
onde)(o,0) € 2 fungdo indicadora do intervalo (0, ), isto é,

, 0<&<w
X(ow)(8) = 0, nos demais casos

De fato, para £ <£<a /, obtemos

2 @R = [y ©P Hyr (ad)P

meZ
- s (o o]
= (Ina,)" Senz(n v@éo —El)))”"sz(n V(ﬂ(a -1)))}

=(Ina,) "% (0,00)(®)
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=(lna,)™', Ee(0,)

epara a,f<E< agf, temos

2w @POPR = [y (agle)? + |wHE)P

meZ
( aoe \ 2( (aglé— [\\-I
= (Ina, )" [Cos L%VLao f(a, - J J 2 £(ao—1 J JJ
(e-ayr ) t-ay0 V)|
= (Ina,)” {cos k vkao (ao_l)JJ+se 2(-721{%“%_1))"
= (In2g) ™ X oum) (&)
=(Ina,)™,  Ee(0,%0)
&
y Ay
x> Y
Figura 3.3 Fungéo v(x) Figura 3.4 Fungéo \Tﬁ(&) para a,=2 e b,=1.

Para qualquer f e L2 (IR), temos
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Smagf

> KEhaf = D al £g) 2 mboad% ' (amg) g

mneZ m,neZ (—)m[

N LGRS

O meZ

2n
b,Ina,

(&) dg

Similarmente,

2 Evaa = flf(i){z ds
mneZ ° Y Y o
Segue que

o2 20 e )

Isto implica que a familia {y :—; n}m,neZ é uma frame tight em L?(R), com limite frame

__2n
A_bolnao'

Exemplo 2. Sejav: R—R, uma fungio de classe C?*, tal que v ndio é decrescente no intervalo

0, e
{o, x<0
v(x) = 1, x2>1

A

Sejam a, > 1 ¢ b, > 0. Definimos y, em termos de \Ui, como segue
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0, E<l, E>als
A . 1/2
yHE) = 1 {V(log@/ %gao)} ) £<E<al

1/2
{1-{10?5@/%90)} . agf<E<all

e Yy &)=y (-5

2n
by(al~1)

Desta forma, y+ ¢ uma fungéo continua, com suporte compacto em [ £,a,¢] e sem zeros no

onde /=

intervalo (£,a,?).

a) Sejam /=1 e a, =+/3. Definimos

. 0, E<1,E2>3
vt (8 =

,___._
[72]
A
=)
0w
N
<)
LS}
T
e
IA
g
IA
W

(3.3.5)
e W (&) =y (9.

A correspondente fungéio v € dada por

0, x<0
V(x)=<sen21t—25, 0<x<1
1, x>1

A

Assim, a fungio ™

€ uma fung¢do continua com suporte compacto em [1, 3] e sem zeros no

intervalo (1, 3). Além disso,

3 lyr@mgt= Yy (32 9P

meZ meZ
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=y ) + |y (3"
2 172 2
sen(n logélog3)| . se“(7tlog(3 % g3]

2
_ o mlogg ) (loga l)
= sen ( log3 + ser{n log3+2

__ofmlogg ) z(nlogé )
—sen( 10g3 + CO0S 10g3

= X (0,0) (&)

=1, € € (0,0).

Logo

D KEVELR = 67, fel’*(R)

m,neZ

€ portanto
Wia(x)=3"" y(3™2 x-nm)

€ Wpal(x)= 374 W32 x_nn), mneZ

com v definida por (3.3.5), constitui uma frame tight para L (IR), com limite frame A =1.

AL

g*r

: . o] 1
Figura 3.5 A fungfo y+(§) = Seﬂ(Tt ogélog 3) 1,3 (8)
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Re vy Imy

A, . .

Y — 7

Figura 3.6 Parte real e parte imaginaria de .

b) Sejam £ =1 e a, = 2. Definimos

(

0,
log¥ ]2
2«/5[ A)gZ 1<8<42

. J 1/2
y (&)= 4
[1—8(1-‘°g‘510g2) } J2<e<22

\ zdz‘(logglogz)]z 22 <£<4

Neste caso, a fungio v é dada por

(3.3.6)

0 x<0

4 1
v(x)=‘8x Ostz
1-8(1-x)* %ng
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A

A fungdio ¥, assim definida, tem suporte compacto em [1, 4], nfio tem zeros em (1, 4) e ¢

continua. Além disso, € facil mostrar que

2 w@MoP = D wemeP = 1

meZ meZ

Como b,=27/3 , temos que

2 KEwELE = 3P, fel’(R)

meZ

ou seja

Vi (X) =272 \u(z—mx-%"n), mneZ

com \y definida em (3.3.6) ¢ uma frame tight em L2 (IR).

3.3.3 Condigoes Gerais

Nesta subse¢do, encontraremos condigdes mais gerais sobre a fungfio y tal que

\um’n(x):agm/?‘ W(ag,"'x-nbo), m,neZ, constitui uma frame em L2 (R). Também

obtemos estimativas para os limites frame. Antes, porém, mostramos que a exigéncia de que

{Wmn}mnez € uma frame, claramente impde que ¢ admissivel.

3.3.5 Lema. Scja f: R—>R uma fungfo positiva, continua e limitada, com fix) >0

quando | x | — . Assumimos que f tem um numero finito de maximos locais em X ;

j=1,2,..N. Definimos

2

j-0+1

Aj= sup f(x)dx
selol] %5
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Entdo

N N
vrf(x)dx - 2A; < Df(n) < rf(x)dx + 2E(x;)
=00 j=1 =1

neZ Y -

Demonstragdo. Provaremos para o caso N=1. O caso geral pode ser provado analogamente.

Sejam x; o ponto onde f atinge seu maximo e n, o maior inteiro nio excedendo x;. Como f ¢

crescente em (-, X,] e decrescente em [x;, ©) e n, < X; < n, + 1, temos que

+1 0
ng—1 ng-1
2 f(n) < i f(x)dx = J.A f(x)dx

n= -0 ¥ ©

if(n) < i f(x)dx = J'f(x)dx

n=nqg +1 n=n0+1 n-1 Ng
Dai,

D f(n) < rf(x)dx + f(n,)

n= -o Y o

Por outro lado

Zif(n)

v
Ng3
=
N

&
I
o
=
N
&

n=-0 1 ~o0
e
+1
> f(n) > i fx)dx = | f(x)dx
n=ng+1 n=ng+1 o+l
Assim,

otl
> f(n) = rf(x)dx - f(x)dx > rf(x)dx—Al

Logo
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—Q0 n=-—00

J‘f(x)dx—Al < i f(n) < rf(x)dx + f(x;)

Isto demonstra o lema. |

Em particular, se f no lema 3.3.5, tem somente um ponto de maximo em x = x,, entdo

jf(x)dx— fx;) < 2 f(n) < .rf(x)dx + f(xq)
—0 n=-o0 =00

3.3.6. Teorema.

Sejay € 12 (R). Se yp n(x)= a;mlz Wa,"x—nb,), mneZ, a,>1, b, >0, constitui uma

frame em L? (R) com limites frame A ¢ B, entdo

b, Ina, WP b, Ina,
SOA < g < 5B (33.7)
€
bol (&) . 2 bol [¢]
—2?:1 A < ! ——""Tg)' dg < o0 (3.3.8)

Demonstracio: Como {Wm,n}m,nez ¢ uma frame, temos para qualquer f € L?(R),

AlfIF < 2 KEyma)? < BJfIP 33.9)

m,n

Seja C um operador positivo, classe-trago, ou seja, da forma

Cf =2, cif,upu;, fel’(R)
j

onde {u;} ¢ uma base ortonormal, ¢c; >0 etracC= ch <0,
j
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Entdo (3.3.9) implica que

Acjllui? < X Xeilu,wmad < Byl (33.10)
J J

j mn

2 .
Como <cwm,n,wm,n>=chKuj,wm,n» , trac C=ch e |lujll=1, temos por (3.3.10)
] ]

A trac C < ), (CWppWma) < B trac C. (3.3.11)

m,n

Agora, vamos aplicar (3.3.11) a um operador especial C, construido via transformada wavelet.

x-b

Sejam ¢ e L? (R) uma wavelet e (%)= a 2 ) , abelR, a>0.Sec(a b)éuma
a,b a

fung@o positiva e limitada, entfo, de acordo com a proposigdo (3.2.3), o operador

f r<f bap)ap c(ab) dadb, para toda f € L2(R)

¢ positivo e limitado. Se além disso, c(a, b) € integravel com relagio a dadb

trac C = [§| ffa(a,m dadb
a

Escolhemos, em particular,

, C é classe-traco ¢

c(a,b) =J

L0, outros casos

com w positiva e integravel com relagdo a chi_b‘

b
= f r(fa(ba,b >¢a,b W(,—;-’)%

Neste caso,



81

€
M, (%
|b
trac C= [o]f WLIT
b { L a
®, (%
da d
= oI w(]s)) 42-4s
Yy 9% a
(0
= [0/ na, | w(ls) ds
oo
= 2Ina, |4l fMlsl) ds
Como
Wma0ap) = _ra;’“’z Wag™x - nbg).a™ g 2=2) ax
(y ~(ba;™ 3
- y—{ba," —nb )
=2 ag” _rw(y) ¢L e J dy
¥ o a a,
=<W’¢a aam,b a(_)m“l'lbo >:
temos
Z <C\Um,n>\llm’n>
m,n
M, (%
b
=2 W(%) (W sbap)? 4390
mn ¢ LS a

0
|bl 2 dadb
=2 ] w(—a—) 0 6 o ppom i N 505

mn 9 —00 a
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Fazendo as mudangas a'=aa;™ e b'=ba ™, obtemos

2. C¥nmn>Ymn)

m,n
-m+l Mo
° b da'db'
= Z W(?) |<\V>¢a’,b'—nbo >|2 av2
mn am Yo a
-m+! @
P (/b+nb,| dadb
=D, w(—a—o) (W04 b g a2
mpn ®-m v a

b+nb
2> ffw{'—?—') (gt 9P

Como esta integral converge, ja que (4,0, >|2 < H\VHZ ||¢||2e w ¢ integravel com relagéo a

@ , segue

|b+nb,|
2 (C¥mn W) = frw,d»a,b»sz( - ) d:g‘b
m.n ) n

Agora, tomamos, em particular

222
wis)=Afr e ¥ ™% seR, A>0
Esta fun¢do tem somente um maximo local em s = 0 e é mondtona decrescente quando [s|
cresce.

Aplicando o lema 3.3.5 a fungéo w, temos

rw(t)dt—%w(o) < -ZAZ w(ﬁ’%mj < rw(t)du%“w(o)

o0

(3.3.12)



Como w(0)=2AJn e fw(t)dt = %, entdo (3.3.12) implica que

b+nb
VDN il P oW
o n a bo
ou seja

y W(lb+anbolj - el

com |p(a,b) < w(o) = A/

Conseqlientemente,
Y. Cl¥mn>Wmn)
m,n
[ 1 dadb
— 27 & aadb
= f_[«w,%,b» b+ P@b) | °5
-5 f _r|<w,¢a,b>|2 dado g
onde
Rl < vz f rl<w,¢a,b>12 d—:‘;&
=M/m oy Ilil?,

onde, usamos o fato que |p(a,b)| < Mrea resolucgdo da identidade (3.2.2).

Como

Wdap)= rw(x) a*l/2¢(x;b) dx

00

83

(3.3.13)
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=al? r\u (&) (x)dx
a

= <Wa_1,—a_lb >¢>9

r«w,m»z dach r W10 P

=0

podemos €SCrever

Fazendo as mudangas de variaveis a'=a~ e b'=-a 1b obtemos,

f ﬁ<w,¢ab>|2 dadb f JTM N da dy

Segue, usando a resolugéo da identidade que

_r|<w,¢ab>|2dadb 2 4P "",?’ &

—o0

Substituindo todos os resultados em (3.3.11), obtemos

AP na, < ZEjgpP '“’%)l &+ R < Blol’Ina, (33.14)

onde [R| < A cylluil®.

Dividindo (3.3.14) por %}Hd)”z e fazendo A tender a zero, obtemos
(o]

" 2
%d& < b—olna0 B.

bO
A --Ina, < o

2n

Isto demonstra (3.3.7). A prova de (3.3.8) € andloga . u
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Infelizmente, a reciproca do teorema 3.3.6 ndo ¢ verdadeira, isto é, nem toda  admissivel

gera uma frame de wavelets. Para garantir que v gere uma frame, teremos que impor condi¢bes
A

adicionais a y. Na realidade estas condig¢bes sdo sobre a v . Veremos agora, condigdes sobre y,

a, € b, tais que, realmente obtemos uma frame.

3.3.7. Proposi¢do. Seja y € L2 (R) uma wavelet tal que

W) < o If)m, com C>0, a>0 e y>a+l.

Entio

sup D, |wale)P <o

E@Sao meZ

A C2 a2am laZa
Demonstracio: Como I\V(ag‘é)I2 >

£ ————5 -, meZ, temos que
(1+alg? )"
A 5 5 2 2(lm
sp Y jwalpP < C2a2 Y 2o ) ;
I<fi<a, meZ meZ (1+a )

o)

2alz(a) +z(2a)}

| (1+aZ™)" i (142

Como l+agm >1, V meZ, temos (1+a(2,m)y >1, logo Imy
(1+a;™)

Segue que

bl s ] <

e (1+22™)7 7 = \a
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o 1 " |
jdque . L—E) ¢ uma série geométrica de razio —— < 1.
m=o0 \8g 4,

Agora, param 2 1, temos (1+a2™)% > a2™ (a, > 1). Assim,

0

< iagm(a—v) - Z (ag(a—*/))m
m=1

m=1

[es] (aga)m
mo1 (1+a2™)7

Q0
: - m : 1z ro - ry . ~ —
A série ) (af,(a 7)) converge, pois ¢ uma série geométrica de razio a2®") <1.
m=1

Portanto, sup Z lW(ale)[* converge.

I<ji<a, meZ

|
3.3.8 Proposigdo. Seja w € L2 (R) uma wavelet tal que
vl s —B a0 c50 ysas (3.3.15)
\V - (1+182 )7/2 H 2 2 Y e
Entédo

ISIf;[SaO meZ

B)= sup D, |w@ld) [wale+s)

“decai tdo rapido” quanto com € > 0.

281
(H+s*)5°

Demonstra¢do: Usando (3.3.15), obtemos que

B9 < sy Y (20 1a8Ers)°

1<f<ap, meZ [(1+[a§’§}2 )(1+aRe+ o )]y/Z

Para qualquer meZ, temos < 1, [alg* < (1+alg? )2 e

(1+alg? )2

laRe+s® < (1HaPE+52)*2 jaque o> 0, 7> o+ 1.

Assim, podemos escrever
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-1 () _(y—o)
B(s) < C2  sup {a% 2 al*(+aPe+g?) 2+ Zo[aﬂag“az Yi+aPe+s?)] 2 }
m=

ISKISao m=--o0

Para o primeiro termo usamos que para |s|>2, |agE+s > |s-jagf > |s-1 > ‘%\, J4 que

lafg < a™! < 1 (m<-1)

Isto implica que

1 1 4
——) < <
1+amE + g2 s* 1+

Para|s|<2,temos 1+]|s2 < 5. Dai

1 5
—— < 1 <
1+/ame + g 145
Segue que
< om m 2 ~ro) 9 < om
sup ag > agl(Hade+g") 2 < ag—————(y_a) > ag
S e (Hs?) 2
Cy
B 1= >
(+)s?) 2

-1
. . . o o ~ 1
ja que a série Z ag™ converge, pois é uma série geométrica com razio = <L

m=—o ag

Para o segundo termo, usamos o fato que

1+ y2
sup > 5T < ®©
xyeR (1+(x=y)")1+(x+y)")
para obter
_ 1 < Cz2 < 4022
(1Hagq" )(1+age+s)) s I

1+4



Assim,
0 (y-a)
Y. [a+amet aHamer )] 2 < —2—
e (+s*) 2
Logo
B(s) < _C“?
(Hs?) 2

Sejap=y-a. Como y>a+ 1,entdo p=1+ g, com € > 0. Dai obtemos

B(s) < — 2

(IHs) 2
0 que demonstra a proposicio. n
Observe que sendo
C,
B(s) < T s e>0
(1+s) 2
obtemos
r 1/2
2n =27 2 1
LA s ar
keZ 0 0 keZ [ 2Y2
k=0 k=o Ll"" ;@k
b, )
o]
2 1 - v 1
< c2) = 2C22n)y Mple Y —
keZ 2_7‘k k=1 k
k=o [bo
=C'S 3.)+S

Q0
ja que a série Z k11+8 converge.
k=1

Ou seja,

5 5 '|1/2

n —<7 'y lte
—kj ﬂ( k) < Cg.b

I LERECS R

k=0

88

(3.3.16)
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Vamos, agora, estimar a série Z KE, Wi )]2 , para obter estimativas para os limites frame
mneZ

AeB.

3.3.9 Proposicdo. Seja y € L2 (R) uma wavelet tal que

cg”

W) < W

C>0, a>0 ¢ y>a+1

Entéo

2 KW ¥ = rlf(i)l 22 |\u(a OF de + R(f), V fel’(R) (3.3.17)

mmneZ

onde

"|1/2
=21 k) , (3.3.18)

R < gEinP X Lﬁ(zn N

k=0

com
B(s) = slng W@l |w(ale+s)

Demonstragio: Usando a identidade de Parseval e a proposigio 3.3.1, obtemos para qualquer
felL2(R),

A

2 Ko = 20 E Vi X, )

m,neZ

r 1T 1
= Z ag| r £(8).em0%%, \v(a g)de J {L f(&) e 0T yya? a>daJ

]
'r -r inboal (E-€) f@)w(a g')dgj{f(g) w(age)de
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Como

2 raz’ e™0%0 &) £z y(ale) fEWalEdEDE

—o0| =0

<2 _r _r ag |fE) [Wag8)l If(©)l lw(agd)ldgdg

=ag ‘rlf(ﬁ')l lw(ag&)l dg _r I£®) [w(agd)ldE

—C0 —00

< ag"( r\g(t)ﬁz dt\I ,( r I\Au(amt)lz dt\,
I

= a2 — g2
ao
= £)1% [ wil* < o

podemos escrever

I - 1
2 W =2 al _rZ ftrei“"oag’ €9 f(&')w(a?é')di'Jf(é)w(a?é) de

:§agr

Usando a formula de Poisson

o oB T o)
keZ

leZ

L 1
. am " A A o , ‘/\ A o
_rZ eioto GV fe)y (ale)dE |FEWRE) dE

obtemos

(R J { 26[&—&— 2n k) %(é')\:/(aomé')dé}%(é)gf(a?&)dé

m
m,neZ -0 k ban
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(&);L& ]\u(a oW ane+ et k)d&

f,—’:Z _r|f<a>|2 \p@PE)2 dg +R(f)

—00

rlf(é)l 23 [WalOP de+R(D)

=00

O"
a

onde

\ N A
RO-ZEY | T fofer 22k ) u{a“‘a)u(a et kjd

omeZ Y k=0 boao
a2 [amze 221

dg

cr|

p 2
“méz F £ fLa+ z kJ

—00
k=0

Pela desigualdade de Schwarz, segue que
(F
2n J 27: |
R <£E D FOF [w(ame) ok jE|

o i:;‘;eztt e ]

‘]1/2

"|1/2
Q(ag“a %—:k)ldg JI |L
J

k na segunda integral, usando a desigualdade de

a2

| o]

2%

m
0

L

Fazendo a mudanga de variaveis &'=&+

o)

Cauchy-Schwarz e o fato que 2, lw{ag‘i)l lw(ag‘§+ s)l converge (Proposi¢do 3.3.8), obtemos
m
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172
\:(a g+ 2L k)‘dé}
]

172

o JL

2

wamg

(&)

0l
IR(f)] < b—”Z Z J[L'r

21a

l’_ A
£(€)| wfa

y 5e)
’_ Y »

ﬂ’ , 12
on kzo ﬁ J:l % \Ap(ag‘g) ;(af,“éﬂz)—:-kjdé ,

r o ) ) W2
!L f % Ware) \(aomé—%—:kjdg JL

Seja B(s) = sup 2, |Q{a§,“§)} ]\A;{ag‘§+ s)l. Segue que

£ meZ

I‘ "1/2l’ 'll/2
R < “ZIL )_r!f(é)lz & B(fj”k)rif(ﬁ)lz d&J

|
|
Il

- r ) w2
)12 i1 —27
i g [
oIl kZ b, <) AT, 1|

) r W2

)02 2n —27
-Eier 2 (i) o)
oIl k§2 ML
k=o

Isto completa a prova da proposigao. |

Agora, estamos em condigdes de obter estimativas para os limites frame A e B. Estas
estimativas estdo ligadas a hipdtese de que a, >1 e que existe B, > 0, tal que, para b, < B,, as

Wma constituem uma frame.



3.3.10 Teorema. Seja v € L2(R) uma wavelet e a,eR, a, >1, tais que

inf Y (W@ >0

1<lfl<ag mez

cg”

W@l < ACENGE

C>0,0>0 ¢ y>a+1

Entdo, existe B, > 0 tal que

Wma (X) = 2g™ 2 y(ag™x — b, ), m,ne Z
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(3.3.19)

constitui uma frame em L2 (IR) para toda a escolha de b, < B,. Para b, < B,, as seguintes

expressdes sdo limites frame.
[- W2
27 yis
A=Z inf Y ale)? - LB(— ja( ij
bO {Kﬁ 2o meZ k=o b
172
o o2
[ |
Demonstragio: Seja f € L2 (R). De (3.3.17) e (3.3.18), obtemos que

tzft{ J:l;(&)lz% wager - ufn22[l{ )ﬁ(—%fkﬂm}

B=

{ sup Y [w@leP + 3

I<EKaomeZ k=0

k=0

< 2 {fowmal <

mneZ

N R 172
< ﬁ{ £\f(&>12§ Wagel + nfnzZ[f{%fk) ﬁ(—%}kﬂ Jl

[\

k=0

Tomando A e B como em (3.3.20) e (3.3.21), respectivamente, obtemos

A < 2 KEwma < B, fel’(R)

mneZ

(3.3.20)

(3.3.21)

(3.3.22)
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A

A condigdo de decaimento sobre \J, dada em (3.3.19), garante que B < <« (Proposigdes 3.3.7 €

3.3.8). Pela expressdo (3.3.16), temos que existe B,> 0 tal que para b,<B,,.

1/2
{ o 2 ) < it 3 lwazor
l\;co

2 —P/ 1+g

Shise] |

Isto nos garante que A, como definido em (3.3.20) ¢ positivo. Portanto {\ym n} 7 constitui
7 m,ne

Basta tomar B, LC' inf

1<fi<ag 1

uma frame em L2 (R). |

3.4 Conclusdes e Comentarios Finais

A seguir, veremos algumas modificagdes para as estimativas dos limites frames A e B, onde

sdo usadas diferentes fungbes wavelets, \ul,...\yN, para gerar uma frame. Os resultados citados
aqui, sdo encontrados nas referéncias [5] ou [6]. Antes, porém, vamos recapitular os resultados

obtidos anteriormente.

Para que as y, .,

Y (X) = a, ™? \u(a;mx— nbo), mne Z

coma,>1 e b,>0 geram uma frame de wavelets em L2 (R), devemos ter, inicialmente, que y

deve ser admissivel, ou seja,

" 2
r lw%)l dz

Q0

Vimos, no resultado 3.3.6, que se as yn, constituem uma frame, entdo v ¢ admissivel,

porém, a condi¢do de admissibilidade néo ¢ suficiente para garantir que as Wy, formam uma
N

frame. O teorema 3.3.3, nos garante que se a transformada de Fourier v, tem suporte compacto
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no €ixo positivo, € continua € sem zeros no interior de seu suporte, entdo {Wy, } maez forma
AN

uma frame. J4, o teorema 3.3.10, nos diz que se o decaimento de w € do tipo

cg”

(1+82)""

W@ <

C>0,0>0¢ y>a+1

e se Zl\u(ag’&)lz > 0, entd0 {Wmn } mnez gera uma frame sempre que b, < B, (onde B, ¢
m

A

estimado no teorema 3.3.10), ou seja, se y decai razoavelmente, entdo existe uma variagdo

possivel para a, e b, tal que para esses valores as y,, , formam uma frame de wavelets.

Na pratica, porém, ¢ muito conveniente tomar a , = 2, pois isto significa que passando de
uma escala m, para a seguinte m + 1 ou para a anterior m - 1, simplesmente duplicamos ou

dividimos por 2 a translagdo nb,a,”, que é muito mais pratico que usar outro a , qualquer. Por

, % préximo de 1.

Das estimativas (3.3.20) e (3.3.21) para os limites frame A e B, obtemos

outro lado, ¢ vantajoso trabalhar com frames que séo quase-tight, isto é

A< ZFyero? < B (3.4.1)

para todo & # 0. Assim essas duas condigdes juntas implicam que le (2“‘&)]2 deve ser quase
m

constante, o0 que € uma exigéncia nem sempre satisfeita.
A. Grossmann, R. Kronland - Martinet ¢ J. Morlet, sugeriram o uso de diferentes wavelets ,
=1,.N

w!,..yN, para gerar uma “multi frame” {Wgn,n }m ez

Como uma variante dos teoremas 3.3.9 e 3.3.10, podemos obter os seguintes limites para
AeB-
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[ N A ]
A= %—:[ nf Y Y wiere? - R(%—’O‘)J (3.4.2)

I=[gl<2 =1 meZ

[\
5

B=

o

L 3 Siweny - {2
p Wi + R(y, J (3:4.3)

0 LSKEZ j=1 meZ

Noo : 12
com R(x)= D X [i(kx) Bi(—kx)|

k=o j=1

Bi(s)= sup D lyi™Y) lyi(2™E + 9)]

<2 meZ

A escolha de wavelets \ul ye .\uN , pode levar a uma boa relagio de —E

Na pratica s@o usadas versdes “fraccionais” dilatadas de uma wavelet ,

4 -G-H (-G
w(x)=2 N \pL2 N xJ, ji=1..N

Note que as '’ tem diferentes normas em L (R), ja que

s VU= 2D
Iwll” = ()" dx = 2 lw(2 x)| dx.

-0 -0

—2(j-1)
Fazendo a mudanga de varidveis x'=2 N  x, obtemos

2 ,
) =2 N lw(x)l” dx'

>0

20D ‘
=2 Ny ,j=12,.N




N AN
Observe também que a série Z Z ly! ™ &)l2 pode ser escrita

=1 m=—

o0 A

3 v eX o2 pefato,

m'=—o0

-2(;-1)
Fazendo a mudanga de variaveis x'=2 N x, obtemos

wiEry =g | TN Sy d

A mN + j-1
=y2 N ¥
| Assim,
N 0 A N o A mN+j-1
2 2 lwi@mr=2 2lw@ N P
j=1 m=—c0 Jj=1 m=—0
= 2N oP
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da forma

Exemplo: A fungfo “chapéu mexicano” ¢ a segunda derivada da fungdo gaussiana ( a menos de

sinal e normalizada) e ¢ dada por

-1/4 (1_x2) X202

W) = L

A

B 2
com Mﬁ)z%ﬂ 1/4§2e§/2
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O grafico de y esta representado na figura 3.1. Usando a,= 2 e diferentes b,, nas formulas

(3.4.2) e (3.4.3) com N variando de 1 a 4, obtemos os seguintes valores para os limites frame A e
B:

=1 =2

b, A B B/A b, A B B/A

0.25 13.091 14.183 1.083 025 27273 27.278 1.000
0.50 6.546 7.092 1.083 0.50 13.673 13.639 1.000
075 4364 4728 1.083 075 9.091 9.093 1.000
1.00 3223 3596 1.116 1.00 6.768 6.870 1.015
1.25 2.001 3454 1.726 1.25 4834 6.077 1257
1.50 0.325 4.221 12.986 1.50 2.609 6.483 2485

1.75 0517 7.276 14.061

=3 N=4

b, A B B/A b, A B B/A

0.25 40.914 40914 1.000 0.25 54552 54.552 1.000
0.50 20.457 20.457 1.000 0.50 27.276 27276 1.000
0.75 13.638 13.638 1.000 075 9.091 9.093 1.000
1.00 10.178 10.279 1.010 1.00 13.586 13.690 1.007
1.25 7.530 8835 1.173 1.25 10.205 11.616 1.138
1.50 4.629 9.009 1.947 1.50 6.594 11.590 1.758
1.75 1.747 9.942 5.691 1.75 2928 12.659 4.324

Tabela 3.1 Limites frame para a frame de wavelets baseada na fungfo “chapéu mexicano”.

Observagdo: De acordo com a tabela 3.1, podemos considerar a frame tight para b, < 0,75. Se

b, for maior que 0,75 (por exemplo 1,75), o valor de AB— cresce muito, € consequentemente nio

temos uma frame tight. A utilizagio da “multi-frame” {y', y* *, y*}, como mostra a tabela,

¢ bastante vantajosa ja que com translagdes maiores b, continuamos a obter frames tight.
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