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RESUMO

No presente trabalho apresentamos alguns aspectos da
Teoria de Algebras de Funcoes. Estudamos a dualidade de Gelfand
entré espagos topologicos compactos e élgébras C;. Usando os re-
sultados desse estudo, desenvolvemos a dualidade de Gelfand en-
tre grupos topologicos compactos e algebras CZ de Hopf, simples

com co-identidade.
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ABSTRACT

In this monograph,we present some aspects of the theo-
ry of algebras of functions. We study the Gelfand duality between
compact topological spaces and C: algebras. Using these results,
we develop a Gelfand duality between compact topological groups

*
and simple Ce Hopf algebras wich co-identities.
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INTRODUCAO

O proposito deste trabalho € apresentar, em detalhe,
alguns aspectos da Teoria de Algebras de Fungdes e, em especial,
desenvolver a dualidade de Gelfand entre grupos topologicos com -
pacto; e algebras CZ de Hopf, simples com co-identidade.

Em primeiro lugar, apresentamos aiguns conceitos e re-
sultados fundamentais sobre espagcos de Banach, produto tensorial
de espagos vetoriais e teoria de categorias, que julgamos serem
requisitos fundamentais para o entendimento do presente trabalho.
Em seguida, apresentamos a teoria de algebras de Banach, que ser-
viu de suporte ao desenvolvimento posterior, e estudamos a duali-
dade de Gelfand tradicional entre espacos topologicos compactos
e algebras Cé. Finalmente, usando os resultados obtidos na etapa
anterior, desenvolvemos a dualidade de Gelfand para grupos topolo

gicos compactos.




CAPITULO I

PRELIMINARES

Neste'capitulo, apresentamos alguns conceitos e resul-
tados fundamentais sobre espagos de Banach, produto tensorial de
espacos vetoriais e teoria de categorias que necessitaremos no
transcorrer de nosso trabalho. Quase sempre omitimos as demons -
tragoes, indicando apenas onde o leitor podera encontra-las. Ob-
servamos que, sempre que houver omissao, os espagos vetoriais

considerados sao definidos sobre o corpo dos complexos.

1.1. Espacos de Banach

1.1.1. Definicao

Seja E um espaco vetorial normado. Dizemos que E € um

espaco de Banach, se E &€ completo como espaco métrico.

1.1.2. Proposicao

Sejam E e F espagos vetoriais normados e f: E >~ F uma
funcido linear. Se f € continua na origem, entao f € continua e

também uniformemente continua, [l, pg 36]

1.1.3. Proposicao

Sejam E e F espagos vetoriais normados e f: E » F uma
fungdo linear. Entao f & continua se e somente se existe um nume

ro positivo M tal que |[£f(x)|| ¢« M ||x|| para todo x € X. D, Pg 3@




(73]

1.1.4. Teorema

Se E e F sao espagos lineares normados, entao o con-
- . . ”
junto de todas as transformagoes lineares continuas de E em F e

um espacgo linear normado com respeito as definigoes:
(f + g)(x) = £(x) + g(x)
() (x) = rf(x)

I£]| = inf (M > 0; [£(x)]l < M |Ix[l para todo x € E}I.

Se além disso F € um espaco de Banach, também o € o es

pago'das transformagoes lineares continuas de E em F. [4, pg 61]

Observamos que nas condigoes do teorema acima, £l =
= inf {M > 0; ||[f(x)]| ¢ M ||x|] para todo x € E} = sup |[£(x)]|| =
= sup || £(x)]. [3, pg 239] =l =1

x| =1

1.1.5. Teorema (Hahn - Banach)

Sejam E um espago vetorial normado, M um subespago de
E e g uma forma linear continua definida sobre M. Entao existe

uma forma linear continua f sobre E que coincide com g sobre M e

tal que [£f]| = |g|. (1, pg 45]

1.1.6. Corolario

Seja E um espago vetorial normado e x um elemento nao

nulo de E. Entao existe uma ‘forma linear continua f: E > C tal
que f(x) = 1 ¢ |[f]] = = .
Il x|

Demonstracao: Seja <x> o subespago de E gerado por x. Definimos

g: <x > ~»C

g(Ax) = X.




Entao temos, g(x) =1 e |g]| = sup [A| = 1 .
[ Ax|] =1 [N

Pelo teorema anterior, existe uma forma linear conti-

nua f: E » €, que coincide com g sobre <x>, e tal que

1
Il ll T

I £ll

1.1.7. Corolario

Sejam E um espago vetorial normado e E' o espago veto-
rial normado de todas as transformacoes lineares continuas a va-

lores complexos definidas sobre E. Se fixamos x € E, entao a fun

gao
F: E' > €
F(£f) = £(x)

€ uma forma linear continua e ||F| = | x|

Demonstracao: Mostremos apenas que F € continua e ||F|| = [ x|

Seja f € E'. Entao temos,
[E(E) | = [£Cx) | < [I£] NI

Assim, F € continua e ||F| < | x|

Pelo corolario anterior, existe g € E' tal que g(x) =1

e lgll = — .
NPT
Como || ||x]] . g ||= 1, temos
IEl = Sup IFCE)| > [FUxl « g = lIx[| . [F(g)] =
= llxll « Tgx)| =[x

Logo, [[F| = ||




1.1.8. Teorema (Banach - Steinhaus)

Sejam E um espago de Banach e (f;: E » C)ie [ uma fami
lia de formas lineares continuas. Suponhamos que para cada x € E,
a familia de escalares (£,(x)); ¢ g € limitada. Entao existe uma

constante M > 0 tal que [f,;(x)| < M| x| para todo x€E e i€ 1.

[1, pg 62]

1.1.9. Teorema (do Isomorfismo de Banach)

Sejam E e F espagos de Banach. Se f: E > F € uma fun-

gao linear continua e bijetiva, entao f € um isomorfismo. [1,

pPg 68]

1.1.10. Proposicao

Sejam E um espago vetorial normado, V um subespago fe-
chado de E e W um subespago de E de dimensao finita. Entao V + W
¢ fechado em E. Em particular, cada subespaco de dimensao finita

€ fechado em E. [2, pg 114]

1.2. Produto Tensorial de Espacos Vetoriais

Observacao: Neste item, os espagos vetoriais sao defi-

nidos sobre um corpo K de escalares, arbi-

trario.

1.2.1. Definigao

Sejam E, F e G espagos vetoriais. Uma fungao

p: Ex F > G € dita bilinear, se satisfaz as condigoes:

—




‘P(le * szn yl) = aw(xl'yl) + B\p(xzayl)
WXy, ayp * BY,) = ap(xy.yq) + BY(X).Y,)

para todos os elementos Xq4X, € B, Y1:Y2 €F e a, B escalares.

1.2.2. Definicgao

Sejam E e F espagos vetoriais. Um produto tensorial de
E e F € um par (T, t) onde T € um espago vetorial e t: E x F > T
€ uma funcao bilinear, satisfazendo a seguinte condigao: Para to
da escolha de um espago vetorial G e de uﬁa funcao bilinear ¢
E x F » G, existe uma unica fungao linear h : T - G tal que 0

diagrama abaixo comuta:

O €E——
=

O produto tensorial de E por F sera indicado por E @ F e a ima-

gem através de T do par (x,y) por Xx ® y.

1.2.3. Proposicao

Suponhamos que E ® F e E ® F sio produtos tensoriais

de E e F. Entao existe um isomorfismo
f: EQF » E®F

tal que f(x ® y) = x ® vy. [5. pg 9]




1.2.4. Proposicao

Sejam E e F espagos vetoriais. Entao existe o produtb
tensorial E ® F de E e F. [5, pg 9]
1.2.5. Proposicgao
Sejam E, F e G espagos vetoriais. Entao,
1) Existe um Unico isomorfismo f: E ® F > F ® E tal
que f(x ® y) =y ® x para todo x € E e y € F. (5,
rg 8]
2) Existe um isomorfismo f: E® F® G - (E ® F) ® G
tal que f(x ® y ® z) = £f((x ® y) ® z) para todo
x€E, yeFezeG. [5, pg 28]
3) Existe um isomorfismo f: K ® E -~ E. [5, pg 6]
1.2.6. Proposicao
Sejam E e F espagos vetoriais,
{al,az,...,an} um conjunto de vetores linearmente independentecs em E e
{bl,bz,...,bn} um conjunto de vetores arbitrarios em F.
n
Se I a. ®b. =0, entaob. = 0 para i = 1,2,...,n.
j=1 1 i i
Demonstracao: Desde que os vetores aj, i =1,2,qsa0,

sao linearmente independentes,

neares f': E » K tais que

nos podemos escolher n fungoes 1i

lsei-=]

fi(aj) =

0 se i # j

Consideremos a fungao bilinear ¢: E x F » K




¢ (x,y) = fi(X)-gi(y)

[ o M= |
-

1§

; ” = . .i B
onde as g, i = 1,2,...,n, sao fungoes lineares arbitrarias de
F em K.

Entao existe uma unica fungao linear h: E ® F - K tal

n " >
que h(x 8 y) = 1 f'(x).g*(y).
i=1

Assim, temos

n n ;
0=h(z a.® bj) = ¢ h(a; ® bj) =

. w - n % .
z fl(aj).gl(b.) = 1t gh(b;).
i,j J i=1

Como as fungoes g1 sao arbitrarias, podemos concluir que b.1 = D

para i = 1,2,:0.40.

1.2.7. Corolario

Sea#0eb #0 entéo'a b # 0.

1.2.8. Lema

Sejam E, F e Giespagos vetoriais e y: E x F - G uma
funcao bilinear que satisfaz:
1) Se {al,az.....an} € um conjunto de vetores linear-
mente independentes em E e {bl.bz,....bn} € um con
junto de vetores arbitrériqs em F tais que

n
r vy(a,,b.) = 0, entao b, = 0 para i = 1,2,...,n.
i=1 - T i

2) Se {bl.bz.....bn} € um conjunto de vetores linear-

mente independentes em F e {al,az,...,an} € um con-




junto de vetores arbitrarios em E tais que
- .

r vy(a;,b;) = 0, entao a; = 0 para i = 1,2,...,n.
i=1 ol . .
3) Im(y) gera G.

€ uma base de E, todo vetor z €G po

Entao, se (ea)a - 7

de ser escrito na forma

z = 2 v(e,s b))

a

onde apenas um numero finito de ba sao diferentes de zero. Além

disso, os ba sao unicamente determinados por z.

Demonstracao: Seja z € G. Entao podemos escrever z na

forma
n
z = I v(x;.y;) .
i=1
Como (ea)ae:I € uma base de E, para cada i = 1,2,...,n podemos
o o - ..
escrever Xx; = g Ai €y onde Ai € K e somente um numero finito

o - .
dos Ai sao diferentes de zero.

Assim, temos

n n
= o - a
z = 151 w(g A{ €4 Vi) ifl g Ay vie . i)
- L o - a
= i,a ti V(e Yi) T Evley. B Ay ys)
a
= g w(ea. ba) , onde ba = ? Ai Yi -

Para provar a unicidade dos ba, suponhamos que




z = g v(e s b ) = z v(e,, bl) .

Entao, temos

o
[

Zyleg. by) = I wley, by)

]
M

(v(ey, by) - wle,, b))

o

(v(e,, b, = b)),

a

]
M™

Pela condigao 1), concluimos que ba = b&.
Observamos que @ satisfaz as coﬁdigSes 1), 2) e 3) do

lema anterior.

1.2.9. Teorema

Sejam E, F, G e H espagos vetoriais. Se y: E x F » G €
uma fungao bilinear que satisfaz as condigoes 1) -e 2) do lema an
terior, entao para cada funcgao bilinear f: E x F - H existe uma

funcao linear f': G » H tal que o diagrama abaixo comuta.

E x F v >

G
:
H

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade,

que Im(y) gera G. Sejam (ea)a c 1 Uuma base de E e z um vetor de

G. Pelo lema anterior, podemos escrever

z = £ (e, by)

Qa

sendo que esta representagao € unica.




Desde que

nida.

11

Definimos:

f': G - H

£'(2) = £1(2 wle,, b)) = £ £(e,, b).

0s ba sao unicamente determinados por z, f' € bem defi

Nao € dificil verificar que f' & linear e que f'O V= f,

1.2.10. Proposicao

M\

Sejam E, F e G espacos vetoriais. Se f: E x F > G

uma_fungéo bilinear que satisfaz 1) e 2) do lema 1.2.8, entao a

fungao V¥:

linear h:

Assim, se

Portanto,

E® F > G, induzida por ®, € injetiva.

Demonstracgao: Pelo teorema anterior, existe uma funcao

G~ E®F, tal que ® = h o f.

Em diagrama, temos:

E x F ® >E ® F
f l y
G
8 »Lh
E ® F .
(a,b) € um elemento de E x F, temos
a®b = (ho f)(a,b) = h(f(a,b)) =
= h(y(a ®b)) = (hov)(a®b).
h e ¥ € a identidade de E ® F ¢ desta forma, podemos
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concluir que y € injetiva.

juntos ou

idA

< Mora

1.3. Teoria de Categorias

1.3.1. Definigao

Uma categoria a, consiste de:

i) uma colecao de objetos, Ob(a).

ii) para dois objetos A,B € Ob(a), um conjunto
Mora(A,B), chamado conjunto dos morfismos de A em
B. -

iii) para tres objetos A,B,C € Ob(a), uma lei de compo

sigao Mor, (B,C) x Mor,(A,B) » Mor,(A,C)

satisfazendo os seguintes axiomas:

1) Dois conjuntos Mor, (A,B) e Mor,(A',B') ou sao dis-
sao iguais, e neste caso A = A' e B = B'.
2) Para cada objeto A € Ob(a), existe um morfismo

(A,A) que atua como identidade a esquerda e a direita

para os elementos de Mora(A,B) e Mor,(B,A), respectivamente, on-

de B € um

objeto qualquer de a.

3) A lei de composigao € associativa, isto €, dado

f € Mor,(A,B), g € Mor,(B,C) e h € Mor,(C,D) entao

(h og) of =h o (g o f),

para todos os objetos A,B,C,D € Ob(a). [7, pg 25]

¥+ Hh

Um morfismo f € Mor,(A,B) €& denotado por f: A » B ou
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1.3.2. Exemplos

1) Categoria de conjuntos que denotamos por S.

Os objetos de S sao os conjuntos, os morfismos sao
as fungoes de conjunto e a lei de composigao € a composigao usual

de funcgoes.

2) Categoria dos espagos topologicos compactos e Haus-

dorff, que denotamos por K.

Nesta categoria, os objetos sao os espagos topologi
cos compactos e Hausdorff, os morfismos sdo as fungdes continuas

e a lei de composigcao € a composicao usual de fungoes.

3) Categoria de grupos.
Os objetos sao os grupos, os morfismos sao os homo-
morfismos de grupo e a lei de composigao € a composigao usual de

fungoes.

1.3.3. Definicao

Sejam a uma categoria e f um morfismo em a.
1) Dizemos que f & monic se para quaisquer morfismos
v e ¥ tais que f o p e £ o ¥ sao definidos, temos f o y= f o ¥

se e somente se Yy = VY.

2) Dizemos que f € epic se para quaisquer morfismos ¢

e ¥ tais que y o f e ¥ o £ sao definidos, temos y o £ = ¥ o f

se e somente se Y Y.

3) Se £ € Mor(A,B), dizemos que f € um isomorfismo se

existe um morfismo g € Mor(B,A) tal que f o g = idB e gof = idA.
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1.3.4. Definigao

Sejam a, b categorias. Um funtor covariante F, de a em
b, € uma lei que a cada objeto A em a, associa um objeto F(A) em
b, e a cada morfismo f: A +» B associa um morfismo F(f): F(A) -

+ F(B) tal que: -
i) Para todo A € Ob(a), temos
F(idA) = idF(A)‘
ii) Se f: A > B e g: B > C sao morfismos em a, entao
F(g o £f) = F(g) o F(f).

-

Se a cada morfismo f: A > B, F associa um morfismo

F(f): F(B) » F(A) e a condigao ii) € substituida  por
F(g o f) = F(f) o F(g),

dizemos que F € um funtor contravariante. [7, pg_28]

Observacao: Um funtor transforma isomorfismos em iso -

morfismos.

1.3.5. Exemplos

1) Se a cada grupo G nés associamos seu conjunto (G

despojado da estrutura de grupo) e a cada homomor -

fismo de grupos associamos ele mesmo, visto como fungdo de con-
juntos, entdao nos obtemos um funtor covariante da categoria de

grupos na categoria de conjuntos.

2) Sejam a uma categoria, B um objeto fixo em a e S a
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‘categoria de conjuntos. Obtemos um funtor contravariante

F: a » S

da seguinte maneira:
Para cada ebjeto A € Ob(a), F(A) = Mor(A,B).

Para cada morfismo V¥ : A' > A,
F(y): Mor(A,B) - Mor(A',B")

F(y)(f) = £ 0 vy,

.1.3.6. Definicao

Sejam a uma categoria e (Ai)i c 1 uma familia de obje-
tos de a. Um produto para esta familia consiste de (P,(fi)i c I)
onde P e um objeto de a e (fi: P > Ai)i c 1 © uma familia de
morfismos em a, satisfazendo a seguinte condigao: Dada uma fami-
lia de morfismos (gi: C » Ai)i e 1 existe um unico morfismo

h: C - P tal que

g; = f; 0 h para todo i € I.

Tomando I = {1,2}, temos o seguinte diagrama comutativo:

(@]
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1.3.7. Exemplo

Seja K a categoria dos espagos topologicos compactos e
Hausdorff. O produto nesta categoria coincide com o produto car-
tesiano usual, munido com a topologia do produto.

De fato, sejam (X;), uma familia de objetos de K

i el

e P = I X. o seu produto cartesiano, munido com a topologia
i€l
do produto.

Para cada i € I, seja m, a projegao sobre a i-ésima
coordenada. Entao para cada i € I, u € um morfismo em K e pelo
teoréma de Tychonov [6. pg 224], podemos concluir que P € Ob(K).

.Além disso, podemos verificar que (P, (wi)i e.I) satis

faz a condicao imposta na definigao de produto.

1.3.8. Definicao

Seja (A;); o 1 uma familia de objetos de uma catego-

ria a. Um coproduto para esta familia € um par (S,(fi)i c I) con

sistindo de um objeto S de a e uma familia de morfismos (fi:Ai -

+ S) satisfazendo a seguinte condigao: Dada uma familia de

i el
morfismos (gi: Ai - C)i c 1 €xiste um unico morfismo h: S -+ C
tal que g; = h o fi para todo i € I.

Tomando I = {1,2}, temos o seguinte diagrama comutati-

VO :
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1.3.9. Exemglo

Sejam K a categoria dos espégos topologicos compactos
e Hausdorff e (Xa)a c A Uuma familia de objetos de K. Construire

mos um coproduto para esta familia.

Para isto, necessitamos da compactificagao de Stone-
Eech, que podera ser encontrada em [6, pg 242 a 246] e em espe-
cial de sua caracterizagao, dada pelo teorema 8.2 da pg 243, e

que citamos a seguir:

8.2 - Teorema (M. Stone; E. Eech). (1). Para cada
‘espago compacto Y e cada fungao continua f: X -+ Y,
existe uma Unica fungao continua F: B(X) - Y tal
que £ = F o p.

(2). (Unicidade). Toda compactificacgao (X, h) de
X tendo a propriedade (1) & homeomorfica a B(X);
de fato existe um homeomorfismo X = B(X) que & a
fungao identidade sobre X.

(3) B(X) & a "maior" compactificacdo de X: se X
é uma compactificacdo de X, entdo X é um  espaco

quociente de B (X),

onde (B(X), p) € a compactificagao de Stone - Eech de X.
Seja k/ X, a uniao disjunta dos espagos Xa. a € A. Mu

nimos U Xa com a topologia fraca, ou seja, U € aberto em U Xa
a Q

se e somente se U N Xa € aberto em Xa' para cada o € A. Entao

U X, € um espago completamente regular.

o

Seja (B(V Xa), p) a compactificacgao de Stone-Cech de
o

V X e para cada a € A, seja

a ©
g0 X, > B(YX))
By P O fa
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onde f : X » UX € a fungao inclusao.
a [¢1 a ©

Entao, (B(QIXG). (ga)a c A) constitui um coproduto pa-
ra a familia (Xa)a c A

De fato, seja Y um espago topoldgico compacto e Haus -
dorff e (h : X -+ Y) uma familia de morfismos.

o o o € A

Devemos mostrar que existe uma Unica funcao continua

F: 8(;JXG) s Y

tal que ha = Fo g, Ppara todo a € A.

Seja

y (x) = ha(X)-

Provemos que y € continua.
Sejam x € U Xa e U um aberto em Y tal que y(x) € U. En
a
tao existe g € A, tal que x & Xa e Pp(x) = ha(x). Como ha € con-

tinua, existe um aberto VX C'Xa tal que x € Ve e ha(vx) c U. Des

de que V_ €& aberto em U X e y(y) h (y) para todo y € V_, te-
X a o a X

mos que y(V,) €U e desta forma y € continua em x.
Além disso, nao € dificil verificar que y € a Unica

fungao continua tal que
ha =y Ofa para todo o € A.
Seja F: g(U Xa) > Y a Unica fungao continua tal que
a
Fop =y [6, pg 243].

Em diagrama, temos:
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€a

—» B(U X )
a a

e desta forma, podemos ver que

ha =vyof = (Fop)o f,=F o (p o £) =F o gy

Além disso, F & a Unica funcdo continua tal que h =

= Fo g, bara todo a.




CAPITULO II

KALGEBRAS DE- BANACH

2.1. Definigao

Seja A um espago vetorial sobre o corpo K. Dizemos que

A € uma algebra sobre o corpo K, ou que A é uma K-algebra, se
existe uma operacao multiplicacao ., sobre A, tal que:
i) (A, + , .) € um anel, onde + denota a adigao veto-

rial sobre A.

ii) Para todo a,b € A ¢ a € K, a.(ab) = (aa).b =a(a.b).
Se a,b = b.a para todo a e b em A, nos dizemos que
A & uma K-algebra comutativa.
Se existe um elemento e em A tal que e.a = a.e = a
para todo a em A, dizemos que e € a identidade de
A. Observamos que se tal elemento existe ele € ne-

cessariamente unico.

2.2. Definicgao

Seja A uma algebra sobre o corpo dos complexos, com
identidade e. A & dita uma algebra normada, se existe uma norma
sobre A satisfazendo:

i) la.b]| < |la]l ||b]] para todo a e b em A.

ii) el = 1.

Se A &€ complecta com respeito a sua norma, isto €, se A

visto como espago vctorial & um espago de Banach, entao A ¢ cha-
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mada a uma algebra de Banach.
Observamos que na definigao 2.2, a condigao i) forga

a continuidade da multiplicagao na topologia da norma.

2.3. Exemplo

Sejam X um espaco topologico compacto e C(X) ={f: X > (;

f € continua}. Entdo C(X) com a adicao e multiplicacgao usuais de

fungoes € uma algebra comutativa sobre o corpo dos complexos. A
identidade de C(X) € a fungao f: X » C
| x > 1

A fungao | .| : C(X) - R

| £l = sup |£(x)]|
x €X

€ uma norma sobre C(X). Esta norma satisfaz i) e ii) da defini-

¢ao 2.2. e C(X) munido com esta norma € uma algebra de Banach.

Com as estruturas definidas, nos podemos obter as
usuais construgoes algébricas. Por exemplo, um subconjunto I de

uma algebra normada A € chamado um ideal de A, se:

i) a, b &€l = a+b el
ii) a €1 e X e€C = ) acel

iii) a e A e bel = a.b €1 e b.ael

Como em nosso desenvolvimento posterior, usaremos a 5l
gebra quociente A/I, onde I ¢ um ideal de A, faremos agora a

construgao desta algebra.,

Seja A uma algebra normada. Definimos a seguinte rela-
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gao em A. Dados a e b em A, a =b (mod I) & a - b el.
Observamos que esta relagcao € uma relégéo de equivalencia em A.
Denotamos por a o conjunto, a = {b € A; b = a(mod I)}, que € cha-
mado classe de equivaléncia do elemento a € A com respeito a rela
cao = (mod I). Como b € a <> b - a €I, também denotaremos - a
classe a por a = a + I = {a + b; b € I}. O conjunto A/I ={a =a + I;
a € A} € dito conjunto quociente de A pelo ideal I.

Sobre o conjunto quociente A/I, definimos as seguintes

operagoes:

(a+1I) + (b + I) (a + b) + 1

(a+ 1) . (b+1I)=¢(a.b)+1

Nao € dificil verificar que estas operacoes estao bem definidas
e que (A/I, + , . ) € um anel,

Finalmente, se definimos
A(a+I) = (xa) +1I,red

n6s obtemos uma estrutura algébrica sobre o conjunto das classes
de equivaléncia de A modulo I. Esta algebra & denotada por A/I e

€ chamada algebra quociente de A pelo ideal I,

2.4, Teorema

Sejam A uma algebra normada e I um ideal fechado de A.

Entao existe uma norma sobre A/I definida por

la + I|] = inf |la + i .
i €1
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Munida com esta norma, A/I € uma algebra normada. Se A for uma

algebra de Banach, o mesmo ocorre com A/I.

Demonstracao:

a) Mostraremos primeiro que a norma € bem definida e

que satisfaz as propriedades de norma.

a.i) Sejam a e b € A/I, @ = b. Entdo a - b €1 e
{a +1; 1 e€I}=+1{b + i; 1 € 1}.
Assim, ||al]] = inf ||a + i]] = inf ||b + i|| =
iel i el
= |Ib]l <|Ib]l < =, pois 0 € I.

Portanto, a norma esta bem definida.

0 .

o]
I

a.ii) |3 3 0 e ||a] = 0 <

Claramente ||a]] > 0 se a = 0 entao

¢}

|lall = inf ||0 + i]| = 0. Suponhamos que
i€l

|all = inf |a + i|| = 0. Entao existe uma seqlien -
i €1

cia (in)n < 1 tal que 1lim |a + inH = 0 e portan

nsee
to a seqliéncia (in)n converge para -a em A. Como

(i), €1 & 1 € fechado, -a €1 e assim a € I. Lo

go, a = 0.

a.iii) re € e aeA/I = |aza]| = |r]| ||7]-

Se A = 0, a igualdade € trivial.

Suponhamos que X # 0. [[x.a| = ||[aCa + I)| =
[Aa + I = dnf fa + i) = dinf [afa L) -
i €1 i €1
. 1 . —
|A] inf Jla + S = [af|la]l

i € I




a.iv) a eb € A/T => ||a + b|| < ||all + Ibll.

Seja € > 0. Como [a]] = inf |la + i|| e ||b] =
i &1

inf ||b + i]] existem i,j € I tais que

i€ 1

la + i]| < ||| + e/2 e ||b + j|| < [b]| + e/2.
Entao, temos que

I3 + Bl = flta+b) + I = inf [la +b + 1| <
1€ 1

<Jla+b + i+ | <|la+ i+ |[b+ ] <][af +
o]l + €.
Como € € arbitrario, concluimos que

@ + b < llafl + [Ib]f.

b) A norma acima definida satisfaz as condigoes i)
ii) da definicgao 2.2.
b.i) [la . bl < [lall . [Ib]] (
|2 .bfl=fl(a+ 1) . (b+ I =Ja.b+I|-=

inf Jla . b + i]] ¢ inf | (a + i).(b + j)||
iel i,jel
< inf Jla + il b + j|l = inf fla + i]

i,j €l i€l

inf b+ = llall . [ib]l.
j el

b.ii) ||¢|]| = 1 onde e € a identidade de A.

Seja a € A qualquer. Entao por b.i), [la] =[a + I|
la . e+ 1] = [[(a + D.Ce + D < [afl . [
Assim, |le|| » 1. Por outro lado, |¢| = |e + I|

inf |le + i||< ||e]] = 1. Portanto, |e|] = 1.
i el

24
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Por a) e b) concluimos que A/I & uma algebra normada.

c) Suponhamos que A € de Banach e mostremos que A/I e

de Banach.

Seja (En)n uma seqliéencia de Cauchy em A/I. Mostremos

que existe uma subseqllencia (ank)k de (an)n tal que
(1) e -3 || < 1/2% para todo k € N.
k

Como (En)n € de Cauchy, entdo para e = 1/2, existe m € IN tal
que para m,n > m;, temos
< 1/2-.

15, - &

Para € = 1/22, existe m, P my tal que para m,n > m, temos

Escolhemos n; > m; e n, > m,. Entao ||an2 - aan < 1/2

Para € = 1/23, existe mg > m, tal que para m,n > m. temos

la_-a| < 1/2°

. = - = 2
Escolhemos n; > my. Entao, ]Ian3 anZH < 1/2
Continuando o raciocinio, obtemos a subseqliéncia (an )k desejada.
k
Mostremos agora que para cada k, existe bn € En tal que
k - 'k
k
(2) ||b -b_ | < 1/2™ .

Mk+1 Tk
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Como ”En -a | < 1725 para todo k, existe
k+1 k

Cy € ag - a, tal que [ < 1/2k .

k+1 k
Seja b € a = a * I, Entao b = a + i, para algum i € I.

S L B | Ny =)
Como c, ¢ a - a , entao c, = (a - a_) +3j, jel,

1 n, ny 1 n, n,y
Escolhemos bn =a *+ (i +3j) € En : Entao

2 2 2
b - b = a + (1 + j) - (a * 1) = 4 - a + j =c e
n, nq n, nqy n, ny 1
portanto an = B = llcqll < 1/2
2 1

Como c, € a - a entao c, = (a - a_ )+ 8, 2 €1.

2 ng n, 2 ny n,
Escolhemos b =a +1+ Qg +3jea_ . Entao

n n n
3 3 3
b, -b_ | =1a +i+3j+2e-(a +1i+j) =
N3 2 N3 g
2

oy, = a4l = llegl < 1727,

Continuando o raciocinio, obtemos (2) e além disso,

b = a + m,, m €I,
n, ny k k

Por (2), a seqliencia (bn )k C A & de Cauchy. Como A € de Banach,
. k
existe b € A tal que (bn )k converge para b.
k

Mas [a_ - b|| = inf (a, - b) + i]| < ||bn - bJ| » 0. Portanto
k

n
k iel

a subseqliencia (a )k de (a_)_ converge para b e assim a seqlién-
n, n’n

cia (En)n também converge para b.
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2.5. Definicao

Sejam A e B algebras normadas. Uma fungao ¥ : A » B e

dita um homomorfismo algébrico se satisfaz:

y(a) + y(b) , a,b € A

i ) v(a +b)

y(a) . ¥(b) , a,b € A

ii ) v(a . b)

iii) ¥(a a) =av¥(a) , aed e a €A,

Se vy é bijetiva, ¥ & dita um isomorfismo algébrico.
Dizemos que um homomorfismo algébrico ¥ : A + B ¢ decrescente em

norma se€

| v(a) ”B < la “A para todo a € A.

Observamos que se A & uma algebra normada e I € um ideal fechado
de A, entdo a funcdo n: A » A/I definida por n(a) = a + I & um
homomorfismo algébrico decrescente em norma. Este particular homo

morfismo sera chamado a funcao natural de A em A/I.

2.6. Teorema

Sejam A e B algebras normadas e ¥: A » B um homomor -

fismo algébrico subrejetivo. Entao o nucleo de V¥,
Ker (v) = {a € A; v(a) = 0}

& um ideal de A e existe um isomorfismo algcébrico ®: A/Ker (Y¥) » B

tal que o diagrama abaixo ¢ comutativo, onde n € a fungao natural.
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Yy
A » B
n
o®
A/Ker(v)
Se ¥ ¢& continua, também o € ©® . Se ¥ & aberta, o mesmo ocorre
com 6
Demonstracao:

a) Ker (¥) = {a € A; v¥(a) = 0} €& um ideal de A.
Na demonstragao usa-se apenas o fato de ¥ ser um ho-

momorfismo algébrico, portanto nao a faremos com detalhes.

b) Existe um isomorfismo algebrico ® : A/Ker (¥) > B

tal que o diagrama € comutativo.

A/Ker(v)
Sejam a € A e a = a + Ker(¥). Definimos

® : A/Ker (¥) - B

6 (a) = v(a)

Se a = b entao a - b € Ker(¥) e assim ¥(a) - ¥(b) = ¥(a - b) = 0.

Portanto, ®(a) = y(a) = ¥y(b) = O (E) 0 que mostra que O esta

bem definida.
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Nao & dificil verificar que ® & um homomorfismo algébrico. Se
a#b,a-b¢Ker(y). Entdo v(a - b) = v(a) - ¥(b) # 0 e
®(a) = v(a) # v(b) = O(b) mostrando que ® € injetiva.

Como y € sobrejetiva, o mesmo ocorre com ®. Logo, concluimos que

® € um isomorfismo algébrico.
c) Se ¥y € continua, também o & @®.
Se ¥ € continua, entao Ker(¥) € um ideal fechado de
A e pelo teorema 2.4.,

I8 = inf Ja i
i € Ker(v¥)

1 - ~ - " "
Seja V <€ B aberto. ©® (V) = n(v 1(V)). Como ¥ e continua e n ¢
aberta (ver observacao abaixo), entao o (V) € aberto e portanto

® ¢ continua.

d) Se Yy € aberta o mesmo ocorre com @.
Seja V ¢ A/Ker(y) aberto. Como n € continua,
n_l(V) C A é aberto e como Y € aberta, O(V) = Y(n—l(V) € aberto

em B. Assim © € aberta.

Observamos que no item c) usamos o fato de n ser uma fungao aber-
ta, o que demonstraremos a seguir,

Sejam A uma algebra normada, I um ideal fechado de A e n: A » A/I
a fungao natural. Seja V uma vizinhanga de zero em A. Entao exis-
te ¢ > 0 tal que B_(0) = {a € A; [la]] < e} € V.

Provemos que BE(B) = {a € A/I; ||a]] <€} c.n (V).

Scja a €.BE(6). Como |la| = inf |lc|| = inf ||a + i||, entao exis

c €a+l i €l
te b € a tal que ||b|] < e, isto &, existe b € a tal quec

b € B_(0) €V. Entdo n(b) e n(V).

B S
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Como b € a, temos a = n(a) = n(b) = b e portanto a € n(V), o que
mostra que BE(E) c n(V) e que n(V) € uma vizinhanga de zero em
A/l.

Logo, n € aberta.

2.7. Teorema

Sejam A uma algebra de Banach com identidade e e a € A
tal que |le - aJ] < 1. Entao a tem um inverso multiplicativo em A

que & dado por

e + ¥ (e - a)
n=1

Demonstracgao:
Sejab = (b ) a seqliencia em A definida por
2 i

b =e¢e + £ (e - a)’.

n .

i=1

Mostremos que b € uma seqliencia de Cauchy.

Seja € > 0. Entao para m,n,N €N, m > n > N, temos

m i n 3
”bm - an = ||e + .E (e - a)” - (e + ‘g (e - a)7)| =
1=1 i=1
i 1 n n+1 m
=l = (e -a)’| =||(e - a) + (e - a) + ... + (e~ a) | =
i=n
e - N (e-a)"Nu (e - )N L he- )™V -
N m-N ’ N m-N .
= || (e - a) r (e-a)Y <lle-al . =z Jle-al" <
i=n-N i=n-N
N -1
¢ Jle - a|” . (Q-|le-al).




Desde que ||e - a|]| < 1, existe N € N tal que para m,n » N,

“bm - bn“ < e. Entao b = (b

i ¢ uma seqliéncia de Cauchy em A.

Como A € uma algebra de Banach, b tem um limite em A, que denota-

*
mos por a , e

a =¢e¢e + 1 (e - a)1
i=1

*
Provemos agora que a e o inverso multiplicativo de a.

Seja n &€ N. a.bn = (e - (e - a)).bn = bn - (e - a).bn =
i i
=b_ - (e - a).(e+ ¥ (e-a)’) =b_ - ((e - a) e +
n . n
’ i=1
n . n )
v e-a)h b - (e-a)+ T (e-a)th
o n -
i=1 i=1
n .
= (b. - e€e) +a- 1t (e )1+1
n .
i=1
n . n .
= 3§ (e - a)l + a- ¢ (e )1+1
i=1 i=1
= (e - a) + a - (e - a)n+l e - (e a)n+1
Levando ao limite, temos a.a* = e.
Analogamente, prova-se que a*.a = e.
2.8. Definigao
Sejam A uma algebra normada com identidade e, X um ne
complexo ¢ a € A. Dizemos que X ¢ um ponto rcgular de a se \e - a

tem inverso multiplicativo. O conjunto dos elementos de € que nao

sao pontos rcgulares de a ¢ chamado o espectro de a., O espectro




(2]
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de a sera denotado por sp(a). Um elemento a € A que possui inver-

so multiplicativo ¢ dito uma unidade de A.

2.9. Corolario (do teorema 2.7)

Sejam A uma algebra de Banach com identidade e ¢ a € A.
Entao todo numero complexo A tal que |A| >|la]] € um ponto regular

de a. Além disso,

(e - a) t = les+ 3 ) n
n=1
Demonstracao:
Se e - A_l.a tem inverso, o0 mesmo ocorre com Ae - a.
-1 _ -1
Desde que ||e - (e - X “,a)|] = |x "|. |la] < 1, segue do teorema
2.7, que (e - x-l.a) tem um inverso multiplicativo e que
(e - A'l.a)—1 =e+ 3% (e - (e - A_l.a))n =e+ 1 A Ma"
n=1 n=1
Entao,
(re - a)_1 = (A(e - A-l.a)) LI A_l(e - a)_l =
=2 lie+ ™t § o aBa" =3 le s §og(nel) on
n=1 n=1
2.10. Tecorcema
Seja A uma algebra de Banach com identidade e. Entiao o

grupo de unidades de A ¢ aberto ¢ o espectro de cada clemento de

-
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Demonstracao:
Provemos que U € aberto.
Seja N = {a € A; |]e - al]l <1}. Pelo teorema 2.7, N c U. Seja

1 ¢ N. Como N é aberto e a multiplicacio & conti

nua, cxiste uma bola aberta B(b) tal que b € B(b) e B(b).b—] C N.

b € U. Entao b.b~

Vamos mostrar que B(b) c U.

Seja ¢ € B(b). Entao c.b”! e N cuU. Isto implica que existe

1

d €A tal que d.(c.b”™ %) = (c.b”).d = e. Entdo

=1

(1) _ c.(b 7.d) = e
Por outro lado, (d.c).b_1 = d.(c.b_l) = e implica que d.c = b e
. -1 _
assim b ~. (d.c) = e
-1 _ -1 _

(2) Mas b “.(dsc) = (b “«d).c = €

. -1 _ ., -1
Por (1) e (2) concluimos que C =b “.d e portanto ¢ € U e
B(b) C U.
Podemos escrevéer U = ) B(b) o que mostra que U ¢ aberto.

b e U

Seja a € A. Vamos mostrar que o conjunto dos pontos regulares de

a ¢ aberto.

Seja Ao um ponto regular de a. Consideremos a fungao

f: € » A
f(A) = Ac - a
Desde que || (Ae - a) - (A e - a)|l = | - AO| el = |x - Aol‘ f ¢

continua cm Ao'
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Como f(xo) =X, -a€lUcl € aberto, existe ¢ > 0 tal que

f(BG(AO)) C U. Entao todo ponto de BS(AO) € um ponto regular de

a. Scguc que o conjunto dos pontos regulares de a € aberto.

Entao, o espectro de a, como complementar de um aberto, ¢ um con-
junto fechado. Pelo corolario 2.9., o espectro de a esta contido

na bola fechada BHaH(O)'

Assim, sp(a) € um conjunto fechado e limitado em € e portanto com

pacto.

2.11. Definicio

Sejam A uma algebra normada e a € A. 0 raio espectral

de a, denotado por p(a), € o numero

p(a) = sup {|A] 5 » € sp(a)}

Observamos que para todo a € A, p(a) < ||a

2.12. Teorema

Seja A uma algebra de Banach com identidade e. Entao o

grupo de unidades de A ¢ um grupo topologico.

Obscrvacgao: A definigao de grupo topologico pode ser

cncontrada em [9, pg 2].

Demonstragao:

Sendo A uma algebra de Banach, temos a continuidade da

multiplicagao, imposta pela condicao ii) da definigao 2.2..
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Seja U o grupo de unidades de A. Devemos mostrar que a fungao

¢ continua,
 Sejam a € U, 0 < e <1 e (an)n uma seqliencia em U com limite a.

Provemos que (f(an))n converge para f(a).
Como a seqllencia (a ), converge para a, a seqliencia (a—l.an)n tem

1

limite a ~.a = e. Entao, existe N1 € IN tal que para n > Nl temos

ja~t.a - e <1 e
n

-1
la, - all <e/z|la " |

Pelo teorema 2.7., para cada n > Nl‘ a-l.an tem um 1nverso e
_y (a—l.a )—1 =e+ 3% (e - & *.a )k
n n - n
k=1
Entao, para n 3 Nl’ temos
= = -1 k
le - a .a]| =|le-e- £ (e-a ".a) | =
" k=1 H
by -1 k g kK, _
= “ ) (C - a n) “ s E ” (C - a rn) ” -
k=1 =1
s -4 k = 1 k k
= » flta (a-a Nl < = a7 a - a/l -
:l —
o -1,k =19,k c k
< 3 Jaf L s e YNt = 2 era)f -
k=1 o

]
Sy
| 9]
S
—~
1
S
N
R
N

O
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Portanto, a scqliéncia (an .a)n tem limite afl.a = ¢ e a seqlien-

< -1 .. -1 = >
cia (an )n tem limite a =, o que mostra que f e continua em a.

2.13. Definigdo

Sejam A uma algebra normada com identidade e e a € A.
A funcgao
L C - sp(a) - A
A > (e - a)t
¢ chamada resolvente de a.
Observamos que Im(ra) C U.
2.14. Teorema
Sejam A uma algebra de Banach com identidade e, a € A
er, a resolvente de a. Entao para cada funcao linear continua

f: A > €, a fungao f o T, ¢ analitica.

Demonstracao:

Desde que sp(a) € compacto, o dominio de r, ¢ claramen-
te um subconjunto aberto de €. Vamos mostrar que f o T ¢ deriva-
vel em cada ponto de scu dominio.

Suponhamos que Ay o© A, sao elementos de € - sp(a). Entao

1

I

(ru(Al))_ : ru(Az) (Al c - a) ru(xz)

B ((Al ¢ - a) + (Al - Az)c) ru(AZ)




= (AZ e - a) ra(Az) + (Al - AZ) ra(Az)

1

= ()\2 e - a) ()\2 e - a)_ + (>\1 - A2) ra(kz)

e =+ ()\l = )\2) ra()\z)
c,

r, () =, () + (g = Ap) 7,000 T,(3)

Assim, para cada f: A » € linear e continua, temos

f(ra(xz)) = f(ra(xl)) - (AZ - Al) f(ra(xz) . ra(xl)) e portanto
(1) ((fory) (A,) - (for )(a))/ (A, - A)) = —£(r (A) .1, (1)),

Como f € continua, usando a igualdade (1), para Al # kz, temos

(for)(x,) - f (A) .
(2) M el LI ST WL
Ay = Ap a

I —f(ra(kz) . ra(xl)) + f(ra(xl))z‘

M- (r,00p) - T, 00) + (007 |

N

VA

Mlr, O - v, () = v () ]

Desde que 1 ¢ a composta das fungoes continuas

g: € - sp(a) -» U




entao ra ¢ continua. Assim, tomando o limite quando AZ + A

membro da expressao (2) converge para zero.

Logo, lim (f o ra)(kz) ) (f ° ra)(kl) = -f(r_(x ))2
a "1

1 Ay = M
e f o r, e derivavel em Al.

Segue que f o 1 € analitica.

2.15. Corolario

—

Se A &€ uma algebra de Banach com identidade e, entao p:

.,
| o

ra cada a € A, sp(a) € nao vazio.

Demonstracao:

Suponhamos que a € A e sp(a) = ¢. Entao o dominio de r,
¢ todo plano éomplexo e pelo teorema 2.14, para cada transforma -
¢ao linear continua f: A » €, f o T, € uma funcao inteira.
Mostremos que f o r, ¢ limitada.

-1 _
Desde que e - X .a » ¢ quando X » », e a fungao

¢ continua, existe M > 0 tal que se |A| 3» M, entao




|
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-1 -1 -1
(e - (A va) ™ - e 7| 1.
Assim, para todo A tal que |[A]| > M,
-1 =5 =1 ~ ]
[Cre - a) 7|l = Ix ".(e = 2 ".a) 7|
=] =1_s=1 =1
s AT Cllite = A77a) = - e 7| + el) .
< ML e el ) = 2t <o
Desde que {X € €;|Ax] < M} ¢ compacto e r, € continua, existe
B > 0 tal que
| {xe ~ a)_l“ < B + 2/M para qualquer x» € C.
Como f & continua,
_ -1 -1
ICE o x )V = I£0Ge - a7 Y < JIE] Oe - a7
< L(B + 2/M) para todo X € C.
Logo, f o 1, ¢ limitada.
Pelo teorema de Liouville [3, Pg 309], f o Ty € constante.
Mas,
-1
[(f o r )| = [£(r,(N)) ] = [£(xe - a) 7|
=1 =1, -1 _5-1
< £l ITCxe - ) 7l = QI£] |2 7] ICe - A 7a) 7| » 0
quando A > o -
Isto implica que (f o ra)(A) = 0 para toda f: A » € linear, conti

nua ¢ todo X &€ (€, o que por sua vez implica que
= o
r'l(k) - ()‘C - a) =0 )

o quc ¢ uma contradigao, pois Im(rq) < I,

Segue que sp(a) # ¢.
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2.16. Proposicao

Sejam A uma algebra de Banach com identidade e, e a € A.

Entao

o(a) » lim sup "/ ||a"| ., onde

n »> o

p(a) € o raio espectral de a.

Demonstracao:

Seja f: A » € uma transformacao linear continua.

Definimos g: {ix; |[A| > p(a)} =~ C

1, =1

g(d) = £((e - A" "a) 7).

Pelo teorema 2.14, g € analitica e pelo corolario 2.9, para A € C

tal que || > |la]|, e - A—la tem um inverso que é dado por

(1) (e - >\—1at)_1 =g + I A—kak

k=1

Substituindo (1) na definicao de g, temos

g0) = fle + ¥ A XaN =g+ T £07F N
k=l . k:l
e portanto existe MA g > 0 tal que
-y-k K . ) _
(2) | £(A a’)| g Mx ¢ Dpara todo k € N.

Scja A' o conjunto das transformagoes linecares continuas de A em

C. Fixamos A € €, |Ax| > p(a) ¢ definimos

il beisiilB i iR IR & . “J

.
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F_(f) = £O7M M

Entao por (2), (Fn)n € pontualmente limitada e pelo corolario

1.1.7, para cada n, F ¢ continua e

_ - N
(RS I Y
" Usando o Teorema de Banach - Steinhaus (1.1.8), concluimos que
existe MA > 0 tal que

n _n
|

IFJl = NI~ al <M, para todon € N.

SOUA

I e M/ aM < A ™V M, para todo n & N

Assim, |la"|| < My

e portanto

1im sup ™/ |la"|l < |r»] para todo A tal que |x| > o(a).

n > «

Segue que p(a) > 1lim sup ny HanH .

n > «

2.17. Proposicao

Scja A uma algebra de Banach com identidade e, e a € A.

Entao

p(a) = 1lim ™/ |la™ .

>0




Demonstracao:

Sejam a € A, n um numero inteiro positivo e XA um numero
. n
complexo. Suponhamos que A # sp(a™). Mostraremos que \ ¢ sp(a).

Desde que

(a® - A%e) = (a - Ae)(anhl & 2a™ % & ,,. 4 Xn_le) ,

multiplicando por (an - Ane)_l, obtemos:

=

n-1 n-2
e) ~, O que mos-

e = (a - Are)(a + )a + ...+ An_le)(an - 3
tra que (a - Ae) € inversivel, isto &, A % sp(a) .

Seja A € sp(a). Entdo A" ¢ sp(a™) para todo n &€ N. Pelo coroli-
rio 2.9, IAn|s HanH. Isto implica que |A| < n/ﬂ;ﬁﬁ para todo

» € sp(a). Tomando o limite inferior, temos

| |x] ¢ lim inf n Han“ para todo ) e sp(a).

n 5 o

Logo, p(a) ¢ lim inf ™/ |a"| .

n > o

e T s
Pela proposicao 2.16, p(a) > lim sup nf/HanH .
' n > «

:
|
| Segue que p(a) = 1im ™/ |a"| .

1 -ree

2.18. Teorema

Seja A uma algebra de Banach com identidade e. Entao A
possui um idecal maximo. Além disso, sec I ¢ ideal maximo de A, en-

tao I ¢ fechado.




Demonstracao:

a) A possui ideal maximo,

Seja F = {I; I & ideal proprio de A}.
a.l) F # ¢ pois {0} € F.

a.2) Definimos a seguinte relacao de ordem cm F:

Se 1,J € F, I < J <&=>1CcCJ.

a.3) (F, <) € um conjunto indutivo, isto €, toda ca-

deia em F possui uma cota superior em F.

Sejam {Ia}a ¢ uma cadeia em F e

M = v £
a € L

a.3.i) M # A.

Como para cada a, I € um ideal proprio de A, entao

a
e %_Ia para qualquer o. Logo, e % M.

a.3.ii) M €& um ideal de A.
Sejam a,b € M e X € €. Entao existem a,B € L

€ & i a C
que a e_Iu eb €1 Como {é}a ¢l © uma cadeia, entao Ia I

g
I, I . Assim, a,b €I ou a,b €I, e portanto, Aa + b € I

B a o B ol
ouxa+b€IBCM.

Sejam a € A e b € M, Entao existe o« € L. tal que b € Ia' Como
€ ideal de A, a.b C I,CM e b.ael CM.
Por a.3.1i) e a.3.1i1) concluimos que M € F.

Como Ia ¢ M para qualquer o € L, entao M € uma cota superior

{la}a €L

tais

ou

B8
C M

I

A

de

Pelo lema de Zorn [0, pg 32], existe um elemento maximo 1 € F,
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b) Se I € ideal maximo de A, entao I e fechado.

b.i) Se I €& ideal de A, entao 1 também o &, como fa-

cilmente se verifica.

b.ii) Se I & um ideal proprio de A, entao o mesmo
ocorre com I.
Seja U = {a €¢ A; a ¢ inversfvel}.
Pelo teorema 2.10, U & aberto. Como I € um ideal pro-
prio de A, I nU = ¢. Logo, 1 # A.
Como I ¢ um ideal maximo, e I € I, entdo I = I, ou seja, 1 &€ fe-

chado.

2.19. Definigao

Seja A uma algebra normada com identidade e. Se todo
elemento nao nulo de A € inversivel, entao A € dita uma algebra

divisao.

2.20. Teorema (Gelfand)

Seja A uma algebra de Banach divisao. Entao a fungao
f:C > A
A > e

¢ um isomorf{ismo isomctrico, isto ¢, A ¢ isometricamente isomorfo

ao corpo dos complexos.

Demonstracao:

Facilmente se verifica que f ¢ lincar ¢ injetiva.
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Provemos que f € sobrejetiva.

Seja a € A. Como A & uma algebra divisao, se A1 € A, sao numeros
complexos tais que A # Ay entao pelo menos um dos elementos
Aj€ - a ou l,e - a € inversivel. Assim, como sp(a) € um conjunto
compacto, nao vazio, sp(a) = {A(a)}, isto €, sp(a) consiste de um

unico ponto A(a), para o qual x(a)e - a nao € inversivel.

Logo, A(a)e - a =0 e a = )x(a).e f(x(a)), o que mostra que f

€ sobrejetiva.

Seja A €C. Temos £ =[x el = [Allle]l = |2]
Portanto, £ € uma isometria e |f|]| = 1.

Segue que f € um isomorfismo isométrico.

2.21. Definicao

Seja A uma algebra de Banach com identidade e. Um homo-
morfismo algébrico f: A - € & dito um carater de A se f(e) = 1, ou

equivalentemente, se £ # 0,

2.22. Teorema

Sejam A uma algebra de Banach comutativa com identidade
e, f: A » € um carater de A e M = Ker(f). Entao M & um ideal maxi
mo de A ¢ para qualquer a € A, a + M = f(a)e + M.
Reciprocamente, se M € um ideal maximo de A e A € comutativa, exis
te um carater f: A - € tal que M = Ker(f) e a + M = f(a)e + M pa-

ra todo a € A.




46

Demonstracao:

a) Nao € dificil verificar que M = Ker(f) € um ideal de A.

b) M & maximo.
Séja b € A tal que b ¢ M. Entao f(b) # 0. Seja 1 um

ideal de A tal que M CI CA,

b.i) Suponhamos que b € I e provaremos que I = A.

Seja a um elemento qualquer de A. Entao,

a=a- « b * . b e
f£(b) f(b)
f(a) - f(a) - |
f(a - ——= . b) = f(a) - f(b) = 0. |
(a - Foy - b) = £@) - f 2. ) 1
Assim, a - fhal .b eMCI.
f(b)
Como f(a) . b €1, entao a € I.
f£(b)
Logo, I = A.
b.ii) Suponhamos que b ¢ I e mostraremos que I = M.

Suponhamos que M € I, Entao existe c¢c € I tal que c % M.

Assim f(c) # 0 e podemos escrever

f(c)
(b)

& = g ~ flel . b+

f(b)

H

Como c €1 e ¢ - £le) . b €1 entao fle) . b €I, oque ¢ uma con
f(b) £(b) B

tradigao pois desta forma b € I.
Logo, 1 = M.,

Scgue que M ¢é maximo.

c) Para qualquer a € A, a + M = f(a)e + M.,




Seja a € A, Temos f(a - f(a)e) = f(a) - f(a).f(e) = f(a)- f(a.c)=0.

Portanto, a - f(a)e €M ¢ entao a + M = f(a)e + M.

Reciprocamente. Seja M um ideal maximo de A. Provaremos primeiro

que todo elemento nao nulo de A/M é inversivel.

Sejam n a fungao natural e a € A tal que a = n(a) # 0 ou seja
a & M.

Seja I = {b.a + c; b €A ec € M}. Entao I &€ um ideal de A que
contém M propriamente, pois a ¢:M e a €I. Como M € maximo I = A.

Assim, existem b € A e c € M tais que

e = b.a + c e desta forma

n(e) = n(b.a + c) = n(b). n(a) + n(c) = n(b). n(a).

Logo, a = n(a) € inversivel.

Como M € um ideal fechado de A, pelo teorema 2.4 temos que A/M &
uma algebra de Banach. Entao, pelo Teorema 2.20, existe um isomor

fismo
y : A/M > (.

Seja £ = ¥ on . Entao £ € um carater de A e Ker(f) = Ker(n) = M.

2.23, Corolario

Seja A uma algebra de Banach com identidade e.
Se f: A » € ¢ um carater de A, entao f & uma funcao aberta ¢ de-

cresce €m norma.,




Demonstracgao:

Seja f: A » € um carater de A. Entao pelo teorecma 2.6
existe um isomorfismo algébrico ¥: A/Ker(f) -~ € tal que o diagra-

ma comuta

A/Ker (£f)

Provemos que f decresce em norma.

Como f: A >~ € € um carater de A, entao pelo teorema anterior
Ker(f) & um ideal maximo de A e A/Ker(f) & uma algebra de Banach
divisao. Pelo teorema 2.20, podemos concluir que Y € uma 1some-
tria.

Assim, se a € A,

[£(a)] = [¥((@) | < [IYll Incall < ¥l flall = llall .

Segue que f decresce em norma,

Além disso, como ¥ € uma isometria e a fungdo natural n ¢ aberta,

temos que f = ¥ o n € uma fungao aberta.
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CAPITULO III

DUALIDADE DE GELFAND

3.1, Construcao do espaco H(A)

Seja A uma algebra de Banach comutativa com identidade

e. Denotamos por H(A) o conjunto de todos os caracteres de A.

Para cada a € A, definimos

a: H(A) > C

f -+ a(f) = f(a).

Denotamos por S, o conjunto S {a: H(A) > C; a € A}.

Introduzimos em H(A) a tapologia fraca induzida pelo conjunto de
funcoes S, isto €, munimos H(A) com a menor topologia que torna

continua cada fungao a, a € A. Entao 1 € a topologia gerada por

{5_1(U); a €S e U ¢ aberto em C}

e uma base para 1 € dada pelos conjuntos da forma

Vf(al' a,, «+.. ay, €) =3h €H(A); |5i(h) - ﬁi(f)l <e, para

i=1, 2, «s¢, N

= {h € H(A); |h(ai) - f(ai)| <g, para i 1,2, svsqyplt }

n
= N {h € lH(A); |h(ai) - f(ai)| < g } com £ € H(A) e
i=1 :

F: s Nee e € v
ag, 12, y 1n A
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Observacao: H(A) munido com a topologia T € um espago

de Hausdor{f.

De fato, se f f2 € H(A) sao tais que f1 # fZ' entao existe

1 v
a € A tal que fl(a) # fz(a). Como € é de Hausdorff, existem aber-

tos U,V C € tais. que
fl(a) € U, fz(a) eV e UNV = 9.

I | ~1 -1 e
Entao a (U) Na (V) = ¢, fl c a (U) e fZ € a (V).

3.2. Lema

Seja A uma algebra de Banach comutativa com identidade

e. Entao, para cada a <€A,

p(a) = sup [f(a)],
f € H(A)

onde p(a) € o raio espectral de a.

Demonstracao:

a) Para cada a € A, p(a)

IN

sup | £(a) | .
f € H(A)

Seja A € sp(a). Entao a - )e niao € inversivel.

Seja I = {(a - xe)b; b € A}. Entao I & um ideal proprio de A,
pois ¢ ¢ I ¢ portanto existe um ideal maximo M tal que I C M,
Pelo tcorema 2.22, existe f € H(A) tal que Ker(f) = M.

Mas, (a - Ae)b € M para qualquer b € A. Tomando b = e, temos quc
a - ¢ € M, Isto implica que f(a - Ae) = f(a) - Af(e) = 0 e assim

f(a) = A.
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Portanto, sup |f(a)| » |X| para qualquer X € sp(a) ¢ entao
f € H(A)
p(a) ¢ sup |[f(a)]|.
f e H(A)
b) Para cada a € A, p(a) 3 sup |[£(a)|.
| £ ¢ H(A)
| Seja a € A. Suponhamos que ) & sp(a). Entao existe b € A tal que
(a - xe)b = e. Portanto, se f € H(A), f(a - xe).f(b) =
= f(a - xe).b) = f(e) =1 e desta forma f(a - re) # 0.
Isto implica que f(a) # A para todo f € H(A). Assim, se )\ = f(a)

I
para algum f € H(A), entao ) € sp(a).

|
Portanto {f(a); f € H(A)} < sp(a) e desta forma |

p(a) » sup [f(a)]
£ € H(A)

3.3. Teorema

Seja A uma algebra de Banach comutativa com identidade

e. Entao H(A), munido da topologia fraca induzida pelo conjunto

de fungoes S = {a: H(A) » C; a(f) = f(a), a € A}, & compacto.

Demonstracao:

Para cada a € A, sejam Sa = {z € C; |z| < |a]}

E = I Sq, isto €, E &€ o produto cartesiano dos espacos S, mu-
\ aen °© ‘

o

| nido com a topologia do produto, Como para cada a € A, S

<

pago compacto ¢ de Hausdor{f, entdao pelo tecorema de Tychonov [6,pg

1 ¢ um es

224], o mesmo ocorre com L,

Lscrevemos D na forma,




E = 2z, €5,} = {f: A~ W) S,; f(a) €58}

{(z,) ;
a’a € A a a € A
Scja f € H(A). Entao para todo a € A, |[f(a)| < p(a) < [[a]] e por-

tanto f(a) € Sa'

Assim, podemos concluir que H(A) C E = i Sa.
a € A
Queremos mostrar que H(A) & compacto. Como E & compacto, basta

mostrar que H(A) € um subespago fechado de E.
a) H(A) € um subespago de E.

Seja 1 a topologia de E. Entao t € a topologia mais fra

ca sobre E que torna continuas as projecgoes

Pa(f) = f(a)

e portanto uma base para Tt ¢ dada pelos conjuntos da forma

Vf(al’ Ay, +e., @

a0 €) = {g €E; IPai(g) - P (f)f<e, i=1,2,...,n}

1

= {g € E; [g(ai) - f(ai)| <eg, 1i=1,2,..., n}, com £ € E,

e sy B E .
aj, a,, . 1n A e g€ >0

Como H(A) € E, t induz sobre H(A) a topologia relativa e uma base

para csta topologia ¢ dada pelos conjuntos

Vf(al’aZ""' a s ) M H(A) =<g € H(A); lg(ai) - f(ai)[<e purn}.

Portanto, a topologia fraca sobre H(A), induzida pelo conjunto 5
de fungoes, coincide com a topologia relativa induzida por t, e

desta forma H(A) ¢ um subespago de E.

e — ]




b) H(A) € fechado.

Seja g € HYKY. Mostraremos qﬁe g € H(A), ou seja, que g

¢ um carater de A.
b.i) Sejam a;, a, € A. Entao
Vg(al, a,, a; * a,, e) N H(A) # ¢. Isto implica que existe f € [(A)
tal que |f(a1) - g(a1)| <€, |f(a2) - g(az)] < g e
]f(a1 + a2) - g(a1 + az){ <e.
Temos, entao
|g(al i az) - (g(al) + g(az))l < lg(al * az) - f(al + az)| *
+ |f(a1) - g(al)l # |f(a2) - g(a2)| < 3g.

Como ¢ € arbitrario,

gla; + ajy) = g(a) + gla,).

b.ii) Sejam A €C e a € A. Entao
Vg(a, ra, €) N H(A) # ¢ e portanto existe f € H(A) tal que
|[f(a) - g(a)]| <e e |f(ra) - g()a)l < s
Assim, |g(xa) - rg(a)| < |g(xa) - £(ra)| +
+ |[af(a) - ag(a)] <e + |x|e = (1 + |A])e.

Desde que ¢ € arbitrario, temos
g(xa) = xg(a).
b.iii) Sejam a;, a, € A. Entao

Vg(a], Ay, Ay.dy, e) N H(A) # ¢ e portanto existe f € II(A) tal

que If(ul) - g(ul)| < B If(az) - g(a2)| < g c



54

| £(aj.a,) - glay.a,)] < e.

Temos, entao

lglay.a,) - glag).glay)| < |glay.a,) - f(aj.a,)| +

+ |f(aj.ay) - glag).glay)| < |glay.ay) - f(a;.ay)] +
[ flay)| [f(ay) - glap)] + Jglap)| [f(ay) - glay)] <
<e (1 + [f(a)]| + |glapd]).

- Sendo ¢ arbitrario, temos

glaj.a,) = glap).g(a,).

b.iv) g € continua.
Como g € E, entao se a € A, temos g(a) € S, e assim
lg(a)] < [laf -
b.v) g nao € identicamente nula.
Segue do fato de que Vg(e,e) N H(A) # ¢ e entao existe f € H(A)

tal que |[f(e) - g(e)| < €.

Portanto, g € H(A) e entao H(A) € fechado.

Observacoes:

1) Como no decorrer de nosso trabalho os espagos topolo
gicos compactos sempre scrao espagos de Hausdorff, quando escreve
remos cspago compacto estaremos subentendendo que este espago ¢
de Hausdorff.

2) Se A ¢ uma algebra de Banach comutativa com identida
de e, associamos a A o espago H(A), que ¢ um espago topologico com

pacto.




3.4. Definigao

Sejam A e B algebras de Banach comutativas, com identi-
dades ey € Cps respectivamente. Se f: A > B &€ um homomorfismo de

algebras de Banach tal que f(eA) = eg, nos definimos

H(f) : H(B) - H(A)
H(E) (¥) =Yy o f

Como ¥ o f € um homomorfismo algébrico de A em €, e (¥ o f)(e) =1

entao ¥y o f € H(A) e portanto H(f) €& bem definida.

3.5. Teorema

Se f: A » B €& um homomorfismo de algebras de Banach

tal que f(e,) = e entao H(f) € continua.

B 9

Demonstracao:

Seja ¥y € H(B). Entao ¥ o £ € H(A).

Sejam Ays85, 000, A) € A. Entao V = V? o £ (al,az,..., a s £) € um

aberto basico de H(A)vque contém ¥ o f. Mostremos que H(f)—l(V)
¢ um aberto de H(B) que contem Y.

Temos,

H(E) Y (v) = (p €H®): p o £ €V} =

= {y € H(B); |(y o f)(ai) - (¥ o f)(ai)l <eg, 1 =1,2,..., n}

{v € H(B); |¢(f(ai)) - W(f(ﬂi))\ <g, 1i=1,2,..., n}

li

Vw(f(al), flas) svnasy f(an). £) que ¢ um aberto basico dec  H(B)

que contcm VY.
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Portanto, H(f) € continua.

3.6. Definicao

Seja A uma algebra. Uma involugdo sobre A é uma funcgao

que satisfaz as seguintes condicoes:

i) a** = (g*)* = 3
ii) (a + b)* = a* + b*
idd) (3a)® = % B*

iv) (a.b)* = b* ., a*

para todos os elementos a, b € A e ) € C.
Se A ¢ uma algebra e existe uma involugao definida'sobre A, entiao

A ¢ dita uma algebra com involugao.
Se A ¢ uma algebra normada, exigimos para  a condigao

v) |la¥|| = ||a]] para todo a € A.
Se A € uma algebra de Banach e existe uma involugao so-

bre A que satisfaz

2 - -
I al| para todo a € A, entao A ¢ dita uma

|a* « a

- s
algebra C .

Obscrvamos que sc ¢ ¢ a identidade de A, entado c¢* = e,

3.7. Construcao da algebra C(X)

Scja X um espago topologico compacto. Lntiao conforme vi
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mos no exemplo 2.3, C(X) = {f: X »~ C; £ ¢ continua}, com a adigao
e multiplicagao usuais de fungoées e a norma |[f|| = sup [f(x) ¢
x € X

uma algebra de Banach comutativa.

Definimos uma involugao em C(X),

» ¢ C(X) = C(X)

f -+ f" onde f*(x) = f(x) para todo x € X.

i) = € bem definida.

Se f € C(X). o mesmo ocorre com f*, pois f* & a composta das fungoes con
tinuas fe h, onde h € a funcao de € em €, que leva z em seu conju-

gado.

ii) * € uma involucao em C(X).

As propriedades de i) a v) da definigao 3.6 sao facil-

mente verificadas.

~ Z
iii) Para toda fungao f € C(X), |f* . f| = || f||
Seja f € C(X). Entao,
|£* . £]] = sup |(£* . £)(x)| = sup |f*(xX).f(x)| =
x € X x € X
e 2 ’ 2
= sup |f(x).f(x)| = sup [|f(x)| = (sup |[£(X)]D" = ||f|| -
x € X x € X x € X
Seguc que C(X) € uma algebra C*, comutativa,
Observacoces:
1) Se A ¢ uma algebra C*, comutativa, dizemos que A ¢

- oK
uma algebra LC.

2) Se X ¢ um ecspago topologico compacto, associamos a X




a algebra C(X) que €& uma algebra C;.

3) Quando dizemos que uma fungao f & um homomorfismo de

algebras C*, nos entendemos que f ¢ um homomorfismo algébrico que
g ’ 1

preserva a involugao e a identidade.

-

3.8. Definigao x

Sejam X e Y espacos topoldgicos compactos e f: X o Y

uma fungao continua. Definimos

ElE): CCYY = ECX)

C(f) (v) = v o f.

3.9. Teorema

Sejam X e Y espacos topologicos compactos e f: X »>Y
uma func¢ao continua. Entao C(f) é um homomorfismo, continuo, de

algebras Cc'

Demonstracgao:

i) C(f) € um homomorfismo algébrico.
Scjam y, y € C(Y) e x € X. Entao,

CH) (v + p)(x) = ((¥y + y) o £)(x) = (v + ) =

Y(f(x)) + p(f(x)) = (v o £+ ypo f)(x) =

i}

(CCH) (v) + C(D) (v)) (x) .
Portanto, C(Lf)(y + y¢) = C(L£)(y) + C(f) (y).

De mancira andloga, prova-sc que C(H) () = A.C(f) (v) e




C(f)(v.yp) = C(H)(y) . C(f)(y), para todo » € C e Yy, p € C(Y).
ii) C(f) preserva a identidade.

Sejam e, ¢ e, as identidades de C(X) e C(Y), respectiva
mente.

Entao, eq: X > C e

I
=

el(x) = 3 82(}’)

Seja x € X. Entao,

C(f)(ez)(x) = (e2 o f)(x) = ez(f(x)) = 1 e portanto C(f)(cz) =e

iii) C(f) preserva a involugao.

éejam y € C(Y) e x € X. Entao,
C () (X) = (¥ 0 £)(X) = ¥ (£(x)) = ¥(£(x)) =
= (voHx) = (voH (x)= (CEMW X,

Logo, C(f) (¥*) = (C(£) ().

iv) C(f) € continua.

Como C(f) € linear, basta mostrar que C(f) € continua

na origem. Como f: X -~ Y € continua e X & compacto, existe M > 0

tal que
sup [f(x)| ¢ M
x € X
Seja ¢ > 0. Tomamos § = ML, e. Entao se ||y|| < § temos,
[CCEY ] = sup [y o ()] = sup [¥(£(x))|
x €X x € X
< sup )£ = ||y sup [f(xX)] < M Y] < e
x € X x € X

Portanto, C(f) ¢ continua na origem.
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3.10. Lema

Sejam A uma algebra CC e a um clemento de A tal que

a* = a, ou seja, a ¢ auto-adjunto. Entao para cada f € li(A), f(a)

¢ um numero real.

Demonstracao:

Definimos

F: A > C(H(A)) onde F(a): H(A) » C

a » F(a) F(a) (£f) = f(a)

F esta bem definida, pois se a € A, entao pelo corolario ) S (7
a funcao

F(a): H(A) - C

F(a) (f) = f(a)
¢ continua e além disso, |[F(a)|| = | a
Suponhamos que existem f € H(A) e a € A tais que a* = a e
f(a) = u + iv, onde u e v sao numeros reais e v # 0.

. _ .-1 -
Seja b = v “(a - ue). Entao,
* = =1 * * - -1 s
b* = v “(a* - ue*) =v (a - ue) =b e,

F(b)(£) = £(b) = £(v 1(a - ue)) = v i(f(a) - uf(e)) =
= v_l(u + iv - u) = i,
Assim, para cada k > 0, temos

i(l + k) ¢ entdo,

f(b + ike) = f(b) + ikf(e) = 1 + ik

i

li(1 + K)| = |£(b + ike)| = |F(b + ike) (£)]|
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< IF( + ike)|| [I£]l < [[F(b + ike)|| = |Ib + ikel|

Elevando ao quadrado ambos os membros da expressao anterior, te-
mos

2 . 2 ) , ¥
(1 + K% < |lb + ike]” = [[(b + ike) (b + ike)”|
= || (b + ikc)(b* - ike*)|| = ||(b + ike) (b - ike)]|
= ||b2 + kzeH < HbZH v K2, e portanto,
1 + 2k = HbZH para todo k > 0, o que € uma contradigao, pois as-

sim deveriamos ter Ib2]| = .

Segue o lema.

3.11. Teorema

Sejam X um espaco topologico compacto e A uma sub-alge-

bra fechada de C(X), que satisfaz:

i) A separa os pontos de X, isto e, se X,y € X sao tais

que x # y, entao existe f € A tal que f(x) # f(y).

ii) A identidade de C(X), 1: X = €, € um elemento de A.

\ : X =1

iii) Se f € A entao f* € A.

Entao, A = C(X).

Demonstracao:

Seja Re(A) = {f, ; £ = £, + if, € A}

2

I

= {f, : X » R; £ Re(f) para algum f € Al.

1

a) Re(A) ¢ uma algebra sobre o corpo dos reais.

Scjam fl e € Re(A) ¢ A € R.



Entao, f Re(f) e gy Re(g) para algum f € A e g € A. Assim,

a.i) £

1t 8 Re(f) + Re(g) = Re(f + g) ¢ portanto

fl + gle Re (A) .
a.ii) Afl = XRe(f) = Re(Af) e portanto Afl € Re(A).

a.iii) Se f e g sao elementos de A entao f* e g* Sao

>

elementos de A e portanto,

47l (f.g 4 £r.g + £ugr ¢ £r.g*) € A.
Mas,
ATl (fg ¢ frg o fagr o+ £ragr) = 4TI ¢ £R)g ¢ (£ 4 £9)gH)

= a7hE £ (g + g*) = 4T (2Re() . 2Re(g)) = £, . g,

Logo, £, . g € A e como ambas sao funcgoes reais, f

l.gl c RC({\).

b) Re(A) separa os pontos de X.

Seja £ = £, + if

1 , € A, Entao, -if = f, - if; € A e por

tanto, fz = Re(-if) € Re(A).

Sejam x,y € X tais que x # y. Entao existe f = fl + ifz € A tal
que f(x) # f(y). Isto implica que £, (x) # fl(y) ou
£,0x) # £,(y).

Desde que £] c fz sao elementos de Re(A), segue que Re(A) scpara
os pontos de X.
c) Para todo x € X, Re(A) nao se anula em x.

Segue do fato de que a identidade de C(X) €& um clemento

de Re(A).
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d) Re(A) ¢ fechado em Cr(X) € C(X), onde Cp(X) ¢ a alge:

bra das fungoes continuas de X em R.

d.i) Re(A) CA.
Seja f1-€ Re (A). Entao fl = Re(f) para algum f € A. Des
de que fl = Z_I(f + f*) e f* € A, entao fl € A,

d.ii) Seja gy um elemento do fecho de Re(A) em CR(X).

Entao g1 ¢ um elemento do fecho de A em C(X). Como A ¢ fechado em

c(x), g1 € A. Desde que g1 ¢ uma fungao real, g1 ~ Re(gl) € Re(A).

Logo, Re(A) ¢é fechado em Cr(X).

Pelo Teorema de Stone - Weirstrass generalizado [11, pe 150], con

cluimos que Re(A) = Re(A) = CR(X).

Seja f € C(X). Entao f = £, + if

1 com fl, fz € CR(X).

21
Desde que Re(A) = CR(X) C A, fl € A e f2 € N

Assim, f = fl ¥ if2 ¢ um elemento de A e portanto A = C(X).

3.12. Definicao
Seja A uma algebra de Banach. Definimos

F A > CHA)) onde FA(a): H(A) -» €

A
a - FA(a) FA(a)(f) = f(a)

Esta fung¢ao €& chamada transformagao de Gelfand.
Conforme vimos na demonstragao do lema 3.10, FA_E bem definida.
Observamos que quando nao houver necessidade de explicitar a alge

bra A, denotarcmos 'y apenas por F.

Scja X um espago topologico compacto. Definimos

S——
S [

L R e B S s e e T O T T
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GX: X -» H(C(X)) onde Gx(x): C(Xx) -» ¢

X > Gy(x) Gy(x) (f) = £(x)

(@]

Pode-se verificar facilmente que para todo x € X, gx(x) um cara

ter de C(X), ou seja, gx(x) € H(C(X)).

Observamos que no decorrer de nosso trabalho, normalmente denota-

TEmos GX apenas por G.

3.13,. Teorema

Seja A uma algebra C_. Entdo a funcao F = F definida

A )

VO

*
em 3.12, e um isomorfismo isometrico de algebras Cc'

Demonstracao:

a) F & um homomorfismo algébrico.

Sejam a, b € A. Entao, para todo f € H(A), temos
F(a + b)(f) = f(a + b) = f(a) + £(b) = F(a)(f) + F(b)(f) =

= (F(a) + F(b))(f) e portanto
F(a + b) = F(a) + F(b).

Similarmente prova-se que para todo » € € e a,b € A, tecmos
F(xa) = xF(a) e F(a.b) = F(a).F(b).

b) F preserva a identidade.
Seja ¢ a identidade de A. Entao para toda f € H(A),

F(e)(f) = f(e) = 1.

Assim, F(e): H(A) -» C
f » 1,
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ou seja, F(e) ¢ a identidade de C(H(A)).

c) F preserva a involucgao.

Seja a € A. Entao, a; = 2—1(a + a*) e a, = E; (a - a*)
i

sao clementos de A, e além disso,

ay = (27Ma v a )y = 27 v ) = 27 @t v ) = ay,
* = 1 * * = 1 * = 1 * —
= — -— = - [R— -— = — — a =
a; = (537 (a - a*) T - ) = a,
€ a = a; + iaz.
Seja f € H(A). Desde que a; e a, sao auto-adjuntos, pelo lema

3.10, f(a;) e f(a,) sao nimeros reais. Assim,

F(a*) (f) = F((al + ia,)*(f) = f((al +'ia2)*) = f(a1 - la,) =

= f(ay) - if(ay) = f(a) + if(ay) = f(a) = F(a)(f) = (F(a))*(f).
Portanto, F(a*) = (F(a))*.

d) F € uma isometria.

Seja a € A. Entao pelo lema 3.2,

p(a) = sup [f(a)]

' f € H(A)
Assim, || F(a)| = sup |f(a)| = p(a) ¢ | a| -

f € H(A)
Portanto, I ¢ continua e para todo a € A, |F(a)|] = po(a).
Mostraremos agora que para todo a € A, ||[F(a)| = | a
Seja a um clemento de A, tal que a = a*.
- 2 2

Entao, a* all = |la”| = |la]

Por indugao, obtemos

2n 2n .
= = la || para todo n & N

| a




e

ZNin 142n
atny

e entao | al]] = || para todo n € N.

Fazendo n -+ «, temos

lal = 1im [la®®|] /2" = p(a)

n-rw

Seja a € A, qualquer. Entao a*.a € auto adjunto e HaHZ E
= p(a*.a) = ||[F(a*.a)| = ||[F(a*) . F(a)| = ||(F(a))* . F(a)]| =

= ||F(a) | %,

Portanto, para cada a € A, |[al |F(a)|| e desta forma F € uma iso

metria.

e) F € injetiva.

Segue do fato de F ser uma isometria.

f) F e sobrejetiva.

f.i) Desde que F € um homomorfismo algébrico, entao
F(A) CC(H(A)) € uma sub-algebra de C(H(A)).

f.ii) A identidade de C(H(A)) pertence a F(A), pois F
preserva a identidade.

f.iii) Se f € F(A) entao f* € F(A).

Segue do fato que F preserva a involugao.

f.iv) F(A) ¢é fechado em C(H(A)).

Desde que A € uma algebra de Banach, e F ¢ uma isome-
tria, entao F(A) ¢ uma algcbra de Banach e portanto fechada em
C(II(A)).

f.v) F(A) separa os pontos de H(A).

Scjam f,g € H(A) tais que f # g. Entao existe a € A tal

que f(a) # g(a). Assim, para este a, F(a)(f) # F(a)(g).




Pelo Teorema 3.11, concluimos que F(A) = C(H(A)).

“ . = 5 s 4 - 3 - R
Segue que F ¢ um isomorfismo isometrico de algebras Sy

3.14. Teorema

Seja X um espago topologico compacto. Entao G = Gy defi

nida em 3.12, € um homcomorfismo.

Demonstracao:

a) G €& injetiva.

lSejam X,y € X tais que x # y. Pelo Lema de Urysohn [10,
pg 233], existe f € C(X) tal qﬁe f(x) # f(y). Entao,
G(x)(f) = f(x) # £(y) = G(y)(f) e portanto G(x) # G(y).

b) G € sobrejetiva.

Sejam y € H(C(X)) e M = Ker(y) = {f € C(X); yp(f) = 0}.

Entao, pelo teorema 2.22, M € um ideal maximo de C(X).

Provemos que existe X € X tal que para todo f € M, f(xo) = 0.
Suponhamos que isto nao ocorre. Entao para cada x € X, existe
fX € M tal que fx(x) # 0. Como fX ¢ continua, existe um aberto

U, € X tal que x € U, e 0 ¢.FX(UX). Desde que X é compacto, exis

n
tem X aXgyseee, X € X, tais que X = U U

1 : g
. i=1 4
. ~ -~ - ~ *
Para cada i, fx € M. Entao, para cada i, a fungao fx . f\ c M
i i i
- n * =
¢ alem disso f = ¥ fx . fx ¢ um clemento de M tal que
i=1 i i

f(x) > 0 para todo x € X.

Portanto, existe o inverso multiplicativo de f que ¢ dado por %,

e f = 1€ M, o que ¢ uma contradigao pois desta forma M nao ¢

1
{
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ideal maximo.

Escolhemos X, € X tal que f(xo) = (0 para todo f € M. -

Se f € C(X), entao £ - y(f).1 € M, e portanto,

G(xg) (1) = W) = £(x) =~ v(£) = £(x) - v(£) . 1(x)) =

= Lf = w(f).l)(xo) = 0.

D\

Logo, G(xo) = ¢, e portanto, G sobrejetiva.

c) G ¢ continua.

Sejam x, €XelUe& H(C(x)) um aberto tal que C(xo) e Us

Entao existe um aberto basico V = VG(XO)(fl’fZ""’f g) =

I

{y € H(C(X)); [W(fi) - G(xo)(fi)] <e parai=1,2,..., n} =

I

{y € H(C(X)); [W(fi) - fi(xo)l <g para 1 = 1,2,...,0} tal que
V C U.

1

Seja W = f‘i (B, (£;(x,))), onde B_(f;(x,)) & a bola aberta

D s

1

de raio ¢ e centro em fi(xo). Entao W & aberto em X e X, € W.

Mostremos que G(W) C U.

Seja y € W. Entao, para todo i, fi(y) € Be(fi(xo)) e assim,
[fi(y) - fi(xo)| €& "poare 1 = 1,Z;4»4s0s

Desde que fi(y) = G(y)(fi), temos

|G(y)(fi) - G(xo)(fi)| < g para i = 1,2,...,n e portanto
G(y) € V C U.

Segue que G(W) C U e desta forma G ¢ continua em X,

d) G ¢ fechada.
Seja F um subconjunto fechado de X. Entao I ¢ compacto

e portanto G(F) ¢ um subconjunto compacto de H(C(X)). Como a topo
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>

logia de H(C(X)) e de Hausdorff, entao G(F) e fechado em H(C(X)).

Scegue que G ¢ um homecomorfismo.

3.15. Teorema

a) Sejam A e B algebras C; e f: A > B um homomorfismo de

o K . -~ : . - .
algebras CC. Entao o diagrama abaixo e comutativo.

f
A » B

(a) F

C(H(£))
C(H(A)) > C(H(B))

b) Sejam X e Y espagos topologicos compactos e¢ f: X - Y

continua. Entao o diagrama é comutativo.

>

> Y

(b) G - G

H(C(f))
H(C (X)) » H(C(Y))

Demonstracao:

a) Sejam a € A ¢ h um elemento de H(B). Entao,
(1) FB(f(a))(h) = h(f(a)) = (h o f)(a).
(2) (CAICE)) (Fy(a))) (h) = (Fp(a) o H(f))(h) =

= FA(Q)((“(r))(h)) =FA(a)(h of) =(hof)(a).




Por (1) ¢ (2) concluimos que o diagrama (a) comuta.

b) A demonstracao é similar a anterior. Portanto a
-

omitimos.

Observacao:

Passaremos a usar agora, a linguagem e os conccitos ba-
sicos da tecoria de categorias, introduzidos no capitulo I.
Observamos que na categoria K (dos espacos topologicos compactos)
os morfismos sao as fungoes continuas, e na categoria Cé (das al-

* s ~ 5 - Lk
gebras CC) os morfismos sao os homomorfismos de algebras LC.

3.16. Teorema

o . * 5
Na categoria C* ou na categoria Cc’ cada morfismo e de-

crescente em norma e portanto continuo.

Demonstracao:

Sejam A,B € Ob(C*) e f € Mor(A,B). Se f = 0, entao f ¢
continua e decresce em norma.
Suponhamos que f # 0.
Seja a € A tal que a* = a. Entao, conforme vimos no item d) da de

monstracgao do teorema 3.13,

lall = pC(a).

Desde que a ¢ auto-adjunto ¢ f preserva a involugao, temos
f(a) = f(a*) = (f(a))* e portanto, [[f(a)]| = p(f(a)).

Mostremos que p(f(a)) g p(a).
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Seja A ¢,sp(a). Entao Ae, - a tem um inverso, ou seja, existe

b € A tal que ()\cA - a).b = Cp Assim,
(xeg - f(a)).£(b) = £((Aey - a).b) =-f(e,) = ey e desta forma,

Aep - f(a) tem um inverso, o que implica que A ¢ sp(f(a)). Portan
to,

sp(f(a)) csp(a) e isto mostra que p(f(a)) < p(a).

Podemos entao, concluir que, se a* = a, | a|| > |f(a)].

Seja a € A qualquer. Entdo a.a* € auto adjunto e assim

[£Ca.a®)| < [la.a|

Mas,

2

I£ca)|I? = I£(a). (F@)*|| = I£(a).£(a*)|| = [|£(a.a*)||< [la.a*] = [la]® .

a

Portanto, para qualquer a € A, |[f(a)] < |af-

Segue que f € continua e decresce em norma.

3.17. Proposicao

Sejam K a categoria dos espagos topoldogicos compactos,
X,Y €0b(K) e f: X » Y um morfismo em K. Entao as seguintes afir-
magoes sao equivalentes:

a) f é epic e monic.

b) f ¢ bijetiva.

c) £ & um isomorfismo.

Demonstracao:

a) =» b)

i) Se f € epic entao f € sobrecjetiva.




Suponhamos que f nao € sobrejetiva. Entdo existe Yo €Y - f(X).
Como X e Y sao espagos compactos e f € continua, {y,} €Y e

f(X) €Y sao fechados em Y e além disso,

{yog} M £(X) ¢

Sejam Z = [0,1] € Ob(K) e v: Y » Z a funcao identicamente nula.

Usando o lema de Urysohn [10, pPe 233], escolhemos ¢y € Mor(Y,Z

]

tal que Y(y) = 0 se y € £(X) e w(yo) 1.

Seja x € X. Entao,
(v o )(x) = v(£(x)) = 0 = y(£(x)) = (y o £) (x).

Portanto, ¥ o f = y o f e entao, desde que f & epic, temos
Yy = y, o que € uma contradigao.

Logo, f & sobrejetiva.

ii) Se f € monic entao f & injetiva.

Suponhamos que f nao €& injetiva. Entdo existenm X)X, €X,

tais Xq # X, € f(xl) = f(xz).
Seja Z € Ob(K). Definimos

y ¢+ Z » X e p ¢+ Z > X

¥(z) = x, v(2) = x,
Seja z € Z. Entao,
(f o v)(z) = £(¥(2)) = £(xy) = f(x,) = £(y(z)) = (£ o y)(z), e
assim f o ¥ = f o y.
Desde que f ¢ monic, temos ¥ = y, o que € uma contradigao. Seguc

que f ¢ injetiva.

b) == a)



i) Se f €& injetiva entao f € monic.

Scjam Z € Ob(K) e vy, ¢

>

€ Mor(Z,X) tais quec fo ¥=fo .

Seja z € Z. Entao,
£l¥(z)) = (£ o ¥)(2z) = (£ o £)(2) = £(£(2))-

Como f & injetiva, v(z) = z(z) e portanto f € monic.

ii) Se f € sobrejetiva entao f € epic.

Sejam Z € Ob(K) e v, ¢t € Mor(Y,Z) tais queyY o f = go f.
"Entao, para qualquer x € X, temos Y¥(f(x)) = ¢(f(x)). Como f €& so-
brejetiva, podemos concluir que Yy = g.

Logo, f & epic.

b) &> c) Como f € continua e os espagos sao compactos, entao f
e fechada. Assim, f € um isomorfismo, se e somente se, f € bijeti

vd.

3.18. Proposigao

Sejam X e Y espagos topologicos compactos e f: X - Y

uma funcgao continua. Se definimos

C(f): C(Y) N C(X)

C(H)(y) = Yo f

- - ® . a - o
entao C ¢ um funtor contravariante da Categoria K na categoria LC.

Demonstracao:

A todo X €0Ob(K), C associa o objeto C(X) pertencente a
Oh(Cé) ¢ a cada morfismo f: X > Y em K, C associa um morfismo

C(f): C(Y) » C(X), quec satisfaz:
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i) Se X € 0b(K) entao C(idx).= idC(X)'

De fato, se ¥ € C(X), entao

C(idx)(W) s ¥ © idX = g e idc(x)(w).

ii) Se X, Y, Z € Ob(K) e f: X > Y e g: Y » Z sao morfis
mos em K, entao C(g o f) = C(f) o C(g).

Seja ¢ € C(Z). Entao,

(1) C(g o f)(z) = ¢z o (go £)

(2) (C(£f) o C(g))(z) = C(£)(C(g)(z)) C(f)(z o g)=
= (L og) of

Por (1) e (2) concluimos que C(g o f) = C(f) o C(g).

- . *x
Segue que C e um funtor contravariante de K em Cc'

Observacao:

Sejam A e B algebras CZ e f: A > B um morfismo CZ. Se
definimos H(f): H(B) » H(A) por H(f)(¥) = ¥ o f, entao H ¢ um fun

. . * - -
tor contravariante da categoria CC na categoria K.

3.19. Lema

Sejam A e B 51gebras C; , f: A > B um morfismo CZ, e
H(f) : H(B) » H(A).
H(f)(y) = v o f.

Entao, a) Se f € monic, H(f) ¢ epic.

b) Se f & epic, H(f) € monic.
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Demonstracgao:

a) Sejam C € Ob(C;) e g,8, € Mor(C,A) tais que f o gi=

= f o g,- Como f € monic, entao g1 = &;-

Sejam X € Ob(K) e vy,, V¥ € Mor(H(A),X)) tais que
1 2
¥, o H(f) = ¥, o H(E) .

Devemos mostrar que ¥ = ¥,
Como ¥, © H(f) = ¥, o H(f), entao pela proposicao anterior,
C(H(£)) o C(¥q) = C(‘Pl o H(f)) = C(\P2 o H(f)) = C(H(£)) o C(¥,).

Assim, se FA e Fy sao as transformacoes de Gelfand de A e B res-

pectivamente, temos:

1

Lo caee)) o ey = FRl o (CCH(£)) o C(¥)))

(F5

1 1

= Fpo o (C(H(£)) o C(¥,)) = (Fy

B o C(H(f))) o C(Wz).

Desde que FA e FB sao isomorfismos e o diagrama abaixo € comutati

Vo,

C(H(f))
C(H(A)) » C(H(B)) ,

-1 -1
temos (f o LA ) o C(Wl) = (f o FA ) © C(Wz).

Isto implica que
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fo (Frl oC(y))) = £o (Frl ocC¥,)).

-1
A

Como f € monic, F—l o C(¥Y,) F o C(y¥,), e entao, como F, € um
A 1 2 A

isomorfismo, temos C(Wl) = C(WZ).

Portanto, H(C(Wl)) = H(C(Wz)).

Pelo teorema 3.15, os diagramas abaixo sao comutativos.

y L)
H(A) 15X H(A) —— 3 X
G G
Sy X H(A) Gy
H(C(¥;)) H(C(Y,))
H(C(H(A))) > H(C(X)) H(C(H(A)) — 2" H(C (X))

Portanto,

G H(C(¥1)) 0 Gyray = HIC(¥,)) o Gypay = Gx 0 ¥,

x 9 ¥y
Como GX ¢ um homeomorfismo, entao Wl = WZ

Logo, H(f) & epic.

b) Sejam C < Ob(C;) e g1,8, € Mor(B,C) tais que g8, of =
= g, 0 A

Como f ¢ epic, g = g,.

Sejam X € Ob(K) ¢ ¥,, ¥, € Mor(X,H(B)) tais que

1* ~2

H(f) o ¥y = H(f) o V¥,.

Devemos mostrar que Wl = Wz.

Como H(f) o ¥, = H(f) o Yy o entao

1
C(¥y) o C(H()) = C(f) o ¥y) = C(H(E) o WZ) = C(WZ) . C{H(E) ).
Sejam [y e Fy as transformagoes de Gelfand de A e B, respectiva -

mente. Entao,




~l
~

C(vy) o (CUI(D) o Fp) = (C(¥y) o CI(E))) o I, =
= (C(¥,) o C(£))) o Fp = C(¥,) o (CUI(£)) o F,).

Desde que o diagrama abaixo € comutativo, temos:

A » B

C(H(£))
C(H(A)) >» C(H(B))

(C(Wl) 0 FB) o f = C(Wl) o (FB o f) = C(WZ) o (FB o f) =
= (C(¥,) o Fy) o f.

Como f e epic, C(Wl) 9 FB = C(Wz) o FB'

Sendo F, um isomorfismo, temos C(Wl) = C(Wz).

B

Portanto, H(C(Wl)) = H(C(Wz)).

De acordo com o teorema 3.15, temos os seguintes diagramas comuta

tivos:
b1 ¥
X > H(B) X > H(B)
G Ch(B) Cx | : CHi(B)
H(C(¥{)) H(C(Y,))
H(C(X)) > H(C(H(B))) H(C(X)) ——————» H(C(H(B)))

Portanto,

Gyepy © ¥1 = H(C(¥)) o Gy = H(C(¥,)) o Gy = Gy 0 ¥,
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Desde que GH(B) ¢ um homeomorfismo, segue que ¥, = ¥, ¢ desta for

ma H(f) ¢ monic.

3.20. Proposicao

a) £ é monic <& f € injetiva.

b) f é epic < f & sobrejetiva.

Demonstracao:

aj f é monic &= f € injetiva.

a.i) Se f & monic entao f € injetiva.

Sejam f € Mor(A,B) monic e H = Ker(f) + meA. Entao,
1) H é fechado.

Pelo teorema 3.16 f & continua. Portanto, Ker(f) ¢ um

subespaco fechado de A. Como Ce, tem dimensao finita, pela propo-

sicao 1.1.10, H = Ker(f) + Ce, ¢ fechado em A.

2) H & completo, pois € um subespaco fechado de um espa

¢o de Banach.

3) H é fechado pela involugao.
Seja b € H, Entao b = a + Ae, com a € Ker(f) e A € C.
: * = * 3 £ o * T
Assim, b a> # X €A a* + ) Che
Desde que f preserva a involugao, temos que a* &€ Ker(f) ¢ desta
forma, b* = a* + by cA € 1l.
Por 1), 2) e¢ 3) concluimos quc H ¢ uma sub-algebra C; de A.

*
Consideremos os scguintes morfismos de algebras CC:

Sejam A, B algebras C; e f: A > B um morfismo CC. Entao:

—
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h: H » A e g: H > A

h(a + AeA) = a + AeA gla + AcA) = AeA .

Entao, se a + Ae, € H, temos:

A

(f o g)(a + AeA) = f(g(a + AeA) = f(AeA) = lf(eA) = leg.

(f o h)(a + AeA) f(h(a +_AeA)) f(a + AeA) =

Il
Il

£(a) + xf(e e

A) B*

Portanto, £f o g = £ o h. Como f & monic, temos g = h.

Assim, para todo a € Ker(f) e )\ € CC,

a + )e, = h(a + AeA) = g(a + AeA) = AeA e desta forma, a = 0.

A
Segue que Ker(f) = {0}, o que implica que f € injetiva.
a.ii) Se f € injetiva entao f & monic.
Sejam C uma algebra C; e ¥, ¢ € Mor(C,A) tai; que
f oy=f o . Entao, para todo ¢ € C, temos
f(¥(c)) = £(z(c)). Como f € injetiva, ¥(c) = ¢(c).
Logo, ¥ = ¢ e portanto f & monic.

b) £ € epic << f é sobrejetiva,

b.i) Se f & epic entao f € sobrejetiva.
Seja i: f£(A) “> B a fungao inclusao. Entao, por a), i ¢
" * . . - -
um morfismo CC monic. Mostremos que 1 e epic.
Sejam C uma algebra C; e h,g € Mor(B,C) tais que h o i =g o 1i.
Entao se a € A, (g o 1)(f(a)) = (h o i1)(f(a)). Isto implica que

(g o f)(a) = (h o f)(a). Como f €& epic, g = h.
Assim, 1 € monic ¢ epic.

Scja H(i) : H(B) > H(£(A))
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H(i)(¥Y) = ¥ o i.
Pelo lema 3.19, H(i) € epic e monic e portanto, pela proposigao
3.17, H(i) € um isomorfismo.
Como C ¢ um funtor contravariante, C(H(i)) também & um isomorfis-
mo. Desde que o diagrama abaixo comuta, e N Fy sao isomorfis -

mos,

i
f(A) — > B
Feony Fp
Y C(H(1)) Y
C(H(£(A))) » C(H(B))

Podemos concluir que i € um isomorfismo.

Assim, B = f(A) e portanto f €& sobrejetiva.

b.ii) Se f e sobrejetiva entao f € epic.

Sejam C uma algebra C; e Y, r € Mor(B,C) tais que
Yyof=1¢o0f.
Entao para todo a € A, ¥(f(a)) = z(f(a)).
Desde que f €& sobrejetiva, segue que V¥ = .

Portanto, f & epic.

3.21. Lema

Seja X um espago topologico compacto. Entdo todo ideal

fechado de C(X) ¢ da forma

J = {f € C(X); £f(x) = 0 para todo x € K},
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onde K € X é fechado. Em particular, todo ideal fechado de C(X) €

a intersecgao de todos os ideais maximos que o contém.

Demonstracao:

Sejam XK um subconjunto fechado de X e
J={f € C(X); £f(x) = 0 para todo x € K}.
a) Facilmente se verifica que J & um ideal de C(X).

b) J é fechado.

Sejam g € J ee > 0. Entdao existe f € J tal que

£ - g|| < e, ou equivalentemente, sup |f(x) - g(x)| < €.
' x €X

Seja x € K. Entao |f(x) - g(xX)| = |g(x)]| < ¢ -

Como ¢ €& arbitrario, g(x) = 0 e desta forma g € J.

Portanto, J € um ideal fechado de C(X).
Mostremos que se I € um ideal fechado de C(X), entao existe A € X

fechado, tal que
I = {f €CX); £(A) = {0}}.

Seja I um ideal fechado de C(X) tal que I # C(X). Tomamos

A= N g—l(O). Entao A € um subconjunto fechado de X. Além dis
g €1
so, A # ¢.

De fato, suponhamos que A = ¢. Entao dado qualquer x € X, existe
g, €1 tal que gx(x) # 0. Como g ¢ continua, existe uma vizinhan

¢a aberta de x, U, tal que 0 ¢ gx(Ux)' Como X = X‘E?X U, e X ¢

compacto, cxistem X1aXpseee,X € X, tais -que

n
n

X C }f Ux. c 0 ¢ g, . (Ux.) para todo i.
i=1 1 1 1
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< = * * . .
Seja g gx] . gxl LAECICII S SV S Como para cada i, . € 1,
n n i

entao g € I e além disso para qualquer x € X, g(x) > 0.

Logo, existe h: X > [0, «)
h(x) =
g(x)
e (h.g)(x) = —fL— . g(x) = 1. Isto mostra que g ¢ inversivel ¢ en
g(x
tao I = C(X), o que & uma contradigao.
Logo, A # ¢.

Mostremos que I = {f € C(X); f(A) = {0}}.

i) Pela definicao de A, se g € I entao g(x) 0 para to
do x € A.

Portanto, I < {f € C(X); £(A) = {0}}.

ii) Sejam f € C(X) tal que f(A) = {0} e € > 0. Vamos en

contrar ¥ € I tal que ¥(A) = {0}, v. f € Ve(f) e ¥ (X Uu) = {1},

onde U € uma vizinhanga aberta de A a ser escolhida.

Seja U = f—l(B c/ZB(O)). Entao U € uma vizinhanga aberta de A.
Como A = M g—l(O), para x € X - A, existe g € I tal que

g € 1
gx(x) = 1. Como . ¢ continua, existe uma vizinhanga aberta de x,

Ux’ tal que

lg,(y)| > 1/2 para todo y € U_.

Como X - U = U Ux e X - U ¢é compacto, existem
x € X - U

n
X . s ( - < l’ - C U z ‘{ 3
X1 v X € X U tal que X U e ij e Q ¢ gxi(Uxi) para to

do 1.




. _ * * *
Seja g = gXl s gx1 + gxz . gx2 F e oF gxn . gxn

Como para cada i, g € I entdo g € I ¢ alem disso, se
i

x € U U, entao g(x) > 1/4.

Como X € compacto e X - U € X & fechado, pelo teorema de Tietzc,

[6, Pg 149], existe uma funcao continua
H: X = [O, )

tal que H(x) = h(x) para x € X - U e |h]|] =|H.
Seja vy = g.H. Como g € I, entao ¥ € I. Assim ¥(A) = {0}. Alcm dis

so, ¥(X - U) = {1}, pois se x € X - U, entao

1

¥(x) = g(x).H(x) = g(x).h(x) = g(x). = 1.
g(x)
Mostremos que v.f € I N Vg(f).
Seja y € X. Entao
[£0y) - (¥.£){y3 ] = £ |1 - w(y)] -

i) Se y € X - U, entao ¥(y) = 1 e assim

[£(y)] |1 - v(y)| 0.

ii) Se y € U, existe B > 0 tal que 0 < |1 - ¥(y)| < B e

I£(y)| < e/2B.

Assim, |f(y)]| |1 - ¥(y)| < (e/2B).B = c/Z.

Portanto |[f - Y.f|l = sup |(f - ¥.f)(y)| <e, ¢ desta forma
y € X
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y.f €V (f) N I.

Concluimos que dada qualquer vizinhanga Vg (f), existe uma fungao
y.f €1 tal que v.f € V. (f).

Portanto, f € 1 =1 e assim o conjunto
{f e C(X); £(A) = {0}} C I.

Em particular, todo ideal fechado de C(X) € a intersegao dos
ideais maximos que o contém,
De fato, se M é um ideal maximo de C(X), entao existe x € X tal

que

M = MX = {f & C(X); £(x) = 0}.

Portanto, se I & um ideal fechado de C(X),

I = {f €C(X); £(A) = {0}} = N M,
X
X € A
3.22. Lema
Sejam A uma algebra Cz'e I um ideal fechado de A. Se
F = {f € H(A); £(I) ='{0}} entao F & um subespaco fechado de

H(A) e I = {a €A; f(a) = 0 para qualquer f € F},

Demonstracgao:

Seja X = H(A). E suficiente mostrar que se J ¢ um idecal
fechado de C(X) e I'' =<y & H(C(X)); v(g) = 0 paray ,

todo g € J

entao F' €& um subespago fechado de H(C(X)) e




J = {g € C(X); ¥(g) = 0 para qualquer y € F'},
a) F' e fechado em H(C(X)).

Scjam ¢ €ET' , e >0e g € J. Entao,

VC(g’ E) n F' # ¢'

Mas, Vc(g, €) {n € H(C(X)); |gn) - g(g)]| <& }

{n € H(C(X)); |n(g) - z(g)]| < e} -

Portanto, existe ¥ € F' tal que |¥(g) - z(g)]| < € -

Como ¥(g) = 0, temos lz(g)| < e -
Como e € arbitrario, z(g) = 0 e desta forma ¢ € F'.

Segue que F' € fechado.
b) J = {g € C(X); ¥(g) = 0 para qualquer ¥ € F'}.

b.i) J € {g € C(X); v(g) = 0 para qualquer ¥y € F'}.

Seja f € J. Entao, pela definicao de F', ¥(f) = 0
para qualquer ¥ € F' e assim f € {g € C(X); ¥(g) = 0 para todo

¥y € F'}.,

b.ii) J 2 {g € C(X); ¥(g) = 0 para qualquer V¥ € F'},

Desde que J €& um ideal féchado de C(X), pelo lema
anterior, J € a intersegao de todos os ideais maximos que o con-
tém.
Mostremos que se I = {g € C(X); ¥(g) = 0 para todo ¥ € F'}, entao
1 <J.
Seja f € C(X) - J. Entao existe um ideal maximo M tal que J € M e
f ¢2M. Isto implica que existe ¥ € H(C(X)) tal que M = Ker(Yy). Co

mo f ¢ M, Y(£) # 0. Assim, Y(g) = 0 para qualquer g € J ¢ ¥() # 0.
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Isto implica que ¥ €F' e¢ Y(f) # 0.

Portanto, f ¢ I ¢ desta forma I € J.

3.23,. Teorema

Sejam A uma algebra C; e I um ideal fechado de A. Se

F = FA ¢ a transformagao de Gelfand de A e X = H(A), entao

A/I = C(X)/F(I) = C(h(I)), onde
h(I) = {f €H(A); £(I) = {0}} e = significa isomorfismo isométri

co deé algebras de Banach, que preserva a identidade.

Demonstracao:

Desde que a transformagao de Gelfand F : A > C(H(A)) ¢
um isomorfismo isométrico que preserva a identidade, entao

A/1 = C(X)/F(I).

Mostremos que C(X)/F(I) = C(h(I)).

Como I & um ideal fechado de A, pelo lema anterior,

h(I) = {f €H(A); £(I) = {0}} € um subespaco fechado de H(A).
Definimos z: C(X) = C(h(I))A

e(¥) = ¥y (1)

Entao:

. - = *

i) ¢ ¢ um morfismo Cc'

ii) ¢ ¢ sobrejetiva.

Seja g € C(h(I)). Entao podemos escrever g na forma
g = u + iv onde u ¢ v sao fungoes rcais.

Como H(A) €& compacto e h(I) é fechado em H(A), entao h(1) & com-
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pacto e portanto,
u,v: h(I) - [a,b] para algum a,b €R.

H(A), de u e

Assim, existem extensoes continuas u e v, sobre X
VvV respectivamente.

Seja g = u + iv. Entao g € C(X) ¢ (g) h(1) - & © que mostra que
¢ € sobrejetiva,

iii) Ker(z) = F(I).

Séja y € Ker(z) € C(X). Entdao existe um Unico a € A tal
que ¥ = F(a).

Assim, como ¢ (¥) = VY h(I) = 0, se £f € h(I), entao

0 = w(£f) = Fla)(f) = £(a).
Pelo lema anterior, a € 1 e desta forma ¥ € F(I).
Logo, Ker(z) € F(I).

Seja y € F(I). Entao ¥ = F(a), para algum a €I,

Seja f € h(I). Entao, ¥(f) = F(a)(f) = f(a) = 0 e portanto,
c(y) = Wlh(l) = 0, ou seja, ¥ € Ker(z).
Logo, F(I) < Ker(z).

Pelo teorema 2.6, ¢ induz um isomorfismo algébrico E de C(X)/F(I)

em C(h(I)), tal que o diagrama abaixo comuta.

'

C(X) $ C(h(I))
n

C(X)/1(1)




Provemos que £ ¢ uma isomctria.
Como F: A » C(X) € um isomorfismo, qualquer clemento de C(X) e da
forma F(a) para algum a € A. Assim, os elementos dec C(X)/F(I) sao

da forma n(F(a)) = F(a) + F(I) e

¢ (F(a) + F(I)) = ¢(F(a)) = Fa) |y py>

Sejam i € I e a € A. Entao,

sup |f(a + i)| >  sup |f(a + 1)]| = sup | £(a) |
f € H(A) £ € h(I) £ € h(I)
= IIF(a)| |
h(I)
Isto implica que
inf (sup [f(a + 1)) > HF(a)lh(I)H
iel f €H(A)
Mas,
inf (sup |[f(a + 1)]) = inf ||F(a + 1)
i€l f el i €1
= inf ||F(a) + F(i)]] = ||F(a) + F(i)| C(X)/F (1)
i€ [
Logo, (|2 (F(a) + E(D| = [E@) |y )l <IF@@) + F(D]

e desta forma, ¢ ¢ decrescente em norma.

Sejam a € A e ¢ > 0. Escolhcmos
U= (f € H@A): [F@ )] < IF@) |yl + el

aberto em H(A). Entao h(l) C U.

Escolhemos b € A tal que para todo f € H(A), 0 ¢ F(b)(f) < 1,

F(b)(f) = 1 sc f € h(1) ¢ F(b)(f) = 0 sec f « H(A) - U,
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Entao, para qualquer f € h(I),

F(a - a.b)(f) = f(a - a.b) = f(a) - f(a).f(b) f(a) - f(a) = 0.

Pelo lema anterior, a - a.b € I e entao a + I = a.b + 1.

Assim, ||F(a) + F(I)|| = |la + IJ| = JJa.b + I|| < |la.b]

= ||F(a.b)|| = sup |f(a.b)| = sup |f(a) . £(b)| < sup |f(a)]
f € H(A) f € H(A) feu

< ”1:(3),}1(1)” t e,

Como € €& arbitrario,

17 Ca) + FOI < [F@ |yl = Il (Fa) + FI)]

Segue que ¢ € uma isometria.

Provemos que E preserva a identidade.
Seja 1 a identidade de C(X). Entao 1 + F(I) & a identidade de

C(X)/F(I) e ¢ (1 + F(I)) = ¢ (1) = 1\h(1) que & a identidade de

C(h(I)).

3.24. Corolario

Se A &€ uma algebra C; e I ¢ um ideal fechado de A  tal
que 1" = I, entdo A/I & uma algebra CZ.

Demonstracao:

Definimos uma involugao em A/1 por

(a + I)* = a + I,
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a) * ¢ bem definida.
Sejam (a + I), (b + I) € A/I tais que a + I = b + I. En

*

~ ) * * %
tao a - b €1, Como I =1, (a-b) =a -Db" € 1.
Logo, a* + 1 = b"* + I,
b) Nao ¢ dificil verificar que * satisfaz as condigoes
de i) a iv) da definigao 3.6.
c) Seja F a transformagao de Gelfand de A. Pelo teorcma
anterior, existe um isomorfismo isométrico h: A/I > C(h(I)), que

¢ dado por h = Z o V¥ onde
y: A/I > C(H(A))/F(I) e z: C(H(A))/F(I) » C(h(I))
y(a + I) = F(a) + F(I) ¢(F(a) + E(I)) = F(a) |y

Nao € dificil verificar que h preserva a involucao acima defini-

da. Assim,

ICa + D = |h((a + DI = [[(h(a + 1| = [[h(a.+ D]

= ||la + I, e

[(a + I)(a + I)7]= ||h((a + I)(a + I)™)| = ||h(a + I).h((a + 1))
= |h(a + I).(h(a + 1))*|| = ||h(a +-1)||2 = qla + I1)% .

Logo, A/1 ¢ uma algebra Cé .

3.25. Tecorcma

- & - * 5 . .
Se f: A > B ¢ um homorfismo de algebras Cc’ injectivo,

entao £ ¢ uma isometria.

Demonstracao:

Scja a € A, Pelo tecorcma 3.16, |[f(a)] < | a] .
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Assim, sO necessitamos provar que |la] < ||[£(a)].
o - : * s - ;
E suficiente provar para a € A tal que a = a , pois sc a ¢ um ecle

mento qualquer de A, a.a’ @& auto-adjunto, e assim
2 N ” N

I£Ca)]|= = [[£(a).£(a)7|| = |£(a).£(@")| = [f(a.a")]]
* ’ 2

> la.a”|| = llaf|”.

Suponhamos que a € A ¢ auto-adjunto.

Scja A a algebra gerada por Ca + Cey . Entao Ay e £(A) sao alge-
bras C; e desta forma f: Aa > f(Aa) ¢ um morfismo Cz injetivo.
Usando as proposigoes 3.17 e 3.20 e o lema 3.19, concluimos que
H(E): H(£(A)) » H(A)
y > yo f

¢ sobrejetivo.

Como a = a*, f(a)* = f(a*) = f(a) e portanto,

|£(a)|| = p(£f(a)) = sup lv(£f(a)) | = sup |h(a) | = |a
£ e H(f(A,)) h € H(A)

Segue que |la|| < |[f(a)|| e portanto f & uma isometria.

3.26. Teorema

. ” - *
Scja f: A » B um homomorfismo de algcbras Ce.-
Entao f(A) ¢ fechado em B, A/Ker(f) ¢ uma algebra C* e existe um
isomorfismo ¢, de 5lgcbras Cé, tal que o diagrama abaixo comuta.

f
A

» B

n i

Y

A/Ker (f) > {(A)




Demonstracao:

Seja b € (Ker(£))*. Entdao b = a*, para algum a € Ker(f).

Assim, f(b) = f(a*) = f(a)* = 0 ¢ portanto b € Ker(f). Isto im-
plica que (Ker(£f))* = Ker(f).

Pelo corolario 3.24, A/Ker(f) €& uma algebra C;.

Pelo teorema 2.6, existe um isomorfismo algécbrico

tr + A/Ker(f) - £(A)

tal que o diagrama acima comuta.

Mostremos que ¢ € um morfismo C;.

Seja a + Ker(f) € A/Ker(£f). Como f(a)* = £(a"),

(z(a + Ker(£)))" = (£(a))” = £(a”) = g(a* + Ker(f)) =
= ¢((a + Ker(£))7).

Portanto, ¢ preserva a involucao.

Além disso, ¢ preserva a identidade.

- . *
Logo, ¢z € um morfismo CC.

Provemos agora que f(A) &€ fechado em B.

Seja b € f(A). Entao existe uma seqliencia (an)n em A tal que

f(an) »> b. Como ¢: A/I - f(A) & um morfismo C; injetivo, entao pe
lo teorcma anterior, ¢ € uma isometria.

Portanto, (;—l(f(an)))n ¢ uma seqléncia de Cauchy em A/Ker(f).
Desde que A/Ker(f) € algebra C;, existe b' em A/Ker(f) tal que
cTh(fa)) > b

- *Tn ‘

Como ¢ € continua, f(un) »> ¢(b') e portanto,

t(b') = b.
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Logo, b € f(A) ¢ desta forma f(A) ¢ fechado em B.

3.27. Proposicao

Se I &€ um ideal fechado de uma algebra CZ, entao I ¢ in

volutivo, isto e, I* C I.

Demonstracao:

Sejam A uma algebra C; e I um ideal fechado de A. Entao
pelo lema 3.21, I & a intersecao de todos os ideais maximos que o
contém. Assim, € suficiente mostrar que M* € M, onde M ¢ ideal ma
ximo e I C M.
Seja M um ideal maximo tal que I < M. Entao existe £ € H(A), tal

que M = Ker(f). Seja a € M. Entao, conforme vimos na demonstragao

do teorema 3.13, podemos escrever a na forma a = a; + iaz onde
a; ¢ a, sao auto-adjuntos.
Assim,

f(a*) = f((al + iaz)*) = f(a1 iaz) = f(al) - if(az)

= (f(al) % if(az))* = (f(a))* 0 e portanto a* € M.

Segue que I* C I.

3.28. Teorcma

Sejam A uma algcebra Cz, B uma sub-algebra CZ de A ¢ 1

. - -~ - - .
um idecal fechado de A. Entao B + 1 ¢ uma sub-algebra Ce de A c

1]
1t

B+ 1/1 B/B N1, onde £ ¢ um isomorfismo C;.




94

Demonstracao:

a) B+ I ¢ uma sub-algebra CZ de A.

a.i) Sejam z,w € B+ I e )» € C. Entao,

z = b + 1 c w=oc¢+ j, com b,c €B e i,j € 1.

z +w =(b+ i) +# (c+ 3] = (b +g) + (i + j) € B + 1.

A(b + 1) = )b + A1 € B + 1.

>
N
Il

N
=
I

(b # i)J{€ # j)] = b.c * [b.] * 1.€ # 1.j) € B + 1.

Logo, B + I-& uma sub-algebra de A.

]

a.ii) Seja z € (B + I)*. Entéo A (b + i)* para algum
b €Beié€lI. Desde que B & sub-algebra CZ de A

e I ¢ um ideal fechado de A,

*

z=(b+ i) =b* + i€ B + I.

Portanto, B + I & uma sub-algebra involutiva de A.

a.iii) B + I/I ¢é fechado em A/I.

Seja n: A > A/ a fungéo'natural e seja y = n|p- Entao

W'E um morfismo CZ e desta forma, pelo teorema 3.26, y(B) ¢ fecha
do

Desde que y(B) = B + I/1 , segue que B + I/I ¢ fechado em A/I.

a.iv) B + I ¢ fechado em A.

Seja x € B + 1. Entao existe uma seqlicncia (bn)” CB +1

tal que b+ x. Como n ¢ continua, n(b) =b_ +1I>x+ I c assin

x + 1 €B + I/I. Isto implica que x + I = b + I para algum b € B

¢ portanto x - b €1 para algum b € B,
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Seguc que x € B + 1.

Concluimos que B + I ¢ uma sub-algcbra C; de A.

in

b) B+ I/I = B/B NI.

Peclo teorema 3.20, temos o scguinte diagrama comutativo,

\{l
B » A/I
n 1
c
B/Ker (¥) 3 ¥ (B) .
onde ¢ € um isomorfismo C;.
Desde que Ker(y) = B NI e V¥(B) = B.+ I/I, segue que

I

B/B NI B+ I/1.

3.29. Corolario

. v . - * -
A soma de dois ideais fechados de uma algebra C.o © um

ideal fechado.

Demonstracao:

- * " p . .
Sejam A uma algebra CC e I,J ideais fechados de A. En-
s * . - - Sk
tao J = J e assim J ¢ uma sub-algebra LC de A.

Logo, pelo tcorema, J + 1 & fechado em A.

3.30. Construcao do cspaco quotjcnte'X/F

Sejam X um espago topologico compacto, F um subconjunto
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fechado de X,
X/F = {x €X; x € F} U {F} = (X - F) U {«}
c n: X -+ X/F
X se X ¢,F

oo se X € F .

Topologizamos X/F da seguinte forma:

Sey € X/Fey # o, isto €, y € X - F, entao uma vizinhancga de
y em X/F coincide com uma vizinhangca de y em X. Se y = o, entao
as vizinhaﬁgas de y sao da forma (U - F) U {«}; onde U €& uma vi-
zinhanca de F em X.

Assim, a topologia de X/F € a topologia co-induzida pela fungao
n, isto €&, a mais fina das topologias sobre X/F que torna a fun-
cdao n continua, X/F € o espago quociente de X por F e a topologia

de X/F ¢ a topologia quociente.

Observamos que como X € um espaco compacto, O mesSmo ocorre com

X/F.

3.31. Proposigao

Scjam X um cspago topologico compacto, F um subconjunto

fechado de X,

C

(f €C(X); £|, = 0)

~
[P
It

{g € C(X/F); g(F) = g(») = 0}.
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IEntao:

a) C,. ¢ uma sub-algcbra C; de C(X).

F

*

b) C, ¢ uma sub-algebra C. de C(X/F).

Além disso, a fungao

z(g) = g on

- . - . - " - *
¢ um isomorfismo isometrico de algebras CC.

Demonstracao:

1) Pelo lema 3.21, C,. € um ideal fechado de C(X). As-

13
sim, pela proposigao 3.27, Cy ¢ involutivo, isto ¢, C; C Cp-

Logo, Cyp ¢ uma sub-algebra Cz de C(X).

2) Como X/F €& compacto, {o} < X/F ¢ fechado ¢ entao,
pelo lema 3.21, Co ¢ um ideal fechado de C(X/F). Portanto, pela
proposigao 3.27, C; CCo e desta forma Co € uma sub-algebra C;

de C(X/F).

3) g €, » Cp

o , t(g) = g on e um isomorfismo jsomEtri

¢o de algebras C;.

i) ¢z ¢ bem definida.

Seja g € C. Entao para todo x € F,
(g)(x) = (g o n)(x) = gn(x)) = g(=) = 0.
Logo, C(8)|F = 0 ¢ portanto ¢(g) € CF'

. . - - - - . . - - ~ .
ii) Nao ¢ dificil verificar que ¢ ¢ um homomorf{ismo de¢
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- *
algebras Cc'
iii) ¢ € injetiva.
Sejam f,g € C tais que f # g. Entao existe x € X/F tal

que g(x) # f(x). Como g(«) = 0 para todo g € CO, entao X # «», ou
seja, x € X = F,

Assim,

z(g)(x) = (gon)(x) = g(x) # £(x) = (f o n)(x) = ¢(f)(x) e desta
forma ¢ (f) # ¢ (g).

iv) ¢ € sobrejetiva.

Seja h € Cp. Tomamos,

g: X/F > €

g(x) = h(x) se x € X - F
gle) =0
Entao, como th = 0 a funcao g € C(X/F) e além disso, t(g) =

= gon =h, o que mostra que ¢ ¢é sobrejetiva.

v) ¢ € uma isometria.
- : - * -
Como z ¢ um homomorfismo de algebras Cc’ entao pelo teo

rema 3.25, ¢ € uma isometria.

- . . . - v - *
Segue que ¢ ¢ um isomorfismo isometrico de algebras Cc'

3.32. Teorecma

Seja I um conjunto qualquer. Se (Ai)i €I ¢ uma familia

- 5% - : .
de algebras CC, entao (Ai)i e 1 Dossui um produto na categoria
\*-
(g
C
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Demonstracgao:

Seja
_ E X A, 3
A L - S
sup Jlagl] <~} o,
1 €1
onde X A. €& o produto cartesiano da familia (A.). _ ..
: i 171 € 1
i €1
Definimos em I Ai as seguintes operacgoes:
i el
(@); e1* (B3)5 e 1.7 (85 *B3)5 ¢
Aaj); e 1= (Ra5)5 g
(ag); @ ¢ « Whyly g ¢ = Lagebyly o 1

Com estas operagoes, T Ay € uma algebra.
i€ ]
Definimos ainda uma norma e uma involugao em II Aj, como scgue:
iel ’
”(ai)i € IM = Sup ”ai”
i €1

A *
(8505 e 1 = (835 ¢ 1

[

- - *
Com estas estruturas, A.l ¢ uma algebra Cc'

I
i €1

Para cada j € 1, definimos

ms & 1l A, > A,
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!
job]

w3(agdy g1 © By

" ~ . - . *
Entao, para cada j € I, ﬂj ¢ um morfismo CC 2

Mostremos que (1 A., (m:). I) ¢ um produto para a familia
ier * 37 €
(Ai)i e 1
Sejam B uma algebra Cé e (g;: B> A), o uma familia de morfis
mos C*.
C
Definimos g B > I A,

g) = (g, ¢ ;

a) g esta bem definida.
. o . *
Como para todo 1 € I, g; € unm morfismo Cc’ pelo teorema

3.16, temos

|g(b)] = sup Hgi(b)H < ||bl] < e e entao g(b) € oo A
1 € 1

gi(b)H < ||b]] para todo b € B. Isto implica que

b) g € um morfismo Cz.
c) Para todo j € I, mj; 08 = g5.

d) g ¢ unica.

- - *
Suponhamos que existe outro morfismo Cc’ h: B - I A

i o1 !
tal que w; o h = g; para todo 1 € I. Entao, para todo b &€ B e
ieI, mi(h()) = g;®).
Assim, para todo 1 € I, a j-¢sima coordenada de h(b) ¢ igual a

i-¢sima coordenada de g(b) ¢ cntao g(b) = h(b).




Scgue o teorcma.

3.33. Teorcma

Sejam I um conjunto qualquer e (Ai)i c 1 uma familia
de algebras Cé. Entao (Ai)i ¢ 1 Possui um coproduto na catego-
ria C..

C

Demonstracao:

Seja K a categoria dos espagos topologicos compactos.
Consideremos a familia de objetos (H(Ai))i c 1 de K. Sejam

ﬂi)i ¢ I) o seu produto em K, A = C(P) e para todo i € 1,

T; = C(ni) o} FAi, onde FAi e a transformacao de Gelfand de Ai'

= ~ % - .. *
Entao, para todo i € I, t. e um morfismo CC.

X

Mostremos que (A, (Ti)i c I) constitui um coproduto para a fami-
lia (Ai)i c 1"
Sejam B uma algebra C; e (gy: Ay » B).

[ uma familia de morfis-

C*
mos .
C

Definimos g: A » B como segue:

Para cada i, H(gi): H(B) - H(Aj)
H(gy) (¥) = ¥ o g;

¢ um morfismo em K. Assim, existe um Unico morfismo
h: H(B) » P de K, tal que H(gi) =m0 h para todo i € 1.

Seja g = Fil o C(h), onde Fy ¢ a transformagao de Gelfand de B.

- s Lk
a) g: A > B ¢ um morfismo Ce-
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b) Para todo i € 1, g; = 80 Ty |
Considercmos os secguintes diagramas:
h
H(B) » P
-
1 ¥
(1) H(g;) ,
H(A,) |
) ) :
O diagrama (1) ¢ o diagrama do produto em K, portanto ¢ comutati- i
vo.
A = C(P)
A
o C(h)
(2) T3 C(wj) '

C(1(g;))
C(H(A{)) ———— C(H(B))

/ o
| Ay 84

A. » B
s

Desde que o diagrama (1) comuta o mesmo ocorre com o diagrama (3).
Pelo tcorema 3.15, o diagrama (4) ¢ comutativo.
Portanto, tcmos:

g: = FB f¢) C(H(gi)) 0 FA = FB o (C(h) o C(ﬂi)) o F

1]

i Ay
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= (7' o C(W) o (C(n;) o F, ) = g o 1 , para todo i € I.
i
c) g € unica.
Suponhamos que existe outro morfismo C; , f: A > B tal
que f # g e g; = f o T; Dpara todo 1 € 1.

Entao, cm diagrama, temos:

=

o~}

Passando para a categoria K, temos o seguinte diagrama comutativo:

H(A,) < - H(A)
H(g) H(f)
H(g.)
& H(B)
Como f # g entao H(f) # H(g).
Seja GP: P » H(C(P)) = H(A) o homcomorfismo natural (Definigao

3.12). Entao,

—-
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P
b 651
H(A)
H(F)
H(B)

cada diagrama acima € comutativo e portanto, se

=], -
Y GP o H(g) e g GP o H(L)

temos o scguinte diagrama comutativo:

P

ll(Ai) i c

m H(B)

Como H(f) # H(g) entao g # ¥, o que € uma contradigao, pois o dia
grama acima ¢ o diagrama do produto da familia de espacos

(“(Aj))i c 1 ©m K.

Seguc que { = g.

No Tcorema 3.33, nos provamos que existe coproduto na

. R . .
catcgoria LC. Demonstraremos que, no caso finito, o coproduto
coincide com o produto tensorial. Para isto, precisamos construir

. - ,*
o produto tensorial de algebras Ce-
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3.34. Construcao do produto tensorial de duas algebras

Sejam A ¢ B algebras. Desde que A e B possuem estrutura
de espago vetorial, podemos formar o espaco vetorial A ® B.

Definimos uma multiplicacao em A ® B, da seguinte forma:

(a1 ® bl).(a2 ® bz) = aj.a, Q bl'bZ
ou de maneira geral, por:
n n
vy a. ®b.).( % a. ®b.) = ¢ a..a. ® Db..b.
(i=l 1 1) (j=1 J J) i,j ' J 1]

Precisamos verificar que esta multiplicacao & bem definida, ou se

ja, que a funcao

g: (A®@B) X (A®B) > A@B

(al ® bl' a, ® bz) > aj.a, ® bl'bZ
¢ uma funcgao bilinear bem definida.
Desde que ® e multiplicagao em algebras sdo fungoes bilineares,

se fixamos a, e bZ’ entao a funcao

Yy: AXB > A ®®B

W(al,hl) = a;.a, ® bl.hz

¢ bilincar.

Assim, como vemos no diagrama abaixo, a fungao

g: A®B > A®B

a.. ® Db > oag.a & b].h

2 2

bia
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¢ lincar.

A X B » A Q@B

&1
Y
A® B
Similarmente, gy! A®B - A®B
a, @ b2 > ap.a, ® bl'bZ
¢ lincar.
Portanto, g: (A ® B) X (A ® B) - (A ® B)
g(al 0 bl,az ® b,) = ay,.a, ® bl.b2

¢ uma funcao bilinear bem definida e desta forma, define uma mul-

tiplicacao em A @ B.

Com esta multiplicagao, A ® B torna-se uma algebra, chamada o pro

duto tensorial das algebras A e B.

3.35. Lema

Sejam A,B e C algebras e ¥: A X B » C uma fungao bili-

ncar tal que W(al.az . b].bz) = W(al,hl) . W(az,bz).

Entao a fungao ¢: A ® B » C, induzida pelo produto tensorial ¢ um

homomorfismo algcbrico.
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Demonstracgao:

Basta mostrar que ¢ respecita o produto.

Se (al ® bl),(uz ® bz) € A ® B, temos:

(1) c((a; & bl)'(az ® bz)) = Q(aliaZ ® bl'b7) =

1]

W(al.az , bl.bq)

(2) g(al ® bl). C(a2 ® bz) W(al,bl) . W(az,b7) =

W(al.az , bl'bz)

Por (1) e (2) segue o lema.

3.56. Lema

& * . ~ . . ~
Sejam A e B algebras Cc' Entao existe uma involugao em

A ® B, tal que (a ® b)" = a* ® b*.

Demonstracao:

Sabemos que se A e B sao élgcbras CZ, entao existem es-
pagos topologicos compactos X e Y, tais que A ¢ isomorfo a C(X)
e B ¢é isomorfo a C(Y). Trabalharemos entao, com C(X) ¢ C(Y).
Definimos uma funcgao ¢ de C(X) ® C(Y) em C(X x Y) da seguinte for

ma:

Scja y: C(X) x C(Y) » C(X xY)
v(fe) = fog

onde f.g: X xY » C
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(f.g)(x.¥y) = £(x).gly)

i) ¥ e bilinecar.

A verificacao nao ¢ dificil.

ii) ¥y satisfaz as condigoes 1) ¢ 2) do Lema 1.2.8.

Verifiquemos a condigao 1).

Sejam {fl,f .,f } C C(X) um conjunto linecarmente i1

2" n —

dependente e {g],gz,...,gn} C C(Y) um conjunto qualquer, tais

que

o

L y(f;,8;) =0

i

Seja (x,y) € X x Y com y fixo. Entao,

o

2 (e ) =0

Isto implica que

£,().g9(y) + oo+ £ (X)eg (¥) =0

Como as funcocs fi, i=1,2,...,n sao linearmente independentes

e X ¢ qualquer, entao

g1(y) = g,(y) = ... =g (y) =0

Fazendo variar y, tcmos

il

By T 82 7 ey = 0

Similarmente, verifica-se a condigao 2).

iii) y respeita o produto.
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A verificacao ¢ facil.

iv) Pela definicao de produto tensorial, existe uma uni

ca funcao lincar

r: C(X) ® C(Y) » C(XxY)

que torna o diagrama abaixo comutativo.

C(X) x C(Y) » C(X) @ C(Y)

C(X x Y)

Além disso, pela proposicac 1.2.10, ¢ € injetiva e pelo lema 3.35

oy

¢ € um homomorfismo algébrico.

Definimos uma involugao em C(X) ® C(Y), através da funcgao ¢, como

segue:

Se u € C(X) ® C(Y), entao

*

-1
u =g (g’
onde a ultima « € a involugao em C(X x Y).

a) A involucao ¢ bem definida.

Desde que ¢ ¢ injetiva, & suficiente mostrar que
.
z () & Im(z).

Scja u € C(X) @ C(Y). Suponhamos que u = f ® g. Scjam

v=f*® g* ¢ (x,y) €X x Y. Entao,
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(z(v))(x,y) = ¢g(£f* @ g*)(x,y) = v(£f* , g¥)(x,y)
= (f*g®)(x,y) = £2(x).g*(y) = £(x).g(y) = £(x).g(y)
= (f.g) (x,y) = v(f,g)(x,y) = v(£f,8)*(x,y)
=z (f ® g)*(x,y) = g (W (x,y).
Portanto, ¢(u)* = ¢(v) e além disso,
(f©g)* =f*0g*

b) % € uma involugao.

Sejam u,v. € C(X) 8 C(Y) e A € C.

i) u** = (u*)* = u.

ii) (u + v)* = u* + y*

Como (u + v)* = u* + v* <= g((u + v)*) = g(u* + v*) e
g((u + v)*) = (g(u + v))* = (g(u) + g(v))* = g(u)* + g(v)*
= g(u*) + g(v*) = g(u* + v*),
entao (u + v)* = u* + v*,

iii) Similarmente, prova-se que (Au)* = ru* e
(u.v)* = v*, u*.
Desde que cada algebra C; ¢ isomorfa a C(X) para algum X, scgue
o lema.

Atravcs da fungdo rz do lema anterior, também podcmos

tornar C(X) @ C(Y) uma algebra normada, definindo

full =

z(u)|]] para todo u € C(X) ® C(Y).

Desde que ¢ ¢ injetiva, a norma cstd bem definida.

Alcm disso, se (f,g) € C(X) x C(Y), entio




Nfeg| = |fll - lgl

Desta forma, C(X) ® C(Y) € uma algebra normada com involucao.
Entao, se tomamos o complectamento de C(X) ® C(Y), que denotamos
por C(X) ® C(Y), temos uma algebra CZ

Mostremos agora, que C(X) ® C(Y) ¢ isomorfo a C(X x Y), ou scja,
que C(X x Y) ¢ um complectamento de C(X) & C(Y).

Consideremos a funcao ¢: C(X) ® C(Y) » C(X x Y), do lema ante-
rior. Temos:

a) ¢ € injetiva.

b) Im(z) = C(X x Y).

Seja C = Im(z) Im(y), onde y: C(X) x C(Y) » C(X x Y)

(£.g) » f.g

¢ a funcao usada no lema anterior.
i) C separa os pontos de X x Y.
Sejam (xl,yl),(xz,yz) € X x Y tais que (xl,yl) # (XJQEI‘

Entao Xp # X, ouy; #y,.

Suponhamos que Xq # X5 Pelo teorcma de Tiectze fﬁ, pe 149}, exis-

te £ € C(X) tal que f(x]) =1 e f(xz) = 0.
Tomamos g: ¥ = €

gly) = 1
Entao,

v () (xphyy) = fxp).glyy) = 14 0 = v(f,8) (x,,y,).

ii) 1 € C, onde 1 ¢ a identidade de C(X x Y).

iii) Se h € C entao h* € C.




Seja h € C. Entao existc uma seqlicncia (fn'gn)n C Im(y)

fn'gn * s

Como a involugdo € continua,
4 % *
(fn.gn) - h
i % = * o ~ % *
Mas, (fn.gn) fn.gn W(fn,gn)

e portanto, h” € C.

Pelo teorema 3.11, concluimos que

Im(z) = C = C(X x Y).

c) £ ¢ uma isometria.

Portanto, C(X) ® C(Y) €& isomorfo a C(X x Y).

Observacao:
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tal que

a# * - " ¥
Desde que toda algebra CC e isomorfa a C(X) para algum

-~ - * =
X, se A e B sao algebras Cc’ 0 mesmo ocorre com A @ B.

3.37. Teorema

Sejam A ¢ B algebras C;. Entao (A ® B, a, B), ondec

a: A > A B®B ¢ R: B > A ®B

ala) = a ® 1 B(b) =1 @D

constitui o coproduto de A ¢ B na categoria Cé.




113

Demonstracao:

Primeiro obscrvamos que a ¢ B sao fungoes de A e B en
A ® B, respectivamente. Porcém, como A @ B € A & B, se i: A @ B «
A®B ¢ a fungao inclusao, poderiamos tomar i composta com « e
i composta com p, o que nao fazemos apenas por comodidade de nota
gao.
Observamos também, que levando em consideracao o que disscemos aci

ma, o € g sao morfismos Cé.
Sejam A e B algebras C; e (A ® B, iA’ iB) o seu coproduto.
Entao, dados os morfismos CZ, f: A> De g: B> D, existe um uni-

co morfismo ¥: A ® B -~ D tal que o diagrama abaixo comuta.

ip ip
A w A O B <« B

(1) ¥

=

Mostremos que (A ©® B, a, B) satisfaz as condigoes da definicao de
coproduto. Para isto, vejamos que dado o diagrama abaixo, existe

um Unico morfismo ¢ que o torna comutativo.

o B
A > A @ BC————— B
i, iy
A ® B
Seja iA.iB: AXx B -» A B B




(iA.iB)(a,b) = iA(a).iB(b)
Nao ¢ dificil verificar que i,.i; ¢ bilinear.
Seja a «. B AxB » A®B

(o . B)(a,b) = a(a). g(b)

Entao a . B =0

" Pela definicao de produto tensorial, existe uma unica fungao 1li-

near ¢ que torna o diagrama abaixo comutativo.

o B -
AXB > A ® B
g
‘ (3)
A® B

Além disso, conforme vimos na demonstracao do lema 3.34, ¢ ¢ um
. *
morfismo Cc'

Temos,

(t 0o a)(a) = ga ® 1) = (iy.ip)(a,1) = ip(a).ig(1) = i,(a)

It

(2 o B)(b) = £(1 8 b) = (i,.ip) (1) = i,(1).ig(h) = iL(b)

Logo, existe e € Unico o morfismo ¢ que torna o diagrama (2) comu
tativo.

Reunindo (1) ¢ (2) num so diagrama, tcemos:




e podemos entao concluir que (A ® B, o, B) € o coproduto de A ¢ B.

3.38. Construcgao da categoria la, das classes de isomor

fismos de «a.

Seja a uma categoria. Podemos construir uma nova catecgo
ria, que denotamos por I,, como segue:
Os objetivos de I, sao as classes de equivaléncia por isomorfis -

mos dos objetos de a. Assim, B € um objeto de I, se e somente se,

B=DB.=4A €0b(a) ; A ¢ isomorfo a C, onde C € Ob(a) e

C e fixo. .

Para definir os morfismos de I,, necessitamos explicitar o quc

significa dizer "os morfismos f e g de a sao isomorfos'.

Sejam f: A » B ¢ g: A' » B' morfismos de a. Dizemos que f & iso

morfo a g, ¢ denotamos por { ~ g, se¢ existem isomorfismos
Y: A>A' ¢ g: B> B' tais que o diagrama abaixo comuta.
{
A » B
b z

Al » B'
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morfismos de a.

Denotamos por [I] a classe de equivalencia de f. Entao,
[f] = {g:; g € isomorfo a f} .

Podemos agora, definir os morfismos de I,. Sejam B,,B, objetos de

1 9

I,. Na categoria I,, um morfismo de B, em B, ¢ uma classe [f] tal

que f € Mora(Al,AZ) para algum Al 3 B1 e A, € B,. Assim,

Morla (B;.B,) = [£]; £ € Mor, (A;.A,) para algum A; € B, ey .
AZ c B2

Definimos a composigao de morfismos na categoria I, por

[f] o [g] = [f o g] onde f e g sao representantes das
classes e Im(g) = Dom(f).

Os axiomas de categoria sao satisfeitos e esta nova categoria,
obtida a partir de A, & chamada categoria das classes de isomor -

fismos de A.

Observagao:

Muitas vezes confundimos uma categoria a com I,, identi

ficando objctos ¢ morfismos isomorfos em a. Qutras vezes, 1 com

a
a, através de uma escolha natural de algum representantce de cada
classe. Vamos excemplificar isto, tomando as catcgorias C: e K.

Scja A uma algebra Cé. Entao A ¢ naturalmente isomorfo a C(II(A)),
sendo que H(A) ¢ um espago topologico compacto. Portanto, cxiste

X €0b(K), tal que A ¢ isomorfo a C(X). Além disso, sc A ¢C isomor

fo a C(X) ¢ A & isomorfo a C(Y), entao X ¢ Y sao homcomorfos.

Nao ¢ dificil ver que ~ & rclagao de ecquivalencia no conjunto de




Neste caso, nos identificamos X e Y, dizendo que A ¢ isomorfo &

um Unico C(X).

3.39. Dbualidade

Consideremos uma categoria a. A categoria dual dec a,
¢ uma categoria a*, cujos objetos estao em correspondencia biuni-
voca com os objetos de a e cujos morfismos estao em corrcsponden-
cia biunivoca com os de a. Além disso, se A* denota o objeto de
a* que esta em correspondéncia com o objeto A de a, ¢ f* € o mor-

fismo de a* correspondente ao morfismo f de a, entao:
i) £ € Mor(A,B) = £* & Mor(B*,A*).

ii) (id))* = id,.

iii) (£ o g)* = g* o f*.

Isto significa que uma categoria a* & dual de a, se existe um

funtor contravariante e bijetivo de a em a*.

3.40. Exemplos de Categorias duais

1) Sejam a uma categoria e AO € Ob (a) fixo. Definimos

*

uma nova C&thOl‘iZl a®, Como Sscguc.

i) A* € um objeto de a*, se A* = Mor (A,AO) para algum

A € 0Ob(a).

-~ . * ~ ~ s
ii) Se A* ¢ B* sao objctos de a, entao um morf{ismo {*

de A* em B*, ¢ definido por:

£*3 A® = Mor(A,Ao) + B* = Mor(B,AO)




118

f*(g) = go £ ,
onde f & Mor(B,A).
Assim,

Mor (A*,B*) = {f*: A* » B*; f € Mor(B,A)}.

iii) A composicao € a composigao usual de fungoes.
a* assim definida € uma categoria.

Além disso, se definimos F: a » a*, por:

F(A) A* para todo A € Ob (a)

e F(f) f* para todo morfismo de a,

entao F & um funtor contravariante sobrejetivo de a em a*.

Se impomos para a categoria a, a condigao:

Dados A € Ob(a) e dois elementos a,b € A, existe um morfismo
g € Mor(A,AO) tal que g(a) # g(b), entao o funtor F torna-sc injec
tivo.

Podemos entao concluir que a e a* sao categorias duais.

2) A dualidade das categorias K e Cee

. . , * ~ ~
Estritamente falando, as catcgorias K e CC nao Sao0

duais, porque

( K > G
64

X > C(X)

{ > G (L)

¢ um funtor contravariante injectivo, mas nao ¢ sobrecjetivo.

- . o gv o . , .*
Porcm, sc identificamos as categorias, K com ]], c ('c com |
\ .
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entao o funtor C torna-sc¢ sobrejetivo, e desta forma, podemos di~

, * ~ .
zer que K e CC sao duais.

- * 5 s
3) Suponhamos que a = Cc' Podemos construir catcgorias
duais dec q, através da técnica usada no exemplo 1). Se tomamos
Ao = € e identificamos a categoria K com IK’ entao K tem a forma

de uma categoria dual construida assim.
De fato, se construimos a categoria a* tomando AO = €, conforme

o exemplo 1), um objeto A € Ob(a*) € dado por

A" = Mor.«(A,C) = H(A)
. Ce

e um morfismo f* ¢ Mor(B*,A*) & definido por
E*: B* 5 A*#
f*(y) =y o £,

onde f € Mor(A,B).

Assim, f* = H(f) onde f: A > B &€ um morfismo C;.

Como na categoria IK’ um objeto X € igual ao objeto H(C(X)) ¢ um
morfismo f ¢ igual ao morfismo H(C(f)), se identificamos K com JK

*

entao podemos dizer que a categoria K coincide com a categoria a*.

3.41. Algumas considcracoes

Sabemos que sec duas categorias a e a* sao duais, cntao
existe uma correspondcencia biunivoca entre elas, estabelecida por
um funtor contravariante. Afirmacgocs validas em uma, de certa for
ma siao prescrvadas pela dualidade, estando em correspondcncia com

afirmagoes validas na outra.




Por exemplo, se £ ¢ um morfismo monic em a, entao f* &

um morfismo epic em a*. Se f ¢ epic, entao f* €& monic. Sc¢ £ ¢ um

isomorfismo entao f* também o c.

Sec um conceito ¢ definido por um diagrama na catcgoria
a, cntao na categoria a*, o diagrama dual, obtido invertendo-se
o sentido das flexas no anterior, define o dual do conceito. As-
sim, produto ¢ coproduto sao conceitos duais, expressos por scus

respectivos diagramas.

fl fz fl : 9
A1.< P ’?Az Al 1’,54—————‘\:
iy h
C C

*

Portanto, se sabemos que a tem um produto, esperamos que a pos
sua um coproduto.
Esta relacao que existe entre conceitos duais, nos da

uma técnica util para resolver certos préb]emas complicados em de
terminadas categorias. A técnica consistc em passar da categoria
a para a sua dual a*, resolver o problema nesta tltima usando os
conceitos duais, ¢ depois voltar para a categoria original.

Como exemplo desta técnica, temos em nosso trabalho, a

. ~ . . W * - ~ o
prova da existencia do coproduto na categoria LC. Nos a fizemos,

transferindo o problema para a categoria K através do funtor I,
= . * &

usando o produto em K ¢ voltando para a catcgoria Cc atraves do

funtor C. A dualidade foi usada indirctamente. Porcém, talvez nao

= & -~ . _ . .
fosse possivel provar a cxistcéncia de coproduto cm C. sem utili-

za-la. Depois nos provamos que, no caso finito, o coproduto coin-




cide com o produto tensorial, mas nesta demonstragao nos admiti-
mos a existencia do coproduto.

Vejamos agora, um resumo dos resultados obtidos r

(¢)
—
job}
@
(o]
o)

. *
nando as catecgorias C. ¢ K.

* s s . -
1) O coproduto em CC, que no caso finito, coincide com
o produto tensorial, esta em correspondéncia com o produto cm K,

que ¢ o produto cartesiano.

2) O produto em CZ, que € uma parte do produto cartesia

no (parte normavel para a norma |[(a.). _ || = sup
1’1 € 1 icl

em correspondéncia com o coproduto em K, que obtivemos tomando a

ajH), esta

uniao disjunta dos espacos e usando a compactificagao de Stone-

—Ecch.

3) Um quociente A/I, onde I ¢ um ideal fechado de uma

algebra Cé, esta em correspondéncia com o sub espaco fechado
h(I) = {f € H(A); £(1I) = {0} }

em K (Teorema 3.23).

. - * o )
4) Um ideal fechado de uma algebra CC, esta relacionado

com um quociente na categoria K (Proposigao 3.31).




CAPITULO 1V

DUALIDADE DE GELFAND PARA GRUPOS TOPOLOGI-

COS COMPACTOS

4.1. Definigao

Sejam @ uma categoria com coprodutos finitos @ e

A € Ob(a). Uma comultiplicacao em A &€ um morfismo Y de A em A ® A.

Se o diagrama

Y
A »y A & A
¥ Y & idA
idA ® Y
A @ A » A ® A6 A
comuta, dizemos que Y € co-associativa e o par (A,Y) ¢ chamado

um co-semigrupo.

Observamos que se f € Mor(A,C) e g € Mor(B,D), entao o mor{fismo

unico

¢}
@)

f ® g ¢ definido pelo diagrama abaixo, isto &, f ® g

morfismo quec torna o diagrama abaixo comutativo.

_ A® B
1A iy
A B
fl fog lz
C ' D




4.2. Definicgao

Sejam a uma categoria com produtos finitos e A € Ob(a).
Una multiplicacao em A ¢ um morfismo u de A x A cm A.

Sc o diagrama

H X ld/\
A X A XA » A X A
]dA X u u
v 1 v
A x A S A
comuta, dizemos que y € associativa e o par (A, p) € chamado um

semigrupo.
Aqui, nos observamos que se f € Mor(A,C) e g € Mor(B,D), o morfis
mo f x g ¢ definido pelo diagrama abaixo, isto é, f x g & o Unico

morfismo que torna o diagrama abaixo comutativo.

i

, ]
/

A B

\Axls/

'HA

4.3. Exemplos

1) Categoria de semigrupos sobre a, que denotamos por

L Yt

R S O L R BT

LA TP AV 5L (AL ITE.

LESEESUR  SIORTRp T £ TS N




s ~ s . e s ~ .
a”. Seja a uma catecgoria com produtos finitos. Construimos a cate

goria a® da seguinte forma:
a) Ob(as) = {(A, n); A € Ob(a) e (A, pu) € scmigrupo}

b) Se (A, u) ¢ (B, t) sao objetos de a°, entdo um mor -
fismo de (A, p) em (B, t) € um morfismo f € Mor(A,B) tal que o)

diagrama abaixo comuta:

H T

o S - g e
c) A composigao em a” e a composicao de a.

i . . S s * > -
Precisamos verificar que a~, assim construida, satisfaz

os axiomas da definicao de categoria.

i) Mor((A, u),(B, 7)) ¢ um conjunto, pois esta contido

no conjunto de morfismos de A em B.

ii) Dado (A, u) €.Ob(as), existe id(A 1) e Mor((A; n),

(A, p)) e ld(A, ) = 1dA.

De fato, desde que id, x id, € o unico morfismo que tor

na o diagrama abaixo comutativo,

id

C‘_.
><
[N
C..
>———)

/T\




entao id, x id, = id ¢ desta forma diagrama abaixo comuta.
P A A A x A : .0 diag ibaixo

ldA X 1dA

A X A » A X A

idA

Portanto, idA € Mor((A, u),(A, u)).

Além disso, jdA atua como identidade a esquerda e a direita para
os elementos de Mor(A, u),(B, 1)) e Mor(B, t),(A, pn)), respectiva

mente.
Logo, id(A, 3 = 1dA ;

iii) A lei de composicao € associativa, pois coincide
com a composicao na categoria a.
Portanto, a° & uma categoria, chamada categoria dos semigrupos so

bre a.

2) Categoria dos co-semigrupos sobre a, que denotamos

por a
cs
i) Os objetos de a. sao os co-semigrupos (A, Y) tais

que A €0b(a).

ii) Se (A, yv) ¢ (B, o) sao objectos de Algo entao um mor
fismo de (A, y) em (B, 0) ¢ um morfismo f € Mor(A,B) tal que 0

diagrama abaixo comuta.




> B

A
Yl o
f 6 f
®

A » B O B

iii) A composigao em a., coincide com a composigao cm a.

3) Categoria dos semigrupos topologicos compactos, que
denotamos por K=
Os objetos de K® sao os semigrupos (X, p) tais que X € Ob(K). Por

tanto, o par (X, p) deve satisfazer:

i) X é um espaco topologico compacto.

ii) p: X x X » X € uma funcao continua e associativa.

- . *
4) Categoria dos co-semigrupos sobre Cc’ que denotamos

¢’ H
por C. H.
Os objetos de C; H sao os co-semigrupos (A, Y) tais que A é.Ob(C;L

Portanto, o par (A, y) deve satisfazer:

. - - *
i) A ¢ uma algebra C..

s o . & S
ii) Y: A > A ® A e um homomorfismo de algebras LC, co-
associativo.

z K - & - *
A categoria C_ Il ¢ chamada categoria das algebras Ce de Hoph.

Lembramos que o produto na categoria K € o produto car-

. ‘* - . -
tesiano ¢ o coproduto cm (,C, para o caso finito, ¢ o produto ten-
sorial, ¢ quec o produto em K csta em Corrcspondéncju com O copro-

“k
duto em C .
(65



Assim, se¢ (X, p) ¢ um scmigrupo topologico compacto,
a multiplicagao p: X x X > X €& uma fungao continua ¢
C(p): C(X) » C(X x X) =C(X) ® C(X) ¢ um morfismo CZ ¢ portanto

. . ~ - Kk
uma co-multiplicagao na categoria LC.

Logo, multiplicagao na categoria K corresponde a co-mul
. . ~ . *
tiplicacao na categoria Ce-
Vejamos agora, que associatividade na categoria K cor -

- . .. Lk
responde a co-associatividade em Ce-

Seja u: X x X » X associativa. Entao o diagrama (1) comuta e por-

tanto, o diagrama (2) também comuta.

U Xidx
X x X x X » X X X
(1) idy x n l u
. \ 4
X x X » X
C(u)
C(X) » C(X x X)
(2) C(un) C(idy x w)
C(p X idx) Y
C(X x X) >» C(X x X x X)

Se C(p x idx) = C(p) O® idC(X) e C(idx X p) = idC[X) ® C(p),

kS

entao o diagrama (2) ¢ o diagrama da co-associatividade cm CC e
desta forma, podemos concluir que associatividade em K correspon-

- X o 5 ¥
de a co-~associatividade em LC




Provemos que se f € Mor(X,W) ¢ g € Mor(?,Z), onde X,Y

C(L) & C(g).

Por definigao, f x g € o Unico morfismo em K que torna o diagrama

. e W sao

objetos de K, entao C(f x g)

abaixo comutativo.

X Y
An/ . %
X Y
f l f xg l g
W Z
?k\\\\\\~ v ///////2?
T W x Z Uy

Aplicando o funtor C, temos o seguinte diagrama comutativo:

C(X xY) = C(X) & C(Y)

A h
e C“ﬁ}///y \\*ﬂfy)z e
C(X) C(Y)
c(f)T C(f x g) T(?(g)
C(W) : C(Z)
e = COmy "t =iy

C(Wx 2Z) = C(W) & C(2)

Podemos observar que este diagrama ¢ o diagrama que define

C(f) ® C(g) ¢ desta forma,

C(f) & C(g) = C(f x g)

Obscrvagao: Por um processo similar, podemos verificar




que H(f) x H(g) = H(f @& g). )

Notagao:

Seja (X, p) um objecto de K®. Denotamos por C(X , W)
J I

par (C(X), C(p)) € Ob(Cé H) .

Seja (A, y) um objeto de C; H. Denotamos por H(A, Y) o par

(H(A),H(Y)) € 0b(K®).

4.4. Lema

1) Se f: (X, u) - (Y, 1) € um morfismo em KS, entao

C(f) : CY) ~» C(X)

C(f)(y) = v o f
€ um morfismo do co-semigrupo C(Y, T) no co-semigrupo C(X, n).
2) Se f: (A, ¥) > (B, o) € um morfisﬁo em Cz H, entao
H(f) : H(B) - H(A)
H(f)(¥Y) = Y o £

‘¢ um morfismo do semigrupo H(B, ¢g) no semigrupo H(A, Y).

Demonstracao:

% " - . S o~
1) Como f: (X, p) =~ (Y, t) ¢ um morfismo em K7, ecntao

o diagrama abaixo comuta.




f x f
X x X 3 Y X Y
H l T
{ -4
X » Y

Aplicando o funtor C, temos o seguinte diagrama comutativo:

c(f)
C(Y) - C(X)

- C(1) C(wu)

C(£) @ C[£)
C(Y) ® C(Y) —>» C(X) & C(X)

Logo, C(f) € um morfismo em CZ H.

2) Como f: (A, Y) » (B, o) € um morfismo em Cz H, entao

o diagrama abaixo comuta.

A B
f o f
@ ®

Aplicando o funtor H, temos o scguinte diagrama comutativo:

\ 4

v}




H(E) x H(E)

IH(B) x H(B) —» H(A) x H(A)
H(o) H(y)
H(f)
H(B) » H(A) ‘

Logo, H(f) ¢ um morfismo cm =,

4.5. Teorema

1) Se definimos

(X,u) ~» C(X,u)
f > C(f)

entao C é um funtor contravariante de K5 em CC Hi

2) Se definimos

H: c'H % KS
C
(A, ) =+ H(A,vY)
f > H(f)

- - : * .S
entao Il ¢ um funtor contravariante de CC H em K.

Demonstracgao:

5 ; , - . .S -
1) Vimos que se (X,p) ¢ um objeto de K7, cntao




C(X, ) = (C(X),C(n)) €Ob(C2 ).

Pelo lema anterior, se f: (X, p) = (Y, 1) € um morfismo em K<,
entao C(f) : C(Y, 1) » C(X, pu) ¢ um morfismo em C; .

Alcém disso:

i) Se (X, p) € um objeto de K°, entdo

C(ld(X,p)) C(ldx) ldC(X) = ldC(X,u)'
ii) Se f e g sao morfismos em Ks, entao
C(g o f) = C(f) o C(g), pois os morfismos na categoria K® sio mor

fismos em K.

Logo, C ¢ funtor contravariante de K® em Cé H.

2) De forma analoga, temos que H: C; H -~ K® & um funtor

contravariante.

4.6. Teorema

. S e ~ “
As categorias K~ e Cé H sao duais.

Demonstracao:

: S * 2
Pelo teorema anterior, o funtor C: K~ - Cc H e contra-

variante. Necessitamos verificar que C ¢ bijetivo.

- . . . .S

Isto so ocorre quando identificamos as categorias K com IKs c
* -~ -

C. H com I,.* , onde I,s e I.» sao as categorias das classes de
C LC H K LC H

. . rS = .
isomorfismos de K’ e LC H, respectivamente.
Vejamos.

a) C ¢ injetivo.

3 ’ S A . . . rS -
Desde que C: K = (k‘ ¢ injetivo ¢ todo morfismo cm K C




um morfismo em K, entao sc f ¢ g sao morfismos cm K® tais que
g, temos C(f) # C(g).
Além disso, se (X, u), (Y, 1) G;Oh(KS) sao tais que

C(X, p) = C(Y, t), entao temos X isomorfo a Y e¢ M isomorfo a

Portanto, na categoria 1KS, o objeto (X, M) coincide com o objcto
(Y, 7).

Logo, C ¢ injetivo.

b) C ¢ sobrejectivo.

Seja (A, ¥v) E.Ob(CZ H). Como A ¢ isomorfo a C(H(A)) e Y ¢ isomor
fo a C(H(Y)), entao na categoria IC* e © objeto (A, Y) <coincide
com o objeto C(H(A), H(Y)). ©

Além disso, se f € um morfismo em C; H, entdao f ¢ isomorfo

C(H(f)). Portanto, na categoria I+ ;, [f] = [C(H())]
c
Logo, C & sobrejetivo.
Concluimos que, estritamente falando, CZ H e K° nio siao
categorias duais. Porém, elas tornam-se duais quando identifica -

mos cada uma delas com sua respectiva categoria das classes de

isomorfismos.

4.7. Definicao

Seja (A, Y) uma algebra Cé H e seja I um ideal fechado

de A. Definimos os seguintes subconjuntos fechados de A @ A

= A B A:
— n

I, =T, onde Ly = {ii] a, @ hj »oay € I},
_ n

]1‘ = lr onde lr = {) ay ® I)i - h,i € 1},



_ n
It:It onde 'lt={_): a. ® b ,aJEI e biel},
i=1
= n
Id = ld onde Fd = {jil a; ® bi *a. €I ou b €I }
Definimos também,
n9 :A® A - A/ & A
n2=n®1,
N, A O A > A® A/I
n. 1 &n ,

ng - AGA > A/T & A/1
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