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RESUMO

Neste trabalho, estudamos algumas propriedades de esta
bilidade 3le equagoes diferenciais funcionais nao lineares com re

tardamento

y(t) .= £(t,y,) + glt.y,, Ly o (%)

perturbado da equagao nao linear
x(t) = f(t,xt) (**)

onde f, g sao aplicagoes tomando valores em Rn, definidas sobre
oS conjuntos I x C e I x Cx C, respectivamente; L: C > C € um
operador linear continuo, I = [0, ) e C & o espago de Banach
das aplicagdes continuas sobre o intervalo [-r, 0] (r > 0) e to
mando valores em R", munido da norma do supremo.

Mais eXatamente, n6és estudamos a limitacao das solu-
cBes da equacdo (*), como também seu comportamento assintético,
estendendo, éssim, ao caso funcional retardado (r > 0) os resul-

tados de Pachpatt [6], e portanto os de Brauer [2].
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ABSTRACT

In this paper, we study some properties of the stability

of non linear functional differential equations with retarded

/

y(t) = £(t, y.) *+ g(t, vy, Ly ()

~of the non linear perturbed equation
x(t) = £(t, x,) S (**)

- where f, g are functions taking values in R™ defined over the
sets I x Cand I x C x C, respectively, L: C » C is a continuous
linear operator, I = [O,v+ ) and C is the Banach space of
continuous functions on the interval |-r, 0| (r > 0) and taking
values in R" satisfying the norm of the supremum.

More exact}y, we study the limitations of the equation
(*) as also its asymptotic behavior, thus extending to the case
of retarded functional (r > 0), the results of Pachpatt [6] and

therefore of the Brauer [2].
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- CAPITULO I

3
PRELIMINARES:

1. CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, procuraremos explicar resumidamente a
teoria de equagoes diferenciais funcionais com retardamento, que
.serao usadas né desenvolvimento deste trabalho.

‘Sejam r»0ep€(-», ) nimeros reais, R o espaco
vetorial de dimens3o n com a norma euclidiana |.| e C([-r, O],R%
o espago de Banach das fungdes continuas definidas em [-r, 0] e

- pn . . ~ . .
tomando valores em R, munido da topologia da convergencia uni-

forme, definida pela norma

0 € C —= |off = sup o (8)]
0 ¢ 0

1
-
n

Seja x € C([a -r, b], R®) (a < b). Para cada

o elemento de C definido por

t € [a, b], denotamos por X,

x¢(8) = x(t +0), ¥ 0 € [-r, 0]

SejaT = (p, +») x A, onde A € um aberto de C, e
f: 7 - R"™ uma fungio.
Uma equagao diferencial funcional com retardamento e

uma relacao da forma

x(t) = £(t, x,) , (1)

vondé.i(f) indica a derivada a direita da fungdo x(u) no ponto

u g ti;



Definicao 1,1:

Dizemos que uma fungdo x € uma solugao de (1) passando
por (to, ) € f'.se, e somente se, existe um numero real A,

0 < Ag » tal que:

. n
i) x€E C [to - T, tg * A, le].
ii) x, = ¢, isto'e x, (©) = ¢(©) para -r £ © < 0
to , to
1ii) x(t) = f£(t, xt), isto &, x(t) satisfaz a equagido

(1), para todo t em [to, ty + A).

Vamos denotar por x(t, t_, ¢) qualquer solugao de (1)

o}

passando por (to, ¢) € T e por xt(to, ¢$) o elemento de C corres

pondente a essa solugao.

. + + . .
Indicaremos por [to-— r, t ), to <t <€ ®, 0 maior in-

tervalo aberto a direita ao qual podemos estender x(t, t_, ¢) co

(0]
mo solugao de (1).

Definicao 1.2:

A solucdo x(t, t ¢) € limitada, se existe constante

O,
k > 0 tal que |x(t, tos )| < k para todo t tal que ty - rs tet”,

OBS. 1.1: Se f(t, ¢) € continuo em I', entao para todo
(to, ¢) € T existe pelo menos uma solugao de (1) passando por

(t0’ ¢) .

OBS§: 1.2: Se £(t, ¢) € localmente Lipschitziano em re-

lagdd d ¢; &it cdda sub~conjunto compacto de T, cntio para  todo



(to, $) Er existe uma anica solugao de (1), passando por (Hy $),

, ¢) €& continua em (t, t_, ¢) no seu dominio

e a solucao x(t, to °

de definigao.
Para a prova destes resultados de existencia e unicida

de da solugao, ver [5].

Lema 1.1:

Se X E'C([}O -r, t_+A], m"), entido a aplicacao

o
t € [to, ty ¥ Al —> Xy € C, & continua.

Demonstracao - Ver [4].

Lema 1.2:

Sejam (to, ) €T, ¢ f: I'—»m™ continuo. Entio, mos-
trar que a equagao (1) tem uma solucgao passando por (to, ¢) é
equivalente mostrar que a equagao integral

_ t
x(t) = ¢(0) + S £(s, xs) ds » 't » t
t

0

O

tem uma solugdo. Com efeito, a equacgao
X(t) = £(t, x)

€ equivalefté a equacio

X(t) = x(ty) = [ f(s, xQ) ds



onde x(t_ ) = x, (0) = ¢(0), entao
o/ Tty

v t
x(t) = ¢(0) + S f£f(s, xS) ds.
t

0

-~ ; OBS. 1.3:

s

a) Se A: (p, +x)+— L(c, R™) & uma aplicagao conti-

nua, entao temos que

)

— + - -
i) A funcado t £ (p, @) +——= [|A(t)]] € R", & continua,

i1) 1A o] < (Al lel, para todo (t,, ¢) € T.

Portanto, pela Obs. 1.1, segue-se que para cada

(to, ¢) € T, a equagao diferencial funcional linear
y(t) = A(t) y, , (2)

tem uma Gnica solugdo y(t, t

[ty - T, =).

o> ¢). definida e continua em
Além disso, para todo t » t_, a aplicacio

(¢
y(ty, )(t) : ¢ » R"

€ um operador linear continuo.

Deste modo, podemos associar a equagao (2) uma familia

de operadores lineares continuos

definide por:

b) A famfiia de operadores {T(t, t)), t >t} tem as

onti



seguintes propriedades:

i) A familia {T(t, t)) / t >t} é um semi-grupo de

-

transformagoes lineares, isto €

T(t + s, to) = T(t, to) + T(s, to) ,

e /

/

para todo tt todo s » t_.

0’ o
ii) O operador T(t, t.) €& fortemente continuo para
p'<‘tO < t < o, isto &
lim || T(t, to) ¢ - T(s, to) ol = 0 s, txty,

Mt

para cada ¢ £ C.
iii) T(t, t) = I, onde 1 = matriz identidade.

Para a demonstragao destas propriedades, nos indicamos

ao leitor a [5]. '
| Sey: [-r, 0].» ®™ & uma funcao continua por partes,
entao podemos definir uma solugao da equacao linear (2) passando

por (to, y). Consequentemente, dada a fuhgéo matricial
Y, : @€ [-r, 0] —> (4)

entao podémos definir T(t, s) Yo como sendo a fungao matricial
cujas fungoes colunas sao as imagens por T(t, s) das funcoes co-
lunas de Yo’ isto €, o operador T(t, to) ¢ definido sobre as co-

lunas de Yo‘

Consideremos a equacgiao



Z(t) = A(t) Z, + g(t, Z., LZ,) o (5)

onde g: I' x C = R® & uma funcdo continua, e L: C - C um opera-
dor linear continuo.
Uma funcao Z(t) € solucao da equagao (5) passando por

(to,j¢) Er se, .e somente se, Z(t) satisfaz a equacgao integral

_ , t ,
Z(t) = T(t, t0)¢ + f T(t,s)YO g(s, Zg, LZS)ds (6)
‘t .

o}

i

¥t

WV
+

A equacdo (6) é uma equacdo integral no espagco R e

deve ser interpretada como

t
2,0 = [T(t,t )¢o](0) + { [T(t,s)Y 1 (8) g(s, Z , LZ) ds
0

para t > to , =T £ 86 < 0.

Para uma derivacao de (6) ver [5].



2. FORMULA INTEGRAL DE ALEKSEEV-SHANHOLT

Esta formula (teorema 1.2, por vir) mostra uma relagao

entre as solugoes da equacgao funcional

—~ x(t) = £(t, x,) (1)

/
/

e as de sua equacdo perturbada
y(t), = £(t, y,) + g(t, vy, Ly) (7).

O objetivo deste paragrafc € enunciar esta relacao,
mas antes precisamos das seguintes consideracoes:

Suponhamos que

n

i) f: 7> R e g: 1 x C-»mR" funcbes continuas.

ii) L: € » C & um operador linear continuo, e que

iii) £(t, ¢) possui derivada de Frechet em relacao a

of

¢, % (t, ¢), continua em T.

Como as solugoes de (7) nao sao Unicas, em geral, deno

taremos por y(t, t

(tgr 9) € T

¢) qualquer solucao de (7), passando por .

b

09

Sendo 3%‘f(t’.¢) continua em T, entao f(t, ¢) € local-
mente Lipschitziana em ¢, em cada sub-conjunto compacto de T.
Deste modo, as solug6e$ da equagao (1) nao somente
existem, mas s3o Unicas e continuas em seus trés argumentos.
Vamos denotar por J = J(to, ¢), para cada (to, ¢) € T,
o intervale maximal de existéncia da solugao x(t,_to, ¢).‘
A cadd §61u§§é x(t, tys ¢) da equacao (1) podemos asso

ciar 4 $8gHinté &quacao diferencial funcional linear



%)z, , t€ I (8)

2(t) = [ (6, x,(r,,

Chamaremos a equacao (8) de equagao Variacional Linear

da equacgao (1) em relagao a solugao x(t, to, 9).

Daqui por diante, denotaremos por {T(t, to); t 2 to} ,
a familia de operadores lineares associada a equagao (8) (Obs.
1.2-a).

Se %% (to, ) € continuo em ', entdao o operador T sa-

tisfaz a seguinte propriedade de continuidade:
Para cada_(to, ¢) € I', cada A > 0 tal que BO’H)+ Al €7,

e cada € > 0 existe um &§= 6§ (e, t ¢, A) > 0 tal que € a e

O’
fo - ¥ <& , entao
IT(t, tO o) - T(t, ty - Dy o< oo,
uniformemente em t € [t _, t_ + A ].
o’ o

Para uma prova deste resultado, ver [8].

Teorema 1.1:

Para qualquer (to, $) € T e para cada t £ J, a deriva
' 3

da de Frechet da funcgao xt(to, ¢) em rclacao a ¢, 5 Xt(to, b))
existe e € igual a T(t, t, @ ¢), isto e:
2 x (t., ¢) = T(t, t_ : ¢)
3g t- o’ oo
Além disso se ¢ € Ap, entao
weox (t, ¢) = T(t, t_ : ¢) 9)
a‘fo £l 0’9 “y o (b [N ( )

[H

V1) g \ F o o ° . P ol . - b |
oide ﬂﬁ {6 € A, ¢(®) existe, & limitada e continua por partes



em [-r, 0]}, e ¢ € a funcdo definida por:

"f(to’,¢) se 0 = 0

£(0)

-4(8) se -1 < 8 <0

/ Para a demonstracao deste teorema ver [4]. Ver também

[8]. /

Teoxema 1.2:

Suponhamos que para qualquer (to, $) € (P, ») X Ap, as
solugoes xt(to, ) e yt(to, ¢) das equagoes (1) e (7), respecti-

vamente, estejam definidas em [to -r, t), t_ <t € ®, e que a so

0
lugao xs(s, ys(to, $)) de (1) existe em [to -r, t) para todo s,

t £s <t«g «, Entdo,

o)
Yeltor 0) = xg(tg, ¢) + L T(E, 50y (tg, oY,
0]
- gls, y(tg, ), Ly (t,, ¢)] ds (10)

3

para to £ t g ?.
Prova: Ver [8].
OBS. 1.4: A relacgao (10) - Formula Integral de Alekseev-

Shanholt ~ & uma generalizagdo da formula da variacdo das cons -

tantés (6):
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CAPITULO 11

Neste capitulo, vamos estender ao caso retardado nao
linear, alguns resultados obtidos por Pachpatte [6], usando a
formula integral de Alekseev-Shanholt (Capitulo I).

Inicialmente demonstraremos a desigualdade de Gronwall-

.Bellman e daremos algumas definicoes,

Lema 2.1: (Desigualdade de Gronwall-Bellman)

Seja u(t), h(t) e k(t) funcoes reais nao negativas'cog

tinuas, definidas em I = [0, »), para 0 qual a desigualdade
t t | S ' '
u(t) < u, * S h(s) u(s)ds + s h(s) (/ k(t) u(r) dr) ds
t t t
o) o o)

t € I, € valida, onde ug ¢ uma constante nad negativa, entao
t S i
u(t) < u, [1 + s h(s) exp (f [h(x) + k(1)]dr) ds]
t t :

0 ¢)

para todo t £ I.

Prova: Se v(t) € a fungdo definida por:
t t ‘ S
v(t) = Ug + f h(s) u(s) ds + s h(s) (/& k(1) u{r) dr)ds,
: t t t

(o] (o] (8]

onde u(t@) = Uy entao



Teorema 1.3:

Se para cada (t_, ¢) £r, J(ty, 9) = [to, ), entdo:

t
Ye(tys ¢) = x . (t_, ¢) + £ T(t, sty (t ), ¢))Y
O

g [s, v (t,, ), Ly (t_, #)] ds
€ valido para todo (ty. ¢), para o qual Yelty, ¢) € unica.

Prova: Ver [8].

10
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t
v(t) = h(t) u(t) + h(t) s k(t) v(r) dr, 1logo
v t
i t
v(t) ¢ h(t) [v(t) + f k() v(t) dt].
tO
Definindo
t
m(t) = v(t) + f k(1) v(r) dt ,
t
(0]

entao m(to) = v(to), logo

e como

entao

“de onde

isto €,

m(t) = v(t) + k(t) v(t) ,

v(t)

N

h(t) m(t), ()

m(t) ¢ h(t) m(t) + k(t) v(t) g

N

h(t) m(t) + k(t) m(t) =

A

[h(t) + k(t)] m(t) ,

t

A

m(t)

(o}

m{t)

A

t .
u_+ S [h(s) + k(s)] m(s) ds.
o T g .

)

m(t ) + S [h(s) + k(s)] m(s) ds ,
t

Portante,; pela desigualdade de Gronwall, temos
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t
m(t) < u, exp (/ [h(s) + k(s)] ds) ,
t .

o)

logo, tendo em conta (%), sec tem quc

Q(t) < u

t
o h(t) exp (/ [h(s) + k(s)] ds)
t .

o

integrando de t,at, esta desigualdade, temos que

t : S
v(t) < v(t ) + ug { h(s) exp ({ [(h(t) + k(1)] dt) ds

o o
e como v(to) =u, e u(t) < v(t) ,

entao

t S
u(t) ¢ ug [1+ 7 h(s) exp (/ [h(7) + k(1)]d1) ds,
t t
o (0]

para tode t € I. Portanto, o Lema.

Definicao 2.1:

A solugao x = 0 de (1) diz-se "exponencialmente assin-
toticamente estavel em variacao", se existem M > 0 ¢ a > 0 tais
que

—a(t—to)
hxeCtgs 9 < M o] e

ma(t-to)

HECEs ty: o) s Me

pafd t6d6 t 3 .
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Definicao 2.2:

A solugao x = 0 de (1) diz-se "uniformemente lentamen
te crescente em variagao'" se, e somente se, para cada e > 0 exis
te M = M(e) > 0, tal que

e(t—to)
Ixe(tys 9 < Mol e

e(t-t,)

IT(t, t : o) s Me

o'
para todo t > t >0 e ol < -

O seguinte teorema relaciona uma propriedade das solu-

goes da equagao (1) com as de sua equagac perturbada (7).

Teorema 2.1:

Suponhamos que

It [t,s: ¥] M 1gls,v,u) | < pCs) (vl + fwl), 1y
para todo ¥ £ C, todo y £ C, todo s, t £ I, e que

t
Ly (tg. o)) < / a(s) llyg(ty, ¢ ds, ¢ € C, (H)
O

onde p(s) € ¢ [I,R,], q(s) € C [I, R,] sdo tais que

J/ p(s) ds <« » ¢ [ q(s) ds < «. Entao, para cada solugdo limi
tO tO :

tada em F; ﬁﬁéﬁéy $), de (1), a corﬁespgndente Yo (t,, ¢) de (7)

tambén & 1imitada e 1.



Demonstracgao:

Pela formula integral de Alekseev-Shanholt temos que
t

Ve(tor ¢) = xltg, ) + /T [t sty (ty, 9)]Y,
(o]

c g [s. vy (k. ¢0). Ly (e, ¢)] ds
de onde

: t
Iy ey oI < Ix (e s 0 + ! IT [t, s: y (t. &)1 .

0
M 'g [_'So ys(.t07 q))’ L)’S(to, d’)] IdS ’

logo, por (Hl) e (Hz), se tem que

t
Iy (g, ) < Ix (ege o)) + { p(s) [lly (ty. o) +
o -

by ey o)l Jds = fIx (e, 9] +

t t
PP vty )] s+ £ p(s) Ly (tg. 0] ds <
0 0

t ,
(e 0+ £ 2 v4(t5, ) as +
(o)

t s
+ Lpls) [7aln) lly (g, ¢ dr] ds
t@ to

Ad SOy Fa Y 2 e e a6 4 ¥ 1
Portanto; se xﬁ(té; ¢) € uma solugdao limitada de (1), digamos

Ixsbtg: 83 € &, entéo
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t
Iy (ty. ol < o+ p(s) fly (e, o)l ds +

to

t S
+ 7 p(s) [/ a(Ml y (xg, ) dijds
t t
(0] 0

logo, pela desigualdade de Gronwall-Bellman, temos que

t S
lye(tgs 0 <o [1+ 7 p(s) exp (/ [p(r) + q(1)] dr) ds]
to to
de onde, como J p(s) ds <~ e [J q(s) ds < @, se segue que exis
to t
te 8 > 0 tal que

Iy (ty, O <8, ¥t >t

.
0 qual queriamos demonstrar.

Com uma demonstracao analoga a deste teorema temos o

seguinte:

Corolario 2.1:

Suponhamos que
IT(t, s W) lgls, ¥, v)1 < p(s) vl+lwl), s,t € I,

para todo ¥ € C, todo ¥ € C com Illc 1, e que flLy (¢, ®)] <

t
min {1, { q(s)H‘yS(to, $)|| ds}, onde p(s), q(s) € C [I,IR+] sao
o v |

fungoes tais que S p(s) ds < = e [ q(s) ds < o,
- t t
) o

Efitao, para cada solugao limitada em I, x (t ., 9), de

(1), & coerrespondente yt(td, $) de (7) tambem ¢ limitada em 1.
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Uma outra relacao entre as solucoes de (1) e (7) € da-

da pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2:

Seja a solugao x = 0 de (1) exponencialmente assintoti
camente estavel em variacdo.
Suponhamos que a perturbacao g(t, ¥, y), em (7), satis

faz a desigualdade

g [t. ]l < pCO (el « o), t€ T ()

para todo ¥ £ C, todo ¢ £ C, onde p(s) £ C [I, R+] e tal que

foo p(s)ds < =,

Y

Suponhamos, além disso, que o operador L satisfaz a de

sigualdade

ct t '
Ily (tgy. & < e S as)l y (e, o) ds (Hy)
t
o

onde C > 0, q(s) € CII, m+] e J q(s)ds < = entao todas as solu
t
)

coes de (7) tendem para zero quando t > o,

Demonstracao:

Pela formula integral de Alekseev-Shanholt temos que

Yt(t0j7 (1)) = xt(tO’ q)) +

€~s¢ . )
Thes sty (ty 0] Y, gls, vy (tg, 0, Ly (t . 9] ds |

+

)
ts
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logo:

Iye(tys o < Ix ey, )+

t ' :
FOAT Le st v G o0 L [ vg (g 000 Ly (g, #) 1 ds
(o]

de onde, tendo em conta (HS) € (H4), temos que

1y, (tgn &) < Ix (e, o)+

't .
CLIT e st vl 11 P() (yg(igr O+ Iy (tg, @) ds
o)
t
= (tor O+ 2T [ 50 v (e @1 pC) Nyt 0] ds »
o)
. .
+ T [t, s: ys(to, $)1ll p(s) HLyS(tO, )| ds <
tO .
t _ ]
R I L O SRS R IC I AT TIE
0
t : -cs s :
+ { IT [t, s: y (t . 9] pCs) [e { a(O] v (t , o) dt 1ds.
o ]

Portanto, usando a hip6tese de que x = 0 € exponencial

mente assintoticamente estavel em variacdo (definicao 2.1), te-

mos que
) —e(t-t))  t -c(tety)
lyeCtge @3l < M o] e + {ﬁM e T op(s)y (e, 0 ds +
‘ 0 '
t =¢(t-s) ~-CS s
+ I Me p(s) [e Ja(ml y (tg, o)} dr]ds ,
t, ty ' -

iste &;
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-c(t-t,) t -c(t-s)
IyeCtys oIl < Mol e +/ Me p(s) [lyg(ty, ¢)[l ds+
t
(o]
t -ct S v
+ [ Me p(s) [i q(t)]] YT(tO, ¢)|| dt ] ds.
t, o

Multiplicando ambos os membros desta desigualdade por

ct
e , temos que
ct ct, t cs ,
ey (tgs 9) s Mllolle = + 7 Me p(s) [y (tg, ¢)ll ds +-
) tO
t S . ‘ ‘ -
+ L Mp(s) [/ a@@] y (e, )l drlds =
to to
Cto t Ccs '
= M{olle S Me p(s) fly (e, ) ds +
t
(0]
t s ct |y (t., &)
+ F Mp(s) [/ q(1) e t 9 dr }ds -,
t t cT
O [e] (&

logo, aplicando a desigualdade de Gronwall-Bellman, temos

ct cto t S
e five(ty, o)l < M ofle” ™ [1+ s Mp(s) exp(s [Mp(r) +
tO | tO
-CT
+ q(t) e. ]dt).ds ],
ou seja
‘ » q ~C(t~to) t [
[y (tgs 63 < M floff e [1+ { M p(s) exp( / [Mp(r) =+
t

o 0
&1

. q(i) & 1dt) ds]
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‘portanto, o teorema.

Teorema 2.3:

Seja a solugao x = 0 de (1) uniformemente lentamente
crescente em variacgao (definicao 2.2).
Suponhamos que a perturbacao g(t, ¥, ¥) em (7), satis-

. faz que

le [t. ¥, v] | < pCt) (J¥f + lvl), t€ I, (H)

para todo ¥ £ C, todo ¢ € C, onde p(s) € C [I, R,] e J p(s)ds < -
t
0

Suponhamos, além disso, que o operador L satisfaz a de

sigualdade
et ot '
Ly, (ty, o)l < e { q(s) llyg(t . o) ds ,  (Hg)
0
onde ¢ > 0, q(s) € C [I, m+] e qu(s)ds.< ©, e que existen
t

constantes M > 0 e k > 0 tais queO

o ’ S €
S M p(s) exp(y [Mp(t) + q(1) e
t t

T
Jdrt) ds < k (H,).
o} 0 .

Entao, as solugoes de (7) sao lentamente crescentes.

Demonstracao:

Pela formula de Alekseev-Shanholt temos que

P AN o AL LN t ;
yebtgs 8) = X (t,5 ¢) + é T [ty 8ty (g, 0] Y, g [s, v (t .0),Ly (t,,4)]ds,
e}
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‘logo

Iy, (tgn o) < Ix (e, o)+

. |
f LT [t, sty (e, o))l lg [s, ys(ty, @), Ly (t . ¢)] |ds,
o |

de onde, tendo em conta (HS) e (Hé), temos que

[ye(tys o < fx (ty, o)+

t ' :
LT [tsos: oy (e, @11 p(s) Ulyg(tg. ol + Ly ey, ol ds
t .
0
t . ' - | )
< Ixe(ty, 0|+ ! IT [t. sty (g, o)l p(s) Uyg(ty. o)l +
o
€S S
+e Jfa(r) |y (ty. ¢)]dr) ds.
t

(@)

portanto, usando a hipotese de que x = 0 é uniformemente lenta -

mente crescente em variacao (def. 2.2), temos que

e(t-t)) t e(t-t))
Iy Ctgs o)l < Mol e - { M e p(s) Uy (t,. o) =
O

€S S
re Ja()| y (t . ¢)ldt) ds.

t

(¢]

Multiplicando ambos os membros desta desigualdade por
-et
e , temos que

~et o "'Eto t ~g¢s
° IYeltae O < Mol e 7+ s Me pls) (yg(ry. o)
Y



£sS S . —Etb
e J a(r) [y (ty, ¢} dr)ds = M ol e +
t .

(o}

+

t -es : t
; Me p(s) |y (ty, o)lds + 7 Mp(s) [
t t

0] (0]

+

s _
[/ a(o) Hyr(to’ ¢)|dt ] ds =

t v

)

-Eto t -¢5s
Mo e =+ s Me p(s) nys(to’ ¢)||ds +
t
)

t s -etfy. (t,, o)
F M) [foal) e —— dv]ds
t t “ET

0 0] €

+

logo, pela desigualdade de Gronwall-Bellman, temos que

-et t s

e [y, (tys &) < uy [1+ 7 Mp(s) exp(/ Mp(c) +
t t :

o} _ o}

ET o s

+ q(t) e ]dr) ds ¢ U [1 + [ M p(s) exp(rs D4p(r) +
t t
o o}

€T
+ q(1) e ]dr) ds

portanto, usando (H7), se tem que

-et
e |y (tg, O <ug [1+ k] =M,

isto &,

_ et
Iye(ty, &)l « Me

Portants; 6 tedréema.

22
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2. EXEMPLOS

Exemplo 2.1:

No sistema de equagdes (1) e (7),

x(t) = £(t, x)
y(t) = £(t, y) * g(t, vy, Ly
Sejam -

£(t, ¥) = -v(0) , t €1 ,vEC
-t
g(t, v, v) = e y(-r) , tE I, ¥, vk C

e L: C » C o operador (continuo) definido assim:

Se yE C ([to -r, t_ + Al, R), entao se define

0

Liy,) € ¢ ([t -r, t, + A], R) como sendo a fungio

0

0€ [-r, 0] » Ly,(®) =min {1, y (&)} ,

onde
s
t -s ,
SR PACNID IR SIS
o .
y(©) = <
0 , -r ¢t ¢ 0

Demonstraremos que f, g e L satisfazem as hipoteses do

teorema 2.1. com efeito,

4) A solugdo de (1) passando por (ty. ¥) ¢ dada por

xtﬁﬁag ¥y, onde
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-t+s
¥Y(0) e , t > s
x(t, s, ¥) =
y(t-s) , S-Tr & tg s,
pois, para t » t,, temos que
. -tety
x(t) = -¥(0) e = - xt(to, ¥)(o) = f(t, xt).

b) Como neste caso, a equacao nao perturbada € linear, near
sua variacional em torno de qualquer solugao coincide com ela
propria, logo

T(t, ty: y) = Xt(to’ ¥y o, ot > t,

’ r -S ~

c) Demonstremos que se p(s) = e e , s £ I, entao:

TCt, s ¥ Jglt, ¥, )| < ps)A¥l + v,

para todo t € I, todo s € I, todo ¥ £ C ¢ todo ¥ € C com |y <1.

Com efeito,

-t
ITCe, s= ¥ Je(t, v, $)| = sup |x, (s, ¥)(®)] e w(-1)] <
—rs@gol
-t -t - B + s
< vl e sup |¥(0) e | <
-T <0< 0
r -2t + s
s ol Iyl e e <

< Bl Hel €™ oS = full vl pes),

pard t6d6 § € 1, todo t € I com t » s, todo ¥ € C e todo V¥ E C.
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'Além disso, como

ol el < vl + Tl

para todo ¥ € C e todo ¥ € C com |¢|| < 1, entdo temos que

ITCt, s: W) Jglt, ¥, )| < p(s) ¥l + vl .

's€ I, t€ I, t > s, para todo Y€ C, todo ¥ € C com loll < 1.
- Portanto, a afirmacao.

-S

d) Demonstremos que se q(s) = e , s £ I, entao
t
1Ly (tgr ) < min (1, 7 a(s) flyg(to, )] ds}. (&)
R (e}
Com efeito, como
Ly (tg, $)(8) = min {1, 3,(8))
entao
Ly (ty, o)l < min {1, |71} . (B)
Ora,
/
t+0 -5 ’
I lys(tg, o) ds , t+ 63>t
o
7,.(8) = y(t + 8) = <
0 ., t+ect
~ (0]
e como
146 - t

) -s
é e "ys(to’ )] ds </ e ”ys(to, ¢)]|ds, para todo
t
o 0
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© € [-r, 0], entao se tem que

_ t -s -
Iyl s |
0

s (ty, o) ds. (C)

Portanto, de (B) e (C) tem-se (A).

Exemplo 2.2:

No sistema de equacoes (1) e (7),

x(t)

f(t, Xt)

y(t) = £(t, y) + g(t, vy, Ly) .

Seja
f(ta W) = - LP(O) ’
glt, v, ¥) = p(t) (W(-tq) + v(-1,)) ,
onde T, Ty € [0,r] sdo fixos, p(t) > 0, t € I, / p(s)ds < =, e
to A
seja L: C » C o operador definido da seguinte maneira: para
y € C, se define Ly € C pela formula
Ly(e) = y(®),
onde
v
~c(t+r) t _g
e | { e Hys(to, $)] ds , t = t,
o
() = <
\ 0 . to—r <t « to
N\
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et ¥, W< PO (YT o+ vt D o< p(e) il llvD

logo a hipotese (H;) do teorema 2.2 € satisfeita.
b) Demonstremos que

-ttt
Ly (ty, o)l < e s a@)ll y (e, &) ds
t
o}

. -S '
onde q(s) = e , s E I, e portanto a hipotese (Hy) do mesmo teo-

rema 2.2 € satisfeita. Com efeito

/
-c(t+B+r) t+6 -
c Syt 0l s,
t
|Ly, (t,, 9)(O)] = y,(8) = y(t+6) =< © t+0 > t_
0 , t+ 0 <ty
e
Ora, ja que
-c(t+B+r) t _g : -ct t -s
e i e ”ys(to, o) ds < e { e. Hys(to, ¢)|| ds, para
0 : 0 :
todo ® € [-r, 0], entdo temos que
' -ct t -s
Ly, (t,, ¢)(@)] < e { e |y (t ., ¢ ds para todo
0
e € [-r, 0], logo
' -ct ot _g
ILy, (t . &)l < e S e Iy (ty, ol ds.
)

Portanté, 4 afirmacao.
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c) Finalmente, como, neste caso, a equagao (1) € 1i-
near e exponencialmente assintoticamente estavel, segue-se que
ela coincide com sua variacional em torno de qualquer solugao e
portanto, a solugao x = 0 é exponencialmente assintoticamente es
tavel em variacao.

Portanto, pelo teorema 2,2, concluimos que toda solu -

géd de (7) tende a zero, quando t » «,

11
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5]
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