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RESUMDPO

Apresentambs neste trabalho alguns exemplos de
aplicagoes da Informagao Prevista e generalizacgdes das Medidas de
Informagao Aperfeigoada para N revisdes. Mostramos tambéem, casos

particulares e propriedades das generalizagoes obtidas.



ABSTRACT

In this, work, we present some examples of
applications'of Information Prediction and give characterization
of the generalization on the measure of Information Improvement.

due to N revisions.

Also, we present some particulars cases and

properties of the generalized measure.
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INTRODUCAO

Partindo de idéias basicas e medidas anterior-
mente usadas estendemos estas idéias e medidas para casos mais ge-
rais proporcionando dessd maneira aplicacoes mais amplas em varias

-

‘areas de estudos.

No Capitulo 1, apresentamos idéias gerais da
Teoria da Informagao e as medidas usadas na realizacao de nosso

trabalho.

Serdao mostrados no Capitulo 2, alguns exemplos

de aplicacdes da Informacdo Prevista.

No Capitulo 3, fazemos generalizagdes do traba
lho apreséntado por Sharma e Mittal [13], usando uma Medida de In-
formagao Aperfeigoada para N revisdes, apresentada por Taneja e A-
roré [17]. Apresentamos ainda, casoé particulares e propriedades

das generalizagoes obtidas.



caprpITULO 1

1. INTRODUCAQ

Em 1948, Shannon [14] define pela primeira
vez, quantitativamente através de um esbogo matemdtico a nature-

za estatistica de fonte, canal e saida de uma comunicacao modelo.

-~

A importancia e varias aplicagdes deste novo
campo de estudos deve-se a suas formulagoes abstratas que em mui-

tas situagdes sao consideradas convenientes.

Trabalhos em diferentes dreas demonstram inte
reése sobre o assunto desenvolvido e o adaptam conforme as suas
necessidades. Comb a-maior parte de suas aplicagoes baseiam-se nas
medidas da Tebria da Ihformagéo, estao sendo encontradas novas me

didas e novas generalizagoes.

Nos Ultimos anos, a bibliografia em Teoria da
Informagao aumentou substancialmente e foram descobertas muitas a
plicagoes em varias areas de estudos como Psicologia, Economia,

Computagao, Ecologia, etc..

Na revisao e reformulagao dos conceitos basi-
cos sao indispensaveis novas condigoes e novas geheralizag6es. Es

ta € a finalidade do trabalho que apresentamos.

No decorrer deste nos restringimos a aspectos

da Teoria da Informagao e os associamos a nossa pesquisa.
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1.1. Entropia de Shannon e seus Casos Bidimensionais

0 estudo da Teoria da Informagdo estd funda-

mentalmente baseado na Entropia de Shannon.

Seja X uma variavel aleatdria assumindo um

@

numero finito de n valores distintos: X 5Xpse e sX cCOM probabili~
‘ n ' _
dades P = (pl,pz,...,pn), p; > 0, '21 p; = 1l; entao a entropia de
i= -

de Shannon [14] e sua distribuigdo de probabilidade & dada por:

p; log p; , (1.1)

nm~M3

H(plsPQa--?aPn) == 1

i
onde a base do logaritmo € em geral arbitraria (>1). Contudo no

caso discreto & comum usar a base 2. Igualmente consideramos que

0.log o = 0.

- Denotamos por 8§, © conjunto de todas probabi-

lidades de distribuigao

P = (P13P2,°'Wap )s P
' ‘ n
§, = {P=(pysPys--sp )P > 0, £ p; =1}, ‘ (1.2)

Maiores detalhes sobre estudos desta medida
podem ser encontrados em livros de Teoria da Informagao de Ash

[3], Galloger [6], ou Feinstein [5], Guiasu [7].

Visto que os problemas de comunicagao reque-
rem anidlise da mensagem emitida por um canal e recebida por outro

canal, a idéia da entropia (medida), precisa ser desenvolvida pa-
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ra o caso bidimensional. o

Sejam X = (xl,xz,...,xn) e Y = (yl,yz,...,yn)

duas variaveis aleatorias com probabilidade conjunta:

p(x;, yj) P{X = x. e Y = yj) ) (1.3)

i
A probabilidade condicional de Y = yj quando
X = X4 sera denotada por p(yj/xi) e as probabilidades individuais

de X = x; e Y = Vs sao dadas respectivamente por p(x;) e p(yj) en

tao:

P(xX.,sy.:)

Y3 p(xi)p(yj/xi) = p(yj)p(xi/yj),

p(xi)

It
nmMm3z3
—

P(xian)a

(y.)
py3>

1"
([l e =]
e}
~~
X
<
S

m
onde ¥ T p(xi,yj) =1, _E

Apresentamos cinco entropias que Shannon asso

ciou a um sistema bidimensional (X,Y)

1) Entropia conjunta H(X,Y), dada por:

.n  m :
H(X,Y) = ~'i§1 j§1 p(xi,yj) log p(xi,yj), o (1.4)



2) Entropia marginal de X dada por:

0
H(X) = <= £ p(x,) log p(x.) (1.5)
: o1 i i
3) Entropia marginal de Y dada por:
‘m |
H(Y) = - I p(y.) log p(y.), | ' (1.6)
' j=1 I ] i
1
4) Entropia condicional de Y dado X=x. &
m o
H(Y/X=xi) = - j§1 p(yj/xi) log P(yj/xi), (1.7)
e a entropia condicional de Y dado X & dada por:
n’ m _
H(Y/X) = - I I p(x;,y:) log p(y./xi), (1.8)
izl §=1 ] ]
5) Entropia condicional de X dado Y & dada
por:
: n m
H(X,Y) = - & I p(x.,y:) log p(x.,y.), (1.9)
i=1  j=1 177 13

De algumas relagoes basicas e desigualdades en

tre estas medidas associadas ao sistema bidimensional citamos

as
seguintes:

H(X/Y) = H(X) + H(Y/X) = H(Y) + H(X/Y),

(1.10)



H(X,Y) ¢ H(X) + H(Y),

H(X) » H(X/Y)

com igualdade em (1.11) e (1.12) se e somente se X e Y sao

pendentes..

(1.11)"

(1.12)

inde~-

Shannon [14] provou a unicidade da medida (1.1)

partindo de um conjunto de postulados. Esta medida foi subsequen=

-~

temente caracterizada de varias maneiras conforme os varios auto-

res. (Ver: Aczél [1], Mothai e Rothie [12]).

Através de alteragoes feitas aos axiomas e

mais outros acrescentados tem sido obtidas novas generalizagoes des

sa medida.

Considerando que a entropia satisfaz:

i) a aditividade

H(P*Q)

H(P) + H(Q)

.ane P :.(plspzs"'spn)s Q = (ql?q2’°.-

P*Q ? (ﬁlfqlg;sagplqmgp?qls~'~9P2qm

FICERRY

P Q>

,q )

"anm)'

(1.13)
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ii) Propriedade do valor medio:

i

H(P\J S el {W(P)¢[H(P)]+W(Q)¢EH(Q)]} (1.14)

W(P)+W(Q)

. ~n m’
onde W(P) = I P; W(Q) = I q. ;
Coi=1 =1

W(P) + W(Q) < 1

" ¢ € uma funcdo continua estritamente monéto-
n

h), 'Zl p; € 1, Rényi apresentou
1=

uma generalizagao da Entropia de Shannon como:

na. Considerando P = (pi,pQ,...,p

n

p. log p./ L P. 3
1t Ti=l ot

_ n
H(P) = - R
1=

(1.15)

: n n
H(P) = 2 10og (£ p%/ % p.), a#l, a>0, (1.16)
ol 1- _ 1 . 1

a - -

Esta entropia (1.16) € chamada entropia de or

dem o0, € & uma generalizagdo de (1.1).

Havrda - Charvat [8] e mais tarde Dardczy [4]
obtiveram a entropia de(grau B que também & uma generalizacao da

Entropia de Shannon:

1B (py =

Hn~M3

(p§ -1y Rl (1.17)

i=1

B # 1, B > 0,

nMms
o
1]
'_J



Esta entropia de grau B foi obtida através das -

seguintes propriedades:

s prq) = BB Py + BB + @TP-ny PPy HR (), | (1.18)
. n ¢
e H(P) = ¢ £(x;), onde
3=
- B _ . 1-g .y-1 -
f(pi) = (pi pi)(2 1) ~, | (1.19)

A entropia de grau o e ordem g &€ dada por:

Lo ' |
p' b} ) (1-20)
) ,

sendo oo # 1, B # 1, a > 0, B > 0.

-1

s

II’M =3

HB(p) = (21"8—1)'1{ (
o 1

Maiores detalhes sobre estas medidas foi apre-
sentado por Taneja [18], e um estudo conjunto da entropia de Shan-

non e entropia de grau $ também foi apresentada por Taneja [15],

[18].

1.2. Informacdo Prépria de Evento Unico

Caracterizamos a informacao propria com a ocor
réncia de um evento Unico com probabilidade p, 0 < p § 1, sob a
ndo aditividade. Estas nogoes sao basicas no estudo que apresenta-

mos.



Denotamos por I(p), a informagao prépria de e

evento Unico com probabilidade p, sob os seguintes postulados:

Postuiado 1:

I(p) & uma fungdo continua de p em (0,1]

Postulado 2:

T(pq) = I(p) + Ity) + AI(p) I(q),

Postulado 3:

(&) =1
2
Teorema 1: A informagao propria de evento uni
co com probabilidade p, 0 < p ¢ 1, sob os postulados acima & dada

por:

)-1

1(p) = pFTI-ny @tTBiyT g g 1, (1.21)

Dada uma distribuigao P = (Pl’pZ""’Pn)’
n

I p;s 1, € possivel encontrar as informacgdes proprias ndo adi-
i=1

tivas de cada evento individual. A média aritmética das informa-
goes proprias dos eventos individuais € definida como a entropia

nao aditiva de uma distribuigido, ou seja:



n
nm~Mm3

. , n
I(pl,pz,...,p ) P I(pi)/.Z Py (1.22)

. n _ n
rf - D/t B 1) 1 p.
i=1 i=

que € a entropia de grau B da distribuigao P.

A entropia, em geral, pode ser considerada co
mo uma média generalizada da informagdao propria com pesos como fun

g5¢s das probabilidades correspondentes, isto é:

n
| . z £(p;) ¢[I(pi)]
I(Pl-,ngoco"pn) = ’¢— l—l : ! 9 (1023)

f(pi)

n ™3

i=1

onde ¢ € uma funcdo estritamente mondtona. Temos que (1.23) deve

satisfazer a condigao:

I(P#Q) = I(P) + I(Q) + 2 f - 1) 1P 1, (1.24)

Tomando f(x) = x, temos o seguinte teorema

(ref. Sharma e Mittal [13]).
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Teorema 2: A entropia simétrica e continua da:

da em (1.23) por f(x) = x, de uma distribuicao de probabilidade
n
P = (p],pz,...,pn), 'Zl p; = 1, satisfazendo (1.24), pode ser ex-
. s
pressa unicamente pelas seguintes formas:

'n
I(pl,pQ,..;,pn; 1,8) = jexp(B-1) 'Zl P; log pi—l (2l B--l) 1
. 5=
B # l: g > O: (1.25)
I(pysPys++-sP 5 a5B)
o B-1
n a-1
=l<\ 7 pq) - 1} G
. i
1=1
a#l, B#1l,a>0,8>0, (1.26)
Casos Particulares
81 I PysPys+++sP s 1,8) = - '21 p; log p., (1.27)
1=
€ a entropia de Shannon.
2) lim ¢ . 1 o a .
B>1 PysPgse- 5P 3 a,B) = — log R P:s afl, a>0; (1.28)
: 1-a 1=1 '
7/
€ a entropia de Rényi de ordem a.
5y im [ lim L RN I 2
aol 851 PysPgss-+sDP s a,B = —'21 P log 1 (1.29)
1=

e a entropia de Shannon.



P

'1.3. Informagio de Kulback e Informagao de Kerridge

A entropia de Shannon associa uma medida de
informagd@o com uma distribuigao simples de probabilidade. Duas me
didas semelhantes introduzidas por Kulback-Leibler [10]" e Kerridge
[9] associam uma medida com um par de distribuigces de probabili-

dades de uma incerteza variavel.

'Estas medidas sao mais gerais do que a entro-

—

pia de Shannon.

i) Informacao de Kulback

Seja X uma variavel aleatdria. Tomando um nu-
mero finito de valores“xl,x2,}..,xn com probabilidades Q=(ql,q2,
...,qn) € Gn, de um eXperimento E. Seja a frequéncia relativa de-

finida como P = (Pl’PZ""’pn) € Gn’ entao a informagao de Kulback

de um experimento & dada por:

Pi
p; log, ( — 1, | (1.30)

: n
I(P3Q) = L
- i

i=1

Supondo que, se algum q; for zero entao o cor

respondente P; também serd zero. Fazendo 0 log2 (9)=0 log2 0-0 log2 0=0
‘ . 0

No caso do experimento nao relacionar as pro-
babilidades com o resultado mas averiguar qual o experimento ocor

rido, ent3o a informagao em uma observagao €:

n .
- 2 Qs log, Qs (1.31)
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-
]

o que € a entropia de Shannon. Isto mostra que a medida’ de Kulback -

€ uma generalizagao da entropia de Shannon.

Um estudo mals detalhado dessa medida com

suas aplicagoes em estatistica encontra-se em Kulback [11].

"Algumas aplicagoes dessa medida em  Economia

foi apresentada por Theil [19].

ii) Informagao de Kerridge

Suponhamos um dado experimento no qual as pro
babilidades dos n eventos distintos X 9Xg e e s X sao Q=(ql,q2,...
...,qn) € Gn, entao suas reais probabilidades sao P = (PI’PZ""

""Pn) € Gn’ logo a transmissao pode ser menos precisa em dois

casos:

1) a transmissao pode ser indefinida por fal-

ta de informacao;

2) a transmissao pode ser incorreta porque a

informagdo & incorreta.

Kerridge [9] introduziu uma medida que consi-

dera estes dois aspectos:. Sua medida & dada por:

™~ 3

H(P;Q) = - I Py log, a; (1.32)
1i=1

Considerando que, se qualquer Q; for zero, en

tao o correspondente P; também ser3 zero, e & adotada a convencgio

0 log, 0 = 0. Nessa entropia temos:
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J

H(P;Q)

: i
Pi log, ( —)

1

n n .
- I Dp. log2 p. + I P
=1 1=

H(P) + E(P;Q) , ' , (1.33)

Kerridge chamou E(P;Q) de erro condicional.

Obviamente se P=Q, isto €, quando p; = q; pa-
ra i=1,2,...,n entao E(P;Q) = 0 e a medida passa a ser a entropia
de Shannon. Desta forma a medida de Kerridge abrange os dois as-

pectos e portanto € uma generalizagdo da entropia de Shannon.

Kerridge [9] caracterizou (1.32) considerando

os seguintes postulados:

K, :H(P;Q) é uma funcgao de p; e q; onde P=(p,,

p2,...,pn) ed_ eQ = (ql,qz,...,qn) e 6 .

“K,: Quando n provaveis alternativas sdo idén-
ticas a medida € uma fungdao mondtona decrescente de n.

P

K3: Se uma transmissdo & interrompida em ' um
nimero de transmissdes subsidiarias, a medida da transmissao ori-

ginal é a soma das medidas das transmissoes subsididrias, isto e:

H(P19P29P35q19QQ3q3) = H(Plal'Pl§qlal'ql)

p b q d
+ (1-p)) H ( 2,2, 22 )
l-pl l—pl l-ql l—q1

onde p1+p2+p3 = ql+q2+q3 =1 S - '
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Ku: H(pl,p2,p3;ql,q2,q3)=H(PlaP2+P33qlq2)

o que significa que se as alternativas das quais a soma das proba
bilidades sao associadas, entao a medida de uma transmissao € i-
nalterada.

0 postulado Ku € o Unico que aplica medidas apli

conceitualmente diferentes da entropia de Shannon.

1.4. Informacdo Aperfeicoada Estudada por Theil

“0)
e
o

0 conceito tedrico de informagdo como foi a-
bordado em varias medidas, por exemplo: Entropia de Shannon, .In-
formagao de Kulback e Informagao de Kerridge tem encontrado vasto

campo de aplicagoes nas mais variadas ciéencias.
Seja P=(pl,p2,...,pn) ed a distribuicao de
probabilidade posterior de um conjunto de n elementos num experi-

mento cuja distribuicao de probabilidade prevista anteriormente &

Q=(ql,q2,...,qn) e 8> entao sabemos que:
n pi . |

I(P;Q) = ¥ P; log, ( —) (1.3u)
i=1 q; :

€ a informagdo de Kulback. Theil define a Informacao Aperfeigoada

como :

D]

P log2 ( =2 (1.35)

1 Qs

I(P;Q3R) =
i

nm~M3

onde R=(rl,r2,...,rn) £ Gn € a distribuigdo da probabilidade ori-
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. . i , . . _
ginal rev;sada Q=(ql,q2,...5qn) € Gn na distribuigao P'(Pl’P23-°-
...,pﬁ) € Gn realizada apos algum experimento E. No caso de r.=q;
para cada i, entdo I(P;Q;R) & zero, mostrando que ndo & a Informa

gao Aperfeigoada. Isto ocorre sempre que as probabilidades previs

tas revisadas forem iguais.

@

I(P;Q3;R) dada em (1.35) inclue como casos par
ticulares a Entropia de Shannon, a Informacao de Kulback e a In-

formagao de Kerridge.

e

Taneja e Arora [17] estudaram uma medida de

Informagao Aperfeigoada devida a N revisoes, dada por:

1/N

I(P;Q;Rl;R log | ————— s ' (1.36)

2;...':N

onde RK = (rKl’rKQ""’

goes de probabilidades previstas e revisadas de um conjunto de n

), X =1,2,...,N, sao as N distribui-

eventos gl,gZ,...,gn, seﬁdo que a distribuigao de probabilidade
prevista original e Q=(ql,q2,...,qn) e as revisoes sao feitas ten
do como base a distribuigao de probabilidade P=(pl,p2,...,pn).

A medidé acima é.uma generalizagao da Informa
gao Aperfeigoada de‘Theil‘[l9].
r.

p; log ( =) (1.37)

1 q;

I(P;Q;R) = -

TR

i
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A medida (1.36) reduz-se a (1.37) quando to--

dos Ry sdo iguais, isto &: R.=R =....=Ry=R. Esta medida foi apre

sentada pois se revisarmos o experimento duas, trés,....N vezes,
temos respectivamente N distribuigoes de probabilidades previstas

e revisadas Rl’RZ""’R cuja distribuigao de probabilidade origi

N
nal € Q e as revisoes sdao feitas baseando-se na distribuicao  P.

Definimos entao a informacao aperfeicoada devido a N revisces, co

mo:

P

1;...;RN) =

I(P;Q;Rl)+I(P;Q;R2)+...+I(P;Q;RN)
I(P;Q3R _ '

N

que & idéntica a (1.36).

Taneja e Arora [17] caracterizaram a medida

(1.36) e a geﬁeralizou segundo uma equagao funcional, obtendo:

A
I(P3Q3Ry3..-3Ry) = =20 | p p | L1 ], (1.38)

A medida (1.38) reduz-se a (1.36) se for cal

culado o limite de (1.38) guando y-0.

No capitulo 3 apresentamos medidas ainda mais

gerais do que (1.38).
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CAPITULO 2

2. FORMAS GENERALIZADAS DA MENSAGEM E SUA INFORMACAO PREVISTA

Seja o evento E com probabilidade p, qual-

~quer que seja a natureza do evento. E estabelecido que E sempre o

corre; portanto p=1l. Vamos supor que uma mensagem ndao nos da a
certeza de que E ocorre. A probabilidade p de E ocorrer € substi-
'tuida, sendo que a nova probabilidade de E & d, um nUmero  entre
‘zero e um. E umalgeneralizagao do caso que estabelece a certeza
de que E ocorre. 0 nosso problema & medir a quantidade de informa
gao oriunda da mensagem que troca as probabilidades de E, de p pa

ra qQ.

2.1. Probabilidades e Informagéo'Anterior e Posterior

Chamaremos de probabilidade anterior a proba
bilidade original p de E, e chamaremos de probabilidade‘posterior
ao valor que é estabelecido pela mensagem. O problema é medir a
capacidade da informagao da mensagem que transforma p em q, (ante

rior em posterior).

0 ponto inicial & a probabilidade anterior
p. 0 ponto final € a certeza que E ocorre. Entre estes dois pon4

tos duas alternativas sao consideradas:

lide
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1) Uma mensagem & recebida e transforma p em
q. Esta mensagem & seguida de outra mensagem que transforma q em

1 (certeza).

2) p & transformada diretamente em 1 (certe-

za), sem passos intermediarios.

Como a probabilidade inicial p e avprobabili
dade final (certeza), sao as mesmas nas duas alternativas anterio

res, a informacdo total também sera igual.

A informagéo.provida pela segunda alternati-
va € h(p)=-log p. A informagao total proborcionada pela primeira
alternativa € igual a informacao da mensagem que transforma p em
q mais h(g). Ou seja, a informagdo da mensagem que transforma )

(anterior) em g (posterior) & igual a:

h(p) - h(q) = log & | (2.1)
b v

A informacdo serd zero quando p=q. O valor

da informacao & - log p para q=1, incluindo assim o caso especial

da mensagem que estabelece a certeza de E ocorrer. Sera um valor
negativo quando q < p, isto €, quando supdem-se que E ocorre no
final, mas a mensagem'estabelece que E torna-se menos provavel do

que no inicio (q < p).

2.2. Informagao Prevista

A informacdo definida em (2.1) é usada quan-
do supBem—se que E ocorre no final. Se E nido ocorre no final pode
mos proceder de maneira analoga, substituindo p por l-p e q ‘'  por

)
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l-q em (2.1).

Entao temos:

1=
1-

O

|

h(1l-p) - h(l-q) = log (2.2)

o)

A informacd3o recebida & (2.1) ou (2.2) e ndo
as distinguimos até saber se E ocorre ou nao. A informagao recebi
da serd (2.1) quando E ocorre e a probabilidade é q, e a informa-
gao & (2.2) quando E nao ocorre é a probabilidade considerada &

1-q.

A informagao prevista & obtida pela mensagem
que transforma a probabilidade anterior (p,1-p) na probabilidade
posterior (q,l-q) e & dada por:

I =q log 2+ (1-q) log 1-q , ‘ (2.3)
p 1-p :

I sera igual a zero quando p=q. Sera provado

mais tarde que é possivel sempre que p # g
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Figura 2.1

o
-
[¢a)

0,5

Probabilidade posterior q

0 T 0,5 1
‘Probabilidade anterior p

A figura 2.1 apresenta o grafico da probabi-
lidade posterior (q,1-q) sendo dada a probabilidade anterior

(p,1-p).

2.2.1. Extensdo para Varios Eventos

A aproximagao pode ser estendida para um sis
tema completo de n eventos com suas probabilidades anteriores e

probabilidades posteriores expostas a segﬁir:

Eventos El, E2 ...... E
Probabilidades anteriores: Py D

Probabilidades ‘posteriores: d}' QyeeeeeeQy

-
-
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Se transformarmos oOs Ei ocorridos, a informa—‘
gdo € provida pela mensagem que transforma os p; em q;, e (2.1) é
igualva_logb(qi/pi). Como a mensagem estabelece que a probabilida

de de E; & q;, a informagao prevista é:

n qy

I(Q:P) = I q. log —= (2.4)
i=1 P;

A fungdo (2.4) & nula quando P;=q;> para

i=1,2,...,n. Sera positiva quando pif q; para cada i. Se um dos e

veritos for probabilidade posterior unica, a funcdo (2.4) torna-se
-log p; pela definicao de informacao. No caso de equiprobabilida-

' . -1 .
des anteriores, p; = —, para cada 1, temos:
n

n Q; n
I(Q:P) = Z q. log — = logn - ¥

1
q. log'———‘ Py (2-5)
i=1 *t 1/n 1

i=1 Qs

Sabemos que log n €& a entropia do caso equi-
probabilidade e que e também o valor da entropia maxima. Logo o
terceiro membro € a diferenca entre as entropias anteriores e pos

teriores.

2.22. Prova da Nao Negatividade da Informagdo Prevista

Para analisar o sinal da informag¢ao prevista

(2.4) introduzimos:

a. = ——= , i=1,2,...,n. (2.6)
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no

que @& a.diferenga entre as’ correspondentes probabilidades  ante-

rior e posterior.

n n ‘
I q; a; = .§ (pi—qi) =1-~1=0 (2.7)
i=1 i=1
‘Substituindo os valores de a;, e p; em (2.4)
temos:
n P
I(Q:P) = - % q; log -+
i=1 q;
n
I(Q:P) = - ¢ q. log (1 + a.) , (2.8)
. i i
i=1
Aplicando (2.7), obtemos: _ ’
n
I(Q:P) = Ioag |a; - log (1 + ai)]
i=1
n ‘ _ _
= I qy f(ai) 5 _ ‘ (2.9)
1=1 . '
ondé f(x) = x - log (1 + x) (2.10)
Derivando f(x), temos:
F1(x) =1 -2 =% 50 se x>0

<0 se -1¢x¢g0, (2.11)
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Visto que f(0)=0, concluimos da derivada posi
tiva que f(x) > 0 para x > 0; e da derivada negativa, f(x) > 0 pa
~ra x < 0. Portanto f é estritamente positiva, exceto quando assu-

me o valor zero.

Entao de (2.9), I(Q:P) > 0, exceto quando to-

dos os a; sao nulos.

Observe que a informagdo prevista (2.4) nao
tem limite superior finito. Isto pode ser verificado particulari-
zando q; > bi = 0, para algum 1. A probabilidade anterior particu

larizada no caso de El ser zero, faz a informagao aumentar porque

a probabilidade foil aumentada segundo um fator infinito.

2.2.3. Decomposigao da Informacao Prevista

Sejam os eventos El’EQ""’En e suas probabi-
lidades PysPose 5P - Esses eventos sao combinados em G conjuntos
de eventos 81,82,..f;SG de tal modo que cada Ei tem valores anSG,
onde g=1,2,...,G. Definimos probabilidade anterior e posterior por:
R = z p. , T =1 q. 5, g = 1,2,...,G (2.13)

& ieS + g ie$S *

A informagdo prevista (2.4) apdés associagoes

dos eventos & dada por:

G T

I,(Q:P) = I T_ log £ S (2.14)
-1 8
g=1 Rg :
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Considere:
n q. G i q. q./T
£ q; log == 1 L L (log -8 + 1og € )
1=1 . . =3 S T R /R
i 1 g=1 ie g 1o g P; g
G T G Q; qi/T
= I T, log £+ T, I == log -
=1 R =1 ieS_ T . /R
g g g e b; g
ou o
e _
I(Q:P) = I (Q:P) + I T_ I :P) ' (2.15)
(Q _ 0 Q g1 g g(Q s v
onde:
q. q./T .
I (Q:P) = 1 -+ log —2E& , g=1,...,G ' (2.16)
& ieS T p./R
g g 1 8

Como pi/Rg e q./T , ice Sg’ sdao probabilidades

g

-

condicionais de Ei dados Sg’ Ig(Q:P) e a informagao prevista de
suas mensageﬁs sob a condigao que um dos eventos de Sg ocorrera
no final. Temos Ig(Q:P) = 0 se e somente se a mensagem troca as
probabilidades de todos.os eventos de Sg nas mesmas proporgoes
(qi/Tg-= pi/Rg ou qi/pi = Tg/Rg para cada i € Sg)' Esta decomposi
gdo €& feita em duas etapas. A primeira mensagem estabelece que as
probabilidades anteriores Rl’R2""’RG sao modificadas para
Tl’TZ""’TG’ assim a informacdo prevista & IO(Q:P). Entao, sob a
condicdao de que um dos eventos de Sg ocorrera, considerar a mensa
gem subsequente que estabelece as modificagoes das probabilidades

condicionais anterior Pi/Rg para qi/Tg’ 1e Sg' A informagao pre-



25

PR

vista sera Ig(Q:P). Como a probabilidade de Sg e Tg; pela primei-

ra mensagém, a informagao total & igual ao lado direito de (2.15),
e sua equagdo estabelece que o total & igual a informagdo previs-
ta da mensagem que fixa o modo como as probabilidades de todos os

n eventos sao alterados.

2.3. Resultados Adicionais na Avaliacao do Aproveitamento de Alu-
nos

Apresentamos a seguir uma aplicagao da entro-
pia (2.3) na avaliagéé do aproveitamento dos alunos que cursaram
as disciplinas oferecidas pelo Departamento de Matematica da Uni-
versidade Federal de Santa Catarina no periodo compreendido entre

1976 a 1980.

0 Departamento de Matemidtica da U.F.S.C., ofe
rece varias disciplinas aos alunos matriculados nos diversos cur-

sos oferecidos por essa Universidade.

Foram escolhidas todas as disciplinas ininter
ruptamente durante os anos de 1976 a 1980. Obtivemos um total de
21 disciplinas e as agrupamos em 10 conjuntos de disciplinas a-

fins, sendo:

1

gral, Calculo Diferencial e Integral I, Cialculo Diferencial e In-

M. - Elementos de Calculo Diferencial e Inte-

tegral II, Calculo Diferencial e Integral III e Calculo Diferen-

cial e Integral IV.

M, - Matematica Basica I e Matematica Basica

IT.

da
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My - Matemdtica Superior I, Matemadtica Supe-.

rior II e Matemdtica Superior III.
Mu - Matematica Comercial e Financeira.

M5 - Fundamentos de Matematica I e Fundamenf

tos de Matematica II.

Mg - Algebra Linear e Geometria Analitica I e

Algebra Linear e Geometria Analitica II.
M, - Introdugdo & Algebra e Algebra I.

Mg - Analise Matematica I e Analise Matemdati-

ca II.
Mg - Fungdes de uma Variavel Complexa.

Mig - Métodos de Matematica Aplicada.

.

Foram computadas as aprovagoes anuais dessas
disciplinas no referido periodo e os dados foram usados nesse tra

|

balho.

2.3.1, Entropia da Avaliacido dos Alunos do Departamento de Matema-

tica

Sejam:

pj - a percentagem de alunos aprovados na j—é

sima disciplina oferecida pelo.Departamento de Matematica;

wj - todos os alunos de uma disciplina;
wr = I wj(j € Rr) - todos os alunos de um con
3 _

junto de disciplina;
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D, - todas as disciplinas oferecidas pelo De-

parfamento, (as que foram consideradas).

A proporgao de alunos matriculados gque conse-

guiram aprovacao em cada conjunto de disciplinas é:

P = % -4 p. r=1,2,...,10 (2.17)

A proporcao de aluynos reprovados de Dr e l—Pr.

Portanto a entropia da avaliagao dos alunos por grupo de discipli-

na e:

_ 1 |
K, =P, log — + (1-P.) log (2.18)

r p 1-P
r r

onde K representa a entropia da avaliacao dos alunos de cada grupo

de disciplina.

A tabela 2.1 apresenta a entropia da avaliagao
dos alunos dos 10 conjuntos de disciplinas consideradas nos anos

de 1976 a 1980. Sao expressos em percentagem os valores da tabela.

A entropia média de avaliagao dos alunos  nos

conjuntos de disciplinas é€:

K= I W_ K ; (2.19)

Essa entropia média de avaliagdo ocorre de 1977

a 1979, tendo um decréscimo em 1980 em relagao ao ano anterior.

yfer
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"TABELA 2.1

ENTROPIA DE AVALIACAO

DISCI-

PLINAS 1976 1977 1978 1979 1980
My 0,779 0,815 0,816 0,827 0,81
M, 10,829 0,835 0,777 0,846 0,821
M, 0,829 0,831 0,755 0,816 0,708
M,, 0,611 0,826 0,461 0,551 0,443
M 0,839 0,835 . 0,8u6 0,u443 0,799
Mg 0,529 0,732 0,722 0,801 0,827
M., 0,805 0,737 0,799 0,828 0,776
Mg 0,763 0,846 0,797 0,799 0,625
Mg 0,752 0,642 0,815 0,845 0,752
M, 0,298 0,22 0,569 0,546 0,697

MEDIA 3390,33 4010,15 4525,9 6982, 8 5545 .4

Comparando os dados da tabela 2.1 com a percen
tagem de alunos aprovados e reprovados observamos que Kr sera méxi
mo nos grupos onde aprovagoes e reprovagoes se equipararem em nﬁmg
ro Kr seré menor nos grupos onde prevalece o numero de aprovados

ou de reprovados.

2.3.2. Uma Medida de Aproveitamento

Pode ser mostrado que a entropia de avaliagao
do grupo de disciplinas K, nunca pode ser menor do que a entropia
media ﬁr das disciplinas de D,.

Considere a diferenca KP—Hr usando a definigao
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de H_:
r
W, W. .
H£= g HJ = 3 pj log Loy (l-pj) log 1
jeDr Wn jeDr Wr pj l—pj
= 1 ) 1
K, HP = Pr 1gg -~ + (1 Pr) log
Pr 1-Pr”
W.
- & ip, log 2y (1-p;) log 1
j€Dr wr Pj . l-pj
usando (2.17) temos:
_ W. 1
K -H, = I J p. (log — - log —)
jeD_ W N P-
r r j
W. ~ 1
+ I - (lupj) (log - log —)
jeDr Wr l—Pr 1—pj
Simplicando temos:
_ W. P 1-p.
K,-H, = = -1 p5 log 44 (1-p5) log 3, (2.18)
jeDr wr P l--Pr
Considerando em particular a expressao entre
os colchetes.

I log T+ (1-p.) 1og 03 i ¢ D (2.19)
. = p. log — + “D. o 3 3 L1¢
5 Pj g P.J g -p ) J p?

r - r
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P

Comparando com (2.3), temos que I. € a infor--
magao prevista da mensagem que transforma a probabilidade ante~
ripr <Pr’ 1-Pr), na probabilidade posterior (pj, I—pj). Temos que
I. = 0 se e somente se as duas composigoes sao identicas, e Ij>0,

]
se sdo diferentes. Se todos os alunos de uma disciplina sao apro-

vados (pj=l), entao Ij = - log P . Se todos os alunos sao reprova
dos temos que Ij = - log (l—Pr). Assim, quando num conjunto “de
disciplina predomina a aprovagao, a presenga de uma diséiplina on
de todos‘osvalunos sao aprovados resulta um baixo valor Ijz—logPr,
mas se em uma disciplina todos os alunos sao reprovados aumenta

o valor Ij = - log (1_Pr)'

Em (2.18) os valores sao todos positivos, as-
sim Kr_ﬁr'é positivo exceto nas disciplinas de D, que tem a mesma
composicao, ou seja, Kr—ﬁr = 0. Portanto a entropia média Hp das
disciplinas de D, é no maximo igual a entropia de avaliacgao K, do
conjunto de disciplfnas. Temos que ﬁr < K, considerando as dife-
rencgas entre as composigoes de avaliagao dessas disciplinas. Quan
do Hr € menor que o maximo permitido segundo a composigao de Dr’

(Kr—Hr) € uma medida de avaliagao.

A entropia Kr—ﬁr é mostrada na tabela 2.2. Os
valores sao geralmente maiores para os que tem os maiores Kr' A

entropia media de avaliacdo dos alunos do Departamento de Matema-

tica é:

10 _ _ _ ,

Y W (K -H.)=K-H . » (2.20).
pay T T r’
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~ TABELA 2.2
DISCI- 100 (K, - HP)
PLINAS 1976 1977 1978 1979 1980
My 4,8 3,7 3,9 1,8 4,3
M, 4,8 0,1 0,2 12,7 0,2
M, 10,4 2,7 1,7 1,1 3,1
M), 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
M, 1,6 3,1 6,2 0,5 3,3
Mg 2,6 3,0 5,8 0,3 0,3
M7‘ 5,8 0,1 0,1 0,1 0,1
Mg 1,9 4,7 1,7 0,1 0,1
Mg 0,0 0,0 0;0 0,0 0,0
.MIO 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
MEDIA 211,61 131,72 190,23 963,16 179,76

Na tabela 2.2 verificamos que os menores valo-

res constatam maior homogeneidade quanto ao nivel do curso e dos

jo

lunos no grupo de disciplinas. A Entropia Média de Avaliagdo dos a
lunos do Departamento esta apresentada na Ultima linha. Ela decrég
ce em 1977, crescendo em 1978 e 1979. Ela & mixima em 1979 e de-

cresce novamente em 1980.

2.3.3. 0 Aproveitamento como Fungao da Entropia de Avaliagcao dos

Grupos de Disciplinas

A tabela 2.3 apresenta Kr—ﬁr como uma percenta

gem do cdrrespondente Krvde cada conjunto de disciplinas. Os dados

“
i
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variam de um conjunto a outro, mas apresentamos nas duas ultimas

linhas uma média dos cinco grupos com maior entropia de avaliagao

‘Kr e outra média dos cinco grupos com menor entropia de avaliagao
: Kr - Hr‘

Kr” Os dados sao obtidos das razoes medias ————— em percenta-
K

r
gem.

A tabela mostra que em média a redugao da en-
tropia média de avaliagao das disciplinas atinge 2,1% nos grupos
com menor K, e atinge 6,6% nos grupos com maior entropia de avalia

gao.

TABELA 2.3

100 (Kr - Hr)

K,

DISCIPLINAS 1976 1977 1978 1979 1980
Mi 6,0 4,53 4,77 2,17 5,30
Mé ' 5,79 0,12 0,25 15,01 0,26
Mg 12,5u 3,24 2,25 1,34 4,37
M, 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
M 1,9 3,71 7,32 1,12 4,13
Mg 4,9 4,09 8,03 0,37 0,36
M. 7,2 0,13 0,125 0,12 0,128
Mg 2,49 5,55 2,13 0,12 0,16
Mg 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
My g 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Grupos com:

Menor K 1,478 1,75 2,108 0,325 0,9

Maior K, 6,686 2,52 2,871 3,73 2,03




2.4. 0 Tndice nao Similar

Apresentamos o Indice nao similar pelo seu fbg
quente uso em sociologia. No exemplo apresentado anteriormente a
aplicagao desse indice resultaria numa comparagao entre o numero
de alunos aprovados em cada disciblina e o numero de alunos aprova

dos em cada. grupo de disciplina.

Na nossa notagao temos que:

.

& o numero de alunos aprovados na i-é-

)
o)
!
®

sima disciplina;

W, P, - € o numero de alunos aprovados no r-é-
simo grupo;
73 P |
i - e a relacao entre os alunos aprovados
W_ P
7 r o
na j-esima disciplina e os. alunos aprovados no r-esimo conjunto

de disciplinas. Analogamente, para os alunos reprovados a vrelagao

_ow, (1-ps) _
& L 1 , assim o indice nao similar de D_ & dado por:
W_ (1-P_) r
r r
' W. P w. (1-p.)
a == @ |- J (2.21)
2 jeDP W, P W, (l_Pr)
W . . 1l - p.
2 3eD_ W_ |W 1 -P
r r | r r

Sendo:
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P5 1-pJ ) JPj(l—Pr) - (l-pj)Pr1 _ .pj-Pr!
P 1-P P (1-P) P_(1-P_)

podemos simplificar (2.21), obtendo

3
pX — |p.-P
jsDr wr. jr
d, = (2.22)
2 P_(1-P.) —
r r )

Se todas as disciplinas de Dr tem a mesma com

posigdo d = 0 (o valor minimo).

Se numa disciplina todos os alunos sao repro-

vados ou todos sao aprovados teremos dr = 1 (o valor maximo).

Chamaremos de Drl para o conjunto de discipli
nas onde todos os alunos sao aprovados e Dr2 para o conjunto de
disciplinas onde todos os alunos sao reprovados, assim pjzl paﬁa

jeDrl e pj=0 para jeDrZ' Usando (2.22) temos:

. _ W, W.
(1-p.) ¢ L +p_ =z ~L
T 3Sep_, W T jeD ., W
4 = rl r rz 'r (2.23)
T ‘ , )
2 Pr(l - Pr)
e |
Mas §,(__) e igual a P para jeD , e (1 - Pr)

l W,

para jeDrz. Logo:
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(l_Pr)PP + Pr(l4Pr)

2 P (1-P )
r r
Portanto: d_ =1
5 r

2.4.1., Aplicacao Pratica do Indice nao Similar

Seja P a proporgao de alunos aprovados em to-

das as disciplinas do Departamento de Matemdtica consideradas an-

teriormente.
10

Pz % W.pa. . (2.24)
3=1 J "] .

Considerando as aprovagdes e reprovagdoes mé-
dias nos 10 conjuntos de disciplinas como foi definido em (2.20)

e (2.18) temos:

o 10 o3 1-p.
K-H= . © w. |p. log -1+ (1-p.) log —3| , (2.:25)
r=1 jeD_ I | J J 1-P
r r r
A expressao entre os colchetes pode ser .da

forma seguinte: ‘

1-p. P - 1-P }
:] bl

J - p. log S (1-p.) . log ——
P J

Py
p. log — + (1l-p.) log
P J 1-P ]

entdo (2.25) sera escrita assim:
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o N i . D. 1-p.
K-H = © w. |p. log <L + (1-p.) log J
3=1 3 | P J 1-P
10 Pr : l—Pr ,
- I W_ |P_log — + (1-P_) log — | - (2.28)
r=1 T | T P g 1-P
Isto mostra que o aproveitamento médio nos cbg
juntos de disciplinas € igual a diferenca de dois outros valores
obtidos, sendo um deles a composicdao da avaliacgao de todas as N

disciplinas do Departamento, e o outro valor € a composigao da a-
valiac3o dos 10 conjuntos de disciplinas (em relagao as disciplinas

do Departamento).

Agora aplicando o indice nao similar

N 10
z w ‘p--x _ v W IP —P‘~ )
K J J - r r
=1 e rzl (2.27)
2 P(1-P) . 2 P(1-P)
em (2.26), obtemcs:
z W, p.—Pr
10 10 jeD, J |
T W_d_ = ¢ , Lo(2.28)
r=1 ¥ ¥ p=1 :
2 P_{1-P_) '
r r

W

Comparands (2.27) e (2.28), concluimos que nao

existe uma relacdao que expresse uma delas em fungao das outras
* b

~ ’ - . - - - - ~ .
duas expressoes, o que & uma desvantagem no uso do indice nao’ si-

]

-~



milar. A diferenga absoluta & o maior obstdculo para decomposigdes .

simples como (2.26). §

0 indice ndo similar € limitado a duas alterna
tivas, (alunos aprovados e alunos reprovados conforme o exemplo da
do). Considerando que a entropia (2.18) pode ser estendida a um
grande nﬁmero de alternativas, o uso do que a aplicacao do 1indice

nao similar.

2.5. A Precisdo na Decomposicido Prevista

Uma aplicagao da informacao (2.4) & no caso de
uma decomposigao ser previsfa uma ou mails vezes com a finalidade
de obter maior precisao. A decomposicdo prevista é representadé
por um conjunto de probabilidadesvanteriores e a decomposicgao ob—’
servada & representada pér um conjunto de probabilidades posterio-

res.

2.5.1. Descrigao de um Exemplo de Consumo sendo Observada a Inten-

cao
Uma pesquisa foi feita com o objetivo de saber
da pretencao das pessoas em obter um determinado objeto num certo.
| .
periodo de tempo. As respostas podem ser: afirmativas, negativas

ou incertas.

Apés um ano da primeira pesquisa faz-se uma no
va pesquisa para verificar se as mesmas pessoas realizaram a sua

intengao expressa na pesquisa anterior.
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As pesquisas revelam dois tipos de comportamen
to. Os dados obtidos indicam que as pessoas anesar de pretenderem

adquirir o objeto nao o compraram, e vice-versa.

2.5.2. Informacdo Relativa de uma Decomposigao Prevista

0 objetivo da observagdo é prever como muitas
pessoas realmente adquirem um dado objeto. Seja p a propoigao pre-
vista de objetos adquiridos e seja 1-p a proporgdo prevista de ob-

jetos nao adquiridos. Considere q para a correspondente proporgao

'observada de compras e 1-q para ndo compras e seja a informagao (2.3).

7

1-

Nal

|

’IQ(Q:P) = q log L+ (1-q) log
b _

-}
i}

A fungao (2.3) pode ser interpretada como a in

formagao relativa da decomposicdo prevista (p,l-p). Consideramos a

proporgcao prevista como a probabilidade anterior e a proporgao ob-
servada como a probabilidade posterior, entdo (q,l1-q) € a probabi-
lidade posterior da probabilidade anterior (p,1l1-p). Quando as pro-
porgoes previstas e observadas sao P1sPys+-+sP ) € Qy5Qy5+--5q, TeS

pectivamente, (2.3) pode ser estendido para:

I(Q:P) (2.29)

1"
n o3
fa]

!

O
[t1e]

rer



39

2.5.3. Exemplo Pratico de Informagio Relativa de uma Decomposicdo
k

A tabela 2.4 foi obtida através de pesquisas
feitas trimestralmente durante determinado tempo. Foram feitas 19
observagoes e foram averiguadas as intengdes das pessoas em adqui

rir um carro nos proximos 6 meses.

TABELA 2.U

COMPORTAMENTO

INTENCAO
Nao Compraram Compraram Total
Nao Comprariam 0,8u9 , 0,068 0,917
Comprariam 0,051 ‘ 0,032 0,083
Total 0,900 0,100 1

i
: ~

- As observagoes levam a 19 valores 1nformaga9
' 1

relativa, um para cada observagao.

Verificamos pela Tabela 2.4 que aproximadameé
" ;
i . ‘)
te 40% dos que pretendiam comprar um carro o fizeram, e 7,5% dos

que nao tencionavam comprar também adquiriram um carro. Se estas

ercentagens (40% e 7,5%) sao constantes obtemos uma previsao da
b g ’ : ‘
l

taxa de consumo. Escrever X, para os que pretendiam comprar e
1-x, para os que nao pretendiam. A corre;pondente taxa € igual af

o]
O’H*t + 0,075(1—xt) = 0,075 + O,%25xt R i a (2.30?

‘
g |

A condicdo na pratica nao & facil de aplicar

e }{

o . . ]

.

o
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f _
mas pode ser usada como umd aproximagao para a taxa de consumo.
A informagao média relativa desse método é
mostrada na 22 linha da tabela 2.5. O valor mostrado na primeira

linha dessa tabela € a média aritmética das 19 informagoes relati

vas.
TABELA 2.5
3 15 OLTIMAS
METODO PREVISTO 19 OBSERVACOES OBSERVACOES
Intengao inicial (Xt) 0,2341
Método (2.30) 0,076U4 0,0652
Taxa Média de consumo 0,2868
apds um trimestre (2.32) 0,0475
Apés dois trimestres (2.33) 0,0371
Apds trés trimestres (2.34) 0,0243
E interessante o aperfeigoamento do método "in
tengao inicial". Ele.e inteiramente possivel ainda que as previ-

soes assim modificadas sejam despreziveis.

Se a informagéo.média relativa correspondénte
ao método -taxa média de consumo for menor ou igual a do procedimen
to (2.30), o uso desse Ultimo método torna-se inadequadb. A ter-
ceira linha da tabela 235 mostra que esse nao &€ o caso. Observe,
também que o método "intengdo inicial" deu um resultado sé um pou

co melhor do que o da taxa média de consumo.



e

2.6. Informacao Aperfeicoada por uma Revisao Previsao

Supondo que a decomposigao (Q15Qp5-++5q,) e
prévista,para (pl,pz,..;,ph) e que em alguma etapa mais tarde a
prﬁyisao & revisada para um novo conjunto de proporgoes
pi,ﬁé,...,pn. A informacgao relati@a original € I(Q:P) como foi de

finida em (2.29) e o novo valor é I(Q:P'), sendo substituido os
p; em (2.29) por pi. Se a nova previsdo & mais exata do que as an
teriores, I(Q:P') deve ser menor do que I(Q:P). Portanto a dife-

renga:

| o 93 o 9
I(Q:P)~-P(Q:P') = I q. log — - I q. log —&
. i z i '
i=1 P 1=1 P!
i i
n pi
= L q log — ‘ (2.31)
1=1 Py
A diferenga acima é chamada de Informagao - A-
perfeigoada da Revisdao Prevista e € nula quando p; = pi considera

dos para cada i, mas esta € uma condigdo suficiente e n3o uma con
digdo necessaria. 0 valor maximo de uma informagdo aperfeicoada
I1(Q:P) & obtido de uma revisao prevista exata. O aperfeigoamen-
to pode ser negativo, o que indica que a revisdao ndo aperfeigoou

mas sim deteriorizou a informacao.

Voltando agora ao exemplo anterior de carros
comprados temos que a t-esima observacao nos da a taxa prevista

Xy € para o mesmo periodo a taxa de consumo observada é Y4 origi-
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nada da (t+4)-ésima observacgao.

Um trimestre apds ao t-ésimo exame .temos yg_,

3

como sendo a taxa de consumo que sera utilizada para aperfeigoar

(2.30). Usamos pesos proporcionais.

+ 20,075 + 0,326x,) (2.32)

Yo
t-3 M

U

| : |

1 ‘ ' ~ .. . .

onde = deve-se ao fato ! das observagoés serem feitas trimestralmen
q : |

te durante um ano. Apos dois trimestres usamos Ye_p €m vez de

Yi-3° Como Yiup © Yio3 sao dois trimestres aumentamos o peso para

i
2

+ L (0,075 + 0,325%,) » (2.33)

— Yi_
2 t=-2 9 . '
ApOs trés trimestres usamos Yg_1 © Que nos da

um peso igual a 3.
4

+ L (0,075 + 0,325x,) (2.34)

Yo
t-1 y

n
As informagGes médias relativas aos procedi-
mentos (2.32), (2.33), (2.34) sao mostradas na ultima coluna da

tabela 2.5.

Os resultados indicam que as sucessivas taxas
de consumo obtidas y. i, Yiep © Vi g sao realmente informagoes re

ferentes a Vi
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1

]

i
.
Y
t
(I

2.6.1. Decomposicio da Informacio Relativa e a Informacio Aperfei-

|
goada i
e |
|
i
i

A decomposigdo (2.15) é valida também quando a
informagao prevista I(Q:P) & interpfetada como uma informacao reig
tiva prevista de n cotas gastas. A 46composigéo & entdo uma combi-
nagao de produtos em G grupos de produtos e I(Q:P) & a informagao

|
relativa. Ig(Q:P) € a medida relativa nos g-€simos grupos, (g:l,Qi“
...,8). Temos que Ig(Q:P)=O se e somente se o gasto previsto de ;3
da produto do g-&simo grupo & considerado como uma parte do gasto

total do grupo. : ﬁ

Observe que o peso de Ig(Q:P) na decomposigéo

-

e Qg’ a cota observada gasta do grupo. |

A informagao aperfeigoada (2.31) pode'ser‘usé*

da similarmente.

1

G RY
1.(Q:P) - I.(Q:P') = I T 1log -& , . (2.35)
0 0 g=1 g R ,
8
\ -, - :
onde R_= I pl!, € no g-esimo grupo e: i
& ies . -
& E
qs pi/R!
I (Q:P) - I (Q:P') = I -% log —-=& £21,2,...,G (2.36)
& & jeS_ T P./R
£ g 1 g
Pode-se verificar que somando a (2.35) uma mé-
dia proporcional das G expressces (2.36) com pesos Ql,Q2,...,Q? ob
temos I(Q:P) - I(Q:P') que é a informagéo_relativa definida em

(2.31). o
3
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Um exemplo de cotas gastas foi dado por Theil”
em.197l. Neste exemplo é‘ apresentada a cota gasta de quatro gru-
ﬁqs de produtos ém'l7 observacoes feitas antes.da 28 guerra hﬁn-‘
dial e 14 apos a guerra.

No exemplo citado acima, Theil [19] mostra que
IO(Q:P), a informagao relativa entre os grupos alimentos e os gru
pos nao alimgntosAé sempre menof-do que I(Q:P), a informagao me-

dia relativa de demanda.
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CAPETULO 3

i
4

‘MEDIDAS GENERALIZADAS DA INFORMACAO COM N REVISOES

Neste capitulo apresentamos generalizacgcoes do
trabalho apresehtado por Sharma e Mittal [13] usando a medida de
‘Informacao Aperfeicoada para N revisBes (1.36) obtida por Taneja

e Arora’ [17]. "

Inicialmente generalizamos os teoremas 1 e 2
do capitulo 1. A seguir apresentamos casos particulares e proprie

dades daswgeneralizagaes 6btidas.:'

3.1. Informagdo Propria ndo Aditiva

Seja a ocorf%pcia de um evento x, associado a
duas probabilidades p e q respectivamente. Caracterizamos a se-
guir I(p,q,rl,.;.,rN), a medida de informagdo prdpria sob a ndo-a

ditividade.

Teorema 1: Se uma fungao I(p,q,r ..,rN) sa-

12

~tisfaz os seguintes axiomas:
Al;I(p,q,rl,...,rN) & continua em (O,l]

ApiT(P1P9sQ1Qys 11 15T 9 90+ + 5T P op)



ue
:I(Pl’ql’rll’ri?""’rlN)+I(p2’q2’r2l’r22"'"PQN)

.+AI(Pl’ql’rll’rl2’°"’PlN)I(PQti’rQl’PQQ"°"PQN)’ (3.2)

para todos 0S DP;,P,3Q;5QysT 73 s+ sT Ty € (0,1]

com A £ O
Ay=(1L,1,...,1,0:101,1, ..., 5, =0 =101, 1, 2, L 15, (3.3)
2 2 2 N
AH:I(l,l,l,...,5)=o (3.4)
279 2
AgiICH1,5,1,...,1)=2 - (3.5)
27 79 N :
entéo:
{7 Y
' -1 ¢ T
| ) _ .
~ (27Y-1) k=1
I( Ty sl gese gDy ) = ——e———t -1
p’Q’ l’ 29 b N ‘ N qN 9
]
Yy # 0, : (3.6)

Prova:

Seja I(p,q,rl,rz,...,rN)

= f(p,q,rl,rz,...,rN), entao de A,, temos:



47

1}

£(P1P,51975711 212 12 020 <+ sTanTon) *

G-I B SRS PP RS SN RALAV-PEL PRI PRI PERERELPINY
+Af(pl,ql,rll,r12,...,rlN)f(pz,gz,r21,r22,...,er) (3.7)
com A # 0

ou

e

L4AE(P1P552199571 17215 127220+ -+ sT1NT 2N

:[1+Af§pl,ql,rll,r12,...,rlN][1+Af(p2,q2,r21,r22,...,rQN)] )
sendo A # .0

ou seja:
F(P1Ppsd19ps711791 7157207 " *»Tinlon’

=F<pl,ql,pll,rl2,...,rlN)F(pz,qz,rzl,rzz,...,rZN) (3.8)

- onde

F(pl,ql’rll’rlZ’ oo ,rlN):l“}Xf(pl 3ql,rll ,I"lz, .« v o ’PlN)

As solugdes gerais continuas da equacdao fun-

sienal (3.8) sdo dadas por:

P(p,q,rl,rz,...,rN)=pan,r1 se sy R (3.9



onde a >Q, B,

YyaeeeaYy sdo constantes arbitrarias.

Como:

F(p,q,rl,rQ,...,rN)=l+Af(p;q,rl,r2,...,rN)
temos que:
| " : | Y Y
g . 1 N
1+Af(p,q,rl,r2,...,rN)=panrl R
entao: |
] Y
f Y
b _ panrll ...'rNN - 1
f(p,q,rl,rz,...,rN) = R
o A
mas pof A3
; | - .
v Y w+ N
L ‘ T S L SRR E SR |
- l(l,l’ooo,l,—") = )
N _ ' 2 .A'
Y
A1 N .
- = (=) -1, ou seja
N 2.
-Y
A= N2 N oo,
Logo:
Yl YN
o
I(p,q,rl,rz,...,rN) = ‘
: ' -y
| N1

L8

(3.10)



“U
'
/

-y
2 N _
l
logo vy = Yy-1
'0=I(l,}"ll, .. 3‘]:‘)
272

Sendo:

Lo1a,1,1,..0 2
N ‘

2

1

1)

Ainda por Ag

L YN-1
11 ... (2) -1
> 2
~y
N(2 N oo 1)
“YN-1

Portanto usando A3 sucessivamente obtemos:
Y1 % Yo T e T YN Y
Usando Au temos:

Y Y
4 B 1 N

1 1 1

(5) (7) cee (3) -1

Sy -
N2 Noo1)

= 0, logo B = =Ny

Por‘A5 temos:‘

' Y, Y Y
1.4 B 1 1 N
SN C VR NS B |

-y
N2 NoZ o1y

49
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Como Yl Sl SRR = YN = Yy, temos:

1_2%27Y -y

= = a = 0
N ON(2TY- 1)
Pbrtanto:
N Y
; - -1 mooTry
(2 Y-l) K=1
I(P,q,r‘l,rz,..;,I‘N) = L S S — e et — - l , _Y # 0
N ) qN

3.2. Medidas Generalizadas de Informacao -

"Consideremos as medidas nao aditivas como uma
média generalizada da informacdo prdpria I(P3Q3Ry ... 3Ry), com pe

sos como fungoes das probabilidades, isto é:

, n ) b
| 4 i§1 f(pi3¢rl(pi,qi,ril,...,riN)]
I(P;Q;ng...;RN) = ¢ (3.11)
o N
r f(p.)
L . i=1 ,pl J
‘onde ¢ € uma fungdo continua estritamente mondtona. A funcao )

em (3.11) deve satisfazer a condigao:

I(PU;QV;R,S .3R.S.)

1370 3RNPN

= T(P;Q3R .;RN)+I(U;V;S 35S,,)

13- 15+ +3Sy

+‘N(2'Y-1)I(P;Q;Rl;....;RN)I(U;v;sl;....;sN) (3.12)
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1 1

[o)]

joo]
Q.

o®
N

1]
to~—

fod
—
<

H

{v}, S, = {s },...,SN ='{SN}

Considerando f(x)=x, caracterizamos o seguin-
te teorema:

Teorema 2:

‘ A informacdo generalizada continua I(P,Q,Rl,...,RN)
dada em (3.11), para f(x)=x, com distribuiggo de probabilidade
P,Q,Rl,...,RN sendo P=(pl,p2,...,pn)3 Q:(ql,qz,...,qn),

)yeu.sR =(r

Ry=(ry1sPypseees?yy N=(TN12TN22 - TNn? ©

i1 205 }.;','riN > 0, i=1,2,...,n, satisfazendo a nao a

ditividade. (3.12) pode ser expressa somente por uma das seguin-

tes formas:

N
‘ T oy
n k=1 <i
Y I p; log N
: i=1 ay '
I(P;Q;Rl;...;RN;l,Y) = L (3.13)
N(2TY - 1)
Yl
a—
N a-1
T
2 k=1 Xji
- P -1
i=1 * q
I(P;Q;Rl;...;RN;a,Y)
: N(27Y-1)

y # 0, a #1, a, vy > 0, - (3.14)



Prova:
Temos de (3.12)>que:

I(Pu;Qy;Rlsl;...;RNsN)

)

5S

=I(P;Q;Rl;...;RN)+I(u;v;slgx.{,

N

1;...§SN)

-~

+CI(P;Q;RH;...;RN)I(u;v;s

onde C:N(Q-Y-l)

Pelo teorema 1, temos que:

‘Y -
r N
T r, S
n - k=1 ki k
I p:d -1
. 1 N
i=1 (u.v)
-1 1 ' 1 4
¢
C
L J
N Y N Y
i T T S
n k=1 ki k=1 k
I p- =1 -1
. 1 N
1=1 u. N
i ! VA
1 )t .
= ¢
. C C
\ J

52

(3.15)
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ﬂ
) N / Y ) N Y h
n T Tk, o T %k
N | L K;l_N_ -1
'1) i"'l Pl u“ v |
, 1= i ¢
+Co 1 3
; C J L C P
ou seja:
N Y )
A B o S
n . k=1 ki k !
_2 Pi¢ N -1
_ 1i=1 (uiv) ) -
¢-1 )
C. Y,
N T
. T
Popef(kE i) N !
ja1 i N 11k
=1, ug » k=1
= ¢-1 '
C VN
L , y
N v
T8
( k=1 k ) -1
N '\ .
v . N
. , (3.16)
C
ou
y
T or A
n } k=1 ki
) R -1
o TH\ T
-1 T i '
u,v,sl,a.o,SN C
J
N LN
' m r
n A k=1 Ky
IoPi¢ |\ —xg— ] -1
-1} =1 Yy L
- , (3.17)
C
J
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onde

N Y N Y

m r ™ r S

k=1 Xi ] ksl M1 )

: uN N
: i : (uiv) .
UsV38q3000 55y = ¢ , (3.18)
- C c

; Existe uma,rélagéo linear entre ¢ e

'u;v,si,...,st (ref. a Hardy, Littlewood, e Pélya [20]),

Sendo:
N "N .
T v, T s
k=1 Xi _ k=1 ¥
X = : e y = N {.\"
uN ‘ N -
i v
entéo:i
B Y, Y_ Y_ . . ;
’ (x__z__%, - A ¢ ( x -1 ) + B(y) , (3.19)
c C
ou seja:

glxy) = Aly) g(x) + B(y) ’ (3.20)
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onde

YL
g(x) = ¢>'( x -1 ) (3.21)
. C .
ou G(xy)=A(y)G(x)+G(y) . " (3.22)
onde G(x)=zg(x)-g(1) | (3.23)

v
!

' . -Por simetria temqg:
‘G(xy)=G(yX), logo
A(y)G(x)+G(y)=A(x)G(y)+G(x),

desta forma temos:

G(x) [A(y)-1]=6(y) [A(x)-1] - , (3.24)
isto e
gﬁfl__ = 9122~; = constante

A(x)-1 A(y)-1

Considérémos dois casos:
1) A(x) -1 =20

2) A(x) = 1 #0

19 Caso: Quando A(x)-1=0, implica que A(x)=1,

entao (3.22) reduz-se a

G(xy) = G(x) + G(y) (3.255
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A solugdo geral de (3.25) & dada por:

J

., - © G(x) = A log x, X > 0 (ver Aczél [2])

~ Considerando g(l)=a e usando (3.21) e (3.23)

temos:

o

S _
¢(x "1); =a+Alogx, - y#O0 , | (3.26)

Y. S
¢ et = a+ A log x
N(27Y-1)
= a+ -1
7 tog X
' A . ' XY—I -y
= a+ =1log {1 + —= N(2 '-1)
Y N(27Y-1)
- S
. Y_ . .
fazendo x = —x -1 , obtemos
N(27Y-1)
. A | -y
¢ (x) = a + = log [l+xN(2 '-1)] y # 0 (3.27)

Y

- Fazendo f(pi)=pi, a expressao (3.11) pode ser

escrita dessa forma:

i.



n o
. : ZoPy ¢ [T(Ryaqysmygseeesryy)]
¢[:.-I(P99’Rla~--,RN)]= 2=

J

sendo que 1 -

i

e
o)
1

1

Considerando o valor de ¢(x) dado em (3.27),

temos:

a+ 8 1og'[l+I(P;Q;Rl,...,RN)N(2-Y-1)]
Y i '

n b I
- A N
= El Pi {a + ; l?g [1+I£Fi,qi’ril,..°’riN)N(z _14

a+ 210 [1+I(P,Q,Rl,...,RN)N(2'Y-1)]
Y ’ . .

"
a1}
+

!
nmMm3

S =Y _ _
Py 1og[:l+1(pi,qi,ril,...,riN)N(Z lﬂ

vy Yi=1

entdo: log [1+I(P,Q,Ry,--.,RIN(27Y-1)]

"
nMs

v ‘ | »
p; log [1+I(pi,qi,ri1,...,riN)N(Z -1)]

i=1



Usando o teorema 1, temos:

N Y
T r
(k:l kl) -1
‘ n N
log[l+I(P,Q,Rl,...,RN)N(Q_Y-I)]=‘; p;log|l+ = N(2
~ 1=1 N(2Y-1)
- N
. } ‘ LR
log[1+I(P,Q,R ;... ,R )N(2_Y41)]= z p.‘Ylog( kel 4
1 N S
i=1 N -
93
N
) . il r
n K=1 %3
Y.EPy log \ —x—
L+I(P,Q,Ry 5 e e sRIN(27Y-1) = 2 71 | qaj
oo N
' n ) ki I‘k.
i =1 1
. Y.Z Py log (———TT~—— -1
ot L i=1 = q.
. , 5
I(P,Q,Ry 5.0 5RY) = — ., Y# 0
‘ N(2~Y-1)
29 Caso: Quando A(x) - 1 # 0, por (3.24)
mos: S(X) _ -8 - .1

A(x)-1  A(y)-1 K

ou A(x)-1 KG(x)

A(xy)-1 = KG(xy), portanto

58

")

te-



Alxy) = A(y) A(x)
Alx) = x*71
1 Se A(x)
Logo:
G(x)v=

(0]

sendo G(x) - g(l) = g(x)

g(x)

g(x)

N

A solugao geral de (3.28) & dada por

(ref. Aczél [1]),a# 1, a >0

o

= 0 entao G(x) = constante

fazendo.g(l)=a, temos:

G(x) + a

N(27Y-1), temos:

59

(3.28)
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Y_ _ a-1
[ X _i N(27Y-1) ] Y S
= + N(2 "l : +l _1 (3.29)
K
x¥-1
Trocando x por ————— em (3.29) obtemos:
N(27Y-1)
oa-1
-y _ Y .
fx) = a + JNC2 =1)x+1] L a1,y #0,a>0 (3.30)
K -

Fazendo f(pi)=pi, usando (3.11) e consideran-

do ¢(x) dado em (3.30), obtemos:

a-1
| [N(2—le)I(P,Q,Rl,.,.;RN)fl] LA |
a + - -
1 K.
V'J.
' a-1
" n IN2TY-1)1¢ ;Y -
, pi,qi,ril,...,riN)+1J 1
= p; ¢at :
i=1 K
ca-l
[N(Q'Y-l)I(P,Q,Rl,...,RN)+1J Y
n oa-1
- Y. | Y
iilpi [N(? 1)I(pi,qi,ril,...,riN)+lJ



o

Usando (3.6) temos:

i a-1
lN(?'Y_l)I(P,Q,Rl,...,RN)+1] Y
N Y
TP a-1
(k:l i -1 Y
(e
- .Z Pi N(2 Y“‘l) L - + l
1=l T CN(27Y-1)
N
: 0LYl' n ToTx, v
[N(z Y-l)I(P,Q,Rl,...,RN)+1] = Ip, [(k-l 1)
i
N a-1
m r
. Iop (k:l- k4
i=z1 1 ‘N
- Q3
_ . A
‘L | n C k
NC2TY-1)I(P,Q,Ry,. .. ,R)+1=| T p (k-l 3 ]
N . P . 1
' : N IR N
a3
, 1Y
N %Tlg
¢ k=1 K4
RN -1
vt o L= i q
j(‘?hgbgiatac:,ﬁ ) = ) A

61
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Observacoes: Foi considerado no teorema ante-

rior que'd log 0 = 0 log % =0e 0% = '0 para o > 0. Sempre que q;
ou rki‘(k=l,2,f..,N) for zero, entao o' correspondente P; também &

zero para todo i=1,2,...,n. A base do logaritmo & sempre 2.

3.3. Casos Particulares

Mostraremos a seguir algumas relagoes entre a
Infqrmagéo Generalizada I(P3;Q3Ry5... 5B ) e outras medidas jé'SCo-
nhecidas.

1im

I(P;Q;Rl;{f.;Rl;...;RN;a,Y)=I(P;Q;R1;...;RNgl,y)

Prova:

Em (3.14) temos que:

» N a-1 -
- a=-1
n , ? .
k=1 i S
, Iei\ T -t
[ o i=1 — ) qi ‘
I(P;Q;Rl;.e.;RN; a,y) = .
N(27Y-1)
X
N a~-1 o-1
amn | .l n Koy K
NE2TVRIEEPIQiR 41 v s iRla,yY41s| 3 p, \ 22
; =] N



. | o
. - , K
log[N(2 Y-l)I(P;Q;Rl;...;RN;a,y)+1]=—l— log I p.
. “« a-1 i=1 N

a+1

a+1

1im
a>1.

llm[log N(2—Y-l)I(P;Q;Rl;...;RN;a,Y)+l}

n a-1
T
n k=1 kl
log z P; N .
lim i=1 Qs
o>1 -
a-1

lim[log N(2—Y-1)I(P;Q;Ri;..;;RN;a,Y)+i}

‘

[i@g N(?gy=l)I(P;Q;Rl;...;RN;a,Y)+l]

N
™ r
n N k
: by 4n (k-lN 1)
i=1 a5
:'Y n
§ P; £n 2

1 3 =

O
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lim
o1

lim
o+l

log

[log N(2-Y~l)I(P;Q;Rl;..:;RN,a,y)+lI

’ N
T S 4
n k=1 kl
I p; log \—=
. 1 !
i=1 L ay
=Y
n
2 P
i=1 " ?

—

log[N(Q‘Y-l)I(P;Q;Rl;...;RN;a,Y)+1]

13 - ‘
aiT [N(Z Y-l)I(P;Q;ngu..;RN;aiy)+;}

éi@[N(@zy=i§i(?gQ§ngs.,;RN;a,y)+1] = 2

n.M o}
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N
‘ P | S
v n (k=l ki )
Yy I p; log
. _ -1 N
1=1 Q3
LM o (piQsR, 5. e 3R 3a,Y) = 2 - 1
G."l 3Q) 13"'3 Naaay = _
' N(277-1)
logo:
. l' . . .
ai? I(P;Q;Rl;...;RN;a,Y) = I(P;Q;ng...;RN;l,y)
2) Considerando a-1 = y, temos:
N Y
T
2 k=1 i
P N -1
| ‘ iz1 Q.
I(P;Q;Rl;...;RN) = 1
- N(27Y-1)
™ g
_ n 1/N.
- T
: . n k.
lim = : k=1
_ i=1 N

Prova:

Pey (3.6) temos que:
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1im

Y50 3R

I(P;Q;Rl;.‘.

Concluindo temos que:

Y20 T(P3QsR .- 3RY)

n T rk
h k=1 4] 4
: 1-1pi ‘
lim - di
Y-+0 _
N(27Y-1)
N A N
T r T
» | ksl kg oo | k=1 kg
i41pi N N
lim *° i a3
Y0 ;
N(2"Yen 2 (~1)-0)
N
m r
n _ k
z P; £n ( k'lN L
1=1 q.-
: 1
" N(-£n 2)
~
N 1/N
i) r
2 ksl M
T pl log N
i=1 , qi
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PROPRIEDADES

As medidas (3.13) e (3.14) caracterizadas an-

teriormente apresentam as seguintes propriedades:

1) Se Rl = ve = RN = R, entao:
n o ri N
Yy £ p. log (-~)
. i=1 4
a) I(P;Q3R;1,y) = 2 et
N(27Y-1)
ﬂ
lim DA - n Ty
I(P;Q3R31,y) = - & p. log —
Y~>0 SR
1=1 q.
i
A medida acima é a Informacdo Aperfeicoada de
Theil. - ‘
Prova:
n P N
Yy L p. log (__)
. . 1=1 1 q 1
lim P _ lim 2 - -
'Y")'O I(P,Q,R,ng) - 'Y“"O ~
N(27Y-1)
- N
n r.
s e 3]
i=1 * 95 n R N
2 In 2 ¢ lo L—_- -0
1im o T %8 g
Y0




—

b) ‘I(P3;Q3R30,Y) =

Considerando a-1 =y e calculando o

ii% I(P;Q;R3Y) obtemos a Informagao Aperfeicoada de Theil.

B4

n r. Ny
z p(——) -1
=1 1\ 9q; .

1im A D _lim 1 i:
‘Y"’O (P,Q,R’Y) - ‘Y')'O N N -
: N(27Y-1)
n ri Ny .
Epi'(——-—) .ln(—l-).N—O
1im 21 7 e i
Y+0 N(-2"Yen 2)




i
]
nw Mo
v}
[_J
}_.I
0
o
@("5
e {p
—~———

2) a) A medida:

5 |
I(P3Q3R,5...3R 51,y) = O &
L N ?} < ~ >
" o .
I p.{ - = 1
i=1l 1 r r r >
11 ~ 21 Ni
b) A medida:
. ; > v v
I(P;Q;Rl;"'?RN;a’Y) z 0 QZ:____:>
l-a
" 5 “,
z P = 1
=1 L r r,. oy * <
* 11 Toi N
3)va) I(P3U3R 3.« 3R+Q3 V38 5Sy)

150
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= I(P;U;Rl;..q?RN)+I(Q;V;SI;...;SN)
#N(?myﬂl)I(P;U;Rl;...;RN)I(Q;V;SI;...;SN)

Prova:

I(P;U5Rl;“f';RN)+I(Q;V;Sla"';SN)

3S

F+N(2-Y-1)I(P;U;Rl;..;;RN)I(Q;V;Slg...,

N)
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+I(Q;Y;SI;...;SN)

N
i m S
z k=1 Ti) m T Sk.
v 3 py tog| X Y I as 1Og§£-_lw_1)
e Y i j=1 ] Ve 1
"2 1 ) )

- -1
1+N(27Y-1)

N(2 V-1)

N(27Y-1)

u
'-_J
i
|
i
=
[T
-
P
[
<
L=

B ie%igiﬁii!,:’ﬁNtégysglg--.;S>)

N
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"

“Sl;....;RN”SN)

b),‘I(P"‘Q;U*V;R1

I(P;U;Rl;...;RN)+I(Q;V;Sl;...;SN)

3Sy)

+ (27V-1IN T(P3U3Ry 3.« 3R T(Q3V38 5.+ 38

I(P;U;3R

. 3 -y _ Ueq .
o0+ 3Ry) [14N(2 1)I(Q,v,sl,...,sN)]

+ I(Q;V;Slg...;SN) -
TOT P A
N L o) v
n T Ty, ' N i B )
Ay - S
i=1 TV uy m ..(k:l 3
L  q. — N
Y j=1 J Ve
N(27Y-1) j
IR
N a:lq o-1
, T S
m (k=l Ky
L q. | —— 2]
3=1 3 Y
N j
N(27Y-1)
- Y -1 X
N a-1 5T | N a-l. o7
TDr ‘ : ' T S
g &k=l kl ? k=1 kj 1
12474 i YL 9y N -
1= i 3—1 Vj

il




I(P*Q;U*V;Rl*sl;...;RN*SN)
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	p(xi) = E p(x.,y. ), i = l J

	£	Pi $ 1; 2 « i; i=l jsl J

	■ z f(PjL) 4>ri(Pi)i i = l

	3 * 1, 6 > 0,

	á^l, $^1,a>0,3>0,

	P.

	I(Q:P) = - Z q- log (1 + a.) ,


	w.

	w.

	j W	r

	p.	1-P-


	A-=(1,1,...,1,-)=1(1,1,...,-,l)=	-1(1,1,-,...,1)=~

	Y * 0,

	1	“ 1 2 i = I(l,l,l,...,±,l) = 	:	

	■i8 iYl i Yn 1 <i) (4) ... (4) - 1


	= A<yH(iTi) + BCy) *

	S. N




	J, - -

	? ! 1^1 ki ï iïi Pi log \TJ— )

	KPjQjR^s • * • 5)
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	A p\£n [~F^)

	V-iPi log VõtJ
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	N log ( q7 J
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