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due t o  N r e v i s i o n s .
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I N T R O D U Ç Ã O

P a r t i n d o  de id é i a s  b á s i c a s  e m e d i d a s  a n t e r i o r ­

m e n t e  u s a d a s  e s t e n d e m o s  e s t a s  id é i a s  e m e d i d a s  p a r a  c asos m a i s  g e ­

r a i s  p r o p o r c i o n a n d o  d e s s à  m a n e i r a  a p l i c a ç õ e s  m a i s  a m p l a s  em  v á r i a s  

á r e a s  de es t u d o s .

No  C a p í t u l o  1, a p r e s e n t a m o s  idéias g e r a i s  da 

T e o r i a  da I n f o r m a ç ã o  e as m e d i d a s  u s a d a s  na r e a l i z a ç ã o  de n o s s o  

t r a b a l h o .

S e r ã o  m o s t r a d o s  no C a p í t u l o  2, a l g u n s  e x e m p l o s  

de a p l i c a ç õ e s  da I n f o r m a ç ã o  Previ s t a .

No C a p í t u l o  3, f a z e m o s  g e n e r a l i z a ç õ e s  do t r a b a  

lho a p r e s e n t a d o  p o r  S h a r m a  e M i t t a l  [l3j, u s a n d o  uma M e d i d a  de I n ­

f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  p a r a  N r e v i s õ e s ,  a p r e s e n t a d a  p o r  T a n e j a  e A- 

r o r a  [17]. A p r e s e n t a m o s  ai n d a ,  casos p a r t i c u l a r e s  e p r o p r i e d a d e s  

das g e n e r a l i z a ç õ e s  obt i d a s .
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C A P Í T U L O  1

l

1. I N T R O D U Ç Ã O

E m  1948, S h a n n o n  [l^J d e f i n e  p e l a  p r i m e i r a  

vez, q u a n t i t a t i v a m e n t e  a t r a v é s  de um e s b o ç o  m a t e m á t i c o  a n a t u r e ­

za e s t a t í s t i c a  de fonte, c a n a l  e s a í d a  de uma c o m u n i c a ç ã o  m o d e l o .

A  i m p o r t â n c i a  e v á r i a s  a p l i c a ç õ e s  d e s t e  n o v o  

c a m p o  de e s t u d o s  d e v e - s e  a suas f o r m u l a ç õ e s  a b s t r a t a s  que e m  m u i ­

tas s i t u a ç õ e s  são c o n s i d e r a d a s  c o n v e n i e n t e s .

T r a b a l h o s  em d i f e r e n t e s  á r e a s  d e m o n s t r a m  inte 

r e s s e  s o b r e  o a s s u n t o  d e s e n v o l v i d o  e o a d a p t a m  c o n f o r m e  as suas 

n e c e s s i d a d e s .  Como a m a i o r  p a r t e  de suas a p l i c a ç õ e s  baseiam-se nas 

m e d i d a s  da T e o r i a  da I n f o r m a ç ã o ,  e s t ã o  s e n d o  e n c o n t r a d a s  n o v a s  me 

d i das e n o v a s  g e n e r a l i z a ç õ e s .

Nos ú l t i m o s  anos, a b i b l i o g r a f i a  em T e o r i a  da 

I n f o r m a ç ã o  a u m e n t o u  s u b s t a n c i a l m e n t e  e f o r a m  d e s c o b e r t a s  m u i t a s  a 

p l i c a ç õ e s  em v á r i a s  á r e a s  de e s t u d o s  co m o  P s i c o l o g i a ,  E c o n o m i a ,  

C o m p u t a ç ã o ,  E c o l o g i a ,  etc..

Na r e v i s ã o  e r e f o r m u l a ç ã o  dos c o n c e i t o s  b á s i ­

cos s ã o  i n d i s p e n s á v e i s  n o v a s  c o n d i ç õ e s  e n o v a s  g e n e r a l i z a ç õ e s .  Es 

ta é a f i n a l i d a d e  do t r a b a l h o  que a p r e s e n t a m o s .

No d e c o r r e r  d e ste nos r e s t r i n g i m o s  a a s p e c t o s  

da T e o r i a  da I n f o r m a ç ã o  e os a s s o c i a m o s  a n o s s a  p e s q u i s a .



0 e s t u d o  da T e o r i a  da I n f o r m a ç ã o  e s t a  f u n d a ­

m e n t a l m e n t e  b a s e a d o  na E n t r o p i a  de Shannon.

S e j a  X u m a  v a r i ã v e l  a l e a t ó r i a  a s s u m i n d o  u m
C'

n ú m e r o  f i n i t o  de n v a l o r e s  d i s t i n t o s :  x^,x^ s. . . ,x com p r o b a b i l i -

n
d a d e s  P = (p-^ , p 2 ,. . . ,pn ) , p^ > 0, Z p^ = 1; e n t ã o  a e n t r o p i a  de 

de S h a n n o n  [14] e sua d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  ê d a d a  por:

n

H ( p 1 ,p 2 » • • *'»Pn ) = " £ Pi log p i (1.1)
1 = 1

o n d e  a ba s e  do l o g a r i t m o  ê e m  g e r a l  a r b i t r a r i a  (>1). C o n t u d o  no 

ca s o  d i s c r e t o  ê c o m u m  u s a r  a ba s e  2. I g u a l m e n t e  c o n s i d e r a m o s  que

O . log o = 0 .

D e n o t a m o s  p o r  <5 o c o n j u n t o  de t o d a s  p r o b a b i ­

l i d a d e s  de d i s t r i b u i ç ã o

n

P = (Pi >Po» • *Pn ) » P,- > °> Z P,- = 1, isto é: 
x ; i - 1

n

6 n = { P = ( P 1 5 P 2 » • • • >Pn ) :Pi ^ Z p. = 1}, (1.2)
i = l

M a i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  e s t u d o s  d e s t a  m e d i d a  

p o d e m  s e r  e n c o n t r a d o s  em liv r o s  de T e o r i a  da I n f o r m a ç ã o  de A s h  

[3], G a l l o g e r  [6 ], o u  F e i n s t e i n  [5] , G u i a s u  [7j .

V i s t o  que os p r o b l e m a s  de c o m u n i c a ç ã o  r e q u e ­

r e m  a n a l i s e  da m e n s a g e m  e m i t i d a  p o r  u m  c a n a l  e r e c e b i d a  p o r  o u t r o  

ca n a l ,  a i d é i a  da e n t r o p i a  (medida), p r e c i s a  ser d e s e n v o l v i d a  pa-

1.1. E n t r o p i a  de S h a n n o n  e seus C asos B i d i m e n s i o n a i s



S e j a m  X = (x-L ,x 2 , . . . ,xn ) e Y = (yx ,y 2 ,. . . ,yR ) 

duas v a r i á v e i s  a l e a t ó r i a s  c o m  p r o b a b i l i d a d e  c o n j u n t a :

r a  o c a s o  b i d i m e n s i o n a l .

p ( x i , y ^ ) = PfX = x i e Y = y^) (1.3)

A  p r o b a b i l i d a d e  c o n d i c i o n a l  de Y = y^ q u a n d o  

X = x ^  será d e n o t a d a  p o r  p ( y ^ / x ^ )  e as p r o b a b i l i d a d e s  i n d i v i d u a i s  

de X = x. e Y = y^ são d a d a s  r e s p e c t i v a m e n t e  p o r  p ( x O  e p ( y j )  en 

t ã o :

P(x^»Yj ) = p(xi )p(y;./xi ) = p(yj )p(xi/y^ ),

n
p ( x i ) = E p ( x ., y . ), 

i = l J

m .
p ( y . ) = E p(x.• 5 y • ) j 

3 j=i 1  3

n m m
o n d e  E E p ( x . , y . ) = 1 ,  E p ( y - / x . )  = 1, 

1  = 1  j=l 1  3 j=l . 3 1

n
E p ( x . / y . ) = 1, etc.. 

i = 1  1  3

A p r e s e n t a m o s  c i n c o  e n t r o p i a s  que S h a n n o n  a s s o  

c i o u  a u m  s i s t e m a  b i d i m e n s i o n a l  (X,Y)

1) E n t r o p i a  c o n j u n t a  H ( X , Y ) ,  d a d a  por:

. n m
H ( X ,Y ) = - E E p ( x . , y . )  log p ( x . , y . ) ,  (1.4)

i = l  j=l x 1 1  3



2) E n t r o p i a  m a r g i n a l  de X d a d a  por:

n
H(X) = E p(x.) log p ( x . )  (1.5)

i = l 1  1

3) E n t r o p i a  m a r g i n a l  de Y d a d a  por:

m
H(Y) = - E p ( y •) log p( y - ) ,  ! (1.6)

j=l D 3 i

4) E n t r o p i a  c o n d i c i o n a l  de Y  d a d o  X = x ^  e:

m
H ( Y / X  = x.) = - E p('y./x.) log p ( y . / x . ) ,  (1.7)

i • -i j i a c j 2 i ’J — X

e a e n t r o p i a  c o n d i c i o n a l  de  Y  d a d o  X e d a d a  por:

n m
H( Y / X )  = - E E p ( x . , y . )  log p ( y . / x . ) ,  (1.8)

i=l j=l 1  3 3 1

5) E n t r o p i a  c o n d i c i o n a l  de X d a d o  Y ê d a d a

p o r :

n m
H ( X , Y )  = - E E p ( x . , y . )  log p ( x . , y . ) ,  (1.9)

i=l j=l 1  J 1 3

De a l g u m a s  r e l a ç õ e s  b á s i c a s  e desigualdades en 

tr e  e s t a s  m e d i d a s  a s s o c i a d a s  ao s i s t e m a  b i d i m e n s i o n a l  c i t a m o s  as 

s e g u i n t e s :

H ( X / Y )  = H(X) + H ( Y / X )  = H(Y) + H ( X / Y ) , (1.10)
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H(X,Y) <  H ( X ) + H ( Y ) , " (1.11)

H(X) > H ( X / Y )  (1.12)

c o m  i g u a l d a d e  e m  (1.11) e (1.12) se e s o m e n t e  se X e Y são i n d e ­

pendentes..

S h a n n o n  [14] p r o v o u  a u n i c i d a d e  da medida (1.1) 

p a r t i n d o  de u m  c o n j u n t o  de p o s t u l a d o s .  E s t a  m e d i d a  f o i  s u b s e q u e n ­

t e m e n t e  c a r a c t e r i z a d a  de v a r i a s  m a n e i r a s  c o n f o r m e  os v á r i o s  a u t o ­

res. (Ver: A c z e l  [1], M o t h a i  e R o t h i e  [12}).

A t r a v é s  de a l t e r a ç õ e s  f e i t a s  aos a x i o m a s  e 

m a i s  o u t r o s  a c r e s c e n t a d o s  t e m  sido o b t i d a s  n o v a s  generalizações de£ 

sa medi d a .

C o n s i d e r a n d o  q u e  a e n t r o p i a  satisfaz:

i) a a d i t i v i d a d e

H(P * Q )  = H(P) + H(Q) (1.13)

'onde P = (p 1 ,p 2 , . . . ,pn ) ; Q = (q±,q? , ... ,qm )

n m

£ Pi $ 1 ; 2  « i; 
i=l j sl J

P “Q - 5'̂ =̂  i,» * s iPiq ift*p 2 q l 5 ’ ' " * * * ,pnq l 5 ’ * ’ ,pn q m^ *
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H ( P  \J Q) = <j)

ii) P r o p r i e d a d e  do v a l o r  médio:

-1 f w(P) 4>[H(P)]+W(Q) ct>[H(Q)1 

\ W ( P ) + W ( Q )

(1.14)

n m
o n d e  W(P) = l p. ; W(Q) = E q. ;

i=l 1  j=l 3

W(P) + W(Q) « 1

<j> é u m a  f u n ç ã o  c o n t i n u a  e s t r i t a m e n t e  m o n o t o -
n

na. C o n s i d e r a n d o  P = ( p , , p 0 ,. . . ,p ), E p- <  1, R é n y i  a p r e s e n t o u
i i n i_i i

u m a  g e n e r a l i z a ç ã o  da E n t r o p i a  de S h a n n o n  como:

n n
H X (P) = - E log P-jV Z p i ; (1.15)

i=l i=l

1 n n
H (P) = - L -  log ( E p?/ E p.), ct*l, a> 0, (1.16)

a 1 -a -i = l 1  i=l 1

E s t a  e n t r o p i a  (1.16) é c h a m a d a  e n t r o p i a  de or  

d e m  a 9 e ê uma g e n e r a l i z a ç ã o  de (1 .1 ).

H a v r d a  - C h a r v ã t  [8 ] e m a i s  t a r d e  D a r o c z y  [4} 

o b t i v e r a m  a e n t r o p i a  de g r a u  ß que t a m b é m  é uma g e n e r a l i z a ç ã o  da 

E n t r o p i a  de Shannon:

H ß (P) = E (p? - 1 ) / ( 2 1 “3 -1) ; (1.17)
i = l 1

n

B i 1, ß > 0, E p. = 1 
i = l 1
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E s t a  e n t r o p i a  de g r a u  8  foi o b t i d a  a t r a v é s  das .■ 

s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :

H 6 (P*Q) = H e (P) + H 6 (Q) + O ^ - l )  H^(P) H 0 (Q), (1.18)

R n
e H (P) = Z f ( x .), o n d e

i = l

f(p.) = (p? - p-.)(21 “e- l ) " 1 í (1.19)

A  e n t r o p i a  de g r a u  a e o r d e m  $ é d a d a  por:

6-1

(1 .2 0 )

s e n d o  a * l , 6 * l , a > 0 , 8 > 0 .

M a i o r e s  d e t a l h e s  s o b r e  e s tas m e d i d a s  foi a p r e ­

s e n t a d o  p o r  T a n e j a  [18], e u m  e s t u d o  c o n j u n t o  da e n t r o p i a  de S h a n -  

n o n  e e n t r o p i a  de g r a u  8 t a m b é m  foi a p r e s e n t a d a  p o r  T a n e j a  [15], 

[18].

1.2. I n f o r m a ç ã o  P r ó p r i a  de E v e n t o  Ú n i c o

C a r a c t e r i z a m o s  a i n f o r m a ç ã o  p r ó p r i a  c o m  a o c o r  

r ê n c i a  de u m  e v e n t o  ú n i c o  c o m  p r o b a b i l i d a d e  p, 0 < p <: 1 , s o b  a 

n ã o  a d i t i v i d a d e .  E s t a s  n o ç õ e s  são b á s i c a s  no e s t u d o  que a p r e s e n t a ­

mos.

H 3 (P)
a

( 21_ 6 - 1 ) 1
a-



D e n o t a m o s  p o r  I(p), a i n f o r m a ç ã o  p r ó p r i a  de e' 

e v e n t o  ú n i c o  c o m  p r o b a b i l i d a d e  p, sob os s e g u i n t e s  postulados:.

P o s t u l a d o  1 :

I(p) e uma f u n ç ã o  c o n t í n u a  de p e m  (0 ,1 ] 

P o s t u l a d o  2 :

I(pq) = I(p) + Itq) + Àl(p) I(q), 

i A i 0

P o s t u l a d o  3:

I(-) = 1

T e o r e m a  1 : A  i n f o r m a ç ã o  p r ó p r i a  de e v e n t o  uni 

co  c o m  p r o b a b i l i d a d e  p, 0  < p ^ 1 , s o b  os p o s t u l a d o s  a c i m a  e da d a  

por:

I(p) = (pB - 1 -l) (2 1 - 3 - ! ) " 1 , 8 * 1 , ( 1 .2 1 )

D a d a  uma d i s t r i b u i ç ã o  P = ( p ^ , P 2 J.*.»P ), 
n n
£ p. ^  1 , ê p o s s í v e l  e n c o n t r a r  as i n f o r m a ç õ e s  p r ó p r i a s  n ã o  a d i -  

i= l  X

t i v a s  de c a d a  e v e n t o  i n d i v i d u a l .  A  m é d i a  a r i t m é t i c a  das i n f o r m a ­

ções p r ó p r i a s  dos e v e n t o s  i n d i v i d u a i s  é d e f i n i d a  c o m o  a e n t r o p i a  

n ã o  a d i t i v a  de uma d i s t r i b u i ç ã o ,  ou seja:



n n

I ( P 1 »P2-■» • • • *Pn > = E Pi I(P i )7 1 Pi»'
.i=l i=l

(1.22)

Z p. ( P i " 1  - l ) / ( 2 1 - 6  - 1) Z p. 
i = l 1 i = l -1

^ ft 1 D ^
Z (p? - 1) / (2 P - 1) Z p. , 3 * 1 ,  

i = l  1 i - 1 1

que ê a e n t r o p i a  de g r a u  8  da d i s t r i b u i ç ã o  P.

A  e n t r o p i a ,  em ge r a l ,  p o d e  ser c o n s i d e r a d a  co 

m o  u m a  m e d i a  g e n e r a l i z a d a  da i n f o r m a ç ã o  p r ó p r i a  c o m  p e s o s  como fun 

çõ e s  das p r o b a b i l i d a d e s  c o r r e s p o n d e n t e s ,  isto é:

n
■ z f ( PjL) 4>ri(P i )i 
i = l

n
Z f(p.)

i = l 1

(1.23)

o n d e  <j> e uma f u n ç ã o  e s t r i t a m e n t e  m o n ó t o n a .  T e m o s  que (1.2 3) d e v e  

s a t i s f a z e r  a c o n d i ç ã o :

I( P * Q )  = I(P) + I(Q) + (2 1  6 - 1 ) I(P) I (Q ), (1.24)

T o m a n d o  f(x) = x, t e m o s  o s e g u i n t e  t e o r e m a  

(ref. S h a r m a  e M i t t a l  [13]).
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T e o r e m a " 2 : A  e n t r o p i a  s i m é t r i c a  e c o n t i n u a  d a ­

da em (1.23) p o r  f(x) = x , de u m a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e
n

P = ( p , , p _ , . . . ,p ), E p. = 1, s a t i s f a z e n d o  (1.24), p o d e  ser ex- 
1  n i=l 1  

p r e s s a  u n i c a m e n t e  p e l a s  s e g u i n t e s  form a s :

n
e x p ( B - l )  E p. log p .-1 

i = l 1 1
( 2 1  ^ - 1 ) X

3 * 1 , 6 > 0 , (1.25)

n

í = i Pi

3-1
a - 1

( 2 1 _ 6 - 1 ) 1

á^l, $ ^ 1 ,a > 0 ,3 > 0 , (1.26)

Casos P a r t i c u l a r e s

i) g i ™  i ( p l 5 p 2 > • • • >Pn ; 1 jB> = (1.27)

é a e n t r o p i a  de S h a n n o n .

n
2) o i ™  I ( p 1 ,p2 ,...,p ; a , 3) = —  log £ p?, a*l, a > 0 ; (1.28)

1 -a i=l

é a e n t r o p i a  de R e n y i  de o r d e m  a .

3)
l im
a-*l

lim
n

- £ P n- log p. 
i - 1

(1.29)

é a e n t r o p i a  de Shannon.
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1.3. I n f o r m a ç ã o  de K u l b a c k  e I n f o r m a g ã o  de K e r r i d g e

A  e n t r o p i a  de S h a n n o n  a s s o c i a  u m a  m e d i d a  de 

i n f o r m a ç ã o  c o m  u m a  d i s t r i b u i ç ã o  s i m p l e s  de p r o b a b i l i d a d e .  Du a s  m e  

d i d a s  s e m e l h a n t e s  i n t r o d u z i d a s  p o r  K u l b a c k - L e i b l e r  [lO]’ e Kerridge 

[9 ] a s s o c i a m  u m a  m e d i d a  c o m  u m  p a r  de d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i ­

d a d e s  de uma i n c e r t e z a  v a r i á v e l .

E s t a s  m e d i d a s  são m a i s  g e r a i s  do que a e n t r o ­

p i a  de Shannon.

i ) I n f o r m a ç ã o  de K u l b a c k

.Seja X uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a .  T o m a n d o  u m  n ú ­

m e r o  f i n i t o  de v a l o r e s  x p X ^ ,  . . . ,xfi c o m  p r o b a b i l i d a d e s  

. . . ,q ) e ô^, de u m  e x p e r i m e n t o  E. Seja a f r e q u ê n c i a  r e l a t i v a  d e ­

f i n i d a  c o m o  P = (p 1 ,p 2 ,'. . . ,pn ) e ô n , e n t ã o  a i n f o r m a ç ã o  de Kulback 

de u m  e x p e r i m e n t o  e d a d a  por:

n p.
I ( P ;Q ) = E p. log ( —  ), (1.30)

i=l 1  q £

S u p o n d o  que, sé a l g u m  q^ for ze r o  e n t ã o  o c o r  

r e s p o n d e n t e  p^ t a m b e m  se r á  zero. Fazendo 0 log 2 (—)=0 log2 0-0 log 2 0 =0

No ca s o  do e x p e r i m e n t o  n ã o  r e l a c i o n a r  as p r o ­

b a b i l i d a d e s  c o m  o r e s u l t a d o  m a s  a v e r i g u a r  q u a l  o e x p e r i m e n t o  o c o r  

rido, e n t ã o  a i n f o r m a ç ã o  em  u m a  o b s e r v a ç ã o  e:

n
E q. l o g 2 q. (1.31)

i = l



o que ê a e n t r o p i a  de S hannon. Isto m o s t r a  que a m e d i d a  de Kulback; 

ê u m a  g e n e r a l i z a ç ã o  da e n t r o p i a  de S h annon.

U m  e s t u d o  m a i s  d e t a l h a d o  d e s s a  m e d i d a  c o m  

suas a p l i c a ç õ e s  e m  e s t a t í s t i c a  e n c o n t r a - s e  e m  K u l b a c k  [11}.

A l g u m a s  a p l i c a ç õ e s  d e s s a  m e d i d a  e m  E c o n o m i a  

foi a p r e s e n t a d a  p o r  T h e i l  [l9].

i i ) I n f o r m a ç ã o  de K e r r i d g e

I

S u p o n h a m o s  um d a d o  e x p e r i m e n t o  no q u a l  as p r o  

b a b i l i d a d e s  dos n e v e n t o s  d i s t i n t o s  X p X 2 , . • • »x n s^o Q = ( q ^ , q 2 ,...

. . . >qn ) e <$n > e n t ã o  suas r e a i s  p r o b a b i l i d a d e s  são P = (p^jp^,...

. . . ,p ) e ôn , logo a t r a n s m i s s ã o  p o d e  ser m e n o s  p r e c i s a  e m  dois 

c a s o s :

1 ) a t r a n s m i s s ã o  p o d e  ser i n d e f i n i d a  p o r  f a l ­

t a  de i n f o r m a ç ã o ;

2 ) a t r a n s m i s s ã o  p o d e  ser i n c o r r e t a  p o r q u e  a 

i n f o r m a ç ã o  é inc o r r e t a .

K e r r i d g e  [9j i n t r o d u z i u  uma m e d i d a  q u e  c o n s i ­

d e r a  e s t e s  dois a s p e c t o s *  Sua m e d i d a  ê d a d a  por:

n
H ( P ; Q )  = - Z p. log q. (1.32)

i = l 1  1

C o n s i d e r a n d o  que, se q u a l q u e r  q^ f o r  zero, en 

t ã o  o c o r r e s p o n d e n t e  p^  t a m b é m  s e r ã  zero, e é a d o t a d a  a c o n v e n ç ã o

0 l o g 2 0 = 0 .  N e s s a  e n t r o p i a  temos:
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H ( P ; Q )  = - E p i l o g 2 p i + Z p ± 'log2 ( —  )
i=l 1 = 1  q.

■i

= H(P) + E( P ; Q )  , (1.33)

K e r r i d g e  c h a m o u  E( P ; Q )  de e r r o  c o n d i c i o n a l .

O b v i a m e n t e  se P-Q, is t o  ê, q u a n d o  = q^ p a ­

ra i = l , 2 , . . . , n  e n t ã o  E(P;Q) = 0 e a m e d i d a  p a s s a  a ser a e n t r o p i a  

de Sha n n o n .  D e s t a  f o r m a  a m e d i d a  de K e r r i d g e  a b r a n g e  os dois as­

pectos e portanto ê uma generalização da entropia de Shannon.

K e r r i d g e  [9] c a r a c t e r i z o u  (1.32) c o n s i d e r a n d o  

os s e g u i n t e s  p o s t u l a d o s :

K ^ : H ( P ; Q )  e uma f u n ç ã o  de p^ e q^ o n d e  P = ( p 1 5  

P 2 > - - * > P n ) e 6 n e Q = (qx ,q 2 , . . . ,qn ) £ ô R .

K'2 : Q u a n d o  n p r o v á v e i s  a l t e r n a t i v a s  são i d ê n ­

t i c a s  a m e d i d a  é u m a  f u n ç ã o  m o n ó t o n a  d e c r e s c e n t e  de n.

K^: Se u m a  t r a n s m i s s ã o  e i n t e r r o m p i d a  e m  ", um 

n ú m e r o  de t r a n s m i s s õ e s  s u b s i d i a r i a s ,  a m e d i d a  da t r a n s m i s s ã o  o r i ­

g i n a l  ê a s o m a  das m e d i d a s  das t r a n s m i s s õ e s  s u b s i d i a r i a s ,  is t o  e:

H ( p 1 ,p 2 ,p 3 iq 1 ,q 2 »q 3 ) 3 H (px ,l - p 1 ;q 1 ,l - q 1 )

 ̂ rr / ? 2 P 3 q 2 Q 3 \
+ (1-p,) H -----  , -----  ; -----  , -----  I

V i-p1 i-p1 i-q1 i-q1 /

onde p1+p2+p3 = q1+q2+q 3 = 1 - ' ‘ *



• H(p-^,p 2 ,P2,q-^,q 2 } q 2 ) -H(PjjP2'^Pg5<3.̂ <l2^

o que s i g n i f i c a  que se as a l t e r n a t i v a s  das q u a i s  a soma das p r o b a  

b i l i d a d e s  são a s s o c i a d a s ,  e n t ã o  a m e d i d a  de u m a  t r a n s m i s s ã o  ê i- 

n a l t e r a d a .

0  p o s t u l a d o  é o u n i c o  que a p l i c a  m e d i d a s  

c o n c e i t u a l m e n t e  d i f e r e n t e s  da e n t r o p i a  de Shannon.

1.4. I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  E s t u d a d a  p o r  T h e i l

0  c o n c e i t o  t e o r i c o  de i n f o r m a ç ã o  c o m o  f o i  a- 

b o r d a d o  em  v a r i a s  m e d i d a s ,  p o r  exemplo: E n t r o p i a  de Sha n n o n ,  I n ­

f o r m a ç ã o  de K u l b a c k  e I n f o r m a ç ã o  de K e r r i d g e  t e m  e n c o n t r a d o  v a s t o  

c a m p o  de a p l i c a ç õ e s  nas m a i s  v a r i a d a s  ciênc i a s .

S e j a  P= (p^ ,p 2 ,. . . ,p ) £ <$n a d i s t r i b u i ç ã o  de 

p r o b a b i l i d a d e  p o s t e r i o r  de u m  c o n j u n t o  de n e l e m e n t o s  n u m  e x p e r i ­

m e n t o  c u j a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  p r e v i s t a  a n t e r i o r m e n t e  e 

Q = ( q ^ , q 2 s• • • ,q ) e 6 n > e n t ã o  s a b e m o s  que:

P.
i ( p ;Q ) = z p. i o g 9 ( —  ) (1.34)

i = l q*

e a i n f o r m a ç ã o  de Kulback. T h e i l  d e f i n e  a I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  

c o m o  :

n r .
I ( P ; Q ; R )  = E p. log, ( —  ) (1.35)

i=l 9i

o n d e  R = ( r ^ , r 2 , . • • »r^) e 6 e a d i s t r i b u i ç ã o  da p r o b a b i l i d a d e  ori-

I4
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g i n a l  r e v i s a d a  Q = ( q ^ , q ^  , . . . ,qn ) e n a  d i s t r i b u i ç ã o  P = ( p ^  , . . .' 

...,Pn > e 6 r e a l i z a d a  ap o s  a l g u m  e x p e r i m e n t o  E. No caso de r ^ = Q£ 

p a r a  ca d a  i, e n t ã o  I ( P;Q;R) ê zero, m o s t r a n d o  que n ã o  ê a I n f o r m a  

ç ã o  A p e r f e i ç o a d a .  Isto o c o r r e  s e m p r e  que as p r o b a b i l i d a d e s  p r e v i s  

tas r e v i s a d a s  f o r e m  iguais.

I( P ; Q ; R )  d a d a  e m  (1.35) i n c l u e  co m o  c a s o s  p a r  

t i c u l a r e s  a E n t r o p i a  de S h a n n o n , a I n f o r m a ç ã o  de K u l b a c k  e a I n ­

f o r m a ç ã o  de K e r r i d g e .

T a n e j a  e A r o r a  ^17] e s t u d a r a m  uma m e d i d a  de 

I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  d e v i d a  a N r e v i s õ e s ,  d a d a  por:

n
£

i = l
P± log

N
TT

K = 1
Ki

N

1/N

(1.36)

o n d e  R ^  = ,rK2 ’ ' " * ,rKn^ ^ = s^° as ^ d i s t r i b u i ­

ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  p r e v i s t a s  e r e v i s a d a s  de u m  c o n j u n t o  de n 

e v e n t o s  j • • • 5 C n j s e n d o  qu-e a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e

p r e v i s t a  o r i g i n a l  ê Q = ( q ^ , q ^ , . . . 3q n ) e as r e v i s õ e s  são f e i t a s  t e n  

do c o m o  b a s e  a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  P = ( p ^ , p ^ , . . • ,p ).

A  m e d i d a  a c i m a  é u m a  g e n e r a l i z a ç ã o  da I n f o r m a  

ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  de T h e i l  [19].

n r .
I -( P ; Q ; R ) = - Z p . log ( - i  ) 

i = l qi

(1.37)
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A  m e d i d a  (1.36) r e d u z - s e  a (1.37) q u a n d o  t o ­

dos são iguais, is t o  ê: R ^ = R 2 = . . . . =R^=R. Es t a  m e d i d a  foi a p r e  

s e n t a d a  po i s  se r e v i s a r m o s  o e x p e r i m e n t o  duas, t r ê s , . . . . N  vezes, 

t e m o s  r e s p e c t i v a m e n t e  N d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s  p r e v i s t a s  

e r e v i s a d a s  R^ ,R 2 , • • • ,Rjj c u j a  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  o r i g i  

n a l  e Q e as r e v i s õ e s  são f e i t a s  b a s e a n d o - s e  n a  d i s t r i b u i ç ã o  P. 

D e f i n i m o s  e n t ã o  a i n f o r m a ç ã o  a p e r f e i ç o a d a  d e v i d o  a N r e v i s õ e s ,  co 

m o :

I ( P ; Q ; R 1 i . . . ;RN ) =
I < P ; Q ; R 1 ) + I ( P ; Q ; R 2 ) + . . . + I ( P ; Q ; R N )

N

qu e  é i d ê n t i c a  a (1.36).

T a n e j a  e A r o r a  [l7 J c a r a c t e r i z a r a m  a m e d i d a  

(1.36) e a g e n e r a l i z o u  s e g u n d o  u m a  e q u a ç ã o  f u n c i o n a l ,  obt e n d o :

N Y

- 1
•

ir r, .
( 2  ^ - 1 )

I ( P ; Q ; R , . . ;R„) = —---- ^  ,
N

n
E

i = l
p i

k= l  kl 

N
- 1

qi -

A  m e d i d a  (1 . 38) r e d u z - s e a (1 .

(1.38)

c u l a d o  o l i m i t e  de (1.38) q u a n d o

No c a p í t u l o  3 a p r e s e n t a m o s  m e d i d a s  a i n d a  mais

g e r a i s  do  q u e  (1.38).
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C A P Í T U L O  2

2. F O R M A S  G E N E R A L I Z A D A S  D A  M E N S A G E M  E SUA I N F O R M A Ç Ã O  P R E V I S T A

Seja o e v e n t o  E c o m  p r o b a b i l i d a d e  p, q u a l ­

q u e r  que se j a  a n a t u r e z a  do e v e nto. É e s t a b e l e c i d o  que E s e m p r e  o 

c orre; p o r t a n t o  p=l. V a m o s  s u p o r  que u m a  m e n s a g e m  n ã o  nos dá  a 

c e r t e z a  de q u e  E ocorre. A  p r o b a b i l i d a d e  p de E o c o r r e r  e s u b s t i ­

t u í d a ,  s e n d o  que a n o v a  p r o b a b i l i d a d e  de E ê q, um n ú m e r o  e n t r e  

z e r o  e um. Ê u m a  g e n e r a l i z a ç ã o  do c a s o  que e s t a b e l e c e  a c e r t e z a  

de q u e  E o c o r r e .  0 n o s s o  p r o b l e m a  e m e d i r  a q u a n t i d a d e  d e  i n f o r m a  

ç ão o r i u n d a  da m e n s a g e m  que t r o c a  as p r o b a b i l i d a d e s  de E , de p pa 

ra q .

2.1. P r o b a b i l i d a d e s  e. I n f o r m a ç ã o  A n t e r i o r  e P o s t e r i o r

C h a m a r e m o s  de p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  â p r o b a  

b i l i d a d e  o r i g i n a l  p de E , e c h a m a r e m o s  de p r o b a b i l i d a d e  p o s t e r i o r  

ao v a l o r  que e e s t a b e l e c i d o  p e l a  m e n s a g e m .  0  p r o b l e m a  ê m e d i r  a 

c a p a c i d a d e  da i n f o r m a ç ã o  da m e n s a g e m  que t r a n s f o r m a  p e m  q , (ante 

r i o r  em p o s t e r i o r ) .

0  p o n t o  i n i c i a l  ê a p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  

p. 0 p o n t o  f i n a l  e a c e r t e z a  que E o c o r r e .  E n t r e  e s t e s  do i s  p o n ­

t o s  du a s  a l t e r n a t i v a s  são c o n s i d e r a d a s :
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1) Uma m e n s a g e m  ê r e c e b i d a  e t r a n s f o r m a  p e m  

q. E s t a  m e n s a g e m  e s e g u i d a  de o u t r a  m e n s a g e m  que t r a n s f o r m a  q em 

1  ( c e r t e z a ) .

2 ) p é t r a n s f o r m a d a  d i r e t a m e n t e  em 1  ( c e r t e ­

za), s e m  p a s s o s  i n t e r m e d i á r i o s .

Co m o  a p r o b a b i l i d a d e  i n i c i a l  p e a probabili_ 

d a d e  f i n a l  (certeza), sio as m e s m a s  nas duas a l t e r n a t i v a s  a n t e r i o  

res, a i n f o r m a ç ã o  t o t a l  t a m b é m  serã igual.

A  i n f o r m a ç ã o  p r o v i d a  p e l a  s e g u n d a  a l t e r n a t i -  

— ~ 1 
va é h ( p ) = - l o g  p. A  i n f o r m a ç ã o  t o t a l  p r o p o r c i o n a d a  p e l a  p r i m e i r a  

a l t e r n a t i v a  ê i g u a l  a i n f o r m a ç ã o  da m e n s a g e m  que t r a n s f o r m a  p em 

q m a i s  h(q). Ou seja, a i n f o r m a ç ã o  da m e n s a g e m  que t r a n s f o r m a  p 

( a n terior) em q ( p o s t e r i o r )  e i g u a l  a:

h(p) - h(q.) = log 2 , (2 .1 )

P

A  i n f o r m a ç ã o  serã ze r o  q u a n d o  p=q. 0 v a l o r  

da i n f o r m a ç ã o  é - log p p a r a  q=l, i n c l u i n d o  a s s i m  o c a s o  e s p e c i a l  

da m e n s a g e m  que e s t a b e l e c e  a c e r t e z a  de E o c o r r e r .  Serã u m  v a l o r  

n e g a t i v o  q u a n d o  q < p, isto ê, q u a n d o  s u p õ e m - s e  que E o c o r r e  n o  

final, m a s  a m e n s a g e m  e s t a b e l e c e  que E t o r n a - s e  m e n o s  p r o v á v e l  do 

que no i n í c i o  (q < p).

2*2. I n f o r m a ç ã o  P r e v i s t a

A  i n f o r m a ç ã o  d e f i n i d a  e m  (2.1) ê u s a d a  q u a n ­

do s u p õ e m - s e  que E o c o r r e  no final. Se E n ã o  o c o r r e  no f i n a l  podes 

m o s  p r o c e d e r  de m a n e i r a  a n ã l o g a ,  s u b s t i t u i n d o  p p o r  1 -p e q s , p o r



19

1 -q e m  (2 .1 ).

E n t ã o  t e m o s  :

h ( l - p )  - h( l - q )  = log . (2 . 2 )

1-P

A  i n f o r m a ç ã o  r e c e b i d a  ê (2.1) o u  (2.2) e não 

as d i s t i n g u i m o s  até s a b e r  se E o c o r r e  ou não. A  i n f o r m a ç ã o  recebi, 

da se r ã  (2.1) q u a n d o  E o c o r r e  e a p r o b a b i l i d a d e  ê q, e a i n f o r m a ­

ção e (2.2) q u a n d o  E não o c o r r e  e a p r o b a b i l i d a d e  c o n s i d e r a d a  ê 

1 -q.

A i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  ê o b t i d a  p e l a  m e n s a g e m  

que t r a n s f o r m a  a p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  (p,l-p) na p r o b a b i l i d a d e  

p o s t e r i o r  (q,l-q) e ê d a d a  por:

I = q log — + (1-q) log i—2- , (2.3)

P !-P

I serã i g u a l  a zero q u a n d o  p=q. Se r ã  p r o v a d o  

m a i s  t a r d e  que é p o s s í v e l  s e m p r e  que p £ q
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F i g u r a  2.1

P r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  p

A  f i g u r a  2.1 a p r e s e n t a  o g r á f i c o  da p r o b a b i ­

l i d a d e  p o s t e r i o r  (q,l-q) s e n d o  d a d a  a p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  

(p,l-p).

2.2.1. E x t e n s ã o  p a r a  V á r i o s  E v e n t o s

A  a p r o x i m a ç ã o  po d e  ser e s t e n d i d a  p a r a  u m  s i £  

t e m a  c o m p l e t o  de n e v e n t o s  c o m  suas p r o b a b i l i d a d e s  a n t e r i o r e s  e 

p r o b a b i l i d a d e s  p o s t e r i o r e s  e x p o s t a s  a seguir:

E v e n t o s E1
e 2 ... . . .E

n

P r o b a b i l i d a d e s a n t e r i o r e s :
Pl

p 2 ...
•••Pn

P r o b a b i l i d a d e s " p o s t e r i o r e s :
* 1

q2...
V

...qn



Se t r a n s f o r m a r m o s  os E. o c o r r i d o s ,  a i n f o r m a - 

ç ã o  ê p r o v i d a  p e l a  m e n s a g e m  que t r a n s f o r m a  os p^ e m  q., e ( 2 . 1 ) e 

i g u a l  a log (q^/p^). C o m o  a m e n s a g e m  e s t a b e l e c e  que a p r o b a b i l i d a  

de de E. é q., a i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  é:

n q .
I (Q :P ) = l q. log - i  (2.4)

i=l 1  p.'

A  f u n ç ã o  (2.4) ê n u l a  q u a n d o  p^=q^, p a r a

i = l , 2 , n . S e r ã  p o s i t i v a  q u a n d o  p ^  q^ p a r a  c a d a  i. Se u m  dos e_

v e n t o s  f o r  p r o b a b i l i d a d e  p o s t e r i o r  ú n i c a ,  a f u n ç ã o  (2.4) t o r n a - s e

-log p^ p e l a  d e f i n i ç ã o  de i n f o r m a ç ã o .  No c a s o  de e q u i p r o b a b i l i d a -

des a n t e r i o r e s ,  p. = —, p a r a  c a d a  i, temos:
1  n

n q ± . n
I (Q : P ) = E q. log = log n - E q . log —  , (2.5)

i = 1  1  l/n . i = l 1  q.
x

S a b e m o s  que log n ê a e n t r o p i a  do c a s o  e q u i -  

p r o b a b i l i d a d e  e que ê t a m b é m  o v a l o r  da e n t r o p i a  m á x i m a .  L o g o  o 

t e r c e i r o  m e m b r o  ê a d i f e r e n ç a  e n t r e  as e n t r o p i a s  a n t e r i o r e s  e pos_ 

t e r i o r e s .

2.22. P r o v a  da N ã o  N e g a t i v i d a d e  da  I n f o r m a ç ã o  P r e v i s t a

P a r a  a n a l i s a r  o s i n a l  da i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a

(2.4) i n t r o d u z i m o s :



q u e  ê a d i f e r e n ç a  e n t r e  as" c o r r e s p o n d e n t e s  p r o b a b i l i d a d e s  

r i o r  e p o s t e r i o r .

n n
E q  a = E ( p ^ )  = 1 - 1  = 0

1=1 1=1

S u b s t i t u i n d o  os v a l o r e s  de a. e p. em
i 1 i

t e m o s :

n
I( Q : P )  = - £ q. log' —

i=i 1 : q-

n

I ( Q :P) = - Z q- log ( 1  + a.) ,
i = 1  1  1

A p l i c a n d o  (2.7), o b t e m o s

n
I(Q:P) = Z q.

i = l 1
a^ - log ( 1  + a ^ )

n
Z q. f(a.) ; 

i  =  l  - 1

o n d e  f(x) = x - log ( 1  + x)

D e r i v a n d o  f(x), t e m o s

f '(x) = 1  - 1 _ X 

1+ X 1 + x
> 0 se x > 0

< 0  se - 1  x $ 0 .

a n t e -

(2.7)

(2.4)

(2 .8 )

(2.9)

(2 .1 0 )

(2 .1 1 )



V i s t o  que f(0) = 0, c o n c l u i m o s  da d e r i v a d a  posi_ 

t i v a  que f(x) > 0 p a r a  x > 0 ; e da d e r i v a d a  n e g a t i v a ,  f(x) > 0 pa  

ra  x < 0. P o r t a n t o  f e e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a ,  e x c e t o  q u a n d o  a s s u ­

me o v a l o r  zero.

E n t ã o  de (2.9), I(Q:P) > 0, e x c e t o  q u a n d o  t o ­

dos os a. são nulos. 
i

O b s e r v e  que a i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  (2.4) não 

t e m  l i m i t e  s u p e r i o r  finito. Isto p o d e  ser v e r i f i c a d o  p a r t i c u l a r i ­

z a n d o  q^ > p^ = 0, p a r a  a l g u m  i. A  p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  p a r t i c u  

l a r i z a d a  n o  c a s o  de E^ ser zero, faz a i n f o r m a ç ã o  a u m e n t a r  p o r q u e  

a p r o b a b i l i d a d e  foi a u m e n t a d a  s e g u n d o  um  f a t o r  infinito.

2.2.3. D e c o m p o s i ç ã o  da I n f o r m a ç ã o  P r e v i s t a

S e j a m  os e v e n t o s  E ^ , E 2 ,-.«,E e suas p r o b a b i ­

l i d a d e s  p^ ,p 2 , • • • ,p • E sses e v e n t o s  são c o m b i n a d o s  em G c o n j u n t o s  

de e v e n t o s  ,S 2 ,••• ;Sg de tal m o d o  que c a d a  E^ t e m  v a l o r e s  em Sç, 

o n d e  g rl ,2,... , G . D e f i n i m o s  p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  e posterior p o r  :

E p. , T = E q. , g = 1 , 2 , . . . , G  (2.13)
ieS s ieS

g g

A  i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  (2.4) apos a s s o c i a ç õ e s  

dos e v e n t o s  é d a d a  por:

23

G T
I (Q:P) = E T log - Ê

g = l g K

(2.14)



24

C o n s i d e r e :

n q . G ; . q . T q . /T
l q, log — - Z T Z - i  (log - £  + log -i— i. )

i=l p. g=i ^ ieS T R p . / R
6  g g g i g

o u

G T G q. q . / T
Z T log - £  + Z T Z —  log — — £

g=l  g R g=l g ieS T p . / R
6  g & g g i g

I ( Q :P) = I n (Q:P) + Z T I (Q:P) , (2.15)
0 n g e

g = l & s

o n d e :

q . q . / T '
I ( Q jP) = z —  log — — S. , g = l , . . . ,G (2.16)
g ieS T p . / R

g g g

Como p . / R  e q . / T  , i e S , são probabilidades 
g 1  g g 

c o n d i c i o n a i s  de E^ d a d o s  , Ig(Q:P) ê a i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  de 

suas m e n s a g e n s  sob a c o n d i ç ã o  q u e  um dos e v e n t o s  de S o c o r r e r a
g

n o  final. T e m o s  I (Q:P) = 0 se e s o m e n t e  se a m e n s a g e m  t r o c a  as
g

p r o b a b i l i d a d e s  de t o d o s  os e v e n t o s  de S nas m e s m a s  p r o p o r ç õ e s
g

(q./T = p . / R  o u  q-/p. = T /R p a r a  c a d a  i e S ). E s t a  decomposi_ 
^ ~ g - ^ - g  - ^ ^ - g g  g 

ç ã o  e f e i t a  e m  duas etapas. A  p r i m e i r a  m e n s a g e m  e s t a b e l e c e  q u e  as 

p r o b a b i l i d a d e s  a n t e r i o r e s  R ^ , R £ , . . . ,Rç são m o d i f i c a d a s  p a r a

T ^ , T 2 , . . . , T g , a s s i m  a i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  e Iq(Q:P). E n t ã o ,  sob a 

c o n d i ç ã o  de q u e  u m  dos e v e n t o s  de Sg o c o r r e r á ,  c o n s i d e r a r  a m e n s a  

g e m  s u b s e q u e n t e  que e s t a b e l e c e  as m o d i f i c a ç õ e s  das p r o b a b i l i d a d e s  

c o n d i c i o n a i s  a n t e r i o r  P j / R g p a r a  q^/T^, i e S . A  i n f o r m a ç ã o  p r e -
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v i s t a  se r á  I (Q:P). Co m o  a p r o b a b i l i d a d e  de S e T ; p e l a  p r i m e i -  
ê ê §

ra m e n s a g e m ,  a i n f o r m a ç ã o  t o t a l  ê i g u a l  ao la d o  d i r e i t o  de (2.15), 

e sua e q u a ç ã o  e s t a b e l e c e  que o t o t a l  ê i g u a l  a i n f o r m a ç ã o  p r e v i s ­

ta  da m e n s a g e m  que f i x a  o m o d o  c o m o  as p r o b a b i l i d a d e s  de t o d o s  os 

n e v e n t o s  são a l t e r a d o s .

2.3. R e s u l t a d o s  A d i c i o n a i s  na A v a l i a ç ã o  do A p r o v e i t a m e n t o  de A l u ­

nos

A p r e s e n t a m o s  a s e g u i r  uma a p l i c a ç ã o  da e n t r o ­

p i a  (2.3) na  a v a l i a ç ã o  do a p r o v e i t a m e n t o  dos a l u n o s  que c u r s a r a m  

as d i s c i p l i n a s  o f e r e c i d a s  p e l o  D e p a r t a m e n t o  de M a t e m á t i c a  d a  U n i ­

v e r s i d a d e  F e d e r a l  de S a n t a  C a t a r i n a  no p e r í o d o  c o m p r e e n d i d o  e n t r e  

1976 a 1980.

0 D e p a r t a m e n t o  de M a t e m á t i c a  da U . F . S . C . ,  ofe 

r e c e  v á r i a s  d i s c i p l i n a s  aos a l u n o s  m a t r i c u l a d o s  nos d i v e r s o s  c u r ­

sos o f e r e c i d o s  p o r  e s s a  U n i v e r s i d a d e .

F o r a m  e s c o l h i d a s  t o d a s  as d i s c i p l i n a s  i n i n t e r  

r u p t a m e n t e  d u r a n t e  os anos de 1976 a 1980. O b t i v e m o s  um t o t a l  de 

2 1  d i s c i p l i n a s  e as a g r u p a m o s  em  1 0  c o n j u n t o s  de d i s c i p l i n a s  a- 

fins, sendo:

M^ - E l e m e n t o s  de C a l c u l o  D i f e r e n c i a l  e I n t e ­

gral, C á l c u l o  D i f e r e n c i a l  e I n t e g r a l  I, C á l c u l o  D i f e r e n c i a l  e I n ­

t e g r a l  II, C á l c u l o  D i f e r e n c i a l ' e  I n t e g r a l  III e C á l c u l o  D i f e r e n ­

c i a l  e I n t e g r a l  IV.

M£  - M a t e m á t i c a  B á s i c a  I e M a t e m á t i c a  B á s i c a

I I .
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Mg - M a t e m á t i c a  S u p e r i o r  I, M a t e m á t i c a  S u p e ­

r i o r  II e M a t e m á t i c a  S u p e r i o r  III.

M^ - M a t e m á t i c a  C o m e r c i a l  e F i n a n c e i r a .

Mj- - F u n d a m e n t o s  de M a t e m á t i c a  I e F u n d a m e n ­

tos de M a t e m á t i c a  II.

Mg - A l g e b r a  L i n e a r  e G e o m e t r i a  A n a l í t i c a  I e 

Á l g e b r a  L i n e a r  e G e o m e t r i a  A n a l í t i c a  II.

M^ - I n t r o d u ç ã o  à ~ Á l g e b r a  e A l g e b r a  I.

Mg - A n á l i s e  M a t e m á t i c a  I e A n á l i s e  M a t e m á t i ­

ca "II.

Mg - F u n ç õ e s  de uma V a r i á v e l  Complexa.

M 1 0  - M é t o d o s  de M a t e m á t i c a  A p l i c a d a .

F o r a m  c o m p u t a d a s  as a p r o v a ç õ e s  a n u a i s  d e s s a s  

d i s c i p l i n a s  no r e f e r i d o  p e r í o d o  e os d ados f o r a m  u s a d o s  n e s s e  t r a
I

balho.

2.3.1, E n t r o p i a  da A v a l i a ç ã o  dos A l u n o s  do D e p a r t a m e n t o  de M a t e m á - 

t i c a

S ej a m :

Pj - a p e r c e n t a g e m  de a l u n o s  a p r o v a d o s  n a  j-e 

s i m a  d i s c i p l i n a  o f e r e c i d a  p e l o .D e p a r t a m e n t o  de M a t e m á t i c a ;

Wj - t o d o s  os a l u n o s  de uma d i s c i p l i n a ;

W  ■= £ w. (j € R ) - t o d o s  os a l u n o s  de um  c o n  
r . 1 J r —

3
j u n t o  de d i s c i p l i n a ;
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- t o d a s  as d i s c i p l i n a s  o f e r e c i d a s  p e l o  D e ­

p a r t a m e n t o ,  (as que f o r a m  c o n s i d e r a d a s ) .

A  p r o p o r ç ã o  de a l u n o s  m a t r i c u l a d o s  q u e  c o n s e ­

g u i r a m  a p r o v a ç ã o  e m  ca d a  c o n j u n t o  de d i s c i p l i n a s  é:

w .
P = E -J- p. r = 1 , 2 , . . . , 1 0  (2.17)
r j e D  W  3 

j r r

A  p r o p o r ç ã o  de a l u n o s  r e p r o v a d o s  de D^  ê 1 -P r - 

P o r t a n t o  a e n t r o p i a  da a v a l i a ç ã o  dos a l u n o s  p o r  g r u p o  de d i s c i p l i ­

na e :

K = P log —  + (1-P_) log (2.18)
1 1 p L 1 - P

r r

on d e  K r e p r e s e n t a  a e n t r o p i a  da a v a l i a ç ã o  dos a l u n o s  de c a d a  g r u p o  

de d i s c i p l i n a .

A  t a b e l a  2.1 a p r e s e n t a  a e n t r o p i a  da a v a l i a ç ã o  

dos a l u n o s  dos 1 0  c o n j u n t o s  de d i s c i p l i n a s  c o n s i d e r a d a s  nos an o s  

de 1976 a 1980. São e x p r e s s o s  em p e r c e n t a g e m  os v a l o r e s  da t a b ela.

A  e n t r o p i a  m é d i a  de a v a l i a ç ã o  dos a l u n o s  nos 

c o n j u n t o s  de d i s c i p l i n a s  é:

1 0

K = Z W r Kr ; (2.19)
r = l

E s s a  e n t r o p i a  m é d i a  de a v a l i a ç ã o  o c o r r e  de 1977 

a 1979, t é n d o  um  d e c r é s c i m o  e m  1980 e m  r e l a ç ã o  ao ano a n t e r i o r .



T A B E L A  2.1

D I S C I ­

P L I N A S

E N T R O P I A  DE A V A L I A Ç Ã O

1976 1977 1978 1979 1980

M 1
0,779 0,815 0,816 0,827 0,81

m 2 ! 0,829 0,835 0,777 0,846 0,821

M 3
0,829 0,831 0,755 0,816 0,708

M 4
0,611 0,826 0,461 0,551 0,443

M
5

0,839 0,835 0,846 0,443 0,799

M
6

0,529 0,732 0,722 0,801 0,827

M
7

0,805 0,737 0,799 0,828 0,776

M
8

0,763 0 ,846 0,797 0,799 0,625

M
9

0,752 0,642 0,815 0,845 0,752

M
1 0

0,298 0 , 2 2 0,569 0,546 0,697

M É D I A 3390,33 4010,15 4525,9 6982,8 5545,4

C o m p a r a n d o  os d ados da t a b e l a  2.1 c o m  a p e r c e n  

t a g e m  de a l u n o s  a p r o v a d o s  e r e p r o v a d o s  o b s e r v a m o s  que s e r á  m ã x i  

m o  nos g r u p o s  o n d e  a p r o v a ç õ e s  e r e p r o v a ç õ e s  se e q u i p a r a r e m  em n u m e  

ro se r á  m e n o r  nos g r u p o s  on d e  p r e v a l e c e  o n ú m e r o  de a p r o v a d o s

o u  de r e p r o v a d o s .

2.3.2. U m a  M e d i d a  de A p r o v e i t a m e n t o

Pode ser m o s t r a d o  que a e n t r o p i a  de a v a l i a ç ã o  

do g r u p o  dê d i s c i p l i n a s  K n u n c a  p o d e  ser m e n o r  do que a e n t r o p i a  

m é d i a  H das d i s c i p l i n a s  de D^.

C o n s i d e r e  a difex^ença K ^ - H ^  u s a n d o  a d e f i n i ç ã o



de H : 
r

w .
H = Z -J-
r j e D  W 

J r r

H.
w.

j eD W 
J r r

p iog i -  + (1-p ) log ——

1 - P -

V H r = Pr lo® ~  + lo S —
: P r 1“V

-  z
w.
3

j e D  W  
J r r

p. log —  + (1 -p.) log — —  
p. J 1 -P-

u s a n d o  (2.17) temos:

_  w. , ,
K -H = Z - 1  p. ( l o g -----log — )

j e D r W r  ̂ ' P r Pj

w.

Z —3- (1-p. ) (log -----  - log ----- )
j e D  W 
J r r

1-P i-Pj

S i m p l i c a n d o  t e m o s :

K -H 
r r

w .
Z - 1

jeD^, W 
J r  r

p. 1~P-
p. log - 1  + (1 -p.) log ----3.
J p J !-P

C o n s i d e r a n d o  e m  p a r t i c u l a r  a e x p r e s s ã o

os c o l c h e t e s .

p. 1 -p.
I. = p. log - i  + (1-p.) log ----i
J J p J l_p

r r

D e V  ’

(2.18)

e n t r e

(2.19)
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Comparartdo c o m  (2.3), t e mos que L  é a i n f o r ­

m a ç ã o  p r e v i s t a  da m e n s a g e m  que t r a n s f o r m a  a p r o b a b i l i d a d e  a n t e ­

r i o r  (P r 5 l ~ P r ) 5 na p r o b a b i l i d a d e  p o s t e r i o r  ( p . , 1-p^ ) . T e m o s  que

I. = 0 se e s o m e n t e  se as duas c o m p o s i ç õ e s  são i d ê n t i c a s ,  e 

se são d i f e r e n t e s .  Se t o d o s  os a l u n o s  de u m a  d i s c i p l i n a  são a p r o ­

v a d o s  (pj=l), e n t ã o  1^ = - log P^. Se t o d o s  os a l u n o s  são r e p r o v a  

dos t e m o s  que 1^ = - log ( 1 - P ^ ) . A s s i m ,  q u a n d o  n u m  c o n j u n t o  de 

d i s c i p l i n a  p r e d o m i n a  a a p r o v a ç ã o ,  a p r e s e n ç a  de uma d i s c i p l i n a  on 

de t o d o s  os a l u n o s  são a p r o v a d o s  r e s u l t a  u m  b a i x o  v a l o r  I ^ - l o g P ^ ,  

m a s  se e m  uma d i s c i p l i n a  t o d o s  os a l u n o s  são r e p r o v a d o s  a u m e n t a

o v a l o r  I. = - log (1-P ).
3 r

E m  (2.18) os v a l o r e s  são t o d o s  p o s i t i v o s ,  a s ­

s im Kr - H r  é p o s i t i v o  e x c e t o  nas d i s c i p l i n a s  de que t e m  a m e s m a  

c o m p o s i ç ã o ,  o u  seja, K r -H r = 0. P o r t a n t o  a e n t r o p i a  m e d i a  das

d i s c i p l i n a s  de e no m á x i m o  i g u a l  a e n t r o p i a  de a v a l i a ç ã o  do 

c o n j u n t o  de d i s c i p l i n a s .  T e m o s  que c o n s i d e r a n d o  as d i f e ­

r e n ç a s  e n t r e  as c o m p o s i ç õ e s  de a v a l i a ç ã o  des s a s  d i s c i p l i n a s .  Qu a n  

do H ê m e n o r  que o m á x i m o  p e r m i t i d o  s e g u n d o  a c o m p o s i ç ã o  de D^, 

(K -H ) e uma m e d i d a  de a v a l i a ç ã o .
r r *

A  e n t r o p i a  K -H é m o s t r a d a  na t a b e l a  2.2. Os 
. . * r r

v a l o r e s  são g e r a l m e n t e  m a i o r e s  p a r a  os que t e m  os m a i o r e s  K . A 

e n t r o p i a  m e d i a  de a v a l i a ç ã o  dos a l u n o s  do D e p a r t a m e n t o  de M a t e m á ­

t i c a  ê:

10
2 . W  (K - H ) = K - H (2.20).

r=l
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T A B E L A  '2.2

D I S C I ­
100 (K

r - V

P L I N A S 1976 1977 1978 1979 1980

Mi 4,8 3,7 3,9 1 , 8 4,3

m 2 4,8 0 , 1 0 , 2 12,7 0 , 2

M 3
10,4 2,7 1,7 .1 , 1 3,1

M 4
0 , 0 0 , . 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0

M 5
1 , 6 3,1 6 , 2 0,5 3,3

M 6 , 2 , 6 3,0 5,8 0,3 0 , 3

M ? 5,8 0 , 1 0 , 1 0 , 1 0 , 1

M
8

1,9 4,7 1,7 0 , 1 0 , 1

M
9

0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0

M
1 0

0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0

MÉDIA' 211,61 1 3 1 , 7 2 19 0 , 2 3 963,16 179 , 76

Na t a b e l a  2.2 v e r i f i c a m o s  que os m e n o r e s  v a l o ­

res c o n s t a t a m  m a i o r  h o m o g e n e i d a d e  q u a n t o  ao n í v e l  do c u r s o  e dos a 

l u n o s  no g r u p o  de d i s c i p l i n a s .  A E n t r o p i a  M e d i a  de A v a l i a ç ã o  dos a 

l u n o s  do D e p a r t a m e n t o  e s t a  a p r e s e n t a d a  na ú l t i m a  linha. Ela d e c r e s  

ce em 1977, c r e s c e n d o  e m  1978 e 1979. Ela ê m á x i m a  em 1979 e d e ­

c r e s c e  n o v a m e n t e  e m  1980.

2.3.3. 0 A p r o v e i t a m e n t o  co m o  F u n ç ã o  da E n t r o p i a  de A v a l i a ç ã o  dos 

G r u p o s  de D i s c i p l i n a s

A  t a b e l a  2.3 a p r e s e n t a  K “H co m o  uma p e r c e n t a  

g e m  do c o r r e s p o n d e n t e  de c a d a  c o n j u n t o  de d i s c i p l i n a s .  Os d a d o s



v a r i a m  de u m  c o n j u n t o  a o u t r o ,  mas a p r e s e n t a m o s  nas duas u l t i m a s

l i n h a s  u m a  m e d i a  dos c i n c o  g r u p o s  c o m  m a i o r  e n t r o p i a  de a v a l i a ç ã o

K e o u t r a  m é d i a  dos c i n c o  g r u p o s  c o m  m e n o r  e n t r o p i a  de a v a l i a ç ã o  
r K - H '

K . Os d a dos sao o b t i d o s  das r a z o e s  m e d i a s  ------ -—  e m  p e r c e n t a -
r K

r
gem.

A  t a b e l a  m o s t r a  que em m é d i a  a r e d u ç ã o  da e n ­

t r o p i a  m é d i a  de a v a l i a ç ã o  das d i s c i p l i n a s  a t i n g e  2 ,1 % nos g r u p o s  

c o m  m e n o r  K r e a t i n g e  6 , 6 % nos g r u p o s  c o m  m a i o r  e n t r o p i a  de a v a l i a  

ç ã o ,

T A B E L A  2.3
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1 0  0 (K - H ) 
r r

K
r

DISCIPLINAS 1976 1977 1978 1979 1980

M 1
6 , 0 4,53 4 ,77 2,17 5 ,30

m 2 1 5,79 0 , 1 2 0,25 1 5,01 0,26

C
O 12,54 3 ,24 2,25 ■1, 34 4 ,37

0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0

M 5
1,9 3,71 7,32 1 , 1 2 4,13

M r
0

4,9 4,09 8,03 0,37 0,36

7 ’2
0,13 0,125 0  , 1 2 0,128

C
O 2 ,49 5,55 2,13 0 , 1 2 0,16

M 9
0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0

M 1 0
0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0

Grupos com:

Menor K 
r

1 ,478 1,75 2,108 0 ,325 0,9.

Maior K 
r

6 , 6 8 6 2,52 2,871 3,73 2,03
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2.4. 0  índ ice nao S i m i l a r

A p r e s e n t a m o s  o í n d i c e  não s i m i l a r  p e l o  seu fre_ 

q u e n t e  uso em  s o c i o l o g i a .  No e x e m p l o  a p r e s e n t a d o  a n t e r i o r m e n t e  a 

a p l i c a ç ã o  d e s s e  í n d i c e  r e s u l t a r i a  n u m a  c o m p a r a ç ã o  e ntre o n u m e r o  

de a l u n o s  a p r o v a d o s  em c a d a  d i s c i p l i n a  e o n ú m e r o  de a l u n o s  a p r o v a  

dos em cada. g r u p o  de d i s c i p l i n a .

Na n o s s a  n o t a ç ã o  t e m o s  que:

s i m a  d i s c i p l i n a ;

simo gru p o ;

Wj Pj - ê o n u m e r o  de a l u n o s  a p r o v a d o s  na i-ê-

W P - é o n u m e r o  de a l u n o s  a p r o v a d o s  no r-e- 
r r ^

w . p .
3 3

'w P
r r

- ê a r e l a ç a o  e n t r e  os a l u n o s  a p r o v a d o s

na j - e s i m a  d i s c i p l i n a  e os. a l u n o s  a p r o v a d o s  no r - e s i m o  c o n j u n t o  

de d i s c i p l i n a s .  A n a l o g a m e n t e ,  p a r a  os a l u n o s  r e p r o v a d o s  a r e l a ç ã o

w. (1 - p . )

W (1-P ) 
r r

—— , a s s i m  o í n d i c e  n ã o  s i m i l a r  de D ê dado por:

1
Z

2 jeD,

w .
3 p j

w .
3

(1 -

W
r P r

W
r (1 -

w .
_3 Ï 1

1  -
P 3

W
r

w
r

1  - P
r

( 2 .2 1 )

S e n d o :
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P •11
r

I-Pj p . d - p r ) - <i-P j )pr p . - P
y j r

1 -P
r P r (1- V

P (1-P ) 
r r

p o d e m o s  s i m p l i f i c a r  ( 2 . 2 1 ), o b t e n d o

w .
y _2 

^  W r

p . - P  
y3 r

2 P (1-P ) 
r r

( 2 .2 2 )

Se t o d a s  as d i s c i p l i n a s  de t e m  a m e s m a  c o m  

p o s i ç ã o  d^  = 0 (o v a l o r  m í n i m o ) .

Se n u m a  d i s c i p l i n a  t o d o s  os a l u n o s  são r e p r o ­

v a d o s  o u  t o d o s  são a p r o v a d o s  t e r e m o s  d = 1  (o v a l o r  m ã x i m o ) .

C h a m a r e m o s  de D ^ p a r a  o c o n j u n t o  de d i s c i p l i  

nas o n d e  t o d o s  os a l u n o s  são a p r o v a d o s  e D 2 p a r a  o c o n j u n t o  de 

d i s c i p l i n a s  o n d e  t o dos os a l u n o s  são r e p r o v a d o s ,  a s s i m  P j =l p a r a  

j e D ^  e P j = 0 p a r a  j e D ^ -  U s a n d o  (2.22) temos:

w .
( l - pr > r

3 £ D.

3
w .
3+ P £

■ , W  r j e D  0 W 
rl r J r 2 r

(2.23)

2 P (1 - P ) 
r r

w .
M a s  £ (-^-) e i g u a l  a P p a r a  j e D rl e (1 - P )

j W  r
J r

p a r a  j e D ^ *  Logo:



.Portanto: d = 1 
S  r

2 . 4-. 1. A p l i c a ç ã o  P r á t i c a  do í n d i c e  não S i m i l a r

S e j a  P a p r o p o r ç ã o  de a l u n o s  a p r o v a d o s  em t o ­

das as d i s c i p l i n a s  do D e p a r t a m e n t o  de M a t e m á t i c a  c o n s i d e r a d a s  a n ­

t e r i o r m e n t e  .

10
P = • E w . p . 

j = l 3 3
(2.24)

C o n s i d e r a n d o  as a p r o v a ç õ e s  e r e p r o v a ç õ e s  m é ­

dias n o s  1 0  c o n j u n t o s  de d i s c i p l i n a s  c o m o  foi d e f i n i d o  em  ( 2 . 2 0 ) 

e (2.18) temos:

K - H  =
10 
Z . £ w .

r = l  j e D  -1

P • l -p •
p log - 1  + (l-p.) log — - 1  

J P J 1-P
(2.25)

A  e x p r e s s ã o  e n t r e  os c o l c h e t e s  p o d e  ser da

f o r m a  s e g u i n t e  :

p. l-p.
p log - 1  + (l-p.) log ---- 1  _

P J 1-P

P . 1-P
p. log —  + (l-p.) . log -----
J P J 1-P

e n t ã o  (2.25) se r á  e s c r i t a  assim:
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N
K - H  = Z w. 

j=l 3

p. 1 -P-
p. log — 1  + (1 -p.) log ----1

1-P

10
Z

r=l
W

P 1 - P
P log —  + (1-P ) log -----

P 1-P
(2.26)

Is t o  m o s t r a  que o a p r o v e i t a m e n t o  m e d i o  nos con 

j u n t o s  de d i s c i p l i n a s  ê i gual à d i f e r e n ç a  de d o i s  o u t r o s  v a l o r e s  

o b t i d o s ,  s e ndo um  d e l e s  a c o m p o s i ç ã o  da a v a l i a ç ã o  de t o d a s  as N 

d i s c i p l i n a s  do D e p a r t a m e n t o ,  e o o u t r o  v a l o r  é a c o m p o s i ç ã o  da a- 

v a l i a ç ã o  dos 1 0  c o n j u n t o s  de d i s c i p l i n a s  (em r e l a ç ã o  ãs disciplinas 

do D e p a r t a m e n t o ) .

A g o r a  a p l i c a n d o  o í n d i c e  n ã o  s i m i l a r

N
Z w. 

j=l 3

p . - .

2 P(l-P)

10
y W
i 1 r = 1

P -P 
r

2 P( l - P )

(2.27)

e m  (2.26), o b t e m o s :

10
Z W 

r= 1
d

r r

Z w . 
10 j e D  D 
s _— í;----

r=l

p . -P 
* 3  r

2 P (1-P ) 
r r

(2.28)

Comparando (2 .-27) e (2.28), c o n c l u i m o s  q u e  n ã o  

e x i s t e  u m a  r e l a ç ã o  que e x p r e s s e  u m a  'delas e m  f u n ç ã o  das o u t r a s  

duas e x p r e s s õ e s ,  o que e uma d e s v a n t a g e m  no uso do í n d i c e  não" si~
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milar, A  d i f e r e n ç a  a b s o l u t a  e. o m a i o r  o b s t á c u l o  p a r a  d e c o m p o s i ç õ e s  

s i m p l e s  c o m o  (2.26).

0  ín d i c e  n ã o  s i m i l a r  e l i m i t a d o  a duas a l t e r n a  

tiv a s ,  (alunos a p r o v a d o s  e a l u n o s  r e p r o v a d o s  c o n f o r m e  o e x e m p l o  da 

do). C o n s i d e r a n d o  que a e n t r o p i a  (2.18) p o d e  ser e s t e n d i d a  a um 

g r a n d e  n ú m e r o  de a l t e r n a t i v a s , o uso do que a a p l i c a ç ã o  do í n d i c e  

n ã o  similar.

í

2.5. A  P r e c i s ã o  na D e c o m p o s i ç ã o  P r e v i s t a

Uma a p l i c a ç ã o  da i n f o r m a ç ã o  (2.4) ê no c a s o  de 

uma d e c o m p o s i ç ã o  ser p r e v i s t a  uma o u  m a i s  v e z e s  c o m  a f i n a l i d a d e  

de o b t e r  m a i o r  p r e c i s ã o .  A  d e c o m p o s i ç ã o  p r e v i s t a  ê r e p r e s e n t a d a  

p o r  u m  c o n j u n t o  de p r o b a b i l i d a d e s  a n t e r i o r e s  e a d e c o m p o s i ç ã o  o b ­

s e r v a d a  é r e p r e s e n t a d a  p o r  u m  c o n j u n t o  de p r o b a b i l i d a d e s  p o s t e r i o ­

res.

2.5.1. D e s c r i ç ã o  de u m  E x e m p l o  de C o n s u m o  s e n d o  O b s e r v a d a  a I n t e n - 

ção-*S-

U ma p e s q u i s a  foi f e i t a  c o m  o o b j e t i v o  de s a b e r

da p r e t e n ç ã o  das p e s s o a s  em o b t e r  u m  d e t e r m i n a d o  o b j e t o  n u m  c e r t o  
Ji

p e r í o d o  de tempo. As r e s p o s t a s  p o d e m  ser: a f i r m a t i v a s ,  n e g a t i v a s  

o u  i n c e r t a s  . . .

A p õ s  um  a n o  da p r i m e i r a  p e s q u i s a  f a z - s e  uma no 

va p e s q u i s a  p a r a  v e r i f i c a r  se as m e s m a s  p e s s o a s  r e a l i z a r a m  a sua 

i n t e n ç ã o  e x p r e s s a  na p e s q u i s a  a n t e r i o r .
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A s  p e s q u i s a s  r e v e l a m  do.' s t i p o s  de c o m p o r t a m e n

I
to. Os d a d o s  o b t i d o s  i n d i c a m  que as p e s s o a s  a p e s a r  de p r e t e n d e r e m  

a d q u i r i r  o o b j e t o  n ã o  o c o m p r a r a m ,  e v i c e - v e r s a .

2.5.2. I n f o r m a ç ã o  R e l a t i v a  de uma D e c o m p o s i g ã o  P r e v i s t a

0  o b j e t i v o  da o b s e r v a ç ã o  é p r e v e r  como m u i t a s  

p e s s o a s  r e a l m e n t e  a d q u i r e m  u m  d a d o  objeto. S e j a  p a propoi-ção p r e ­

v i s t a  de o b j e t o s  a d q u i r i d o s  e seja 1 -p a p r o p o r ç ã o  p r e v i s t a  de o b ­

j e t o s  n ã o  a d q u i r i d o s .  C o n s i d e r e  q p a r a  a c o r r e s p o n d e n t e  p r o p o p ç ã o  

o b s e r v a d a  de c o m p r a s  e 1-q p a r a  não c o m p r a s  e seja a informação (2,3).

I 9 (Q:P) = q log ^  + ( 1 -q) log i—â

P 1-p

A  f u n ç ã o  (2.3) p o d e  ser i n t e r p r e t a d a  c o m o  a in 

f o r m a ç ã o  r e l a t i v a  da  d e c o m p o s i ç ã o  p r e v i s t a  (p,l-p). C o n s i d e r a m o s  a 

p r o p o r ç ã o  p r e v i s t a  c o m o  a p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  e a p r o p o r ç ã o  o b ­

s e r v a d a  co m o  a p r o b a b i l i d a d e  p o s t e r i o r ,  e n t ã o  (q,l-q) ê a p r o b a b i ­

l i d a d e  p o s t e r i o r  da p r o b a b i l i d a d e  a n t e r i o r  (p,l~p). Q u a n d o  as p r o ­

p o r ç õ e s  p r e v i s t a s  e o b s e r v a d a s  são p ^ , p 2 , . . . sp n e q ^ , q 2 , . . » sq n res 

p e c t i v ã m e n t e , (2.3) p o d e  ser e s t e n d i d o  para:

n q .
I (Q :P ) = E q i log —  (2.29)

í
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2.5.3. E x e m p l o  P r á t i c o  de I n f o r m a ç ã o  R e l a t i v a  de u m a  D e c o m p o s i ç ã o

Is

A  t a b e l a  2.4 foi o b t i d a  a t r a v é s  de p e s q u i s a s  

f e i t a s  t r i m e s t r a l m e n t e  d u r a n t e  d e t e r m i n a d o  tempo. F o r a m  f e i t a s  19 

o b s e r v a ç õ e s  e f o r a m  a v e r i g u a d a s  as i n t e n ç õ e s  das p e s s o a s  e m  a d q u i  

r i r  um c a r r o  nos p r o x i m o s  6 meses.

T A B E L A  2.4

I N T E N Ç Ã O
C O M P O R T A M E N T O

Não Compraram Compraram Total

Não C o m p r a r i a m 0 ,849 0,068 0,917

C o m p r a r i a m 0 ,051 0,032 0,083 !

T o t a l 0 >900 0 , 1 0 0 1  ' I
1

As o b s e r v a ç õ e s  l e v a m  a 19 v a l o r e s  i n f o r m a ç ã o  

r e l a t i v a ,  u m  p a r a  c a d a  o b s e r v a ç ã o .

V e r i f i c a m o s  p e l a  T a b e l a  2.4 q u e  a p r o x i m a d a m e n

i . i 
te 4 0% dos que p r e t e n d i a m  c o m p r a r  um  c a r r o  o f i z e r a m ,  e 7,5% dos

que n ã o  t e n c i o n a v a m  c o m p r a r  t a m b é m  a d q u i r i r a m  u m  carro. Se e s t a s

p e r c e n t a g e n s  (40% e 7,5%) são c o n s t a n t e s  o b t e m o s  uma p r e v i s ã o  da
I

et a x a  de c onsumo. E s c r e v e r  x^ p a r a  os q u e  p r e t e n d i a m  c o m p r a r  

1- x ^  p a r a  os que não p r e t e n d i a m .  A  c o r r e s p o n d e n t e  t a x a  ê i g u a l  a:

0 , 4 x t + 0 , 0 7 5 ( l - x t ) = 0,075 + 0 , 3 2 5 x t , (2.30)

A  c o n d i ç ã o  na p r á t i c a  não ë f á c i l  de a p l i c a r

, h



m as p o d e  ser u s a d a  como uma a p r o x i m a ç a o  p a r a  a t a x a  de con s u m o .

A  i n f o r m a ç ã o  m é d i a  r e l a t i v a  d esse m é t o d o  é 

m o s t r a d a  na 2- l i n h a  da t a b e l a  2.5. 0 v a l o r  m o s t r a d o  na p r i m e i r a  

l i n h a  dessa, t a b e l a  é a m é d i a  a r i t m é t i c a  das 19 i n f o r m a ç õ e s  relati_ 

vas .

T A B E L A  2.5

M É T O D O  P R E V I S T O 19 O B S E R V A Ç Õ E S
15 Ú L T I M A S  

O B S E R V A Ç Õ E S

I n t e n ç ã o  i n i c i a l  (x^) 0, 2341

M é t o d o  (2.30) 0,0764 0 , 0 6 5 2

T a x a  M é d i a  de c o n s u m o 0,2868

a p o s  u m  t r i m e s t r e  (2.32) 0 ,0475

A p o s  dois t r i m e s t r e s  (2.33) 0 , 0 3 7 1

A p o s  três t r i m e s t r e s  (2.34) 0 ,0243

É i n t e r e s s a n t e  o a p e r f e i ç o a m e n t o  do método "in 

t e n ç ã o  i n i c i a l " .  E l e  é i n t e i r a m e n t e  p o s s í v e l  a i n d a  que as p r e v i ­

sões' a s s i m  m o d i f i c a d a s  s e j a m  d e s p r e z í v e i s .

Se a i n f o r m a ç ã o  m é d i a  r e l a t i v a  c o r r e s p o n d e n t e  

ao m e t o d o  t a x a  m e d i a  de c o n s u m o  for m e n o r  ou i g u a l  a do procedimen 

to (2.30), o uso d e s s e  ú l t i m o  m é t o d o  t o r n a - s e  i n a d e q u a d o .  A  te r -  

c e i r a  l i n h a  da t a b e l a  2.5 m o s t r a  que e s s e  nao e o caso. O b s e r v e ,  

t a m b é m  que o m é t o d o  " i n t e n ç ã o  i n i c i a l "  d e u  u m  r e s u l t a d o  sõ um  p o u  

co m e l h o r  do que o da t a x a  m é d i a  de c o nsumo.
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2.6. I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  p o r  uma R e v i s ã o  P r e v i s ã o

S u p o n d o  q u e  a d e c o m p o s i ç ã o  ( q ^ , q ^ , . . • ,qn ) ê 

p r e v i s t a  ,para ( p ^ , p 2 , . . . jPr ) e que e m  a l g u m a  e t a p a  ma i s  t a r d e  a

p r e v i s ã o  ê r e v i s a d a  p a r a  um n o v o  c o n j u n t o  de p r o p o r ç õ e s

í
p ^ , p £ , . . . ,pn . A  i n f o r m a ç ã o  r e l a t i v a  o r i g i n a l  é I(Q:P) como foi de 

f i n i d a  e m  (2.29) e o n o v o  v a l o r  ê I ( Q : P ' ) ,  s e n d o  s u b s t i t u i d o  os 

p ^  e m  (2.29) p o r  p|. Se a n o v a  p r e v i s ã o  é m a i s  e x a t a  do que as a n  

t e r i o r e s , I (Q :P ') deve ser m e n o r  do qüe I(Q:P). P o r t a n t o  a d i f e ­

r e n ç a  :

1I

n q . n q .
I ( Q : P ) - P ( Q : P ' ) = Z q. log —  - Z q. log —

i=l p. i=l P!

n p!
= Z q. log —  (2.31)

i = 1  1  p .

A  d i f e r e n ç a  a c i m a  é c h a m a d a  de I n f o r m a ç ã o  A -  

p e r f e i ç o a d a  da R e v i s ã o  P r e v i s t a  e ê n u l a  q u a n d o  p^ = pj c o n s i d e r a  

dos p a r a  c a d a  i, m a s  e s t a  ê u m a  c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  e não u m a  c o n  

d i ç ã o  n e c e s s á r i a .  0  v a l o r  m á x i m o  de uma i n f o r m a ç ã o  a p e r f e i ç o a d a  

I (Q :P ) ê o b t i d o  de uma r e v i s ã o  p r e v i s t a  exata. 0  a p e r f e i ç o a m e n ­

t o  p o d e  ser n e g a t i v o ,  o que i n d i c a  que a r e v i s ã o  n ã o  a p e r f e i ç o o u  

m a s  sim d e t e r i o r i z o u  a i n f o r m a ç ã o .

V o l t a n d o  a g o r a  ao e x e m p l o  a n t e r i o r  de c a r r o s  

c o m p r a d o s  t e m o s  que a t - ê s i m a  o b s e r v a ç ã o  nos dá a t a x a  p r e v i s t a  

x t e p a r a  o m e s m o  p e r í o d o  a t a x a  de c o n s u m o  o b s e r v a d a  e y o r i g i -



n a d a  da ( t + 4 ) - e s i m a  o b s e r v a ç ã o .

Ura t r i m e s t r e  ap o s  ao t - e s i m o  e x a m e  ..temos
J

c o m o  s e n d o  a t a x a  de c o n s u m o  que se r á  u t i l i z a d a  p a r a  a p e r f e i ç o a r  

(2.30). U s a m o s  p e s o s  p r o p o r c i o n a i s .

-  y+ O + -  (0,075 + 0 , 3 2 6 x . ) ( 2.32) 
i+ 4  T

1 , í

o n d e  — d e v e - s e  ao  f a t o  ! das o b s e r v a ç õ ê s  s e r e m  f e i t a s  t r i m e s t r a l m e n  

t e  d u r a n t e  u m  ano. A p o s  dois t r i m e s t r e s  u s a m o s  y ^ _ 2  em vez de

y 3 . Como y 2 e y^ 3 s^° dois t r i m e s t r e s  a u m e n t a m o s  o p e s o  p a r a

1

2

-  y + 9 + ~  ( 0 , 075 + 0 , 32 5x ) ( 2 . 33)
2 T 2 . t

A p o s  t r ê s  t r i m e s t r e s  u s a m o s  y ^ _ j  0  <lue nos dá

-, 3 
um  p e s o  i g u a l  a — .

4

-  y , -| + -  (0 ,075 + 0 , 325x. ) ( 2 . 34)
4 4 T

As i n f o r m a ç õ e s  m e d i a s  r e l a t i v a s  aos p r o c e d i ­

m e n t o s  (2.32), (2.33), (2.34) são m o s t r a d a s  n a  ú l t i m a  c o l u n a  da 

t a b e l a  2.5.

Os r e s u l t a d o s  i n d i c a m  q u e  as s u c e s s i v a s  t a x a s  

de c o n s u m o  o b t i d a s  y^.g» ^ t - 2  6  ^ t - 1  s^° r e a lm e n '*:e i n f o r m a ç õ e s  re 

f e r e n t e s  a y^.



2.6.1. D e c o m p o s i ç ã o  da I n f o r m a ç ã o  R e l a t i v a  e a I n f o r m a ç ã o  Aperfe|l -

c o a d a  I 
j á— ---------- |

|

í

A  d e c o m p o s i ç ã o  (2.15) e v a l i d a  t a m b é m  quando: a 

i n f o r m a ç ã o  p r e v i s t a  I(Q:P) ê i n t e r p r e t a d a  c o m o  uma i n f o r m a ç ã o  r e l a  

t i v a  p r e v i s t a  de n c o t a s  gastas. A  d e c o m p o s i ç ã o  ê e n t ã o  u m a  c o m b i ­

n a ç ã o  de p r o d u t o s  e m  G g r u p o s  de p r o d u t o s  e I(Q:P) é a i n f o r m a ç ã o
" j

r e l a t i v a .  I (Q:P) e a m e d i d a  r e l a t i v a  nos g - é s i m o s  g r u p o s ,  (g-1,2^.. 

...,G). T e m o s  que I (Q:P)=0 se e s o m e n t e  se o g a s t o  p r e v i s t o  de ca 

da p r o d u t o  do g - ê s i m o  g r u p o  ê c o n s i d e r a d o  c o m o  uma p a r t e  do g a s t o  

t o t a l  do grupo. ;

O b s e r v e  que o p e s o  de I (Q:P) n a  d e c o m p o s i ç ã o
g

é Q , a co t a  o b s e r v a d a  g a s t a  do grupo. i
g

A  i n f o r m a ç ã o  a p e r f e i ç o a d a  (2.31) p o d e  s e r  u s a ­

da s i m i l a r m e n t e .  j

G R '

I 0 (Q :P ) " I n ^ Q : P’> = ^ T log - Ê  3 (2.35)
fí=l g  R _

' . - • -
o n d e  R = E p !, e no  g - e s x m o  g r u p o  e

q . p !/ R 1

I (Q:P) - I (Q : P 1 ) = E —  log — ---&  g = l , 2 , . . . , G  (2.36)
g g ieS T P . / R

g g i S

P o d e - s e  v e r i f i c a r  que s o m a n d o  a (2.3 5) u m a  m é ­

dia p r o p o r c i o n a l  das G e x p r e s s õ e s  (2.36) c o m  p e s o s  Q , , Q „ , . . . , Q  o b
«L ’ ^

t e m o s  I(Q:P) - I (Q :P *) que e a i n f o r m a ç ã o  r e l a t i v a  d e f i n i d a  em



U m  e x e m p l o  de c o t a s  g a s t a s  foi d a d o  p o r  T h e i í  

e m  1971. N e s t e  e x e m p l o  é a p r e s e n t a d a  a c o t a  g a s t a  de q u a t r o  g r u -

cl
p o s  de p r o d u t o s  em  17 o b s e r v a ç o e s  f e i t a s  a n t e s  da 2- g u e r r a  m u n ­

di a l  e 14 ap o s  a g u e rra.

No e x e m p l o  c i t a d o  ac i m a ,  T h e i l  fl92 mostra que 

I q (Q:P), a i n f o r m a ç ã o  r e l a t i v a  e n t r e  os g r u p o s  a l i m e n t o s  e os g r u  

p o s  n i o  a l i m e n t o s  é s e m p r e  m e n o r  do que I ( Q : P ) ,  a i n f o r m a ç ã o  m e ­

d i a  r e l a t i v a  de d e manda.



C A P Í T U L . O  3

J

M E D I D A S  G E N E R A L I Z A D A S  D A  I N F O R M A Ç Ã O  COM N R E V I S Õ E S

N e s t e  c a p í t u l o  a p r e s e n t a m o s  g e n e r a l i z a ç õ e s  do 

t r a b a l h o  a p r e s e n t a d o  p o r  S h a r m a  e M i t t a l  [13] u s a n d o  a m e d i d a  de 

I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  p a r a  N r e v i s õ e s  (1.36) o b t i d a  p o r  T a n e j a  

e A r o r a  [17].

„ • I n i c i a l m e n t e  g e n e r a l i z a m o s  os t e o r e m a s  1 e 2

do c a p í t u l o  1. A  s e g u i r  a p r e s e n t a m o s  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  e p r o p r i e  

d a d e s  das - g e n e r a l i z a ç õ e s  o b t i d a s .

3.1. I n f o r m a ç ã o  P r ó p r i a  n ã o  A d i t i v a

Seja a o c o r r ê n c i a  de u m  e v e n t o  x, a s s o c i a d o  a 

d u a s  p r o b a b i l i d a d e s  p e q r e s p e c t i v a m e n t e .  C a r a c t e r i z a m o s  a s e ­

g u i r  I ( p , q , r ^ , . . . » r ^ ) , a m e d i d a  de i n f o r m a ç ã o  p r ó p r i a  sob a n ã o - a  

d i t i v i d a d e .

T e o r e m a  1 : Se u m a  f u n ç ã o  I ( p , q , r ^ , . . . ,r^) s a ­

t i s f a z  os s e g u i n t e s  axi o m a s :

A^: I ( p , q , r ^ , . . . ,rjj) ê c o n t í n u a  e m  (0 ,1 ]

I
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t?

V

A 2 : I ( p lP 2 ,qlq 2 ,^ll r’2 1 ’r 12r 2 2 5 • * * ’r lNr 2 N )



= I *p l ,^ l » r ll'*r 12 * * ‘ * ,rl N ) + I (p2 ,q2 ,r2 1 ’r 22 * ' ’ * ,r 2 N )

+ ̂ K p ^ > clj>r'2 2 ,r12 5 * * * ,^'xN^^’^P 2 ,q2 , '̂2 1 , '̂2 2 , ’ * * ,r2N^ 5

para todos os P x >P2 >^2,rl l ,r1 2 ’’* * ,rl N r 2N e (0,11

com X i 0

i

A - = ( 1 ,1 , . . . , 1 , - ) = 1 (1 ,1 , . . . , - , l ) = ____ - 1 (1 ,1 , - , . . . ,1 )=~
2 2 2 N

A u : I ( l , - , i , . . . ,i)=0
2 2 2

A r : I (—,1,—, 1 , . . . , 1 ) = -
S 2 2 N

então:

Tf' •  ̂ ( 2 "Y - 1 )I( p ,q,r >1 ,r9 , . . . ,rM ) = ---------
x iN N

Y * 0,

P r o v a :

Seja I ( p , q , r 1 5 r 2 , . . . ,rN )

= f ( p , q , r ^ , r 2 , . . . , r ^ ) , e n t ã o  de A

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

, temos:



t **

f <PlP2'»(llq 2 » r l l r 2 1 * r 1 2 r 22* ’ *"* , r l N r 2 N )

f(P]_»Q^>r’̂^ í r ]_2 , , ' * ,ri N ^ + ' ^ ^ 2 ,q 2 ’:r2 1 ’:r2 2 ’'’’’r 2 N^

+Xf (P^ >q^ ,rii » r>i2 * * * * *r lN  ̂ ^ P 2 ,q2 ’r>2 1 ,r'22, * ' * ,r'2N^ (3.7)

c o m  X i 0

ou

1 + X f  (p 1 p 2 ,q 1 q 2 ,r 1 1 r 2 1 ,r 1 2 r 2 2 , . . . >^’1 Nr 2 N )

-  [ l " * ' ^ f ( p - ^ 5 <1 ^ 5 r ’- ^ ^ j r , - ^ 2 5  . . . j T  [ l  +  X f ( p 2  , q 2  ,  r 2 1  , r 2 2  ’ * ‘ ‘ , r 2 N ^  *

s e n d o  X i 0 • 

o u  seja:

47

F ( p 1 p 2 ,q 1 q 2 >r 1 1 r 2 1 ,r 1 2 r 2 2 , . . • >r’1 NJ 2 N )

“F ^ P l > q l > r l l , r l2 » • • • »r i N ^ ^ P 2  >q 2 ’r 2 1 , r 2 2 ’‘ * ‘ , r 2 N ^  ( 3 . 8 )

o n d e

F(pl’qÍ ’r ll*r 12 * * * ' ’riN) = 1 + Xf (pl ,ql ,r’ll ,r12 » ' ' * ,rlN)

As s o l u ç o e s  g e r a i s  c o n t í n u a s  da e q u a ç ã o  f u n -  

eiêsrial (3.®) eão d a das por:

■n/ . a 8 ^ 1  ^N
F  5 Q  > » ̂ *2 » * • • S ^“P q 5 ^ ' - | ^ > * » > J^’jsj > ( 3 . 9 )



\
\ 48

o n d e  a > 0 , $, são c o n s t a n t e s  a r b i t r á r i a s .

Como :

t e m o s  que:

. . .. a 8  Y 1  Y r
1 + X f ( p , q , r 1 ,r2 s . . . ,rN )=p q°r1 ... r ^

e n t ã o :

mas p o r  Ag

-  = 1 (1 ,1 , . . . ,l,i)
N 2

X - í1  ̂ i— = (—) - 1 , o u  seja
N 2 .

[
) =

p ctq 6 r ^ 1
N -í

r N - 1

Ia 1 B lYl ( | )
Y N

- 1

-Y N
X = N(2 1 - 1).

L o g o :

i ( p » q » r 1 ,r2 ,.
’V  =

Y
1 a 3 1
p q

N
N

-Y N
N ( 2 1 - 1 )

(3.10)
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A i n d a  p o r  A 3

, Y N-1
1  1  ... (~) - 1

1 “ 1  2  
i  = I(l,l,l,...,± ,l) = ------ :-------------------
N 2 -Y •

N ( 2 N - 1)

' Y m  ”̂ N - 1
2  - 1  = 2 w - 1

l o g o  Y N = Y n - í = Y

P o r t a n t o  u s a n d o  A^ s u c e s s i v a m e n t e  o b t e m o s

y 1 = Y 2 = ----  = Y N = Y

U s a n d o  A^ t e m o s :

■i8  i Yl i Yn 
1  <i) (4) ... (4) - 1

0  = 1 (1 ,- A . . . ,±) = ----------- :---- ■-------------------

2 2 2 - y n ■'*
N ( 2  N - 1 )

S e n d o :

Yi = Y 2 = ... = Y N = Y

2 _e 2 _Y ... 2 ~Y - 1  = 0 , logo S = -Ny

P o r , A ^  temos:

~ o Y-, Y Y
1 1  2 N

, , (i) 1 (i) 1 . . . 1 - 1
-  = I ( - , l , - , l ,  . . . ,1 ) = — -------------------------------------
N 2 2 -Y ■

N ( 2  w - 1 )
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C o m o  Y 1  = Y 2 = ••• = Y n = Y? te m o s :

N N ( 2 _ Y - 1)

P o r t a n t o :

^

3.2. M e d i d a s  G e n e r a l i z a d a s  de I n f o r m a g ã o

'C o n s i d e r e m o s  as m e d i d a s  não a d i t i v a s  c o m o  uma 

m é d i a  g e n e r a l i z a d a  da i n f o r m a ç ã o  p r ó p r i a  I ( P ; Q ; R ^ : . . . ; R ^ ) , c o m  pe 

sos c o m o  f u n ç õ e s  das p r o b a b i l i d a d e s ,  isto é:

1 ( P ; Q ; R 1 ; . . . ; R n ) = ç ' 1

o n d e  (J) é u m a  f u n ç ã o  c o n t í n u a  e s t r i t a m e n t e  m o n ó t o n a .  A  f u n ç ã o  <|> 

e m  (3.11) de v e  s a t i s f a z e r  a c o n d i ç ã o :

I ( P U ; Q V ; R 1 S 1 í . . . . ; R n Sn ).

= I ( P í Q ; R 1 ; . , . . ; R n ) + I ( U ; V ; S 1 ; . . . . ; S n )

n

(3.11)
n
Z f(p.)

4 - 1

( 2^ - 1 )

N

- 1

N
7T

K = 1

Y

- 1

. - q
N

, Y * 0

+ ' N ( 2 " Y - 1 ) I ( P ; Q ; R 1 ;---- ;RN ) I ( U ; V j S - ^ ----- ;SN ) (3.12)
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onde: U = {u> , V = {v}, = { s 1 > , . . . , S N = { }

te t e o r e m a :

C o n s i d e r a n d o  f ( x ) = x ,  c a r a c t e r i z a m o s  o s e g u i n -

T e o r e m a  ,2 :

A  informação generalizada contínua I(P,Q,R^, ... »R^) 

d a d a  e m  (3.11)^ p a r a  f ( x ) = x ,  c o m  d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  

P»Q »^2. * 4 * * *^N ® ® ^ d o  P = (p^ jP 2 í • • • * ' * ,qn^ ’

^ 1 = ̂ r ii ,r,i 2 9 * * * ,rln^ * * * * ’̂ m = >r M 0 »• • • >r Mn ̂ eN NI * N2 N n ‘

n , n n
£ p. - £ q . - E r. i 

i = l 1 i=l 1 i = l 11

n
E r 

i = l
iN

1  c o m  p^  0 ,

>  0 ; r ^ i  .0 , > 0 » i = l , 2 ,...,n, s a t i s f a z e n d o  a n ã o  a

d i t i v i d a d e .  (3.12) p o d e  ser e x p r e s s a  s o m e n t e  p o r  u m a  das s e g u i n ­

tes formas: V*

n

Y £ p. log 
i = l 1

N
7T r, 

k = l i
N

- i

N ( 2 " Y - 1)

(3.13)

n
E p,

N
tt r, 

i -| k . 
k= l  i

o-l

1 N
1 - 1  \ q.

a - 1

- 1

N ( 2 " y -1)

(3.14)



P r o v a  ;

T e m o s  de (3.12) que

I Í P u j Q v j R ^ S i i .  . .

52

N'

■^CXÍPjQ jR i J. * * ’ SN^

o n d e  C = N ( 2“Y -1)

P e l o  t e o r e m a  1, t e m o s  que

H p s q j r ^ i . . . ;rN > =
(2 y - l ) ~ 1

N

N
TT r 

k=l

y

k
- 1 (3.15)

Usando- (3.11) e (3.15) temos:

4>
- 1

n ■
E P: 

i = l ‘

N

n r k sk 
k = l i *

Y

(u^v)
N

- 1

= 4>
- 1

n

N
TT r.

k = l i
N 

u .
X

Y

- 1

N
TI S, 

k=l

N

Y

- 1

C
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+ C4>
- 1

r N Y
•

. N \ Y
k

n
E p . 0

i = l 1
.

f “ > > '

) l

M 
\

CO

1—
1 

fc= 
IIM

L

►
V N
\ v ./

C
C >

o u  seja:

4>-l

n

2  P i *  
i = l 1

N
Y ■*

11 r k Sk 1 
k = l  i K 1

» (U i v ) N / « ; *

_ * - 1

n
l p . <|> 

i = l 1

N
■n r, 

k = l  i

u ■
N

- 1

N
TT' S 

k =l J
N

- 1

N
TT S.

k =l J

Y

V
N

ou

C

(3.16)

u , v , s 1 ,
* ,SN

n

E Pi'5'* •» X
i = l

N
TT r

k = l i
N 

u . 
i /

Y

- 1

= 4> (3.17)
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o n d e

N Y

U j V j S p .
’N

( 4 P * - )
- 1

N
TT r, s,

, , k . k 
k=l ï

Y

- 1

(u^v)
N

, (3.18)

E x i s t e  u m a  r e l a ç ã o  l i n e a r  e n t r e  $ e 

V.. (ref. a H a r d y ,  L i t t l e w o o d ,  e P o l y a  [20]),
N

S e n d o  :

x =

N
tt r, 

k = l  *i

N
U i

e y =

: N ■ 
ïï s, 

k = l J

v
N

■ut

e n t a o :

= A < y H ( iT i ) + BCy) *
(3.19)

o u  seja:

g ( x y )  = A ( y ) g( x )  + B(y) (3.20)
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o n d e

g (x) = <|> ( ílli ^ (3.21)

o u  G ( x y ) = A ( y ) G ( x ) + G ( y ) * (3.22)

on d e  G ( x ) = g ( x ) - g ( l )  (3.23)

VI

P o r  s i m e t r i a  temo.g :

G ( x y ) = G ( y x ) ,  logo 

A ( y ) G ( x ) + G ( y ) = A ( x ) G ( y ) + G ( x ) ,

d e s t a  f o r m a  temos:
I

G(x) [ A ( y ) - l ] = G ( y )  [A(x)-l"J (3.24)

is t o  S

,'v*

2 i í i _  = ... = c o n s t a n t e

A ( x )-1 A ( y )-1

C o n s i d e r a m o s  dois casos:

1) A( x )  - 1 = 0

2) A( x )  - 1 * 0

1? C a s o : Q u a n d o  A ( x ) - 1 = 0 ,  i m p l i c a  que A ( x ) = l ,  

e n t ã o  (3.22) r e d u z - s e  a

G ( x y ) = G ( x ) + G ( y )  (3,25)
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A  s o l u ç ã o  g e r a l  de (3.25) e d a d a  por:

G(x) = A  log X, x > 0  (ver A c z é l  [2])

C o n s i d e r a n d o  g ( l ) = a  e u s a n d o  (3.21) e (3.23)

t e mos

Y * 0 > (3.26)

c o m o  C = N ( 2 7 - 1 ) ,  e n t ã o

J - l

N ( 2 ~ Y -1)

= a + A  log x

= a + — log 

Y

1  +
x 1

N ( 2“Y -1)

N ( 2 ~ Y -1)

f a z e n d o  x =
x Y -l

N ( 2 " Y -1)

, o b t e m o s

<j> (x) = a + -  log [ l + x N ( 2 ~ Y - 1  )J 

Y

Y i 0 (3.27)

F a z e n d o  f ( p ^ ) = p ^ ,  a e x p r e s s ã o  (3.11) p o d e  ser

e s c r i t a  d e s s a  forma:
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n

. p i * ,[I ( p i ’q i ’r i l ’-’ * ,ri N ) ]
i = l

n

Z P, 
i = l '

n
= £ P i4, [ I ( p i > q i ,ri;L, . . . , r i N )]

1=1

n
s e n d o  q u e  Z p . = 1  

i = l 1

C o n s i d e r a n d o  o v a l o r  de <}>(x) da d o  em (3.27),

t e m o s :

A A  i a + — log

Y

1 + I ( P ; Q ; R 1 S . . . ,RN ) N ( 2 ~ Y -1)

n
Z p. 

i = l 1
a + - log [l+I>(Pi »qi »ril, • • • ,riN)N(2~Y -l)J

Y

a + -  log [ 1 + I ( P , Q , R 1 , . . . ,RN ) N ( 2 " Y - 1 ) ^

= a +

Y

n
E P i  log [ 1 + I ( p i ,q. ,ri:l,

n
= 'Z p i log [l+ I ( p i ,qi í r i l , . . . , r i N ) N (2"Y -l)]
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U s a n d o  o t e o r e m a  1, temos:

logJl+I(P,Q,R1 ,...,Rn )N(2_y -1)
n

= l P,-log 
i = l 1

N

v V * -  k=l i
_N

Y

- 1

1+- ■.N(2~Y-1)

N(2_ y -1)

N 
7T r\

1  n l k . \ 
log[l + I( P sQ,R1 , . . . ,Rn )N(2"Y-1)J = Z P i Ylog( íSíi-- í

1 = 1  q- /

N
7T r,

n  ( V  1 k - \
Y.I P± log \ — V  ' 1 ) 

1 + I ( P , Q , R 1 , . . . ,Rn ) N ( 2 ' Y -1) = 2 1=1 q i

S. N

r n ( k=l k i ) ,
\  = 1 Pi l0g j -1 
» i

I (P , Q , R-̂  , . . . , R^j) . = ■ ........................ ....... . , Y t 0

N ( 2 ~ Y- 1 )

2? C a s o : Q u a n d o  A( x )  - 1 * 0 ,  p o r  (3.24) te- 

G(x) _ G ( y ) : _ 1
m o s :

A ( x ) - 1  A ( y )-1 K

o u  A ( x ) - 1  = KG(x)

A ( x y ) ~ l  = KG(xy), p o r t a n t o



*, • v 

A  s o l u ç ã o  g e r a l  de (3.28) ê d a d a  p o r  

A ( x )  = x a ^ (ref. A c z é l  [.l”} ), 1, a > 0

Se A(x) = 0 e n t ã o  G(x) = c o n s t a n t e  

L o g o :

X a " 1 - i
G(x) = --------- - ,

K

s e n d o  G(x) - g(l) = g(x) e f a z e n d o . g ( l ) = a ,  temos:

g(x) = G(x) + a

A(xy) .= A ( y ) A(x)

Xa ' 1 -!
g(x) = a + --------

K

/ x T -l \ x a _ 1 -l >  
o u  <}> ( ---— \ = a + ------- - , p o r  (3.21)

■' C I K

Co m o  C = N(2 Y -l), t e m o s

' N ( 2  Y -l) ] K

a - 1

59

(3.28)
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= a +

xY -l

N ( 2 ~ Y -1
N ( 2 ~ Y - 1 )

+ 1

g - 1

Y
- 1

(3.29)

T r o c a n d o  x p o r

K

x Y -l

N ( 2 ~ Y -1)

em (3.29) o b t e m o s

a - 1

4>(x) = a 0 (3.30)
K

F a z e n d o  f ( p ^ ) = p ^ ,  u s a n d o  (3.11) e c o n s i d e r a n ­

do <j>(x) d a d o  e m  (3.30), o b t e m o s :

a - 1

[N(2~y - 1 ) I ( P , Q , R 1 , . . . ,RN )+l] Y - 1
a +

K

a - 1

n 
E p 

i = l

'[N(2'Y - l ) I ( p i ,qi ,ri l , . . . , r i N ) + l] Y - 1

K

N ( 2 ~ Y - 1 ) I ( P , Q , R 1 , . . . ,rn )+i

a - 1

Y

n

£ P. 
i = l '

a - 1

Y
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U s a n d o  (3.6) temos:

[ n (2 " Y - 1 ) I ( P , Q , R 1 , . . . ,R )+l

n

J -I p. N ( 2 " y -1)
i = l H

a-l

N
TV P 

k = l  K Í

Y

N
- 1

a-l

Y

+ 1

N ( 2 ~ y - 1 )

> V +1]

a-.l

Y
TT r Y

a ^-1

Y

n

.Z Pi 
i = l 1

N
ir r, 

k=l ■

N
*i

a-l

1 1

N ( 2 ~ Y - l ) I ( P , Q , R 1 # . . . ,R )+l=

N
a -l Y

a-l

h Q » » « • • s Rjq )

N
a-l Y

»
/ ^ r, \

*
n

( k = l  ki )
ï, p.. 

i = i x V N /
V /

-ï

N ( 2“y -1)
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O b s e r v a ç õ e s : Foi c o n s i d e r a d o  no t e o r e m a  a n t e -

0 ot
n o r  que o log 0 = 0 log — = 0 e 0 = 0 p a r a  a > 0. S e m p r e  q u e  q.

0  ,
o u  r, . (k = l , 2 , . . . ,N) f o r  zero, e n t ã o  o c o r r e s p o n d e n t e  p. t a m b é m  é

K-J_ . 1

z e r o  p a r a  t o d o  i = l , 2 , . . . , n .  A  b a s e  do l o g a r i t m o  é sempre 2.

3.3. C a sos P a r t i c u l a r e s

M o s t r a r e m o s  a s e g u i r  a l g u m a s  r e l a ç õ e s  e n t r e  a 

I n f o r m a ç ã o  G e n e r a l i z a d a  I (P ;Q ;R.^ ; . . . e o u t r a s  m e d i d a s  jã c o ­

n h e c i d a s .

l i m
D  a " “ I(P;Q;R1 ;...;R1 ;...;RN ;a,y )=1 (P;QjR1 ;...;RN ;1 ,y)

P r o v a

E m  (3.14) t e m o s  que

n

• V i  1 =  1 .

M
7T r, 

k=l k i 
N

a - 1
Y

a - 1

- 1

N ( 2 ~y - 1 )

N 
tt r,

a - 1  a - 1

» a’, .

S p \
i-i 1  ' n ;n . 9



63

log

lim
a + 1

lim
a + 1

l i m
ei^i

• ;RN ;a,Y)+i
_ Y log

N 
TT r.

a-1

n / 1 -, X • «

i=l \ N J

log N ( 2 ' Y - 1 ) I ( P ; Q ; R 1 ; . . . ;RN ;a,y) + l

= Y
lim
a+l

log

n a - 1

it r.

? n ik=1 ki \
i ^ Pi v ^ r  I

a - 1

log N ( 2 ' Y - 1 ) I ( P ; Q ; R 1 ; . . . ;RN ;a,y)+i

n

N ■ 

N

a - 1

Zn

n:
it r, 

k = l k i

i N )

= Y
1  im i = 1  

a-*l

» h

?  pi  C —

N a-1

* r k \
= 1  k i

£n 2

1-0

N
it r.

J ,  -  -
= Y _ _ _ ------ î------

S p. In 2 
i=l 1



lim
a + 1

lim
a-»-l

log

liffi
a-^l

log N ( 2 " Y - l ) I ( P ; Q ; R n . .-;RN ,a,Y> + l

N
it r

? ! 1 ^ 1  k i ï 
iïi Pi log \ T J —  )

= Y
n

* p i 
i=l

log N ( 2 " y - 1 ) I ( P ; Q ; R 1 ;RN ;a,Y>+l

n

Y ï P,- log 
i = l 1  ,

N

k =l l 

N

lim
a-*l

N(.2”y - 1 ) I ( P } Q ; R 1 ; . . . ;RN ;a,Y>+l

n

= Y £ P,* log 
i*l 1 (

N
TT r, 

k=l l

N
q i.

: N 
Tr r

N ^ ^ - i ^ i C P j Q l R - j J  s « . SRn ! ö sy> + 1

~ « '• «*■ I
n / 1 i k .

' Z Pi log [ ■-. ¥ .1
1  = 1 v q .

= 2



65

N
u r,

? , / k=l ' k i \ 

Y i = lPi  *

J“’I(PiQ;R1 i...;RH S0.,Y) = -------------------------—
N(2 Y -l)

l o g o :

2) C o n s i d e r a n d o  a ~ l  = y, temos:

N Y

77 r \
- 1

1 = 1  ' q.

K P j Q j R ^ s  • * • 5 )

n  / *  r k. \

N ( 2 " Y -1)

n 1/N
tt r, 

k_.

A
q.Li

P r o v a :

Pôí? (1.1) t a m o s  que:



y í o  I C P í Q íR-l ; . ;R„)N'
lim
Y+O

n 
Z p 

i = l

N
tt r, . 

i ( ^ )  -

Y

N i ?“7 -!)

N
tt r

N
tt r,

lim
Y+O

II I', v / 11 i- i

1 = 1  \ q. / \ q.

N ( 2 " Y £n  2 (-l)-O)

N
tt r

n  /  v  %  k - \

A  p\ £n [ ~ F ^ )

N (-tn 2 )

C o n c l u i n d o  t e m o s  q u e :

N

n / * r k. 
^  I ( P ; Q ; R i ; . . .;Rn ) = - \ E p. log ..1

1=1 \ qn-

l/N
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P R O P R I E D A D E S  .

As m e d i d a s  (3.13) e (3.14) c a r a c t e r i z a d a s  a n ­

t e r i o r m e n t e  a p r e s e n t a m  as s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :

1) Se R., = .... = R„ = R, e n t a o
1 N

Y E p. log 
i= 1

a) I ( P ; Q ; R ; 1 , y ) = —

N ( 2 ~ Y -1)

n . r .
Z p. log —

i = 1  q i

A m e d i d a  a c ima é a I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  de

The 5.1.

P r o v a :

lim
Y + 0

I ( P ; Q ; R ; l , y )  = -

l i m
Y^O I ( P ; Q jR j1,Y)

V - i Pi log Võ t J
l i m  2 * - 1

Y + 0

N ( 2 ~ Y -1)

N
n / r. \

Y í Pi log “  M
' i - 1  1  q i n , r. N
2 ln 2 Z p. log - i  i - 0

lim i= 1 V Hi
y-*-0 “ --------

N ( ~ 2“Y n 2)



6 8

ln 2 N log ( q7 J

- N  Zn 2

n r.
£ p. log {-i )

1  = 1  q i

n

b) I (P ;Q ;R;a ,y ) =

E p. ,
• i 1  \ Q' 1=1 \ H i

r i
N ( a r l  ) -, —a - 1

- 1

N ( 2 " Y -1)

C o n s i d e r a n d o  a-1 = y e c a l c u l a n d o  o

lim

Y+
g I ( P ; Q ; R ; y )  o b t e m o s  a I n f o r m a ç ã o  A p e r f e i ç o a d a  de T h e i l

l i m  i=l 
y - ^0

n . r. n, Ny

1 p i(51.
- 1

N ( 2 " Y -1)

n I r . V Ny

lim
Y^O

. £n
r .

1
. N-0

N ( - 2 ' Y £n 2)

n / r .
■Z p. In - i  
1 = 1 . 1  ^i

- In 2
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n

= - £ p. log j

. r.
/ 1

i = l I q<

2) a ) A  m e d i d a  :

/_
=>

q N
I p r _---------- i------- __

i = l \ r, • r „ .......r\r.
\ li 2i . Ni

b) A  m e d i d a :

n

(

.N
1 -a

r li r 2i r Ni I

3 ) a ) I ( P ; U j \ I t . j Rjg+Q ; V j S j . . . ; Ŝ j )

I ( P ; U ; R 1 ; . . , ;RN ) + I ( Q ; V ; S 1 ;. . . ;SN >

'Y-l)I<PiU;R1 ;...;Rn )I(Q;V;Si;...;SN )

Pjrova :

I(P;UjR1 ;,..;Rn )+I(Q;V;S1 ;...;Sn )

»

;+ N ( 2 ' Y - l ) I ( P ; U ; R i ; . . . ; R n ) I ( Q ; V ; S 1 ; . . . ; S n )
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= I_(P;U;R1 ;. ..;Rn ) [l + N ( 2_ Y -1 ) I (Q ; V ; S 1  ;. . . ;SN )J

+I(Q;V;S1 ;...íSn )

N

r, / 71 r i

Y.£ Pi log (. 
i = l u.

- 1

N ( 2“Y -1)

l + N ( 2 _ Y - 1 )

N
rn TT S,

/ V — "1
q . log [ .n - l  

3=1 J
2

V .
J

N ( 2~ Y - 1 )

m

Y Z q. log 
j = l  J

N

S k - k = l ]

v "
3

- 1

N ( 2 " y -1)

n

N 
ií r\

N
TT S,

Y £ Pi 
i=l

f ) y , ï q, log f — 3 .
N

* 2

„Y
1 )

Y

fi
2  Pi 

i = Í 1

N Y
ir s,Tf rv \ „

k=l k i 1 A ™  . n ( k = l  k i 
! + . \ V j  los {—

3=1 Vj
r

u,
1

-1
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b) ;iI ( P ftQ ; U * V ; R 1 * S 1 ;---- ;RN * S N )

: = I ( P ; U ; R 1 ; . . . ; R N ) + I ( Q ; V ; S 1 ; . . . ; S N )

+ (2_ Y - 1 ) N  I ( P ; U j R 1 ;...*sR n -.)I(QíV;S1 ;... ;SN ) 

= I ( P ; U ; R 1 , . . . ; R n ) [l + N ( 2 ' Y - l ) I ( Q ; V ; S 1 ;... ;SN )]

+ I (Q ;V . ;Ŝ j)

n

.E Pi 
i = l

N

v r V 
k = l i

Ï T "  
u .

1

a - 1
Y

a - 1

- 1

N ( 2 ~ Y -1)

N
TT

. m  .. X li h->

Z q.
j=l 3 V V

a - L

’k.

a - 1

N :
a - 1

a - 1

m
\  Sk. 1 

. k = l  3

+ -

Z q. 

.3=1 11
l N I\ v. /

*1

N ( 2 " y -1)

íliH  V  u:ff

N 
TT r\

a - 1

k = l  k i

Y
a - T

m
Z q

j=l J

N
TT S, 

*=i k i

V?
____ 2___

a - 1
Y

a - 1

- 1

N(2“Y-1)
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n m
2 Z p.q. 

i=l j = 1  ]

N
TT r, s, 

k = i  k i k

a-1 Y
a - 1

T T
u . V  .

1  D

1 - 1

N ( 2 " Y -1)

= I(P*Q;U*VíR1*S1 í...;Rn *Sn )
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