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This dissertation establishes, for every pair m
and n of integers with mn#0, that for every infinite sym-
metric group Sx and for every f€Sx the equation f:xnym

has a solution <x,y>€SxXSx.
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I0IRODUGAO

Nos ultimos cinquenta anos cresceu muito o in-
teresse na definigao de grupos e, consequentemente, de semi
grupos e de outras estruturas matis gerais do que de um gru
po G, por sistemas de equagoes. Tails equagoes sao determing
das por palavras que dao as formas das equagoes, no sentido

que, se W(L .,Lp) for uma palavra nas letras Loyeeosl

IERE 79 P
(soletrada usando somente as letras no alfabeto {L],Lg,
Lp}), e se y€G, entao y:W(xz,...,xp) é a equagao determina-
da por W e y; os x sao considerados "variaveis em G", com

L.— x
1

; uma fungdao, e uma p-upla (az,...,ap)GGp tal que y=

W(az,...,ap) ¢ solugao desta equagao quando a justaposigdo
dos simbolos a, indica "multiplicagao" em G.

Segundo Jan Mycielski perguntamos, para certas

familias C naturais e importantes de mondéides: Para quais
paldvras: W(Ll,...,Lp) acontece que, para todo HEC e para
todo y€H a equagao y:W(xl,...,xp) tem solugao (Z,5 00,z )=
(al,...,ap)GHp?

Definimos os termos fundamentais e apresenta-
mos os lemas basicos no capitulo I. No capitulo II revisa-
mos a histéoria da pergunta de Mycielski e formulamos algu-
mas perguntas relacionadas ao assunto. No capitulo III estu
damos, através de um exemplo amplo e geral, o teorema prin-
cipal de D.M.Silberger e M.L.Valente em 5], este trabalho
¢ um dos principais pontos de partida para nosso capitulo
IV, no qual provamos um resultado novo que amplia o alcance

do referido teorema.
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No capitulo V provamos nosso principal teorema

- . - - - bnd ~ ) - . P . - . -y

que e a primeira contribuigao nao trivial, na historia do
assunto, no estudo das palavras que sao ISym-universats, on
de ISym denota a familia de todos os grupos simétricos infi
nitos. Neste teorema provamos que, para todo grupo simétri-

e e e ~ n_n
co infinito G, e para todo y€G, as equagoes z=y & e z=
k

x ynxm sempre tem solug¢ao <x,y>:<b,a>€G2, sempre que k,n e

m sao inteiros positivos.
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CAPITULO 1 - OBSERVAQDES

As notagoes e definigoes utilizadas nos capitu
los subsequentes sao listadas neste capitulo. AZém>disto al
guns resultados que interessam no desenvolvimento do traba-
lho sao aqui apresentados com exemplos para facilitar o en

tendimento.

Como & usual, 2 denota o conjunto dos inteiros;
o inteiro 0 tambéem denota o conjunto vazio, ¢; w denota 0
conjunto {n€zZ: n>0 }; se O0<ngw entao n também denota {0,1,

ceo,n=1},

Exemplo: 4={0,1,2,3}, observemos que |4|=4 e, desta forma,

|n| indica o numero de elementos do conjunto n.

Se X & um conjunto arbitrario seu niumero cardi

nal & denotado por |X|. Se X e Y sdo conjuntos entdo Y\X de
nota {x: x€Y e x€X}. Em particular wsn denota {n,n+1,... }.

Naturalmente se {p,qlcw com p<q entdo |g\p|=|q-pl=q-p.

Seja pewN2. Entdo M(p) denota o menor multiplo
comum de {2,3,...,p}; S(p) denota o menor fator primo de p.
Se além de p, tivermos qew entdo pl|lq denota que existe new
com np=q, plq nega a afirmagao anterior e pllq indica que

z i+1 .
p |q mas p tq com iew.

Sejam X conjunto arbitrdario e fEXxX. Intao
Dom(f) denota {x: 3y <x,y>€f}; Im(f) denota Dom(f—z); para
um conjunto A, flA] denota {y: 3x (z€dh<z,y>€f}; e fT4 deno

ta (AXX)Nf. A expressao Wrld(f) denota Dom(f)yIm(f).
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A expressao Prt(X) denota o conjunto de todas
as fungoes f com Wrld(f)SX. A expressao Xx indica {f:
f€Prt(X) e Dom(f)SX}. Além disso Sym(X) denota o conjunto de
todas as permutagoes em X. Cértamente Sym(X) e umisubgrupo
de XX, e *X & um submonéide de Prt(X). Por 1d[X indicaremos

{x€X:f(x)=x}. O conjunto {f:fe€Sym(X) e f & par} denota-se

Alt(X).

Lema 1.1. Seja X conjunto finito. Seja feXX. Entao as seguin

tes trés afirmagoes sao equivalentes:

> injetiva;

oo (Y
% b
[\ ®

z sobrejetiva (sobre X);

3. feSym(X).

Demonstragao: Seja 1 verdadeira. Entao |f[X]|=|X| e portan
to Xx=f[X] ja que X & finito. Portanto 2 segue.

Seja 1 falsa. Entao existe {x,y}SX com x#y mas
com flx)=f(y). Segue que f[Xx]=f[X\{y}], e portanto que |f[X]|=
lFIx\{y}] || x\{y}|<|X| pots X & finito, e entao que flX]#X. Portanto
1 & falsa tmplica em 2 falsa tambem. Segue que 1 é equiva-
lente a 2. Agora temos, obviamente, que 1 e 3 sao equivalen

tes.

Observagao: A finidade de X é essencial em 1.1. Note que Z+Z
definida por z-22 & injetiva sem ser sobrejetiva (sobre 7).
Também 2+7 definida por 2z+1+z e por 2z-+z ¢ sobrejetiva sem

ser injetiva.

Seja f¢XxX. Também chamamos grafo direto, on-

de f é um digrafo, cujo conjunto de "vértices" & Wrld(f)
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e cujas arestas diretas, ou "arestas", ¢ o conjunto §. Cha

mamos g&XxX de subdigrafo de j se, e somente se, gcf.

Consideremos f e g relagoes binartas, diremos
que f & isomérfica bigraficamente com g, e representamos por
f=zg se, e somente se, existem um conjunto Y e h€Sym(Y) tats

que f={<h(x),h(y)>:<z,y>€g}. Temos que = & uma relagao de e

quivalénecia.

Lema 1.2. Seja {f,gl}SXxX. Entdo as seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

1. f=g

2. Existe h€Sym(X) tal que g:hfhwl

3. Existe he€Sym(X) tal que gh=hf.

Demonstragdo: [9, Corollary of Theorem].

Seja F<Sym(X) para X conjunto arbitrario, Dire
mos que F & disjunta como permutagdo, e anotamos dep, se e
somente se, para cada par f e g de elementos distintos de F,

temos que para todo x€X que x=f(x) ou que xz=gl(x).
Lema 1... Se;. " F dep com F&Sym(X) e {f,g}sF. Entao fg=gf.
Demonstragdo: [10, Lema 1.3].

Seja f&XxX. Diremos que f é conexo como digra-
fo se, e somente se, para cada {x,y}eWrld(f), se x#y entaqo

existe uma sequéncia finita x=2z ByseeesB 7Y tal que para to

0.9

do iegd {<zi’zi+1>’<zi+1’zi>}nf#¢°

A expressao <d[X chamaremos ciclo trivial em z,

ou ciclo de comprimento 1 em X,
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Seja idlX#feSym(X). Divemos que f é wum ciclo

naqo trivial em X se, e somente se, existir gsf tal que |g|>1,
tal que g ¢ conexo e tal que se gchcf e se h é conexo entao

g="h.

Seja f um ciclo nao trivial cujo subdigrafo ma
ximal conexo é g. Entdo f é chamado um |g|-ciclo em X ou  um

ciclo de comprimento |g| em X.

Observagado: Se |g|-= , dtzemos que f ¢ um cielo infinito em X,

ou w-ciclo em X. De outra forma f é dito ciclo finito em X.

Seja f€Sym(X). Chamamos f de permutagdo cicli-

ca de X se, e somente se, f & conexo.

Quando FESym(X), e F & dep, entao nF denota

{<z,y>: 3 feF(y=f(x))}. E claro que nwFE€Sym(X).

Lema 1.4. Seja f€Sym(X). Entdo existe exatamente uma familia

'F dos eiclos nao triviais em X tal que F & dep e tal que f=mwF.
Demonstragao: [5, Lema 1.4].

Observagdo: w¢=id[X, quando se estipula que estamos pensando

em ¢@Sym(X).

Seja f um ciclo nao trivial em X, e considere-
mos o unico sub-conjunto g de f tal que |g|>0, que g & conexo

e que gchcf entao h=g.

Quando |g|=ke€w, entdo existe uma injegdo i

[

de k em X, e g tem a forma LpPLFL G >0 e o XLy T ,5 escrevemos

falx, x, &y «v. 2y _4). A permutagao cicelica (01 ... k=-1) de

4
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k denominamos de Cye Quando nao falta entendimento, a expres

8do ¢y denota a permutagao CkU£dr(X\k) quando kEX.

Por outro lado, quando Iglr'b, entqo existe u

ma injegao i+x, de Z em X e g tem a forma x .+x .

[T, para todo

1€%. Escrevemos f=(... x_; T, T; Ty «..). A permutagdo cicli-

ca i+i+1 de Z denominamos de s.

Finalmente, para cada xz€X a expressao (x) deno

ta 7d[X.

Para cada f€Sym(X) a expressao y'(f) denota ¢
se f=id|X. Por outro lado se f#idlX, y'(f) denota a unicamen-
te determinada familia F, vista no lema 1.4. O0Os elementos de

V'(f) sdo denominados componentes nao triviais de f.

0 conjunto V' (fW{x: flx)=x} serd denotado por
V(f). Em v(f) pretendemos "contar" a identidade , id[f, exata

mente uma vesz para cada x€X que sera "fixado" por f.

Exemplo: Seja f:(3 4)(5 6 7). Se X=8 entdo v(f)=y'(fII{(0),
(1),(2)y ou V(f)={(3 4),(5 6 7)} {(0),(1),(2)} e |v(f)|=5.
Mas se X=9 entao v(f)={(3 4),(5 6 7)Y (0).(1),(2),(8)} e

lv(r)|=6.

Seja feSym(X). Entdo A(f) denota {lg|:gev(f)I
T, com T=¢ se x#f(x) para cada x€X, mas com T={1} se existe

x€X tal que x=f(x).

Quando fn¢f para todo inteiro n#0, entao dire-

mos que f tem ordem infintta, ou que ord(f)=w, De outra forma

tac



""08"
ord(f) denota min{n:new~l e f'=id[X}.
Chamamos f de involugao de X se, e somente se,

feSym(X) e ord(fle{l,2}.

Estudo das paZavias. Consideremos t={A,B,C,...} um alfabeto
fixo, finito e arbitrario. I* denota o mondide gerado pelo
alfabeto t. 0s elementos de L*, sao ‘denominados palavras de
semigrupo e serao denotadas por letras gregas minusculas. Se
Jja {a,B}ESL*, a palavra aB sera construida pela concatenagao

de o e B. O simbolo ¢ representa a palavra vazia. L claro que

ad=da=a.
Exemplo. Se oa=BABA e B=AB entao oB=BABAAB e Ba=ABBABA.

Seja {a,B,Y}SL*, Entao, certamente temos que
(aB)y=a(By). Porém aB=Ba nem sempre & valido. Ver o exemplo

acima.

Sejam BeL* e newsl. Definimos 87'=8""1p e 8’=s.
Por comprimento de uma palavra B, e anotamos |B|; entendemos
intuitivamente: |¢|=0; |L|=1 para todo LEL e para todo {a,B}

€i* temos |aB|=|al|+]|B

.

Exemplo: Seja a:ABABBAA:ABABzAZ entao |a|:7.

Se B8=L" para L€X e new, entdo |g|=n.

Seja a€r*, entdo ® denota a palavra formada
pelos mesmos elementos que compoe o, concatenados em ordem
inversa. Porem podemos observar que, se a=L", entdo au=a,
sempre que L€I e que new. Além disso, para todo a€L* temos

que |ul|=]a].
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Exemplo. Seja o=B"ABAB"A" entdo a=A"B"ABAB".

Seja wa€L* uma palavra nao vazia. Diremos quc

- ) - . n
uma palavra nao vazta B e raiz de a se, e somente se, o=8
para algum inteiro positivo n. Podemos observar que toda aZd

admite exatamente uma raiz de menor comprimento que anotamos

por w(a).

Uma palavra oZ¢ chama-se primitiva se, e somen
te se, a=n(a); afn(a) diremos que a & nao primitiva. Observe
mos que w(w(a))=n(a) para toda «€f*\{¢}; Zisto &, w(a) e pri

mitiva.

Exemplo. Se «=B4°B%1%8%4%8%4%=(84%8)? entdo as palavras

BA°B ¢ (BA?B)? sGo raizes de o, e w(a)=BA°B. Se o=L" entao

2

m(a)=L para todo L€I. A palavra BngABA é primitiva pois

s(8)=B°aBa%.

Para cada LE€L a expressao Mult(L,a) demota o
conjunto de todas as posigoes nas quats a letra L ocorre pa-
ra a formagao, is?o é,"soletragao” da palavra a. Uma pala-
vra o é dita nao trivial se, e somente se, |Mult(L,a)|#1 pa

ra todo LE€EL.

A expressao ged(a) denota o maior fator comum

de {|Mult(L,a)|:L€Z}.

2BA entdo Mult(B,o0)={1,2,3,4,7} e Mult(A,o)=

Exemplo. Se a=B%4
{5,6,8}. Ja que |Mult(A,o)|=3 e que |Mult(B,a)|=5, logo o &

nao trivial e ged(al)=1.



~10-

Lema 1.5. Seja {a,BI€L*{¢}. Entdo aB=Bo s8e, ¢ somente

ge, w(a)=wlaB).

Demonstragdo. [10, Apéndice, pagina 50].

Seja a€r*. Diremos que B#d €& segmento de
a se e somente se o=10 para algum {1,0}EL*. Denominamos
B segmento a esquerda (respectivamente a direita) de o se

e somente se a=BA (a=AB) para algum IEL¥*,

Seja {o,B}Sr*. Seja LEL e seja new~l. Ao
par <A,Ln> denominamos L-fila de tamanho n de o se, e so-
mente se,

z) AL" & segmento G esquerda de o;
n+1

i2) AL nao é segmento a esquerda de o;

111) L nao e segmento a direita de ).

Denominamos complexidade de uma palavra o€
L*, e anotamos por cmplx(a), ao numero de filas distintas

de o.

2 ~ . ~
Exemplo: Se a:BZA BSA? entao suas félas sao <¢,Bz>,<32,

o o
A2>, <B°A2,Bs> e <B2A2BS,A°>. Assim cmplx(a)=4. Se LET e
n>1, entdo emplx(L)=1. Para {A,B}EL* e para {n,p,mlCw\l

temos que cmpr(Aan):2 e cmpr(AanAm):S.

Seja {a,BlEL*. Diremos que o é ciclicamente
equivalente a B e anotamos a3 se, e somente se, existe

{u,A}SL*  tal que asul, enquanto que B=Au.

3 2,3

Exemplo: 4°B%ana®BiaB24%%nan%a%vpa®p".



...11_
Proposigao 1.6. A relagao ~ é uma relagao de equivalén-—

eta em L*.
Demonstragao: [10, Proposigdo 1.18].

Lema 1.7. Seja {a,B}CI*\{¢}.Entao avB se, e somente se,

ambos |al|=]8] e |mw(a)|~v|w(B)].

Demonstragdo: [7, Lema 3.2].

Definigao 1.8. Seja WEL*. Seja .W.€L*x L* definida como
segue: a.W.B se, e somente se, existe uma sequencia O=
YO’YJ""’YJ:B tal que, para todo 1€j se tenha:

z) Y™ i1 ou

1) existe YeW tal que Yi+1:Yiw’ ou

1i1) existe YEW tal que Y =Y. V.

Diremos que a sequéncia a:YO’Yl""’Yj:B

leva o em B por W. O simbolo a/W vai denotar {B:B.W.a}.

Lema 1.9. A relagao .W. ¢é relagao de equivaléncia em L¥
Demonstragdo [10, Lema 1.22)].

Consideremos L* como definido anteriormen-
fe. Duado T, escolhamos T' com INL'=¢ e com l]=]z"]|. Se
ja ':T»L' wuma bijegao L>L'. Entao F(L) e (ZUL')* junto
com a relagdo de equivaléncia ¥ definida assim: axB.se, e
somente se, existe uma sequéncia finita 0200,01,...,0k=8

tal que para cada i€k ou 0;=0 ou existe LEL tal que

) 1+1
- ! ! - —
0;=AT enquanto que 0i+1€{ALL T,AL'LT) ou oi+1—kr enquan

to que Oi€{XLL'T,AL'LT}, ¢ o grupo livre gerado por L.
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. Cada homomorfiemo f:I'(r)+G, onde G é grupo,
¢ unioamente determinado por f[I no seguinte sentido: Pura

todo L€ temos que f(L')=f(5) ", -

Seja «€l(tr). Através de [4,§2], diremos  que

o & ciclicamente reduzida se, e somente se, qualquer B e

qualquer y yvBRa entdo |als|y

Observagao, Se ayé ciclicamente reduzida e Bva entao B €
. R .

cieclieamente reduzida.

Universalidade de uma palavra para um grupo. Seja a€F(LI\
f¢}. Seja G um grupo e seja x€G. Diremos que o representa
x em G, e anotamos (avx)G, se existe um homomorfismo H:
F(z)»G tal que H(a)=x. Denominamos a universal para G
se, e somente se, (atvx)G para todo x€G. Quando o & ° uni-

versal para G escrevemos (ov+G) ou que o & G-universal.

Seja M uma familia de grupos. Diremos que o
é M-universal se, e somente se, a é X;universal para todo
X€EM. Diremos que o é finitamente M-universal, e anotamos
FM-universal se, e somente se, o é X-universal para todo X
finito pertencente a M, e o ¢ infinitamente M-universal, a
notamos IM-universal se, e somente se, a ¢ X-universal ra

ra todo X infinito, pertencente a M.

Observagao. Neste trabalho Sym denota o conjunto {Sym(X):X
é conjunto}, Prt denota o conjunto {Prt(X):X & conjunto},
Myc denota o conjunto {XX:X é conjunto} e Alt denota o con

Junto {Alt(k):k€uw}.
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Seja OFACZN1. A expressao mde(A) denota max

{d:d|a para todo a A}.

Quando for conventente a expressac mde({x,yl)

¢ escerita (x,y).
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cAPITULO II - A REPRESENTA{XO DE GRUPOS SIMETRICOS

Introdugao: Em recente trabalho [5] estendem-se as técni-

cas usadas em [2] e em [10] a fim de ser estabelecido o

Teorema 2.1. Seja o qualquer palavra primitiva de comple-

zidade menor que seis. Entao (a+¥s)Sym(Z).

Encontramos em [1] a

2

Proposigdo 2.2. A palavra B 4% s Sym(X)-universal para to

do X infinito.

0 artigo [1], ndo apresenta uma demonstragao
para a proposigdo 2.2, mas indica um esbogo e um diagrama,
muito uteis no desenvolvimento de nossas tdéias, neste tra

balho, dando-nos um caminho para a demonstragao exigida.

Em noséo Capitulo III, apresentamoé um exem-
plo, amplo e detalhado, para exemplificarmos todas as tég
nicas usadds por D.M.Silberger e M.L.Valente na demongtra-
¢Go do Teorema 2.1. Entdo, em nosso Capitulo IV, estende -
mos um pouco os resultados alcangados pelo Teorema 2.1, em

conjunto com os resultados relacionados em [10].

No Capitulo V aproveitamos as téenicas sugeri
das em [1] para demonstrar nosso principal teorema, que

empla(n(a))<d implica em w(a) & ISym-universal.
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No presente capitulo, apresentamos um breve his
térico do estudo das palavras que sao FSym-universais oy I-
Sym—-universats. | )
Em 1966, J.R.Isbell publicou o primeiro artigo

[3] sobre a questdo, introduzida por J. Mycielski, sobre ter

mos universaits. Neste artigo encontra-se o

Teorema 2.3. Se a#¢ ndo é da forma o=B8YB para B#¢, entao

o & Xx-universal para todo conjunto X infinito.

Mas, as téenicas usadas por J.R.Isbell na de-
monstragao do Teorema 2.3, aparentemente nao permitem uma res
posta a seguinte pergunta natural: Se o#$¢ nao & da forma a=ByB
para BZ¢, entao o €& ISym-universal?
| Este problema continua em aberto e & nossa prin
cipal consideragqo, neste trabalho.

Também em [3] encontra-se um resultado que é a
plicado na area de termos FSym-universais. Este resultado de

J.R.Isbell e

Teorema 2.4. Seja n poténcia de primo. Seja k€w\l, e se-
Ja fEkk. Entao existem gekk e uma involugao hEkk tais que

f=g"h.

Isto, junto com o Teorema 2.3, imediatamente im
plica que, se n ¢& poténcia de primo, e se m & inteiro im
~ n,m muyn . .
par, entao as palavras B A e A B sao Myc-universatrs.
Alem disso, sendo h€Sym(k) com k€w\1l, e sendo
f:gnh com {f,g}gkk, temos pelo Lema 1.1 que f€Sym(k) se, e

somente se, g€Sym(k). Desta forma obtivemos o
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Corolario 2.5. Seja mn poténcia de inteiro primo, e seja
. . , ; n.m m.,n ~ ey
m inteiro impar. LEntao as palavras B A e A B vao F&ym

universats.

Empregando técnicas desenvolvidas por J.R. Is-
bell na demonstragao do Teorema 2.4, A.Ehrenfeucht e D.M.
Silberger publicam um melhoramento do Teorema 2.4:

-

Teorema 2.6. Seja 2£|]n com n>2%. Entdo as seguintes

condigoes sao equivalentes:

1. 2" 1< s(nsat);
2. Para todo k€ew\l e para toda f€kk, exis—

tem gekk e h involugdo de k tal que f=g'h.

Deixaremos de mencionar os corolarios do Teore
ma 2.6, pois sao analogos aos do Teorema 2.4.

Os mesmos autoreg publicam [2], em que encon -
tramos o seguinte resultado analogo aos Teoremas 2.4 e 2.6,

mas mais forte. Este é

Teorema 2.7. Sejam wn>1<m <inteiros. Entao as seguintes

condigoes sao equivalentes:

1. M(S(n)) nao é fator de m e M(S(m)) nao é
fator de n.
2. As palavras B"A" e ATB" sdo Myc-universais.

3. As palavras B"4" e ATB" sio FSym-universais

Também em (2] encontramos um resultado muito
tmportante no desenvolvimento dos trabalhos [10] e [5] e,

para esta dissertagao.
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Teorema 2.8. Sejam m#0#n inteiros quaisquer. Entao (84"

+s)Sym(Z).

De fato, melhorando as técnicas empregadas na

demonstragdo em [2] do Teorema 2.8, fica estabelecido em

[5] o

Teorema 2.9. Sejam p>n>0 e q>m>0 inteiros quaisquer.
Entao existe {f,g}CSym(Z) tal que s:gnfm enquanto que

gP=2d[z=f9.

0 principal teorema de D.M.Silberger em [8)]
permite uma vasta exemplificagao das técnicas usadas na de

monstragao do Teorema 2.7, e resulta em [6] no seguinte:

Teorema 2.10. Sejam n>1<m <inteiros. Entao as seguintes

. o~ ~ .
condigoes sao equivalentes:

1. M(S(n)) ndo é fator de m, e M(S(m)) nao é&

fator de n.

2. As palavras B"A™ e 4A"B" sdo Myc-universa-
8.

3. As palavras B'4” eAAmBn sao FSym-universa-
18, ‘

4. As palavras anl".Z e A"B" sdo Prt-universais.

No capitulo V deste trabalho, apresentamos um
resultado obtido que representa um melhoramento bastante
forte, porque afirma que BﬁAm ¢ FSym-universal ndo so sgob
as condigdes que M(S(n)litm e M(S(m))tn, mas também  que
B"a" & Sym(X)-universal para todo X infintto e para todo

nZ0Zm intetros quaisquer.



-18-

Colocamos agora as seguintes perguntas:

Pergunta 2.11. Se m(a)=B"4"BP a7  eniio w(a) & ISym=-unt

versal?
Mais geralmente
Pergunta 2.12. w(a) & ISym-universal para qualquer m(a)?

Pergunta £2.13. Dado o uma palavra de grupo que é ciclica-
mente reduzida e tal que o ngo é da forma 8" para |n|>1,

entdo o e ISym-universal?
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CA‘PITULO IIT - PALAVRAS DE COMPLEXIDADE MENOR QUE SEIS

Q0 prineipal ponto de partida para 0s resulta-
dos originais que apresentamog no Capitulo IVr ¢ [5) , que

pode ser esorito como gegue:

Teorema 3.1. Seja w(a) de complexidade menos que setis.

Entao (w(a)ve)Sym(Z).

(
1

0 espirito, de nossas contribuigoes, aparece

1

! . . . . ;
no exemplo caracteristico abatxo apresentado. Escolhemos a
i

palavra primitiva

(3.1) Tla)= A4BZ7A9319A11 de comprimento 70 e de com
1 :

plexidade 5. Para esta nla) oconstruimos explicitamente

duas permutagoes, a e b de I tais que

b2 919,11 Ma)={7,15} e n(bJ={1,12}.

b b

(3.2) 8=

As condigoes ANla)={1,15} e A(D)={1,12} que im-
plicam ord(al)=15 e ord(b)=12, respectivamente, nao sao ne
cessarias neste exemplo; ficamos com estas condigoes a fim
de que as etapas da demonstragdo, em |5], do teorema acima,

sejam fielmente exibidas.

0 diagrama I indica o jeito de conseguirmos

{bl’al} subconjunto de Sym(Z) tal que

(3.3) s=b,a,, 'A(al):{z,.s} e A(b,)={1,6)
sem tentar generalizar, escrevemos componentes ciclicas das
permutagoes a,; e bl obtidas no dtagrama I.

Assim temos do diagrama I que:
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(3.4) b]z(o I 2 5 4 —1}(8 9 (g 11 12 =2)006 (7 18 |9
20 -3)(24 25 26 27 28 —-4)(32 33 34 55 36 -5)

(40 41 42 43 44 -6)...

(3.5) alz(—l 56 7 8)(~2 13 14 156 16)(-3 21 22 23 24)

(-4 29 30 31 32)(-5 37 38 39 40)...

A prézima etapa é procurar (b ,az} Sym(Z) tal

que
10_ _
(3.6) b3 —bl, A(bg)—{l,JZ}
a; =a; e A(a3)3{1,15}

Este processo exige duas etapas para conseguir

mos b3 de b

Temos, de (3.4), que A(D,)={1,6}. Tambeém (ord(b,),10)=(6,

7 € ag de a;. Iniciemos o processo com b]‘
o 10 _ _

10)=2, Mas queremos b3 =b, enquanto A(b3)~{1,12}. Nossa
primeira subetapa para b, ¢ buscar uma permutagaqo b, tal
que bg=b1 enquanto que M(b,)=A(b,)={1,6}. Ja que (ord(bz),
5)=(6,5)=1=6.1+5.(~1), temos que b,=b3(b77)%=(b77)°.  seja
bzrbzl. Por [5]_temos que A(bp):{1,6}. Obviamente também

bg=b]. De fato, da expressao (3.4), obtemos

(3.7) b2:(0 -1 ¢4 3 2 1)(8 -2 12 11 10 9)(16 -3 20 19
18 17)(24 -4 28 27 26 25)(32 -5 36 35 34

33)(40 ~6 44 43 42 41)

Nossa segunda subetapa é intercalar aos pares
as componentes 6-ciclicas de by, seguindo técnica emprega-
da na demonstrag&o.do Teorema 3.1 em [57, a fim de obtermos
uma permutagao by de Z tal que (by)={1,12} enquanto b§:b2.

De fato, da expressaoc (3.7), obtemos
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(3.8) b3:(0 § -1 -2 4 12 3 11 2 10 1 9)(16 24 -4 -4
20 28 19 27 18 26 17 25)(32 40 -5 -6 36 44

35 43 34 42 33 41)...

Segue que (b3)10:(b§)5:bg=b1, com desejava
mos.
Terminemos o processo com a;. Temos de (3.5)

que A(a1)={1,5}v Tambem (ord(a,),8)=(5,3)=1=2.5+(-3).3.

Portanto aJ:(a;)Zﬂazg)gz(agg)z. Seja agrazuﬁ Entao de
(3.5) obtemos
(3.9) a?=(~1 6 8 5§ 7)(~2 14 16 13 15)(-3 28 24 21

23) (-4 30 32 29 31)(~5 38 40 37 39)(-6 46

48 45 47)...

3_
=a

Observemos que ay,

; enquanto que A(a2)=A(a1):

{1,5}. 4te aqui temos a subetapa um. A subetapa dois con
siste em intercalar de forma triplice as componentes 5=t
eliecas de ay a fim de obter uma ag tal que a§:a2 enquan-

to A(a3)3{1,15}. Desta maneira, de (3.9), obtemos

(3.10) =(-1 -2 -3 6 14 22 8 16 24 &6 13 21 7 16 23)

az
(-4 -5 -6 30 38 46 32 40 48 29 37 45 31 39

47) ...

Notemos que as permutagoes b3 e a, assim obtt

3

das satisfazem as condigoes (3.6) exigidas. Notemos tam-

bém de (3.3) e (3.6) que temos satisfeitas as condigoes

9b10

. 412
pa e ag—zdFZ—bg

(3.11) s=a
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Nossa proéoxima observagdo ¢ que

3 . ~3_.8% 9.10,-3_,3 9,7
b“sb —b3a3b3 b3 -b3a3b3.
Seja
.3 ., =3
(3.12) 31—b33b3

Acontece, por |2, Teorema 4.3] que s'=s.
Mas nao precisamos utilizar este fato no presente argumen
to. Consideremos o homomorfismo H:F({A,B}) + Sym(Z) gera

3 B+b3. Com B=33A937 temos que H(ﬂ)zsz.

do por A-+a
De fato, H(n):sl, paraqualquer n obtida de B por uma se
quéncia de "insergdes" em qualquer posigdo dentro de B,

ou dentro de palavras assim conseguidas de B, das palavras

312 e/ou A15.

Exemplos de tais palavras n, expansoes de B,

~ 2
séo 315A937, BZ5A937A15, BZA15BJSAQB7A15, B A15313A325

A837A15, e a palavra que nos interessa no presente

(3.13) 6=A15327A9319

Como mencionamos

. _ 15,27 9,19
(3.14) 8,=aj b3 asb3
Seja
_ 11 ~-11
(3.15) §4=az 8,a,

:a_11a15b27a9b19aé1,

Segue, de (3.14), que s, 3 3 Pz azby

e portanto que

_ 4,27 9,19 11
(3.16) 82—a3b3 a3b3 ay
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Assim vimos que (m(a)¥s,)Sym(Z). Agora seja

3 11

(3.17) f=b;°a;

Entao, de (3.12) e (3.15) temos que s:bgsslbg:

-3 11 -11,3_ 3 11
bg 3 Spaz D —(b

que

)s (b b ), e portanto, por (3.17)§

(3.18) s=fs f

Notemos, para g€ESym(Z) e 2€Z quaisquer, que

(faf ) %=(rgr ) (e ) (£gr ) =£g*f7 1. Desta forma, sg

7 9 11
2393 f

1 ?7(fa3

gue por (3.16) juntamente com (3.18), que s= fagb
=fa 3f B R R L e e S N,
f ) (fbgf -1 JQ(f 3f 1 11

Assim, com a estipulagao

(3.19) b:fbsf“l
azfagf_l

temos que s=a4b27a9b19a11. Segue que (w(a)ts)Sym(Z).

Também de [9] temos que A(a):A(a3)3{1,15} e que A(b)=
A(b3)={1,12}. Isto &, as permutagoes a e b de Z satis
fazem as condigoes (3.2). Formalmente, nossos calculos ra
ra este exemplo poderiamrterminar agora. Mas, tendo compro
metido as permutagées a e b explicitas, calcularemos u
mas poucas componentes ciclicas de a e b, e com elas
mostraremos que a equagao de (3.2), que é s=a 452729519, 11,

realmente é satisfeita pelo menos no subconjunto f{x:-6<x<14}

do dominio Z das fungoes a, b e s.
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12-¢ciclo de

um

12=-¢ciclo de a

um

PYabua 3

-3 Zlb—ZZbZS

Temos que a:b3 ay by 3

~11 11
T AN —ba . T S
-2 22 22
8 13 13
9 9 0
0 0 8
-3 8 -1
21 -1 -2
7 -2 4
12 12 3
3 3 11
11 11 2
2 2 10
10 10 1
1 1 9
5 15 15
6 17 24
14 24 -3
15 -3 —4
45 -4 20
20 20 28
28 28 19
19 19 27
27 27 18
18 18 26
26 26 17
17 17 25
25 25 16
7 -2 4

11

10

14
16
45
20
28
19
27
18
26
17
25
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Tdbua 4

8:a4b27a9b19a11, onde a e b sao as permuta-

goes obtidas conforme (3.19)

. all : bzg : ag : b27 : a4
-+ 2. e . A
-6 -6 30 31 -5 -5
-5 -5 32 45 ~4 ' .y
-4 -4 14 15 -3 -3
-3 -3 6 7 -2 -2
-2 -2 25 21 -1 -1
0 7 11 11 25 1
1 25 12 12 2 2
2 2 -2 -2 3 3
3 3 8 8 4 ¢
¢ 4 21 22 22 5
5 22 22 23 23 6
6 23 23 17 17 7
7 17 17 25 8 8
8 8 2 2 21 9
9 21 3 3 10 10
10 10 4 4 11 11
11 11 -1 -1 12 12
12 12 7 1 1 13
13 1 1 9 9 14
14 9 9 5 5 15
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CAPITULO IV - PALAVRAS VULNERAVEIS

Com o objetivo de resolvermos a representagao
de s em Sym(Z) através de palavras do grupo livre F(L),
fizemos um estudo que resultou em algumas conclusoes, au-
mentando as condigoes suficientes para aplicar as téenicas

contidas em [5].

Definigao 4.1. Seja pEw\2. Seja n(0),n(1),...,n(p=1) uma
sequéncta de numeros inteilros. Chamaremos esta sequéncia fa
toramente vulnerqvel se, e somente se, existe€ i p tal que

mde{n(j):3€p}¥ mdein(jl): i#jepl.

Exemplo. Seja a sequéncia 2,3,4,8. Temos mde{2,4,8}=2, en

quanto que mde{2,3,4,8}=1. Portanto a sequéncia 2,3,4,8 &

fatoramente vulneravel.

Definigao 4.2. Chamamos uma palavra o vulneravel se, e so-
mente se, existem B~Na e uma letra L em B tais que a se-
quéncia dos comprimentos dos blocos de [ em B é fatoramente

vulneravel.

Terminologia. O conjunto de todas as palavras vulnerdavetis

sera representado por V.
Teorema 4.3. Seja w€y. Entao (ats)Sym(Z).

Demonstragao: Por hipotese existem L em o e Brna tals que

a sequéncia n(0),n(1),...,n(p-1) dos comprimentos dos blo
cos de L em B & fatoramente vulneravel. Entdo existe < p

tal que mde{n(jl: g p}# mde{n(j): <#j p}. Sejam d=mdc{n(g):

iZj p} e x o resto sob a divisao de n(i) por d. Observe
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que O<x<d potis din(Z). Podemos supor que a letra L & di-
ferente da letra A. Seja vy a palavra obtida pela substituti

gao em B da letra A para toda ocorréncia em 8 das letras di
p-1 '

ferentes de L. Sejam t=|8|l- 1 n(j) e W:{Ld,At+1
Jj=0

que, obviamente, y.W.LxAt para t>1, temos por [5,lema 3],

}. Desde

que (y+¥s)Sym(Z). Segue que (B¥s8)Sym(Z), e portanto, por

[2, Teorema 4.3], (a+s)Sym(Z).

Lema 4.4. Seja F({A,B}) com complexidade par, isto e,
dan(l)Am(l)Bn(Z)Am(Z)’,’Bn(j)Am(j)’ com {n(i),m(i)} w\I
para todo 1€{1,2,...,4} tal que ou n(1),n(2),...,n(<~-1),
n!(Z),n'"'" (<), n(<+1),...,n(j) & fatoramente vulneravel pa

ra algum {n'(i),n'i(i)}gm, com n'(L)+n''(t)=n(<), ou con

digao analoga & satisfeita pelos m(t), com te{l,2,...,3}.

Demonstragao: Suponha que agy. Entao existe Bra tal que
ou os comprimentos dos blocos de B em 8 ou os de A em B &
fatoramente vulneravel. Sem perda de generalidade, podemos

cserever B:Bn"(i)Am(i)BnCt+1)Am(i+1) Bn(j)Am(j)Bn(1)

Am(l)BnC2)Am(2)...Bn(i—Z)Amﬁi-J)Bn"Ci) e podemos supor
que ou n''(T),n(i+1),...n(3),...n(2),...,n(i=-1),n'(7) &

fatoramente vulnerdvel, com n'({)>0<n''(Z) e com n'(Z)+

n''(i)=n(<), como queriamos. A reciproca & obvia.

Consideremos o€F(I). Diremos que o é fraca-
mente primitiva, representaremos oEfF, se ambas o=n(a) e
ged(a)>1 acontecem. Por outro lado se a=wl(a) e ged(al=
2i¢+1 com i€w\l, ‘diremos que o« € muito fracamente primité

va e representaremos a€EMF.
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Observagao. Consideremos agora s em Sym(Z), bem como to-
dos seus conjugadcs ciclicos. Podemos observar que estas
trés palavras representam todas as classes de n~—-equivalén-—
eia geradas pelas sequéncias 3,3,2 e 2,1,1 (sendo B um

segmento a esquerda de a).

2 2

Observagdo. Seja aE{BZA BgABA, B%4B%4%BAY. Vé-se factilmen-
te que as sequéneias 3,2,1 e 2,1,1 sao relativamente
primas aos pares, mas ged(al=2 e portanto o€f. Estas duas
palavras, cada uma de comprimento 10, sao as mais curtas

que ainda nao tem estabelecidas suas capacidades, em relagao

a representagao de s em Sym(Z).

Bn(j)Am(j)

Observagao. Seja a:Bn(l)Am(l)

de complexida
de par, com J>2. Entdo ha uma relagao natural de equiva-
lénetia, J, tal que BY se, e somente se, existe permutagoes

f e g dos inteiros {1,2,...,7} tate que =p™(f(1))m(g(1))

gn(F(3)) mig(3))

Pergunta 4.6, Dado j>2, qual é o numero cardinal J(a,j)

do conjunto {B:LHYQ.Bn(lem(l)...Bn(j)Am(j)

e By}, e qual
¢ o numero cardinal Pla,j) de {(f,g): f e .g sao permuta

goes de {1,2,...,73}}para atingir J(a,j).

Naturalmente, ambos J(a,j) e P(a,j), espera
se, sejam maximo e minimo respectivamente, para todo j, se

| {n(i): 2=1,2,...,3 | =|{m(L): i=1,2,...,5}]|=4.

_An(l)Bm(l)An(2)Bm(2)An(3)Bm(3)

Corolario 4.7. Seja o= tal

que n(3) ndo é miultiplo de mde{n(1),n(2)}. Entao (a+¥s)Sym(Z).
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Demonstragao: dJa que mde{n(1),n(2),n(s)<macinti),ntzs}l,

temos que a€y. 0 corolario segue do Teorema 4.3.

Podemos observar que cada homomorfismo f:F(%)-
F(I) é perfeitamente determinado por flr; isto e fli=g[:

se, e somente se, f=g.

Proposig¢ao 4.8. Seja M um monoide qualquer. Seja x€M. Se

(Byx)M e (a¥B)F(L), entado (atvx)M.

Demonstrag&b: Temos (B+x)M se, e somente se, extste um ho
momorfismo h:F(L)»M com h:B»x, e (avB)F(L) se, e somen-
te se, existe f:F(L)~»F(L) tal que f:a~>B. Entao observe-
mos que hf:F(r)>M é homomorfismo tal que hf:a+x. Assim se

gue a propostigaoc.

Proposigao 4.9. Seja f:F(r)>F(:) wum homomorfismo e afF(L)

tal que f(a)J#¢. Entado ged(allged(f(a)).

Demonstragao: Ja que f(a)#¢ temos que o#¢. Para cada le
tra A€f(al temos que MLt(A,f(a))= {MLt(L,a). MLEt(A,f(L):
L é letra em a}. Portanto, ja que ged(a)|MLt(L,o) para ca-
da L, temos que ged(oa)|MLt(A,f(a)) para cada A em f(a).

Segue que ged(a)|ged(f(al)).

Corolario 4.10. Sejam ofF(L) e f:F(L)~>F(X) homomorfismo
tal que f(a)#¢. Entao oacf implica que fla)EF, e 0CMF

- implica que f(a)JEMF.

Demonstragao. L obvio da proposigao 4.9,
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Pergunta 4.11. O reciproco do Corolario 4.9 é verdade? 0

que acontece 8e crescermos a complexidade de ao?



" CAPITULO V - REPRESENTAQZO EM SYM(Z)

Em [1] A.Ehrenfeucht, S.Fajtlowticz, J.Malitz
e J.Mycielski afirmam, sem apresentarem demonstragao, que
A232 e ISym-universal. Neste capitulo, estabeleceremos o
nosso principal teorema cuja parte mats importante & que

A™"B" & ISym-universal para todo {m,nl}sw~I.

Lema 5.1. Sejam X um conjunto e {k,p}cw~Il. Para cada i€p,
sefa g €Sym(X) tal que g, tem uma inica componente  nao
trivial, sendo A(gi)g{l,k}. Seja {gi: i€p} conjunto dep
contendo exatamente p elementos. Entdo existe f€Sym(X)

tal que f tem uma iUnica componente nao trivial, que A(f)<

{1,pk} e que fp:go g, .- 9p-1"

Demonstragao. P 2 = .
¢ ara cada 1€p escrevemos g, (;Tp ;%7 -
iTx_1)+ Seja f a permutagdo de X, cuja unica componente
nao trivial é o pk-ci

p telo (oxo %0 p-1%0 0%1 1%1 e p-1%7
cer p%heq 1%K—7 lxk—l"'p—]xk-zj' E claro que f satisfaz

todas as condig¢oes parq a conclusdo do Lema.

Terminologia. O processo usado na demonstragao do Lema 5.1,

afim de obtermos f do p-bloco g,g;-- de k-ciclos,

951
chamaremos de interc 2

alagao do bloco 9091"'9p-1'
Corolario §.2. Seja kew2, e seja X um conjunto infinito.
Seja Gps9dqs+++ UMa gequéneia infinita e injetiva de k-ci-
clos em Sym(X) tal que {g;: i€w} ¢ dep. Seja g a permu

tagao de X, cujo conjunto das compomentes é {g;: t€wl}. En-

?Eo existe . f€Sym(X) ¢ql que A(f)g{J,pk} e que fP=g.



Demonsgtragao. FEsorevendo g:gogl'"gp~lgp'°°92p—192p'f"
intercalemos cada p~bloco de componentes k-ciclicas de g,

como indicado pelos parénteses na seguinte expressao:

J(g

- )o..

g:(g0 gqge--d p gp+1 e Fgp-1

Assim, obtemos f=f,f;...f...., onde cada f, ¢ da inter-

calagao dé p=-bloco como na demons -

Iip9ip+1* 9 (i+1)p-1
tragao do Lema 5.1. Esta f satisfaz os requerimentos do

corolario.

De 5.3 abaixo até 5.11, inclusive, suponhamos
que f seja elemento em Sym(Z). Suponhamos também, até o

final do presente capitulo, que {(m,n}cw\2.

Lema 5.3. Seja f=(0 1 2 ... k-1)ESym(Z). Entao existe {a,

blesym(Z) tal que f:bnam.

Demonstragao. Definamos g=g,g;... onde o conjunto {g.:
tew}das componentes k-cielicas de g tem numero cardinal
Y,s ¢ tal que g(xz]=x para todo z€Z com f(zl)#z. Entao
fg=fg; isto é, 'fgogl...:fgoglg2... . Nos dois lados da <~
gualdade, associemos os blocos das componentes fg da se-

gutnte maneira:

f(go gl ooogm__l)(gm gm+1'..g2m"1)'..:

(f g, Gq ov- gn_z)(gn_z g, o gzn_z) .o

Por intercalagao doe blocos assim indicados, obtemos fhgh?

...h?...:dndn ar..

097+ s onde cada h, ¢ um mk=ciclo em Sym(Z)
n_ . n_
tal que di"ginvlgin"'gfi+1)n—2 com ©>0, mas tal que dO—

.
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ngQZ"’gn—Z' Definamos as permutagoes b:dOdl"'dj"' e

anlzhohz...hj... de 7, e observamos que f(a;z)m:b". Por
tanto fzbnam.

Notemos que o Lema 5.3 depende do fato que I
é infinito. De fato, nos observamos que 4282 néo represen-—

ta ¢, em Sym(k) sempre que k é par.

Lema §.4. Seja {m,n,tlcu\2, e seja kiew\Z para cada t€t.
Seja fi um ki—ciclo no conjunto 2, para cada 1€t, seja
{f;:i€t} dep. Seja f=f,f,...f, ,€5ym(Z). Entao existe {a,

blgSym(Z) tal que f=bnam.

Demonstragao. Seja h:gSO)ggZ)...ggt_l)gga)ggj)...ggt_]g..

onde os comprimentos dos ciclos ggg) é kj’ para todos <j,

i>€txw. Ja que {x:f(x)=x} & infinito, podemos construir os
géJ) de tal maneira que o conjunto {fj: jEt}U{gga): <j,t>€

txw} é dep. Entao observemos que f0g50)g§0)...g£0)...f1

(1) (1) (1) (5) ()~ (J) (t~1) (t-1)
9o 97 "+-9; ...fjga g," " ee09; "’ft—lgo 94 .o
g(t—l)..., e portanto que nés podemos associar, em blocos

7

indicados por parénteses, os dois lados da igualdade conse-

quentemente, como aparece a seguir:

(0) (1) (1),, (0) (0) (0)
(ngO g ...gn_z)(gn_z g, "’92n—2)"‘

(0)  _(0) (0) , (1) (1) (1)
(9ine1 9in 9 (ge1)n-al(F190 7977 v ig, 5

(1) (1) (1)')..‘(9(1) (1) (1)

(gn—l Ipn = *9gn-2 in=-1 Yin "'g(i+1)n-2)
N P A L AL e ST PAS ey (t-1)
R T B LR T
ffg£0) 950) ---géfélﬁgéal éf; ---gégil)...



(0) (o) T
(al (0) 1
Iim gim+1 tee g(f+1)m-1) (g( ! g;l)..
(1)) (g (l)g(l) (1) g (1) (1)
. m+1" om~-1 7,m "'g(i+1)m—1)
(t=1) (t-1) (t-1) (t-1) t~1
(g, g4 cee g g, 9£+1 ).
(t-1) (t-1) (t-1) (t-1)
g2m 1 Joiilg 9im Iime1 *°° g(i+1)m~1)"'

Entao, intercalemos ciclos e assim obtemos a

igualdade
" (0
(g0 ”(G(O) n ..(Gga))”...( (1))”(0(1’)” .

(G(J))n (o (t 1) yn (e=10)m (6 (e=10)n =

f(H(O))m(H(O) m (H(O))m ..(Hél))m(H(l))m _

(rg )M gSE (I ym g (Em
(2

(J - . . -
03) e o nkj—czclo obtido pela intercalagao do n-blo

co f g(J)...ggié para todo Jj€t, e onde C(j) e o nkj—ci—

onde

eclo obtido pela intercalagao do n-bloco (J) (i) ..
Yin~-194n
(j) .

. e 7 )
9(:+1)n-g PAYa todo <j,t>€tx(w\1); enquanto que HiJ’ e o
ka—ctho obtido pela intercalagao do m-bloco gé%) gé%i]...
g?iil)m ;7 Dbara todo <j,i>Etxw.

, (0) (0) (0) (1) (1) (1)
Seja b= G 1 "'Gf "'GO GJ "'Gi ..

t-1 -1 (-1 . -1 0
Gg )th )...G{ )..., e seja a :HgO)H§0)...H£ )...

7
H(l)...H(l)...qu)...H(t-l)H(t—z)...H(t—l)... . Temos entao
g 1 1 0 1 7

bn:f(a~1)m, e consequentemente que £=p"a"

Corolario 5.5. Seja {m,n}cw~2. Seja k _,k, ,... uma sequén-

eta itnfinita em w\2. Para cada 1T€w seja fi um ki—ciclo

em Z, e sejam a sequénctia fo’fl"" injetiva e o conjunto
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{f;: Zewl dep. Seja f a permutagdo cujo conjunto das com
ponentes ciclicas nao triviats é {r;: iew} tal que o con-
Junto {x: flx)=x} & <nfinito. Entao existe {a,b}EeSym(Z) tal

que f=bnam.

Demonstragao. Seja F={x: f(x)=x}. Entdo ja que F e infint
to, temos que |F|=|Fxw|. Portanto existe r:F+>Fxw bijegao,
e a familia {Fi: iew} ¢é uma-partig5o de F em classes infini
tas, onde F. denota r_l[FX{i}] para cada iEw.

Agora, para cada 1€w seja FézFiU{x: fi(x)#x}.
Usando a téenica do Lema §5.3 encontramos {ai,bi};Sym(Fé) tal
que fifFé:bZag. Segjam a=U{ai: T€Ew} e b:U{bi: i€w}. Obser
ve que f=U{fi|Fé: i€w}=U{b2a2: 1€w}. Afirmamos que {bZ?z:
iew}=p"a". Seja <x,y>€U{bzaZ: i€w}. Entao <x,y>€b?a? para
algum jew. Entao, <x,y>ebnam pois bjgb e ajga. Segue
que {bgaz: tewlehd™.  Por outro lado, suponha que <p,q>
er’a™. Entdo existe componente ciclica d de "™ tal que
<p;q>€d. Mas, ja que {F;: i€w}é uma partigao de Z, temos
que existe t€w tal que peFé. Entao q:bnam(p):bnaZ(p):
bn(aZ(p))=bz(a$(p))=b2a2(p), e portanto <p,q>€b2aZgLﬂb2az:
1€w}. Segue que bnamgLHbZa$: 1€w}. A afirmagao segue. 0 co

rolario fica provado.

Lema §.6. Sejam {m,n,k}sw~2, e fE€Sym(Z) tal que f:cks'

onde s'vs. Entdo existe {a,E}QSym(Z) tal que F=p"ta".

Demonstragao. Como s'=s, temos por [2, Theorem 4.3] que
s'zuv, com {u,v}=Sym(Z). De fato, podemos escolher {u,vic

Sym(2) tal que Mu)E{I1,k} e A(v)E{l,q}, onde qeuw~2 é ar-
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bitrario, e tal que ambos, wu e v, tenham um conjunto infi
nito de componentes ciclicas ndao triviais. Podemos tambem
supor que o conjunto {ck, u, v} é dep. Desta forma existem

sequencias infinitas e injetivas UgsUpseee € 0 .com

PYPTRE

u, um k=eielo para todo “<1Ew e com vj um g=-ciclo para to-

do j€w(ver diagrama I). Seja u=u, u, ... e seja VIV V.

0 "1 2

Entao f=(0 1 ... k-1) Uy UgeaaDVy Vg Associemos, em

blocos, cada lado da Zgualdade, da seguinte maneira:

J(u U ool )

f=((0 1 ... k-1) ) ul...un_z n-1 %n on-2

cen vy valw S (0 Vg Vopeg’ee-

n
1

"

... G m
J

. ) m ,m
Assim obtemos f~(GO G ...)(HO Hl"°Hj

...) onde G, & o mnk-ciclo obtido pela intercalagao do n

0

bloco (0 1 ... k-1) Up Ug Uy _gs

do pela intercalagao do n-bloco u(j—])n—]"'ujn—z para to

do Je€wNl, enquanto que Hj ¢ o mq-cticlo obtido pela inter

e Gj ¢ o nk=ciclo obti—

calagao do m-bloco v ; para todo j€w. Se

Jm vjm+1°'°v(j+1)m-

Jam b:GOGl"°Gj"’ e a:HOH

n n n m_,m.,
GO Gl"'Gj"‘ e que a ~H0 H

1"'Hj"' . Observamos que "=
?...H? oo + Assim f:bnam.

Lema 5.7. Segjam {ko,kl,m,n}gw\Z e f€Sym(Z) com trés com

ponentes nao triviails, um ko—ciclo fps um kl-ciclo f, e um

cicelo infinito s'. Entdo existe {a,b}SSym(Z) tal que f=b"a".

Demonstragdo. Temos por [2,Theorem 4.3] que s'=uv para {u,
v}eSym(Z) tal que A(u):{l,ko,kz}, tal que A (v)E{1,q} para

algum q€w~2, tal-que o conjunto das componentes ciclicas

~ .. ~ . .o 0
nao triviats de v e de u sao ambos infinitos sendo {u( ):

7
(1)

1€w} conjunto de componentes k0~ciclicas, {ui i€wlde com
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ponentes kz—ciclicas, e tal que o conjunto {fo,fZ}U{/(O)-

(1),

zew}U{u i€w} é dep. De fato podemos supor que a [fungdo

. ‘ . )
Bxw+Sym(Z) definida por <j,i>+u£3) e injetiva, que u:ug

ugl)ugo)ugl)uQO)ugl)... uéO)ugl)... . Semelhantemente po-

V.... & injeti

demos supor que a sequéencia infinita VpsVgser Vs

va e que v=v . Conseguimos estas componentes c¢iclicas e U @

0’1 .o
v, da maneira zndzcada no diagrama seguinte (lembrando o diagrama I).

1

Ditagrama 5.7.1

0/<_\ - A - /3 < —3/_5" < —4/:‘-1—\‘... .
/S \ N
u(O) ( u(l) u(l)
0 “yg 0 1

(0) (1) (0) (1 (0) (1)
Agora f= fOfl 0 ) 0‘)u1 ug ). .uj uj Y

Uz...UJ...

- (0), (0) (0) (1) (1) (1)
fo Uy ...uj ...f1 0 %y ...uj
see VpUzeei Ve

) ' (0) (0) e
Agrupemos o mn-bloco fO 0 U, g de k et
. R (0)

clos e intercalemos para obtermos um nko—czclo (0) 0 fo 0
u§0).. ioé Para cada 1>0, agrupemos o n-bloco uiz)l iz)
"'uggil)n—Z de ko—ciclos e por intercalagao obtemos o

. _ n_ (0) (0) (0)
nk,~etelo G, tal que (0)C0 17U g%y Uil s Da
(1) (1) e
mesma forma, agrupemos o n-bloco fou 0 creU,g de k] et
clos, e obtemos por intercalagao um nk,-etielo (1)%0 tal
que (g o_fz (1) ;1)...uéfé; e, para cada 1>0, agrupemos
_ (1) (1) (1) . -

o n=-bloeco Upnlg%ss cee U s de kl etelos para obter
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moé, por intercalagao, um nkl—ciclo (J)Gi tal que (J)Gi:
(1) (1) (1)

Uina1¥sin U (iel)n-g- For ultimo, para cada je€w, agrupe

mos o m-bloco e intercalemos obtendo as

vjmvjm+1...vjm_1,

m

stm o mqg-ciclo Hj tal que H .= . Seja

vjmvjm+1"'vjm—1
m

- _, o N
b"‘(o)Go (O)Gl « s e (1)00 (1)01'.. e a—1]01‘/1... Lnta() f—-}l a
Corolario 5.8. Sejam {m,n,tlcu~2 e k €w~2 para cada i€t.
- _ 0 . . i o 'l 4
Seja fi um ki ctelo nq conjunto 7. Seja f fofz"'ft—ls
Sym(Z) tal que s' & um ciclo infinito, e tal que a se—
quéncta Fosfqseeesfy_g é injetiva e que o conjunto {fO’fZ’

ceesfy_gs8") é dep. Entado f=b"a".

Demonstragao. Como nas demonstragoes de 5.5 e de 5.7, pode
mos escrever s'=uv, com u e Vv sujeitas as seguintes es
tipulagoes: Existe qEw\2 e sequéncia infinita injetiva V)

Viyseos de q-ciclos tal que {vi: i€w} e o conjunto de com

ponentes ciclicas de v. Para cada gJe€t ha uma sequéncia in

finita uég),ugJ),..., de kj—ciclos, tal que a fungao txw
+Sym(Z) definita por <j,i>+u£3) é injetiva e tal que {ugg):
<j,i>€txw} é o conjunto de componentes ciclicas de u. Fi

nalmente, podemos também estipular que o conjunto {fj: Jjet}

(3.

Ulu, <j,t>€txw) é dep.

. (J) .
0 modo de conseguir as uiJ mencitonadas no pa
ragrafo anterior & uma generalizacao obvia do caso t=2 tra
tado em detalhes na demonstragao do Lema 5.7. Evitaremos u

ma repetigao dos detalhes na presente redagao.

Adotemos uma convengao util: denominemos fi de

(g) . R _ _.(0) (1) (t=1)
u_’ para cada jet. Assim f_fofl"'ft—luv_u—l U_7 e U_y
(0) (1) u(t—l)u(O) (1) u(t—l) (0) (1) u(t-])
Ug Uy el 7 Ug T eeeuy ...uj L ce
v,V Ve ou ainda f=u£§)u50) (o), (0) u(O) (1)

oV Vg s Uy Ty Ceeets Tl UG
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(1) (1) (1) (t-1) (t-1) (t-1)
uo uz .c.uui» 00 _1 uO .ooui ...1)0'01....1)7:.,. o
(g5) (F) (g)
Agora a -
gora agrupemos o n—-bloco U Yy (ST gt de kj—
eiclos, e intercalemos para obtermos um nkj~cicZo_(j)G.
z

(g) u(j) (J)

tal que (j)Gi:uin~1 in U (EelIn-2°

para todo  ,i>€txw.

Desta mesma~ forma, agrupemos o m—-bloco v. V. ao eV, .
f > agrup im im+1 (T+1)m-1

de q-ciclos, e obtemos por intercalagao o mg~ciclo H, tal que H" =
. 7

ce V(i1 mm12 PATa todo 1€w. Seja b:(O)GO (O)Gz

o.o(o)qu-.(Z)GO..-(J)Gi...(J-)GO (j)GZ'o.(j)G’i ves € a=

~ _an.m
HOHI,O.Hio.. . Entao f=b a .

Lema §.9. Seja {m,nlcw~2. Seja kO’kl"" uma sequéncia
infinita em w~8. Seja f,,fy,... uma sequéncia [inita e in

I

jetiva tal que fj e um kj—ciclo para cada JEw. Seja s'=zs
tal que o conjunto {8'}U{fj: jew}l & dep. Finalmente seja
f a permutagao tendo este.conjunto como seu conjunto das com
ponentes ciclicas nao triviais. .Entao existe {a,b}cSym(Z)

tal que f:bnamu

Demonstragdo. Seja q€w~2. Como s'=s, entdo por [2,Theorem
4.3] s'zuw parﬁ aZQum {u,v}cSym(Z2). Podemos estipular que
se ul(x)fx ou v(x)#x, entao s'(x)¥x, sempre que x€Z:
Esvipulemos agora o conjunto de todas as compo
ponentes ciclicas de u de tal maneira que, para todo J€w,
existem um nimero infinito de tais componentes que sao  de
comprimento kj' A estipulagdo comprometida segue essa tabe

la triangular:



e B

ugO)
u(O) u(l)
y) 0
u(O) u(J) u(2)
2 yi 0
(0) (1) u(2) u(S)
“3 “2 1 0
u(O) u(l) u(2) u(S) u(i)
T =1 =2 -3 v 0
0w w ) L) w
o N N o o
™~ ™~ ™ ™~ ~3
0 0 o ) 0
o 3 o @ “
O o Q ) )
| ! | i !
[ ™~ (AN ™~ w
~ R e ~ ~x
Também estipulemos que a fungdo wxwSym(Z) definida por
<j,i>+u£3) ¢ injetiva. Finalmente, mencionamos que a se
quéncia injetiva GpsTqse- de componentes ciclicas de wu

& idéntica a sequéncia obtida pela listagem, na ordem dada

no diagrama triangular, das linhas; isto é,

_ . (0) (0) (1) (0) (1) (2) (2-1) (0)
gp 97 =+ T Uy Uy Tupy Tug Tu T TupT ooiuy u;
.u(l) (2)_ (0)

7:_1.-. 0 7:+1

Ver o diagrama abaizo

Diagrama 5.9.1.

vV v Vo 1)3
O/ZK « -]/4—{‘ “ -2/4—\‘ < /4—\“—3 “ /§—4+
N N N N4 )
10) (0) (1) (0) (2)
MO ul uO u2 HO
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Como nas demonstragoes anteriores estipulare-
mos que v, ¢ gqg-ciclo para todo icw, que a sequéncia
VgsVgsen - e injetiva, que {vi: 1€w} & o conjunto das com
ponentes ciclicas de v e que {uéj):,<j,i>€wxw} ¢ o con

L

Jjunto das componentes ciclicas de u.

Adotemos de novo a seguinte convengao: chame
. . : -, (0) (0) (0) (0)
mos f.=u_, para cada i€w. Assim fu_'u, 1Yy
(1) (1) (1) (1) (2) () (1) ()
R 2 R EL AL M T AL cee VU Ve
_ (v) (2) (z) _
Agora agrupemos o n-bloco ujn—lujn Uik -2 de l%

etclos, e intercalemos para obtermos um nki—ciclo (j)Gi tal

n., (1) (2) (Z)

aue ()9 U 1% Y1) n2?

para todo <i,J>Cwxw. A

nalogamente, agrupemos o m-bloco Vimt V(41 )m-1 de q-ci
clos e obtemos, por intercalagao, o mq-ciclo Hj tal que

m

J vjmvjm+1...v(j+1)m_1 para todo JeEw.

Seja  b=,45,Cy (9)Cq 0y )0 c1)%. ..

- ~ _hom
(j)GO (j)GJ"'(j)Gi"" e a—HOHJ...Hj... . Entao f=b a .

Lema §.10. Seja kewN3. Entao existe involugao h€Sym(Z)
tal que h#idlz, tal que ey h é involugao e tal que ¢ h#
2d 2.

Demonstragao. Seja ck:(O 1 ... k=-1). Consideremos o caso
em que k & par e o caso em que k & impar.

19 caso: Seja k par, assim k=2n>3. Entao Co,=
(01 ... 2n-1). Seja h=(0 2n-1)(1 2n-2)...(n-1 n). Te

mos que cgnh:(O 12 ... 2n-1)(0 2n-1)(1 2n-2)...(n-1 n)=

(1 2n-1)(2 2n-2)...(n-1 mn+1)
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29 caso: Seja k impar, assim k=2n-133., En-
tdo ¢, _;7(0 1 ... 2n). Seja agora h=(0 2n)(1 2n-1)...
(n-1 n+l1). Observemos que c2n_1h:(0 1 ... 2n)(o0 ?n)(l
2n=1)...(n=1 n+l1)=(1 2n)(2 2n-1)(3 2n-2)...(n n+l1).

Observemos que, em os casos, h e ckh sao
involugoes tais que h#id[Z2 e ckh:id[Z. Além disso, pa
ra k par temos que h tem n componentes 2-ciclicas e que
ckh tem n-1 componentes 2-ciclicas para todo n€w~\2. Por
outro lado, para k impar observemos que h tem n com-

ponentes 2-ciclicas e ckh tem n componentes 2 ciclicas

para todo n€w\l,

Lema 5.11. Seja f€Sym(Z), tal que o conjunto {x: flx)=x}
é finito e tal que todas as componentes de f sao fini-

tas. Entao existe {a,b}sSym(Z) tal que f:bnam.

Demonstragao. Podemos observar que o conjunto, das componen
tes cielicas nao triviais de f, tem que ser infinito. Pode-
mos escerever estas componentes em uma sequéncia fo’fl""

infinita e injetiva. Seja D={i: f,. & um 2 ciclo). Existe

dois casos a constiderarmos:
19 caso: D & um canjunto infinito. Entao es-
crevemos f na forma f=F,F, onde {FO’FZ} ¢ dep, e que

cada componente ciclica de F, ¢ 2-ciclica, e onde nenhuma

componente ciclica de F, & 2-ciclica. Tambem escrevemos

FO:dOdJ"°dj"' , onde {d.: Z€u) ¢ o conjunto das componen

tes cicelicas de F,; cada d_. é um 2-ciclo; e a sequéncia
dpsdqse.. infinita é injetiva. E claro que pelo Lema 5.10,

que existe involugao h em I tal que lfo,h} ¢ dep, e tal
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que th também & involugdao em Z. Além disso o conjunto T,

F . n ¢ dep. Separemos F, em duas partes: Fo=d,d,...d

0 2j-cn

€ FS:dldB"'d2j+l... . Entao, ambos o0s conjuntos {Fg,Flh}

-1 ~ _ - _ -1._
e {Fg,h } sao dep. Segue que f‘FoFJ‘ngng"FgFnghh =

FZFth3h—l’ que o conjunto de componentes 2-ciclicas de
FgF,h é infinito, e que o conjunto de componentes 2-cicli-
cas de Fsh_l também é infinito. Assim podemos agrupar em

n blocos as componertes 2-ciclicas de F2Flh, e intercala-

los, obtendo desta maneira as componentes 2n-ciclicas de

uma permutagao b tal que bnEFZFlh. Semelhantemente a
grupemos em m-blocos, e intercalemos as componéntes de
1

th_ , obtendo as componentes 2m-ciclicas de uma permuta
gao a tal que am:th_J. Agora f=b"d".

29 caso: O conjunto D & finito. De novo, es
erevemos f:FOFJ’ como no L9 caso, com A(FO)E{Z,Z} com
2¢A(F1), e com o conjunto {F,,F,} dep. Entao o conjunto
das componetes nao triviais de F, é infinito, e o compri-

1

mento de cada uma dessas componentes é mator que dois. En

tao escrevemos Fi3gpgqeeegiees s onde os g; sao as compo

Jd
nentes ciclicas nao triviais de F,. Podemos supor também
que a sequéencia infinita Gps9qse-- ¢ injetiva.

Para cada je€w, decorre facilmente do Lema 6.10
que existe involugaqo hj de Z, com as seguintes proprieda-
des: (1) hj#id[Z. (2) para cada xz€Z temos que gj(x):x
implica que hj(x):x. (3) gjhj tambem é invoiug&o de 2.
(4) gjhj#idrz. E claro que {gi’hj} é dep, sempre que T#j.
Seja h:h0h1°"h"" . Entao F1h2g091...gj...h0hl...h....

dJ dJ

:90h0g1h1"'gjhj"' , e o conjunto {gjhj: jew}l é dep. Assim



—q4 Y-

vimos que F]h e h sdo involugoes de 4, Jja que u conjunlo

{hi: 1€w} & dep. Além disso, o conjunto das componentcs 2
ciclicus de ”lh é infinito, o conjunto das componentes 2-
ciclicas de h é infinito e r=n"L. Finalmente, ja que (F s
th} é obviamente decp, temos que F P h ¢ involugdo e tem
conjunto infinito de componentes 2-ciclicas. Observe que
f:FOFZhh-Z. Por agrupamento e intercalagao de n-blocos

dos 2 ciclos de FOFlh’ obtemos as componmentes 2n-ciclicas

de uma permutagao b tal que bn:FOFlh.

Semelhantemente, por agrupamento e intercala-

gao de m-blocos dos 2-ciclos de hnl, obtemos a permutagao

.a tal que M=n"t, Segue que f=p"d".

Corolario 5.12. B'A™ & Sym(z)-universal.

Demonstragdo. O corolario é imediato dos Lemas 5.3 a 5.9

ineclusive, e do Lema 5.11.

Lema §.13. Seja X 1infinito e Y tal que |Y|<l|X]|. Entado

existe uma partigdo x de X tal que para todo  Pex, |P|=|Y].

Demonstragao. Ja que |Y|s|X|, existe bijegdo f:X+XxY. Se-
Jja Px:{f_l[{x}XY] para cada x€X}. Entao x={P_: r€X}

claramente é uma partigdo do tipo desejado.

Teorema 65.14. Sejam {m,nlcw\2, e a=B"a". Entdo o & ISym-
untversgal.
Demonstragaa. Seja X infinito, e seja fe€Sym(X). Seja C=

{fk: XEI} o conjunto das componentes ciclicas e nao trivi-
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ats de f.

Se C for finito, entao é facil representar f
na forma f=b"'a" com {a,blcSym(X). Portanto, suponhamos
que C é infinito.

Pelo Lema 5.13 existe uma partigao {Fp: peP}
de C, tal que ,Fp,:>® para cada p€P. Para cada p€P seja
F;f) o conjunto de todo x€X tal que existem h e Fp com
hix)Zx. Entao |Fgf)|:%b ja que cada componente ciclica de
uma permutagao, nao pode mudar mats que um numero enumerq -

vel de pontos.

Entao, para cada peP, temos pelo Corolario 5.12,

que existe {ap,bp}ESym(F(f)) tal que fngf):bZaz. Seja

T=(z: f(z)=z), seja ay=b,=id[T. Entdo f:U{fng”.- pEPIV
_ nom. nomy_,nm

{fFT}—lkbpap.DQP}U{bTaT} b a’.

Corolario 5.15. Seja kew~l. Entao a palavra AanAm e

ISym-universal.

Demonstragao. Seja X 1infinito e seja f€Sym(X). Pelo Teo

rema 5§.13 temos que existe {a,bleSym(X) tal que f:bn

L Segue que akfauk:akbnam. Mas o digrafo akfa“K e

. - S . k n,m k —k

isomorfo ao digrafo de f. Portanto (A"B"A"VYa fa ~)Sym(X),

tmplica em (AanAm¢f)Sym(X). 0 teorema segue.
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