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Esta dissertação estabelece para cada par m e 

n de inteiros com rrm/0 que para todo grupo simétrico infi_

—  71 171
nito S e para todo fCS_ a equaçao f=x y tem solução

\C &

<xJy>£Sx xSx .



This dissertation establishes, for every pair m 

and n of integers with mn^O, that for every infinite sym­

metric group S^ and for every f ^ x the equation f=xnym 

has a solution <x}y > € S x *
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INTRODUÇÃO

Nos últimos cinquenta anos cresceu muito o in­

teresse na definição de grupos e, consequentemente, de semi_ 

grupos e de outras estruturas mais gerais do que de um gru 

po G, por sistemas de equações, Tais equações são determina 

das por palavras que dao as formas das equações, no sentido 

que, se W(L^,...,L) for uma palavra nas letras 

(soletrada usando somente as letras no alfabeto {L^,L^, ...

L }), e se y£G, então y=W(x^,...,x ) ê a equação determina- p 1 p

da por W e y; os x . são considerados "variáveis em G ", com'Z'
L^ — > x^ uma função, e uma p-upla (aj,...,a^)€G^ tal que y-

W(a^,...,a ) é solução desta equação quando a justaposiçao

dos simbolos a. indica "multiplicação" em G.'t'

Segundo Jan Mycielski perguntamos, para certas

familias C naturais e importantes de monoides: Para quais

pal-.dv.ras-. W(L^,...,L ) acontece que, para todo H£C e para

todo yÇ_H a equação y=W(xj,...,x^) tem solução (xj3 ...,x )=

(a ,, . . . 3 a )<ZHP ?1J P

Definimos os termos fundamentais e apresenta­

mos os lemas básicos no capitulo I. No capitulo II revisa­

mos a historia da pergunta de Mycielski e formulamos algu­

mas perguntas relacionadas ao assunto. No capitulo III estu 

damos, através de um exemplo amplo e geral3 o teorema prin­

cipal de D .M .Silberger e M.L.Valente em \5 ],, este trabalho 

é um dos principais pontos de partida para nosso capitulo 

IV, no qual provamos um resultado novo que amplia o alcance 

do referido teorema.



No capítulo V provamos nosso principal teorema 

que ê a primeira contribuição não trivial, na história do 

assunto, no estudo das palavras que são ISyrn-universais, on 

de ISym denota a família de todos os grupos simétricos infi 

nitos. Neste teorema provamos que, para todo grupo sirnétri-

• • • Yl Ylco xnf%'n%to G, e para todo y€G, as equações z=y x e z =

“k tu 2x y x sempre tem solução <x,y>=<b,a>£G , sempre que k,n e

m são inteiros positivos.

-0?.~



CAPÍTULO 1 - OBSERVAÇÕES

As notações e definições utilizadas nos capítu 

los subsequentes são listadas neste capítulo. Alêrri disto al 

guns resultados que interessam no desenvolvimento do traba­

lho são aqui apresentados com exemplos para facilitar o en 

tendimento.

Como é usual, Z denota o conjunto dos inteiros;

o inteiro 0 tambern denota o conjunto vazio, <J>; w denota o 

conjunto {n£Z: n>sO }; se 0<n£u então n também denota {0,1,

...,n-l }.

Exemplo: 4 = {0,1,2,3), observemos que | 4 \ =4 e, desta forma, 

\n\ indica o número de elementos do conjunto n.

Se X é um conjunto arbitrário seu número cardi 

nal ê denotado por |z|. Se X e Y são conjuntos então Y\X de_ 

nota {x: x€.Y e x€Z}. Em particular uvn denota {n,n + l,... }. 
Naturalmente se {p,q}<^ cj com p<q entao | q\p \ = \ q-p | =q~p.

Seja peoj\2. Então M(p) denota o menor múltiplo 

comum de {2, 3, . . . ,p}j S(p) denota o menor fator primo de p. 

Se alem de p, tivermos <?€u) então p\q denota que existe new 

com np=q, p]q nega a afirmação anterior e p J |q indÁca que

i I i +1 jp I q mas p \q com teu.

Sejam X conjunto arbitrário e fZXxX. Então
_ j

Dom(f) denota {x: 3-y <x,y>€.f}; Im(f) denota Dom(f ); para 

um conjunto A, f[_A] denota {y: ]x (x£AA<x, y>€f); e / 1\4 deno_ 

ta (AxX)Of. A expressão Wrld(f) denota Dom (f) \jlm (f) .



A expressão Prt(X) denota o conjunto de todas

~ ~ Xas funções f com Wrld( f)SX. A expressão X indica (/':
f€Prt(X) e Dom (f)^X}. Além disso Sym(X) denota o conjunto de 

todas as permutações em X. Certamente Sym(X) é um subgrupo

Y X -»
de X y e X ê um submonoide de Prt(X). Por id[X indicaremos 

{xCX:f(x)-x). 0 conjunto {f:f£Sym(X) e f ê pa r } denota-se 

Alt(X).

X ~Lema 1.1. Seja X conjunto finito. Seja fÇ. X. Entao as segwn 

tes tres afirmações são equivalentes:

1. f é  injetiva;

2. f é  sobrejetiva (sobre X);

3. f<LSym (X) .

Demonstração: Seja 1 verdadeira. Então |f[^]|-|^Í e portan 

to x~f[x] jã que X ê finito. Portanto 2 segue.

Seja 1 falsa. Então existe {x,y'\Ç:X com x^y mas 

com f(x)=f(y). Segue que f [X] = f . \ { y  }] e portanto que |[x] | — 

|/[AT\{y}] | < |̂ | pois X ê finito, e então que f[x]/x. Portanto

1 é falsa implica em 2 falsa também. Segue que 1 é equiva­

lente a 2. Agora temos, obviamente, que 1 e 3 são equivalet_%_ 

tes.

Observação: A finidade de X é essencial em 1.1. Note que Z-*Z 
definida por z-+2z é injetiva sem ser sobrejetiva (sobre Z). 

Também Z->-Z definida por 2z + l-̂ z e por 2z-+z é sobrejetiva sem 

ser injetiva.

Seja fÇX*X. Também chamamos grafo d i r e t o o n ­

de f é  um digrafo, cujo conjunto de "vértices" é Wrld(f)
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e cujas arestas diretas, ou "arestas"3 e o conjunto f. Cha 

mamos gÇXxX de subdigrafo de f se, e somente se, gçkf.

Consideremos f e g relações binarias,- diremos 

que f é isomorfica bigraficamente aom gs e representamos por 

f-g se, e somente se, existem um conjunto Y e haSym(Y) tais 

que f={<h(x),h(y)>:<x,y>eg}. Temos que - e uma relação de e_ 

quivalencia.

Lema l*2a Seja {f, g Então as seguintes afirmações são

equivalentes:

1 . f*g
— 12. Existe h,<ZSym(X) tal que g=hfh

3. Existe h€.Sym(X) tal que gh~--hf.

Demonstração: [9, Corollary of Theorem].

Seja FSSymCX). para X conjunto arbitrário, Dire 

mos que F e disjunta como permutação, e anotamos dcp, se e 

somente se, para cada par f e g de elementos distintos de F , 

temos que para todo x£X que x=f(x) ou que x=g(x).

Lema l.o. Sej. •? F dcp com F£Sym(X) e {f,g}^F. Então fg=gf.

Demonstração: [10, Lema í.3]„

Seja f&XxX. Diremos que f é conexo como digra- 

fo se, e somente se, para oada {x,y}'9Wrld( f), se x^y então 

existe uma sequência finita x-z 3z~3 ...,z.=y tal atue para to_0 1 Q

do iaj {<zi3zí + 1>,<zi + 1,zi>}nf^íJ).

A expressão id\X chamaremos ciclo trivial em x, 

ou ciclò dê comprimento 1 em X .

-05-



Seja id\ f€Syrri (X ) . Diremos que f ê urn ciclo 

não trivial em X se, e somente se, existir gçf tal que \ g\>l, 

tal que g ê conexo e tal que se gçhçf e se h é conexo então 

g-h.

Seja f um ciclo não trivial cujo subdigrafo ma 

ximal conexo e g. Então f é chamado um \g\-ciclo em X ou um 

ciclo de comprimento \g\ em X.

Observação: Se |g |- dizemos que f ê um ciclo infinito em X, 

ou u-ciclo em X. De outra forma f é dito ciclo finito em X.

Seja f£Sym(X). Chamamos f de permutação cícli­

ca de X se, e somente se, f é conexo.

Quando FS-Sym (X ), e F ê dcp, então riF denota 

{<x,y>: 3 f£F(y=f(x))}. É claro que vF€Sym(X).

Lema 1.4. Seja f€Sym(X). Então existe exatamente uma família

F dos ciclos não triviais em X tal que F ê dcp e tal que f=-nF.

Demonstração: [5j Lema 1. 4~] .

Observação: i\$=id\x, quando se estipula que estamos pensando 

em $Ç.Sym (X) .

Seja f um ciclo não trivial em X, e considere­

mos o único sub-conjunto g de f tal que \g\>0, que g é conexo 

e que gçhçf então h=g.

Quando \g\=k£ui, então existe uma injeção i+x- 

de k em X, e g tem a forma X q -̂x ^ x ^ .  . . -+x ^_ j-±Xq ; escrevemos 

f=(x Xj a;,, ... * A permutação cíclica (0 1 ... k-1) de
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k denominamos de C Q u a n d o  não falta entendimento, a expre^_ 

aao denota a per mu taça o C jiJid{ (X\k) quando k^X.

Por outro lado, quando \g\= \ , então existe u 

ma injeção i+x^ de Z em X e g tem a forma x̂ ->-x̂  + J para todo 

i&Z. Escrevemos f=(... x_j x0 x i x 2 * * *^* A P&vmutação cícli­

ca i-*i + l de Z denominamos de s.

Finalmente, para cada x£X a expressão (x) deno_

ta id\X.

Para cada f€Sym(X) a expressão \f'(f) denota <f> 

se f=id\X. Por outro lado se f^id\X, y'(f) denota a unicamen­

te determinada família F, vista no lema 1.4. Os elementos de 

y ’(f) são denominados componentes não triviais de f.

0 conjunto y r(f)(J{x: f(x)=x} serã denotado por 

y(f). Em y(f) pretendemos "contar" a identidade , id\f, exata 

mente uma vez para cada x€X que serã "fixado" por f.

Exemplo: Seja f=(3 4) (5 6 7). Se X=8 então y (f) =y ' (f)Ul (0),

(1), ( 2) } ou y(f)={(3 4), (5 6 7)} { (0), (1) , (2) } e |v 0^1=5.
Mas se X=9 então y(f)={(3 4), (5 6 7)}U((0). (1), (2), (8)} e

Iy(f) \=6.

Seja f<iSym(X). Então h(f) denota { | g \ : g^y (f))[)
T, com T-<j> se x^f(x) para cada x£X, mas com T={1} se existe 

x£X tal que x=f(x).

y2 + *

Quando f ^f para todo inteiro n/0, então dire­

mos que f tem ordem infinita, ou que o r d ( f ) D e  outra forma
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ord(f) denota min{n:n£w\l e fn=id\X).

Chamamos f de involução de X se, e somente se, 

f£Syrn ( X) e o r d (f )€{1,2).

Estudo das -palavras. Consideremos Z = {A,B,C, . . . } um alfabeto 

fixo, finito e arbitrário. £* denota o monoide gerad.o pelo 

alfabeto E. Os elementos de E*, são denominados palavras de 

semigrupo e serão denotadas por letras gregas minusculas. Se_ 

ja {ot_,3}ÇE*j a palavra aB será construída pela concatenação 

de a e 3. 0 símbolo representa a palavra vazia. Ê claro que

Exemplo. Se a=BABA e &=AB então a&=BABAAB e $a=ABBABA.

Seja (a,6̂  y}ÇE*. Então, certamente temos que 

(a&) y-a( )  . Porem a3-3a nem sempre ê válido. Ver o exemplo 

acima.

Sejam 3€E* e n€.u\l. Definimos $n=$n ^3 e 3̂ -<|>. 
Por comprimento de uma palavra 3, e anotamos |3 |i entendemos 

intuitivamente: | <j) |-0; \ L \ =1 para todo L£E e para todo (a^B) 

ÇE* temos |aB|- |a|+ |3 |•

Exemplo: Seja a~ABABBAA=ABAB^A^ então | a. | — 7.

Se 3-Ln para L£E e ntu, então |3|-n.

Seja a£E*, entao í* denota a palavra formada 

pelos mesmos elementos que compõe a, concatenados em ordem

 ̂ Yt ^ ~~
inversa. Porem podemos observar que, se a-L , entao a-a, 

sempre que L€E e que ntw. Alem disso, para todo a £E * temos 

que |a|- |a|.
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Exemplo. Seja a=B° ABAB“ A ’’ então a=A'J U'J ABA/J'1.

Seja a.ç.1* uma palavra não vazia. Diremos que

~ y\uma palavra nao vazia 6 e raiz de a se, e somente se, a-6
para algum inteiro positivo n. Podemos observar que toda â <|>

admite exatamente uma raiz de menor comprimento que anotamos

por tt (a) .

Uma palavra â (j> chama-se primitiva se, e somen 

te se, a=v(a); a^irfaj diremos que a é não primitiva. Observe_ 

mos que tt (-n (a)) =ir (a) para toda a££*\{<t>}; isto e, tí(ol) é pri_ 

mitiva.

Exemplo. Se a-BA2B 2A 2B^A2B2A 2B = (BA2B e n t ã o  as palavras

BA^B e (BA^B)2 são raízes de a, e ir (a) =BA 2B. Se a=Ln então

3 2 - ’
t\(o.)=L para todo 1 6 E. A palavra B-B ABA e primitiva pors 

■n ( 8)=B3 ABA2 .

Para cada L£T. a expressão Mult (L, a) denota o 

conjunto de todas as posições nas quais a letra L ocorre pa­

ra a formação, isto é,"soletvação" da palavra a. Uma pala­

vra a é dita não trivial se, e somente se, \Mult (L, a) \^1 pâ  

ra todo LCL.

A expressão gcd(a) denota.o maior fator comum 

de { |Mult(L,a)|;L€E}.

Exemplo. Se <x=B^A2BA então Mult (B, a ) = {1, 2, 3, 4, 7 } e Mult(A,a)= 

{5,6,8}. Ja que | Mu lt (A, a) \ =3 e que \Mult (B, a) | =5, logo a é 

não trivial e gcd(a)=1.



Lútna 1.5. Sója {a, |3}Ç£*\{<|>} . Entào aB~(?a ee, e vorncnte 

se, ir (a) =ir (a.&) .

Demonstração. [10, Apêndice, pãgina 50].

Seja a£E*. Diremos que ĝ <{> é segmento de 

a se e somente se a-to para algum {Trajei*. Denominamos

3 segmento ã esquerda (respectivamente ã direita) de a se 
e somente se a=3À (a=A|3,> para algum À£E*.

Seja {a,8)£E*. Seja L€I e seja n£u>^l. Ao

Yt *par <X,L > denominamos L-fila de tamanho n de a se, e so­

-10-

mente se,

i) ê segmento â esquerda de a;
•  2. __  ^

ii) XL nao e segmento a esquerda de a;

iii) L não é segmento a direita de X.

Denominamos complexidade de uma palavra a€
1*, e anotamos por cmplx(a), ao número de filas distintas 

de a.

2 2 3 2 ~ ~ 2 2Exemplo: Se a=B A^B A i então suas filas são <$,B >,<B ,

A 2 > , <B“A 2,B3> e <B2A 2B 3,Aa>. Assim cmplx(a)-4. Se L££ e
~  Yl

n>l, entao cmplx(L )~1. Para {A,B}QZ* e para {n,p,m}çu)\l 

temos que cmplx(AnBm )=2 e cmplx(A nB^Am )= 3.

Seja {a, $}.££*.. Diremos que a é ciclicamente 
equivalente a 0 e anotamos se, e somente se, existe

. tal que a-^yX, enquanto que 6-A.p.

Exemplo: A 2B 4A^A3B4^ B 2A 3B 2^AB4A 2^BA3B 3 .



Proposição 1.6. A relação <\> ê uma relação de equivalen-=■ 

aia em E*.

Demonstração: [10, Proposição 1.18].

Lema 1.7. Seja {a., 6 }CE*\{ <$} . Então se, e somente se,

ambos | ot | — | 6 | e | tt(a) | ̂  | ir ($) \ .

Demonstração: [7, Lema 3.2],

Definição 1.8. Seja WçE*. Seja .&f.£E*x E* definida como 

segue: a.W.8 se, e somente se, existe uma sequência a- 

Y qj Y j ■> • • • ■> y tal que, para todo i£j se tenha:

i) y .'Vy ou 1 ̂  ' x + 1

ii) existe ip€lV tal que y ̂ + i=y ̂  = ou

iii) existe ipGW tal que y ̂ =y ̂ + •

Diremos que a sequência o.=y g,y ̂ , . . . ,y ̂ = 

leva a. em $ por W. 0 simbolo a/W vai denotar {$:8.W.a}.

Lema 1.9. A relação .W. ê relação de equivalência em E

Demonstração [10, Lema 1.22],

Consideremos £* como definido anteriormen­

te. Dado Ej escolhamos E r com EHE '=<)> e com |e|-|E'|. Se_ 

ja ':£-*-£ ' uma bijeção L-+L '. Então F(Y.) e (El)£ ')* junto 
com a relação de equivalência ^ definida assim: a%8'. se, e 

somente se, existe uma sequência finita 0=0q, ,...,a^~8
tal que para cada iÇ.k ou 0 .=o • , ou existe L€.E tal que

■t % + l

a^^ÀT enquanto que o ̂ + 1€{\LL ' x, \L ' L t } o u °^ + 2 = ̂ T encluarL'r

to que o .£{ALL 't,X L rLx], é o grupo livre gerado por E.1/



Cada homomorfismo f : F ( I}-+G, onde G e grupo,

0 unicamente determinado por f\l no seguinte sentido: Vara
_ 7todo ■ £€£ temos que f(L')=f(L)

Seja. a^P(Z). Através de [ 4 ^ 2J diremos que 

a é ciclicamente reduzida se, e somente se,\ qualquer 3 e 

qualquer y então | cx j .$ | -y | •

Observação. Se a\ê aialioamente reduzida e então g ê
"\

aialioamente reduzida.

Universalidade de uma palavra para um grupo. Seja a£F(Z)\ 

{<J>}. Seja G um grupo e seja x€G. Diremos que a representa 
x em G, e anotamos (aix)G, se existe um homomorfismo H : 

F(l)^-G tal que H(a)=x. Denominamos a universal para G 

se, e somente se, Ca\x)G para todo x(LG. Quando a e ' uni­

versal para G escrevemos ('a + 4-Gj ou que a é G-universal.

Seja M uma família de grupos. Diremos que a 

é M-universal se, e somente se, a e X-universal para todo 

X£M. Diremos que a ê finitamente M-universal, e anotamos 

FM-universal se, e somente se, a e X-universal para todo X 

finito pertencente a M, e a ê infinitamente M-universal, a 

notamos TM-universal se, e somente se, a e X-universal pa 

ra todo X infinito, pertencente a M.

Observação. Neste trabalho Sym denota o conjunto {Sym(X): X

1 conjunto}, Prt denota o conjunto {Prt(X):X é conjunto),

X
Myc denota o conjunto { X:X e conjunto} e Alt denota o aon 

junto {Alt (k) :k<í(i}} .
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Seja ty/AÇZ\l . A expressão rndc(A) denota rriax 

{d:d\a para todo a A }.

Quando for conveniente a expressão mdc(-{x,y}) 

ê escrita Cx3y).
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CAPÍTULO II - A REPRESENTAÇÃO DE GRUPOS SIMÉTRICOS

-14-

Introdução: Em recente trabalho [5] estendem-se as técni­

cas usadas em [2] e em \lO~[ a fim de ser estabelecido o

Teorema 2.1. Seja a qualquer palavra primitiva de comple­

xidade menor que seis. Então ( s)Sy m (Z).

Encontramos em [l] a

2 2 -
Proposição 2.2. A palavra B A  e Sym(X)-universal para to_ 

do X infinito.

0 artigo \l], não apresenta uma demonstração 

para a proposição 2.2, mas indica um esboço e um diagrama, 

muito uteis no desenvolvimento de nossas idéias, neste tra 

balho, dando-nos um caminho para a demonstração exigida.

Em nosso Capítulo III, apresentamos um exem­

plo, amplo e detalhado, para exemplificarmos todas as téc_ 

nicas usadas por D.M.Silberger e M.L. Valente na demonstra­

ção do Teorema 2.1. Então, em nosso Capítulo IV, estende - 

mos um pouco os resultados alcançados pelo Teorema 2.1, em 

conjunto com os resultados relacionados em

No Capítulo V aproveitamos as técnicas sugéri_ 

das em [l] para demonstrar nosso principal teorema, que 

cmplx (ir (a)) <4 implica em -n(a) é ISym-universal.



No presente capítulo, apresentamos um breve his_ 

tórico do estudo das palavras que são FSym-universais ou I- 

Sym-universais.

Em 1966, J.R.Isbell publicou o primeiro artigo

[3] s. bre a questão 3 introduzida por J. Mycielski, sobre ter_ 

mos universais. Neste artigo encontra-se o

Teorema 2,3. Se â <j> não e da forma a=$y3 para , então

a e ^X-universal para todo conjunto X infinito.

Mas, as técnicas usadas por J.R.Isbell na de­

monstração do Teorema 2,33 aparentemente não permitem uma res_ 

posta a seguinte pergunta natural: Se a n ã o  é da forma ct-3y|3 

para então a é ISym-universal?

Este problema continua em aberto e é nossa prin_ 

cipal consideração3 neste trabalho.

Também em [3] encontra-se um resultado que é a 

plicado na área de termos FSym-universais. Este resultado de 

J.R.Isbell ê

Teorema 2.4. Seja n potência de primo. Seja k£u\l, e se-

k k k ja f€ k. Entao existem ge k e uma involuçao h £' k tais que

f=g h.

Isto3 junto com o Teorema 2.33 imediatamente im_ 

plica que3 se n ê potência de primo3 e se m ê inteiro ím_ 

par3 então as palavras BnAm e AmBn são Myc-universais.

Além disso3 senão hCSym(k) com k€oi\l3 e sendo

Y lf=g h com {f,g}C k3 temos pelo Lema 1.1 que f£Sym(k) se, e 

somente se, g€Sym(k). Desta forma obtivemos o
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Covolãvio 2.5. Seja n potência de inteiro primo, e seja

• ^ • - r. r,n .m Am r,n ~  „<■m tntetro tmpav. Lntao as paLa.vraa B A  e A H sao l<l>ym 

universais.

Empregando técnicas desenvolvidas por J.R. Is- 

bell na demonstração do Teorema 2.4, A .Ehrenfeucht e D.M. 

Silberger publicam um melhoramento do Teorema 2.4:

Teorema 2.6. Seja 2 \\n com n>2 . Entao as seguintes 

condições são equivalentes :

1. 2%+1< S(n/2% );

k
2. Para todo kein\l e para toda f€ k, exis-

Yí,tem gC k e h involuçao de k tal que f=g h.

Deixaremos de mencionar os corolários do Teore 

ma 2.6, pois são análogos aos do Teorema 2.4.

Os mesmos autores publicam [2]., em que encon - 

tramos o seguinte resultado análogo aos Teoremas 2.4 e 2.6, 

mas mais forte. Este é

Teorema 2.7. Sejam n>l<m inteiros. Então as seguintes 

condiçoes sao equivalentes:

1. M(SCn)) não ê fator de m e M(S(m)) não é

fator de n.

n n -1 -r,n .m .m^n ~2. As palavras B A  e A B sao Myc-universavs.

T l TTÎ 171 T l *-* ♦3. i4s palavras B A  e A B sao FSym-universais

Também em [sj encontramos um resultado muito 

importante no desenvolvimento dos trabalhos \lO~\ e [5] e, 

para esta dissertação.



Teorema 2.8. Sejam mf-0?n inteiros quaisquer. Então (BnAm 

As)Sym(Z) .

De fato, melhorando as têcnioas empregadas na 

demonstração em [2] do Teorema 2.8, fica estabelecido em 

[5] o

Teorema 2.9. Sejam p>n>0 e q>m>0 inteiros quaisquer. 

Então existe {f, g }CSym CZ) tal que s=gnf n enquanto que 

gP=id[Z=fq .

0 principal teorema de D.M.Silberger em |s] 
permite uma vasta exemplificaçao das técnicas usadas na de_ 

monstração do Teorema 2.7, e resulta em [ff] no seguinte:

Teorema 2.1Q. Sejam n>l<m inteiros. Então as seguintes 

condiçoes são equivalentes:

1. MCSCn}} não ê fator de m, e M(SCm)) não é

fator de n.

2. As palavras BnAm e AmBn são Myc-universa-

i s.

YL 777 77? 71 —  *

3. As palavras B A  e A B sao FSym-umversa-

is.

4. As palavras BnAm e AmBn são Prt-universais.

No capttulo V deste trabalho, apresentamos um 

resultado obtido que representa um melhoramento bastante 

forte, porque afirma que BnAm ê FSym-universal não so sob 

as condiçoes que M(S(n)l^m e M(SCm)1 J^n, mas também que 

BnAm ê Sym (.XI-universal para todo X infinito e para todo 

n^Q^m inteiros quaisquer.



Colocamos agora as seguintes perguntas:

Pergunta 2.11. Se tt (a) =BnAmBpAq então n(a) é ISym-uni 

versai?

Mais geralmente 

Pergunta 2.12. -n(a) ê ISym-universal para qualquer n (a)? 

Pergunta 2.13. Dado a uma palavra de grupo que é ciclica-

~  • *  T l i I

mente reduzida e tal que a nao e da forma 3 para \n\>í, 

então a ê ISym-universal?
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CAPlTULO III - PALAVRAS DE COMPLEXIDADE MENOR QUE SEIS
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0 principal ponto de partida para os resulta­

dos originais que apresentamos no Capítulo IV ̂ e [üj , qut 

pode ser escrito como sugue:

Teorema 3.1. Seja rr(a) de complexidade menos que seis. 

Então (v(a)\s)Sym(Z).

0 espirito, de nossas contribuições, aparece 

not exemplo característico abaixo apresentado. Escolhemos a 

palavra primitiva

4 2 7 9 1 9 1 1($'l) Ti(a)= A B A B A de comprimento 7 0 e de com1
plexidade 5. Para esta v(a) construímos explicitamente 

duas permutações, a e b de Z tais que

(3.2)
4,27 9,19 11 s=a b a b a A(a)={l ,1.5} e A(b) = U , 12}

As condições A(a)={l,15} e A (b)={1,12} que im­

plicam ord(a) =15 e ord(b)=12, respectivamente, nao são ne_ 

cessarias neste .exemplo; ficamos com estas condiçoes a fim 

de que as etapas da demonstração, em (5], do teorema acima, 

sejam fielmente exibidas.

0 diagrama I indica o jeito de conseguirmos 

{bj,a^} subconjunto de Sym(Z) tal que

A (b1) = {l,6)(3.3) s=b2a 1, ACü j )={1,5} e

sem tentar generalizar, escrevemos componentes cíclicas das 

permutações aj e bj obtidas no diagrama I.

Assim temos do diagrama I que:



b.j~(o 1 2 ■■i - D  (a u io ii iv. -;'.)(ic r/ m  m

20 -3) (2-1 25 26 27 28 -4) (32 33 34 35 Z6 -5) 

(40 41 4 2 43 44 -6)...

a 2 = (-1 5 6 7 8)(-2 13 14 15 16)(-3 21 22 23 24) 

(-4 29 30 31 32)(-5 37 38 39 40)...

A próxima etapa é procurar {b3,as )ç Sym (Z) tal

b\°=b13 A (bz)={l,12}

a ^ =aj & h(a^)-{l,15}

Este processo exige duas etapas para conseguir

b .2 e a^ de a^. Iniciemos o processo com bj.

Temos, de (3.4), que A (b2)-t2j6 }. Também (ord(b^),10) = (6,

10)=2, Mas queremos b ^ = b ^  enquanto A (b^)-{1,12}. Nossa

primeira subetapa para b^ é buscar uma permutação b^ tal

5
que b 2=b^ enquanto que A (b^)- A (b^)-{1, 6 }. Ja que (ord(b^),

5)=(6,5)=1-6.1+5.(-1), temos que b j = b ^ ( b ^ ( b ^ ^ . Seja 

^ 2~^ 1 ' 1.5] temos que A (b^) ~ {1, 6 } . Obviamente também

b^=b2 • De fato, da expressão (3.4), obtemos

(3.7) h 2 = (0 ~2 4 3 2 D L 8  ~2 22 22 20 9) (16 -3 20 19

18 17) (24 -4 28 27 26 25)(32 -5 36 35 34 

33) (40 -6 44 43 42 41) ...

Nossa segunda, subetapa ê intercalar aos pares 

as componentes 6-cíclicas de i>g3 seguindo técnica emprega­

da na demonstração do Teorema 3.1 em [5 a fim de obtermos

~ 2 uma permutaçao b 3 de Z tal que (b ̂) - {1, 12 } enquanto b ̂ =b g.
De fato, da expressão (3.7), obtemos

-20-

(3.4)

(3.5)

que

(3.6)

mos de
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(3.8) h 3=(0 8 -1 ~2 4 12 3 11 2 10 1 9)(16 24 -3 -4

20 28 19 27 18 26 17 25)(32 40 -5 -6 36 44 

35 43 34 42 33 41)...

Segue que (b ̂ )1° = (b3)5=b^=b^, com desejava

mos

Terminemos o procèsso com aj Temos de (3.5)

que A (a ̂ ) ={l, 5}-.- Também ( ox>d( a ̂) 3Z) = ( 5, 3) =1 = 2 . 5+(-3 ) . 3 ,

5,2, -3 . 3 ,  -3.3 — 3
Portanto a^ = (aj) 4-a^ ) =(aj ) . Seja a^-a^ . Entao de 

(3.5) obtemos

(3.9) a 2=(~1 6 8 5  7)(~ 2 14 16 13 15)(~3 22 24 21

23)(-4 30 32 29 31)(-5 38 40 37 39)(-6 46 

48 45 47) . . .

Observemos que a^=a^ enquanto que A (a^)=A(a^)= 

{1,5}. Até aqui temos a subetapa um. A subetapa dois con

siste em intercalar de forma tríplice as componentes ,5~oí^

2
clicas de a^ a fim de obter uma a^ tal que a^-a^ enquan­

to h(a„)=i1,15}. Besta maneira, de (3.9), obtemos ó

(3.10) a s=(-l -2 -3 6 14 22 8 16 24 5 13 21 7 15 23)

(-4 -5 -6 30 38 46 32 40 48 29 37 45 31 39 

47) ...

Notemos que as permutações b^ e a ̂ assim obti_ 

das satisfazem as condições (3.6) exigidas. Notemos tam­

bém de (3.3) e (3.6) que temos satisfeitas as condições

(3.11) s = a ^ b ^  e a^=id \z=b^2



Noeoa próxima observação é que

,3 ,-3 ,3 9. 10.-3 .3 9.7 b 8d =b ,a ~b ~ b , -Z? „a ,c> _ .ó ó ó O O ó O

Seja

(3.12) s 2=b33sb~3

Acontece3 por [_23 Teorema 4.3] que s'-s.

Mas não precisamos utilizar este fato no presente argumen

to. Consideremos o homomorfismo H : F ({A3B}) -*■ Sym(Z) gera

3 9 7
do por A+ãg e B + b C o m  3=B A B temos que H(Q)=Sj.

De fato3 H(r\)=Sjj paraqualquer n obtida de 8 por uma se 
quência de "inserções" em qualquer posição dentro de Bj
ou dentro de palavras assim conseguidas de 8j das palavras

/ .15 B e/ou A

Exemplos de tais palavras rij expansões de Bj
„15A9„7 1 5 . 9 7 . 1 5  „2.15„13.9„7.15 „2.15„13.„25 sao B A B 3 B A B A  3 B A  B A B A  3 B A  B AB

8 7 15A B A  3 e a palavra que nos interessa no presente

(3.13) ô =A15B Pj7A 9B 19

Como mencionamos

/v - 15.27 9.19
(6.14) 8 1 3 *3 a 3®3

Seja

/, -» «r I 11 ~12
(3.15) s 2=a3 S Ia 3

j ia i "11 15. 27 9, 19 11
Segue3 'de (3.14), que s 2=a3 a 3 3 a 3 3 a 3 J

-22-

e portanto que

f* - ^,27 9u19 11
(3.16) s 2 3 3 a 3 3 3



Assim vimos que (t\ (a) \s ̂ ) Sym(Z) . Agora seja

( 3 . 1 7 )  f = b ~ 3 â 3 2

~ —3 3
Então3 de (3.12) e (3.15) temos que s^b3=

, - 3  11 —1 1 , 3  , . - 3  1 1 .  , , - 3 , 1 1 .  . . n \ r ,
b ^  a ^  S 2a s 3 = 3 a 3 2 3 3 3 e P o r t a n t ° 3 p o r  ( 3 . 1 7  )(3>

que

(3.18) s=fs2f~2

Notemos3 para g€Sym(Z) e z£Z quaisquer3 que

(fgf 1)Z=(fgf 2)(fdf 1)=fgZf~1 • Desta forma3 se
4 27 9 11 —1

gue por (3.16) juntamente oom (3.13)y que s=fa^b^ a 3a $ f 

=fa43f'lb 2/  f~2 fa93f~2 fb2/  f~2 fa]1 f~2 = ( fa 3f~2 )4 ( fb 3f~1) 27 (fa3 

f 2) 9 (fb 3f~2) 2 S (fasf~2) 2 2 .

Assim3 oom a estipulaçao

(3.19) b=fb3f~2 

a=fa3f 2

4 27 9 19 11temos que s=a b a b a  . Segue que (n(a)+s)Sym(Z). 

Também de [5] temos que A(a)=h(a3)={1,15} e que A (b)=

A (b3) = {13 1 2} . Isto ê3 as permutações a e b de Z satis_ 

fazem as condições (3.2). Formalmente3 nossos cálculos pa 

ra este exemplo poderiam^'terminar agora. Mas3 tendo compro_ 

metido as permutações a e b explicitas} calcularemos u

mas poucas componentes cíclicas de a e b3 e com elas

~ j /, ,, - _ 4, 27 9, 19 11mostraremos que a equaçao de (3.2)3 que e s=a b a b a 3

realmente é satisfeita pelo menos no subconjunto %x:-6<x<14}

do domínio 2 das funções a3 b e s.
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Tãbua

Considere aj

-14 
-13 
- 1 2 

-11 
- 1 0  
-9 
- 8  
-7 
- 6  
-5 
-4 
-3 
- 2  
-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

1 2
13

14

15

16

 ̂ como em (3.3) e (3.4) 

a 7I

-13 
-1 2 

-11 
- 1 0  
-9 
-3 
-7 
-6 
-5 
-4 
-3 
- 2  

-1 
0 
1 
2

3

4

5

6

7

8 

9

10 
11 
1 2

13

14

15

16 
1 7

1

e b

104

96

88

80

7 2

64

56

48

40

3 2

24

16

8

0

1

‘-2

3

4

-1

5

6

7

9

10
11

1 2

- 2

13

14

15

17



18

1 7

16

15

14

13

1 2

11

10

9

8

7

6
5

4

3

2
1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
11

1 2

13
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Tãbua 2

Considere e b^ como ém (3.10) e (3.8)

136 -1 7

1 28 -16

1 2,0 -15

112 -14

104

C-O1

96 -1 2

88 -11

80 -10

7 2 - 9

64 - 8

56 - 7

48 -í 6

40 - 5

32 - 4

24 - 3

16 - 2

8 - 1

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

- 1 5

5 6

6 7

7 8

9 9

10 10

11 11

12 1 2

- 3 13

13 14



fãbua if
-v.fl-

Temos que a=b
-3 11,-11,3 , a „ b b 7 (5 6 6 0

•
h 3bn \ -11

a ? r
. t. ’ 21 V -  * ---g— »

•
h~3 '■

0
Ô * 0 *■

-2 22
0 ' . e

22 -2 0

' 1 8 13 13 8 1

2 9 9 0 0 10

u 10 0 0 8 -3 25

01na
o
V
!

25

21

7

-1

-3

21 
7 

1 2

8

-1

-2

1 2

-1

-2

4

3

21

7

1

3

21

7

-1

-2
C'at-i -2 3 3 11 11 4

e 4 11 11 2 2 1 2
3

1 2 2 2 10 10 3

3 10 10 1 1 11

11 1 1 9 9 2

5 5 15 15 5 5
y"

6 6 17 24 14 14

a 14 14 24 -3 15 15

Q>rXJ
15

45

15

45

-3

-4

-4

20

45

20

45

24
O
y
O <

24

-3

20

28

20

28

28

19

28

19

-3

-4
1C'Qr~( -4

20

19

27

19

27

27

18

27

18

20

28
S3 28 18 1 8 26 26 19

19 26 26 1 7 17 2 7

27 1 7 17 25 25 18

\ 18 25 25 16 6 6

7 7 -2 4 4 8

• • • • • •
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Tabua 4

ções obtidas conforme (2.19)

-6 -6 SO

-5 -5 32

-4 -4 14

-3 -3 6

-2 -2 25
0 7 11

1 25 12

2 2 - 2

3 3 8..

4 4 21

5 22 22

6 23 2 3

7 17 17

8 8 2

9 21 3

10 10 4

11 11 - 1

12 12 7

13 1 1

14 9 9

onde a e b sao as permuta-

31 -5 -5

45 -4 ' -4

15 -3 -3

7 ■ -2 -2 
21 - 1 - 1

11 25 1

12 2 2 

-2 3 3

8 4 4

22 22 5

23 23 6 
17 17 7 
25 8 8

2 21 9

3 10 10

4 11 11 
- 1  1 2 1 2
1 1 13

9 9  14

5 5 15



CAFÍTULO IV - PALAVRAS VULNERÁVEIS

Com o objetivo de resolvermos a representação 

de s em Sym(Z) através de palavras do grupo livr.e F(Z)3 

fizemos um estudo que resultou em algumas conclusões 3 au­

mentando as condições suficientes para aplicar as técnicas 

contidas em [5|.

Definição 4.1. Seja p€w\2. Seja n( 0)\3n( 1) 3 . . . 3n(p-l) uma 

sea.uéncia de números inteiros. Chamaremos esta sequência fa 

toramente vulnerável se3 e somente se3 existe £ i  p tal que 

mdc{n(ji:j£p}^ md c {n (j ): i/jep}.

Exemplo. Seja a sequência 23 33 43 8. Temos mdc { 2 3 4 3 8 } =2 3 en 

quanto que mdc{23 3343 8 }=1. Portanto a sequência 2333438 ê 

fatoramente vulnerável.

Definição 4.2. Chamamos uma palavra a vulnerável se3 e so­

mente se3 existem 3^a e uma letra L em 3 tais que a se­

quência dos comprimentos dos blocos de L em 3 ê fatoramente 
vulnerável.

Terminologia. 0 conjunto de todas as palavras vulneráveis 

será representado por y.

Teorema. 4.3. Seja aCy. Então (a\s)Sym(Z).

Demonstração: Por hipótese existem L em a e tais que

a sequência n (0 í 3n(.l ) 3 . . . 3n (p-1) dos comprimentos dos blo_ 

cos de L em 3 ê fatoramente vulnerável. Então existe i p 

tal que mdc{n(j): j p}/ mdc{n(j): i/j p}. Sejam d-mdc{n(j): 

i^3 p} e x o resto sob a divisão de n(i) por d. Observe
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que 0<x<d pois d\n(i). Podemos supor que a letra L é di­

ferente da letra A. Seja y a palavra obtida pela substitui_ 

ção em 0 ãa letra A para toda ocorrência em 3 das letras di_

ferentes de L. Sejam t-|g|- Z n(j) e W={L^,A^ + 2 } . Desde

X  t J’ =  °  r 1que, obviamente, y.W.L A para t>l3 temos por \5,lema 3], 

que (y\s) Sym(Z) . Segue que ($\s)Sym(Z), e portanto3 por 

[23 Teorema 4.3], (a\s)Sym(Z).

Lema 4.4. Seja F({A,B}) com complexidade par3 isto ê, 

d=Bn(1)Am(1)Bn(2)Am(2) 3 3 3 Bn(j )Am({j)3 com {n(i)3m(i)} u\l 

para todo iÇ_{ 13 23 . . . , j } tal que ou n( 1) 3n( 2 ) 3 . . . 3n( i-1) , 

n'(i)3n f f(i),n(i+l)3 ...3n(j) ê fatoramente vulnerável pa 

ra algum {n ' (i)3n ' 1 (i) }Çu3 com n' íi)+n' '(i)=n(i)3 ou con 

dição análoga e satisfeita pelos m(t)3 com t£{l,2,...,j}.

Demonstração: Suponha que açy. Então existe tal que

ou os comprimentos dos blocos de B em g ou os de A em $ é

fatoramente vulnerável. Sem perda de generalidade3 podemos

escrever s-b" ’ ' <t> Bn . .BnLÍ>Am<í 1 b " (1 1

Amtll ení2íAm(2)' _ • U )  e podemoe aupov

que ou n ' ’ Ci) 3n (i'+l } 3 . . . n Cj ) 3 . . ,n (213 . . . ,n(i-.l) 3n 1 (i) ê 

fatoramente vulnerável, com n ' Ci). >Q<n r ' (i ) e com n ,(i) + 

n ' ' (i) =n Ci'13 como queríamos. A reciproca é obvia.

Consideremos cl£ F C z ). Diremos que a é fraca­

mente primitiva, representaremos a£f, se ambas a=ir(aJ & 

gcd(a)>l acontecem. Por outro lado se a=n(a) e gcd(a)=

2i + l com í£ü)\2, diremos que a é muito fracamente primiti 

va e representaremos c t *



Observação. Consideremos agora s em Sym(Z), bem como to­

dos seu8 conjugados cíclicos. Podemos observar que estas 

tres palavras representam todas as classes de ,v-equivalen- 
cia geradas pelas sequências 3,3,2 e 2,1,1 (sendo 6 um 

segmento a esquerda de a).

~ 3 2 ?  3 2 2 —
Observação. Seja a A  B. ABA, B AB A BA). Ve-se facilmen­

te que as sequências 3,2,1 e 2,1,1 são relativamente 

primas aos pares, mas- gcd(al=2 e portanto a£F- Estas duas 

palavras, oada uma de comprimento 10, são as mais curtas 

que ainda não tem estabelecidas suas capacidades, em relaçao 

a representação de s em Sym(Z).

Observação. Seja <x=Bn (1} Am (1 * . . . Bn Cü') Am ( }  de complexida 

de par, com j>2. Então hã uma relação natural de equiva­
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lência, tal que se, e somente se, existe permutações

f e g dos inteiri 
mBnCf(g) )■ Am(g(j) )

i - r i o  j. - o-t>n(f(l)) Am (g d ) )f e g dos m t e i r o s  {1,2,...,q } ta%s que 3-B J A

Pergunta 4.6. Dado j>2, qual ê o número cardinal J(a,j) 

do conjunto (3.‘3yJ. Bn ̂  ̂ Am ̂  ̂ . . . Bn ̂  ̂ Am e 3^y}, e qual

ê o número cardinal P(.a,j) de {(f,g): f e . g são permuta 

ções de {1,2,...,j}}para atingir J(a,j).

Naturalmente, ambos J(a,j) e P(a,j), espera 

se, sejam mãximo e mínimo respectivamente, para todo j, se 

\{n(i): i=l, 2,...jj } |-|{m(i): i=l, 2,...,j } \=j.

n i * o o ■ _.n(1) m ( 1) n(2) m(2)An(3) m ( 3) 7Corolário 4.7. Seja a=A B A B A B tal

que n(3) não ê múltiplo de mdc{n(.l) ,n( 2) }. Então ía-t-s)Sym(Z)



Demonstração: Jã que mdc{n(1),n(2),n{ ój }<macm i i),nia/} 
temos que aSy. 0 corolário segue do Teorema 4.3.

Podemos observar que cada homomorfismo f:F(Z)-> 

F(Z) ê perfeitamente determinado por /['£,* isto é /pE-.gfí 

se, e somente se, f=g.

Proposição 4.8. Seja M um monóide qualquer. Seja xEM. Se 

(8*x)M e (a±&)F(Z), então (a\x)M.

Demonstração: Temos (fiix)M se, e somente se, existe um ho_ 

momorfismo h:F(Z)-+M com h:$-+x, e (a±8)F(Z) se, e somen­

te se, existe f:F(Z)-yF(Z) tal que f: a-*-3. Então observe­

mos que hf:F(Z)-*M ê homomorfismo tal que hf:a-+x. Assim se_ 

gue a proposição.

Proposição 4.9. Seja f:F(l)+F( Z) um homomorfismo e aí-F(Z) 

tal que f(a)?$. Então gcd(al\gcd(f(a)).

Demonstração: Jã que f( temos que â <j>. Para cada le_

tra A£f(a) temos que Mlt(A,f Ca)) = {Mlt(L,a). Mlt(A,f(L):

L ê letra em a}. Portanto, jã que gcd(a) \Mlt(L, o.) para ca­

da L,..temos que gcd(a) \Mlt (A, f( a) ) para cada A em f( a). 

Segue que gcd(a)\gcd(f(a)).

Corolário 4.10. Sejam a (£F(Z) e f : F ( Z)-+F ( Z) homomorfismo 

tal que ffa)^<p. Então a£F implica que f (aJepj e «Ê-MF 

implica que /('a^CMF*

Demonstração. Ê óbvio da proposição 4.9.
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Pèrgunta 4.11. 

que acontece se

0 recíproco do Corolário 4.9 

crescermos a complexidade de

verdade? 0

9



' CAPlTULO V - REPRESENTAÇÃO EM SIM(Z)

Em [l] A .Ehrenfeuaht, S.Fajtlowicz, J.Malitz 

e J .Mycielski afirmam 3 sem apresentarem demonstração, que 

A 2B 2 é ISym-universal. Neste capitulo3 estabeleceremos o 

nosso principal teorema cuja parte mais importante e que 

J^B71 é ISym-universal para todo {m3n}^^l.

Lema 5.1. Sejam X um conjunto e {k3p}^w^l. Para cada i£p}

seja g.ÇSym(X) tal que g. tem uma única componente não 
'l' ^

trivial3 sendo k(g . )Qr{l 3k]. Seja íg--’ i€p) conjunto dcp 

contendo exatamente p elementos. Então existe f€.Sym(X) 

tal que f tem uma única componente não trivials que h(f)^

{l3p k } e que fP=90 gj' ... £p _r

Demonstração. Para cada i€p escrevemos d{,= ̂ {,x o ix 1

ix k - l Se2a f a permutação de X3 cuja única componente

não trivial ê o pk-ciclo (Qx Q 2X 0'''p-lX 0 0X 1 1X 1 '''p-lX 1

* * * Ox k—1 lx k—1 1X k~~ 1* " * 1X k 1 ̂ ^ c lar o que f s ati s fa z1?
todas as condiçoes para a conclusão do Lema.

Terminologia. 0 processo usado na demonstração do Lema 5.13 

afim de obtermos f &Q p-bloco gggj...g_^_^ de k-ciclos3 

chamaremos de interGaiação do bloco g Qg 2...g 2 •

Corolário 5.2. Seja k £ ^ 2 3 e seja X um conjunto infinito. 

Seja gQ3Çj3 ... uma sequência infinita e injetiva de k-ci- 

clos em Sym(X) tal que {g . igaj} g dcp. Seja g a permu 

tação de X 3 cujo conjunto das componentes é {g^ : í£w}. En­

tão existe .feSym(X) tal que h(f)Q{l3p k } e que fP =g.



Demonetração. Escrevendo &~gog 1' ' ' gp~lgp' ' ' g 2p-'J.g 2p' ‘ ’ 
intercalemos oada p-blooo de componentes k-ciclicas de y , 

oomo indicado pelos parênteses na seguinte expressão:

9=(9 0 9 2 * • (8p gp + 1 ' ' '92p-l) ’ ' '

Assimj obtemos f=fnf-, •••/*„•••• j onde cada f. ê da inter-U 1 Is l '

caiação dò p-bloco 9 j,p9ip + j ' ' ’ g (i + i )p-l como na demons - 

tração do Lema 5.1. Esta f satisfaz os requerimentos do 

corolário.

De 5,3 abaixo ate 5.11, i n c l u s i v e s u p o n h a m o s  

que f seja elemento em Sym(Z). Suponhamos também, até o 

final do presente capitulo, que {mJn}Qm^2.

Lema 5.3. Seja f=(0 1 2 ... k-1 )€.Sym (Z). Então existe {a, 

b}£Sym(Z) tal que f=bnam .

Demonstração. Definamos g = g ^ g .. onde o conjunto {g 

i€.(ji}das componentes k—cíclicas de g tem numero cardinal 

]̂ 0 3 e tal que g(xi=x para todo x£Z com f(x)^x. Então 

fg=fg; isto ê3 fgQg2 ...=fgQg 29 2-•• • Nos dois lados da i- 

gualdade, associemos os blocos das componentes fg da se­

guinte maneira:

fCgQ g 2 • • '9m -2 J (gm gm+ i "  '9 2m-l) *• *"

Cf 9 q 9 2 **• gn-2)(gn-l 9n ' * * 9 2n-2} m"

Por intercalação dos blocos assim indicados3 obtemos fh^h™

. . . hm.. . . =dlldr!i. . . dn.. . . , onde cada h . é um mk-ciclo em Sum(Z)3 0 1 q 3 v °

tal que d ^ g ^ n^29i n "  ' g Ci + 1) n-2 00m i>0> maS tal que
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— li '/ ~

fd q9 2’••9n-2' Definamos as permutações b=d^dj...dj... e

a * =hph j . . . hj. . . de Z} e observamos que f(a  ̂)m =bn . Por^

. . „_•, n m tanto f=b a .

Notemos que o Lema 5.3 depende do fato que Z

2 2 ~ê infinito. De fato3 nos observamos que A B nao represen­

ta em Sym(k) sempre que k é par.

Lema 5.4. Seja {m3n3 t}çto^2, e seja k^Ç.^2 para cada iCt. 

Seja f. um k .-ciclo no conjunto Z, para cada i£.t, seja 

{f^:i€t} dcp. Seja f=f^fj...fi__j£Sym(ZJ. Então existe {a, 

b)ÇSym(Z) tal que f=bnam .

Demonstração. Seja h=g^° ^. . . 1 ̂ g ̂ 1 ̂ . . . g ̂  11 . .

( 7 ) -onde os comprimentos dos ciclos g . e k .} para todos <j,1 J
■£>£txw. Ja que {x:f(x)=x} e infinito3 podemos construir os 

9. de tal maneira que o conjunto {f.: j £ t } U { g { ^ : <j,i>£
% • " •’a i'

txoj} é dcp. Então observemos que f Qg^0^g^0  ̂. . . g . . . f

a (1)a (1) a C2) f a (̂ a (^  ' a (̂ } f n ( t~ 1 L ( t~ 1}9 0 9 j -9£ • • • fj9 o 9j --9  ̂ --? t-lg0 g l

g[-^ e portanto que nos podemos associar3 em blocos

indicados por parênteses 3 os dois lados da igualdade conse­

quentementej como aparece a seguir:

, - (0) (1) (1) . , (0) (0) (0) .

(?0g 0 9 1 • " gn-2} (gn-l gn ' ' ' 9 2n-2 } * * *
f„(0) J O ) (0) ,, . (1) (i) (2),
9 in-1 gin ** %g (i + l)n-2) ** * ( ? lg 0 g l " ' gn-2)

,(1) (1) Jl) , . ( D  (1) (2)
9n-1 9n ' ’ '9 2n-2} "  ’ (gin-l gin ' " 9 (i + l)n- 2 )

(t-1) (t-1) (t-1),. (t-1) (t-1) 
■••'ít-i »2 ■ ■ ■ K - 2  ,(vn-i a„

. . . c ^ r W  ,sw - i  a vn & (% + l)n-2
(0) c0) J O l U n (Ol J O ) CO)
0 g l - - gm-l)(gm g m+1 g 2m-l



(g(.0> g (0>* im y "im+l (1) (1 ) 
0 91

■38

g ' 1’) <g<1>g <1>
w~l . °m gm+l 9

( 1 ) (1)
2m~l} * ‘ * (gim ’ ' 'g(U  + l)m-l)

(t-1). . . ( g (t-1) (t-1)
0 g

„(t-i) , , (t-i) 
m-1 > m gm+l

■tm
(t-1)

gim+l
n (t~ 1) )
9 (i+l)m-lJ '••

-igualdade

Entao3 intercalemos ciclos e assim obtemos a

(a(001)n (a(10>)n ... <a(i0>)n ... rc”  V r c ”  V  ..

f ( H (00>)n (S<10))m . . . . . (B ̂  )m IH(11> )m . .

fHÍV )m . . . (H<0t- 2,)m (Hl1t-1,)m . . . (R1.*-1 V .  . .

onde

ao f3g 0

.(ü)
0
(3)

e o nk . — cio lo obtido pela intercalação do n-blo_ 
0

'gn-2 Para todo jÇ-t3 e onde & 0 nk.-ei-

,(3) J Ù )
1 Y I -Igcio obtido pela intercalação do n-bloco

( 7 )  (  7* 1 -
g (i+l)n-2 Para todo <3'j i>Ç_t!x ; enquanto que H r ‘ e o

mk .-ciclo obtido pela -intercalação do m-bloco gim+l'

( i )
9 (i+l)m-l para todo

Seja b = G (Q0) g {0) . . .g Í1"  . . .G'S' G
r (t-l)r (t-l) n (t-li w a tr - •••Cr*.o i  %

e se3a

( 0 ) 
i

- 1
a

(l)r (l) 
0 G1

H 0 1 *
„(1) (1) (1) ti  n • • • Í2 - ,,*/!♦U 1 1

-1 ,m

„(t-1)„(t-1) 
'H 0 H i

H (t-1)

bn=:f(a )m 3 e consequentemente que f-b am .

r ( D• Lr • • • •

H (o) ti * « * ♦t
Temos então

Corolário 5.5. Seja {w,n}ça)^2. Seja k^jk^,... uma sequên­

cia infinita em w Para cada iç.ui seja f^ um k^-ciclo 

em Zj e sejam a sequência f injetiva e o conjunto



■íCw} dcp. Seja f a permutação cujo conjunto das com

ponentes cíclicas não triviais ê {f.: íCü)} tal que o con-"b

junto íx: f(x)=x} ê infinito. Então existe {a3b}^Sym(Z) tal 

que f=b a .

Demonstração. Seja F-{x: f(x)=x], Então jã que F é infini_

to3 temos que |f|= |Fxw|. Portanto existe r:F-+F><-<x> bijeção,

e a família {F -ígiú} é uma partição de F em classes infini_

tas, onde F., denota r  ̂[fx{í}] para cada i€. w.
f

Agora, para cada seja F.=F.\J{x: f.(x)j*xb.% % X*
Usando a técnica do Lema 5.3 encontramos {a .3b .}<^Sym(F1.) tal

%> "Is 'l'

que f .[Fl-b^.a™.. Sejam a=(Jia.: içu} e b=U{b.: i£u}. Obser
Lr Lr "Z»

ve que f=U{f.\Fl: i€ui}={J{bn.arn.: i€ui]. Afirmamos que {b̂ .a!71.:
Lr V  1/ *1* Lr

i£.Lú) =bn am . Seja <x3y>Ç,{J{bn.am.: i£ to}. Então <x3 y>€bn.am. para
7* "i* 3 0

algum jç,to. Então3 <x3y>£bnam pois b .Q& e a .ca. Segue
ti 3

que {bn.am.: i€u)}Qbr 1am . Por outro lado, suponha que <p3q>
Lr Lr

Cbnam . Então existe componente cíclica d de bna 1 tal que
 ̂ r ^

<p3q>€d. Mas3 ja que {F.: i£u}e uma partição de Z3 temos
'Xr

que existe t€ai tal que PCí7̂ . Então q=bnam (p) =bna™(p) =

,n, m , , m , , n m, . , , m ,,rzn mb (a_^(p ) )-b ̂ (a^ip ) )-b ̂ a^(p ) 3 e portanto <p3 q >€b ̂_a ̂çz\J{b ̂ a^:

i£ii)}. Segue que bnamç\J{bn.am.: i£<u}. A afirmação segue. 0 co_
‘1r “lr

rolãrio fica provado.

Lema 5.6. Sejam {m3n3k } ^ ^ 2 3 e f£Sym(Z) tal que f = c^sr 

onde s r̂ s. Então existe {a,b}ÇSym(Z) tal que f=bnam .

Demonstração. Como s'=sj temos por [2, Theorem 4. 3~\ que 

s ,=uv3 com {u3 v }&>ym (Z) . De fato3 podemos escolher {w3u}ç 
Sym(Z) tal que h(u)<£{l3k} e h(v)^{l3q}3 onde qÇ_u>̂ 2 ê ar-
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bitrãrio3 e tal que ambos3 u e v3 tenham um conjunto infi_

nit-o de componentes cíclicas não triviais. Podemos também

supor que o conjunto {c^3 u3 v} ê dcp. Desta forma existem

sequências infinitas e injetivas UqjU^j... e Vg3v^3 ...com

u . um k-ciclo para todo i£w e com v . um q-ciclo para to- 
% 3

do j£u(ver diagrama I). Seja u=uq u j ••• e seÓa V=VqVj... 

Então f=(0 1 ... k-1) u Q Uj...Vq v^ ... . Associemos3 em 

blocos3 cada lado da igualdade3 da seguinte maneira:

f=((0 1 ... k-1) u Q u 2...un_2)(un-l Un'''U2n-2) 

•** (V0 Vl "  'Vm- 1) (Vm Vm - 1' " V 2m-l} ' ”

A • i , r>_/ ~Yl ~ 71 i y t-jJTl jJTl __ 171Asszm obtemos f-CG^ G.J 0 1 J 0 1 Q

...) onde Gg ê o nk-ciclo obtido pela intercalação do n

bloco (0 1 ... k-1) u n u, ...u n3 e G . ê o nk-ciclo obti-0 1 n-2 q

do pela intercalação do n-bloco u,. 7) ...u . _ 9 para to[ ^  1 /  1 Q Yl u
do jCüjnI, enquanto que H. e o mq-ciclo obtido pela inter_

0
caiação do m-bloco v. v. ,. . . y , ., n para todo j€.ui. Sev 3m jm+1 (j-bl)m-l r —

Yl
jam b=GnG ,...G .... e a=HnH ,...H ...... Observamos que b -0 1 Q 0 1 3
„n „n nn m _ T1m.,T,m T.m . ~ mG n G,...G.... e que a -Hn .......Assim f=b a .0 1 3  ̂ 0 1 3

-40-

Lema 5.7. Sejam { n }Swn 2 e f£Sym(Z) com três com

ponentes não triviais3 um k Q-ciclo f^3 um k^-ciclo f^ e um 

ciclo infinito s ’. Então existe {a3b}QSym(Z) tal que f=bnam .

Demonstração. Temos por \23Theorem 4.3] que s ’~uv para {u3 

e}^Sym(Z) tal que kCu) = {13k Q3k 3 tal que h(v)Ç^{l3q} para 

algum q€.u\23 tal que o conjunto ãas componentes cíclicas 

não triviais de v e de u são ambos infinitos sendo ^:
%

iç.eu} conjunto de componentes k -cíclicas, {w Ĉ  ̂ .* iÇajò}de comU “2,



Ii' i

ponentes k--cíclicas, e tal que o conjunto {fn3 f n }U{u '■1 U 1 L
( 2 ) ~ í£üj}U{u . ; i€w} ê dcp. De fato podemos supor que a f u n ç ã o

2xu)-*Sym (Z) definida por < j , i > - ± u ê  injetiva3 que U-Ug

(1) (0) (1) (0) (1) (0) (1)
u n u n u n u 0 u 0 ... u. u ........  Semelhantemente po-0 1 1 2 2 j 3

demos supor que a sequência infinita v g3v . .v . ê injet£ 

Va e que v=ügv^...v^... . Conseguimos estas componentes cíclicas s u e 

Vj da maneira indicada no diagrama seguinte (lembrando o diagrama I).
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Diagrama 5.7.1

0

A * (0) (1) (0) (1) (0) (1)
Agora f-f 0f jU Q u Q u 2 uj v q

v ... .v ... .
1 3- (0) (0) (0) . (1) (1) , (1) 

fo^o ^ 1 * * * ̂ j * * * 0 ^ 1 • • ♦ w

0 1 3

Agrupemos o n-bloco fou o ^ ^ ' mUn-2 ^6 ^0~°— 
cios e intercalemos para obtermos um nk^-ciclo (q q u q ^^

0 )  ( ° >  -D *  •  n  1 . 7  ( 0 )  ( 0 )u n ...u 9. Para cada ^>0J agrupemos o n-bloco u. -,u .1 rt ó  1 'LYl

’ ''u (̂i+l )n-2 ^e kg-ciclos e por intercalação obtemos o

nk -ciclo / n)G . tal que ,n ,Gn.=u í°^ nu  ̂. . . u [°.̂  7 , „. Da u ( 0) i n (0) ^ m - 1  m  ('i + l)n-2

mesma forma, agrupemos o n-bloco f 1u í ^ ^ . . . u ^ L  de k - c i  -
J .  ( J  Y l o  1

clos3 e obtemos por intercalação um nk^-ciclo (j)Gq ^al 
„ - r n ~ - r  Cl) ( 1 )  ( 0 )  . „
que (l) o~^lu O U 1 ''’Un-2* e3 Para cada t >0, agrupemos

o n-bloco u u   ̂. . . u \ „ de k--ciclos para obter m - 1  m  (i + l)n-2 1 —
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mos, por intercalaçao, um nk.-ciclo , - ,G . tal que ,,,<?.•=i (1) i  ̂ ( l ) i
, (1) (1> -7* • Jin-luin '''u (i + 1)n-2' ultimo, para oada agrupe

mos o m-blooo v. v. v . ,, e -intercalemos obtendo as3m jm+1 jm-1* -

sim o mq-ciclo H. tal que Hm.=v . v. , Seja
3 3 3>n jm+l gm-1

b' — ( q y G q ( q j . . • ( j ) G 0 (1 )G i' • • ^ ^ UqM2 • • • h* n L a o f /.■' a *

Corolário 5.8. Sejam {my n, t }Ç(j)\2 e k .Coj^S para cada i£t.í»
Seja f. um k .-ciclo no conjunto Z. Seja f=f r,f-,-..f. 7s't' “í' 0 -L ts"" -/
Sym(Z) tal que s ’ ê um ciclo infinito, e tal que a se­

quência fQ3f2» •••1f £-2 ® injetiva e que o conjunto ifg^fjj 

. ê dcp. Então f=bn a ™ .

Demonstração. Como nas demonstrações de 5,5 e de 5.7, pode_ 

mos escrever s ’=uv, com u e v sujeitas as seguintes es_ 

tipulaçoes: Existe q£ui^2 e sequência infinita injetiva v q , 

U 7j... de q-ciclos tal que {v.: iÇ.w} ê o conjunto de comJ. "I*

ponentes cíclicas de v. Para cada j£t hã uma sequência in 
(7) ( i)

finita U q jU2 ->••*-» de k.-ciclos, tal que a funçao t*w
( 7 ) - (  i )-+Sym(Z) definita por <j,i>+u. e injetiva e tal que {u . :

<jJi>€.t'xai} ê o conjunto de componentes cíclicas de u. Fi_

nalmente, podemos também estipular que o conjunto i f : j<=-t)
3

( i )U {u . : <j,i>&txu} e dcp."Xf
(1)0 modo de conseguir a.s u S  mencionadas no pa_ 

rãgrafo anterior ê uma generalização Óbvia do caso t = 2 tra_ 

tado em detalhes na demonstração do Lema 5.7. Evitaremos u_ 

ma repetição dos detalhes na presente redação.

Adotemos uma convenção útil: denominemos f- de"Is

u^j para cada j£t. Assim f=f 0f 2 • • • uv=u- u-1 ̂ * ' * u-\  ̂̂
(0) (1) (t-1) (0) (1) (t-1) (0) (1) (t-1)U n W j-, W - U * * # 2̂ - * 9 • 1Â , XÁ, * * U , •••
0 0 0 1 1 1  3 3 3

. , , (0) (0) (0) (0) (0) (1) v „v „..•v .... , ou ainda f=u ~ u n u _ u „ ...u. ...u ~O l i  - 1 0 1 2  1 -1



Agora agrupemos o n-bloco ' ' 'U u í l  )n-2'' ' de kf

ciclos, e 'intercalemos para obtermos um nk .-ciclo , . ,n
3 ' (3 ) i

( 7 ) ( j ) ( 7 )
tal que (j)Gi=uin~lUin "  °u (i+l)n-23 para tod°

Desta mesmá-' forma, agrupemos o m-bloco v. v. -...v..v r im tm + l (%+l)m-l

de q-ciclos3 e obtemos por intercalação o mq-ciclo H. tal que ff] -

VimVi m + r " V (i + l)m-l> paVa todo Seóa b^(0)G 0 (0)G1

* ** (0)Gi ‘ ° * C1)G 0 "  • (l)Gi° "  (j)G0 (j)G l'°’(j)°i *•* 6 a=

. Então f=bnam .
( J  JL “7s

Lema 5.9„ Seja {m3n}Qts^2. Seja k^3k^3 . . . uma sequência

infinita em iô 2. Seja ... uma sequência finita e in

jetiva tal que f. ê um k .-ciclo para cada j£co. Seja s !-s<7 3
tal que o conjunto { s ’}\J{f.: j€tn} ê dcp. Finalmente seja

3

f a permutação tendo este conjunto como seu conjunto das com

ponentes cíclicas não triviais. .Então existe {a3 b }Ç=Sym (Z)
, - -_T n m
tal que f-b a »

Demonstração. Seja q£ur-2. Como s'-s3 então por \_2sTheorem

4.3~\ s ’=uv para algum {u,v}QSym(Z). Podemos estipular que

se u(x)/x ou v(x)?x3 então s'(x)/x3 sempre que xÇ_Z;

Estipulemos agora o conjunto de todas as compo_

ponentes cíclicas de u de tal maneira que3 para todo jç<n3

existem um número infinito de tais componentes que sao de

comprimento k .. A estipulação comprometida segue essa tabe_
0

la triangular:
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u

u

(0)
0

CO) Cl)
1 uo

(0) (1) (2)
2 Uj u0

(0) (1) (2)
3 u2 U1 u .(3)

(0) u .. (1 )U .. l-l
( 2 )

Ui-2
(3)
%-3

(i)

03 CO CO CO COO O O O or-i r--iO O o 0V V01 01 1 1 011C5 rs 1 1 1
A!

Também estipulemos que a função is>xur>£ym(Z) definida por 
(i I - .e ^nJ<3t^ua. Finalmente, mencionamos que a se_ 

quência injetiva ■ . . de componentes cíclicas de u

é idêntica a sequência obtida pela listagem, na ordem dada 

no diagrama triangular, das linhas-, isto ê,

(0) (0) (1) (0) (1) (2) 
u 0 U 1 U0 U 2 U 1 U 0

(1) (i) (0) 
Ui-l’" U 0 Ui + 1

(i-1) (0) ,un u .0 i

Ver o diagrama abaixo



Como nas demonstrações anteriores estipulare­

mos que v . é q-aiolo para todo u>3 que a sequência 

V0>V 1*''' ® injetiva, que é o conjunto das com_

■* ( 7 )ponentes cíclicas de v e que {u^ : <j £>£ojxto} é o con
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mos fi= u - 2  Vava cada i£.ca. Assim f=u_j u„~ ' u'n'' . . .u

junto das componentes ciclicas de u.

Adotemos de novo a seguinte convenção: chame_

, (0) (0) (0) (0)
"o U 1 ' " u3

(1) (1) (1) (1) (i) (i) (i) (i) , ,
. . .U - Un U . . . U ■ . . . U , Un W.  . . .U . .. .V nV T .. .v ■•• •- 1 0  1 0 - 1 0  1 3 0 1 3

(i ) (i ) (i)Agora agrupemos o n-bloco u. ,w . . . . m , . , , , n de k.- v j n - I j n  (3+l)n-2 t

ciclos3 e intercalemos para obtermos um nk^-ciclo  ̂ ^ tal

Tl ( )  ( '1 ')que . . .G .=u . . . . . u , . , 0. para todo <i,j>£u)X w. An (3 ) ^ jn-J jn (3+l)n-2J ^  ̂ _
nalogamente3 agrupemos o m-bloco v jm • • • u fj + j Q~°i.

clos e obtemos3 por intercalação3 o mq-ciclo H. tal que
3

r,m 1
H .-v. v. ,. . . v , . para todo j€w.3 3m 3m + l (3 + D m - l  ^ d

Seja b = (0)GQ (0)G 1’ "  (0)Gi' "  (1)G0 ’ "  (l)Gi . ..

~  Y l TY1

lj)G0 <3 )a V  (j)GV ‘ e o.=HgU 1 . ...... . . Entao f=b a .

Lema 5.10. Seja kç.^3. Então existe involução h<zSym(Z) 

tal que h^id\Z3 tal qúe c^h ê involução e tal que c]< 1̂̂  

id\Z.

Demonstração. Seja Cy=(0 1 ... k-1). Consideremos o caso 

em que k ê par e o caso em que k ê impar.

19 caso: Seja k par3 assim k=2n>3. Então c ■ 

(0 1 ... 2n-l). Seja h=(0 2n-l)(l 2n-2)...(n-l n) . Te_ 

mos que c2nh=(0 1 '2 ... 2n-l)(0 2n-l)(l 2n-2)...(n-l n)- 

(1 2n-l)(2 2n-2)...(n-1 n+1)



29 caso: Seja k Ímpar, assim k=2n-l>3. En­

tão c 9 _-, = (0 1 ... 2n). Seja agora h= (0 2n)(l 2n-l)...úYZ J.

(n-l n + 1). Observemos que a 2n-l^= ^° 1 2n)(l

2n-l ) . . . (n-1 n + 1 ) = ( 1 2n)(2 2n-l)(.Z 2n-2)...(n n+1).

Observemos que, em os casos, h e c^h são 

involuçoes tais que h^id\Z e Cyh=id\Z. Além disso, pa 

ra k par temos que h tem n componentes 2-cíclicas e que 

c^h tem n-l componentes 2-cíclicas para todo n€w\2. Por 

outro lado, para k ímpar observemos que h tem n com­

ponentes 2-cíclicas e. c^h tem n componentes 2 cíclicas 

para todo n & ^ l .

Lema 5.11. Seja f£Sym(Z), tal que o conjunto {:c; f(x)=x] 

ê finito e tal que todas as componentes de f são fini­

tas. Então existe {a, b}^Sym(Z) tal que f=bnam .

Demonstração. Podemos observar que o conjunto, das componen 

tes cíclicas não triviais de f, tem que ser infinito. Pode­

mos escrever estas componentes em uma sequência . . .
infinita e injetiva. Seja D={i: f . e um 2 ciclo}. Existe't'

dois casos a considerarmos:

19 caso: D ê um conjunto infinito. Então es­

crevemos f na forma f=FgF^ onde {F^,Fj} ê dcp, e que 

cada componente cíclica de F q é 2-cíclica, e onde nenhuma 

componente cíclica de F ê  2-cíclica. Também escrevemos 

F g=dgdj. . .dj. . . , onde {'d^ : iç_ <*)} ê o conjunto das componen

tes cíclicas de F ‘ cada d . ê um 2-ciclo: e a sequênciaO3 ^
dg,dj,... infinita ê injetiva. S claro que pelo Lema 5.10,

que existe involução h em Z tal que \f Q,h\ ê dcp, e tal
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que Fjh também é involução em Z. Além disso o conjunto {F̂ 3 

F ̂h} é dcp. Separemos Fg em duas partes: F^-d^dg. . . d g.. . .

e ^3~^1^ 3 ’''^2j+l... . Entãot ambos os conjuntos {F^}F^h}

e {F2>h são dcp. Segue que f=FgF2=F^F3Fj-F^F^F2hh

— 1 •*
F 0F nhF-h 3 que o conjunto de componentes 2-cÍclicas deu 1 ó

F 2Fjh é infinito, e que o conjunto de componentes 2-cicli-

cas de F„h  ̂ também é infinito. Assim podemos agrupar em ó

n blocos as componentes 2-cÍclicas de F ^ F e  intercala- 

los, obtendo desta maneira as componentes 2n-ciclicas de

Yl
uma permutaçao b tal que b =F^F^h. Semelhantemente a

grupemos em m-blocoss e intercalemos as componentes de

“ 1 +F^h j obtendo as componentes 2m - d c l i c a s  de uma permuta

ção a tal que a™=F^h ^ . Agora f=bnam .

29 caso: 0 conjunto D é finito. De novo3 es 

crevemos f=FgF^3 como no 19 caso3 com k(Fq)<=:{1 y 2 } com 

2(ll\.(Fj)J e com o conjunto dcp. Então o conjunto

das componetes não triviais de F^ é infinito, e o compri­

mento de cada uma dessas componentes é maior que dois. En 

tão escrevemos F^=g^g^...g .... , onde os g. são as compo 

nentes d c l i c a s  não triviais de F^. Podemos supor também 

que a sequência infinita g^3g^,... é injetiva.

Para cada j£u>3 decorre facilmente do Lema 5.10

que existe involução h. de Z3 com as seguintes proprieda-
3

des: (1) h.^id\Z. (2) para cada x£Z temos que g.(x)=x
3 3

implica que h.(x)=x. (3) g .h . também ê involução de Z.
3 3 3

(4) g.h./id[Z. Ê 'claro que {g .3h .} é dcp 3 sempre que i^j.
3 3 3

Seja h = h h . . . h ...... Então F-h=gnq ^ .q ....h nh^. . . h .. . .
0 1 3 1 0*1 0 1 3

=g nh ng 1h 1. . . g h .. . . 3 e o conjunto {g.h.: j€w} ê dcp. Assim 
u u 1 1 j 3 3 3



vimos que F h e h sao involuçoes de Z, já que u conjunLu

{h.: w ) fí dap. Alem dia no, o conjunto dao componentes 2 1. ■ —
cíclicaa de " e infinito, o conjunto das componentes 2-

-1
cíclicas de h é infinito e h=h . Finalmente, ja que [Fq, 

F^h} ê obviamente dcp, temos que F ^ F ê  involução e tem 

conjunto infinito de componentes 2-cíclicas. Observe que 

f=F^Fjhh 2. Por agrupamento e intercalação de n-blocos 

dos 2 ciclos de F^F^h, obtemos as componentes 2n-cíclicas

~ Yl
de uma permutaçao b tal que b ^F^F^h.

Semelhantemente, por agrupamento e intercala­

ção âe m-bloaos dos 2-ciclos de h 2, obtemos a permutação

j. i m 7 -1 n j*-un ma tal que a =n . Segue que f=b a .

•** TL Tíl -* •Corolário 5.12. B A  e Sym(Z)-universal.

demonstração. 0 corolário ê imediato dos Lemas 5.3 à 5.9 

inclusive, e do Lema 5.11.

Lema 5.13. Seja X infinito e 1 tal que j.Y'|<|z|. Então 

existe uma partição x de X tal que para todo P£Xj | P | - | | .

Demonstração. Ja que |y|<|X|j existe bijeção f:X-+XxY. Se-
- 1  r i

ja P ={f [fx}xY] para cada x£Z}. Entao x~íP : cc cc

claramente e uma partição do tipo desejado.

Tl tíl ~ •*Teorema 5.14. Sejam {m, n}Qos^2, e a=B A . Então a e ISym- 

universal.

Demonstração. Seja X infinitos e seja f£Sym(X). Seja C= 

(/,.■ \ti } o conjunto das componentes cíclicas e não trivi-
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aie de f.

Se C for finitoj entao ê fãoil representar f

Yi uina forma f=b a com {a, b}<^Sym (X ) . P o r t a n t os up on ha mo s

que C e infinito.

Pelo Lema 5.13 existe uma partição {F : p£P}
r  y P

de Cj tal que para cada pCP. Para cada p£P seja

( f)F J o oonjunto de todo x£X tal que ex^stem h e F com 
P P

~ (f) -* h(x)^x. Entao \ F^ | ~V̂ q Jã que cada componente cíclica de

uma permutação, não pode mudar mais que um número enumera - 

vel de pontos.

Então} para cada pÇ.P 3 temos pelo Corolário 5.123 

que existe {a 3b } Ç S y m ( F ^ ^ ) tal que f [ F ^ ^ - b naW . SejaM p3 p  ̂  ̂ J 1 p p p 
T={x: f(x)=x}j seja a^=b^=id\T. Então f= U{f\'F^^ : p£P}U 
{f{T} = \kbnpa™:p<LP}U{b*ap=bnarn.

Corolário 5.15. Seja k€.w^l. Entao a palavra A^BnAm ê

ISym-universal.

Demonstração. Seja X infinito e seja f€Sym(X). Pelo Teo_

Tl
rema 5.13 temos que existe {a3b}^Sym(X ) tal que f-b

m+k c k„ -k k,n rn . k „ -k -a o - Segue que a fa =a b a . Mas o dxgrafo a fa e

isomorfo ao digrafo de f. Portanto (A^BnAm fa ^)Sym(X)3

implica em (A^BnAm \f)S y m (X ). 0 teorema segue.
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