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RESUMO

Um modelo de variãveis de spin com interação quadrupolar
1do tipo Ising com as projeçoes S^ do spin S situados sobre pontos 

de uma rede tridimensional ê suposto simular e descrever fenômenos 
dc ordenamento, em estruturas moleculares e cristais líquidos. Cál
culos efetuados na aproximação de Bragg-Williams, onde somente or
dem orientacional de longo alcance e relevante, em uma distribui
ção discreta das variãveis de spin, permitem obter a teoria de 
Maier-Saupe no continuum, para o parâmetro de ordem dos cristais 
líquidos nemãticos, se S ■+•00 . Ordem de curto alcance ê incluída a- 

través da aproximação de Bethe-Pierls e que ê redutível â aproxima 
ção de Bragg-Williams e no caso de S ->■ °° ã teoria de Maier-Saupe pa 
ra os nemãticos quando as correlações são desprezadas. Limites d.e 
altas temperaturas também são satisfeitos.
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ABSTRACT

A spin variable model presenting Ising quadrupolar in-
1teraction and having the S projections of the spin on lattice 

points is supposed to simulate and describe ordering phenomena in 
molecular structures and liquid crystals. Calculations for a 

discrete spin variable, using Bragg-Williams Approximation, where 

only long-range orientational order is considered have shown that 
Maier-Saupe theory for the nematics, in the continuum is a par
ticular case of our model when the spin value S ->■ °° . Short-range 
order has also been considered by solving the model in the Bethe- 
Pierls Approximation and, when S °° we obtain a theory for the 
nematic liquid crystal in the presence of correlations. Wen cor
relations are neglected me recover Maier-Saupe results for the 
nematics. High temperature limits are also correct.
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INTRODUÇÃO

Cristais líquidos são estruturas que, ao contrario dos 

líquidos exibem certa anisotropia nas propriedades físicas, pelo 
fato de apresentarem certo ordenamento molecular. Em particular , 
a ordem nemática, ã qual nos dedicamos neste trabalho, exibe uma 
ordem de longo alcance orientacional nas moléculas, concebidas co 
mo barras cilindricas rígidas e longas, relativamente à uma dire 

ção determinada no espaço, caracterizada por um vetor que chama

mos de diretor. A interação entre as moléculas desta estrutura é 
do tipo dipolo-dipolo, que as obriga a se alinharem umas com as 
outras, e em grande escala, com a direção determinada pelo dire
tor. A teoria do campo médio (MFA) para os nemãticos, desenvolvi
da por Maier-Saupe^ ^ , permite substituir esta interação molecu
lar dipolo-dipolo por um potencial efetivo quadrupolar, expresso 
em termos do ângulo 0 que o eixo da molécula faz com o diretor. 
A orientação media das moléculas com o diretor nos informa da or
dem de longo alcance das moléculas, expressa mais precisamenjte a- 
travês de um parâmetro de ordem de longo alcance em função da tem 

peratura. Os resultados obtidos para o MFA nos fornecem uma tran
sição de fase nemãtica-isotrópica de la. ordem â uma temperatura 
crítica Tc = 0.22019 v/k , onde v é a constante de interação 
e k = 1,38 x 10"23 J/molécula K é a constante de Boltzmann.

0 proposito central do presente trabalho ê desenvolver 
um análogo quadrupolar do modelo Ising aplicado aos cristais lí
quidos riôiíiãti-Êôs. 0 modelo Ising foi proposto para explicar as



transições de fase das substancias ferromagneticas e subse
quentemente extendido à outras ãreas da física onde aparecem pro

blemas que podem ser simulados do ponto de vista matemático com 

o modelo Ising. 0 modelo Ising é obtido substituindo os átomos ou 
moléculas, portadoras de dipolos ou quadrupolos, por pontos que 
constituem uma rede e sobre os quais são mantidos os dipolos ou 
quadrupolos. Deste modo obtemos uma rede que apresenta variáveis
de spin em cada ponto. Se a interação entre spins nas posições i-
- Z Z •esima e j-esima for proporcional ao produto de componentes Ŝ  Sj ,
teremos o modelo Ising.

Ê verdade que os cristais líquidos não exibem uma estru 

tura de rede. Nos líquidos as moléculas não estão regularmente e_s 
paçadas, de modo que ao serem substituídas por pontos não teremos 
uma rede. Admitir que existe uma estrutura de rede para os nemãti^ 
cos equivale ã admitir que a distância entre uma molécula e suas 
vizinhas mais próximas ê constante. Neste modelo a constante de 
interação será bem definida. Contudo, mesmo no modelo proposto por 
Maier-Saupe, a constante de interação ê suposta bem definida, co- ' 
mo se as moléculas estivessem regularmente espaçadas de forma a 
não sugerir a estrutura de um líquido, de modo que nos sentimos 
à vontade para admitir tal aproximação também nos modelos propos- 
tos neste trabalho. Desta forma, o conjunto de moléculas de um 
nemãtico ê substituído por uma rede de spins que consiste de (2S+1) 
variáveis discretas de spin que variam de -S a +S e que des
crevem, em lugar da orientação angular 0 contínua das moléculas 

em relação ao diretor, a orientação pelos valores das projèções 

do spin S sobre o diretor. A interação quadrupolar nos nemãti- 
cos, cujd Hamiitoniajno é representado por = -v^cos^-l)(3cos20.-1)^’̂ ,

f 2 )



si 2 S? 2tor, passa a ser substituído por = -v[3(—g-) — 1J (]3 C—g—D " O  » on

Zde S e o valor do spin e e a projeção do spin S sobre o
diretor. Modelo idêntico foi proposto e resolvido no MFA para spin

f 4 5 1S = 1 por Tareeva e outros ’ . Neste trabalho fazemos a ex
tensão para spin S qualquer e resolvemos no MFA para spins S=1 , 
S = 2, S = 5 e em especial notamos que quando S ■+ °° , obtemos 
no modelo de rede dc spins o resultado clássico obtido por Maier- 
Saupe*'1 '*. Cálculos numéricos confirmam transições de, fase de Ia.. 
ordem nos parâmetros de ordem de longo alcance em temperaturas crí 
ticas determinadas para os diversos valores de S citados.

Certamente, a principal falha do MFA é desprezar as cor 
relações entre os spins. As correlações serão introduzidas atra
vés do método de aproximação de Bethe-Pierls, que consiste essen
cialmente em isolar um "cluster" na rede e admitir sua interação 
com o resto da rede somente através de certos parâmetros associa
dos âs (2S+1) variáveis de spin. Procedimento adequado no trata
mento das correlações nos permite introduzir um parâmetro associa 
do â ordem de curto alcance na interação dos spins que determina 

uma orientação local na rede de spins não descrita pelo parâmetrp
de ordem de longo alcance. Semelhante procedimento é baseado em 

f 6 )Huang para o sistema ferromagnetico onde S = 1/2. São espera
das modificações nos valores da temperatura crítica de transição 
de fase no parâmetro de ordem de longo alcance em relação aos re
sultados do MFA.

No capítulo I apresentamos uma revisão da teoria de 

Maier-Sáüpe dõá cristais líquidos nemãticos, acrescido de um resu

onde CL e o ângulo de orientação da molécula cm relação ao dire



mo das principais mesofases e propriedades físicas corresponden
tes nos cristais líquidos. No capítulo II, o modelo da rede de 

spins ê aplicado aos nemãticos e cálculos efetuados, usando MFA , 
no limite de spin S -*-.00, nos reproduz a teoria d.e Maier-Saupe no 

continuo. No capítulo III apresentamos a teoria para a aproxima

ção de Bethe-Pierls para um spin S qualquer, uma extensão do 
que esta feito em Huang^ ^, onde são introduzidas as correlações, 
definindo-se um parâmetro de ordem de curto alcance a elas asso
ciado para S = 1/2. Como resultado obtivemos um sistema de duas 
equações autoconsis tentes envolvendo o parâmetro de ordem de lon
go alcance e a correlação. A resolução destas equações por méto
dos numéricos poderã nos fornecer informações sobre o calor espe
cífico e temperatura de transição de fase.



CAPÍTULO I

TEORIA DE MAIER-SAUPE DA TRANSIÇÃO DE FASE 
NEMÁTI CO-1SOTRÕPI CO

1.1. CONCEITO, PROPRIEDADES E MESOFASES DOS CRISTAIS LÍ 
QUIDOS.

Cristal líquido ê o termo que denomina os estados inter 
mediãrios de agregação da matéria entre os solidos cristalinos e 

os líquidos isotropicos. As propriedades mecânicas e de simetria 
destas mesofases são também intermediárias entre as propriedades 
dos cristais solidos e dos líquidos: exibem alta fluidez, as cama 
das adjacentes deslizam facilmente, não suportam forças tangen
ciais às superfícies, etc..., que são características dos líqui
dos, ao mesmo tempo que exibem anisotropias nas propriedades óti
cas, elétricas e magnéticas, que são características dos solidos 
cristalinos.

As transições entre as diversas mesofases podem ser efe 

tuadas através de variações na temperatura (cristais líquidos ter 

motrõpicos) .ou pela enfluência de solventes que alteram a concen

tração (cristais líquidos liotropicos). 0 presente trabalho se o- 
cupa somente dos cristais líquidos termotrõpicos, mais especifi
camente, da transição da mesofase nemãtica para o líquido isotro- 
pico. A estrutura das moléculas são importantes na formação das 
mesofases dos cristais líquidos. E sabido que tais moléculas de
vem ser objetos alongados, preferencialmente possuindo segmentos
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a)

b)

c)

FIG. 1.1 - ALGUMAS ESTRUTURAS MOLECULARES DOS CRISTAIS LÍQUIDOS. /

a.) molécula p-p'-dimetoxiazoxibenzol (PAA) , com cer
ca de 20A° de comprimento c 5A° dc largura. Os 
anéis benzênicos são praticamente coplanares.

b) molécula N-(p-metoxibenzilideno)-p-butilanilina 
(MBBA).

c) forma geral das moléculas orgânicas constituintes 
dos cristais líquidos: dois anéis benzênicos liga 
dos por uma ligação dupla (as vezes tripla) a du
as cadeias externas, mais flexíveis, R e R', que 
sãtí geralmente cadeias alquil.

O —  CH,

(a)

CH,
\ 2 CH2 

\  /  \  
CH2 CH,

(b)

R A =  B

(c )
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(a) FASE ISOTRÖPICA (b) FASE NEMÄTICA

AA

A.w

A

AM.
(d) FASE ESMÊTICA-A

(e) FASE ESMËTICA-C (f) FASE ESMÉTICA-B

FIG. 1.2.



planos, como o anel de benzeno, com ligações fortes, dupla ou trji 
pia, na parte central da molécula, ao longo do eixo maior da molé 
cuia. Na orientação das moléculas devem ser importantes os fortes 
dipolos, prê-existentes ou induzíveis e menos importantes os gru
pos ligados âs extremidades da parte central rígida (o chamado o£ 
so) das moléculas. Na figura ,1.1 apresentamos as estruturas molecu
lares de alguns cristais líquidos.

A classificação dos cristais líquidos quanto à estrutu
ra das diversas mesofases, proposta pela primeira vez por Frie-

f 7 )dei (1922) e acompanhada graficamente pela figura 1.2, onde os
traços retos representam os eixos maiores das moléculas, é a se
guinte:

a) líquido isotropico: mesofase que se apresenta â tem

peraturas elevadas, onde os eixos maiores das molêcu 
las estão aleatoriamente dirigidas no espaço e os 
centros-de-massa das moléculas também se distribuem 
aleatoriamente. Não existe um padrão definido de 
raios-X e o líquido é oticamente isotropico (fig.'1.2 a)..

b) nemãtico: mesofase que ocorre em temperaturas mais 

baixas que as do líquido*isotropico em que o cristal 
líquido exibe uma ordem orientacional de longo alcan 
ce (é oticamente uniaxial e fortemente birrefringen- 
te), mas não exibe nenhuma ordem translacional de lon , 

go alcance, isto é, os centros-de-massa das molécu
las continuam aleatoriamente distribuídos no espaço 
de modo que o padrão de raios-X é ainda indefinido . 
N©sta mesofase, os eixos maiores das moléculas estão 
iftfeís <3U menos alinhados segundo uma direção preferen



ciai no espaço determinada por um vetor direcional 

local n (fig. 1.2b).

c) colostcricos: 5 uma mesofasc nemática, típica dos co 
lesterõis,- constituída de moléculas oticamente ati
vas na qual o composto apresenta um conjunto de pla
nos paralelos que se distinguem pelo alinhamento de 
suas moléculas. Cada plano exibe um alinhamento mole 
cular ao longo de uma direção preferencial caracteri 
zado por um vector direcional n , apresentando uma 
estrutura nemática. A linha perpendicular aos planos 
é chamada eixo de torção porque quando se passa de 
um plano 5 outro adjacente, deslocando-se ao longo 
do eixo de torção, a orientação molecular muda de mo 
do que o vector direcional n sofre uma pequena ro

tação. A medida que nos deslocamos sucessivamente a- 
través dos planos, a rotação prossegue até que o vec 
tor direcional, em algum plano da estrutura, volta a 
ter a mesma direção que possuia na fase inicial. 0 
composto exibe portanto quanto ao alinhamento molecu 
lar, uma hélice com passo bem definido (fig. 1.2 c) . 
Como a energia necessária para criar o passo consti- 

' tui somente uma diminuta parte da energia necessá

ria para alinhar as moléculas dentro de cada plano , 
o colestérico não difere termodinâmicamente do nçmã 
tico, que pode ser visto como um colestérico de pas

so infinito. Não hã transição de fase devido à tempe 
ratura entre as fases nemática e colestérica, mas a- 
croscentando certa quantidade de uma substância co-



lestêrica ou mesino não-isomorfica oticamente ativa 
a um nemãtico, este adquire uma configuração helicoi^ 
dal, tornando-se seletivo ã luz circularmente polarjL 
zada e com poder rotatorio muito superior ao de uma 
substância oticamente ativa comum.

d) esméticos: mesofase que ocorre em temperaturas mais 
baixas que as mesofases nemãtica e colestérica. As 
moléculas estão dispostas em camadas, exibindo, além 
da ordem orientacional típica da fase nemãtica, uma 
ordem translacional, que consiste em um espaçamento 
interplanar definido dos centros-de-massa das molécu 
las, que pode ser medido por difração de raios-X. Hã 
diversos tipos de configurações de fase dos esméticos. 
Na fase esmético-A, as moléculas estão alinhadas, se 
gundo o vector direcional n e seus centros-de-mas
sa estão distribuídos de modo a formar camadas pla

nas e perpendiculares ao vector direcional n , mas 

dentro de cada plano a distribuição dos centros-de- 
massa é aleatória, não exibindo estes uma ordem de 
longo alcance dentro das camadas. Estas camadas po
dem facilmente deslizar umas sobre as outras, acarre 
tando baixa viscosidade. A distância entre as cama
das é da ordem do comprimento das moléculas. Esta fa 

se é oticamente uniaxial (fig. 1.2 d) .

O esmético-C difere do esmético-A no fato de o eixo 

direcional n ser inclinado em relação aos planos 
das camadas e por isto é oticamente biaxial. Ocorre 
<?m uma temperatura inferior â da fase esmética-A 

(fig. 1.2 e). O esmético-B, além da distribuição dos

10



centros-de-massa em camadas, exibe uma ordem na dis
tribuição destes dentro dos planos, que podem adotar 
uma formação geométrica hexagonal sobre os planos das 
camadas. Esta fase ocorre ã temperaturas mais baixas 

que as das fases esméticas-A e C (fig. 1.2f) . Além 
das fases esmêticas citadas, as experiências realiza 
das com raios-X sugerem que existem outras fases es- 
méticas que podem, exibir um grau de ordem até mais 
alto ̂   ̂.

11

1.2. DEFINIÇÃO DE UM PARÂMETRO DE ORDEM PARA A FASE NE- 
MÃTICA.

Vimos que os cristais líquidos podem exibir uma certa 
mesofase, e que em muitos casos esta mesofase é estável até uma 
certa temperatura, a partir da qual ocorre uma transição de fase 

que leva o cristal líquido a uma estrutura d.e menor simetria. Neŝ  
te sentido, podemos dizer que a fase nemãtica exibe uma simetria 
menor do que a do líquido isotropico, isto é, a fase nemãtica é 
"mais ordenada" do que o líquido isotropico. Posto isto em termos 
quantitativos, precisamos definir uma quantidade que seja não-nu- 
la na fase nemãtica e nula, por razões de simetria, na fase do lí 
quido isotropico.

Muitas experiências, tais como as que mostram ser o ne- 
matico oticamente uniaxial e fortemente birrefringente, demonstram 
que a anisotropia provém do fato de o eixo das moléculas tenderem 

â se ãlinliar segundo a direção de um eixo preferencial, represen- 
tãáò p'èíd vector diretor íi na fig. 1.2 b .



FIG. 1.3: OS ÂNGULOS DE EULER 6, cf), ip QUE DESCREVEM 
A ORIENTAÇÃO DE UMA MOLÉCULA EM UM CRISTAL 
LÍQUIDO NEMÂTICO.



E claro que a temperaturas finitas a agitação térmica 
das moléculas impede que estas se alinhem perfeitamente na dire
ção do diretor n , elas de fato se distribuem angularmente em 
torno do vector diretor, mas este representa o alinhamento mais 
provável, isto é, no qual um maior numero de moléculas pode ser 
encontrado.

Consideremos um modelo microscópico, onde uma molécula, 
tomada como sendo uma barra rígida e orientada segundo um vector 

_ —  ̂  ̂unitário a^ , dirigido ao longo do eixo maior da i-esima molécu
la, formando um ângulo 0  ̂ com o diretor n , que supomos orien 
tado na direção do eixo +Z. A orientação das moléculas rígidas em 
relação a um sistema de coordenadas retangulares com eixos fixos 
no espaço pode então ser descrito pelos três ângulos de Euler 0 , 
<t> , ip (fig. 1.3).

Devido a simetria cilíndrica das moléculas, nenhuma or 
dem nos ângulos \p (rotação em torno do eixo da própria molécula , 
dirigida segundo o vector unitário â^) e <jj (rotação no sentido a 
zimutal) c possível, isto é, não existem ângulos ip ou 4> que 
sejam de alguma forma preferenciais. Então resta o ângulo 0 co
mo o ünico através do qual poderia se exibir um certo grau de or

dem, e a experiência mostra ser 0 = 0 , isto é, o vector unitá
rio â^ paralelo a n , como sendo a orientação preferencial ou 
mais provável de as moléculas se orientarem. Se não houvesse ne
nhum 0 preferencial, então todos os ângulos 0 seriam equipro- 
váveis e recairiamos na situação de total desordem, que é o caso 
do líquido isotrópico.

Um ünico parâmetro de ordem será necessário para descre 

¥êt a estfütüíft orientacional dos cristais líquidos nemãticos. Ele

13



deve ser capaz de distinguir entre a fase nemãtica e a fase iso- 

tropica. 0 proprio ângulo 0 não seria um parâmetro conveniente; 
cos 0 também não é um bom parâmetro, pois ao contrario da orien
tação de spin no ferromagnetismo ̂  as moléculas dos cristais lí_ 

quidos são apoiares, de modo que orientações "up" e "down" são in
distinguiveis, isto ê, o sistema deve ser invariante frente a tro

2ca de 0 por (tt — 0) . Isto sugere que cos 0 poderia ser um para

metro de ordem razoável. Contudo, não estamos interessados no va- 
2 -lor do cos 0 de uma unica molécula, mas no valor medio de

2 - 2  cos 0 , isto e, < cos 0 > , tomado sobre todas as moléculas do
cristal líquido. Quando as moléculas estão completamente alinha-

_ 7das na direção do diretor n , 0 = 0 e < cos 0 > = 1. Se as molé
culas estão aleatoriamente dirigidas, todos os valores de 0 são 
possíveis, neste caso, sendo f(0 ,4>) a função de distribuição que 
dá a probabilidade de encontrar as barras rígidas no ângulo soli
do díí = sen 0 d 0 d <j> em torno da direção (0,<J>) e que naturalmente 
se reduz a uma constante no caso isotropico, temos:

14

2 f ̂  ?2 /cos 0 f (0 ,<j)) dQ g cos 0 d(cos0)
<cos 0>isot"= ------------------= — T---------------- = -T- (i.l)

í d (cose)

r 9)Por ser usual J , o parametro de ordem é tomado nor
malmente como sendo 1(um) na fase completamente ordenada e O(zero)

- - 7na fase isotropica. Nestas condiçoes, em lugar de < cos 0 > usa
mos o parâmetro de ordem na forma:

< P 2(cos0) > S n = (3 <cos20 > - 1)



2de modo que quando <cos 0> = 1 na fase completamente ordenada ,
2 i<P2(cos0)> = 1  e quando <cos 0> = — na fase isotropica, 

<P2(cos0)> = 0. Os valores de <P2(cos0)> entre l(um) e 0(zero) 
denotam os diversos graus de ordenação intermediârio's entre as 
fases completamente ordenada e isotropica. 0 passo seguinte con
siste então em determinar como <P2(cos0)> varia com a temperatu 
ra e prever em que temperatura ocorre a transição de fase nemati- 
co-isotropico.

15

1.3. CÁLCULO DO PARÂMETRO DE ORDEM CONTRA TEMPERATURA

Na aproximação do campo molecular (MFA), a energia de 
orientação molecular nos cristais líquidos nemãticos na direção 
do vector diretor n ê representada por um potencial efetivo que 
abrange todas as interações responsáveis por tal alinhamento em
uma função energia potencial efetiva de uma única molécula da for

( 9 ) ma: J

V(cos0) = - v P2(cos0) < P 2(cos0) > (1.3)

onde 0 ê o ângulo que a molécula faz com o vector diretor n 
Note-se que V(0) ê mínimo quando 0 = 0  e mãximo quando 0 =909, 
isto é, V(0) é mínima na fase completamente ordenada e nula na / 
fase isotropica . v ê uma constante que descreve a intensidade das 

interações moleculares na aproximação do campo molecular (MFA).

A função de partição estatística de uma molécula nesta 
aproximação ê simplesmente:^6 -̂



Z = / 1 e‘6VCcos0) d(cos0) , 3 = 1/kT. 
0

(1.4)
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e a função de distribuição orientacional, que descreve a maneira 

como as moléculas se distribuem angularmente em torno do diretor 
íi é

-3V(cos0) -£V(cos0) 
f(cose) = ------------ = — ,— — -----------------(1.5)

/ 1e-BV(cose)d(cos6)

de modo que

<P7(cos0)> = / P9(cos0) f(cos0) d(cos0) 
L 0 z

•£) P2(cos0) e É3V(cos0) d(cos0) 

/ e-SV(cos0) d{cos0)
(1.. 6 )

ou mais explicitamente, substituindo a equação 1.3 em 1.6:

/^d c Q6vP7(cos0) <P7(cos6) > ,,P?(cos0) e i-K J z v J d(cos0)
<P2 (cos0) > = — -----------------------------------------  (1 .,7)

/ e 6vP2 (cose) <P2 (COS0)> d(cos0)

que nos fornece uma equação auto-consistente em <P2(cos0)> co 
mo função da temperatura. Uma solução imediata ocorre para 

<P2(cos0)>=O em qualquer temperatura, e que corresponde ã fase iso 
tropica. Para temperaturas menores que a temperatura crítica de 
transição de fase nemãtico-isotropico, outras soluções da eq. (1.7) 

podem ser obtidas at.ravés de métodos numéricos. 0 grafico des-
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tas soluçoes e mostrado na fig. 1.4.

Somente as linhas cheias da fig. 1.4 são soluções rele
vantes para a equação (1.7), pois correspondem ao equilíbrio termo
dinâmico, isto ê, somente estes valores de <P2(cos0) > contra 
temperatura ê que minimizam a energia livre

F = E - TS (1. 8)

onde E ê a energia, T a temperatura e S a entropia. Os re-
( 9 1sultados numéricosv J mostram para a equaçao (1.7), uma transição 

de fase de Ia. ordem na temperatura Tc = 0.22019 ^ para
<P2(cos ) > = 0.4289.

1.4. FUNÇÕES TERMODINÂMICAS.

As funções termodinâmicas, parâmetro de ordem de longo 
alcance n > energia por molécula E/N , entropia por molécula S/N, 
energia livre por molécula F/N e calor específico por molécula 
C/N podem ser resumidas como se segue:

^ P 2 CCOS0) e8vnP2(cosô) d(cose)

Tl = < P - , ( C O S 0 ) >  = --- =j-5 --- pr-v---------2 rl SvnP?(cos0) j f/, e ' d(cos0)

Desta equação auto-consistente para n apenas importam 
as soluções que minimizam a energia livre F/N e que mostram uma 

trâüsiçãõ de fase de la. ordem à temperatura crítica Tc=0.22019 v/k .
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Í'IG. 1.4: Grafico dü dependência de n= <P2(cosO)> 
com a temperatura reduzida kT/v. As so
luções de equilíbrio, que minimizam a 
energia livre, são mostradas em linha 
cheia.
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—~j— = —2“  <V(cos0)> = - v<P2(cos0)>^ = - —y— vn2 (1.10)

O fator 1/2 ê exigido na energia para que as intera
ções entre moléculas não sejam contadas duplamente, já que as in
terações entre pares foram aproximadas na teoria do campo molecu 
lar (MFA) por um potencial efetivo de uma molécula.

c ln -Bv(cos0)
-rj— = - k <ln f(cos0)> = - k < — ------------
w Z

= k6 < V(cos0)>+ k ln Z = - <P2(cosO)>2 + k ln Z (1.11)

de modo que pelas eq. 1.8, 1.10 e 1.11

F _ E T S _ 1 _2 T „ ry . ,  ̂ ^]sj n N 2 Cl *..12)

O aparecimento do primeiro termo no segundo membro da eq.
_ (91(1.12), que não e usualv , se deve ao fato de terem sido as inte

rações de pares substituídas por um potencial efetivo de uma molé 
cuia e dependente da temperatura. A equação (1.12),nos fornece os 
"ramos" relevantes (linha solida no grafico da figura 1.4), isto é, 
aqueles que efetivamente minimizam a energia livre. A cada valor 

de kT/v correspondem três valores de n = <P?(cos0)> , mas so
mente aquele Váíõr que minimiza (1.12) que importa, isto ê, que nos
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garante a estabilidade da ordem nemãtica àquela temperatura.

Finalmente, o calor específico pode ser obtido da eq 
1,10 na forma:

c - .d(E/N) _ _ dn _ _ , dn n
N dT vn kn T^cTT (1-13)d (— ) ̂v J

O valor de n , bem como de sua derivada sao fi
d (— ) v. v J

nitos para qualquer temperatura, como pode ser visto na fig. 1.4. 
O calor específico ê nulo para T > Tc .
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CAPITULO II

ANÁLOGO QUADRUPOLAR DO MODELO ISING NA APROXIMAÇÃO 
DE BRAGG-WILLIAMS

2.1. FORMULAÇÃO DO MODELO.

Neste capítulo vamos propor um modelo de variáveis dis
cretas de spin para descrever a orientação molecular nos cristais 
líquidos nemãticos. Vamos descrever as diversas posições angula
res da molécula em relação ã direção preferencial do vector dire
tor íi pelos valores das projeções do spin sobre esta direção.Um 
modelo semelhante para spin S = 1 foi proposto por Tareeva^  ̂  ̂
e resolvido na. aproximação de Bragg-Williams, equivalente ao MFA.
0 modelo a ser aqui proposto se estende a qualquer valor do spin 
S e será resolvido neste capítulo na aproximação de Bragg-Williams. 
Para um valor de S muito grande veremos que o nosso modelo dará 
os mesmos resultados do modelo contínuo de Maier-Saupe para os 
cristais líquidos nemãticos.

Os cristais líquidos nemãticos não apresentam uma estru 
tura de rede, pois os centros-de-massa das moléculas se distri

buem aleatoriamente no espaço. 0 modelo que vamos propor, além de 
substituir a molécula por um conjunto discreto de variáveis de 

spin, pressupõem também uma estrutura de rede, o que equivale a 
dizer que a distância entre uma molécula e suas primeiras vizi- 

nhâs ê còiístarite e com constante de interação bem definida. Contu 
áú iios iíqtiícíôi a cdnstante de interação não é bem definida e po~



demos no máximo admitir uma constante de interação média. Quando 
se propõem um modelo de rede se espera que a constante de intera
ção simule, bem como todo o modelo, o que ocorre em um líquido 
Contudo, esta hipótese .não é nova, pois mesmo no modelo contínuo 
de Maier-Saupe a constante de interação é suposta bem definida co 
mo se a distância entre as moléculas vizinhas fosse tão regular 
que as características de líquido não se manifestassem.

Consideremos pois, um sistema de variáveis de spin, com 

(2S+1) valores da componente Z , distribuídos sobre os N pon
tos (ou sítios) que formam uma rede tridimensional. A cada sítio

Zdesta rede está associado um spin (i = 1, 2, 3, ... , N) que
1pode possuir qualquer valor entre +S e -S para a componente S , 

isto é, S? = +S, +(S-1) , . . ., +1,0,-1,..., -(S~l), -S.
ZAdmitamos que cada sitio de spin interage com os

sítios vizinhos através de uma interação de tipo quadrupolo - qua- 
drupolo, cujo Hamiltoniano é representado por

22

2 2 
H - a r3 1 s (s+1^  r 3 j s(s+1) i fo nHij “i: (-1 s 2 2 S 2 5 - ^ r ~  ] C2-1J

onde daqui por diante substituímos a notação , da componente
Z da variável de spin, por s^ , a menos que se afirme o contra 
rio explicitamente.

Por simplicidade, vamos considerar somente interação en 
tre vizinhos mais próximos. Vamos supor que a constante de intera 

çSò ê a ínesma para qualquer par de vizinhos, isto é, = a não

dêpéhde dô poiíçâd do par (i,j) dentro da rede. Então representan



do por { } ao conjunto de valores de spins que especificam uma 
dada configuração do sistema todo, a energia do sistema em tal con 
figuração ê

Eis - } = -a Z (-|-- \

<i,j> S
(2 .2)

onde o símbolo <i,j> denota um par de vizinhos mais proximos„E£ 
ta soma sobre <i,j> contém YN/2 termos, onde y é o numero 
de vizinhos mais proximos de um dado sítio da rede.

ja descrita por N números s^ , a energia na eq.(2.2) é em 
geral degenerada. Isto pode ser visto da seguinte maneira. Em qual. 
quer configuração da rede, especifiquemos N como sendo o núme
ro total de pontos da rede com componente Z de spin igual a £„ 
Os vizinhos mais proximos a um sítio com spin s_ podem ter sp.in 
igual a qualquer um dos 2S+1 valores que £ pode assumir, de . 
modo que podemos ter o seguinte conjunto de pares

Denotemos o número destes pares respectivamente por:

Estes números não são independentes entre si, nem são independen

tes dos Nj. Para determinar a relação entre estes números, es
colhemos Um s3.tio da rede com spin ŝ e desenhamos y linhas li

E de se notar que, embora a configuração do sistema se-

(s ,+S) , (s , + (S■■ 1)).... (s , s) , (s , - (S-l)), (s , -S) .
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gando-o a todos os seus vizinhos mais próximos, como o mostra a 

figura 2.1 para o caso especial de uma rede bidimensional .

Repetimos este procedimento para todos os outros sítios 
com spin s , findo o-qual o número total de linhas desenhadas 
ê YN . 0 numero total de linhas também pode ser contado conside 
rando que entre um par (s,s) ha duas linhas, entre um par (s ,k) , 

k ^ s , uma linha e entre um par ( cj , k ) ,  o , k ^ s  nenhuma linha Obte
mos: 1

+ S
YN = 2N + Z N (2.3)

S S S  _  o SK k-ò
k7 s

25

havendo (2S+1) equações desta forma. Estas equações, mais a equa 
ção

+S
N = E N , (2.4)

s = -S s

onde N ê o numero total de pontos da rede, formam um sistema de 
(2S+2) equações, nos permitindo concluir que nem todos os Ng e 
^sk^ks são independentes, de modo que nem todas as configura
ções contidas na eq.(2.2)para , com i = l,2,...,N , são real
mente diferentes.

Com isto em mente, podemos escrever a energia do siste
ma representada na eq. (2.2)para uma dada configuração, na forma:

E _
ir

+s
•à I 
K = *S

<  3  r  2

£ (-4- —
s=-S ^  S2

SÇS+1)
2 S2

) r 3 s_2 _ S(S + 1) 
S2 2 S2

) NKS

W

(2.5)



os termos N e N,. serem idênticos. Contudo, a eq. (2.5) po
SK KS 1 L—

de também ser escrita na forma

onde o limite superior < para a soma em s provém do fato de

E _ a +rS +VS f 3 (K2 S(S + 1), r 3 s2 S(S+1), N,_
Y  - — Y  L i~2---2 " ---n--> w ---7 ----- 7--> SN c -- o L 2S2 S 2S N

(-f !i! . s i s + i y  N<< (2 6)
<=-S S 2S N

onde o limite superior para a soma em s foi extendido até +S , 

fazendo com que os termos N , passassem a ser contados duplamen 
te, o que exigiu a divisão por 2 e a inclusão consequente do 29 
termo a direita na eq.(2.6), pois os números N não aparecem re

KC KC

petidos. É útil também escrever a eq. (2.6), com a ajuda da eq.(2.3) 
na forma:

E _ _  a +vS +,S r- r 3 K2 S(S+1), f 3 s2 S(S+1), 
■N -■ T  kL S s=-S i *  '  l ? ” ’ ^

r 3 K S (S+l) 2 —, x, ay ? , 5  k2 SÍS + 1K2 v 
(T" rz " r r r - ) J nk.s - ~t  e ( t i  — 2 ^  nk (2.7) S 2S k = -S S' 2S TT

Portanto, como ocorre nas deduções usuais*- 6  ̂ do modelo



Ising no Magnetismo para spin S finito, as expressões 2.5, 2.6 
e 2.7 para a energia do sistema nuina configuração arbitrária,mos 

tram que esta não depende dos detalhes da distribuição de spins 
na rede, mas apenas dos números Ng e NsK que refletem proprie 
dades definidas de escala na distribuição dos spins. Como ê 
usual^  ̂ ^ , as quantidades Ng/N representam uma medida da ordem 
de longo alcance na rede, enquanto que as quantidades N /(y N/2)5 K
representam uma medida da ordem de curto alcance na rede.

Neste ponto podemos introduzir a aproximação Bragg-Wil-
( 10 ) , j liamsv , que pode ser expressa da seguinte maneira.

27

(2.8)

significando que não existe ordem de curto alcance e que as pro
priedades termodinâmicas do sistema são determinadas unicamente 
pela ordem de longo alcance, de modo que a energia do sistema pa£ 
sa a ser função somente das quantidades N /N.

A aplicação da eq. 2.8 em 2.6 ou 2.7, nos fornece de
pois de algumas operações

E _ «y 
N " “ 2 l

K

_3_
2

- S(S+1)
2S2

) (
2s

S
SÇS+1)
2S2

) K
“N

s
N

(2.9)
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2.2. CÁLCULO DA EQUAÇÃO PARA. O PARÂMETRO DE ORDEM.

A soma estatística ê expressa, como usual-^  ̂  ̂, por :

Qn * £ E ... E e"6E{si} , 3 = 1/kT (2.10)
S1 s 2 SN .

Como’ a energia ê degenerada, conforme jã foi mostrado , 
através do fato de os e NS|<; nos quais ela pode ser expres
sa não serem todos independentes, a eq. 2.10 pode ser reescrita co 
mo

<N
(Nk.Nsk)

g C N ^ ) -BE(NK ,NSK) ( 2 . 1 1 )

onde s ê efetuada somente sobre os N e N indepen-

dentes, g(N1<)N|<s) ê o numero de configurações que possuem valo

res dados destes NK e Ns(< independentes e e (Nk ’Nsk) ® qual
quer das formas 2.5, 2.6 ou 2 . 7 .

Na aproximação de Bragg-Williams 2.8, a energia se re
duz a uma expressão envolvendo apenas as medidas dc ordem de lon
go alcance N^/N como dado na eq. 2.9 e a eq. 2.11 para a soma e.s 
tatística se reduz ã

Qn 2 Z g(N ) e“ßE(Nic)
N N

(2 .12)



T -onde agora M e efetuada somente sobre os NK independentes

g(NK) ê o número de modos em que se pode combinar os NK de N 
e BCN^) ê dado pela eq. 2.9. Mais explicitamente temos para a 

eq. 2.12:
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n :

n
s = -S

■ÍSE(NK) (2.13)
N

Como N , o número de sitios na rede, é um número mui
to grande, o logaritmo de pode ser substituído pelo logarit
mo do maior membro da soma 2.13. Usando a fórmula de Stirling pa
ra N , isto ê,

ln N! = N ln N (N -+ °°)

obtemos, depois de algumas operações algébricas:

, 6EÕV7N) +S N IvT
-pT ln Qn - 2 ~jf (2.14)

onde Ns/N representam aqueles valores de Ns/N para os quais a 

expressão 2.13 exibe um valor máximo.

Como o sistema está sujeito a condição de vínculo expre^ 
sá ha eq» 2*4, podemos introduzir um multiplicador indeterminado 

dê LagfíMgé, é# modo que os valores Ns/N podem ser determinados
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da equaçao:

3(N./N)
ln Q 
■ N~

N) + 6
3(NK/N)

+ S
( £ 
s = -S

Ns
N"

Sabendo-se que

C e CNs/N)/N[]  ̂ 3 x 2 S(S+1), *S , 3 a2 S(S+l),Na
____ ' V. >7 o ~ o J  ̂ l i ? -'W

3(N /N) ° S^ 2S a=-S Sz 2S^K

temos então das eqs . 2.15 e 2.16:

ln
N 6 -1 + a8Y (-y- — o 

L S
SÇS+1)
2S2

+ 3
)  Z ( 4 -
cr=-S

a SfS+1).
— 1 J 2S

ü?N

ou

= exP ra6Y (4- - âlgllj, (J_ _ S(S+1), V n  e <> 
N L C 2 S2 2S2 a = -S 2 S2 2S2 3 N J

(2.15)

(2.16)

D

(2.17),

A condição de vínculo 2.4 nos permite determinar ô , 
que substituido na eq. 2.17 nos fornece
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roW 3 k S(S+1), ^ r 3 a S(S+1), Na__ exP geT(-T — -.i g" 0  ̂ (y ~7 " 2 } ir 1N S2 2S a=-S z S 2S ~tc
v r o r3 s SCS+l), ; r3 a2 S(S+l),Na Z exp[~aBY(-y- —  - 1 l (r?— õ ~ .T

s = -S Z S2 2S2 a=-S SZ 2SZ

(2.18)

Como os N /N representam uma medida da ordem de longo 
alcance, podemos definir um parâmetro de ordem de longo alcance 

da forma:

+ S x 2 çrcj-l'» ̂
y r  ̂ £_ _ C t M  —  (2 191J  7 2  ^ 7 2 J nO O O Lt O

de modo que obtemos da eq. 2.18 a seguinte equaçao auto - consis

tente em x :

+S _ 2 c rc ,. . / ( 3 k S(S+1).
E ( - 3 -  —  -  e  Y  (~T _ 2  772

k = -S S 2S 5 5

x = x (2>20)S 2 S ""K = -S
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2.3. CASOS ESPECIAIS DE SOLUÇÃO DA EQUAÇAO AUTO-CONSIS- 
TENTE PARA O PARÂMETRO DE ORDEM.

2.3.1. Casos S=1 , S=2 , S=5.

Tomando S=1 na eq .(2 . 20) obtemos facilmente:

•|a3YX
x = e --- =_!_ (2.21)

ya3YX 
2e + 1

que mostra ser X = 0 uma solução trivial para qualquer temperatu 
ra. As soluções não-triviais da eq.(2.21) devem ser calculadas nu
mericamente. A uma dada temperatura somente importa aquela solu
ção da eq. (2.21) para X que maximiza a eq. (2.14), isto ê, que
minimiza a energia livre F/N = kT.lnQfrj  ̂ q s resu]_tacjos nos for_

N
necem uma transição de fase de primeira ordem em Tc=0.5 aY/k , 
em X- -0.5. Observe-se que os valores que minimizam F/N corres 
pondem ã valores negativos de X fig. 2.2 • Isto esta de acordo

T t • • ( 5 )com J. Laj zerovicz. .

A fig. 2 . 2 também mostra os resultados obtidos para 

S ^  e S=5. Para S=2 obtivemos uma transição de fase de pri
meira ordem na temperatura Tc - 0.4 aY/k correspondente a' 
X - 0.26. Para S=5 obtivemos uma transição de fase de primeira 

ordem na temperatura Tc - 0.28 aY/k correspondente a X - 0.4 
Note-se que os valores que minimizam F/N para S > 1  correspon

dem agora a vâlores positivos de X . Note-se também que a medi

da que S auiftêiita, diminuem os valores para T , dirigindo-se ao
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valor T = 0.22019 aï/k da teoria dc Maier-Saupc quando S , 
coino veremos a seguir.

2.3.2. Caso S ■+ 00.

Este caso é muito importante porque reproduz a teoria 
de Maier-Saupe para os cristais líquidos nemãticos. Quando S -*■ », 
notamos que as expressões

3 K2 SCS+l), 
fK = ?  2 )

7 2 C , C J ., , . , 3 K2 S(S + 1), . í 3 k S(S + l)-> -OtGYXÍT- t  ----- õ— )
-  ( - r  ^ 7  ...2 S t  s  2 S

diferem, respectivamente por uma quantidade infinitesimal quando 
k  muda por uma unidade, isto é ,

£tC + l

Sk+i~8k

de modo que k  , até aqui uma variável discreta, pode ser tomada 
agora como uma variável contínua. Neste caso,

lim S(S+1) 1 
S -  - ^ 2 -  ’ T
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e as somas na eq. (2.20) podem ser substituídas por integrais,tal 
que

Efetuando a transformação

K
-?r— = X

tal que x=+i quando k =+S e x=-l quando k =-S, obtemos, no
tando que as integrandos nas integrais são funções simétricas pa

res

3 x2 - 1.) eaSTX(-|- x2 - 4 )  dx
X-=-9----------- --------------------------  (2.22)

I 1 ea6YX(-|- dx

A eq. (2.22) é idêntica ã equação 1 . 9 para o parâmetro de ordem 
orientacional dos cristais líquidos nemãticos da teoria de Maier - 
Saupe se as- seguintes identificações são feitas’.

( ~ ^  ~ _2r) P2CCOS0) (2.23)

a y *  ' v .
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FIG. 2.2: Valores calculados do parâmetro de ordem X 
em função da temperatura reduzida (kT/ay ). 
A linha inferior corresponde a S=l, a linha
sólida superior a S=2, a linha (— ---) a
S=5 e a linha (----) nos fornece o resulta

do de MAIER-SAUPE quando S -+ °° .
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2.4. FUNÇÕES TERMODINÂMICAS.

As funções termodinâmicas, parâmetro de ordem de longo 
alcance x » energia por spin E/N, energia livre por spin F/N 
e calor específico por spin C/N podem ser resumidas como se se

gue:

+S ' , „2 „ r3 s2 S(S+1) 
y r 3 s___SÇS + l)s a$yx (7 - 7 ----9 Zi 9 O J “ Z, ç £ ? Q ̂

v S(S+1)^ _ s = -S z Sz 2SZ s
L 2 c2 0.2 J ÍS  ̂ , 3 s2 S(S + 1), ~

s 25 e eaBY^ T  - - r r ^
s=-S S 2S

(2.24)

é uma equação auto-consistente para X onde importam apenas aque
las soluções que minimizam a energia livre (eq. 2.26), implicando 
em transições de fase de primeira ordem. A fig. 2 . 2 mostra tran 
sições de fase de primeira ordem para x contra (kT/ay) para S=l, 
S = 2, S = 5 e S .

Da eq. 2.9 temos para a energia por spin

I _ ay l Y. t 3 k2 S(S + 1), ,3 s2 S(S+1), Ns Nk 1 2 
~N T  s k ^2 " C"T ^2 ' T T  = ' T  aYX

(2.25)

A energia livre pode ser obtida com a ajuda das equações 
2.14, 2.18 e 2.24 como segue:

£  - -kT Í22n .  ^ 5 2 5 - ♦ M  "eS üs m  5
N . N s = -S N N
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ayX + S 
kT I 

s=-S

CaByxC-
3 s ‘

- in Z J ea3Yx(T  72
2S'

S(S+1)
22S

)

= aYX kT ln Z (2.26)

onde

+S , 3 s2 S(S+1), rn 07^
. y YxC-7---7 ---(2.27)• i e c 2S^

Como Ns/N são os valores de Ns/N que maximizam

(ln Qn )/N e portanto minimizam F/N , o parâmetro de ordem defi
nido na eq. 2.19 deve também minimizar a energia livre. È fãcil 
ver das eq. 2.26 e 2.24 que

0 calor específico pode ser'obtido da eq. 2.25

JL = d (E/N) _ _ dx _ .. dX 00.. -yp «YX^r " kx -kT (2.28)
d (— ) ay

e pode ser visto que o valor de x bem como de sua derivada pri 
meira dx/d(kT/ay) são finitos para qualquer temperatura, como 

fliesttam os gráficos da fig. 2.2 . 0  calor específico é nulo pa- 
rá T > 'IV .



ANÁLOGO QUADRUPOLAR DO MODELO ISING NA APROXIMAÇÃO

CAPÍTULO III

DE BETHE-PIERLS.

3.1.- FORMULAÇÃO DO MODELO.

A aproximação de Bethe-Pierls constitue um melhoramen
to sobre a aproximação de Bragg-Williams porque leva em conta os 
efeitos de ordem de curto alcance na rede de spins devido a pos
sibilidade de correlação local entre os spins. 0 método consiste 
simplesmente em determinar uma relação inais precisa entre os 
Ng e Ns do que aquelas supostas por 2 . 8 .  A aproximação 
de Bethe-Pierls dirige â atenção não sobre toda a rede mas somen 
te sobre uma sub-rede centrada em torno de um sítio qualquer 
constituído deste centro e seus y vizinhos mais próximos (fig. 
2 .1 ). 0 resto da rede se supõem interage com a sub-rede em 

foco através de certos parâmetros, análogos a fugacidade em um 
líquido. No modelo de líquido, a fugacidade e o parâmetro que de 
termina o efeito de "background" de todo o líquido sobre um ele
mento de volume deste líquido nçle imerso. Uma relação entre os 

Ng K e Ng será determinada a partir desta sub-rede e será admi. 
tido então que tal relação se mantêm para toda a rede d.e spins . 

No modelo não será considerada interação com campo externo.
í A 1 ~Huang aplicou esta aproximaçao ao modelo Ising

no estudo de dstruturas ferromagnéticas com spin S=l/2. Da mesma



forma como se procedeu no capítulo II, queremos extender o mode
lo a um valor qualquer do spin S em um anãlogo quadrupolar do 
modelo Ising, na esperança de simular a estrutura de um cristal 
líquido nemãtico. Quando fizermos S ■+ , vamos obter uma melho 
ria da teoria de Maier-Saupe, abrangendo efeitos de ordem de cur 

to alcance na orientação das moléculas.

Vamos então supor uma sub-rede formada por um ponto (ou 
sítio) de.spin s eseus y vizinhos mais próximos, e que nenhum 
par destes y vizinhos mais proximos de _s são vizinhos mais 
proximos entre si, de modo a serem desprezadas as interações en
tre quaisquer pares destes y vizinhos. Consideremos que esta 
sub-rede esta imersa em um "background", constituído pelo resto 
da rede, que influencia a sub-rede através de (2S+1) parâmetros 
Zg , onde

s = +S, +(S-1), ... , +1, 0, -1, ... (S-l), -S.

Denotemos por P(s; ng, ng_^, ... » n , ... , n_g ) ,
com

+S
nS + nS-l + '• • • + ns + * ‘ ' + n-S =  ̂ n = y (3.1)s = -S S

a probabilidade de que, dado um sítio da sub-rede com spin s , 
existam ng spins S, ng_^ spins (S-l),...,n spins _s, . . . , n_g

spins (-S) entre os y vizinhos mais próximos de s . Vamos su 

por também que não hã interações específicas entre os pares vizi 
nhos mais próximos da sub-rede e os adjacentes da rede, isto é,

o resto da réelè apenas pode interagir com a sub-rede através dos 

pâtâití® 5 iMepéíidente da distância que seus sítios s© ©n-

39
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contrem da sub-rede.

Com isto em mente, assumimos que

Pfs- n n 1 - 1 Y! ' BEs(s)  ns - n . s  ( 3 . 2)
’ nS ’ * ' ' ’ -S Q nsi...n_s: S *' -S

( 6 )que é uma extensão do que foi efetuado por Huang y no Magne
tismo para uma rede de spins com S=l/2. Na equação 3.2, Q ê um 

fator de normalização e

Es{s} ~ esS nS + £s ,S-1 nS-l + ‘ * + £s0 n0 + ’ ”  + es,-Sn-S

+S
Z e n (3.3)

K=_S Sk K

onde :

■ - “ 4  4  - 4  4  -
L s 2S S 2S

Por conveniência, introduzimos a seguinte notaçao

- 3e
X E e SK (3.5)s<

e deste modo podemos reescrever as probabilidades 3.2 na forma :

Q n^Tiii«} (-ZSXsŜ ) S ẐS-lXs,S-l^ S 1"*^ZsXs s ^ ” Ẑ-SXs,-S^"S

(3.6)



Assim, a probabilidade de encontrar um spin £ no cen 

tro da sub-rede é simplesmente
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P = s
Y
Z

y-ns
Z

y-ns-

V o ns-r°
• • • ~n,
i

n =0 s
■s+l Y-nQ-. -n_(S-l)

n_S=°
P(s; rig, n _s )

Y
Z

y-ns

Z

V o ns-r°
Y-ns-••--ns+l Y-ns-...-n_ 

Z ... Z
=0

(S-l) JCL
n =0 n n

-S S’ •n S*

(ZSXsS) S(zs_1xs ŝ nc_i 4 ) ü ...(ZoX nc
s ss' (Z CX v -S s.-ç)

n_ (3.7)

A equaçao 3.7, sujeita ã condição 3.1 é uma expansao 
( 11 )multinomial. , cujo resultado nos fornece:

Ps Q (ZSXsS+ZS-lXs,S-l +-,'+ ZsXss +-**+ Z-SXs,-S

, +S
-Fr ( Z Z X )Q k S1<J

(3.8)

De acordo com o modelo, assumimos que a probabilidade 
de encontrar um spin ^ no centro da sub-rede ê igual a probabi. 
lidade de encontrar um spin £ na rede toda, isto é,

Ps * Ns/N (3.9)
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onde N ê o número de sítios com snin s na rede de N sítios.s - —
Desde que

+ S +S
£ P = Z • N / N  = 1 (3.10)

s=-S s s=-S s

obtemos da eq. 3.8:

+ S +S
Q = E CS Z X _ ) Y (3.11)

c  c  K SK 's=-S <=-S

de modo que a eq. 3.8 pode ser escrita como

+ S
N ( S . ZA , ) Y 

ps " TT ■ + S + S----------  í3-12’
Z ( Z Z X )

„ _  c  c K SKJS=-S K=-S
Y

Notamos imediatamente pelas equações 3.4, 3.5 e 3.12
que

P_s = Ps (3.13)

Deste modo, a media de qualquer quantidade f(s) pode 
ser expressa, através da eq. 3.12 como:

+ S +S
+s z fCs)c E z kx Sk ) y

< f ( S >  « - . s  f ( S ) P s = S ^ S S +S -------  ( 3 -1 4 )
Z ( Z Z X )Y 

S-S K-S K SK



Queremos determinar agora a probabilidade conjunta Psa 
de encontrar um spin o entre os Y vizinhos mais próximos de 
s , isto é, de encontrar um par (sa) de vizinhos mais próximos 
na sub-rede. Igualmente se assume que esta probabilidade conjun- 
ta Pga se mantenha para toda a rede, de modo que ê lícito es

crever
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N
Psa = - r 5- C3-15)-JyN

onde NScj ê o número de pares (sa) vizinhos mais próximos na 
rede de Jj-YN pares de vizinhos mais próximos. Como a probabilida
de Pso de encontrar um par (sa) na rede ê igual ao número mé
dio de spins com valor o encontrados nas vizinhanças de s ,te 

mos para uma dada configuração:

sa
N-_ , Y Y-ns

—  E E
Y nS=0 "s-i“0

sa
Eyn

Y-ns-...-n_(s_i) ,
E ns nS‘“ n-S'n_s=°

Y
E

ns=°

Y-ns
E

V i =0

Y-ns-. -n_ íq~CS-1) y;
n_s=° ns. .n (ZSXoS

nç
) S(Z

n
'S-lXa,S-l̂

S-l

n n_
••• V W S ••• (Z-SXa,-S>"'S

^  (Zs5 ■5tZp'n^0 ns^=0

Y-:nS Y-ns-...-n_^s_1^
• z
n_S=0 Y!

ns:...n_s :
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que da mesma forma como a eq. 3.7, através da condição 3.1 nos 

fornece:

N
p = sa = 1 z - r L f Z J .  + Zc J  c , + X +...+ZcX C~IYsa lyĵ  YQ s 3t.ZsJ L SaS S-l a?S-l s as -S a,-SJ

2

1 +S Y-l-i- ZSX ( E Z X )Y 1 (3.17)Q s as v _ o < aio vx k— b

Da mesma forma, a probabilidade de encontrar um spin 
£ entre os y vizinhos mais próximos de o , isto ê, de encon
trar um par (as) de vizinhos mais próximos na rede pode ser obti_ 
da diretamente da eq. 3.17 permutando-se os índices s e o . As 

sim

1 i P = -i- Z X ( E Z X  )Y_1 (3.18)as Q a sa v c k sk j  ̂ 'x k = -S

Introduzimos provisoriamente a quantidade

As 5 (J . s  V W "'1 C3.19)

de iiiodo que as equações 3.17 e 3.18 podem, ser colocadas nas for



45

mas mais suscintas:

P = -1- z X A sa Q s as a

P o = TT z Aas Q a sa s

(3.20)

Como os pares (sa) e (as) não são distinguíveis, as pro
babilidades P e P devem ser idênticas. Desde. quesa as ^
X =X , temos das equações 3.20: as sa n v

Zc A = Z A0 (3.21)s a a s

ou mais explicitamente

Zc Z
J T ’ i r  f3-22’s a

Como os índices s e a são mudos na eq. 3.22, esta 
deve ser verdadeira para qualquer spin. Então

Z
= fi = const , s = {+S, ... -S} (3.23)

onde deve-se entender que ü ê uma constante independente do 
spin. Assim, das equações 3.19 e 3.23 temos:’

Zs = SíAs .  Ü ( J * S ZK Xs k ) y - 1 ( 3 . 2 4 )
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Das equações. 3.4, 3.5 e 3.19 notamos que

A-s = As (3’25)

implicando pela eq. 3.24 que também

Z_s = Zs . (3.26)

Isto nos permite concluir das equações 3.20 que:

Pso = Pas = P-so = Ps,-o - P-a,s = P„,-s = P-s,-a C3'27’

Ao efetuar uma retrospectiva da teoria até aqui elabo
rada, notamos que mesmo com as condições 3.13, 3,26 e 3.27 nos 
encontramos ainda diante de um grande numero de quantidades, is
to ê, (S + l) parâmetros Zg , não esquecendo a constante incogn^L 
ta ß , (S + l) probabilidades simples e Xâll-LL.?— ?.l proba

bilidades conjuntas Pscf . Mas mesmo estas quantidades restantes 
não são todas independentes e veremos logo que elas podem ser ex 
pressas em termos das probabilidades simples Pg , inclusive com 
a eliminação da constante Q . Assim,das equações 3.8 e 3.24 no 
tamos que

1 +s
(QPS) Y - ( í As = zs/n

K — o 1

de modo que

Y.-l Y -1
zs * Q Q Y ' PSY (3.28)



Desta forma as equações 3.12 c 3.14 podem ser escritas

como

+ 5 Y_1
N C E . P k Y X s <)Y

ps ' T  ■ ~ ü r — .§ -  Iü -----; (3-29)
l ( E p"» X )Y 

s=-S k=-S K

+s í S fC s )  ( í S P kY X s k ) y 

<f(s)> - í f(s) Ps = s:~S ^ -------------(3.30)
S £ C £ P Y X )Y

s = -S K=-S K

+ S —
E f(s) <P Y Xo >Y

~ v J K SK  <
S ------------  (3.31)
+ S - ~

£ <P Y X >Y 
s = -S K SK ,C

onde na eq. 3.31 o índice inferior k na média, < > K -> significa 
que a média esta sendo tomada sobre k somente.

De modo análogo, as probabilidades conjuntas Pg nas 
equações 3.20 podem ser expressas em termos das probabilidades sim 
pies Pg pela substituição dos Zg através da condição 3.28.As 
sim



ou através da eq. 3.29 na forma mais simples
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Y -1
-, Y

Xas Pü
sa Y -1

T+ S
Z P ' X 

K=-S CTK

(3.33)

ou ainda em uma forma mais simetrizada:

Y-l Y-l
Y Y

Ps as cr
sa +S +S

z ( z p /  x _ r
-s = -S K = -S K SK '

_1_

Y
(3.34)

e o valor médio de qualquer quantidade g(s,a) é
Y-l

g(s.a) P Y X P 
<g(s,a)>EZ Z g(sc)P = Z ï - 

s a  sa U iY(ZP ' X )
K OK

(3.35)

Se em particular, g(s,a) for expressa na forma separãvel

g(s,a) = gi(s) ’

a eq. 3.35 se torna:

^1 
, Y

^  ^  g2(a) <glCs)Ps <g1(s)g2(cf)> = Z g1(s)g2(a)Psa = <-i-- -j----- 5-- 2I__
s, o

(3.36)
< P X >

k aie k
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Se neste estágio assumirmos a seguinte descorrelação:

zl zl
<pj X 2 <PY">r <X >K (3.37)

K SK  K K K SK  K y J

e que é tanto mais verdadeira quanto maior for y e quanto mais 
fracas forem as correlações, temos para as equações 3.31 e 3.36:

+ S
Z f(s)<xSKí

<f(s)> - -----------  (3.38)
Z <X Z  

s = -S Sl<

g2Ca) < M s)Xas > s <g1(s)g2(a)> = < — ------ ±---- ~ — - >a (3.39)

No limite de altas temperaturas, as médias dadas nas 
equações 3.38 e 3.39 devem descorrelacionar completamente. Assim 
quando 8+0 , X 1 , e temos respectivamente:

S K

+s
lim <f(s)> -> ( Z f(s))/(2S + l)
3+0 s=-S

(3.40)

lim <g1(s)g2(a)> -»■ <gx(s)> <g2(a)>
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3.2. CÁLCULO DOS PARÂMETROS DE ORDEM.

Para simplificar a notação vamos escrever no restante 
do capitulo

Qs = C-f 4  “ ■S(S2~ ") (3*41)b l g-c 2S

Como a transição de fase para sistemas com interação 
quadrupolar ê de primeira ordem com correlações fracas^-  ̂ \  pode 
mos usar a aproximação 3.37, de modo que o parâmetro de ordem de 
longo alcance, definido na eq. 2.19 pode ser escrito como

* \  %  <xsK>í
X = <QS> = ^ ---------  (3.42)

E <Xc >Y 
s = -S Stc K

Lembrando as definições 3.4, 3.5 e 3.41 podemos escre
ver

que expandida em série de potências, tomando a média, nos dã

< Xc ^  = <ea^ s<̂ c> = < E Qn Qn >= E - Qn < Qn >SK K n_Q n . xs x n. vs yi< tc

_ ? (u3)2" n2n ,„2n . ”  M ) 2n+1 „2n+l . „2n+l . ,
'  n i 0 x w r  Qs <qk =■<+ nf0 i s n r r  Qs < ^  {3-44>

õiide na úitimá das equações da dedução 3.44 foi feita a separação 

êiii termos pafOS e ímpares da expansão em série de potências.
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Ncsto estagio vamos admitir as seguintes descorrelações 
na eq. 3.44, considerando que em transições de primeira ordem o 
sistema apresenta correlações fracas^- 1 :

« i l n > = <q2>"' « t" = /?2n
(3.45)

~2n+l n 2 n n n X /r2n+l<(L  > - <Qk > <Qk> = T X = “

onde :

s +S
< \

S K <s =-S

deve ser entendido como um parâmetro de ordem associado â ordem 

de curto alcance na rede de spins.

Deste modo obtemos para a eq. 3.44:

<X >K = cosh (aB/rQs) + senh (a6/?Qs)
/t

/f+X ect6/tQs + /x-y g-aB^Qs (3.47)
2 /x 2 /t

e podemos escrever para x e T respectivamente as equações 
3.42 e 3.46, as seguintes formas mais explícitas:

, Q s C C ^ - x )  e a3 , /?Qs + ( / T - x) e -a 6>/TQs-jY

X = ---------------------------------------------

E E(/?+x) ea6,/TQs + (/í_x) e~ae/rQs-|y
s-^S



Qs E ( ^ +X) ea3/?Qs + (/t -x) e_a0/?Cís-jY
x = -------------- --------------------- -----------  C3<48)

I IK/T+x) ea6/?Qs + (/t-X) e“a3/?Qs^ Y ' 
s = -S

As equações 3.48 formam um sistema acoplado auto-consi_s 
tente a ser resolvido, de modo a obter, para um dado y prê-fixa 
do, a uma dáda temperatura, um certo número de pares (t ,X) que sa 
tisfaçam simultaneamente o sistema àquela temperatura. A estabili 
dade na rede de spins, para um dado spin S , ê satisfeita para 
o par (x,x) que minimizar a energia livre (eq. 3.51).

Observe-se que se na eq. 3.44 efetuarmos uma descorrela 
ção total, de modo que

< > = < v n

ou da mesma forma fizermos /r=X nas equações 3.48 vamos obter 
os mesmos resultados do que aqueles obtidos na aproximação de
Bragg-Williams (equação 2 . 20) .

Se fizermos S-*-«5 , como na secção 2.3.2, podemos substi. 

tuir as somatórias nas equações 3.48 sobre uma distribuição dis
creta de spins por integrais sobre uma distribuição contínua de 
variável x=s/S, de modo que, lembrando as identificações 2,23 
podemos escrever:

52

f0 V x) H(/T + r0 ea3/?P2W  + (/F-n) e~a3/TP2 x̂^ Ydxn = --------------------------------------------- ,--------------------
fg e“ S /FP2 (x) ;  e-aB/FP2 (x)-jY dx



/o1 P j W C C ^ n )  eaB/?P2(x) H. ( / í -n )  e- “ e ^ P 2 ( ^ ] Y dx
T __________________________________________________________ (3.49)

/0X C ( / ? +n) ea6/7p2(x 5 + (/7_n) e-aB / ÍP2 (x)

e no caso de descorreláção total, se /r=n , chegamos aos mesmos 
resultados de teoria de Maier-Saupe para os cristais líquidos ne- 
mãticos (eq. 2 . 2.2) .

0 limite de altas temperaturas é satisfeiro pelo siste

ma de equações acopladas 3.48 e 3.49, pois quando 3-*0 , vemos 

que x ou n+O e t -> constante.

E de notar que o par (t=0, n=0) satisfaz simultaneamen
te as equações 3.48 e 3.49 para qualquer temperatura, corresponden 
do à uma «olução do sistema. Mas esta solução corresponde a 
situação no caso isotrõpico, onde se espera descorreláção comple
ta entre os spins (ou moléculas), o que efetivamente ocorre para 
altas temperaturas, onde o sistema desacopla. Não sabemos e nem 
esperamos entretanto que esta solução minimize a energia livre pa 
ra qualquer temperatura.

Certamente uma solução completa para o sistema de equa

ções 3.48 e 3.49, que nos forneça t (T) e n(T) ou xCO sé po
derá ser obtida através de métodos numéricos com recurso de compu 
tador. Esta-tarefa não pode ser realizada dentro do tempo disponí 
vel para a elaboração deste trabalho, mas serã realizada para o 
futuro. Tais cálculos, se estiver correta a teoria aqui elaborada, 
nos deverão fornecer uma temperatura de transição de fase, da fa
se nemãtica para a fase isotrõpica, menor do que aquela obtida na 
aproxiíftãçio de‘ Bragg-Williams (MFA) .

53
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3.3. FUNÇÕES TERMODINÂMICAS

Da mesma forma como fizemos nos capítulos anteriores , 
apresentamos nesta secção um sumario das funções termodinâmicas 
mais importantes. Como na aproximação de Bethe-Pierls uma certa 
correlação entre os spins esta envolvida, o processo de calculo 
das funções termodinâmicas é bastante exaustivo e por comodidade 
e economia de espaço nos limitamos a apresentar as formas finais, 
com a verificação de seus respectivos limites para a aproximação 
de Bragg-Williams (MFA) quando as correlações são completamente de£ 
prezadas.

As funções termodinâmicas pertinentes às ordens de longo 
e curto alcance, respectivamente associadas aos parâmetros x ou 
ri e T , com seus respectivos limites na ausência de correla
ções jã foram analisadas na secção 3.2.

A energia por spin, pode ser calculada através das equa 
ções 2.7, 3.33e as descorrelações 3.45. Obtemos depois de alguns 
cálculos :

E _ ay/x 
N 5“

t/Fn-x)2 ea6T - ÍT-X2) e-a8T _ ( T - x V ttBT-(/F-x)2 ea8T

C/F+x) eaBT + (/F-x) e““ BT (/F +x) e' a6T+ (/F-x)e aeT

ayr

(3.50)

É fãcil verificar que 3.50 se reduz à eq. 2.25 

da aproximação de Bragg-Williams quando /r = x •

Desde que a entropia por spin pode ser calcu-
1á d a como
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S - - k < ln P >N s

com Pg dado pela eq. 3.29, a energia livre por spin nos ê apre
sentada, apos alguns cálculos em que as descorrelações 3.45 foram 

usados, na seguinte forma:

t  = 4  + —  c (/r+x:) ln {(/F+x) e“6T + (/?‘x) e'a6T)2 /x

+ (/t-x) ln {(/t + x ) e a3x + (/x-x) e + a3x }

- kT ln Q/r + x) ea3/?Qs + (/x-x) e“a6/TQs J Y (3.51)
s = -S

com E/N dada por 3.50.

A forma na aproximação de Bragg-Williams quando /x = x 
e efetuada na eq. 3.51 nos leva a

rJL) = «12̂  - kT ln zS eaBYxQs1 N JBW 2 K n i es = -S

conforme 2.26.

Por fim, o calor específico por spin, dado por

S- = d ÇE/N)n ar (3.52)

sê pode ser completamente avaliado se conhecemos x (T) e n(T), e
éiii consequência suas derivadas primeiras dx e dri .
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Foi proposto no CAP. II deste trabalho que procuraríamos
desenvolver um modelo de rede de spins com interação quadrupolar
do tipo Ising que simulasse a estrutura de um cristal líquido ne-

2
3 Si sfS+1)mãtico. Introduzindo o Hamiltoniano H.. = -oc(-y —  - ---—

2 1J S2 2S
 ̂  ̂* S fs + ll

(-j- —1 - — -— -— -) e usando a aproximação de Bragg-Williams , elabo- 
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ramos uma teoria discreta para spin S qualquer, generalizando o 

modelo S=1 de Tareeva. Obtivemos para os valores S=l, S=2, S=5 o 
comportamento do parâmetro de ordem de longo alcance em função da 
temperatura, mostrando-se uma transição de fase de primeira ordem 
em temperaturas críticas específicas, e fazendo-se S -* ®>, de modo 
que o modelo discreto de variáveis de spin pudesse ser tratado co 
mo uma teoria de meios continuos, chegamos aos mesmos resultados 
da teoria de Maier-Saupe dos nemãticos (CAP. I), desde que certas 
identificações fossem feitas.

Como a principal falha da aproximação de Bragg-Williams 

e da teoria de Maier-Saupe ê desprezar as correlações entre spins, 

incluimos uma teoria, chamada a aproximação de Bethe-Pierls, que 
leva em conta os efeitos da ordem de curto alcance na rede de 
spins (CAP. III). Elaboramos esta teoria a partir de uma descri
ção válida para sistemas ferromagnéticos de spin S=l/2, somente 
que, extendida, em nosso caso, para um spin S qualquer. Os resul
tados não foram avaliados numericamente por falta de tempo, mas 
verificou-se que nos limites de altas temperaturas e ausência de 

correlações, os resultados da aproximação de Bragg-Williams e da 

teoria de Maiêr-Saupe ,• quando S->°° , são reproduzidos. Espera - se



que ao serem efetuados os devidos cálculos, melhores resultados do 
que aqueles obtidos nas aproximações que excluem as correlações se 

j am obtidos.

Embora tivessemos como objetivo neste trabalho aplicar 

o modelo de rede de spins com interação Ising aos cristais líqui
dos nemãticos, notamos que na elaboração dos cálculos, a estrutu
ra da teoria não depende criticamente do Hamiltoniano, pois, por
exemplo, a-dedução da função de partição na aproximação de Bragg-

_ — ŝ JKsWilliams (eq. 2.14) ou a dedução da equação ~ ~Kõ na aProxi-ma-
ção de Bethe-Pierls foram efetuadas sem considerar especificamen
te a forma do Hamiltoniano. Esta generalidade vai permitir que as 
teorias aqui elaboradas possam ser aplicadas à outras estruturas, 
seja no próprio Magnetismo, na ferroeletricidade, teoria de ligas, 
etc..., descritas por Hamiltonianos específicos.
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