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RESUMO

Um modelo de variaveis de spin com interagdo quadrupolar
do tipo Ising com as projecgoes Sg do spin S situados sobre pontos
de uma rede tridimensional & suposto simular e descrever fenomenos
de ordenamento em estruturas moleculares ¢ cristais liquidos. Cal-
culos efetuados na aproximagao de Bragg-Williams, onde somente or-
dem orientacional de longo alcance €& relevante, em uma distribui-
cao discreta das variaveis de spin, permitem obter a teoria de
Maier-Saupe no continuum, para o parametro de ordem dos cristais
liquidos nematicos, . se S+« . Ordem de curto alcance & incluida a-
traves da aproximagao de Bethe-Pierls e que & redutivel @ aproxima
cao de Bragg-Williams e no caso de S+ « 34 teoria de Maier-Saupe pa
ra os nematicos quando as correlacgdes sao desprezadas. Limites de

altas temperaturas também sdo satisfeitos.
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ABSTRACT

A spin variable model presenting Ising quadrupolar in-
teraction and having the SZ projections of the spin on lattice
points is supposed to simulate and describe ordering phenomena in
molecular structures and liquid crystals. Calculations for a
discrete spin variable, using Bragg-Williams Approximation, where
only long-range orientational order is considered have shown that
Maier-Saupe theory for the nematics, in the continuum is a  par-
ticular case of our model when the spin value S+« . Short-range
order has also been considered by solving the model in the Bethe-
Pierls Approximation and, when S+~ we obtain a theory for ~the
nematic liquid crystal in the presence of correlations. Wen cor-
relations are neglected me recover Maier-Saupe results for the

nematics. High temperature limits are also correct.
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INTRODUCAO

Cristais liqﬁidos sao estruturas que, ao contrario dos
liquidos exibem certa anisotropia nas propriedades fisicas, pelo
fato de apresentarem certo ordenamento molecular. Em particular ,
a ordem nematica, a qual nos dedicamos neste trabalho, exibe uma
ordeﬁ de longo alcance orientacional nas moléculas, concebidas co
mo barras cilindricas rigidas e longas, relativamente a uma dire
cao determinada no espago, caracterizada por um vetor que chama-
mos de diretor. A interacgao entre as moléculas desta estrutura é
do tipo dipolo-dipolo, que as obriga a se alinharem umas com as
outras, e em grande escala, com a direcao determinada pelo dire-
tor. A teoria do campo médio (MFA) para os nematicos, desenvolvi-

(1)

da por Maier-Saupe , permite substituir esta interacao molecu-
lar dipolo-dipolo por um potencial efetivo quadrupolar, expresso
em termos do angulo 6 que o eixo da moléqula faz com o diretor.
A orientagao m&dia das moléculas com o diretor nos informa da or-
dem de longo alcance das moléculas, expressa mais precisamente a-
través de um parametro de ordem de longo alcance em fungiao da tem
peratura. Os resultados obtidos para o MFA nos fornecem uma tran-
sigao de faée nematica-isotrdpica de la. ordem a uma temperatura
, onde v € a constante de interacao.

critica T, = 0.22019 v/k

e k = 1,38 x 10723 J/molécula K € a constante de Boltzmann.

O proposito central do presente trabalho & desenvolver
um analogo quadrupolar do modelo Ising aplicado aos cristais 1i-

quidos nematicés. O modelo Ising foi proposto para explicar as



(2)

transicoes de fase das substancias ferromagnéticas e subse-
quentemente extendido a outras areas da fisica onde aparecem pro-
blemas que podem ser simulados do ponto de vista matematico com
o modelo Ising. O modelo Ising € obtido substituindo os atomos ou
moléculas, portadoras.de dipolos ou quadrupolos, por pontos que
constituem uma rede e sobre os quais sao mantidos os dipolos ou
quadrupolos. Deste modo obtemos uma rede que apresenta variaveis
de spin em cada ponto. Se a interagao entre spins nas posigoes i-
Z oL

S:

ésima e j-&sima for proporcional ao produto de componentes SH i

teremos o modelo Ising.

E verdade que os cristais liquidos ndao exibem uma estru
tura de rede. Nos liquidos as moléculas ndo estdao regularmente es
pagadas, de modo que ao serem substituidas por pontos nao teremos
uma rede. Admitir que existe uma estrutura de rede para os nemati
cos equivale a admitir que a disténcia'entre uma molécula e suas
vizinhas mais proximas & constante. Neste modelo a constante de
interacao serd bem definida. Contudo, mesmo no modelo proposto por
Maier-Saupe, a constante de interacao € suposta bem definida, co-
mo se¢ as moléculas estivessem regularmente espacadas de forma a
nao sugerir a estrutura de um liquido, de modo que nos sentimos

a vontade para admitir tal aproximagio também nos modelos propos-
tos neste trabalho. Desta forma, o conjunto de moléculas de um
nematico & substituido por uma rede de spins que consiste de (25+1)
variaveis discretas de spin que variam de -S a +S e que des-
crevem, em lugar da orientagao angular 0 continua das moléculas
em relagao ao diretor, a orientacao nelos valores das . projecoes
do spin § sobre o diretor. A interagio quadrupolar nos nemiti-

¢os, cujo Hamiltoniaho € representado por Hii = -v(3coszei-1)(3coszej-1)(3’@



onde Oi ¢ o angulo de orientagdao da molCcula em relagdo ao dire
Z 7

s: , _ _ S
tor, passa a ser substituido por Hii= ﬂd}@7§JZALH§GT%JZ~1] , on

de S & o valor do spin e S? € a projegao do spin S sobre o
diretor. Modelo idéntico foi proposto e resolvido no MFA para spin
S =1 por Tarceva e outros( 4.5 ). Neste trabalho fazemos a ex-
tensao para spin S qualquer e resolvemos no MFA para spins S=1 ,
S=2,S =15 e em especial notamos que quando S - » , obtemos
no modelo de rede de spins o resultado classico obtido por Maier-
Saupe(]‘). Cilculos numéricos confirmam transigoes de, fase de 12,
ordem nos parametros de ordem de longo alcance em temperaturas cri

ticas determinadas para os diversos valores de S citados.

Certamente, a principal falha do MFA € desprezar as cor
relagoes entre os spins. As correlacoes serao introduzidas atra-
vés do método de aproximacao de Bethe-Pierls, que consiste essen-
cialmente em isolar um '"cluster'" na rede e admitir sua interacgao
com o resto da rede somente através de certos parametros associa-
dos as (2S+1) varidveis de spin. Procedimento adequado no trata-
mento das correlagoes nos permite introduzir um parametro associa
do a ordem de curto alcance na interagao dos spins que determina
uma orientagac local na rede de spins ndo descrita pelo parametro
de ordem de longo alcance. Semelhante procedimento € baseado em
Huang((s) para o sistema ferromagneético onde S = 1/2. S3ao espera-
das modificagoes nos valores da temperatura critica de transigio

de fase no parametro de ordem de longo alcance em relacdo aos re-

sultados do MFA.

- . -~ .
No capitulo I apresentamos uma revisao da teoria de

Maier-Sdupe de68 cristais 1liquidos nematicos, acrescido de um resu



mo das principais mesofases e propriedades fisicas corresponden-
tes nos cristais liIquidos. No capitulo II, o modelo da rede de
spins € aplicado aos nematicos e calculos efetuados, usando MFA ,
no limite de spin S » «, nos reproduz a teoria de Maier-Saupe no
continuo. No capitulo III apresentamos a teoria para a aproxima-
cao de Bethe-Pierls para um spin S qualquer, uma extensao do
que esta feito em Huang(6 ), onde sao introduzidas as correlagoes,
definindo-se um parametro de ordem de curto alcance a elas asso-
ciado para S = 1/2. Como resultado obtivemos um sistema de duas
equagoes autoconsistentes envolvendo o parametro de ordem de lon-
go alcance e a correlagao. A resolugao destas equagodoes por méto-
dos numéricos podera nos fornecer informacoes sobre o calor espe-

cifico e temperatura de transigao de fase.



(92}

CAPITULO I

TEORIA DE MAIER-SAUPE DA TRANSICAO DE FASE
NEMATICO-ISOTROPICO '

1.1. CONCEITO, PROPRIEDADES E MESOFASES DOS CRISTAIS LI
QUIDOS.

Cristal liIquido € o termo que denomina os estados inter
mediarios de agregagao da matéria entre os so6lidos cristalinos e
os liquidos isotropicos. As propriedades mecanicas e de simetria
destas mesofases sao também intermediarias entre as propriedades
dos cristais solidos e dos liquidos: exibem alta fluidez, as cama
das adjacentes deslizam facilmente, nao suportam forgas tangen-
ciais as superficies, etc..., que sao caracteristicas dos 1liqui-
dos, ao mesmo tempo que exibem anisotropias nas propriedades oOti-
cas, elétricas e magnéticas, que sdo caracteristicas dos sd6lidos
cristalinos.

As transigoes entre as diversas mesofases podem ser efe
tuadas através de variacOes na temperhtura (cristais liquidos ter
motropicos) .ou pela enfluéncia de solventes que alteram a concen-
tragao (cristais liquidos liotrépicos). O presente trabalho se o-
cupa somente dos cristais 1liquidos termotropicos, mais especifi-
camente, da transigao da mesofase nematica para o liquido isotro-
pico. A estrutura das molé€culas sao importantes na formagao  das
mesofases dos cristais liquidos. E sabido que tais moléculas de-

vem ser objetos alongados, preferencialmente possuindo = segmentos
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FIG. 1.1 ALGUMAS ESTRUTURAS MOLECULARES DOS CRISTAIS LIQyIDOS‘

a) molécula p-p'-dimetoxiazoxibenzol (PAA), com cer-
ca de 20A° de comprimento ¢ 5A° de largura. Os
anéis benzénicos sao praticamente coplanares.

b) molécula  N-(p-metoxibenzilideno)-p-butilanilina
(MBBA) .

c) forma geral das moléculas organicas constituintes
dos cristais liquidos: dois anéis benzénicos liga
dos por uma ligagao dupla (as vezes tripla) a du-
ds cadeias externas, mais flexiveis, R e R', que
sdo geralmente cadeias alquil.
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planos, cémo o anel de benzeno, com ligacoes fortes, dupla ou tri
pla, na parte central da molécula, ao longo do eixo maior da molé
cula. Na orientacao das moléculas devem ser importantes os fortes
dipolos, pré-existentes ou induziveis e menos imﬁorﬁantes 0s gru-
pos ligados as extremidades da parte central rigida (o chamado os
so) das moléculas. Na figura .l.l apresentamos as estruturas molecu-

lares de alguns cristais liquidos.

A classificacao dos cristais liquidos quanto a estrutu-
ra das diversas mesofases, proposté pela primeira vez por Frie-
del( 7) (1922) e acompanhada graficamente pela figura 1.2, onde os
tragos retos representam os eixos maiores das moléculas, € a se-

guinte:

a) liquido isotropico: mesofase que se apresenta a tem-

peraturas elevadas, onde os eixos maiores das molécu
las estao aleatOoriamente dirigidas no espacgo e 0s
centros-de-massa das moléculas também se distribuem
aleatoriamente. Nao existe um padrao definido de

raios-X e o liquido € oticamente isotropico (fig.1l.2a)..

b) nematico: mesofase que ocorre em temperaturas mais
baixas que as do liquido-isotropico em que o cristal
liquido exibe uma ordem orientacional de longo alcan
ce (€ oticamente uniaxial e fortemente birrefringen-
te), mas nao exibe nenhuma ordem translacional de lon
go alcance, isto €, os centros-de-massa das molécu-
las continuam aleatoriamente distribuidos no espacgo
de modo que o padrao de raios-X € ainda indefinido .

Nesta mesofase, os eixos maiores das moléculas estao

fiils 6u ménos alinhados segundo uma diregdo preferen



c)

cial no espago determinada por um vetor direcional

local n (fig. 1.2b).

colestéricos: & uma mesofasce nemdtica, tipica dos co

lesterdis, constituida de moléculas oticamente ati-
vas na qual o composto apresenta um conjunto de pla-
nos paralelos que se distinguem pelo alinhamento de
suas moléculas. Cada plano exibe um alinhamento mole
cular ao longo de uma direcao preferencial caracteri
zado por um vector direcional A , apresentando uma
estrutura nematica. A linha perpendicular aos planos
€ chamada eixo de torg¢do porque quando se passa de
um plano a outro adjacentc, deslocando-se ao longo

do ecixo de torgdo, a oricntagao molecular muda de mo

do que o vector direcional n sofre uma pequena ro-

tagao. A medida que nos deslocamos sucessivamente a-
través dos planos, a rotagao prossegue até que o vec
tor direcional, em algum plano da estrutura, Volta a
ter a mesma diregao que possuia na fase inicial. 0
composto exibe portanto quanto ao alinhamento molecﬁ
lar, uma hélice com passo bem definido (fig.1.2¢) .
Como a energia necessaria para criar o passo consti-
tui somente uma diminuta parte da energia necessa-
ria para alinhar as wmoléculas dentro de cada plano ,
o colestdrico ndo difere termodinamicamente do nemi
tico, que pode ser visto como um colestérico de pas-
so infinito. Ndo ha transicao de fase devido a tempe
ratura entre as fases nematica e colestérica, mas a-

¢rescentando certa quantidade de uma substancia co-



d)

10
lestérica ou mesmo nao-isomdrfica oticamente ativa
a um nematico, este adquire uma configuragao helicoi
dal, tornando-se seletivo a luz circularmente polari
zada e com poder rotatdrio muito superior ao de wuma

substancia oticamente ativa comum.

esméticos: mesofase que ocorre em temperaturas mais
baixas que as mesofases nematica e colestérica. As
moléculas estao dispostas em camadas, exibindo, além
dé ordem orientacional tipica da fase nemdtica, uma
ordem translacional, que consiste em um espagamento
interplanar definido dos centros-de-massa das molécu
las, que pode ser medido por difragao de raios-X. Ha
diversos tipos de configuracoes de fase dos esméticos.
Na fase esmético-A, as moléculas estao alinhadas, se
gundo o vector direcional n e seus centros-de-mas-
sa estao distribuidos de modo a formar camadas pla-
nas e perpendiculares ao vector direcional n , mas
dentro de cada plano a distribuicao dos centros-de-
massa & aleatoria, nao exibindo estes uma ordem de
longo alcance dentro das camadas. Estas camadas po-
dem facilmente deslizar umas sobre as outras, acarre
tando baixa viscosidade. A distancia entre as cama-
das € da ordem do comprimento das moléculas. Esta fa
se & oticamente uniaxial (fig. 1.24d) .

0 esmético-C difere do esmético-A no fato de o eixo
direcional n ser inclinado em relagdo aos planos
das camadas e por isto € oticamente biaxial. Ocorre
em uma temperatura inferior a da fase esmética-A

(fig. 1.2e). O esmético-B, além da distribuigao dos



11
centros-de-massa em camadas, exibe uma ordem na dis-
tribuigao destes dentro dos planos, que podem adotar
uma formacdo geométrica hexagonal sobre os planos das
camadas. Esta fase ocorre a temperaturas mais baixas
que 3s das fases esméticas-A e C (fig. 1.2f) . Além
das fases esméticas citadas, as experiéncias realiza
‘das com raios-X sugerem que existem outras fases es-
méticas que podem exibir um grau de ordem até mais

alto(8 ).

1.2. DEFINIGCAO DE UM PARAMETRO DE ORDEM PARA A FASE NE-
MATICA.

Vimos que os cristais liquidos podem exibir uma certa
mesofase, e que em muitos casos esta mesofase € estavel até uma
certa temperatura, a partir da qual ocorre uma transicao de fase
que leva o cristal liquido a uma estrutura de menor simetria. Nes
te sentido, podemos dizer que a fase nematica exibe uma simetria
menor do que a do liquido isotrdopico, isto €, a fase nematica é
"mais ordenada' do que o liquido isotropico. Posto isto em termos
quantitativos, precisamos definir uma quantidade que seja nao-nu-
la na fase ﬁemética e nula, por razoes de simetria, na fase do 1;

quido isotropico.

Muitas experiéncias, tais como as que mostram ser o ne-
matico oticamente uniaxial e fortemente birrefringente, demonstram
que a anisotropia provém do fato de o eixo das moléculas tenderem
& 56 alinhar segundo a diregdo de um eixo preferencial, represen-

]

tddo pelo vectétr diretor # na fig. 1.2b .
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E claro que a temperaturas finitas a agitacdo  térmica
das moléculas impede que estas se alinhem perfeitamente na dire-
gao do diretor n , elas de fato se distribuem angularmente em
torno do vector diretor, mas este representa o alinhamento mais
provavel, isto &, no qual um maior nimero de moléculas pode  ser

encontrado.

Consideremos um modelo microscdpico, onde uma molécula,
tomada como sendo uma barra rigida e orientada segundo um vector
. . -> 9. . . . . . - . -
unitario a; , dirigido ao longo do eixo maior da i-ésima molécu-
la, formando um angulo 6, com o diretor n , que supomos orien
tado na direcao do eixo +Z. A orientagdo das moléculas rigidas em
relagao a um sistema de coordenadas retangulares com eixos fixos
no espago pode entao ser descrito pelos trés angulos de Euler 6,

o, v (fig. 1.3).

Devido a simetria cilindrica das moléculas, nenhuma or
dem nos angulos vy (rotacdo em torno do eixo da propria molécula ,
dirigida segundo o vector unitario éi) e ¢ (rotagao no sentido a
zimutal) & possivel, isto &, nado existem angulos ¢ ou ¢ que
sejam de alguma forma preferenciais. Entao resta o angulo 6 co-
mo o uUnico através do qual poderia se exibir um certo grah de or-
dem, e a experiéncia mostra ser 6 = b , isto €, o vector unita-
rio éi paralelo a n , como sendo a orientagdo preferencial ou
mais provavel de as moléculas se orientarem. Se nao houvesse ne-
nhum 6 preferencial, entao todos os angulos 6 seriam equipro-

vaveis e recairiamos na situagdo de total desordem, que € o caso

do liquido isotrdpico.

Un unico parametro de ordem serd necessario para descre

Ver a estruturd orientacional dos cristais 1iquidos nematicos. Ele
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deve ser capaz de distinguir entre a fase nematica e a fase iso-
tropica. O proprio angulo 6 nao seria um parametro conveniente;
cos & também nao € um bom parametro, pois ao contrario da orien-
tagdo de spin no ic'erromagne‘cismo(6 ), as moléculas dos cristais 11
quidos sao apolares, de modo que orientagbes 'up'" e "down" s3o in
distinguiveis, isto &, o sistema deve ser invariante frente a tro
cade 6 por (m-6). Isto sugere que cosze poderia ser um para
metro de ordem razoavel. Contudo, nao estamos interessados no va-
lor do cos’e de uma dnica molécula, mas no valor médio de
cos2 6 , isto €&, <cosze > , tomado sobre todas as moléculas do
cristal 1liquido. Quando as moléculas estao completamente alinha-
das na direcao do diretor n , 6 = 0 e <cos?>= 1. Se as molé-
culas estao aleatoriamente dirigidas, todos os valores de 6 sao
possiveis, neste caso, sendo £f(0,¢) a funcdao de distribuigdo que
da a probabilidade de encontrar as barras rigidas no angulo s6li-

do df2 = sen6d6d¢ em torno da direcao (6,¢) e que naturalmente

se reduz a uma constante no caso isotropico, temos:

2 fcosze f(o,4) do 6 cos 6 d(coso) 1
<CO0S 8>. = = - (1.1)
sot T e (g.4) dn st 3
AV o d(cose)
Por ser usual( 9) , o parametro de ordem &€ tomado nor-

malmente como sendo 1(um) na fase completamente ordenada e 0(zero)
na fase isotropica. Nestas condigdes, em lugar de <c0526 > usa-
mos o parametro de ordem na forma:

<P,(cos8) > & n = —%—~ (3 <c0526;‘> - 1) (1.2)



15

2
de modo que quando <cos”"8> = na fase completamente ordenada ,

1
_ .2 _ 1 . P
<P2(cose)> = 1 e quando <cos 9> = —=z— na fase isotropica,

<P2(cose)> 0. Os valores de <P2(cose)> entré 1{um) e 0( zero)
denotam os diversos graus de ordenacao intermediarios entre as
fases completamente ordénada e isotropica. O passo seguinte con-
siste entao em determinar como <P2(c056)> varia com a temperatu

ra e prever em que temperatura ocorre a transigao de fase nemati-

co-isotropico.

1.3. CALCULO DO PARAMETRO DE ORDEM CONTRA TEMPERATURA

Na aproximagao do campo molecular (MFA), a energia de
orientacao molecular nos cristais liquidos nematicos na  direcgao
do vector diretor A & representada por um potencial efetivo que
abrange todas as interagoes responsaveis por tal alinhamento em

uma fungao. energia potencial efetiva de uma Gnica molécula da for
ma:( 2 )

V(cosp) = - v Pz(cose) < Pz(cose) > (1.3)
onde 6 & o angulo que a molécula faz com o vector diretor n .
Note-se que V(8) € minimo quando & = 0 e maximo quando 6 =909,
isto €, V(8) & minima na fase completamente ordenada e nula na .
fase isotrdpica. v € uma constante que descreve a intensidade das

interagoes moleculares na aproximacao do campo molecular (MFA).

A fungao de partigao estatistica de uma molécula nesta

dproximacio € :@J'.mplesmente:(6 )
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L gv(coso) |
Z = [ e d(cos8) , B = 1/kT (1.4)
0

e a funcao de distribuicgao orientacional, que descreve a maneira

como as moléculas se distribuem angularmente em torno do diretor

-~

n e

e—BV(cos6) e—BV(cose)
f(cosB) = = I (1.5)
Z % e-BV(cose)d(Cose)

de modo que

1
S PZ(COSG) f(cos8) d(cos6)
0

1]

<P2(cose)>

1

6 PZ(Cose) e—BV(COSG) d(cos6)

= 1.6)
1 (1.

% o BV(cos8) d(cos8)

ou mais explicitamente, substituindo a equacao 1.3 em 1.6:

1
% P_(cos6) erPZ(cose) <Po(cos6)> d(cos8)
<P2(cose)> = 21 (1..7)
g erPZ(cose) <P2(c056)> d(cos8)
que nos fornece uma equacgao auto-consistente em <P2(cose)> co
mo fungao da temperatura. Uma solucao imediata  ocorre  para

<P2(c056)>z0 em qualquer temperatura, e que corresponde a fase iso
tropica. Para temperaturas menores que a temperatura critica de
transicao de fase nematico-isotropico, outras solucgoes da eq. (1.7)

podem $&r¥ obtidas através de métodos numéricos. O grafico des~
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tas solugdOes € mostrado na fig. 1.4.

Somente as linhas cheias da fig.1.4 sao solugoes rele-
vantes para a equacao (1.7), pois correspondem ao equilibrio termo-
dinamico, isto €, somente estes valores de <P2(cose) > contra

temperatura € que minimizam a energia livre

11
n

E - TS (1.8)

onde E € a energia, T a temperatura e S a entropia. Os re-

sultados numéricos(9 ) mostram para a equagao (1.7), uma transicgao
de fase de 12. ordem na temperatura T. = 0.22019 % para

<P2(cos ) > = 0.4289.

1.4. FUNCOES TERMODINAMICAS.

As fungoes termodinamicas, parametro de ordem de longo
alcance n , energia por molécula E/N , entropia por molécula S/N,
energia livre por molécula F/N e calor especifico por molécula

C/N podem ser resumidas como se segue:

fl

o Pp(cose) eBVnPy (cosé) d(cos8)

6lernP2(cose) d(cosg)

(1.9)

n = <P2(c058)> =

Desta equagao auto-consistente para n apenas importanm
as solugoes que minimizam a energia livre F/N e que mostram uma

transigcao de fase de la. ordem a temperatura crithxiTE=0.2ﬂn9 v/k .



n

PARAMETRO DE ORDEM

- .t — e —

022019

v

TEMPERATURA REDUZIDA (kT/v)

FIG. 1.4: Grafico da denendcéncia de n = <P, (cos0)>
com a temperatura reduzida kT/v. As so-
lugoes de equilibrio, que minimizam a
energia livre, sao mostradas em linha

cheia.
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2

1 vn® (1.10)

—— = —5— <V(cos6)> = - —5- v<P2(cose)>2 = - .

(\)l [l

O fator 1/2 & exigido na energia para que as intera-
¢oes entre moléculas nao sejam contadas duplamente, j&a que as in-
teracoes entre pares foram aproximadas na teoria do campo molecu

lar (MFA) por um potencial efetivo de uma molécula.

g 1n e-Bv(cose)

N = " k <1n f(cosp)> = - k < >
Z
= kR <V(cos8)>+ klnZ = - ~%— <P2(cose)>2 + kinZ (1.11)

de modo que pelas eq. 1.8, 1.10 e 1.11

F E TS 1 2 . i
N =N " T -5 vn" - kT InzZ (1.12)

O aparecimento do primeiro termo no segundo membro da eq
(1.12), que nao & usual(9 ), se deve ao fato de terem sido as inte-
ragoes de pares substituidas por um potencial efetivo de uma molé
cula e dependente da temperatura. A equacao (1.12),nos fornece 0s
"ramos' relevantes (linha s6lida no grafico da figura 1.4), isto &,
aqueles que efetivamente minimizam a energia livre. A cada valor
dé kT/v correspondem trés valores de n = <P2(cose)> , mas so-

ménte aquele vdlor que minimiza (1.12) que importa, isto &, que nos
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garante a estabilidade da ordem nematica aquela temperatura.

Finalmente, o calor especifico pode ser obtido da eq.

1,10 na forma:

C _ d(E/N) _ _ dn _ _ dn
N~ © aT vn a7 kn ;{EK_T_ (1.13)
Vv

"0 valor de n , bem como de sua derivada —égT— sao fi
d(=)
v

nitos para qualquer temperatura, como pode ser visto na fig. 1.4.

O calor especifico & nulo para T>T_.
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CAPTTULO 11X

ANALOGO QUADRUPOLAR DO MODELO ISING NA APROXIMACAO

DE BRAGG-WILLIAMS

2.1. FORMULACAO DO MODELO.

Neste capitulo vamos propor um modelo de variaveis dis-
cretas de spin para descrever a orientacao molecular nos cristais
liquidos nematicos. Vamos descrever as diversas posigoes angula-
res da molécula em relacdo a direcao preferencial do vector dire-
tor n pelos valores das projecoes do spin sobre esta direcao.Unm
modelo semelhante para spin S = 1 foi proposto por Tareeva( )
e resolvido na aproximacao de Bragg-Williams, equivalente ao MFA.
O modelo a ser aqui proposto se estende a qualquer valor do spin
S e sera resolvido neste capitulo na aproximagao de Bragg-Williams.
Para um valor de S muito grande veremos que o nosso modelo dara
os mesmos resultados do modelo continuo de Maier-Saupe para 0s
cristais liquidos nematicos. i

Os cristais liquidos nematicos nao apresentam uma estru
tura de rede, pois os centros—de;massa das moléculas se distri-
buem aleatoriamente no espaco. O modelo que vamos propor, além de
substituir a molécula por um conjunto discreto de variaveis de
spin, pressupOoem também uma estrutura de rede, o que equivale a
dizer que a distancia entre uma molécula e suas primeiras vizi-
nhids & cdofistafite ¢ com constante de interacao bem definida. Contu

do nos ifquided a constante de interagao nao €& bem definida e po-
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demos no maximo admitir uma constante de interagdo média. Quando
se propoem um modelo de rede se espera que a constante de intera-
gao simule, bem como todo o modelo, o que ocorre em um liquido .
Contudo, esta hipotese .nao € nova, pois mesmo no modelo continuo
de Maier-Saupe a constante de interagao & suposta bem definida co
mo se a distancia entre as moléculas vizinhas fosse tao regular

que as caracteristicas de liquido nao se manifestassem.

Consideremos pois, um sistema de variaveis de spin, com
(25+1) valores da componente Z , distribuidos sobre os N pon-
tos (ou sitios) que formam uma rede tridimensional. A cada sitio
desta rede esta associado um spin Sg (i =1, 2, 3, ..., N) que

pode possuir qualquer valor entre +S e -S para a componente S%

isto &, s? = 4§, +(S-1),..., +1,0,-1,..., -(S-1), -S.

Admitamos que cada sitio de spin S? interage com 0s
sitios vizinhos através de uma interacao de tipo quadrupolo - qua-

drupolo, cujo Hamiltoniano € representado por

j S(S+1) )

252

2 2

3 5§ S(S+1) 30

- (5 - ) ( 2.1)
2 252 Y (

"

onde daqui por diante substituimos a notacao S;

i da ‘componente

Z da variavel de spin, por s; . a menos que se afirme o contra
rio explicitamente.

Por simplicidade, vamos considerar somente interacao en
tre vizinhos mais proximos. Vamos supor que a constante de intera
cdo & a mesma para qualquer par de‘vizinhos, isto €, 55 =@ nao
depenide da posi¢do do par (i,j) dentro da rede. Entao representan
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do por {s;} a0 conjunto de valores de spins que especificam uma
dada configuracao do sistema todo, a energia do sistema em tal con

figuragao é

2 2
S. S .
Els;} = -a 1 (3 — - 38y (2 ) S(841), (2.2)
<i,j> “ s? 28 - s2 25

onde o simbolo. <i,j> denota um par de vizinhos mais proximos.Es
ta soma sobre <i,j> contém YN/2 termos, onde Y @& o nimero

de vizinhos mais proximos de um dado sitio da rede.

E de se notar que, embora a configuracao do sistema se-

ja descrita por N numeros S , a energia na eq.(2.2) &€ en

i
geral degenerada. Isto pode ser visto da seguinte maneira. Em qual
quer configuracao da rede, especifiquemos NS como sendo o nime-
ro total de pontos da rede com componente Z de spin igual a s.
Os vizinhos mais proximos a um sitio com spin s podem ter spin

igual a quélquer um dos 25+1 valores que s pode assumir, de

modo que podemos ter o seguinte conjunto de pares
(S,"‘S),(S,‘F(S“l)),...,(S,S),...,(S,"(S"l)),(S,*S).
Denotemos o numero destes pares respectivamente por:

N N N

$,+857" s ,+(S~1)’ "  Tssr 2 Tg -(85-1)" Ns,-S’

Estes nimeros ndo sdo independentes entre si, nem sio independen-
tes dos Nso Para determinar a relagao entre estes numeros, es-

eolhemos um sitio da rede com spin s e desenhamos vy linhas 1i
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gando-o a todos os seus vizinhos mais proximos, como o mostra a

figura 2.1 para o caso especial de uma rede bidimensional

Repetimos este procedimento para todos os outros sitios
com spin s , findo o-qual o numero total de linhas desenhadas
e YN, . O numero total de linhas também pode ser contado conside
rando que entre um par (s,s) ha duas linhas, entre um par (s,«<) ,
k#s, uma linha e entre um par (o,x), O,K#s nenhuma linha(6). Obte
mos:

YN. = 2N__ + ¢ N (2.3)

N= % N_, (2.4)

onde N € o numero total de pontos da rede, formam um sistema de

(2S+2) equagoes, nos permitindo concluir que nem todos os NS e
SKFNKS 559 independentes, de modo que nem todas as configura-
¢oes contidas na eq.(2.2) para $; » com i=1,2,...,N , sao real-

mente diferentes.

Com isto em mente, podemos escrever a energia do siste-

ma representada na eq. (2.2) para uma dada configuracao, na forma:

+S K 2 2
E _ ., 3 k% S(S+1)y (3 s° _ S(S+1)
= wg ¥ L ( - - 24972 2 - 2IN.. 2.5
N =8 g=-§ 2 52 252 Z ik (2-5)

2 2
S ZS N
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onde o limite superior K para a soma em S provém do fato de

os termos N_ . e N__ serem idénticos. Contudo, a eq- (2.5) po

de também ser escrita na forma

ELa S s s, (35 s N
N T s=-s 2 g% st 2 s 8t T W
+S 2
g 3 K 5(S+1),2 N ‘
s L Gy s )T ke (2.6)
Ze=es 2 s 82 N

onde o limite superior para a soma em s foi extendido até +S

3

fazendo com que os termos N5K passassem a ser contados duplamen

te, o que exigiu a divisao por 2 e a inclusao consequente do 29
termo a direita na eq.(2.6), pois os nimeros N_. nao aparecem re

petidos. E Gtil também escrever a eq.(2.6), com a ajuda da eq.(2.3)

na forma:

+S5 +8 2

E_ « : 3 k% S(S+1). , 3 s S(S+1)
=R 5 5 (= & -2ty (o s L)y
N 2 . o.g s=~S[ 2 g2 282 Y 252
2 S 2 _
3 K S{S+1).2 ay 3 K S(S+1)+2
( - 222022 TN - (> - 2227203 Ne (2.7)
LYY e R T i

Portanto, como ocorre nas deducgoes ummis(6 ) do modelo
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Ising no Magnetismo para spin S finito, as expressoes 2.5, 2.6
e 2.7 para a cnergia do sistema numa configuragao arbitraria,mos
tram que esta nao depende dos detalhes da distribuicao de spins
na rede, mas apenas do§ numeros NS e NSK qué refletem proprie
dades definidas de escala na distribuigao dos spins. = Como . €
usual( 6 ), as quantidades NS/N representam uma medida da ordem
de longo alcance na rede, enquanto que as quantidades NSK/(YN/Z)
representam uma medida da ordem de curto alcance na rede.

Neste ponto podemos introduzir a aproximacao Bragg-Wil-

. 10 . .
1lams( ), que pode ser expressa da seguinte maneira.

NsK N'< NS
T2 NN < 7S
AL
(2.8)
e
N _ . N .
7Yh

significando que nao existe ordem de curtoalcance e que as pro-
priedades termodinamicas do sistema sao determinadas unicamente

pela ordem de longo alcance, de modo que a energia do sistema pas

sa a ser funcao somente das quantidades NS/N.

A aplicacgao da eq. 2.8 em 2.6 ou 2.7, nos fornece de-

pois de algumas operagoes

2 2
E _ oy 3« S(S+1) 3 s S(S+1)y N_ N
—r— -l Z Z (._._. ——— -~ ..__;_.___..__) (_._. - __) K S 2 . 9
N c ok s 2 S2 ZS2 2 S2 ZS2 N N ( )
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2.2. CALCULO DA EQUAGAO PARA. O PARAMETRO DE ORDEM.

(6

A soma estatistica € expressa, como usua por

2

Gy =t £ ...5 e BELSI) gy (2.10)
S1 82 SN

Como a energia € degenerada, conforme ja foi mostrado ,

atravées do fatc de os N, e Ng. mnos quails ela pode ser expres-

sa nao serem todos independentes, a eq. 2.10 pode ser reescritaco

mo
Qv = . Z g(N_,N_ ) e PE(MNc.Nsc) (2.11)
N (NN ) K’ sk
KW si
L 5 ef : - .
onde (N, Ne,.) e e¢fetuada somente sobre os N|< e NSK indepen
dentes, g(NK,NkS) € o nimero de configuragdes que possuem valo-
res dados destes N e NSK independentes e E(NK,NSK) € qual-

quer das formas 2.5, 2.6 ou 2.7. i

Na aproximagao de Bragg-Williams 2.8, a energia se re-
duz a uma expressao envolvendo apenas as medidas de ordem de lon-
go alcance Ns/N como dado na eq. 2.9 e a eq. 2.11 para a somaes

tatistica se reduz a

g(N) e "k (2.12)
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k]

onde agora § € efetuada somente sobre os N, independentes
K

g(N.) €& o numero de modos em que se pode combinar os N de N

K

e E(N.) & dado pela eq. 2.9. Mais explicitamente temos para a

eq. 2.12:
Qu = & N ~BE(N,) <
N N, T € (2.13)
il Nsl
s=-S
Como N , o nUmero de sitios na rede, € um numero mui-

to grande, o logaritmo de Qy pode ser substituido pelo logarit-
mo do maior membro da soma 2.13. Usando a formula de Stirling pa-

ra N , isto €&,
In N: = N 1n N (N » «)

obtemos, depois de algumas operacoes algébricas:

1 BE(N./N) +S N~ N~
Tji (2.14)

= 1in T e e - 3 ____S_
N QN N s=-g N

onde N./N representam aqueles valores de Ng/N para os quais a

expressdao 2.13 exibe um valor maximo.

-+

Como o sistema esta sujeito a condigdo de vinculo expres

sd ha eq. 2.4, podemos introduzir um multiplicador indeterminado

de Lagrtnge, d¢ modo que os valores N /N podem ser determinados
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da equacgao:

(x -5y =0 (2.15)

Sabendo-~se que

8EE(NS/N)/N] _ 3 :Kz S(S+1) *S 3 o2 S(S+1) Nc
=V (- STIE g rw
B(NK/N) S 28 o=-5 S 258
(2.16)
temos entao das eqs. 2.15 e 2,16:
n N oy <8y P 3 of ssen) Mo
N Z g2 252 “ge-g 2 2 237” N

ou

N : 2 +S 2 N_ -
n = explasy (3 & - 38y (3o S(SH), 7%:18(6 b

X 282 gi-g X 252

(2.17),

A condicao de vinculo 2.4 nos permite determinar §

2

que substituido na eq. 2.17 nos fornece
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2 +S 2 N
3« S(S+1)y o 3 0 S(S+1), ©
exp [@BY (5 — - ) I (5> - )
- [aBY (5 2 22 s 22 2 )N N
= _— 2.18)
N +S ) +S ) (
3 s S(S+1) 3 0 S(5+1) \No
£ exploBy(3 == - T (5 - )
S="' 2 2 ZSZ O=" 2 SZ 282 N —

Como os NS/N representam uma medida da ordem de longo

alcance, podemos definir um parametro de ordem de longo alcance

da forma:
Xz 3 (- 9; - 8871), f% (2.19)
o=-S “ 8 28 N

de modo que obtemos da eq. 2.18 a seguinte equac¢ao auto - consis-

tente em X

2

i~ 2 3 K S(S+1)
k=-5 ¢ s%¢  25? S 28
" 2.20)
+S 3 k2 _ S(S+1) 2.
r e%BY( 7§z *Egj—~)x ]
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2.3. CASOS ESPECIAIS DE SOLUGCAO DA EQUAGAO AUTO-CONSIS-

TENTE PARA O PARAMETRO DE ORDEM.

2.3,1., Casos S8=1 , S=2 , S=5.

Tomando S=1 na eq.(2.20) obtemos facilmente:

,%aBYX
QR — 1 (2.21)
—Z‘OLBYX
Zle + 1

que mostra ser X= 0 wuma solugao trivial para qualquer temperatu
ra. As solucgoes nao-triviais da eq.(2.21) devem ser calculadas nu-
mericamente. A uma dada temperatura somente importa aquela solu-

cao da eq. (2.21) para X que maximiza a eq. (2.14), isto €, que
-kT1nQy
"N

necem uma transicao de fase de primeira ordem em Tc=0°5 aY/k

minimiza a energia livre F/N = Os resultados nos for-

b

em X~ -0.5. Observe-se que os valores que minimizam F/N corres
pondem a valores negativos de X fig. 2,2 . Isto esta de acordo
com J. Lajzerovicz( > ). -

A fig. 2.2 também mostra os resultados obtidos para

S=2 e S=5. Para S=2 obtivemos uma transicao de fase de pri-
meira ordem na temperatura TC - 0.4 av/k correspondente a’
X = 0.26. Para S=5 obtivemos uma transicido de fase de primeira
ordem na temperatura TC - 0.28 aY/k correspondente a X - 0.4

Note-se que os valores que minimizam F/N para S>1 correspon-
dem agora a valores positivos de X . Note-se também que a medi-

da que § aumenta, diminuem os valores para T., dirigindo-se ao
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valor TC = 0.,22019 avy/k da tecoria dec Maier-Saupc quando S -+ |

Ccomo veremos a seguilr.

2.3.2. Caso § = o=,

Este caso € muito importante porque reproduz a teoria

de Maier-Saupe para os cristais liquidos nematicos. Quando S - e,

notamos que as expressoes

2
: 3 « S(S+1)
L LuBYX (5 K - 20222y
) 2 2 s(s+1)
i 3 k% 5(s+1
g = (_3_%;7 _ ig_:zz;;_)_) VX7 7 - )

diferem, respectivamente por uma quantidade infinitesimal quando

k muda por uma unidade, isto €,

fK+l:fK
S > »
gK+1:gK
de modo que K |, até aqui uma variavel discreta, pode ser tomada

agora como uma variavel continua. Neste caso,

lim S(S+1) - 1
N ZSZ 7
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e as somas na eq. (2.20) podem ser substituidas por integrais,tal

que

2

+S 2 3 K 1
P T S aBYX (5 — - =)
s Tz ¢ 2 g7 17

X =
Z

+S 3 K 1

e 77 7

tal que X=+1 quando k=+S e x=-1 quando K =-S, obtemos, -no-

tando que as integrandos nas integrais sao fungbes simétricas pa-

res
1 3 2 1
S (%; x% - %?) OBYX (5 X7 - =) dx
X = .0 (2.22)
1 3 2 1
6 eaBYX(TT x - 77) dx

A eq. (2.22) & idéntica a equacao 1.9 para o parametro de ordem

orientacional dos cristais liquidos nematicos da teoria de Maier -

Saupe se as seguintes identificacgOes sao feitas:

> x° = ) » P,(cosH) (2.23)

ayY =*'v
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TEMPERATURA REDUZIDA (KT/ay)

FIG. 2.2: Valores calculados do parametro de ordem

1)

X

em funcao da temperatura reduzida (kT/ay ).

A linha inferior corresponde a S=1, a linha

solida superior a S=2, a linha (- — =)

a

S=5 e a linha (—-—:— ) nos fornece o resulta

do de MAIER-SAUPE quando S » =

5
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2.4. FUNCOES TERMODINAMICAS.
As fungoes termodinamicas, parametro de ordem de longo

alcance x , energia por spin E/N, energia livre por spin  F/N

e calor especifico por spin C/N podem ser resumidas como se se-

gue :
+s 2 3 52 §(S+1)
3 s° _ S(S+1)y _aBYx(5 =5 - =
2 L (= -=F")e Z g2 g2
¥ = <(#i-§_ - S(S+1))> $=-§ S 28
7 2 -, TS vy (3 S 8(TD),
: r eOPYX\7T 2 2
L S 25
s=-§
(2.24)

€ uma equagao auto-consistente para X onde importam apenas aque-
las solugoes que minimizam a energia livre (eq. 2.26), implicando
em transigoes de fase de primeira ordem. A fig. 2.2 mostra tran
sicoes de fase de primeira ordem para x contra (kT/oay) para S=1,

S=2, S=5 e § » = .

Da eq. 2.9 temos para a energia por spin

2

[N

E_oey D3kl S(S:l)y (3 s . s(s:l) Ne Ne 2
N 20 sk YT g2 T,7 VT g2 T,7 NN T T X
(2.25)

A energia livre pode ser obtida com a ajuda das equagoes

2.14, 2.18 e 2.24 como segue:

= ‘ E(N /N) +S T 5
%} = =kT iﬂgﬂ = — X 4+ kT 1 Ng 1n Vs
N N s=-S N N
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2
2 3s S(S+1)
3 s7 _ S(S+1)y._ aByx (> 35 - = )
2 +S ECXBYX(—Z" gz‘ ——Z—é—z‘"“‘) In Zje 2 SZ ZSZ
= - azx + kT %
=-5 7
2 ‘ :
= &% - KT 1n Z (2.26)
onde:
+8 fry (3 st S(s+1) (2.27)
z =3 e%FYXi7T 7 2 )
= S 28
$=~S
Como N /N sao os valores de Ng/N que maximizam

(In QN)/N e portanto minimizam F/N , o parametro de ordem defi-
nido na eq. 2.19 deve também minimizar a energia livre. E  facil

ver das eq. 2.26 e 2.24 que

T E/N |
_FT = _(_1.._.3.4‘__). S a’YX% = - kX E-d(—]ié:f_)— (2.28)
oy

e pode ser visto que o valor de X bem como de sua derivada pri
meira dx/d(kT/ay) sdo finitos para qualquer temperatura, como

mostram os graficos da fig. 2.2 . O calor especifico € nulo pa-

rda T > 'i*d‘
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CAPITULO III

ANALOGO QUADRUPOLAR DO MODELO ISING NA APROXIMACAO

DE BETHE-PIERLS.

'3.1. FORMULACAO DO MODELO.

A aproximagao de Bethe-Pierls constitue um melhoramen-
to sobre a aproximacao de Bragg-Williams porque leva em conta 0s
efeitos de ordem de curto alcance na rede de spins devido a pos-
sibilidade de correlacgio local entre os spins. O método consiste
simplesmente em determinar uma relacgao mais precisa entre 0s
NSK e NS do que aquelas supostas por 2.8 . A aproximagao
de Bethe-Pierls dirige 3 atengao ndo sobre toda a rede mas somen
te sobre uma sub-rede centrada em torno de um sitio qualquer ,
constituido deste centro e seus Y vizinhos mais proximos (fig.
2.1 ). O resto da rede se supoem interage com a sub-rede em
foco através de certos parametros, analogos a fugacidade em  um
liquido. No modélo de 1liquido, a fugacidade & o parametro que de
termina o efeito de '"background" de todo o liquido sobre um ele-
mento de volume deste liquido nele imerso. Uma relagdo entre o0s
Ng o © Ng sera determinada a partir desta sub-rede e sera admi

tido entao que tal relagdo se mantém para toda a rede de spins

No modelo nao sera considerada interagdo com campo externo.

Huang( 6 ) aplicou esta aproximacao ao modelo Ising

fio estudo de éstruturas ferromagnéticas com spin $=1/2. Da mesma
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forma como se procedeu no ca?itulo IT, queremos extender o mode-
lo a um valor qualquer do spin S em um analogo quadrupolar do
modelo Ising, na esperanga de simular a estrutﬁra de um cristal
1iquido nematico. Quando fizermos S -+ « , vamos obter uma melho
ria da teoria de Maier;Saupe, abrangendo efeitos de ordem de cur

to alcance na orientagdo das moléculas.

Vamos entao supor uma sub-rede formada por um ponto (ou
sitio) de .spin s e seus vy vizinhos mais proximos, e que nenhum
par destes <y vizinhos mais proximos de s sao vizinhos mais
proximos entre si, de modo a serem desprezadas as interacoes en-
tre quaisquer nares destes <y vizinhos. Consideremos que esta
sub-rede esta imersa em um "background", constituido pelo resto
da rede, que influencia a sub-rede através de (2S+1) parametros
Z , onde

S

s = +S, +(s-1), ... , +1, 0, -1, ... (S-1), -S.

Denotemos por P(s; Ng, Ng_y: «++ > N, wen , Mg ),

com

ns+n + .. t DN + ... +1n =

5-1 s -3 n_ =y (3.1)

a probabilidade de que, dado um sitio da sub-rede com spin s ,

existam ng spins S, Ng_1 spins (S—l),...,nS spins s,..., n_g

spins (-S) entre os Yy vizinhos mais proximos de s . Vamos su
por também que ndo ha interacBes especificas entre os pares vizi
nhos mais proximos da sub-rede e os adjacéntes da rede, isto €,
o resto da reds apenas pode interagir com a sub-rede através dos

Z¢ pdrfnetres,; independente da distdncia que seus sitios se en-
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contrem da sub-rede.

Com isto em mente, assumimos que

e e'BES{S} S ones (3.2)

g -+ L_g

_ 1
P(s; nS,...,nmS) =9

(6)

que & uma extensao do que foi efetuado por Huang no Magne-
tismo para uma rede de spins com S=1/2. Na equagado 3.2, Q € um

fator de normalizagao e

Egls}) = eggmng + €5 g g Mg g * «vv ¥ Egp My + ovn +E5 g g
+S
=K=}i EsK‘ K (3.3)
onde:

PR J S L3 DI < | s(s+D), (3.4)
SK A 57 ZS2 A 57 252

Por conveniencia, introduzimos a seguinte notagao

_BE -
X, ze °F (3.5)

SK

e deste modo podemos reescrever as probabilidades 3.2 na forma

P(s; Ng,eve, n_S) =

] n
1 ! S Ng-1 N -
q mgrigr (Es¥ss) TllsoiXs g1 T (Kgg) L2 gXy gf'"S

(3.6)
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Assim, a probabilidade de¢ cencontrar um spin s no cen

tro da sub-rede € simplcsmente

Y Y-ng Y-ng-...-n Y-Ng=... N_(g_
P = % r . )3 S+%. S T (5-1) P(s; Ngyeees N_g)
S n.=0 n. ,=0 n_=0 n =0 S S
S S-1 [ -S
Y Y-n Y-NGg-..."Ng+}] Y-—ns— N (S-l) '
B i%- L ZS U L oo L YRR Y X
nS=O ns_1=0 ns=0 n_S=O S -S
n nS_.l n n_s
S S
(ZSXSS) (ZS—IXS,S—l) ...(ZSXSS) "'(Z—st,—s) (3.7)

A equacao 3.7, sujeita a condigao 3.1 € uma  expansao

multinomial{ ll), cujo resultado nos fornece:

_ 1
Pomg X N

§
sXsstls-1Xs go1 ot LeXgg *eeot Ko o)

" q (x Z XSK)Y (3.8)

De acordo com o modelo, assumimos que a probabilidade
de encontrar um spin s no centro da sub-rede € igual a probabi

lidade de encontrar um spin s na rede toda, isto €,

P, = N_/N (3.9)
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onde N, € o numero de sitios com snin s na rede de N sitios.

Desde que

+S +S
z P = I - NS/N =1 (3.10)
s=-§ s=-§
obtemos da eq. 3.8:
+S +S
Q= (3 12X )Y (3.11)
$=-S «k=-S

de modo que a eq. 3.8 pode ser escrita como

+S Y
Ns ( E—S ZKXSK)
ps = _N__ = +S +S Y (3-12)
T (2 Z X_ )
s==S k=-S5 < sK

Notamos imediatamente pelas equacoes 3.4, 3.5 e 3.12

que

P _ =P (3.13)

Deste modo, a média de qualquer quantidade f(s) pode

ser expressa, através da eq. 3.12 como:

+S +S §
5 | s LI B
<f(s)>5-§ £(s)P, = 3% TS (3.14)
5==3 : (z zx )Y
s=-§ k=-§ X 5K
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Queremos determinar agora a probabilidade conjunta Pos
de encontrar um spin o© entre os Y vizinhos mais proximos de
s , isto &, de encontrar um par (so) de vizinhos mais proximos

na sub-rede. Igualmente se assume que esta probabilidade conjun-

ta P_, se mantenha para toda a rede, de modo que € licito es-
crever
N
P = 2L | ©(3.15)
SO yN
2
onde N _ € o nimero de pares (so) vizinhos mais proximos na

rede de %YN pares de vizinhos mais proximos. Como a probabilida-

de P__ de encontrar um par (so) na rede € igual ao nimero meé-

dio de spins com valor o encontrados nas vizinhancas de s ,te

mos para uma dada configuracgao:

N Y Y-ng Y-Ng=... N_ca_
P = _j;ﬁzf =1 5 5 I (S-1) n. P(o; ne...n o)
SO WY ng=0 ng ;=0 n_g=0 s §TTT-S

1 Y Y-Ng y-ns— i (s-1) ) ng ng-1
= z b) cee )X ——t— (2 X ) “(Za X )
) _ Nge oo N1 S7oS S-1"0,5-1
n.=0 n. =0 n ~=0 S -S ’
S S-1 -S
n n
s -S
.o ns(ZSXOS) ces (Z-Sxo,—s)
Y Y—ns y—ns—...-n_(s_l)
=55 @) 5 yndo no =0 n e X
YQ S 1 -4 S' ns_l n_s""o nsl . n_s :
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ng ng-1 ng n.g
[(2gXg) © (g qXy gq) O ere (XK D72 (X, o) 7 ] (3.16)

que da mesma forma como a eq. 3.7, através da condigdo 3.1 nos

fornece:
b a0 lg B Ty e g X e a2X e X 1Y
o "Ly W s 3y L 26%0s * Zs-1%g,5-17 0 K gste et gXy s
+S
=4 Y-1
T 25%ss (KE-S z X, (3.17)
Da mesma forma, a probabilidade de encontrar um spin
s entre os y vizinhos mais proximos de o , isto &, de encon-

trar um par (os) de vizinhos mais proximos na rede pode ser obti
da diretamente da eq. 3.17 permutando-se os indices s e o . As

sim

27X _(x zx )t (3.18)

>
1
—
o~
™~
>~
~
<
—

(3.19)

de mode que as equagGgs 3,17 e 3.18 podem, ser colocadas nas for
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mas mais suscintas:

1
so  Q Zs Xgs Ag

(3.20)

‘Como- os pares (so) e (os) nao sdo distinguiveis, as pro

babilidades PSO e POS devem ser idénticas. Desde . que
Xcs=xso , temos das equagoes 3.20:
Zg AO = ZO A | (3.21)

(W]

o}

-~ (3.22)
o

Como os indices s e o s3o mudos na eq. 3.22, esta

deve ser verdadeira para qualquer spin. Entao

Z :
Ki = Q = const , s = {+S, ... -8} (3.23)
s
onde deve-se entender que §Q € uma constante independente do

spin. Assim, das equagodes 3.19 e 3.23 temos:

Z_=qA. =0(z 2z x )ri (3.24)
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Das cequagoes 3.4, 3.5 e¢ 3.19 notamos que
A=A (3.25)

implicando pela eq. 3.24 que também

Z = 7. . (3.26)

P =P =P = P = P = p = P (3.27)

Ao efetuar uma retrosvectiva da teoria até aqui elabo-
rada, notamos que mesmo com as condicoes 3.13, 3,26 e 3.27 nos
encontramos ainda diante de um grande nimero de quantidades, is-

to €, (S+1) parametros ZS , nao esquecendo a constante incogni

ta Q@ -, (S+1) probabilidades simples PS e (S+1%(S+2) proba-
bilidades éonjuntas PSO . Mas mesmo estas quantidades restantes
nao sao todas independentes e veremos logo que elas podem ser ex
pressas em termos das probabilidades simples Po o, inclusive com

a eliminacdao da constante Q . Assim,das equagoes 3.8 e 3.24 no

tamos que

it

‘A = ZS/Q

de modo que

Zg =0 Q' P (3.28)
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Desta forma as cquagoes 3.12 ¢ 3.14 podem ser escritas

como
Y-1
( 2 p T g )Y
Ns c=-g K SK
ps = _.N.. = +S +S _1 (3.29)
r o(r pPY x. )Y
s=-S k=-§ ~ K
‘S o f(s) (P X )Y
_ - _S=- k=g ° - '3.30)
<E(s)> = T £(s) Py = =gty (3.
= oz P XSK)Y
s=-§ k=-§
+S -1
. f(s) <p ¥ x_ o
S="S K SK K
= 1 (3.31)
+§ =
5 <p) x_
§=-§ K SK K

onde na eq. 3.31 o indice inferior «k na média, < > significa

que a média esta sendo tomada sobre «k somente.

De modo analogo, as probabilidades conjuntas PS nas
equagoes 3.20 podem ser expressas em termos das probabilidades sim
ples P_. pela substituicao dos Zs através da condigao 3.28.As

sim

y-1 Y-1

(o]
>4
Y
J
~<l
>~
—
it ™+
[€p]
g
>
—
=<
H
—

_ S "0S ‘o k=-§ K oK

Pso J P (3.32)
(2 PKY X )Y

§=-S Kk=-§ sk
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ou através da eq. 3.29 na forma mais simples

Y-1
Y
p - ts TosTo (3.33)
so +S ! ’
P X
ca-g K oK
ou ainda em uma forma mais simetrizada:
Y-1 Y-1
P x _p "
S os O ;
P = (3.34)
so +S ! - 1
Y Y l Y
r (I P|< X )
6=-S K=- sk’ |
e o valor médio de qualquer quantidade g(s,o) &
Y-1
g(s,0) ng XOS Pa
<g(s,0)>=r ¢ g(sa)PS =73 , (3.35)
g Y-1
S O SO T
(ZPK XOK )
Se em particular, g(s,o) for expressa na forma separavel:
g(s,o) = gy(s) g,(0) ,
a eq. 3.35 se torna:
-1
g,(0) <g ()P X
<gy(s)gy(0)> =5 g1 (s)g,(0)P, =< ) > (3.36)

< Pwr X >
K ok K
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Se neste estagio assumirmos a seguinte descorrelacao:

-1 -1

Y ~ Y
<P’< X % - <PK > <XSK>,< . _ (3.37)

e que & tanto mais verdadeira quanto maior for <y € quanto mais

fracas forem as correlagoes, temos para as equagoes 3.31 e 3.36:

+8 ¥
z f(s)<XSK>K

. .  S==§
<f(:’)> - +S Y (3.38)

z <X >
s=-§ sk K

g,(0) <gy(s)X, >
e <g,(s)g,(o)> = < 2 1 9s 3 > (3.39)
1 2 <X s
gk K

No limite de altas temperaturas, as médias dadas nas
equagoes 3.38 e 3.39 devem descorrelacionar completamente. Assim

quando B0 , X_ -1

sk , € temos respectivamente:

+S
lim <f(s)> » ( % f(s))/(2S8+1)
B8~+0 $=-5

(3.40)

lim  <gq(s)g,(0)> » <g (s)> <g,(a)>
g0
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3.2. CALCULO DOS PARAMETROS DE ORDEM.

Para simplificar a notagao vamos escrever no restante

do capitulo

2
3 s S(S+1) : 2
Q. = ( - ) (3.41)
s YT
Como a transigcao de fase para sistemas com interagao

- . - 1
quadrupolar e de primeira ordem com correlagoes fracas( ), pode

mos usar a aproximagao 3.37, de modo que o parametro de ordem de

longo alcance, definido na eq. 2.19 pode ser escrito como

+8 Y
SE_S Qs <Xgex
X = <Q> = g (3.42)
X <X ,g

Lembrando as definigoes 3.4, 3.5 e 3.41 podemos  escre-

vVer

= o0BRsQ
se = ¢ SRK (3.43)

>~
i

que expandida em série de poténcias, tomando a média, nos da

C B0, . T @ nn % " o
<Xk T o<e O nEO n. Qs QK:»_HEO'"HTf“ QG < Q >

- % (@B)™ 2n 2n ®  (aB) 2n+1 2n+1
: . QS <QK * nEO (Zn+1) QS < Qe o (3.44)

ofide na Gltima das equagoes da deducdo 3.44 foi feita a separagao

em termos pares e Impares da expansao em sé€rie de poténcias.
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Neste cstagio vamos admitir as seguintes descorrelagoes

na eq. 3.44, considerando que em transigoes de primeira ordem 0

sistema apresenta correlacoes fracas( 1 ).
<Q§n'>: <Qé>n = 1 = /?Zn
(3.45)
2n+1 - X 2n+1
<Q > T QoM <Q> = oty =~ VT
K K /—‘L—
onde:
+8 2 y
_ 2 s~Z Qs <Xs
T = = -
< QS> s : (3.46)
E_s< XSK>K

deve ser entendido como um parametro de ordem associado a ordem

de curto alcance na rede de spins.

Deste modo obtemos para a eq. 3.44:

<X5K>K = cosh (aB/T1Qg) + j%.senh (aBV1Qq)
= ﬁ:x eaB/?QS + .._/’j.-_.x e"aB}/—’FQS (3'47)
2Vt 2VT )
e podemos escrever para X € T , respectivamente as equagoes

3.42 e 3.46, as seguintes formas mais explicitas:

+S
) QS[(‘/T—"'X) eOLB‘/'FQS + (‘/_T—'X) e"OLB/?Qg —]Y
_ '§==§5 -
X e +S

X [ (VT+y) e“B/?Qs + (VT-%) e"aB/?Qs-WY
-..S —

S._-
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; v v Vory
L Qg [:( T+X) eOLB TQS + (‘/“[..X) e"OﬂB [QSjY |
o [T e®BYTQs (VT-%) e”aB‘TQsj]Y
=...S

[N
al

S

As equacgoes 3.48 formam um sistema acoplado auto—cdnsig
tente a ser resolvido, de modo a obter, para um dado Y pré-fixg
do, a uma ddda temperatura, um certo numero de pares (7,X) que sa
tisfagam simultaneamente o sistema aquela temperatura. A estabili
dade na rede dé spins, para um dado spin S , € satisfeita para

o par (t,x) que minimizar a energia livre (eq. 3.51).

Observe-se que se na eq. 3.44 efetuarmos uma descorrela

cao total, de modo que

n n

< = >

Qe> = <Q,
ou da mesma forma fizermos VT=X nas equagoes 3.48 vamos obter
os mesmos resultados do que aqueles obtidos na aproximagao de

Bragg-Williams (equacao 2.20).

Se fizermos S-«~ , como na secgao 2.3.2, podemos substi
tuir as somatdrias nas equagbes 3.48 sobre uma distribuigdo dis-
creta de spins por integrais sobre uma distribuigao continua de
variavel x=s/S, de modo que, lembrando as identificacdes 2.23

k]

podemos escrever:

fol P, (x) [ (VT+n) OBVTP(x) (/T-n) e~a6/?p2(x)]ydx
n = ,

i Laem) BP0 Ly emeB TR () gy g
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A oplea [ ) X820 L gy @B TR0 g,

T = (3.49)
&} [(/Tem) eaB/?Pz(x) + (/T-1) e~aB/?P2(x):]de

e no caso de descorrelacao total, se Vt=n , chegamos aos mesmos
resultados de teoria de Maier-Saupe para os cristais liquidos ne-

maticos (eq. 2.22).

O limite de altas temperaturas € satisfeiro pelo siste-
ma de equacoes acopladas 3.48 e 3.49, pois quando B-0 , vemos

que x ou n=»0 e T+ constante.

E de notar que o par (1=0, n=0) satisfaz simultaneamen-
te as equacoes 3.48 e 3.49 para qualquer temperatura, corresponden
do a > uma solugao do sistema. Mas esta solugao corresponde a
situacdo no caso isotropico, onde se espera descorrelacao comple-
ta entre os spins (ou moléculas), o que efetivamente ocorre para
altas temperaturas, onde o sistema desacopla. Nao sabemos e nem
esperamos entretanto que esta solugao minimize a energia livre pa

ra qualquer temperatura.

Certamente uma solugao completa para o sistema de equa-
¢oes 3.48 e 3.49, que nos forneca T(T) e n(T) ou x(T) sb6 po-
dera ser obtida através de métodos ndméricos com recurso de compu
tador. Esta-tarefa nao pode ser realizada dentro do tempo disponi

vel para a elaboragao deste trabalho, mas sera realizada para o

futuro. Tais calculos, se estiver correta a teoria aqui elaborada

"3

nos deverao fornecer uma temperatura de transigdo de fase, da fa-
se nematica para a fase isotrdpica, menor do que aquela obtida na

aproxima¢ac de¢ Bragg-Williams (MFA).

‘ ist
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3.3. FUNCOES TERMODINAMICAS

Da mesma forma como fizemos nos capitulos anteriores
apresentamos nesta secgao um sumario das fungdes éermodinéqicas
mais importantes. Como na aproximagao de Bethe-Pierls uma certa
correlagdo entre os spins esta envolvida, o processo de calculo
das fungbes termodinamicas € bastante exaustivo e por comodidade
e economia de espago nos limitamos a apresentar as formas finais,
com a verificacao de seus respectivos limites para a aproximagao
de Bragg-Williams (MFA) quando as correlagoes sao completamente des

prezadas.

As fungoOes termodinamicas pertinentes as ordens de longo
e curto alcance, respectivamente associadas aos parametros X ou
n e T , com seus resvectivos limites na auséncia de correla-

¢oes ja foram analisadas na secgao 3.2.

A energia por spin, pode ser calculada através das equa
goes 2.7, 3.33¢ as descorrelagoes 3.45. Obtemos depois de alguns

calculos:

B _ay/@[ (0 e - (1oxh) T (1B T (i) eaBT]__uyr
N 8 :

i) BT+ ey T (Jrr e BT (/T=y) e ¥

(3.50)

rd

E facil verificar que 3.50 se reduz 3 eq. 2.25

da aproximagao de Bragg-Williams quando /T = ¥ .

Desde que a entropia por spin pode ser calcu-

ldda comno
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—%— = - k <1n PS >
com PS dado pela eq. 3.29, a energia livre por spin nos € apre-

sentada, apds alguns célculos em que as descorrelacoes 3.45 foram

usados, na seguinte forma:

F . E , YKT [ (VT+x) 1n { (VT+X) Q0BT (/T-) e»aBT}
' YT

s (VT-x)  In {(/T+x) e BT 4+ (viey) e¥*PT 17

KT In © [(An0 BT+ (/roy) ¢ ®8 s 7Y (3.51)

g
>

o1+

-5

com E/N dada por 3.50.

A forma na aproximacao de Bragg-Williams quando VT =¥

€ efetuada na eq. 3.51 nos leva a

2 +8
F _oayx”® aByYXQs
(TT)BW Vi kT 1n SE—S €

conforme 2.26.

Por fim, o calor especifico por spin, dado por

+ = &M (3.52)

s& pode ser completamente avaliado se conhecemos 7t(T) e n(T), e

et consequéncia suas derivadas primeiras dt e dn
: dT dT
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CONCLUSA ADO

Foi proposto no CAP. II deste trabalho que procurariamos
desenvolver um modelo de rede de spins com interacao quadrupolar

do tipo Ising que simulasse a estrutura de um cristal liquido ne-

2
S
matico. Introduzindo o Hamiltoniano Hi' = —a(%; -+ - —§L§%ll—)
Sg J © S 2S
( SE §i§ill) e usando a aproximacao de Bragg-Williams, elabo-
2 g2 252

ramos uma teoria discreta para sgin S qualquer, generalizando 0
modelo S=1 de Tareeva. Obtivemos para os valores S=1, S=2, S=5 o
comportamento do parametro de ordem de longo alcance em fungao da
temperatura, mostrando-se uma transigao de fase de primeira ordem
em temperaturas criticas esvecificas, e fazendo-se S »«, de modo
que o modelo discreto de variaveis de spin pudesse ser tratado co
mo uma teoria de meios continuos, chegamos aos mesmos resultados
da teoria de Maier-Saupe dos nematicos (CAP. I), desde que certas

identificacoes fossem feitas.

Como a principal falha da aproximagao de Bragg-Williams
e da teoria de Maier-Saupe €& desprezar as correlacdcs entre spins,
incluimos uma teoria, chamada a anroximagao de Bethe-Pierls, que
leva em conta os efeitos da ordem de curto alcance na rede de
spins (CAP. III). Elaboramos esta teoria a partir de uma descri-
cdo valida para sistemas ferromagnéticos de spin $=1/2, somente
que, extendida, em nosso caso, para um spin S qualquer. Os resul-
tados nao foram avaliédos numéricamente por falta de tempo, mas
verificou-se que nos limites de altas tempcraturas e ausencia de
correlagoes, 05 resultados da aproximagao de Bragg-Williams e da

teoria de Maieér=Saupe, quando S»= , sdo reproduzidos. Espera - se
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que ao serem efetuados os devidos calculos, melhores resultados do
que aqueles obtidos nas aproximagoes que excluem as correlacgoes se

jam obtidos.

Embora tivessemos como objetivo neste frabélho aplicar
o modelo de rede de spins com interagdo Ising aos cristais liqui-
dos nematicos, notamos que na elaboragao dos calculos, a estrutu-
ra da teoria nao depende criticamente do Hamiltoniano, pois, por
exemplo, a. deducao da fungdo de particao na aproximagao de Bragg-

Z
Williams (eq. 2.14) ou a dedugao da equagao 75 = %% na aproxima-

o

¢ao de Bethe-Pierls foram efetuadas sem considerar especificamen-
te a forma do Hamiltoniano. Esta generalidade val permitir que as
teorias aqui elaboradas possam ser aplicadas a outras estruturas,

seja no proprio Magnetismo, na ferroeletricidade, teoria de ligas,

etc..., descritas por Hamiltonianos esnecificos.
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