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RESUMO

Este trabalho € baseado em uma reinterpretacao do f?r—
malismo de Schrddinger, a formulacio hidrodinémica, a partir de
uma definicao de velocidade quéntica apresentada recentemente na
literatura. Considera-se a aplicagao deste formalismo a estados
estacionirios‘de sistemas representados por potenciais molecula-
res. Sao obtidos alguns niveis de energia para o potencial de
Barbanis (isotropico e aniéotrépico), para um oscilador anarmoni
co tridimenéiohal, e para o potencial de Henon-Heileé. Os resul-
tados encontrados concordam com os apresentados na literatura e

obtidos por outros métodos.
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ABSTRACT

In the present work, we develop a hydrodinamical formu
lation of the well-know Schrddinger's Quantum Mechanics; using
a definition of "Quantum Velocity" as introduced recently in the
literature. This formalism is then applied to study the statio -
nary states of molecular systems. Specifically, the energy le-
vels are determined for an anharmonic three dimensional oscila -
tor modeled by a potential due to Barbanis and for a potential
of Henon-Heiles. The results obtained agree well with the results

encountered in literature.
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INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos o formalismo hidrodinamico
da mecanica quantica com o intuito de aplica-lo a alguns siste-
mas quanticos a nivel molecular. |

No pfimeifo capitulo ¢ desenvolvido o formalismo hidro
dinamico, seguindo-se o procedimento adotado em trabalhos recen-
tes apresentados na literatura. A derivacdo das equacoés de movi
mentb analogas ao caso classico € feita a partir da equacdo ide
Schrddinger e dd definigéo de velocidade quantica dada por Hirs
chfelder. Estas mesmas equagoes sao obtidas a partir de uma gene
ralizacdao do principio de Hamilton com o 1agrangeano conveniente
mente definido. Neste capitulo mostra-se também a validade  do
principio_da superposicao para as solucoes das equagoes de movi-
mento.

Nb ségundo capitulo’apresenta-se‘a aplicacgao do forma-
lismo hidrodinamico para estados estacionarios. Inicialmente,
consideram-se dois exemplos simples, quais sejam, o de uma parti
cula livre e o de uma-particula em um poco quadrédo infinito, os
resultados sendo identicos aos obtidos atraves do formalismo
usual. A seguir sao énalisados o atomo de hidrogénio e o oscilé—‘
dor harmonico uni e bidimensional e novamente se constata que
apesar de o procedimento e a interpretacao dada serem diferentes
dos do formalismo usual, obtém-se oS mesmos resultados.‘

0 terceiro capitulo € dedicado a solucdo de sistemas
quanticos a nivel molecular, ou seja, consideram-se hamiltonia-
hos, recenteﬁente apresentados na literatura, que tentam descref
ver as interacoes moleculares. Inicialmente propoem-se solucoes

aproximadas para o potencial de Barbanis, onde se investiga tan-



to o caso isotfépico como o anisotropico. Para o potencialv de
Barbanis‘isotrépico € verificada a validade das solugoes propbsé
tas para diferenfes valores do'parémetro de acoplamento e para
0 caso anisotropico investiga—ée a validade das solucoes frente
a um aumento na anisotropia do sistema. O segundo sistema anali-
sado consiste no oscilador anarmonico tridimensional, que pode
ser encarado’ como uma generalizag§o~do potencial de Barbanis pa-
ra trés dimensdes. O terceiro e ultimo sistema analisado € o da-
‘do pelo hamiltoniano de Henon-Heiles. Este sistema ¢ caracteriza
do por uma perturbacao no potencial, maior do que no caso de Bar
banis. Isto leva a um calculo mais laborioso para obtencao dos
niveis de energia; além disto, a verificacdo da validade das so-
lugoes propostas mostra-nos que a mesma se da dentro de uma fai-
xa menor de valores.dé parametro de acoplamento. Para todos 0s
sistemas estudados.obtém—se alguns niveis de energia que sao com
parados aos valores obtidos por outros métodos na literatura re-
cente.

No quarto e ultimo capitulo sao apresentadas as conclu
soes reiativas a este trabalho e abordados alguns‘aSpéctos de
uma tentativa de‘generalizagéo relativistica do formalismo hidro

dinamico.



CAPITULO I

A FORMULACAO HIDRODINAMICA DA MECANICA QUANTICA

1. INTRODUCAO

O estabelecimente da tedria quantica deu-se a partir
dé fracassos experimentais apresentados pela fisica cldassica ao
final do sééulo XIX e inicio deste seculo, tendo ocorrido na dé-
cada de vinte o seu desenvolvimento matematico a partir dos tra-

(1) (2]

balhos de Schrddinger e Heisenberg No entanto, a equagao

de Schrddinger e o formalismo matricial de Heisenberg passam | a
ter significado fisico a medida que as quantidades matematicas
iusadas se tornam passiveis de uma interpretagdo que possibilite
) conhecimenté de fenomenos fisicos. Assim € que os trabalhos de
: Bohr[3], Born[4], De Broglie(z] e Pauli[6] fornecefam 0 que ché—
mamos de interpretacao usual da teoria quantica.

Esta interpretagao fisica da teoria quantica esta cen-
trada em torno da_interpreta§50 probabilistica dada por Born pa-
ra o modulo quadrado da fungao de onda, do principio da incerte-
za derivado inicialmente por Heisenberg, bem como do principio
da complementaridadé de Bohr. O principio da incerteza, como se
.sabe, advem do fato de supormos que a funcdo de onda (e sué in-
terpretacdao probabilistica) fornece uma completa especificacao
do estado derum sistema individual. Porem, devemos observar que
o principio-da incerteza esta ligado a medidas de grandezas fisi
cas e, como se saBe, nao se desenvolveu ate hoje completamente

uma teoria quantica de medidas, enquanto, por outro lado, usa-se

intuitivamente o estabelecido por Bohr de que todos os experimen

ctir
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"tos devem ser descritos em termos classicos. Isto, segundo Von

/Weizsﬁcker[7], implica‘em aparente paradoxo; pois a fisica clas-
sica sucedeu (devido as suas limitacoes) a teoria quantica e a
teoria quantica deve ser verificada através de experimentos que;
segundo Bohr, devem ser descritos classicamente!

Convém salientar que o principio da incerteza podé tam

A

bém ser obtido como uma limitacdo inerente e inevitavel na pre-
cisao de qualquer medida, desde que assumamos, como Bohr[s] e og
tros, que a simples trahsferéncia de um quantum do sistema em ob
servacao para os aparelhos de medida € inérentemente imprevisi -
vel e incontrolavel, e ndo sujeita a uma analise racional ou a
uma tentativa de‘descrigéo. Bohr[s] resumiu o ponto de vista abor
dadd acima no principio da complementaridade que estabelece es-
tarmos restringidos a conceitos nao definidos precisaménte, sen-
do tal imprecisao inerente a estes conceitos, como por exemplo
moment&m~e posicdo ou particula e onda.

Podemos tentar resumir a interpretacdo usual da teoria
'quantica a partir de dois postulado; mutuamente consistentes,
quais sejamf é funcao de onda com sua interpretacao probébilisti
ca determina de maneira completa a possivel especificacdo do es-
tado de um sistema individual; o processo de transferencia de um
quantum do sistema observado para os aparelhos de medida e ine -
rentemente imprevisivel, incontrolavel e ndo passivel de analise.

A teoria quantica trouxe incontestaveis progressos pa-
ra um conhecimento mais acurado dos fendmenos microscopicos; no
entanto, seria erroneo considera-la como uma teoria final, capaz
de nos legar todas as informacdes possiveis, no dominio do muito

[8]

pequeno .

Ademais, nao devemos nos arraigar a ideia de uma unica



possivel interpretacdo do formalismo matematico de  Schrddinger
e, neste sentido, paralelamente ao desenvolvimento da mecén%ca
ondulatoria e sua interpretagdo probabilistica, desenvolveu;se
também uma interpretacdo alternativa da teoria quantica. Esta in
' 'ferpretagéo, em contraste com a usual, nos levaria a conceber ca
da sistema individual como tendo um estado precisamente definido
e cujas mudangas no tempo seriam determinadas por leis definidas
de forma analoga (mas ndo idéntica) as equagdes classicas do mo-
vimento. Sééundq estas idéias, as probabilidades quahto-mecéni -
cas seriam consideradas como uma necéssidade pratica e ndo cbmo
uma manifestagéo'de uma falta inerente na completa determinagao
das propriedades da matéria no dominio quéntico[S].

[9] [5] [10]

Madelung , De Broglie e Rosen sugeriram 1ini-

cialmente que, ao escrevermos a func¢ao de onda (no espacgo de co-

p1/2 e1S/‘ﬁ 1/2

ordenadas) como ¥ = (onde tanto o como S sao reais),

podemos interpretar p como a densidade de probabilidade de parti
culas que possuam-velocidade v o= %S/m. Mais tarde Bohm [8,11,12]
desenvolveu de forma logica e consistente o raciocinio acima, con
siderando ¥ como um campo atuante na particula que satisfaca a
equagéo‘de Schrddinger e que o momentum da particula estejad res-
> > . - -

trito a P = VS; era seu ponto de vista, tambem, que nao podemos
predizer ou controlar é.localizagéo precisa de uma particula,
- mas temos, na prética, um ensemble estatistico com densidade de
probabilidade p = |¥]|”. Além disso, o uso da estatistica ndo se-
ria inerente a estfutura conceitual, mas uma mera conseqlléencia
de nossa ignorancia acerca das condigdes iniciais da pérticula.

Paralelamente aos trabalhos de Bohm, houve autores comb ' Taka-

[13,14] [15]

bayasi , Epstein e outros que atacaram o problema de

~uma reinterpretacao de formalismo de Schrddinger. Nos dltimos



anos com os trabalhos de Rosen[16

[18’19], Wong[zo], Kan e Griffin

1 Berkowitz e skifflt’l i
[21] (22,23]

gier: , Bialynicki-Birula ,

de la Pena-Auerbach e colaboradores[za’zsl

[26,27,28,29])

e Hirschfelder e cola
boradores , delineou-se de forma mais nitida a possi
bilidade de outras interpretagoes do formalismo da teoria quanti
ca, possibilitando o ataque a problemas quanticos sob outro pon-

to de vista, que se expressa através do formalismo hidrodinamico

da mecanica quantica.

2. EQUACOES DA FORMULACAO HIDRODINAMICA

A derivacao das equagoes nas quais se baseia o forma -
lismo hidrodinamico da mecanica quantica, sera feita seguindo-se
os trabalhos de Madelung[Q] e Bohm[S] e as ideias recentes apre-

éentadas'por Hifschfelder[26’27’28’29].

Na representacao de coor:

" denadas da mecanica quantica o operador momentum de uma particu-
la € definido por'Pop = —ih%;'o formélismo hidrodinamico sugere
a introducao de uma velocidade quantica relacionada ao momentum

de uma particula de massa '"m'", através da equacdo:

P % Vs iv | I
¥ = mVY = m(v + 1v. ' .1
Pop ( DY, (1.1)
> -> ) ~ . -
Ve v, sendo funcoes reais que representam respectivamente as
Vo "
— . . -~ - =
componentes real e 1maglnaria da velocidade quantica V e V¥, a
. i

funcao de onda que descreve a particula. (Observe~se que no caso
- . > > ‘—r
classico, v, = 0 e P =mv).
- »> -~
Podemos expressar v e v, em termos da funcao de onda

tomando a complexa conjugada da equacao (I.1)



(?Opw)* Sm - iV v (1.2)

e.reescfeveﬁdo as equacoes (I.I) e (I.2) como:

Vo iV, = - BFan oy
i ©om
(1.3)
Voo iv. = G0 e
i m
Obtemos, entdo, as equacoes para Ve ﬁi:
> 1h > *
V = >—vn (¥*/¥) (I.4)
2m -
> A2 -

As equacdes (I.4) e (I.5) sdo basicas no formalismo hi
drodinamico pois, a partir delas e da equacao de Schrddinger, ob
tem-se as equacoOes da conservacao da energia e da continuidade.

Comegamos por escrever, sem perda de generalidade, a funcao de

onda como:

y oo pt/2 1S/ (1.6)

1y 1

onde tanto '"p' como '"S" sao reais. Note-se que a funcao de onda
assim definida nos permite separar a equacao de Schrddinger em
uma parte real e‘outra imaginaria; com esse intuito substitui-se
a funcao de onda definida em (I.6) na equacao de Schrddinger:

1 —_— = — Y : . R
if Y ¥ om Y o+ VY (1.7)

obtendo para potenciais independentes da velocidade:

np - — -V = — Y (I.8)

i 9 39S g1 P?
2 ot ot 2m



Utilizando agora a equagéoi(l.l), expandimos o segundo

 membro da equacao (I.8):

> >

. - ->
v PPyl ot P @ s vy T
. Zm . 1 2

N R > o Ao oo 12 e
+ 1(mv.vi -5 V.Vv) + 5 V'Vi_' 5 mvi (1.9)

. _ -1 p?

Substituindo a expressao para V¥ Ealy dada na equa-

cao (I.9), na equagdo (I.8), e igualando as partes reais e imagi

narias de ambos os membros obtemos:

8S 1 2 1 2 Hh 2> '
—-—~t—=5mv --é—mvi+—2—V.vi+V (1.10)
e
' i 3 > > A 2 >
55 3% po= M.V, - > V.v . (I.11)
Podémos agora reescrever as equagoes (I.10) e (I.11)

_ /2 is/m

s observando que, a partir da funcao de onda VY , obte-
mos para Ve 31 respectivamente:
> - '
v = V5/m o (I.12)
e

- ﬁl“’ v

V. = = — = Vp - (.
1 Zm P ¢ _13)

. . - _~
Inserindo-se a expressao para vV, na equagao (I.11) resulta:

3P L V. (pv) = -
o+ V- (eV) = 0 (1.14)

que € a equacao de continuidade para um fluido com densidade ''p
7 R > ~ ) . .
e velocidade v. Por esta razao, este formalismo recebe a denomi-

nacao de formulacao hidrodinamica. Deve-se notar, no entanto,



que a equagdo (1.14) & apresentada usualmente ' -0»>%]

como " uma
equacao de continuidade para a densidade de probabilidade, ou se

jaf

!
ap 2 g
30 L J = .15
at’+\7 J 0 (I.15)
>
onde p = ]le ¢ a densidade de probabilidade e J = (ifi/2m)

(W%W*,— W*%W} € o fluxo de densidade de probabilidade. Note-

N _ > > .
se que a relagao entre v e J e:

>

v = J/o. ; | (I1.16)

relagao usada inicialmehte por Madelung[g], Landau[sz]'e

“aon (331

Lon-
— > ind : - ' . -~ -
para definicao de v na formulacao hidrodinamica.
Examinemos agora a equacgao (I.10). Para estados esta-

cionarios E 3S/3t e portanto obtemosp

<3}
< v

N G % F VL (1.17)

Utilizando as definicdes para ; e Gi dadas nas equagoes (I1.12) e

(I.13), podemos reescrever a equagéo:(1.17) como:

22 2 ,
(VS) _f 1 212

E = + V
2m 2m p1/2

(I.18)

equacdo que podemos interpretar mais claramente, tomando 1inicial
mente o limite classico, ou seja, quando i = 0 S é solucdao da

(8]

equacao de Hamilton-Jacobi da mecanica classica

>

+V=0. (I1.19)

Assim, a:equacao (I.18) pode ser interpretada como uma
generalizacao da equacdao de Hamilton-Jacobi, o que significa di-

zer que a particula descreve uma trajetoria classica, nao estan-
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do, porem, somente sob a acao de um potencial externo, mas tam-

bém sob a influéncia de um.potencial quantico dado por

Z
il 1 v201/2

VQUANTICO = ~ Im 172

(I.20)

devido a interagdo da particula com scu proprio campo ¥. Esta in

terpretagao, sugefida inicialmente por Bohm[S’ll],

explicaria
porque uma particula néb pode alcangar pontos onde a fungao de
onda & nula, pois para estes pontos o potencial quantico torna-
se infinito. Além disto salientaria o efeito de uma medida sobre
o estado quantico de um sistema, pois ao se efetuar a medida - de
um observavel, altera-se o campo p levaﬁdo a uma conseqllente al-

teracao em V e portanto no movimento do sistema. De

Quantico

La Peﬁa-Auerbach[zs]

, ao derivar.a equacao de Schfddinger, tra -
tando o problema de uma particula sob o ponto de Qista estocasti
Co, interpréta o potencial quantico ndo a partir da ©equagao
(1.20), més a partir da forma desmembrada contida na equagéd‘

(I.17) (os dois termos que conteém Gi naquela equacao), onde ;i e
considerada como a componente estocastica da velocidade, e as in
determinacdes na trajetoria de uma particula dar-se-iam face ao
carater aleatorio do movimento. Este ponto de vista apresentado
por De La Pena-Auerbach tem sido sustentado por diversos autores
ao analisarem a conexao entre a mecanica quantica e a teoria de

[34,35,36,37]

processos markovianos Outro aspecto 1mportante evi

denciado na equacdo (I.18) € que podemos inferir dela as circuns

tancias em que ndo ha diferenca entre o movimento classico e o
quantico, o que corresponde a unéntico constante, o que ja
foi assinalado por Rosen[lél, Berkow;tz[17] e Lembra[sg].

Um limite da _equacao (I.18), que nos interessara parti

cularmente, corresponde ao caso das funcoes de onda com parte es



pacial real. Neste caso, a velocidade quantica possui apenas a

‘componente imaginaria, e a equagao (I.17) pode ser escrita como ™

E-v=2y.9, -1 mvi , (I.21)

rof s

que € uma equacdo multidimensional de Riccati. Note-se que a

equacdo (I.21) deveria ser escrita formalmente como:

E LV = % V.V L

v. Vi(n) -3 mvi(n) (I.22)

l-‘ - - . > -
onde En e a energia do n-esimo auto estado de H, e Vi(n) € @ com
ponente imaginaria da velocidade quantica, definida por (equagao

(I.S.)): :
3 | _ &
i(n) m

Jen |y (1.23)

ol

:Sendo Y, a autofuncdo correspondente ao n-ésimo estado. A equa -
cao (I.22), por se tratar de uma equacao diferencial de primeira
ordem, embbra nao linear, pode ser integrada numericamente - de
forma mais rapida, em alguns casos, que a equacao de_SchrUdinger

' ' 39,40] . S v
correspondente[- ? ], fornecendo, como era de se esperar, 0s

[411

mesmos resultados

3. AS EQUACOES DE MOVIMENTO E O PRINCIPIO DA SUPERFOSI
CKO.. ‘

Neste paragrafo considerar-se-ao apenas estados esta -

‘cionarios, ou seja, nos ateremos a equacao (I.10) sob a forma

!

(1.17):
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-5
CE-veaw® s Do o m? - (I.24)
que, com a equacao (I.14), constituem a base do formalismo hidro
dinamico. Intencionalmente, existe uma grande semelhanca entre
as equacdes do formalismo hidrodinamico e as da mecanica classi-

ca; consoante com esta filosofia introduzimos de forma analoga a

' definicado cldssica de velocidade, um parametro ﬁti“[24], tal que
-5
oY > '
—a—E'T‘ = Vi (1.25)
i
e um parametro "t" a partir de
3T |
T > A
2= 1.26
T =V | ( )

-> - . ~ - . . ~
onde r e o vetor posigao. Atraves -destas definigoes pode-se bus-

car solucoes

=y
il
=y
fam
d

(I.27)

<¥
il
<
~
=
~

que nos trazem informacao equivalente a da solugdo da equacgao de
Schrddinger; para isto devem ser encontradas as equacdes de movi

' - ~ > -> -

mento que darao como solugoes r = r(ti, t). A estas solucoes de-
. . L ' [24] '

nominamos linhas de fluxo .

As linhas de fluxo reais, que sao analogas as trajeto-

‘rias classicas, s&o solucles particulares do conjunto de equa -

goes:

. v , ‘
= . VX = —= (I.28)
y .



e de trajetdrias complexas. Veja-se, por exemplo, McLaughlin

13

onde vx,-v“ e v, sdao as componentes cartesianas retangulares de

hts

. | v
v e onde subentende-se que ty deve ser constante. Da mesma for-
ma, em adicdo as linhas de fluxo reais, podemos construir um con
junto de linhas de fluxo imaginarias (para t constante) a partir

do conjunto de equagoes:

dx _ dy _ dz

: — = oo (I.29)
Vi vly Vi,
-~ >
onde vi_, Vi , V3 sao as componentes retangulares de v..
1x ly 1z 1
Nest€ ponto, convém salientar que os parametros '"t" e
. |
. s =]
“ti” (que podemos chamar de ''tempo real' e ''tempo imaginario')

i tem como finalidade parametrizar as linhas de fluxo reais e ima-

~ginarias, nao lhes sendo atribuida, nesta instancia, interpreta-

cao fisica. No entanto, das equagdes (I.25) e (I.26) vé-se que
estamos introduzindo um ''tempo bidimensional' (t, ti) que, na
transigcdo a mecdnica classica, se torna o tempo no sentido usual.

Esta nao € a primeira vez em que se defende o uso do espago real
(421

‘que analisou a penetragao de barreiras de potencial, com o uso

de integrais de caminho de Feynman[43]

, intrpduzindo um tempo
complexo. ' | , |

A obtengéo_das equagoes de moVimento ¢ feita a partir
da aplicacao do operador 3 a equacdo (I.24), o que résulta‘em

v. v, (1.30)

-
m—=— -m-—— = - V(V + i

v |5

onde é% € a derivada hidrodinamica, ou seja:

R -
— = 31 + VvV . V_ (I.31)
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Como pbdemos ver, a equagao (I.30) & uma generalizacao

da segunda lei de Newton, tendo-se agora uma componente imagina-

ria da velocidade e a adicao de um termo ao potencial; ademais,
ela contém explicitamente o limite classico, pois neste caso
R .
v, o 0, obtendo-se
dv >
m—-—=~V YV (I.32)
S dt |
. No caso de fungoes de onda com parte espacial real,

V=0 ea equacdo (I.30) fornece:

>
dvi N 5
2

> '
m-—= - V(- V ~ V. v.) (I.33)
dt; v

-
equacao que tambem mantem a forma da segunda lei de Newton, F =
e » . - . .
= ma; no entanto, a '"'forga'" F difere da forga classica. Isto im-
plica que os sistemas quanticos obedecem a uma equacdo de movi -

mento analoga a do caso clidssicol%4,45]

, Mas a expressao cCOTres-

pondente a ''forga' contém um termo correspondente a contribuicdo

do campo definido pela densidade (campo p) ao potencial. Podemos
p p . ,

ver isto mais facilmente reescrevendo a equacac (I.33) como:

>
o vy . i vazo - (%o)z)
dti 4m p2

- V] (I.34)

onde a 'forga' se torna infinita em pontos que correspondem .aos
'nos da funcdo.de onda, o que nos impele a concluir que a particu

ia nao poderia localizar-se em tais pontos, em concordancia -com

(81

0 sugerido inicialmente por Bohm
As solucoes das equagoes de movimento do formalismo hi

drodinamico apresentadas satisfazem o principio da superpesicdo,

.

apesar de esta propriedade nao ser tao evidente, como ja foi as-

ndlado por BialyﬁickifBirula[zz].
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. ~ -
Consideramos as formas gerais das expressoes para v .e

31 de um estado caracterizado pela fungao de onda ¥, onde:

Y = ¥ a.vy. (I.35)
jop 33
sendo Wj as auto-funcgoes
1¢ ;
v - §/2 e ) (1.36)

Desta forma podemos escrever o fluxo de densidade de probabilida

de para o n-ésimo estado como:

j_q)- _i¢- ->
ove B oo a2 T al e Tyt
' : =1 JJ j=1 J J

16 * -1, o
- (1 =z a.p%/2 e J)( Y a. pl/z e .
| o1 173 joa1 37 j

* p;/z “i¢- 1/2 i¢j

—)-
a. .0 Vo. .37
45 ) 2 ey e Ve

Utilizando as definicdes para v e $i de cada j-ésimo estado, que

.sa0 respectivamente:

> A 2 :
.= — Vo. (I.38
5 o= 4 Vo o (1.38)
> _ ﬁ' 1 > 1/2
Vi,j = - = .;E—E- ij (1.39)
J

obtemos o seguinte resultado para V:
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}b s v (I.40)

3 = Re { 121 } (I.41)

Como exemplo podemos considerar dois estados (pl, Vl)

> -~ ~ - . N
e (pz, vz), que sao solugoes das equagoes do movimento; podemos
construir uma famili4 de estados caracterizados por.trés parame-

tros e descritos por (p, V), onde p € definido por:

M2 expie) )

. 2 . 2
P = ]all Py * lazl Py + 2 Re { g* 125 (plpz
(1.42)
e Vv (dada pela equacio (1341ﬁ € igual a:

1/2 » > 10

v (vl-+V2)e ) -

2 - : 2 - )
[]al| PyVy * [azl PV, + 2 Re {aiazﬁplpz)

1

1/2 > 19
~-2—Im{aa (plpz) (V -V

2 2 '
i17¢ (|31| pp+lagl oy

1/2 ei¢})—1

+
[\

Re {"a* az(plpz) (I.43)

onde

;oG - Vv.) . dr + B (I.44)
T
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& a diferenca de fase entre ¥, e Wz. Estes resultados particula-

1
‘' rés sao idént@cos aos obtidos inicialmente por Bialynicki-Biru
la[zz].-Note-se que a integral de linha na equagao (I.44) deve
ser avaliada ao longo de uma curva qualquer que nao passe pelos
vortices da funcdo de onda e que, além disso, o resultado da in-
tegragcao nao depeﬁde do caminho percorrido. (Podemos chegar a es

. ~ > . .
ta conclusao notando que v e irrotacional.)

Comparando os resultados expressos em (1.42) e (I1.43),

com a forma usual da superposicdo de duas fungoes de onda ¥y e
Wz,‘ou seja:
Y = Clwl + CZwZ (I.45)
vemos que O0S resultados sao idénticos, desde que:
; ; C e a, = C (1.46)

mostrando-nos que, como na formulagdo usual, no formalismo hidro
dinamico a superposicao de duas solucoes das equacoes de movimen
to também é solucgdo destas equagodes.

Resta-nos mostrar, agora, a expressao para a componenQ
te imagindria da velocidade quantica do referido estado; para is

so partimos de:

V. = - B Tan vry (1.47)
1 2m

onde a funcio de onda " é dada pelas equagdes (I.35) e (I.36).

Desenvolvendo a equacao (I.47), achamos:

T oav @ iv,.,) I alvi(v iV iy)
s _1-1 3 JEXC IR G DL b RAE 6D I ¢D
V. = = + .
ol I oa.v | : atyr
j=1 JJ | j=1 1] (1.48)
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que pode ser escrita compactamente comg:

- Vi)

. (I.49)

Novamente, no caso de termos dois 'estados, agora carac

. -»> -> -»> -> B
terizados por (Vl, Vil) e (VZ’ Viz), podemos construir um esta-
do que seja a superposicao destes dois, dado por (?, Vi), onde
Vv é dado através da equagao (I1.43) e 31, dado a partir da equa -

¢ao (I.4§), por:

- . 2 > . 2 > * ] l 2 > ‘_> i(b .
vi=lla[ eV + laylp,Vi, +Re {aga, (pyp)) / (viq +Vipde 1+

¢ In{ayay (0,00 2@, -¥2e™11 (Jayl70y +

i -1
)1/2 el@

+ layl 0, + 2 Re {aja,(p;0, 1) (I1.50)

onde ¢ € definido como na equacao (I.44).

No caso particular de fungoes de onda com parte espa-
cial real, ¢ = 0 e obtemos:
2 -»> 2 - * 1/2+ -> s
s |a1[ 01Viy +|a2| P,Vi, + Re {alaz(plpz) (v +Viz)}
i 2 ’ 2 | * 1/2 !'
a1 ey + la;1 70, + 2 Re (a]a, oy, /2] |
(I.51)
Tonde, tanto aqui como na equacgao (I.50), 91/2 e p%/z sao expres-
SOS como:
1/2 | m Lo >
P =exp{-+ [ vy, .ds
1(r) h rg il
(I.52)
1/2 m oo >
°(r) = ©XP {- n _i i2 . ds
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0 que nos mostra, novamente, a concordancia com o principio da
superposicao na formulacdo usual da teoria quantica.

Podemos mostrar ainda a equivalencia entre o formalis-

. bye o~ . - -
mo hidrodinamico e o usual, notando que e possivel expressar - ©
valor esperado de qualquer quantidade fisica em termos de P e
+[22 - > .

v[ ] (ou em termos de v e vj); para tanto consideremos como

exemplo a integral de superposigéo de dois estados (Plz) em ter-

-> ~ -
mos de p e v, que na formulacao usual e expressa como:

Py, = [ (¥ | wz)lz (I1.53)

toma a forma:

Na formulacdo hidrodinamica, Pis

' 3 1/2 .m
Py = | s d r(pe,) / exp iz

T : R
_ 5 i (v, -vy) . ds]| (I.54)

)
~ -> >
expressao que podemos escrever em termos de v e v, como:

' T
Pyp = | rd3r exp {i% i [Cvy +ivys) = (v -iv. )] . d3 }lv
o

Observe-se que a integral de linha nao depende da trajetoria per
. o, s S T

corrida, pois os campos vetoriais definidos por v e v, sao irro-

tacionais; note-se também que a troca do ponto inicial'r0 afeta

unicamente a fase na integral da equacao (I.54) (ou de (I.55)).

4. DERIVACAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO A PARTIR DO

PRINCIPIO DE HAMILTON.

Como salilentamos anteriormente, existe uma grande ana-
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logia entre o formalismos hidrodinamico e as equagoes classicas
do movimento. A idéia de que, em principio, podemos construir um

‘método numérico para resolver a equacdo de Schr8dinger a partir

_da const;ugéo de segmentos de linhas de fluxo reais e imagina-
L . | - > .
rias e determinando-se a variacao de v e v; ao longo destas 1li-

[24]. Mostrare -

nhas, foi“sugerida inicialmente por Hirschfelder
mos aqui que a descrigao de sistemas quanticos atraveés de equa
coes de movimento analogas as equacgdes classicas, mas com a in-
troducdo do conceito de tempo como uma grandeza bidimensional
(complexa) e caraéterizada por t e ti; traz consigo uma generalil
zacao do principioide Hamilton com a qual podemos derivar as
equacbes de movimento (e portanto a equacdao de SchrYdinger). Pa-
Ta tanto, comecamos por escrever o principio de minima acdo como:

SI Ldtdt-1 =0 - (I.56)

i
O
—

+

~onde o lagrangeano L &€ da forma:

L o= Lay,q;,---qy, Qp595-+-qys 93729520+ d4y0 &5 B30

(1.57)
(S
G = Y5,
. 39 ; '
q. = (. . = —3 .
4 = 95030 = 57 (1.58)
34 ;
1. = s ]
Uj = 93050 = 53

Agora, consideremos a projecao das trajetdrias de cada

particula no plano determinado por (t, ti), cujos pontos extre-
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''mos sejam (tl, til) e (tz, tiz). Para obter a trajetoria - que’

minimize a agao I, usamos o procedimento usual apresentado na 1i

4 ) -
teratura[46’ 7]. Comegamos por associar um parametro com todos
os caminhos vizinhos possiveis de forma que para a = 0, e qj =
= q. ., a trajetoria seja a que minimize a integral, ou
jle, t, ti) : (
seja, a condicao de minimo é:
o1 :
v ) @ =0 ° 0o . | (I.59)

As trajetorias vizinhas possiveis, (que sao fungdes das  varia-

veis independentes a, t e ti) podem ser expressas COmMO:

= Y4 '
qJ = qJ(O, t, tlj "anj(t, tl) (1-60)

onde nj sao funcgoes de t e ti que tenham derivadas primeilras con
| puind

tinuas e tais que

ny(t,tyy) = nyt,ty,) =0
(I.61)
nJ(tl’tl) = nj(t2,t1)= 0
Assim minimizamos I, partindo da equacdo (I.59):
Jq — _
oty oty 3=1099 %@ 24 otoa
3L azq
¥ 3q.. 9t ea’ ) dtdt, | (1.62)
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. t . [

t.. N 2 t, N iz
R IR I ca oL _8lyy|, de -
t.; =1 °9; 1 t; j=1 34ij 11

t t., N
o e R +3%-%3L)aqldtdt
t, tyy J=l aj ~1 4ij

(I.63)

e ufilizandq as equagoes (I1.60) e (I.61) obtemos finalmente:

| d 8L, d 3L ., 39,
= [ "7 P2 - S 2y - S (2] Hydrdte,
£, t j=1 an dt "84y dty 9q4; = 9% 1

(I.64)

Para o = 0 o integrando se anula, pois nj(t,ti) sao fungoes que
satisfazem as equagoes (I.61).

Obtém-se‘entao:

3L _ 4 (L, _ d
aQ; T3t 80 | ar; 94

) =0 .3 =1,2,...N  (I.65)
j \

que, como se pode ver, consistem numa generalizagao das equacoes

de Euler—Lagrangej46]

. As equagoes de movimentd, que podemos ob-
| ter também a partir da equacao de Schrbdinger, podem ser deriva-
“das do lagrangeano:

(% DG4 TV, (1.66)

N
>
= lJ k>J Jk)

j
onde ij representa a interacdo entre as particulas, que conside
ramos como dependendo apenas da separacao entre elas, e onde . se

supoe que o termo H/2 q.. (que representa um potencial quan

o
8qj 21
tico atuante em cada particula e que esta relacionado com a fun-

cao de onda que descreve o sistema) dependa so de qj. Utilizando
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a equagao (I.65) obtém-se as equagdes de movimento:

dq dg . . 3 -
= - z V.
5 TR B T 5a; 55 ikt
o5 . .
—_— — . . M = ...N *
No caso de umarpaytitula ﬁniéa, em trés dimensdes a equagao:
(I.67) fornece:
av v . A G |
=L - = - = V. . .
m =t m dtil v (2 Vi o+ V) (1.68)

que é.exétamente a equacao (I.30), obtida a partir da equagao de
Schrdinger. Como se'pdde notar, a generalizacdo do principio de
Hamilton dada pela equacgao (I.56),vtraz consigo uma demonstragao
do principio da cofrespondéncia, pois um mesmo lagrangeano no§
leva a equacbes que descrevem fenomenos quanticos bem como feno-
menos puramente classicos, sem que seja necessario tomar o limi

[45]

te A » 0 diretamente 0 resultado ;i = 0, para o caso classi

co, advém da definicd3o de velocidade quantica (equagao (I.1)).
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CAPITULO II

'APLICACGES DA FORMULACAQO HIDRODINAMICA A ESTA-

DOS ESTACIONARIOS

1. INTRODUCAO

Neste capitulo apresentam-se alguns resultados de pro-
blemas quénticoé'simples, utilizando-se o formalismo hidrodinami
co desenvolvido no capitulo anterior. Como veremos, a utiiizacéo
deste formalismo fornece os mesmos resultados que o procedimento
usual, estando, no entanto, baseada em uma.diferente descricao

da mecanica quantica. E interessante notar que alguns problemas

quinticos podem ser resolvidos de forma rapida e simples através

: . o~ . [26,27 .
do formalismo hldrodlnamlco[ ! ], ao passo que outros sao mais
convenientemente solucionados com o formalismo usual. Antes de
apresentarmos- resultados .para o atomo de hidrogénio e para "0

oscilador harmonico, veremos os resultados que o formalismo hi-

drodinamico produz quando aplicado a problemas quanticos mais

simples como o da particula livre e o de uma particula em um po-

¢o infinito.

2. PROBLEMAS QUANTICOS S5IMPLES

A)'Particula Livre

Comecemos por utilizar o formalismo hidrodinamico no

caso ideal dos estados estacionarios de uma particula quéantica

livre. Neste caso, a probabilidade de encontrar a particula em
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qualquer ponto do espago é a mesma, isto €, P = constante, o
que fornece,; pela (I.1l3), %i = 0. Podemos ver tambem que a equa-

[41]

cdo de cohtinﬁidade fornece uma identidade 0 £ 0, pois con-

sideramos estados estacionarios. Como vimos, para estados esta -

cionarios E = - 3S/3t e a equagao (I.l7) torna-se (com Gi = 0):
E = % mv2 . S (I1.1) .

Podemos, entdo, tomar:

2E 2E 2E . '
>+ X 7 X_-*‘- z >
vV = — (/ —'—'m 1 +/ m J+_‘/ ——m— k) (I1.2)
onde E' = E” + E._ + E
Y 2

A equagdo (I.26) fornece T (t): !

T (t) =§o + vt (IT.3)

onde ?o é o vétor posigdo inicial. Dzvemos observar que estes
- 830 os resultados classicos para o problema de uma particula'li—
vre. A equagéo'(II.l) permite qua;quer valor de energia positiva
para a particula (espectro continuo) e, a partir da equacgao
(ITI.2) e da definigdo de 3, podemos obter a funcado de onda qug

descreve o comportamento ondulatorio da particula:

Y*/y = exp { - 21 DSV . as } (II.4)

m
H
Utilizando (II.2) e integrando (em coordenadas cartesianas) obte
mos:

2mE 2mE 2mE
X x +V —X .y %22 z]1} (II.5)

yx/Y = exp{ X 2i [V

ou sejay
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. .—> ->
y = p ettk:T | (II.6)

. >
onde A pode ser obtida a partir da normalizagao de Y, e|k| =

-y 2ME
72
B) Pogo Quadrado Infinito Unidimensional
O problema agora consiste em obter o espectro de ener-
gia e as auto-fun¢des para uma particula confinada em um pocgo

guadrado infinito, ou seja, em uma dimensdo o potencial é:

V(x)

=0 0 < x < a
(IX.7)
V(x) = = Xx =0, XxX=a
Neste caso, para estados estacionarios, & equagao de

5

continuidade fornece uma identidade com os dois membros nulos,

e como v = 0 (parte espacial das fungdes de onda, reais) a equa-

cdo (I.17) fornece:

E =%—%—%—mvi - C ar.e)
que apés.integrada:fornece:
v, =v 2B | tg (kx+ ¢) (11.9)
i m :
onde k =(3§§)1/24 e ¢ & uma constante a determinar a partir das

condigOes de contorno. Para tanto, partimos do fato de que quan-

- . +
do x>0 e x~>a, v, » +® e v, > —

i i © respectivamente. Escolhen

do a primeira das possibilidades temos:

v, (x = 0) = tg ¢ = ~w , (II.10)

ner-
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|
¥

logo 6=~ (0 + 21y n= 1,200 . (II.11)
_Para x = a, Vo= o+ portanto
: o

’ ka - (2n + E)W = - (n + ﬁ)ﬂ _ (I1.12)

: o ka =nm ; n=1,2,3,... (IIX.13)

bbserveése que, se tivéssemos escolhido a segunda possibilidade
(vi(x==0) = +0 @ vi(x==a) = -0 ), teriamos obtido ka = -nm, o
que ndo altera os auto-valores da energia (como também a aensidg
de de probabilidade,}pois corresponde a uma mudanga de 180°  na

fase da funcao de onda). Utilizando a defihigéo de k obtemos:

: nzﬂzﬁz
E, = —— (IT.14)
2ma2
P

e as auto-funcgdes (thidas a partir da integracéo da equacao
(II.8) sdo: -

Y (x) = A sen UL ‘ (I1.15)

n a

onde A = ¥ 2/a é obtida da normalizacao de VY.
Como podemos ver, o formalismo hidrodinamico fornece
os mesmos resultados que o procedimento usual, fato ja salienta-

do por varios autoﬁes[8’22(26'411.

3. ATOMO DE HIDROGENIO

Apresentamos agora alguns resultados do formalismo ﬁi»

| drodindmico quando aplicado ao atomo de hidrogénio. Para maior

1



‘simplicidade, abstraimos o movimento do centro de massa e consi-

sujei-

deramos o problema de uma particula de massa reduzida "y
ta a um potencial do tipo: .
e2 ‘
V = — (IT.16)
r
Desta forma, a equacéo_(I.l7)'toma a forma:
E ?—2——?‘—3'* Lov? o1, (II.17)
+r-—2 'Vi—zui 2“ .

: N :
Expressando o operador V em coordenadas esféricas, o resultado

-

*
para v, e:

i
> f [2-+l‘_ 1 a- n+£(2r/nao) : ﬁ )
i u r na r c28+1 r
o Ln+£ (2r/nao) _
. m -
S N T sz(co\s 0) T ‘ (I1.18)

ur 4o

onde n, £ e m, sdo os numeros quanticos principal, orbital e mag

£

- . . 22 ~ P . .
netico respectivamente; Ln+£(2r/nao) sao os polindomios associa -
my
dos de Laguerre e PQ (cos ) sao os polindmios associados de Le-

- ) ) > _——
gendre. A expressao acima para vy e valida para n > 2; para o es

tado fundamental o resultado € (n =1, 2 = 0, m, = 0):
H > > :
Vi = E—- ur = 0OC Llr (II“lg)
o
2 e2
onde a, = — &€ o raio de Bohr, e a = o € a constante de estru
e

tura fina. A componente real da velocidade quantica pode ser ob-

tida a partir da equagao (I.4): : |
H

miﬁ .

~ ur senod u¢

<+

(IT.20)



29

Note-se que-para estados com m; = 0 temos v = 0. (Parte espacial
"das funcg¢oes de onda, real).
Os niveis de energia podem ser encontrados com a subs-

tituicao das equagodes (II.18) e (II.20) na equagao (II.1l7):

22

En(ﬁl m )="if‘*{ hzz g% [(2+l)r'—r£f -f(Q—n)rizii(zr/nao)] _
, -
e - . 2yur ] ] | (o) Ln+52, (zr/nao)
2 m 9
2 9 9 . A% g4l 1
- —————— +— (send® —= 4n P } =L _ _
2ur“send 30 a0 2 (cos0) 20 na
2%
%—n Ln+£(2r/na ) 5 ﬁ? ; m, ,
- r L2£+l(2r/na )] - 5 r2 [ 5‘6 in PQ, (COSO)]
v n+L - o) H
m, 8
2 .
-3 Wi : 1 (I11.21)

Efetuando-se as derivadas, desenvolvendo os quadrados e utilizan
do as formulas de recorréncia para os polinOmios associados de
Laguerre e Legendre obtém-se a expressao usual para os niveis de
energia:

a2

4

iy
n 2 27
Zuao n

n=1,2,3,... (IT.22)

ondé comegamos com n = 1, faiendo uso do resultado dado na equa-
gao (II.19).

Do resultado obtido para éi’ expresso nas equagoes
(IT.18) e (II.19), podemos obter as linhas de fluxo f(ti). Para

o estado fundamental o resultado é:

r = —=¢%t, + Cc . . (IT.23)
o .



onde ¢ & umajchStante arbitraria que n&o altera as propriedades
do sistema, note-se também que a inclinagdo da reta esta relacio

nada com a energia da particula, de forma similar aoc caso classi

co.
Para o primeiro estado excitado com £ = 0 (n=2) obtemos:
:-:/ZaO wt
da - r) e T = A e 7 0 < x < 4a
(4a_ - r) 2
(Ir.24)
: r/ZaO we
‘(3: - 4ao) e = B a 7 r > 4?;10
e no caso de momentum angular diferente de zero (%=1, m, = 0}),0b
ten-~s5e ;
v/2a wt
/ o i
(2a - 1) e = C e 0 < 1 < Zao
: (IT.25)
‘ r/2ao wt
(r - 2a) e = D e 7 r > 2a
0 0
' A - - o P . .
onde w = — e A;B,C e D sao congtantes arbitrarias. Estas li-
dpag

nhas de fluxo sao apresentadas nos graficos II.1, II.2 e II.3.
Observe~se gue sO apresentamos as equacoes @(ti) para os estados

"st", 2 = 0, onde O = constante; para os demais estados, ¥ ndo se

i

expressa mediante funcgdes elementares de t,; fato que torna difi

cil obter O(ti). Ao invés disto, procuramcs as eguagdes das tra-
jetorias analogas as solugbzs r = r{(0) para o problema de Kepler,

a partir da equacao:

he BRI - .
25 5—‘-1-9 (11.26)
ir Vio

onde Vie © Vig sdao as componentes radial e angular respectivamen

te de 3i(r,6)..
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Utilizando a equacdo (II.18), obtemos:

g

s " dr 22n , _; Pdg (;(;se)d@ (II.27)

Jﬁil_(2+l)r'+(2—n)r.Ln+£(2r/nao) - de %,(cosO)

nas | Lile(Zr/nao)
equagéo, que integrada fornece, para‘cada vaiorlde n,L e m, a
equacao da tfajetéria r(0). Note-se que para m, = & = 0 néo pode
mos usar a equagao acima pois @(ti) = constante, ou seja, para

‘todos os estados "S" as equacles das trajetdrias sdo circunferén

1

cias. As trajetdérias paran =1, £ =0, m, =0, n=2, £ =1 e

L

m =0, n=2,2=1 e'mQ = + 1 sdo ilustradas nos graficos

IT.4A, II.4B e II.AC.

4. OSCILADOR HARMONICO EM UMA DIMENSAO

Apresentaremos agora os resultados do formalismo hidro

dinamico para uma particula de massa 'm'" sujeita ao potencial

% k xz. Neste caso, a equacgao de Ricatti (I.21) fornece:
dv ‘
1l 2 2 4 i 1 2 .
E - = mw X = E EE— - '5 mvi (II°‘28)
e a equagao de movimento e:
2 : dv.
d™x d ;1 2.2 4 i
m -a——t—z- = 3x [*2- mw X+ '2‘ —a;{— ] (IL.29)
i

A solugao da equagao (II.36) para o n-€simo estado é:
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' arnll: ( ‘Eﬂ X)
Vi(n) = WX - 2n /ﬁm9 n-l h (I1.30)
"y 4 .
. Hn(/. %Qx)
onde n > 1 e Hn(/ %% X) sao os polinémios de Hermite. Para o es
tado fundamental

V., = WX (rx.31)
i . o o . ) _

nos gréﬁicos II.5A, II.5B e II.6 mostra-se v, como fungao da po-
sigdao para os trés primeiros estados.
A obtengdo dos niveis de energia pode ser feita a par-

tir da substituicao de Vi ) na equacgao (I1.28), o gue resulta

i(n
em:
1 22 &  2nuw
— m e \— 2 —_—
R I T N (3 B Y1 BE
‘HZ : H
+ 4 n2w n-1(8) 1 mwzx2 + 2 nwEh _n-1(8)
n(g)
2, H§_1<a>
- 2 nThAw ———=2- (IT.32)
HZ
n(g)
onde & = -%? x,.e'fez—se usd das formulas de recorréncia para

os polinomios de Hermite. Rearranijando os termos e cancelando os

termos comuns, obtemos:

En = fiw (n + E) (IT.33)

resultado este gue mostra novamente que os resultados do forma-
~lismo hidrodindmico nao diferem dos do formalismo usual.

A partir do conhecimento de A podemos obter as

(n)’

linhas de fluxo para qualquer estado, integrando a . equacgao
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'vi = dx/dti; para o estado fundamental as linhas de fluxo sao:

wti |
X = Ae (IT.34)

l

. onde A & uma constante que ndo altera as propriedades fisicas do
iéistema.'ObSe:ve~se que obtemos os valores positivos de x(x > 0)
com valores positivos de A,‘e valores negativos de x(x < 0) obte
mos.com valores negétivos de A. Para oﬁtros estados as solucées
que forneéem.as linhas de fluxo nado sao triviais. Os graficos
oA 5B A
IT.7, IT.8 e II.Y9 mostram a componente imaginaria da velocidade
como fﬁncéo da posigao para os trés primeiros estados do oscila-
dor harmdnico. Note-se. que para os estados excitados, v, apre -
senta pontos de descontinuidade, vortices, correspondentes aos
noés da funcgao de onda. Esta descontinuidade de v, representa a
maior dificuldade computacional para o formalismo hidrodindmico;
por outro lédo, o numero de divergénéias caracteriza o numero
quantico do estado.
- + 2 9
Os graficos 10, 11 e 12 mostram as linhas de fluxo pa-
ra os trés primeiros estados do oscilador. Para cada caso as li-
nhas de fluxo convérgem para alguns pontos caréctefisticos e o
nimero dégtes pontos serve para a classificagao do estado. As~
sim, para o primeiro estado temos somente um ponto caracteristi-
co (x = 0}, para}o segundo estado temos.dois pontos caracteristi

. P e .
-4 , -
cos (x = + a = v HE) e para o .terceiro estado temos tres pon-

tos caracteristicos (x = 0, X = + v égl).
. - w )

5. OSCILADOR HARMONICO BIDIMENSIONAL

Obteremos agora as linhas de fluxo e as trajetorias pa
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ra o caso de uma particula de massa "m" em um potencial do tipo:

1 2 2 2
= = X" o+ I1.35
‘V(X’y) 5 Tw ( + y7) ( )
Neste'céso, as solugoes para vy podem ser decompostas em duas

componentes ortogonais, ou seja:

> o —~ - )
vy = Vi(x) X + Vi(y) y } (I1.36)

onde V'(x) e vi

i sao solugdes de problemas unidimensionais e

(v)

sao dadas por:

| S B VR W)
wxX - 2n —— - : (I1.37)

v,
i(x) X m Hy, (Jf”ﬁgy}”

i

X ‘4
- rring_, (2 y)
v, = Wy - 2n__° Al By-1 ___J% - (IT.38)
Ly yor o (/B

onde n_ » 1 e ny'} 1. Para o estado fundamental a solugao para

%i = WX R +wy ¥ (II.39)

onde podemos notar que esta solugéo para $i do estado fundamen-
tal é ortogonal as linhas equipotenciais, ou seja, 3iX-$VGgy)=O.
Este fatQ>nos auxiliara na solucéo de problemas mais complexoé
(quando o potencial apresenta um termo cruzado, por exemplo). As
equagdes das trajetdrias para o estado fundamental podem ser ob-
tidas a partir da equagéo (I.29) e, do resultado acima para 61'

obtemos:

y = g X (I1.40)
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onde A e B sdo duas constantes de integracgdo. No caso mais geral
em que as freqliéncias de oscilagao segundo X e y nado s&o iguais,

o resultado para $i no estado fundamental é:

>
Vi = w) XX 4w,y ¥ (IX.41)

onde wy é a freqliéncia de oscilacdo na direcgdo X e w a freqtién

20

cia de oscilagao na direcao y. (O resultado geral para Gi é idén

tico aos dados pelas equagdes (II.37) e (II.38) onde substitui-

=
mos por w; € w, respectivamente). Neste caso, 31 x VV(ix,y) #0,

1
" mas mesmo assim $i tem a forma do gradiente de V(x,y) a menos de
" e < 2. 2 205
constantes. (VV({x,y) = m(wlx X + W,y ¥)).
As equagdes das trajetorias para o estado fundamental
sdo agora
w. /W
1
y=8& v (II.42)
ou seja, no caso mais gerai em‘que Wy #imz as trajetorias depen-
dem da relacgao wl/w2 (isto ocorre mesmo para estados excitados).

Para estados excitados as solugdes gue fornecem as

équagoes das trajetérias ndo sdo triviais. Os graficos 13,14,15,

16 e 17 mostram as trajetdrias "y" como funcdo de "x" para al-
guns estados do oscilador harménico bidimensional isotrodpico
'(wl = wz).

Consideraremos agora o oscilador harménico bidimensio-

nal perturbado cujo potencial e& dado por:

Vix,y) = % inxz + % mmgy2 + axXy (IT.43)

onde w, e w, sao as freqliéncias de oscilagao nas dire¢bes X e §

respectivamente e o € uma constante tal que w,u, > a/m (de sorte
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“que as linhas de nivel sejam elipses no plano xi com centro .na'
origem dos eixos coordenados),m sendo a massa dé particula. Esté
problema pode ser tratado por teoria de perturbagao, onde obte~
mos um valor aproximado_da energia do sistema, 6u podemos obter
o valor exato da energia resolvendo a equacgao de Schrédinger di-
retamentz. Para ilﬁstrar o0 formalismo propostoc procuramos a ener
gia'dblestado fundamental para este problema procurando uma solu

¢ao para a equacgao:

oV, ;
! ! ix (x,y)
E - V(x,y) = 3 ( 5% +
+v32iXi§LXlg 21 mv2 _ X mv2 (II.44)
Sy 2 T ix 2 Uiy )
Para a = 0,.conhecemos as solugoes Vig T wyx e viy = W,y onde

- . . .~ ->
sao satisfeitas as condigoes vy e guando x » © e/ou y + « e

- . _ .
V x %i = 0. Alem disto, vimos que Gi tinha a forma do gradiente

de V(x,y). Neste caso:

>
IV = (mwix + ay)X + (mwgy + ax)y (IX.45)

assim temos agora solu¢oes da forma:

14

vix(x,y) ajx + a,y

1
(I1.46)

b,y + b.x

onde al, a? e bl’ b2 sao constantes a determinar. Como V}{?i =0,

obtemos a, = b2 = a_. Substituimos agora as expressdes de

o)
vix(x,y) e viy(x,y) na equagao (II.44), obtendo o seguinte siste

ma de equagodes: , |
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5 )
E = -'2- (al + bl)
2 _ a2 + a2
Wy =4
(11.47)
2 2 2
Wy = ao + bl
B =a, (a; + bl) -
onde B = a/m. Resolvendo o'sistema achamos:
5 5 wi + mg + 2/ wiwé - 82 |
ao = B [ 5 R 5 ] (II.48)
(U.)l '- (,02) + 48
2 2 2 2
WS o+ ws o+ 2 Y wies -8B
a, = (02 - g2 (2 L2 ) 1/2 (IT.49)
1 1l (wz _ w2)2 + 4 B2
1 2 }
2 2 2 2
wy + w, + 2V wiw, - B8
by = [w? - 8% (2?2 L2 y 1/2 (II1.50)
1 2
Observe-se que para o = 0 obtemos o resultado E =‘% (@l + mz), e

| : .
que, no caso de um oscilador isotropico, o resultado para a ener

gia é:
R M /01~ g2/t (IT.51)
gue podemos reesérever como :
E=D2 (v 187 ey 1 - 80 | (11.5?2)

Este resultado (exato) pode ser comparado com o dado pela teoria

|
I
. de perturbacao, expandindo-se os radicandos para B << w. vVé-se

que os resultados sao idénticos.
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Ao analiéar os resultados até agora obtidos, podeﬁos’
constatar que o divergente de 31 para o0 estado fundaméntal do os
cilador harménico &€ uma constante, constante esta gue representa
a energia do sistema. Mostraremos agora gue, mesmo no caso mais
geral quando as linhas equipotenciais sao elipses no planb Xy
(com os centros néo necessariamente no centro dds eixos coordena
dos}, a divergéncia de 31 é uma constante e representa uma caiég

teristica do oscilador harménico no estado fundamental. Para is--

->

so partimos de V..zi = constante, ou seja:
vy (x,Y) .
e = cl ' vxx(x,y) = CyX + fl(y):
: (IL.53)
avi (x,vy) » '
— : = ¢ £ :
3y Sy viy(x,y) CLy + “z(x).
Como o rotacional de $i € zero temos:
df,  af ;
1 2 ;
&y ax (I1.54)
e portanto:
fl(y) = ay + b
(II.55)
fz(x) = ax + d .
Logo, as solugoes possiveis para Vig © viy sao:
| Vig T €X .+ ay + b
(I1.56)
viy = Cyy + ax + d
gque sao solugdes para o problema cujo potencial é:
_ . 1 2.2 2.2 - :
Vix,y) = 5 mwlx + % mwzy + axy + Bx + vy (I1.57)
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onde a, B e y sdo constantes que satisfazem as condigoes necessé'
rias para que as equipotenciais sejam elipses no plano xy. A

energia para o estado fundamental e

. A 2 2 2 2 a 2 2. .
E = E (/(L)l - a + v UJ2 - a ) - ['-z—r—r{ (B + Y ) +
2 2
B Lo42 Yo _ .2, _ avB 2 2
+ > (w a®) + o (wl a“) - (v W a +
P/ wd —ad)] (@ - /W - v wd - et (II.58)
2 1 2
onde a & definido por:
2 wz + w2 + 2 7 wzwz - 0L2/m2
2 o 1 2 172
a® = = ( 5 ——— 5 ) (IT.59)
me (w{ - wz) 4 0 /m

i
Como exemplo podemos considerar um oscilador harménico bidimen -
sional locallzado em campos elétricos transversos, ou seja, um

potencial do tipo:

1 2.2 1 2.2 . '
Vix,y) = 3 mw X"+ 5 Mw,y o - qe X - qeyy _ (IT.60)

onde "g" € a carga da particula cuja massa € "m" e e, © ey repre

sentam os campos elétricos segundo as diregdes X e y respectiva-

mente. Como agora o = 0, a equagao (II.58) fornece:

Ho. 2?2 q°e?
E = 2; (1 - ‘2) s —2 (1 ———%) (II.61)
m%mi 2 mﬁwz -

resultado este, que nos € familiar. No prdximo capitulo, quando
da aplicacgdo do formalismo hidrodinamico & fisica molecular, es-
tenderemos as idéias aqui desenvolvidas a hamiltonianos que re-

presentam interagOes moleculares para os quais nao ha . solugao

analitica da equagao de Schrddinger.
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GRAFICO II.l1 - LINHAS DE FLUXO PARA O ATOMO DE HIDROGENIO NO ES-

TADO FUNDAMENTAL. (n = 1, & = 0, my = 0)






GRAFICO II.2 - LINHAS DE FLUXO PARA O ATOMO DE HIDROGENIO;

ESTADO (n.= 2 , 2 =0 r My = 0)
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GRAFICO II.3 - LINHAS DE FLUXO PARA O ATOMO DE HIDROGENIO . ESTA-

DO n=2, & =1, m, = 0)



Lu'i’é
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GRAFICOS IT.4A, I1.4B e II,4C ~ TRAJETORIAS r = r {8) (ANALOGAS A0

PROBLEMA DE KEPLER) PARA ALGUNS

ESTADOS DO ATOMO DE HIDRQGENIO.



N= i L
Nz 2 o N
L = My = G : .
A6
N= 2 B
L= Co
f'ﬁl:‘.O / —‘\\
e
\/200
G
ca
AR
Nz 2
P =1
m=t] j

| Qo
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GRAFICOS II.5A e II.SB - COMPONENTE IMAGINARIA DA  VELOCIDADE

QUANTICA PARA OS DOIS PRIMEIROS ESTADOS
DO OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL

(hn=0en = 1)
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GRAFICO II.6 — COMPONENTE IMAGINARIA DA VELOCIDADE_QUANTICA PARA

O SEGUNDO ESTADO EXCITADO DO OSCILADOR HARMONICO

'UNIDIMENSIONAL. (n = 2)
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GRAFICO II.7 - LINHAS DE FLUXO X(ti) PARA O ESTADO  FUNDAMENTAL

DO OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL. (n = 0)
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UJ?;




GRAFICO II.8 ~ LINHAS DE FLUXO. X(ti) PARA O PRIMEIRO ESTADO EXCI

TADO DO OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL. (n=1)



us i’i
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GRAFICO II.9 - LINHAS DE FLUXO X(ti) PARA O SEGUNDO ESTADO EXCI--

!
TADO DO OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIONAL. (n=2)
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GRAFICO II.10 - TRAJETORIAS y = y(xX) PARA O ESTADO FUNDAMENTAL

DO OSCILADOR HARMONICO ISOTROPICO BIDIMENSIONAL.
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GRAFICOS II.1llA e II.11B -~ TRAJETORIAS PARA OS DOIS PRIMEIROS ES

TADOS EXCITADOS DO OSCILADOR BIDIMEN-
SIONAL ISOTROPICO (n, = 1, n, = 0 e

n, = 0, ny =- 1 RESPECTIVAMENTE).
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GRAFICO II.12 - TRAJETORIAS PARA O ESTADO n, = 1, ny = 1 DO OSCI

LADOR HARMONICO BIDIMENSIONAL ISOTROPICO.
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GRAFICO II.13 - TRAJETORIAS PARA O OSCILADOR HARMONICO BIDIMEN -

SIONAL ISOTROPICO ESTADO n = 2 e ny = 0.
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CAPITULO III

FORMULACXO HIDRODINAMICA APLICADA A FISICA

MOLECULAR

1 - INTRODUCAO

Iremos tratar agora da aplicacao do formalismo hidrodi
namico ‘a:. alguns problemas discutidos em trabalhos de fisica mo-

lecular[4a’4g’50]

. Analisaremos inicialmente o hamiltoniano de
Barbanis, que nos fornece um exemplo simples de acoplamento. Ve-
remos que, por analogia com os resultados obtidos no Capitulo II
para o osciiador harménico bidimensional, podemos obter as ener-
gias de alguns estados para o sistema de Barbanis. Estés valores
sao préximos dos valores obtidos na literatura através do célgu—

[48,49] [50,51]

lo variacional linear , ou de métodos semiclassicos

2.~ O HAMILTONIANO DE BARBANIS

2.1 - O Hamiltoniano"Isotrdpico"de Barbanis

[48,50,52)
é

Em trabalhos recentes tem-se estudado o cara

ter irregular dos espectros moleculares, propondo-se modelés mole
culares que tratam as moléculas como um conjunto de osciladores
acopladoq,de sorte que o hamiltoniano que as descreve nao e
integravel.

Um hamiltoniano - muito estudado[48’49’50’5§] co-

mo modelo molecular é o hamiltoniano isotropico de Barbanis:
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P2 P2 : R
Hzﬁ'+5}é+%“‘“2(xz + y?) - axy? (III.1)

onde w é a freqtiéncia de oscilacdo segundo as direcbes X e y. O
termo axy? expressa o acoplamento entre os osciladores (sendo
"a" a constante de acoplamento) e p € a massa reduzida do siste-
“ma. |

i Como consideramos estados estacionarios e as funcgoes
de onda que descrevem o sistema sdo reais, utilizamos a equagao
de Schrd8dinger sob a forma dada na equacgao (I.Zi), ou seja:

E - Vi(x,y) = ) v. Vi T3 Pvi . (III.2)

_ N '
Expressando v, em termos de componentes ortogonais:

> ' - ‘ -
v, = vix(x,y)vx + yiy(x,y) Y . (ITI.3)

:ﬁtilizando o potencial dado na equagao (III.1l) obtemos:

f

oV, V.,
1 2 {42 2y 2 _h ix 1 2 iy 1 2
E-—2 Hw? (x -fy ) + axy =3 7w 5 uvix-+2 3y 5 uviy
(III.4)
Para obtencao dos niveis de energia do sistema, comeca-

mos por observar que estamos tratando basicamente de um oscila-

dor harmdénico bidimensional. Vimos no capitulo anterior, que, para
. - . > - ~ ,

este problema, no caso 1sotrop1co@vi e ortogonal as linhas equi-
L : . > ,

potenciais e que em um caso mais geral Vi tem a forma do gradien

te do potencial. O gradiente do potencial dado no hamiltoniano

em (III.l) é:

-> 0 - -
VV(X,y) = (uw?*x - ay?) X + (pw?y - 2axy)y (III.5)



‘assim, considerando que temos um acoplamento no potencial espera
> - - : ~

mos que V. tenha uma forma alterada em relacao a da expressao dada

« R . . - .

em (III.5), ou seja, estimamos que as componentes Vig © viy de vy

para o estado fundamental do sistema de Barbanis sejam dados por:

) vix(x,y) T ax+ bly + b2 _ (ITI.6)
viy(x;y) = by+ C XY (Irr.7)
onde a,vbl, b2, b e cy sao constantes que'devem ser determina -

das, como veremos a seqguir, a fim de gque se obtenha a energia do
sistema. Observamos agora que, como estamos buscando uma solugao
aproximada para a equacao (III.4), podemcs calcular a energia mé

dia do sistema através do valor esperado do hamiltoniano: |

o . .
<E>_ = [/ Hy dx (IT1.8)
onde Ve € a fungao de onda (aproximada) gue descreve O . estado
fundamental do sistema caracterizado pelo hamiltoniano H. Como

Hwo = Ewo, utilizando (III.2) podemos reescrever a equacéo (IT1.8)

como:
- | '§~+ e 1 . 3, o
<E >, = fff(2 V. v, - S5 Wvio¢ V) pdix (I11.9)
onde p = lwolz é a densidade de probabilidade.

273 = . -
Antes de comecgarmos a utilizar a expressao aproximada de v, para

>

o calculo de < E >od’ devemos notar que, como V X 31 = 0, temos
cq = 2bl, assim reescrevemos v, e viy como:
— 2
vix(x,y) = ax + bly + b2 (IT1.10)
§ -
Viy (X,7) = by + 2b) xy (III.11)
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‘introduzindo agora 31 dado pelas equagoOes (III.10) e (III.1ll) na

expressdo para < E >, o dada em (III1.9), obtemos:

colo, 1, ey -
(a-+b)-—5ub -Sub} S/ (y +4x?y?) pdxdy (III.12)

2 2 —00 —00

T

<E>673

onde determinamos ' a, b, b, e b2 atraves do sistema de equacoes:

1

w? = 7a2

e ,
W b? + 2blb2

(IIT.13)
o = - ubl(a + 2b)
biﬁ = uab2
cuja soluCéo leva a seguinte equacdo para b:
b4 + wb?® - % w?b? - w’b + % (y? - w4) =0 (II1.14)
)
onde: y? = 2o’ (III.15)
u’w

Notemos agora que a determinacdo de < E >0 envolve o conheci -
mento de p, assim a partir das equagdes (III.10) e (III.1ll) de-

, terminamoszwo(X7y):

COAGX2 A.y? ALXY? A,X
s Bexp [ - —— - 20,37 L 248 (11I.16)

v

o(x,y) 2 2 2 .2
L. o bo _ ub 20 _ 20
onde: Al =& ! Az =R AB A, =

= ’ — e ——
HA(w + 2b) 4. Lw (w + 2b)

0 valor da constante A tiramos da normalizacdo de wo’ ou seja:

! 400 4o =A% = A, Y2 + A Xy? + A, X
la|z7r s et 2 3 Y axay=1 (II1.17)

0 oo

a integral pode ser avaliada expandindo-se os dois ultimos ter-
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mos do integrando em série e desprezando-se termos de ordem su-

perior, assim:

e 22 A2 AP y?
1[A12£: {; (l4—§4x-+7;>ﬁ + >\3xy2 +X4A3X2y2-+7§ x2y4)e 2 dxdy = 1
(II1.18)

integrando agora todos os termos, obtemos a seguinte solucao apro

ximada para |a|’:

. (1)) 2 )
|al® = (I71.19)
: ) : 2 2 3
A3A4 A3 3A3 9x3
m( 1 + + + + )
’ 2 242
4A1A2 4A1A2 : 16A1A2 l6Alx2
oObserve-se que para o = 0, obtemos o resultado para o oscilador
harmoénico bidimeﬁéional,lA{zé (klkz)l/z/ﬂ, e que o denominador

na equagao (III.1l9) é na realidade uma série de poténcias em «a.

Isto nos mostra que a estimativa feita para Gi é semelhante 3;

da teoria da perturbacao, apresentada recentemente por
) l

Aharonov e Aul°4:331

A partir das equacoes (III.1l6) e (III.19) podemos de-
terminar aproximadamente os dois ultimos termos na expressao pa-

ra <E>OO dada na equacao (III.12) ou Seja:

© i 2 ’ 32 15\ )2
T y4xxb<dy5*—uﬂ—lL——-{—1-+ 4,473,105 73 411100
X

2 64 4
2 3
(Alxz)l/Z Az lGAlAZ 16A1A2 Al 5
e -
5 e 2 303 9r,LA 45)2
£+ st 4x?y? pdxdy = JA]“ { 1., 4,3 4. 3 }
= - 2 214 2 243
(Alxz)l/z Alkz 4A1X2 4A1A2 16A1X2
(III.21)

Devemos notar que as solugbes propostas tém um limite
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‘de validade que € imposto pelo valor do pardmetro de acoplamento
0. Assim, estudou-se o comportamento das solucgdoes com relacgao a
variac6es em . Para tanto, calculou-se <E>OO para diversos vélg
res de o desde 0,01 a 0,8 e verificou-se a estabilidade da dife-
renga entre a energia do hamiitoniano nao perturbado e do hamil-
toniano com perturbagao (AE = Eoo - <E>OO). Os resultados estao
apresentados na tabela I eno grafico III.1, onde se pode constatar
que AE é aproximadamente estavel para valores de o até 0,20. Pa-
ra valofes de o acima de 0,20 uma pequena varfagéo Ao, no paré@e-
tro de acoplamento, acarreta _uma variacao muito grande em AE, o
gque nos indica qﬁe as solugéeé nao sao estaveis e, portanto,a hi-
: éétese inicial sqbre ;i perde, sua validade. No formalismo usual
isto correspondeAao fato de que nao podemos usar teoria da per -
turbagao quando o acoplamento &€ grande.

A obtencao da energia do sistema para estados excita-

dos pode ser conseguida, utilizando-se os resultados do oscila-

dor harmoénico. Aésim,para o estado correspondénte an, = 1 e
'ny =0 escrevemés:
_ ) bg
Vig = ax + blyz + by - :i
(ITT.22)
viy = by ; 2bl}<y
sendo a energia do estado dada agora por:
| <}3>lO =‘§l— {a+b) + ha - —?]‘lubé -
--;- if“’{ +4Ay)dedy+ubf THby? +b)p—§_di-
(I11.23)

onde b3 = /4 e os coeficientes a, b, bl e b7 estao determina -
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‘dos pelo sistema (IIX.1l3). A densidade de probabilidade deter-
‘minada por‘(III.22) € agora dada por:

i

p(x,y) =1Arx2 exp { - Alxz - A2y2-+A3xy2-+A4x} (I11.24)

onde A A Ay © A, sao definidos como antes e avaliamos |A|® a

17 727 73

partir da normalizacao de y» o que nos fornece:

C1/2
L (yr) |
In]® = —— . (IIT.25)
2 4
LA, 322 ) 3005 ) 93 - |
27y 8] 8Aih,  32a)03

Podemos agora estimar as integrais na expressao para <E>lo,

que resulta em:

2

e 2 9 A 45X\
s sseay = B N
(Alxz)l/Z 8K1X2 32A1X2 32A1A2
A segunda integral fornece:
e A o 3 15 A, 45X30,
AN 4x?y?p dx dy = { - o+ —— 1} (I11.27)
) 2h Bghy By
e: ;
Py by dxdy o laln e T
0~ 1l 2 X 1/2 1 4x. 2\ 81 }\2
' (Xlkz) 172 172
A A
e by s 3, (ITI.28)
ZAl 4A1K2
Para o estado em cue . n, = 0 e ny = 1 as com-

-»> ~
ponentes de v, sao:
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ax + bly2 + b

<
3}

ix 2

(ITI.29)

i

viy by + 2blxy - b3/y

e como antes, a energia é:

. 1 o 1 e 4
<E>Ol—§(a+b)+‘hb—§“b2—§'ubl_j::ifm (Y +

RS - . ] I - . .o ol :
| + 4x*y?)pdxdy + 2%ib; _f:)oif_;wx pdxdy (III.30)
‘ - Il

: 6nde ja foi substituido b3 = H/u e plx,y) r calculado a partir de

(III1.28), € dado por:
p(x,y) =[a]"y? exp (= A;x? = A,¥* + Ayxy? + A,x )} (III.31),

0 que nos permite avaliar as integrais na expressao de _<E>Ol de

forma similar aos casos anteriores, ou seja, temos:

L (a2
|al?= - —— (II1.32)
_— A 3330, 15 A3
7 (- + + ot =)
20, BAjA, BN 32hghy
e as integrais fornecem:
o | Vo2 15 A2 105A.x, 945 A2
5o y{pdxdy:: la]*n (li .o 43 . 344+ 35)
' ‘*1*2)1/2 85 32A25 323;A5 1281
‘ (I11.33)
e: -
e YE 9A%  45x,1, 315 A2
[270rTaxy? paxdy = METME (= 242 b 2)
. ‘Alxz)l/z 202y BN B AJA, 32035

l(IIi.34)
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3

c ) N
[T xpdxdy = |a]" n (—— 32) (ITI.35)
(h, a0 /2 AAgry By :
1 2 _
~Outro estado analisado corresponde a n, = ny = 1; nes-
te caso:
= : 2 L
Vig = @X + byy® + by - by/x
‘ (ITI.36)
viy = by + 2blxy - b4/y , K
e o resultado para a energla €:
B> . =B(a 4+ b) +h(a+b) - +ubl é l f*?*w(y4 +
11 2 2 2 L0 Loo

+ 4x2y2)p dx dy +18 f+°°f+ (bly +by)o ——X+ 7nblf T x pdx dy

(III 37)

onde”&zu@ﬁzmxos resultados b, = A/u e b4 =*H/y com os demais-

3
coeficientes determinados a partir de (III.13). A fungao de onda

para este‘eétado;'determinada a partir de (III.35) é:

by (Xpy) = Axy exp { - - + + }

(IIT.38)

! . - -~ M . ~ .2'\
sendoc que sua normalizacao leva a seguinte expressao para|AL:

o \ (A 1)1/ -
|a]* = ; - (III.39)
~ 1 30 9 a0, 452 ,
T { + + +
4a 2, 16A]A, 162123 64A1A2

F O

Estimando o valor das integrais no resultado para <E> encontra

11
mos: | ' o |
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- . . N ,)\2 )\ )i > ) )\2
f+°°f+°°y4 pdx dy = |2l (—i2 B B +‘?835 3
o 00 o OO . 3 ‘2 3 2 [ 2 S
o ~-(A1A2)1/2 16A145  64A7h,  64X1), 256A1A2
| (ITI.40)
e: .
" o i 45)° 225X X
[T axty?odxdy T LYGE I i — 342 + 3 f
e OO wm OO ) ) 3
. (Alkz)l/z 16A1A2 64274, 64 Al
157513 |
+ ) (III.41)
256)\11,
e as dq@s,ﬁitimas integrais fornecem:
. AR 32 15)
co Az
S P by? +.b)p Y - [A[" o (b, (—2_ 3 .
(Alkz) 172 172
» A 3
+ by | T 32 (III.42)
A
AAhy 8L,
e:
s ‘ 32 9 A
0 4 © Az. .
[T T xpdxdy = 2] ( 42 + 232) (III.43)
- (Alxz)l/z 8A,h1  16X3A5

Os resultados acima foram verificados para dois vaio—
res diferentes de a, a =1/10 e o = 1/9, e comparados com 0S re-

sultados apresentados na litératura{48'53]

, conseguidos através
"do método variacional linear. Os resultados sdo apresentados nas
tabelas II e III, nas quais dispomos na primeira coluna os valo-
res das energias em primeira aproximacao, ou seja/desprezando-se
as integrais nas expressoes para <E>. Na segunda coluna estdo os

valores da energia (indicada com asterisco) .considerando-se ~0s

resultados aproximados das integrais, e por Gltimo damos os valo



76

res encontrados na literatura. Deve ser notado que as diferencgas

percentuals. aumentam para niveis de energia mais elevados; isto
implica, primeiro, que para estados excitados mais elevados deve -

mos abandonar o uso de uma primeira aproximagao e, segundo, que de

vemos utilizar um maior nUmero de termos no calculo aproximado

das integrais.

Como foi dito, nossos resultados se baseiam no fatb de
que o potencial estudado toma a forma de um oscilador harmdnico
para o = 0, e neste caso as equipotenéiais sao circunferénciasno

. plano xy. NO@ﬁﬁth)III.Zrm$tramx; as linhas de nivel do potencial
vde Barbqnis para diversos valores de o, onde se podé constatar o
efeité do parémetro de‘acoplamento na deformacao das linhas de
nive} moétrapdofnos claramente o porqué da instabilidade de AE
(éféfﬂi)IIi;l)txmyo crescimento de o, pols neste caso as linhas dg
nivel ndo podem ser tomadas como sendo aproximadamente circunfe-
rénciéé. Nos'gr‘éficos IIT.3A e II1.3Bapresentam-se as linhas correspon -
dentes a §ix e vi? constantes (para o.estado fundamental) ; bdeve
ser notada avdeforﬁaCéo destas linhas quahdo comparadas com o ca
so.a =0 (o‘que fornece as‘linhas paralelas no»eixo Yy © X respec
tivamente).ffgréfﬂx>III.4n©stnaas linhas de nivel paré a funcao

de onda do estado fundamental (equacao (II1I1.16)), onde podemos

ver a semelhanga destas linhas com as equipotenciais. -
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2.2 - O HAMILTONIANO ANISOTROPICO DE BARBANIS

Nesta secgao utilizamos o formalismo hidrodindmico pa-
ra analisar. | o sistema descrito pelo Hamiltoniano anisotxrdpico

de Barbanis:

p2 p?
H‘= _X '+ Y + .]_‘ u (wixz + w§y2) - ()(,Xy2 (ITII.44)

2u 2y 2 ,

>

A ,
onde w, € w, sao as freqliencias segundo as diregoes X e y respec

tivamente. Para este sistema as solug¢des aproximadas para Vig ©
viy também sao dadas pelas equag¢des (III1.10) e (III.1ll), e o va-

lor médio da energia para o estado fundamental é&:

‘ 1 1 +oo oo 4
(a +b) -3 ub;-——z— ub?if_m.[_oo(y +4x?y?)pdx dy

Y

ok

<E>
(e]e)

“(II1.45)

onde determinamos a, b, bl e b2 através do sistema de eqﬁagées:

wi = a?
v < Bt 2y | (111.46)
a = -ub; (a+ 2b)
biﬁ = pab,
cuja solugao leva & seguinte equacgao para b:
bf+@1b’+‘%wi-UG)b’-wlwéb*-%'<Y’-wiw§)= 0
| ‘(111747)
onde: y? = 2B o - (III.48)
LMy

Como se pode observar, a diferenca entre os sistemas
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isotrdpico e anisotrdpico consiste basicamente nos polindmios
achados'parg bv(equacées (IIT.14) e (II1.47)), sendo que desta
forma, apos a determinagdo dos coeficientes, podemos utilizar.tg
dos os resulﬁadoé encontraaos para 0 Hamiltoniano isotrépicé. No
entanto, para o sistema anisotropico,a validade de nossa aproxi-
magdo ndo depende . unicamente do valor do pardmetro de aco-
plamento (que deve ser pequenoj} , mas,témbém do grau de anisotro-
pia do sistema. Isto advém do fato dé qﬁe para o oscilador ha;mg

. 3 . . ] ol ] -* - 0
nico bidimensional anisotropico v, e aproximadamente ortogonal

- ] y A . 3, 1] . -~ . 0 ]

“as linhas equipoténciais quando wy = oWy Assim verificou-se a es
Py ) ~ . - . P
tabilidade das solugoes de maneira analoga ao caso isotropico,
mas considerando-se agora o = 0,08 e variando-se a diferenca

Aw = Wy = Wy desde 0,02 até 0,90. Os resultados estdo apresenta-
dos no grafico 6, que mostra a variacdo que AE = E,o — <B>_, 89
fre com o aumento de Aw. Note-se que AE € estavel até aproximadg

mente Aw = 0,5.

Os resultados para o sistema anisotropico quando ¢= 0,1,

w, = 0,81 w) e w = (0,1)1/f,e para o = 0,08 com w, = 6?2 e
Wy = (0,9)1/2 estdo apresentados nas tabelas IV e V, sendo a dis
posicdo de valores feita de forma igual ao caso anterior. Agui

deve ser notado éue as diferencgas percentuais (para os valores
dados em primeira aproximacao) sao maiores do que aquelas para o
caso isotrodpico e isto indicé que devemos tomar um maior numero
de termos ao avaliarmos as integrais, para que -se consigam melho-
res resultados.NogﬁéfiaaIIIJSestéo’apresentadas algumas linhas
eqhipotenciais para o sistema anisotrépico como funcao da dife -
renga Aw; note-se que a medida que Aw cresce as linhas de nivel
deformam;se‘afastando—se cada vez mais do caso ideal, que corres

ponde a elipsés no planc xy , fato que estd intimamente relaciona
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'do com a estabilidadé das solucbes (grafico III.6).

3. O OSCILADOR HARMONICO TRIDIMENSIONAI, ACOPLADO
‘Nesta éeéao qamraUzamge os resultados anteriores, ana
lisandoﬂﬁv'um sistema descrito pelo Hamiltoniano:

P2 P2 P2 .

H=-2X4 X, 2, 1 pw? (x? +y? +2?) —olyx? +yz?) (III.49)
. 2u 2u 2u 2

onde U é& a massa reduzida do sistema, ,woa freqliéncia de oscila-

cdo, e a o pardmetro que nos fornece o grau de anarmonicidade do

sistema. Neste caso o gradiente do potencial é:

R S

> . ; ’
VWIx,y,2) = (pw?x - 2axy)X + (pw?y - ax? - az?)y +

+ (Lw?z - 20yz)Z (III.?O)

N . : T
1 Desta forma, analogamente a situacgao anterior, propomos as solu-

~ N .. + .
+ goes aproximadas para as componentes de v, (para o estado funda-

‘mental):
_Vix = aox + alxy
B , L, _
Viy = boy + blx + bZZ + b; _ (ITI.51)
Vi, = €2 * c,y2
ohde, usando-se o fato de que 6 X 31 = 0 obtemos as relacdes

a; = 2b13e Cq = 2b7. Observe-se que tanto para o problema de Bar
banis como para este caso, as componentes de 31 correspondentes

as coordenadas para as quais o Hamiltoniano €& simétrico sdo sem-
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pre antiSSimétficas e para as. coordenadas em que o Hamiltoniano
ndo tem simetria definida a componente de-Giconstmﬁbnte também'
ndo apresenta uma simetria definida. O valor da energia é obtido
inserindo-se os resultados expressos em (III.51) na equaééo

(ITII.9) o que fornece:

. 1 . 1 , A4 4@ 400
+Co)—- pb3-2 Ubl.'_[oo_'.[oof 4

2 <0 (X +

<E> = - (ao+bO

¥ 4x?y?)pdxdydz - > ub3 772" + 4y72?) pdxdy dz
(I1X.52)
onde as qpnstantes ao"bo’"co’ bl’ b2 e b3 sao determinadas a
partir do sistema de equacoes:
2 _ a2
, W' = al + 2bby
(1)2 =b2
2 _ 2
w* = cO f 2b2b3 1 | (III.53)
@ = -uby{b, + 2a).
a = —14bé(boﬁ+ 2coj

ﬁ(bi + bé) = ybbbé

A solugao exata deste sistema de equagles leva a um polindmio de

alta ordem, cuja solugao numérica € dificil. Assim, observando

que a e ¢ diferem apenas levemente de y resolvemos o sistema

(o)

em primeira aproximacao:

b.b
R e
&g T w - —
b.b
| . 2”3
| cO e w
by = - > ©(III.54)
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b, = - a
- ulw + 2co)

b, = - ah ( 1 N 1 )

2
w + 2a w + 2¢C
How o) o)

cuja solucao leva ao seguinte polindmio:

3

5 e 3y o4
+ (2,\o - 27w?) X - lkaoX +

x7 < 9ux® & 27u7x

b 272X X% - GuA® = 0. (III.55)
O (@]

2021
onde X = w + ?co e Xo = anf

"6 polinémio acima (bem como no caso de Barbanis) foi resolvido
através do método de Newton e divisdo éintética, usando-se sem-
pre dupla precisdo. Apds a obtencao dos coeficientes calculamos
a densidade de probabilidade para o estado fundamental a par;ir

das equacgdes (III.51):

P(x,y) =lAﬁ exp { - Alx?- Azyz-— A3zz +)\4yx2 +
+ A5yz + A6y } (IT1.5%6)
5 _
onde A\ = Eig A = Hw A = ESQ A = - _Eil by = - Zubz
1 A " "2 o " 73 n ' T4 n ' 5 n !
:2ub
A, = - 3
6 &

Para o cdlculo de A, a partir da normalizacdo da funcdo de onda
obtida, desenvolvemos os ultimos trés termos de p em série de po
téncias e tomando-se apenas Os primeiros termos das séries, o re

sultado aproximado péra[AIzé:



&2

: 2 | .
Ia)? = Vo ApAni, (1. 303 . Ag g . 3xg )y
- 3/2 :
m lGAlAZ 8X1AA3 32A1A2A3
2 2 .2 2 2
. 3%s 275 My -, 9 Agrgiy . 9 Xgrgrs -1

+
2 2,22 2.2

Q proximo passo para a determinagdao da energia do sistema consis

te em avaliarmos as integrais contidas na equacao (III1.52). As

duas primeiras integrais fornecem:

A3y

] (ITI1.57)

: ' 2 3/2 105 )’
o ) [o% A
ST e anayass 22
‘ ) (Aphyh3) 42]  64x1A0y
. 2 2 2
15 a2, 105 Ajhg g Aghy
* * 4 * ' y_2 2 *
32030503 E4A A0y 64250005 1637A5)5
15750 (AcA
N 67574, (III.58)
256A1A?A3
e:
2
2 3/2 | 45)
f f f “4x?y?pdx dy dz = BV ) { r o, 4,
2 1
(aphg) /2 Arha SISEY
2 2
IMchy 4525 Mg 675A4A5 |
+ il + - +
8A1A3A2 R S TERE L EEY SNSRI
2250 A.): 135 Ar
* f > s 614> >} (III.59)
64 A]A5ny 64 x2x1x3
‘As duas ﬁltimas integrais avaliamos em:
;-I " 23/2 9)\2
fr::‘jf-:ooof-l'eo Z“p dx dy dz = IAl"ﬂ' 37 + 4 N
(A1) 3)1/2 A3 64N1Ap3

9X
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2 . 2 2 2
150 4y 45152 1052¢ 9451 Ay
+ .3 + 2 > T gt 2,2, 4 "
32A1A2A3 64X 05 64X, A, AT A5 A,
135X, 0.2 315x, A2
- 136, 120y (III.60)
256X 0,05 256123 :
e:
» 2
o 4o 4o 12 3/2 9
_{;_f:f_{; 4y?z?pdxdy dz = A { 1 + 242 +
_ 1/2 A, 1623 A5
(A1 A523) 273 17243
. 2 2 2.2
3A40¢ 27x455 45 675 Myhc
' 21, A22% ' 32(A A 0o) " ! 162222 ! 512322222
17243 12273 23 A1raA3
13532 225X, 222
* f f S : f'f (III.61)
64 MM A% 64 A A3A] .
Observe-se que os resultados para as integrais foram obtidos

s ' _ |
com um maior numero de termos do que no caso do Hamiltoniano de Bar

banis; isto se deve ao fato de que o sistema tridimensional estu
dado é duplamenté acoplado o que requer uma maior precisio .no
calculo da enérgia (Se, por exemplo o sistema possuisse também um
acoplamento entre as coordenadas x e z, teriamos um maior numero
de termos na expressao para a energia e, além disto,para uma aprg
ximégéo de mesma ordem, as integrais a avaliar forneceriam . um
maior nimero de termos). |

Os reSﬁltados anteriores foram verificados para o céso
emque ¢ = 0,1 , w =V 0,1 , hy = l>{10~3 ey = 1, estando os re -
sultados épresentadoé na tabela VI- Observe-se que calculamos com
maior precisao apénas a energia correspondente ao estado funda -

mental (o valor assinalado pelo asterisco) sendo os demais resul

tados apresentados, calculados desprezando-se as integrais nas
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expressdes para <E>.’

4. O SISTEMA DE HENON - HEILES

Veremos agora uma Gltima aplicacgdo do procedimehto uti
lizado até aqui, para obtencao do valor aproximado da energia de -
alguns estados para o potencial de Henon-Heiles. O sistema de

Henon-Heiles é descrito pelo Hamiltoniano:

p2 p2 ' . ‘ '
=2 XLyt oalyx? -ty (III.62)
22w 20 37 o

onde, como nos casos anteriores, representamos por o O parametro
de acoplamento. Para estimarmos solugdes aproximadas para Vig ©
l.viy tomamos o gradiente do potencial:

- ' :
VW o= (pw?x + 2ayx)X + (pw?y + ax? - ay?)y (II1.63)

_ Desta forma tomamos como solugbes aproximadas (para o estado fun-

-damental do sistemé):

<
|

ik ax + 2b3xy (III.64)

i

viy boy + b2y + b3x + b4 (ITII.65)

i
. |
onde o segundo coeficiente de "Vix" ja foi substituido por "2b3"
l > :
" de sorte que V x 31 = 0. Deve ser notado que a componente "Vix"

¢

"é antissimétrica em relacdo a "x", devido a simetria do Hamilto-

i .

niano com respeito a esta coordenada. (Por este motivo, o termo
ix /!

constante "b4" & adicionado a "viy" e nao a "v,_ " procedimento

4 realizado anteriormente). Introduzindo "v." dado pelas equa -
] T ' i !
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'qées (IIT.64) e (III.65) em (IIT.9) obtemos para a enefgia do eg‘

tado fundamental:

<E> =
(e]e]

NIl=y

l.. 2 2 4000022
(a+b ) - zub4-(2pb3-+pb2b3)inj;x vipdx dy -

. %ub%{:ﬁi:y4pchcdy-%ub§£tjt:x“p(h{dy (ITI1.66)

dee determinamos a, b _, b2, b3‘e b4 através do sistema de equa-

o
eoes:
w? = a? + 2b3b4
w? = b° + 2b2b4
a = ub3 (bo + 2a) (I11.67)
a/3 = - ub_b,
ﬁ‘bz +~b3) = ubob4
A solucao exata deste siste;na~ e possivel, mas em vir

tude do polindmio obtido ser de alto grau, acarreta problemas na
sua solugao numérica. Assim, observando-se que "a" e "bo" dife-~-
rem levemente de "wfnresolvemos o problema em primeira aproxima-—

cao, ou seja, resolvemos o sistema:

a =gy - b3b4/wi |

b, = - o/3ub
2 © (II1.68)
by = o i
: ui(2a + bo) |
.h .
_ b41= _— (b2 + b3)
ub

0



‘cuja solugao leva ao seguinte polindmio para

] 8 7 ‘>\O
b 3wb® + 3w?b 5

2
; A b 2(.0)\
j‘ 3 [o3Ne] O _
A+ w-Aobo + 5 - 5 = 0 .

o%h
3w

onde: Ao =

Como anteriormente, calculamos

aproximada para o sistema, a partir das equacgodes

(IT1.65), com o resultado:

3Kp6 4 b5
w O o]
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" b " .
o
3 y
- wkobo +

2

(ITI.69),

a funcao de onda

(II1.64) e

A, x? Ay A A A
1 o 3 2 4
A - - -— 2 = y? =
Yix,y) exp { > 7t YR+ 5y ey
(IIT.70)
u ub 2ub 2ub |
Onde: >\ = —a' 7 x = ——9 7 )\ = - 3 7 = e 2 ’ i
1 # o 4 3 A 3%
N 2ub4
47 xn

O valor de

/2 2

A , tirado da normalizacao de -

Y , € aproximadamente:

1 2
NER (Alko) Ay 3A3 9 k4A3
IAI, F [ 1 + + - + — *
: ZAO l§xox 32Aokl
3X,52 153,052 -1
. f 3,72 334 1 (ITI.71)
SAOAl 16A1Ao
Para achar, : <E>OO devemos avaliar as integrais na

equacdo (III.66), o que é feito utilizando-se a funcgdo de

dada em (III,70)};OS resultados sao: -

onda
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2 4532
o0 o0 A
T xty?paxay = LI {—— 4 233 +
(X, AO)1/2 4xqAg 64AOA1
3%, - 225XA.A%  45).A 3150 As)
+ - 24. + f 3 + f f'+ f f 4 } (III1.72)
8AIA, 64 onl 32000 641 1]
e
’ ' : 15 45)>
f:?;wyup<b<dy_= RIGE. { 32 + ? + 233 +
. ‘*1*0’1/2 9l 8 64aa)
3150, A,  LO5A.A : .
N f 3 . 2 3 } (III.73)
1280125 32 A)AS
. e a ultima integral fornece:
o 2 3 1052
w0 4 00 A
St anay = 2Lr g3 The TN
(Alxo)l/z 4xy 8axy e A
3150 4% 45X 225X A LA
ST PR i LET
128022 32a2a] 256 0))

Devemos observarIQue osvresultados anteriores indicam claramente
que o Hamiltoniano em questdao representa um oscilador harmdénico
mais fortemente élterado qﬁe o Hamiltoniano de Barbanis (dentro
da mesma aproximacgao temos aqui,'uma contribuicdo de maior nime-
ro de termos).

Para este sistema verificamos também a estabilidade das
solqcées_ﬁara diversos valores do parametro de acoplamento. Estgﬁ
damos +0s casos como = 0,5 até a = 3,0 e colocando-se w =1,

U =1ehw = l,25:<10_2. Os resultados estdo apresentados no gra
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4,‘ O
Ny

 fia5;II:7,oqucomo nos casos antefiorés, verificou-se a dependén
‘cia com "a" da diferenga entre a energia do oscilador hérménicd
nao pertﬁrbado e o resultado aqui calculado. Como & visivel, o)
sistema apresenta estabilidade apenas para uma pequena faixa de
valores de o(aproximadamente entre 0 e 1), a partir da qual "AE"
comega a apresentar uma grande variacao para pequenas alteracgdes

", o

em
0 calculo da energia para alguns estados excitados foi,

~feito de forma similar ao do Hamiltoniano de Barbanis, ou se-

ja, para o estado correspondente a nx‘= 1l e ny = 0 usamos:
Vig = af + 2b3xy - bS/X |
. (II1.75)
- 2 2
viy = boy + b2y + b3x + b4

‘Com as solucgodes Vig €V expressas em (III.75), a energia corres

iy
pondente ao estado é:

<E>;, = %(a + b_) +*ha -% ubj = (2ubj + ub,b,) Ifif x2y?p dx dy -
- -;- ub§ f+°°_f_+°?'y"‘p dx dy - = ubgilozloox"p dx dy + %b3f_+::[.+: ypdx dy

(ITII.76)

.onde usamos o fato de que be =‘ﬁ/u(é'a determinacao das demais
constantes permanece inalterada (ou seja, sdo obtidas -a partir
do siétema dado em (ITII.68)). Assim, = resta ‘avaliar as inte~
grais, para isso notamoquue . a4fungéo de onda que descreve

o estado do sistema é&:

e . A X2 A yz A Xyz A y3 A y
¥(x,y) = Ax exp { - e 23 P2 ;1 } (III.77)

da qual, através da normalizacdo, tiramos o valor aproximado de A:
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- : 1/2 2
al*s (Ag2,) T 9, . 315 3
) ™ 2 2,2 2.4
8a 2] 16a2x]  12822ay
‘ 1575\, A5 225X, 1575 A3, -1
R e 23, 232 (IIT.78)
128 A2x) 64 A2A} 128X1]
vNéég;éér im‘ . gue procuramos sempre tomar a mesma aproximagao

para todos os estados e'que,por outro lado, poderiamos tomar ape-
nas o primeiro te:mo do segundo membro da equacgao (III.78) O que
. nos. levaria unicamenté a uma alteracao na precisao do  resultado
obtido. Tendo—se“as\avaliamos as quatro integrais que. éparecem

na equag¢ao (III.76), obtendo

. 2
o | AP 152 2252
ST yteaxay = B3 T, 5
(Allo)l/z 8AjA  L6ajA  128271]
1575X,4% 315X, 2835X. A4\
. 43,2 3 3 2 ? I (II1.79)
128AJA] 64 AZA] 1282328 '
vﬁa mesma forma:
, 2 152 945)>
00 400 A
ST g dxdy = 2fx B . 3,
S 5
| (2 y1/2 8] 160 0] 64a A}
2835X1 0% 315X\ 1575X A4\
+ 13, 23, 222 | (II1.80)
128 A223 64A214 128)2)4
sendo que as duas dltimas integrais fornecem:
2 ~' AP g I
LT x*ytp dxdy = Ll (et *

2 . 2 2
(A 1A /2 BAIA, 16a1Ag
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31512 157512 22532 1575X, A1)
" = . 23, 233q4 } (III.81)
128Alxo .128 Ao 64 A g 128Alxo
e:
4 2 32 9x LA 3x
Lo vpanay = a2, e, 2
| (A1A y1/2 8ahy Lean, B
(@) .
225\, 0> 153 Aa 15753272
. 3 ? b 23, 233u4 } (III.éZ)
128A1Ao lGAlAO 128A1Ao
Para o estado correspondente a n, = 0 e ny = 1 as solu
¢Oes aproximadas:
Vv, = ax + 2b.xy
X 3 (III.83)
_ o | 2 2 -
viy -.boy + b2y + b3x +_b4 | b5/y

fornecem para a energia do sistema o valor:

<E>Ol = ﬁ(a-rbo) + ﬁbo - %]Jbz - %1Jb§d:i£f'y“p<h<dy -
- %1Jb§£:12f;¢%)dxdy - (Z)Jba + U52b3)£jfzxzy2dedY+

o 2
+.hby [y pdxdy + Db [ X? o dxdy +

-0

| - , + ﬁb4{23f:°p%? dy (III.84)

e a funcao de onda para este estado (obtida de‘(III.83)) é:

: . - ApX® A gY? AgXY
= A - -
px,y) | Y exp'{ > 5 + > v }

(IIT.85)
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' O que nos permité avaliar as integrais em (III.84) e obter um
valor aproximado para <E>Ol.
Para n, = ny = 1 as componentes de 31 tornam-se:
b
Vig T ax + 2b3xy - %
(I11.86)
- 2 2 _
viy = boy + b2y + b3x + b4 b6/y
e portanto:
‘ ~-h : 1l .5, 1 2 A4
<E>qy /2(a+bo) +‘h(a+bo) -3 Ub4’2ub2£m£m y*'pdxdy -
o A ke dxdy - (2ub2 + pboba) £H T T2y g dx dy +
2 3 %0 ~m, 3 23 m0otw
O‘;) [ee] 00 4 OO 2
+ (2hby +1b,) [T " ypdxdy +ab, [TTT Tedxdy
+oo+o dx dy
+ ﬁb4£m£m P v (IIT1.87)
onde jé'éé“usou o resultado b, = b, = ﬁ/p; Apds a obtencdo da

5 6

densidade de probabilidade, avalia-se as integrais e obtém-se o

resultado para <E>ll' Mostraremos ainda os resultados paran = 2,

n =0en =0en =0. Para o estadon_ = 2 é n = 0 temos:
y X Y X Y
Vig = ax + 2b3xy - 2hx
u(x? -f/2pa)
(ITIT.88)
_ - \ 2 2 '
v _.boy.+ b2y + b, x? + b4

iy 3

onde ja adiantamos os valores das constantes presentes no ultimo

termo de‘viX'(ou seja 2h/u e 4fi/2ua).

Substituindo as componentes de Gi em (III.9) obtemos:
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‘ -~ 'l 2 : 2
<E>20 = (a+bo) +2’ha—2 ub4 - (2ub3+pb2b3)

(NYEa)

LT xiyipaxady - Subd [707 yaxdy - S ub)

QO -

' : 2
[t ® xp dxdy + 4%iby prepre_¥XT 5 daxdy
- 00 == OO - 00 == OO 2
: , x? —=h/2na
. (IT11.89)
e a funcdo de onda, obtida a partir de (III.88) é:
' o Alxz Aoyz
¥ (x,y) = A(x* - N/2ya) exp { - S +
Aaxy?  ALY? Y
- 73 2% 4
. IT1.90
+ 2 + B + > } ( )

Observe-se que, diferentemente dos estados anteriores, agora os

nés da funcido de onda estdo levemente alterados (pois "a" difere

ligeiramente de "w") e neste caso com o intuito de economizarmos

~

* em quantidade os calculos envolvidos, avaliamos a constante "A"

de forma mais simpies ou seja:
- 1/2
o () _ 2 -1
la’= —o % AR R - W (ITI.91)
s 4pu?a? 2uall '

e as integrais,ao serem avaliadas dentro desta aproximagao forne

cem:

. 2
o 4o v A .
_f_‘; ,_r:o x?*y?*pdxdy = | i'ﬂ { 15 -+
(Alxo)l/Z 16AOA1
. 2
+ f}z - — (II1.92)
lep a Ajr,  8Buar iy
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+® 40y . |aP« 9 312
Lole Yipdxdy = 1/2 {16A2A2 ' l6pa®r?
(A1A,) 1% M3 A
- ——431—; P, (I11.93)
8uaAlAO
sendo que as duas ultimas sao: i
§ 2 :
’ 0,4 00 ‘ A . 2 ;
St anay = Rla (208 _mt s
' (2 )l/z 16A; 16pa’x; 8uaxrj
O
(II1.94)
S _ 2 15X 3h)
oo 2 A
P paxay = 2,
- h/2ya (Klk ) / 16X 1] 8uai ]
(II1.95)

Para o estadon_ = 0 e n_ =
X Y

2 as aproximagoOes para Vix

e v, sao:
1y
V.. = ax + 2b._xy
o 3 (II1.96)
' ‘ 2h
vV, =by + by’ + b,x? + b, -
] ty om0z > Y wwyr -n/2um)
Agora, a energia do estado €& dada por:
" <E> 2ﬁ(a+b)'~‘)-2‘h.b -—-]—'ub - (2 ub? +pbb)
02 2 o 2. 3 273 :
+ 4'°° 1 2 X 40y 1 2
s Lo L xxfpdxdy—gub.ff' y'pdxdy - Zubyt .
Lo Pk axdy + 20 by ST Y p dx dy +
T e -h/2ub
o
oo 2
+ 24D f.f yX odxdy +

O

—h/ZPbo_
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+00 +oo Y

+ 2hb, 17/
- y? —=h/2ub_

p dx dy (ITI1.97)

e a funcao de onda aproximada para o estado é&:

’ e }\lxz }\Oyz
— 2 _ _ _
N y(x,y) = Ay ﬁ/2ubo) exp { 5 S+
Agxy? A,y A,y
3 2 4 _
A -l el A (II11.98)
que apds normalizada € empregada para avaliar __ as integrais na

equacéd'(III.97)Lda mesma maneira que o caso anterior. Os resul-
tados obtidos para o.sistema de Henon-Heiles foram utilizados pa
raocasoemque a =1, uy=1lew=1 e tambémANrw = l,25><10—2,

e estao apresentados na tabela VII. Os valores que ndo estdo as-

sinalados por asterisco foram calculados desprezando-se a contri

buigao das integrais,o que explica as diferengas percentuais
. - . [48] -

maiores em relagao aos valores achados na literatura . Note-

-se .. também,o aumento das diferencas percentuais para esta

‘dos excitados mais elevados,o que nos impeig a concluir que para
energiasamais elevadas o comportamento do sistema afasta-se mais
‘do de um oécilédor harﬁénico,levando~nos a buscar‘mais e mais
termos nag séries obtidas a partir das integrais nas expressdes
para a energia}n; além disso,a medida que a energia se aproxima
da energia de diésociacéo, nossas'aproximagées para'estados exci
ltados perde sua validade.
DI .Para o sistema de Henon—Heiies mostramos nos graficos
.";.-;‘iII:‘BA“/éLA'IIIu.fS»B'as llnhas de nivel para Vig = cénstante e Viy = cons -
tante, respectivamente (para o estado fundamental). Note-se a al
teragéo‘destas linhas em relacdo ao caso de Barbanis e em rela-

gao ao caso a = 0 (que corresponde a linhas paralelas aos eixos
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-’

nivel correspondentes a Y = constante, onde devemos notar que o
fato de as linhas nao serem sempre curvas fechadas significa na
. {
|
i

realidade a possibilidade de dissociagao da molécula (o mesmo de

| ve ser dito para o caso de Barbanis).

¥ e X respectivamente). No grafico III.D) apresenta-se as linhas de
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TABELA I - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE BARBANIS
"ISOTROPICQ"PARA ALGUNS VALORES DO PARAMETRO DE ACO-

PLAMENTO.

3 1/2

'PARAMETROS: hw = 1,25%x10~ , v = (0,1) , Bo= 1.



o <E>__ (x 1077
0,01 1,24995
0,02 1,24979
0,03 1,24959
0,05 1,24887
0,07 1,24743
0,08 1,24664
0,09 1,24575
0,10 1,24473
0,15 1,23802
0,20 1,22833
0,30 1,19880
0,40 1,15264
0,50 1,08433
0,60 0,98570
0,70 0,84470
0,80 0,64306

97
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" GRAFICO III.l - VARIACAO DE AE = EOO - £E>OO COM O PARAMETRO ;DE

ACOPLAMENTO o PARA O SISTEMA DE BARBANIS "ISOTRO

PICO".

3

PARAMETROS: hw 1,25x10"

0,112, 1.

w

]



X iO"‘s)?

400+

200

100+

0,7

99



100

TABELA II -~ ENERGIA DE.  ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBANIS

"ISOTROPICO".
-3 1/2
PARAMETROS: hw = 1,25x 10 , W= (0,1) ;, M =1,
o =0,1.
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMACAO
jDESPREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSOES

CORRESPONDENTES A AE).
<E>*§ VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN-
TE AS INTEGRAIS.

<E> : VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFEREN-

CIA [48]. ' ‘

Lit
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3

-3

6,2420

" (x 1077%) | <E>* (x 1077) <E>Lit (x 1077)
00 '1,24826 1,24474 1,2467
01 2,49652 2,48189 2,4779
10 2,49826 2,48266 2,4912

02 3,74478 3,6891
11 3,74652 3,68320 3,7100
20 3,74826 3,7420
03 4,99304. 4,8830
12 4,99478 4,9030
21 4,99652 4,9580
30 4,99826 4,9910
04 6,24129 6,0570
13 6,24304 6,0740
22 ' 6,24478 6,1450
31 6,24652 6,2020
40 6,24826
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TABELA III - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBA -

NIS "ISOTROPICO".

PARAMETROS: hw = 1x 107° , o =1/9 ,
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMACAO
(DESPREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSOES

CORRESPONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN-
“Tﬁ AS INTEGRAIS.
;E>Lit: VALORES DA ENERGIA ENCONTRADCS NA REFEREN-
CIA [48].
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« <E> (x 10_3) <E>* (x lO"3 <E>p iy (x 107 )
00 0,99964 0,99892 0,9970
01. 1,99928 1,99626 1,9830
10 1,99964 1,99698 1,9930
02 2,99892 2,9520
11 2,99928 2,98504 2,9620
20 2,99964 ' 2,9930
03 3,99856 3,9080
12 3,99892 3,9240
21 3,99928 3,9670
30 3,99964 3,9930
04 4,99820 4,8470
13 4,99856 4,8610
22 4,99892 4,9170
31 4,99928 4,9620
40 4,99964 4,9930
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GRAFICO III.2 - LINHAS DE NIVEL PARA O POTENCIAL DE BARBANIS "ISO

TROPICO" PARA DIFERENTES VALORES DE

PARAMETROS: w = (0,1)%/2 , u = 1.
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GRAFICOS III.3A e III.3B - LINHAS DE NIVEL PARA AS DUAS COMPONEN

N : ‘
TES DE ' PARA O SISTEMA DE BARBANIS

NO ESTADO FUNDAMENTAL.



o = SO
e NI
h&\\\-«w—_____\ grem= . o ~— " — T
\\\\\ \}\ ‘\\\ //_::,_-M;:)_ i )
—. . N, g /




GRAFICO III.4 - LINHAS DE NIVEL DA FUNCAO DE ONDA DO SISTEMA

" BARBANIS "ISOTROPICO" NO ESTADO FUNDAMENTAL.

PARAMETROS: o = 0,05 , A; = 80,000
Ay = 79,972 , Ay = 26,673
A, = 0,333

108

DE
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TABELA IV -~ ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBANIS

"ANISOTROPICO".

i

PARAMETROS: huw 1x10°

1

w

5 0,81 Wy s
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMACAO(DEg
PREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSOES CORRES
PONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-~SE APROXIMADAMEN-
:TE-AS INTEGRAIS.
<E?Li£: VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA ',REFEREN—
CIA [48].
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<E> (x 107°) | <B>x (x 1077 B> ., (x 1073
00 0,90336 0,89905 0,9020
01 1,71155 1,69620 1,7080
10 1,90336 1,89000 1,8840
02 2,51973 2,5130
11 2,71155 2,63529 2,6810
20 2,90336 2,8510
03 3,32792 3,3180
12 3,51973 3,4770
21 3,71155 3,6400
30 ©3,90336 3,8040
04 4,13611 4,1220
13 4,32792 4,2700
22 4,51973 4,4240
31 4,71155 4,5840
40 4,90336 4,7410
05 - 4,94430 4,9260
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TABELA V - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBANIS
"ANISOTROPICO".
- 0,9Y?,

PARAMETROS : - 1,62,

13
—
=)
#t
=
~
e

2
o = 0,08

<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMACAO (DES
PREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSQOES CORRES
PONDENTES A AE).

<E>*; VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMENTE
AS INTEGRAIS. |

<E>_ ., : VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFEREN--

Lit
‘CIAa [53].



% <E> <E>%* <E>Lit
00 1,10633 1,10491 | 1,10578
01 2,05448 | 2,04993 | 2,03496
10 2,37124 2,36724 2,36715
02 3,00263 - 2,84546
11 3,31939 | 3,29918 3,28561
20 3,63615 3,44380
03 3,95077 3,63367
12 4,26753 4,16749
21 4,58430 4,27493
30 4,90106 4,57727
04 4,89892 4,89987
13 5,21568 5,13373
22 '5,53245 5,24831
31 5,84921 5,51634
05 5,84707 5,85186
40 6,16597 6,08337
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GRAFICO III.5 - VARIACAO DE AE = E - <E>oo COM O AUMENTO

114

0o DA
ANISOTROPIA PARA O SISTEMA DE BARBANIS "ANISOTRO-
PICO". |

PARAMETROS: y =.h =1 , wy = (1,6)1/2 , o= 0,08
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( X 10‘3) t

{00 +—

50 -

1

AW =W, -w,
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GRAFICO III.6 - EQUIPOTENCIAIS PARA O SISTEMA DE BARBANIS"ANISO-

TROPICO" COMO FUNCAO DE Aw . (Aw = wy = w,)
PARAMETROS: , = (1,6)1/2 , o - 0,08 ,
=1







118

IABELA'VI - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O OSCILADOR HARMONICO‘

TRIDIMENSIONAL ACOPLADO.

11073, u=1, 0= (0,02

it

PARAMETROS: hw
| a = 0,1.
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMACEO(DEg
- PREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSOES CORRES
P PONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN-
TE AS INTEGRAiS.

Lit
CIA [48].

<E>_, : VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFEREN -



n, (x 107°) |<E> Lo (107 aEsr (x 1077
000 1,49460 1,495 1,49220
100 2,49166 2,487
200 3,48869 3,457
101 3,48926 3,480
002 3,48983 3,489
300 4,48573 4,429
201 4,48629 4,454
102 4,48686 4,481
400 5,48276 5,371
301 5,48332 5,413
202 5,48389 5,427
310 5,48573 5,474
211 5,48629 5,481
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)

GRAFICO III.7 - VARIACAO DE AE = EOO - <E>OO COM O AUMENTO DO PA
RAMETRO DE ACOPLAMENTO , PARA O SISTEMA DE
HENON-HEILES.

PARAMETROS: hw = 1,25%x1072 , @ = u = 1
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TABELA VII -~ ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE HENON-

~-HEILES.
PARAMETROS: h = 1,25}{10_2 ; W=w=1, o=1.
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMACAO
(DESPREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS  EXPRESSOES
CORRESPONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN
. TE AS. INTEGRAIS.
'<E>Lit : VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFEREN-
. CIA [48].



2

n_ | <E> (x 107%) | <Es* (x 107%) | <B> e (x 107
00 1,24929 1,24873 A,248
01 2,49837 2,49140 2,488
10 2;49929 2,49829 2,488
02 3,74745 3,74374 3,695
11 -3,74837 3,74382 3,732
20 3;74929 3,74445 3,732
03 4,99652 4,907
12 4,99745 4,907
21 4,99837 4,978

30 4,99929 4,982
04 6,24560 6,088
13 6,24652 6,123
22 6,24745 6,133
31 6,24837 6,233
40° 6,24929 6,233
05 7,49468 7,272
14 7;49550 7,272
23 7,49652 7,335
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l
i

GRAFICOS III;éﬁm E III«SB‘ -~ LINHAS DE NIVEL PARA AS COMPONENTES
; : ‘ N
DE vy PARA O SISTEMA DE HENON-HEILES

NO ESTADO FUNDAMENTAL.
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' GRAFICO III.9 - LINHAS DE NIVEL DA FUNCAO DE ONDA PARA O ESTADO

FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE HENON-HEILZS.

PARAMETROS: huw 1,25x% 10"2 ro=1, w=p=1

)

Ay = 80,030 , A = 79,941 ,
Ay = 17,910 , A, = - 25,136 ,
A, = 0,3532
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CAPITULO 1IV.

COMENTARIOS E CONCLUSGOES

' A formulagao hidrodindmica da mecanica quantica nao re
lativist%ca apresentada neste trabalho, reforga a possibilidade
de mais de uma abordagem do formalismo de Schrddinger, o gue ge--
Ara caminhos alternativos para a solucgao de sistemas guanticos. A
" descrigao de sistemas qﬁénticos a partir de equagdes de movimen-
to andlogas ao caso classico foi feita com a introducdo de dois
parametros (t, ti), que nha situacgao classica transformam-se no
parametro "tempo".}Com estes parametros generalizou-se o princi-
pio de Hamilton a partir do qual foram obtidas as mesmas equa-
¢Oes de movimento, deduzidas a partir da equacao de Schrddinger.
As equacgbes de movimento mantém a forma "% = mg", e descrevem
tanto sistemas classicos como sistemas quanticos. A aplicagao do
formalismo hidrodinémico a diversos problemas guanticos, com re-
sultados equivalentes aos obtidos a partir do procedimento usual,

reforgca o aSpecto ja salientado por diversos autores[25'26], da

po;sibilidade'de uma reinterpretacéo do formalismo de Schrddin-
ger.

Fez-se uma tentativa (néo apresentada neste trabalho)
de generaliéar as equagées de movimento obtidas para o caso rela
tivistico, onde partiu-se do fato de que as equacdes de movimen-—
to obtidas quando a fungéo de onda tem parte espacial real (v=0)
sao invariantes frente uma tranSformagéo analoga a de Newton-
Galileu envolvendo as variaveis x, Vi ti mas nao sao invarian-

tes frente uma transformacao analoga a de Lorentz envolvendo as

mesmas variaveis. Assim procurou-se uma matriz de transformagdo
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mais geral envolvendo as variaveis x, v, Vi t, t,, que fornece

transformacées anélégas a de Lorentz gquando v, = 0 ou v o= 0. Ge-
neralizamos a definicao de momentum dada na equagéo I.1 para o
caso relativistico de sorte que as equagoes de movimehtb fossem
invariantes'frenté a transformagdes analogas a de Lorentz. A apli
cacao (éesta tentativa de se generalizar o formalismo hidrodina-
mico ao caso relativistico) para o atomo de hidrogénio forneceu
para a energia do estado fundamental o valor —2,662,531$<10"5uc2,
resultado»duas vezes mals preciso que o dado pela equacgao de
Klein-Gordon. Esta aplicagéo ao atomo dé hidrogénio aponta paré
'é possibilidade dé a mecanica quantica relativistica poderxr ser
descrita também, pelo formalismo hidrodindmico em queétéo. Deve
ficar claro, no entanto, que o formalismo relativistico gque foi
,desenvqlvido e a?enas uma tentativa, havendo diversos problemas
a abordar neste contexto, entre os gquails os pertinentes a uma
transformacao anéloga a de Lorentz para um espag¢o de cincp dimen
soes. |

O formalismo hidrodinémico foi utilizado, como aplica-
¢do, para a soluééo'de sistemas moleculares descritos por poten-—
ciais anarmdnicos bi e tridimensionais. Para a solucao aproxima-
da destes sistemas fez-se uso dos resultados exatos relativos ac
oscilado; harmdénico bidimensional também aqui aprésentado. Veri-
ficamos édemais que a aproximagéo adotada, dentro do formalismo
hidro_dinémiscof, & semelhante ao uso de feoria de pérturbagéo apresentada re

—centemente[54’55}

. A ideia central em gue estd baseada a aproxi-
magao realizada, estd ligado ao fato, verificado neste trabalho,
de que para o oscilador harmonico bidimensional "isotrdpico“ o

{ 0] * i3 + ) ) -
campo vetorial definido porxr Vi, para o estado fundamental, & or-

togonal as linhas equipotenciais e para o oscilador harmdnico bi
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dimensional "anisotrépico" o campo vetorial definido por $i para
"0 estado fundamental serd tanto mais aproximadamente vortogonal
as equiﬁotenciais quanto menor for a diferenca entre as freqtién-
cias de oscilacao segundo X e V.

Assim sendo, come¢amos por tratar inicialmente o poten
cial de Barbanis "isotrépico" considerando~o como um oscilador
harmdnico com uma perturba¢§o no potencial, para pequenos valo-
res do parametro de acoplamento o. No grafico III.2 mostramos co
mo as equipotenciais para este potencial deformam-se em ‘relagao
ao caso ideal (o = 0) cujas linhas consistem em circunferénciaé
no plano xy. Desta forma investigou-se inicialmente a validade
das solugdes propostas com relagao a um aumento no valor do pard
metro de acoplaménto 0. Os resultadeos obtidos, apresentados na

tabela I e grafico III.l, mostram gue as solugdes tem estabilida
)1/2

-3

de para o < O,Zdv(quando usamos w = (0,1 e iw = 1,25x10"7);
para valores maiores de o o0s resultados mostraram gque nao € ade-
quado usar a aproximagao feita o que esta relacionado ao fato de
gue as équipotenciais para valores de o > 0,11 serem bastante de
formadas em relagéo ao caso ideal, o = 0 (Ver grafico III.2). Por
outro laéo isto corresponde também ao fato de que ndo devemos fa
zer uso da tebria de perturbacao, no.formalismo usual, para valo
res significativos de a. Foram obtidos alguns niveis de energia
pafa este sistema e os resultados comparados com os apresentados
na literatura obtidos através do calculo variacional ou de méto-
dos semiclassicos, estando em concordancia com os valores dados

[48,53]

na literatura . Sao também apresentadas as linhas de nivel

para a funcao de onda (do estado fundamental) deste sistema; o)

fato de estas linhas nao serem sempre curvas fechadas é por nds

relacionado ao fato de que existe possibilidade de haver disso -



ciagdo da molécﬁla‘quando a separagao entre seus constituintes &
grande (note-se que, classicamente, observamos uma energia - de
dissociagao correspondente ao ponto sela do potencial). Devemos
salientar também que nossos resultados, para estados excitados,
apresentam diferencas percentuais maiores em relacao aos dados
na literatura, & medida que a energia do estado se aproxima do
valor da energia de dissociacao classica. Isto demonstra que pa-
fa estados excitados mais elevados o sistema afasta-se cada vez
maié do de um oééilador harmoénico invalidando portanto as aproxi
magoes utilizadas para 3i destes estados.

‘Para o sistema de Barbanis "anisotropico" foi investi-
gada a validade da aproximagi@o que levou as solugdes com o aumen
to da ahisotropia do sistema. Neste caso verificou-se que asvso—
lugdes tem estabilidade para sistemas em que a anisotropia nao
é muito acentuada. Analisamos o caso correspondente a o = 0,03,

1/z sendo que os resultadcs sao satisfatd-

U = =1 e Wy = (1,6)
rios para Aw < 0,5..Nas tabelas IV e V mostramos a energia de al
guns estadoé-para este sistema, onde'podemos notar um espectro
irregular e o fato de que as diferencgas percentuais (em relacao
- aos valoreshda literatura) aumentam para estados excitados mais
elevados.

OQutro sistema investigado foi o osciladoxr anarménico
tridimensional acoplado, onde obteve-se alguns niveis de energia
e comparou~se .0s resultados com os da literatura. Aqul constata-
mos a validade dé nosso procedimento quando generalizado para o
céso tridimensional, ressaltando-se pqrém o fato de que neste ca
éo, a obﬁengéo de alguns niveis de energia envolve um calculo
mais laborioso, deisorte gque apresentamos os resultados ém pri-

meira aproximacao (desprezando-sa as integrais nas cxpressdes pa
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ra a energia de‘cada estado). Devido ao duplo acoplamento apre-
sentado pelo sistema em questdo verificamos que as séries obti-
das das integrais nas expfessées para a energia convergem mais
lentamente que o caso do potencial de Barbanis, o que resulta em
termos que tomar um maior nimero de termos para a obtencao de‘rg
sultados saﬁisfatérios. (Veja~se o calculo da energia do est;do
fundamental péra este sistema). T

O Gltimo sistema analisado foi o hamiltoniano de Henon-
Heiles, que aéresenta uma anarmonicidade maior do que © sistema
de Barbanis. Devido a este fato comegamos por investigar a esta-
- bilidade das solugOes obtidas para diversos valores de o. E, éo—
mo era de se esperar, devido a maior anarmonicidade do sistema,
verificamos que nosso procedimento é valido para uma faixa menor
de valores de o. Além disto, a obtencao dos niveis de energia
exige- um maior ndmero de cdlculos do que os realizados para o
sistema de Barbanis, e o fato de obtermos diferengas percentuais
maiores (em relacao aos do de Barbanis) indica gue a aproximacgao
utilizada tem aplicabilidade réstrita a sistemas nos quais a
anarmonicidade nao seja muito acentuada.

Observando-se a tabela VII, que fornece a energia de
'alguns estados para o sistema de Henon«Heiles; podemos notar que
para éstados excit=dos mais elevados as diferencas percentuails
entre os‘ValoresAencontrados e os dados na literatura, sd3o maio-
res que as do sistema de Barbanis. Isto indica que o sistema de
Henon-Heiles, para estados com energias que se aproximam da ener
gia de dissociagéo, afasta-<se mais do comportamento de um oscila
dor_harméﬁido do que o sistema de Barbanis, fato que acarreta
maior complexidade;para obtengéo da energia daqueles estados. Pa

ra este sistema as linhas de nivel para a func¢ao de onda, do es-

v
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‘tado fundamentai; (grafico III.1ll) também mostraram a possibili;
dade de dissociagao,de uma molécula, descrita pelo hamiltoniano
de Henon-Heiles.

Os resultados obtidos para os sistemas considerados mos
traram que a adigao de uma perturbagao no potencial do oscilador
harmonico, conduz a um espectro irregular dos niveis de ‘energia
(bem como a uma energia-de dissociagao correspondente ao ponto
sela do potencial), o gque induziu a se adotar estes modelos como
potenciais que tentam descrever interagdes moleculares. Por ou-
tro lado, os resultados obtidos em primeira aproximacdo (despre-
zando-se as integrais nas expressOes para a energia de cada esta
do) nos leva a um espectro regular, sendo o efeito do acoplamen-
to o de reduzir o nivel de cada estado quando comparado com O ca
so ideal (o = 0). Além disto, para o potencial de Barbanis "iso-
trépico"”, o:oscilador anarménico tridimensional ou o sistema de
Henon—Heileé,ﬁpéfa 0s quails temos sistemas degenerados para o = 0,
apesar db.espectro regular em primeiravéproximagéo, comportam-—se,
para ¢ diferente de zero,como sistemas nao degenerados.

Finalmente.podemos salientar agora gue a obtengao de
alguns niveis de energia para estes sistemas, com valores proxi-
mos aos apresentados na literatura, obtidos através de cutros me
todos, corrobora o fato de gue o uso do formalismo hidrodinamico
leva a resultados analogos e pode ser aplicado é determinados
sistemas quéntiqos, em muitas insténcias, com um maior grau de
facilidade do que o procedimento usual. Podemos esperar também a
aplicagao deste formalismo para outros sistemas, como O caso éde
trés bosons- interagindo dois a dois através de potenciais tipo
}Morse ou Lenard-Jones, para tanto deve-se desenvolver, dentro do

formalismo hidrodinamico, o analogo ao céalculo variacional =~ do

formalismo usual.
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