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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo e aplicacdo de um método de otimizagao
estrutural. Esse método reune técnicas da teoria de controle 6timo e elementos finitos para
obter um procedimento que oferece suporte tedrico quanto as condigdes de 6timo a serem
satisfeitas e abrangéncia de aplicacdo quanto ao tipo e tamanho do problema estrutural
considerado. O procedimento ¢ aqui utilizado para deduzir as condi¢gdes de 6timo do problema
de peso minimo de placas homogéneas semi-espessas e placas sanduiche, ambas com restri¢ao
na frequéncia fundamental de vibragdo. Varios exemplos de placas sanduiche sdo testados e

analisados.
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ABSTRACT

This research follows the structural optimization method study and application. The
method joins the techniques of the optimal control theory and finite elements to obtain a
procedure that offers theoretical basis for the optimality conditions to be satisfied and,
possibility of many applications that refers to the kind and size of the structural problem are
considered. The procedure is, here, employed to derive the optimality conditions for the
minimum weight problem of thick homogeneous plate and sandwich plate, both with
constraint in the fundamental vibrational frequency. Various examples of sandwich plates are

tested and analised.



CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 Motivacio para otimizacao

A atividade de projeto em engenharia mecanica se resume basicamente na escolha
adequada de materiais, disposi¢do espacial e dimensdes dos componentes integrantes de um
sistema mecanico idealizado para cumprir determinada fungdo. Varias sdo as alternativas para
um projeto aceitavel e, portanto, uma escolha final deve ser feita quanto ao projeto particular a
ser adotado.

A aplicagcdo de rotinas matematicas de otimizacdo a modelos mecanicos e a crescente
capacidade computacional oferecem uma ferramenta poderosa para a escolha do projeto final.
Baseado num critério adotado pelo projetista, o computador pode auxiliar este na procura de
solugdes especificas. Por exemplo, dentre varios projetos possiveis de serem adotados pode-se
escolher aquele que tenha um custo de fabricagdo minimo, ou aquele de menor peso, ou ainda,
o de méaxima resisténcia.

Da-se o nome de otimizacdo do projeto mecanico ao procedimento de andlise e
dimensionamento que visa modificar um sistema mecanico de modo a levar algumas de suas
quantidades relevantes como peso, resisténcia, deslocamentos, etc. a valores maximos ou
minimos, procurando obedecer restricdes em outras quantidades importantes como
dimensdes, frequéncia, tensdes, etc.

Na area da mecanica estrutural ¢ comum a preocupacdo em se diminuir o peso de
estruturas sem alterar algumas caracteristicas de resisténcia e/ou comportamento dinamico,
particularmente em aplicagdes aeroespaciais. Esse tipo de aplicagdo foi e tem sido um dos
grandes motivadores do desenvolvimento dos métodos de otimizagdo estrutural. Nas tltimas
décadas, o crescimento do poder computacional, menor custo de operagdo e a existéncia de
uma capacidade de analise abrangente e confidvel, permitiram que as pesquisas nessa area se
intensificassem. A aplicacdo crescente dos métodos de otimizagdo estrutural nas areas de
Engenharia Civil, Mecanica Naval, Aeroespacial, aumenta a importancia do entendimento e

utilizacao destes métodos na pratica, Schmit (1984).

1.2 Pequeno historico dos métodos de otimizacio estrutural
A pesquisa e a aplicacdo de técnicas de otimizacdo na area estrutural ocorreu em periodos

bem definidos de desenvolvimento. Ao longo dos ultimos 40 anos, estes periodos podem ser



caracterizados pelo tipo de abordagem empregada na solucdo dos problemas de otimizagdo de
estruturas e estdo distribuidos em: estudos sobre otimizagdo antes de 1958, programacao
matematica e elementos finitos (1960-1970), critério de otimalidade (1970-1980), combinagao
de conceitos de aproximagdo e métodos duais (inicio dos anos 80) e tendéncias atuais (1985

em diante).

1.2.1 Otimizacao estrutural antes de 1958

Schmit (1981) descreve as principais aplicagdes e técnicas empregadas na otimizagao
estrutural antes de 1958. Os trabalhos representativos dessa época abordavam: “layout” de
peso minimo, projeto 6timo de componentes estruturais e projeto de peso minimo de sistemas
estruturais simples.

Layout de peso minimo. Os primeiros trabalhos em otimizagao estrutural foram feitos por
Maxwell em 1869 e ampliados por Michell em 1904. Estes, abordaram a teoria de “layout”,
que procura arranjar os membros estruturais uniaxiais de forma a obter uma estrutura de
minimo peso para dadas condi¢cdes de carga e o tipo de material. Embora altamente

idealizados estes trabalhos oferecem uma base para os problemas de otimizagao de trelicas.

Projeto 6timo de componentes estruturais. O inicio do desenvolvimento de projeto 6étimo
de componentes estruturais se deu durante a Segunda Guerra Mundial e se estendeu pelos
anos 50’s com aplicagdes em projetos de peso minimo para componentes aeroespaciais, tais
como colunas e painéis enrijecidos. A abordagem basica seguida por estes trabalhos era o
modo de falha simultdneo, no qual o projeto 6timo ¢ atingido quando cada componentes da
estrutura atinge o limite de resisténcia simultaneamente;

Projeto de peso minimo para sistemas estruturais simples. Os trabalhos abordavam a
minimiza¢do do peso de porticos e treligas, datando do inicio dos anos 50. Estes utilizavam a
filosofia de projeto do colapso pléstico, que consiste em minimizar o peso enquanto preve o
colapso plastico da estrutura quando esta ¢ sujeita a condigdoes de sobrecarga. Estes trabalhos
sd0 uma das primeiras aplicagdes dos métodos de programacdo matematica linear em

otimizac¢ao estrutural.

1.2.2 Programacio matematica e elementos finitos (1960-1970)
Em 1960 Schmit estabelece uma nova abordagem para os problemas de otimizagao

estrutural, introduzindo a ideia de acoplar a andlise estrutural por elementos finitos e técnicas



de programag¢do matematica nao-linear. Existem dois aspectos importantes a serem ressaltados
neste trabalho. Primeiro, Schmit demonstrou que o projeto de peso minimo ndo ¢ aquele onde
todos os componentes estdo totalmente tensionados, ou seja, proéximos a tensdo limite
admissivel. Isto vai contra a abordagem do modo de falha simultaneo, até entdo utilizada.
Segundo, o uso de técnicas de programac¢ao matematica nao linear ofereceu um meio de obter
um projeto 6timo automatico para uma grande classe de sistemas estruturais. Este trabalho
serviu de base para o desenvolvimento dos métodos modernos e marcou o inicio da era da
pesquisa do projeto otimizado baseado no computador.

No inicio de sua utilizagdo na area estrutural as técnicas de programagdo matematica se
mostraram bastante uteis para o projeto de numerosas estruturas de engenharia civil,
aeronautica e espacial. As principais variaveis de projeto como dimensdes de membros de
treligas, espessuras de cascas, anéis e cabos continuaram as mesmas sO que passaram a ser
consideradas simultaneamente. A estrutura passou a ser projetada para satisfazer multiplas e
frequentemente complexas restri¢des, incluindo resisténcia, deflexao, estabilidade, frequéncia,
dentre outras, sob uma variedade de condi¢des de carga. Muitos pesquisadores consideraram
esta metodologia como uma mudanga revoluciondria na abordagem do projeto, Vanderplaatz
(1981).

No final dos anos 60, tornou-se aparente que a otimizacdo estrutural baseada em
programac¢ao matematica ndo linear e elementos finitos teria sérias dificuldades para projetar
estruturas de grande porte. Os problemas mais simples muitas vezes precisavam ser analisados
centenas de vezes durante a otimizagdo. Se esta analise consumir muito tempo, como € o caso
de grandes modelos em elementos finitos, o custo de otimiza¢do se torna rapidamente
proibitivo. Nesta época, a experiéncia computacional adquirida indicou que as técnicas da
programacdo matematica, aplicada ao projeto estrutural, se limitava a poucas varidveis de
projeto e, portanto, apenas estruturas modestas podiam ser otimizadas satisfatoriamente. Em
1971 Gellatly, Berke e Gibson mostraram as limitagdes do conceito de otimizacdo conforme

definido por Schmit em 1960, Schmit (1981).

1.2.3 Critério de otimalidade (1970-1980)
Em 1968 surge uma abordagem alternativa para tratar problemas de otimizagao, critério
de otimizacdo. Prager (1968) mostra a forma analitica deste método e Venkayya, Khot e

Reddy a forma numérica. Um bom resumo sobre o método pode ser encontrado em Khot e

Berke (1984).



O método comeca com o mesmo enunciado geral do problema de otimizacdo dado pela
programacdo matematica, no entanto, ao invés de se trabalhar diretamente na minimiza¢ao da
funcdo objetivo, especifica-se um critério que deve ser satisfeito para que o projeto seja
definido como 6timo. Um critério comumente utilizado ¢ a de que a densidade de energia de
deformagao em cada membro da estrutura seja a mesma. A esséncia dessa abordagem esta em
primeiro estabelecer o critério que define o 6timo e entdo deduzir uma formula recursiva que
leve, iterativamente a solugdo desejada.

Esta abordagem se mostrou bastante Util como ferramenta de projeto. Sua principal
atragdo era a facilidade de programagao por computador, a relativa independéncia do tamanho
do problema, e o fato de geralmente oferecer um projeto 6timo com poucas andlises
detalhadas. Esta tltima caracteristica representou um consideravel avango comparado com o
nimero de analises necessdrias para os métodos de programag¢do matemadtica encontrarem a
solucdo. Por causa desses melhoramentos na eficiéncia, consideravel esforco de pesquisa foi
devotado ao conceito de critério de otimalidade no inicio e no meio dos anos 70.

Estes dois conceitos de projeto 6timo competiam nesta época, embora nenhum deles
oferecia clara superioridade para aplica¢do de problemas de interesse pratico.

Programacdo matematica ofereceu uma ferramenta extremamente geral. Era atrativa do
ponto de vista tedrico ja que nenhuma suposi¢cdo era necessaria acerca da natureza do otimo.
Podia-se simplesmente abordar o processo de projeto como um problema de minimizagdo ndo
linear restringido e deixar que o otimizador levasse até o extremo.

Critério de otimalidade ndo tinha base tedérica clara. Era conhecido que esta técnica
podia, em algumas ocasides, levar a um projeto nao 6timo e mesmo divergir da solugdo. No
entanto, este comportamento estava geralmente associado a problemas testes especiais que
pareciam ser mais académicos do que aplicagdo pratica. O mais importante ¢ que critério de
otimalidade oferecia uma solugdo para problemas de projeto mais praticos, um aspecto
favoravel apesar das limitagdes do método. As caracteristicas dos dois métodos sugeriram
uma natural separagdo do problema de projeto, onde o critério de otimalidade abordaria
problemas com um grande niimero de varidveis e a programacdo matematica resolveria

problemas de projetos de componentes. Vanderplaatz (1981).

1.2.4 Combinacao dos conceitos de aproximaciao e métodos duais
Antes de 1970 os principais obstdculos no desenvolvimento de um procedimento

eficiente de otimizacao estrutural para grandes sistemas, baseado no uso de algoritimos de



programacdo matematica, estavam associados ao fato da formulacdo geral envolver um grande
numero de varidveis de projeto e um grande nuimero de restri¢des, sendo estas, fungdes
implicitas das variaveis de projeto.

Durante a década de 70 procurou-se acabar com estes obstaculos substituindo o problema
basico por uma sequéncia de problemas explicitos aproximados relativamente pequenos, de
modo a preservar as caracteristicas essenciais do problema de otimizag¢do inicial. Isto foi feito
com o uso dos seguintes conceitos de aproximagao:

a) a reduc¢do do nimero de variaveis independentes de projeto por meio de ligagdo "linkage”;
b) a redugdo temporaria do nimero de restrigdes;
c) a constru¢do de uma aproximacgao explicita para as fungdes de restricao.

A introdugdo, por Schmit e Farshi em 1974, dos conceitos de aproximacdo permitiu
utilizar os métodos de programag¢do matematica para otimizar sistemas de maior porte. No
inicio dos anos 80 os conceitos de aproximagdo foram combinados com métodos duais para
criar um novo e poderoso método para o projeto de peso minimo de sistemas estruturais.
Me¢étodos duais utilizam teoremas de dualidade como base para colocar problemas de
otimizacao em formatos mais adequados e melhorar o processo de solucao, por exemplo, um
problema de minimiza¢do com equagdes de restricdo com desigualdades (problema primal),
pode ser transformado em um problema de maximizacdo com restricdo apenas na variavel de
projeto (problema dual), este Gltimo formato tem melhores caracteristicas para uma solucao
mais efetiva, Luenberger (1969). A combinagdo de conceitos de aproximacao com métodos
duais levou a perspectiva de que para uma significativa classe de problemas de peso minimo,
os métodos de critério de otimalidade e programacdo matematica se unem num mesmo

método com os aspectos positivos de cada um sendo mantidos. Schmit e Fleury (1982).

1.2.5 Tendéncias atuais

A metodologia moderna de otimizagdo estrutural, baseada na unido com a andlise por
elementos finitos, conceitos de aproximacgdo e métodos duais, encontrou uma solida fundacao
do entendimento tedrico e experiéncia computacional, ao menos para o problema de
dimensionamento tipo "sizing" sob carga estatica, Schmit (1984). De um modo geral, na
década de 80 os trabalhos em otimizagdo estrutural voltaram-se para o estudo de técnicas para
a otimizagdo de estruturas de grande porte, Ahmed (1987). Alguns dos trabalhos nesta area
abordam:

a) integracao de algoritimos de analise e otimizagao para obtengdo do projeto, Haftka (1985);



b) otimizacdo de forma, Haftka (1986) e Ding (1986);

c) andlise de sensibilidade em larga escala;

d) otimizagdo de topologia, Bendsoe e Kikuchi (1988);

¢) otimizagao multinivel,

f) integracdo de sistemas de otimizagao de topologia, otimizagdo de forma e "sizing", Olhoff
(1991).

A pesquisa intensiva em técnicas de otimizacdo estrutural estd fazendo com que estas
ganhem maior aceita¢do na pratica da engenharia. Embora a otimizagdo estrutural ndo tenha
alcancado ainda a aceitabilidade atingida por elementos finitos € crescente o nimero de
sistemas de otimiza¢ao desenvolvidos e utilizados principalmente na industria automotiva,

Balasubramanian (1991), e aeroespacial.

1.3 Proposta de trabalho
1.3.1 Suporte da pesquisa

Acompanhando a tendéncia da década de 70 no desenvolvimento de técnicas para a
melhora de desempenho dos procedimentos de otimizagdo disponiveis, Barcellos (1977)
propde um novo método de otimizacao estrutural. Nesta época, as técnicas de programagao
matematica eram aplicaveis aos mais diversos tipos de problemas, no entanto demandavam
muito tempo e memoéria de computador mesmo para estruturas de médio porte. Os
procedimentos de otimizagdo analiticos envolvendo equacdes diferenciais e varidveis de
projeto continuas utilizavam célculo variacional e teoria de controle. Estas abordagens eram
convenientes para o entendimento tedrico dos problemas de otimizacao e projeto de pequenas
estruturas, mas ndo eram econdmicas para estruturas de grande porte. Os procedimentos
baseados em critério de otimizagcdo e na técnica dos elementos finitos eram restritos a
problemas com espessura uniforme dentro dos elementos.

Procurando superar as limitagcdes dos métodos utilizados até entdo, Barcellos (1977)
desenvolve uma formulagdo para otimizacao estrutural geral o bastante para aceitar diversos
tipos de elementos estruturais com variagdo interna na espessura € o suficientemente
adequado para a utilizagdo conjunta com os métodos de elementos finitos existentes,
permitindo a aplicagdo para estruturas de grande porte. Outro aspecto inovativo ¢ a dedugao
das condic¢oes de 6timo através da teoria de controle 6timo.

Os resultados apresentados se mostraram encorajadores para o problema de minimizagao

da massa de elementos estruturais simples como hastes, vigas e colunas sanduiche. Foi ainda



sugerida uma formulagdo original para obtencdo das condi¢des necessdarias de 6timo para
placa em vibragao livre. Devido a falta de equipamento computacional adequado, nesta época
na UFSC, ndo foi possivel a obtencdo de resultados numéricos para o problema de placa.
Somando a isto o fato do assunto ser bastante abrangente se verifica que o potencial de
pesquisa do método ndo foi totalmente esgotado. Observando hoje a tendéncia que a
otimizacdo estrutural tomou durante a ultima década conclui-se que o método apresenta
muitas caracteristicas das abordagens mais recentes. A preocupacao em lidar com sistemas de
grande porte, a integracdo com o método de elementos finitos e a utilizacdo de conceitos que

reduzem o numero de variaveis de projeto conforme desejado sdo alguns exemplos.

1.3.2 Proposta

Pelos aspectos acima citados se justifica a continuagao do estudo e aplicagdo do método
de otimizagao estrutural proposto por Barcellos (1977). O presente trabalho pretende dar
sequéncia a aplicacdo do método utilizando-o para o problema de minimizag¢ao da massa de
placas homogéneas semi-espessas e placas sanduiche em vibragao livre. Para o caso de placas
homogéneas apenas as condigdes de 6timo sao deduzidas. Para o caso de placas sanduiche
varios exemplos numéricos sao testados a partir da solu¢ao das condigdes de 6timo.

No problema de otimizacdo de placas sanduiche se procura observar tanto as
caracteristicas do método para este tipo de aplicagdo como o comportamento dessas placas
quando otimizadas. Do ponto de vista das caracteristicas do método objetiva-se verificar
dados de convergéncia, nimero de iteragdes para solucao e facilidade na obtencdo das
condigdes de 6timo. Para o comportamento espera-se observar a diminui¢do da massa do
sistema, a configuracao otimizada e a variacdo destes aspectos com a mudanga das condi¢des
de contorno e geometria.

Seguindo as metas estabelecidas a distribuicdo do trabalho se d4 na seguinte forma: no
Capitulo 2 sdo mostrados os conceitos e fundamentos matematicos do método de otimizacao
utilizado. No Capitulo 3 o procedimento proposto é empregado para a obtencao das condigdes
de otimo do problema de minimiza¢do da massa estrutural de placas homogéneas semi-
espessas e placas sanduiche sujeita a restricdo na frequéncia fundamental de vibracdo. O
Capitulo 4 mostra os aspectos de implementagdao numérica do procedimento de otimizagdo e
solugdo por elementos finitos. No Capitulo 5 varios exemplos sdo testados para diversos
formatos de placas sanduiche e condi¢des de contorno. No Capitulo 6 sdo dadas as conclusdes

e sugestoes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2
O METODO DE OTIMIZACAO

2.1 Introducio

O principal interesse da atual pesquisa ¢ implementar o procedimento de otimizagao
elaborado por Barcellos (1977) ao caso de elementos de placa e observar o comportamento de
diversos modelos de placas sanduiche submetidas a otimizagdo. Para atingir os propdsitos
acima citados ¢ necessario um bom entendimento do método empregado. Sendo assim, o
objetivo deste capitulo ¢ mostrar os principais conceitos, fundamentos e procedimentos
matematicos que estruturam o método.

Os problemas de otimizagdo estrutural vém sendo tratados basicamente por duas classes
de métodos: os métodos baseados em programacdo matematica e os métodos baseados em
critério de otimizagdo ou critério de otimalidade. Os métodos de programagao matematica sao
caracterizados por utilizar rotinas de procura de pontos extremos da funcdo objetivo. Os
métodos de critério de otimizagdo fazem uso de principios variacionais para obter expressoes
que fornecam as condi¢des necessarias ao projeto 6timo.

No método utilizado, as condi¢des de 6timo sdo deduzidas através da teoria de controle
otimo. Estas condi¢cdes sdao entdo discretizadas para formar um conjunto de equacgdes
algébricas a ser resolvido. Esta abordagem do problema, caracteriza o método como
pertencente a classe dos métodos de critério de otimizagao.

Para o processo de discretizagao das condigdes de 6timo o dominio do modelo estrutural
deve ser subdividido em elementos finitos. Muitos problemas de otimizagao estrutural, onde a
distribuicdo de espessura ¢ tomada como variavel de projeto, utilizam elementos finitos de
espessura constante ao longo de cada elemento. Aqui emprega-se o conceito de elemento
finito fisico definido por Barcellos (1977). Com este conceito, a fungdo distribui¢do de
espessura do elemento estrutural ¢ interpolada dentro de diversas sub-regides do dominio, em
cada uma dessas sub-regides a espessura do elemento pode variar, permitindo uma melhor
representacdo do perfil 6timo do modelo.

O capitulo inicia com a definicdo do formato geral do problema de otimizagdo e sua
modificagdo para uma forma adequada a aplicacdo. Segue-se a defini¢do de hamiltoniano,
problema linear conjugado e condicdo de existéncia do otimo. Estas sdo defini¢des
matematicas importantes que fundamentam o método. O conceito de elemento finito fisico e o

procedimento que leva as condigdes necessarias de 6timo sdo apresentados na sequéncia. As



explicagdes sdo dadas para o caso bidimensional, embora sejam validas também para os casos

multidimensionais.

2.2 Conceitos e fundamentos matematicos
2.2.1 Definico do problema de otimizacio

Basicamente o tipo de problema de otimizacdo a ser considerado consiste no de
minimizar uma integral I, obedecendo a equagdo diferencial Lw = 0 (restricio de
comportamento) e restri¢gdes na variavel de projeto u (restricdo geométrica).

A integral I representa a quantidade estrutural a ser otimizada. Esta pode ser qualquer
valor que se queira ver diminuido na estrutura, por exemplo, peso ou volume, algum tipo de
energia, amplitude de vibracao, etc.

A equagdo diferencial Lw = 0 descreve o comportamento do sistema estrutural em estudo.
L ¢ um operador diferencial linear ¢ w a varidvel independente. A equacao pode representar
por exemplo a vibragdo de uma viga, distensao de uma haste, deflexdo de placa ou casca.

A variavel de projeto u estd implicita no operador L e ¢ a fungdo que define a
configuragdo de espessuras do sistema estrutural. A variavel u pode possuir restri¢gdes tanto no
conjunto a qual pertence como nos seus valores maximo e minimo.

Em resumo, o problema de otimizagdo tratado pode ser enunciado da seguinte forma:

Encontrar a fungao u(x, y) tal que,

Minimize a integral I,
sujeito a equacao Lw=0, (2.1)
com a restri¢do ul U,

onde U ¢ o espaco prescrito das varidveis de projeto.

Como exemplo de um problema de otimizacdo estrutural se poderia ter: Minimizar o peso
de uma viga engastada, obedecendo a equagdo diferencial de vibragdo, com a distribuicdo de
espessuras sendo representada por fungdes pertencentes ao conjunto das fungdes lineares por

partes.

2.2.2 Forma Adequada do Problema
A teoria matematica na qual o método de otimizag@o de Barcellos ¢ baseado foi proposta

por Cesari (1969). Este, fornece teoremas de existéncia para problemas de otimizagdo com
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equacdes diferenciais e problemas lineares conjugados. Para obedecer os pressupostos desse
trabalho, o problema de otimizacdo deve ser colocado em uma forma matematica adequada,
conforme definida por Cesari.

A forma adequada ¢ obtida passando a equacdo diferencial do tipo Lw = 0 para a forma
de Dieudonné-Rashevsky, que consiste em um ou mais conjuntos de equagdes diferenciais
parciais de 1* ordem. Além disso, na integral I e nas equagdes diferenciais as variaveis de
estado e de controle devem ser identificadas para que o problema seja tratado do ponto de
vista da teoria de controle 6timo.

Cesari (1969) define o problema de otimizagdo como sendo o de minimizar uma integral.

1[zu] = ”F(x,y,z,u)dxdy (2.2)

D

em um dominio fixo D do plano Xy, com as equagdes diferenciais (2.3) na forma de
Dieudonné-Raschevsky como restrigdes de comportamento, e ainda, restrigdes na variavel de

controle u.

Gy ), Lmg (2.3)
=L;\XxX,y,z,u),—= iX’ »Z,uj, '
x,yD,i=1,..,n.
Nas expressOes acima tem-se que:
z = 2X,y) = (21, Z», ..., Z,) s30 as varidveis de estado. Cada z ¢ obtida da varidvel

independente w e suas derivadas, e descrevem o estado do sistema. Supde-se que todo z;
pertence ao espago de Sobolev WL(D) , portanto z; J Lp(D), 0z/0 U Lp(D), 0z/0, [J Lp(D),
p=21,i=1,..,n

u=ux, y)=(u, w, ..., Un) sdo as variaveis de controle e correspondem as variaveis que
determinam a configuragdo do sistema. u(x, y) pertence a um espago controle prescrito U de
dimensdo m. Supde-se que cada u;, j = 1, ..., m, ¢ uma funcdo mensuravel em D. As varidveis
u e z satisfazem os dois conjuntos de equagdes diferenciais parciais de 1* ordem (2.3).

f=(, 6, ..., ) eg=(g, &, ..., Z) sdo fungdes continuas com argumentos X, y, Z € u. As
condig¢des de contorno das equagdes diferenciais sdo construidas a seguir.

Seja dD o contorno do dominio D. Supde-se que dD possa ser subdividido em um
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numero finito de partes Dy, h =1, ..., N ndo sobrepostas. Estas partes podem ser chamadas de
lados 0D de D. Seja 0 um parametro de comprimento de arco em 0D, 0 < 0 </, onde / € o
comprimento total ao longo do contorno. Portanto 0 = 0(x, y) para x, y [1 0D. Mais detalhes a

respeito desse desenvolvimento pode ser encontrado em Cesari (1969).

S0h

Figura 2.1 — Dominio e contorno da regidao D.

Denota-se z; (0) ou z; (0(X, y)) os valores que as fungdes z; assumem para x, y [J dD. Para cada
contorno 0D, associa-se uma cole¢do de indices, {i}n, que define quais componentes z; de z
estdo relacionados nas condi¢des de contorno em 0D;. As condi¢des de contorno sdo definidas

entdo da seguinte forma: para todo 0Dy, h=1, ..., N define-se v relag¢des do tipo

> o)z (o)=¢;" 2.4)

oy
lel’}h

odoD,,&=1, .. V.onde g Ej) sdo fungdes dadas em Ly'(0Dy), p' 2 p. ¢, (f) sdo fungdes

dadas em L, (0D;) com 1/k=1/p' + 1/p.

2.2.3 Hamiltoniano, problema linear conjugado e existéncia de solugao
Hamiltoniano. Seja A(X, y) = (A1, ..., A) € WX, ¥) = (M1, ..., la) qualquer par de fungdes
definidas em D, onde cada Aie Wi pertencem ao espaco de Sobolev W; (D) , g+ 1/p=1,

i=1, ..., n. O Hamiltoniano ¢ definido como sendo uma funcao de valor real da forma,

n

H(XaYaAauazau)=Z [)\jfj(X9Y9zau)+”jgj(Xa y;Zau)] (25)

=1
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(X, y) = (z1, ..., Z») e u(X, y) = (ui, ..., Un) sdo respectivamente as variaveis de estado e de
controle definidas anteriormente. f(x, y, z, u) = (f}, ..., fi) e g(X, y, Z, u) = (g, ..., &) 30

fung¢des continuas de valor real.

Problema linear conjugado. Considere que o par de fungdes A, i ¢ o Hamiltoniano H,

satisfazem o sistema de n equagdes diferenciais parciais de 1* ordem,

8Ai+8ui_ OoH
ox 0y 0z

1

(2.6)

mais condi¢des de contorno. i =1, ..., n, (X, y) U D. A equacgao diferencial (2.6), juntamente
com as condi¢des de contorno ¢ dito ser o problema linear conjugado ao problema de

otimizacao definido em (2.2).

Existéncia de solucido. Dado o problema de minimizar a integral [z, u], o que equivale a
encontrar o par z,u que minimiza o funcional I, com equagdes diferenciais como restrigdes de
comportamento e restricdes na varidvel de controle u, L. Cesari [1969] prova que se existir
um problema linear conjugado, com solugdes A, W, ao problema de otimizagdo, entdo a
condi¢do necessaria de Pontryagim ¢ satisfeita. Em outras palavras, dado um problema de
otimizacao, conforme definido, podendo-se extrair deste problema o seu problema linear
conjugado com a respectiva solug¢ao A e W, entdo, as condigdes necessarias para 0 minimo sao
satisfeitas, ou seja, ¢ garantida a existéncia de minimo. A prova deste teorema nao sera aqui
demonstrada, podendo esta ser encontrada em Cesari (1969). O fato relevante ¢ que o método
estd matematicamente bem fundamentado do ponto de vista da validade das condi¢des de
6timo a serem obtidas.

O passo seguinte ¢ adaptar os fundamentos matematicos definidos ao problema de
otimizagao estrutural e obter um procedimento que leve as condi¢des de 6timo. A adaptacgao
foi feita por Barcellos (1977) considera o fato de que muitas das fungdes empregadas em
analise estrutural e elementos finitos pertencem a espacos matematicos semelhantes aos

definidos nos itens anteriores.

2.2.4 Elemento Finito Fisico

A grande maioria dos problemas de otimizagao estrutural consiste em encontrar valores
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adequados para as variaveis geométricas de forma a minimizar o peso de estruturas. No caso
de elementos estruturais como vigas, placas, colunas e cascas, frequentemente as variaveis
geométricas consideradas sdo as espessuras ao longo do elemento.

Em muitos problemas, este perfil de espessuras ¢ obtido pela discretizagdo da estrutura
em elementos finitos de espessura constante em cada elemento. Neste caso, o perfil 6timo
final ¢ uma sequéncia de degraus descontinuos, resultando num projeto nao adequado para

propdsitos reais, apenas fornecendo uma idéia da configuragao 6tima. Figura 2.2.

7/

Figura 2.2 — Estrutura discretizada em elementos finitos de espessura constante.

Uma melhor representagao pode ser dada por elementos finitos de espessura varidvel. No
entanto, lidar com variagdo de espessura ao longo de cada elemento aumenta o nimero de
espessuras nodais a determinar durante o processo de otimizagao, tornando o processo de

solucao mais demorado. Figura 2.3.

Figura 2.3 — Estrutura discretizada em elementos finitos de espessura varidvel.

Tem-se entdo a seguinte dificuldade: por um lado a utilizacdo de elementos de espessura

variavel melhora a representacao do projeto 6timo. Por outro, pode-se precisar de uma grande
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quantidade de elementos finitos para a aproximagao matematica do problema, e neste caso, o
custo ¢ aumentado por causa do numero elevado de espessuras a serem encontradas.
Procurando solucionar este problema, Barcellos (1997) define o conceito de elementos finitos
fisicos.

Seja D o dominio de definicdo do problema de otimizacao, ou seja, o dominio de atuacio

das equacdes diferenciais. Este dominio D ¢ subdividido em N subdominios Dy , k=1, ..., N

de tal modo que,

D= UD, e D, ND, = [ se k #1 2.7)

0Dy é o contorno entre os subdominios Dy e D. Deve ser notado que os subdominios acima

ndo sdo os mesmos definidos pelo método de elementos finitos convencional.

Sabe-se que cada fun¢do u; de u(x, y) = (uy, uz, U, ..., Un), € uma funcdo mensuravel em
D. As fungdes continuas por partes sdo mensuraveis, portanto, uma fungao particular up(x,y)
pode ser considerada como sendo continua por partes. Assim, pode-se associar a cada
subdominio Dy, do dominio D, uma parte continua da varidvel up(x,y) ficando a
descontinuidade no contorno dDy. Como, no caso estrutural, up(x,y) pode representar
umafuncao de distribuicdo de espessura no elemento, entdo up(x,y) formara um perfil de

espessuras continuas por partes.

up(x.y)

Figura 2.4. Funcao up(x,y), continua por partes

Definicao. Um elemento finito fisico ¢ um pedago de um elemento estrutural associado a

um subdominio Dy, onde up ¢ definida de forma continua. Portanto, o elemento finito fisico



15

consiste num pedaco de viga, haste, placa, coluna ou casca que tem a priori definido o tipo de
distribuicao de espessura, ex. linear, quadratico, cubico, etc.

A restricdo imposta a fungdo variavel up(x, y), para ser continua por partes em D e
continua em Dy, define apenas a sua estrutura matemadtica. Resta encontrar uma funcio
especifica up(x, y) que represente a configuracao 6tima. Esta defini¢do sera dada pelos valores
nodais de up, que sdo os valores nodais de espessuras a ser encontrados dentro de cada
elemento fisico.

O conceito de elemento finito fisico permite que se faca uma discretizagdo para o perfil
de espessuras independente da discretizacdo para o problema de andlise estrutural. Sendo
assim, utilizam-se tantos elementos fisicos quantos forem necessarios para atender critérios
definidos pelo projetista, enquanto também se utilizam tantos elementos matematicos quantos
forem necessarios para o problema de analise, ficando apenas a restricdo de que o niimero de
elementos fisicos seja menor que o numero de elementos matematicos e ndo haver um

elemento matematico pertencente a dois elementos fisicos ao mesmo tempo, figura 2.5.

Elementos Fisicos

""""""""""""""" Elementos matematicos

Figura 2.5 — Dominio discretizado em elementos finitos fisicos e matematicos

2.3 Procedimento de otimizac¢ao
2.3.1 Introducao

Nos itens anteriores foram descritos os principais conceitos para o entendimento do
método. Neste item ¢ mostrado o procedimento desenvolvido por Barcellos (1977) que leva a
obtencao das condi¢des de 6timo para o problema de otimizagao.

O procedimento utilizado segue em linhas gerais a formula¢do padrdo da teoria de
controle 6timo para sistemas de parametros distribuidos. A quantidade a ser otimizada, as

equagoes diferenciais e restri¢des sao todas reunidas num funcional aumentado a ser
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minimizado. Tomando-se as devidas variagcdes do funcional e igualando-as a zero obtem-se as

condi¢des necessarias de 6timo.

2.3.2 Indice de performance, restricdes e discretizacio.

indice de performance. A quantidade a ser otimizada ¢ denominada indice de
performance ou fungdo objetivo e € representada por um funcional J, que deve estar em
termos das variaveis de estado z ¢/ou das variaveis de controle u. Em otimizagao estrutural J,
pode representar tanto a massa estrutural como algum aspecto do comportamento dindmico ou
estatico. Jy poderia representar, por exemplo, a amplitude de vibragdo na extremidade de uma

viga. Supondo J,como a massa total de uma placa, este pode ser dado por,

Jo = pI Jup(x,y)dxdy (2.8)

D

onde up(x, y) € a variavel de controle que representa a distribui¢do de espessura ao longo do
dominio e p ¢ a densidade do material.

Restricoes no Comportamento. Como ja foi dito, a equacdo diferencial que rege o
comportamento do sistema deve ser transformada para 2n conjuntos de equagdes diferenciais
parciais de 1* ordem.

z, - f(x,y,z,u)

X

2., 8(x,7,2,u) @9)

A
Lw = 0 é transformada em H

mais condi¢des de contorno.

As equagdes diferenciais sdo levadas em consideragdo no funcional através de fungdes
multiplicadores de Lagrange A(X, y) € H(X, ¥). A = (A1, Az, ooy An), U= (M1, Mo, ... Hn) S8O
frequentemente chamadas de co-varidveis de estado e satisfazem o problema linear conjugado
definido anteriormente.

Discretiza¢ao. O dominio de defini¢ao do problema deve ser subdividido em elementos
finitos fisicos em numero suficiente para que o conjunto de fun¢des definidoras do perfil de
espessuras ofereca uma boa ideia do que seja a configuragdo 6tima.

Restri¢oes na Variavel de Controle. A varidvel de controle up(x, y) ¢ a fungdo a ser

determinada no processo de otimizagao fornecendo a configuracao 6tima. O espago desta
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funcao ¢ pré-definido pelo projetista, restringindo a sua estrutura matematica a um conjunto
de fungdes escolhidas. Por exemplo pode-se restringir up(x, y) = @ u;, onde @ ¢ uma func¢do de
interpolagdo e os u;,s sdo valores nodais da fun¢do. Portanto, durante o processo de otimizagado
apenas os valores nodais sdo determinados, j4 que as fungdes de interpolagdo sao escolhidas
anteriormente. No funcional esta limitacdo € representada por up(x, y) = hi(x, y) = @ dij, onde
@ ¢ funcdo de interpolacdo associada ao no j, e di; valor da espessura no no j do elemento
fisico k. Restrigdes em up(x,y) podem também ser inseridas por meio de limitagdes em hy
fazendo-se hi(x,y) = @ dij + hmin , para limite inferior e hi(X,y) = hmx - @ dij , para limite
superior. Pode-se ainda limitar di; , que pode ser reescrito como dij = dry + dmin para

limitacdo de espessura minima ou di; = dmax - dry para limitagdo de espessura maxima.

2.3.3 Deducio das Condicoes de Otimo

As condi¢des de otimo para o problema de otimizacdo sdo deduzidas a partir da
minimizagdo de um funcional aumentado que reune o indice de performance J, mais as
equagoes de comportamento e as restrigdes na variavel de controle, tomados sobre todos os

elementos fisicos do dominio discretizado. O funcional aumentado é:

N
J=J0+Z f{At.(f—z,x)+ut.(g—z,y)+y(up—hk)}dxdy (2.10)

k=1 D,

onde, N ¢é o numero de elementos finitos fisicos. Multiplicando-se os termos,

N
1=1+ 2 JJ (ANt + it g+ y(up—h)-A' 2, —p' 2, ) dxdy (2.11)

k

~
I
o]

Aplicando-se o Teorema de Green para os termos em z, € Z,,, obtem-se

J=ZN: J'[H+(At,x+ut,y).z]dxdy+ f —At.zdy-l- f u'.zdx (2.12)
oD, oD,

k=1 D,

onde H ¢é o hamiltoniano definido como sendo,
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H(x,y,z,u,A,u,y,d)=up+2\t.f+ut.g+y(up—hk) (2.13)

Observando que dx = n0, do e dy = ng, do, a expressao final do funcional fica,

J=i f[H+(At,X+ut,y).z]dxdy+ f (—At no,+u' no.zdo (2.14)
oD

k=1 D,

n0y, N0y sd0 0s cossenos diretores da normal ao contorno dD;.
Para o funcional ser minimizado € preciso que as condigdes necessarias de Pontryagin
sejam satisfeitas. Estas exigem que a varia¢ao OJ seja igual a zero para toda possivel escolha

de varia¢des admissiveis em W, A, z, u, y ed, ou seja,

)J,=0 V) Ju=0
i) Ja=0 V) J,,=0 (2.15)
iii) J,, = 0 vi) Ja=0

Analisando cada uma das condi¢des tem-se:

a) As condigdes "ii" e "iii" implicam que as equagdes diferenciais iniciais na forma de
Dieudonné/Rashevsky devem ser satisfeitas, ou seja, o problema deve satisfazer as equagdes

de comportamento do sistema.

f=2z, g=1Z, (2.16)

n_.n

b) A condigao "v" leva a restrigdo imposta sobre o tipo de fungdo que define a variavel de

controle uy(Xx, y).

uy(X, y) = hi(x, y) (2.17)
com hk(X, y) =@ dkj.

c¢) A condi¢do "iv" leva a condicdes que as variaveis de controle u = (uy, u, u,, ..., Un) devem
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satisfazer.
Hu=A .f,+H.g.,=0 (2.18)
Huyp=1+A . fu+tH. 8wt y =0 (2.19)

d) A condigao "vi" fornece k vezes j expressodes que os parametros d devem satisfazer.

~JJ ¥y, dxdy=0 (2.20)

Dy

man
1

e) A condigdo leva ao sistema de equagdes diferenciais parciais lineares denominado

problema linear conjugado e respectivas condi¢des de contorno.

)\i,x + ui,y =- H,zi (221)

em D, , 0i=1,....n.

As condigdes de contorno do problema linear conjugado obtidas da minimizagdo do
funcional s@o enunciadas da seguir. Seja Ay (0) = - A; (0) nO+ Wi (O) nOy, onde nOx € nOy sdo
os cossenos diretores do vetor normal ao contorno, tem-se que:

a) Os valores de A e L em cada lado 0Dy do contorno dD sdo dados pelas expressdes,

Aui (0) =0 se i O{it (2.22a)

]Z /\hi(o)(lzi(o) - 2z0)) = 0 se iO{ik (2.22b)

i i]h

'7:(0) e *z (0) sdo quaisquer duas fungdes vetoriais que satisfagam as condi¢des de contorno
(2.4).

b) Os valores de A ¢ [ no contorno dDy entre dois elementos adjacentes sdo dados por:
w/N\i (0) =w/Ni(0) o O a qualquer contorno definido dDyi=1,n. (2.23)

As condigoes de contorno (2.22a) e (2.22b) indicam que A e [ devem ser iguais a zero onde as
varidveis z,s ndo sdo especificadas (i U {i}n), e devem ser calculados onde os zs sdo

determinados (i [J {i}s). Utilizando o fato de que z é continuo em D e A, W satisfazem o
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problema linear conjugado, da condicdo (2.23) se chega a conclusdo que A e [ sdo continuos
em todo contorno 0 Di.

Terminadas as dedugdes, as condigoes "i", "iv" e "vi" devem ser convenientemente
manipuladas para se chegar a expressao final da condigdo de 6timo. Estas substituigdes sao
adequadamente mostradas no capitulo seguinte.

O conjunto de equacdes que expressa as condigdes necessarias de Otimo deve ser
resolvido simultaneamente com as equagdes diferenciais que descrevem o comportamento do
sistema, com as restri¢coes nas variaveis de controle e condi¢gdes de contorno. As condi¢des
necessarias de 0timo juntamente com as equacdes diferenciais dadas sdo resultados exatos e
formam um sistema de equagdes diferenciais e integrais ndo lineares. Tendo em maos o
sistema de equagdes ndo lineares, a etapa seguinte ¢ resolver este sistema por qualquer
procedimento numérico. Conforme ja mencionado, o procedimento aqui utilizado para
encontrar a solugdo aproximada do problema de otimizagdo serd o do método de elementos

finitos acoplado a uma rotina de otimizacao especialmente desenvolvida para este fim.

2.4 Resumo e observacoes
2.4.1 Resumo

No presente capitulo procurou-se mostrar de um modo geral os fundamentos do método
de otimizagdo estrutural desenvolvido por Barcellos (1977). O método consiste num
procedimento de sub-otimizagdo de sistemas governados por equacdes diferencias parciais na
forma de Dieudonné-Rashevsky. O principal aspecto do método € o conceito de elementos
finitos fisicos. Com este conceito pode-se levar em consideracdo a variagdo de espessura
dentro de cada subdominio, melhorando a aproximac¢do da configuracdo 6tima, em contraste
com métodos onde a espessura ¢ tomada como constante.

As fungdes que compdem o perfil 6timo tem suas caracteristicas pré-definidas pelo
projetista. Este fato limita a configuragdo 6tima final a fungdes de uma determinada forma,
caracterizando na realidade, uma sub-otimizagdo. Ou seja, ao final do processo se podera ter,
por exemplo, um perfil linear por partes, quadratico por partes, etc.

O procedimento utiliza a teoria de controle 6timo para obter as condi¢Oes necessarias de
extremo. A funcdo objetivo do problema, equacdes diferenciais e restrigdes sdo todas reunidas
num funcional aumentado que deve ser minimizado. As condi¢des de extremo sdo equagdes
diferenciais ou integrais e devem ser transformadas em equagdes algébricas com a utilizagao

de fung¢des de interpolacao que discretizam a variavel de controle.



21

As equagdes diferenciais que descrevem o comportamento do sistema, também sao
transformadas em equacdes algébricas utilizando-se a técnica de elementos finitos, que
discretizam as variaveis de estado. Estes dois conjuntos de equagdes formam um sistema de

equacdes algébricas ndo lineares que deve ser resolvido para se encontrar o projeto 6timo.

2.4.2 Observacoes sobre o Método

Citando algumas caracteristicas especiais do método, tem-se que: A variavel de controle
up pode ter qualquer forma pré-estabelecida, com ou sem descontinuidade, com ou sem
limites maximos ou minimos ou ainda, ser representada por polindmios de diversos graus. Isto
permite aproximar melhor o projeto 6timo a necessidades reais.

As condigdes necessarias de Otimo sdao expressdes obtidas analiticamente sem
aproximacdes, portanto sdo exatas e a sua completa resolu¢do dependerd do método numérico
empregado para resolvé-la.

Qualquer tipo de elemento fisico pode ser definido ja que as condigdes necessarias de
6timo dependem somente da equagdo diferencial dada. Assim o método esta

permanentemente aberto para novos métodos numéricos.
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CAPITULO 3
APLICACAO DO METODO A OTIMIZACAO DE PLACAS

3.1 Introducao

No capitulo anterior foram estabelecidos todos os fundamentos e procedimentos do
método de otimizacdo desenvolvido por Barcellos (1977). Foram introduzidos os conceitos
fundamentais, o formato geral dos problemas que podem ser tratados e a sequéncia de passos
a seguir para a obten¢do das condi¢des de 6timo. Neste capitulo, o objetivo € a correta
aplicagdo do método a um problema especifico de otimizagao.

Seré considerada a otimizagdo de placas sanduiche em vibragao livre. Este tipo de placa ¢
comumente empregado em construgdo mecanica onde a economia de peso ¢ muito importante,
como no caso de estruturas aeronauticas. A placa sanduiche ¢ constituida de uma camada
central de material para enchimento e para resistir ao cisalhamento, e duas camadas externas
de material estrutural para resistir aos esfor¢os de membrana. O objetivo da otimizagdo ¢
minimizar o peso da parte estrutural da placa sujeita a condi¢cdes de contorno e restricdes na
primeira frequéncia natural, devendo esta ter um valor fixo.

O desenvolvimento do capitulo se da principalmente para o caso de placas sanduiche, no
entanto, ¢ possivel considerar paralelamente a otimizagdo de placas homogéneas. A diferencga
entre as duas aplicacdes pode ser contornada tomando-se algumas constantes como genéricas
ao longo das dedugdes, ficando a substitui¢do dos valores correspondentes a cada placa para o

final do procedimento.

3.2 Definicao do problema

A correta definicao do problema de otimizacao ¢ de suma importancia para a obtengdo de
um projeto 6timo. E preciso clareza quanto aos objetivos e imposicdes feitas ao modelo.
Seguem-se, neste item, as equacdes do modelo da placa a ser utilizada, o enunciado
matematico do problema de otimizagao e a colocagdo do problema no formato adequado para

o procedimento.

3.2.1 Equacgdes de placas
Considere, por exemplo, uma placa sanduiche retangular com movimento de vibragao na
direcdo z, de frequéncia natural Q. A placa ¢ formada por uma camada central ou nucleo

("core") de espessura 2h¢, e duas ldminas ou faces externas de cobertura, com peso estrutural
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passivel de modificacdo. A espessura inicial de cada face ¢ hs. Se a placa for homogénea a
espessura inicial ¢ h;. As medidas da placa sdo "a" e "b" para as diregdes x e y

respectivamente. A teoria de placas sanduiche utilizada neste trabalho segue as suposigdes

feitas por Ahmed (1971).

42 F ¥
T
hS a a Y
2hel |
b b
—_ Y
X X
Figura 3.1(a) Placa sanduiche Figura 3.1(b) Placa homogénea

As equacdes diferenciais do movimento que regem a vibracao de placas semi-espessas sao

Qx = Mxx,x + Myy,y + I LIJx,tt
Qy = Myyx + Myyy + Ty, (3.1a)
Qx,x + Qy,y + q =M Wit

mais as condi¢des de contorno em dD. As equagdes constitutivas sdo dadas por

M =-D (Wyx +V Wy,y)

Myy =-D (l-lJy,y +V l-px,X)

D|1-
% (Way + Py) (3.1b)

Qi =Gx (W - Yy
Qy =Gy (W,y - Yy)

M,, = -

As equagdes acima foram retiradas do trabalho de Dym e Shames (1973) e tem-se que: My €
M,, sdo momentos de flexdo, M,, ¢ momento de tor¢do, Qx e Qy sdo esforcos cortantes, Yy e
Yy, sdo rotagdes, w ¢ a deflexdo na diregdo z, V coeficiente de Poisson e q carga distribuida

(considerada zero para a presente aplicacdo). Na figura 3.2 pode-se visualizar os planos e
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sentidos de aplicacdo das solicitagdes atuantes em um elemento infinitesimal de uma placa,

além das rotagdes e deflexdo do plano médio.

Figura 3.2 Solicitacdes, deflexdes e rotagdes

As constantes Gx, Gy, M, I e D dependem do material e da geometria da placa que se esta

trabalhando. Para placas sanduiche as constantes assumem os seguintes valores:

Gx =k he Gxz Gy =k hc Gyz
I1=2h2 p./3+2 hsh’ pq D=2Eh>hy/(1-v?) (3.2)
MZZthc+2hspS

onde, 2hc € a espessura da camada central, nticleo ou "core”, hc a espessura inicial de cada
face, ps a densidade do material estrutural nas faces, pc a densidade do material no "core”,
Gxz o mddulo de cisalhamento transversal e Gyz o modulo de cisalhamento longitudinal. As
relagdes para I e D nas equacdes (3.2) foram retiradas de Ahmed (1971) e sdo validas para hg
<< hc ¢ Ec << E. Ec ¢ o moddulo de elasticidade do material do nucleo. Para placas

homogéneas semi-espessas as constantes sdo:

Gx=Gy=kh G I=ph}/12
M=ph D=Eh?/(1-V?) (3.3)

onde, E ¢ o mdédulo de Young, h; ¢ a espessura da placa homogénea, p a densidade do
material da placa homogénea, k o fator de correcdo do cisalhamento, G o moédulo de
cisalhamento.

As equagoes de vibracado livre para placas podem ser colocadas de outra forma, onde ndo



25

aparecem termos com derivadas em relacao ao tempo. Fazendo-se as devidas substituicdes se

chega a:

[Gx (w,x+ (l/x)},x~l—[—Gy(w,y—pr)] ,y+q=—Msz
[ 1—-v

(@ oW, ) |y~ 122w, =Gx W, —w,) (34

{—D@pp{+vawﬂm+-—D

[_D((’Uy’y—i_v (’UX’X)]’}’+ _Dl_Tv(wX’y—i_wy’X) ’X_IQZ (’Uy=GX(W’y_(’UY)

Ok, y)dD,q=0

3.2.2 Montagem do problema

Conforme ja mencionado, o problema de otimizagdo aqui considerado ¢ o de minimizar o
peso da parte estrutural da placa sanduiche mantendo a primeira frequéncia natural de
vibracao Q com valor fixo. Em outras palavras o que se quer ¢ encontrar uma distribui¢ao de
espessuras nas faces de modo a tornar o peso desta o menor possivel, mantendo a frequéncia

fundamental a mesma do perfil inicial.

42 z
hs 2 ! 4 B
2hcf 2he] |
b b
¥
X ‘X
Figura 3.3 (a) Placa inicial Figura 3.3 (b) Placa otimizada

Devido a simetria da placa em relacdo ao plano médio considera-se apenas uma face
desta. O peso da parte estrutural ¢ dado pela integral da fungdo distribui¢do de espessura ao
longo da area vezes o peso especifico do material da face. Considerando constantes a
propriedade do material ao longo da face e a aceleragao da gravidade, o problema de peso sera

formulado em termos de volume estrutural que ¢ dado por
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J0=fh(x,y)dxdy (3.5)

D

h(x, y) ¢ a fungdo distribui¢do de espessura da parte estrutural, ou face, da placa sanduiche. Se
a placa for homogénea h ¢ a espessura total.

Desse modo, o enunciado do problema de otimizacdo pode ficar da seguinte forma:
Minimizar a integral Jo, sujeita as equacdes diferenciais (3.1) com restrigdo na frequéncia

natural Q e na fungdo distribui¢cdo de espessura h(x, y).

3.2.3 Colocacio do problema na forma adequada
O procedimento exige que se escreva o sistema de equacdes diferenciais na forma de
Dieudonné¢ Rashevsky. A partir das equacdes de placa (3.1), e baseado no trabalho de

Barcellos (1977), as variaveis de estado sdo definidas da seguinte forma:

ZI =W, Zs = My,,

7 = l-IJx, Ze = Mxy,

z; =, z;=Qy,

74 = My, Zs = Qx. (3.6)

Para as variaveis de controle tem-se:

u, = h(x, y) Us = Yy
= Miox Us = Qyx
U = Miuy u7 = Qyy
u; = My« us = Quy
W =M,,, (3.7)

Os valores acima definidos sdo substituidos nas equacdes de placas (3.1). Explicitando-se
as variaveis de estado dessas equagdes obtem-se o sistema na forma de Dieudonné-

Rashevsky.

Zlx = (Zg / GX) + 2 Zi,y = (Z7/ GY) t2z3

ZZ)X =- (Z4 = VZS) / D(l - Vz) ZZ,y = Us
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Z3x = -2Z6 / (1 - V) D Z3,y = - (Zs - VZ4) / D(l - V2)

Z4,x = Uy Zsyy = U2

Zs5,x = U3 Zs,y = Uy

Zé;x:Z7'u4+Iszs Zﬁ,y:Zg-lh"l‘IQzZz

Z7,x = Wy Z7,y = Uy

Zgx = -u7 - M Q% 7, Zg,y = Ug (3.8)

com as respectivas condigdes de contorno.

3.3 Condicoes de 6timo
Definido o problema de otimizagdo, passa-se a etapa seguinte do procedimento que ¢
montar o funcional aumentado, impor as condi¢des de extremo de Pontryagin e deduzir as

equacdes que levam as condi¢des de 6timo.

3.3.1 Funcional aumentado

O dominio de validade das equagdes de placas ¢ subdividido em N elementos finitos
fisicos. O funcional aumentado ¢ formado pelo indice de performance J, (3.5) mais as
equacdes diferenciais e restrigdes somados sobre todo o dominio D. As equagdes diferenciais
do problema e as restrigdes na fungdo distribuicdo de espessura sdo mostradas abaixo e
introduzidas no funcional através das co-variaveis de estado A, [ e fungdo multiplicador de
Lagrange y(x,y). As fungdes f e g, definidas no Capitulo 2, descrevem o comportamento

da placa e s@o obtidas do sistema de Dieudonné-Rashevsky.

fi = (2/GX) + 2, g =(z7/Gy)+z3

£, =-(z4-Vzs5) / D( - V?), g = Us
f;=-2z/(1-Vv)D, g3 =-(25-Vvzs) / D(1 - V?)
fi=u, =W

fs =us, gs =y
fo=2z7-us+1Q%z;, g =zz-u +1Q%*z

f; =u,, 2=

fgz-lh-MQz Z, g8 = Ug (39)
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para cada subdominio D, k=1, ..., N.
A funcao distribui¢do de espessura h(x, y) a ser encontrada, ¢ definida em cada elemento

fisico por hy(x,y), sendo

hi(x, y) = @(x, y) dy (3.10)

onde, k ¢ indice dos elementos finitos fisicos, j ¢ indice das espessuras nodais, o0s @,s sdo
funcdes de interpolacdo e os dyj,s sdo valores nodais da distribuicdo de espessura da placa em
cada elemento fisico.

Montando-se o funcional aumentado tem-se:

Tt JJ A'e(f—z, )+u'o(g—2z,)+y(h—h,]}dxdy G.11)

k

J

x‘
1}
v}

Conforme desenvolvimento do capitulo anterior, a expressdao do funcional a ser minimizado

fica:

J=J0+i { f (nUXAt—i-n Uyut).zd0+_” H—i—(?\t ,X+ut,y).zdxdy} (3.12)
D

k=1 oD,

k

noy, e nOy sdo os cossenos diretores da normal ao contorno dDk. O Hamiltoniano ¢ dado por,
H(x,y,z,u,A,u,y,d|=h+A"f+p'.g+y(h—h,| (3.13)

3.3.2 Condicoes de Pontryagin

As expressdes para o Otimo sdo obtidas impondo-se as condigdes necessarias de
Pontryagin. As diversas variagdes 0J, do funcional J, devem ser tomadas em relacdo as
variagdes admissiveis em z, u, A, )}, y e d. Considerando as condi¢des (2.15) as seguintes

deducoes sao feitas:

1) Condi¢ao J,, = 0. Tomando-se a variacdo de J em relagdo a cada z;, obtem-se o problema
linear conjugado, com n equagdes do tipo, Ai,x + Hi,y = - H,z, 1 = 1, ..., n, mais condi¢des de

contorno.



At Hiy = As(M Q)

Aoyt Moy = - (A1 + s I Q%)

Mt oy = - (i + A6 1 Q?)

Aat My = [(A2+ 15 v) / D(1 - v?)]
As Hsoy = [(V A2+ 3) / D(1 - VY]
Aoxt Hosy = - [2 A5/ D(1 - V)]

Axt Hr,y = [As + Wi / Gy]

Asoxt oy = - [A1 / GX + ]

As condi¢des de contorno sdo explicadas no item seguinte.
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(3.14a)
(3.14b)
(3.14c)
(3.14d)
(3.14¢)

(3.14f)

(3.14g)
(3.14h)

i1) e ii1) Condi¢do J,, = 0 e J,, = 0. Daqui volta-se a obter as equagdes diferenciais iniciais que

regem o comportamento de vibragdo da placa.

f=1z,

g= 12y

(3.15)

iv) Condicao J,, = 0. Daqui obtem-se H,,; =0,1=1, ..., n, e H,, = 0, fornecendo as relagdes,

)\4-|J-<>:0 U )\4:“6

H=0
As=0
Hs-As=0 [ Ms = Ag
A=0

UZ‘)\3:O 0 Uzz)n
p.7-)\g=0 U u7=)\8
Ms =0

para H,y=0¢
1+A'f, +u'.g, +y=0

para H,, = 0.

(3.16)

(3 .17)
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Explicitando na expressdo (3.17) apenas os termos de f e g que possuem derivadas em h

chega-se a expressao,
Hyn =14+ y +Afnt Aot AT nt At ntAsts,nt i gintags,ntHeZoon = 0 (3.18)

v) Condi¢do J, =0. Volta-se a obter a interpolagdo definida para a espessura hi(x, y) = @
dkj.

vi) Condicdo J,q; = 0. Fornece N x NE relagdes do tipo

_ffy(XaY)hkadkjdXdy=O (3.19)

Dy

ou seja, para cada elemento finito fisico e para cada espessura a condi¢do acima deve ser
satisfeita somando um total de N x NE equag¢des. N ¢ o nimero de elementos finitos fisicos e
NE o numero de espessuras nodais. A inclusdo de limitagdo de espessura minima pode ser
feita considerando-se dij = dryj + dmin , Onde dmin € um valor limite minimo constante a nao
ser ultrapassado que se deseja incluir, e dry a parte varidvel. Desse modo, a relagdo (3.11) fica
hi(x,y) - @(X, y) (drij + dmin) € a condigdo (vi) J,dj = J,dry = 0 , permanece a mesma, ja que dimin

¢ constante.

3.3.3 Expressio Final para o Otimo
Considere os resultados da condi¢ao “iv” (J,, = 0), equagdes (3.17), lu=Hs =As =A; =
0, As=Hs Hs=Ase [y =As, substituindo A;, b7 e s da condig¢ao “iv” nas equagdes (3.14g) e

(3.14h) da condigao “i” (J,. = 0), e explicitando-se os valores para A; e |4, obtem-se:
)\1 =-0x ()\g,x + |.l6) M =- Gy ()\g,y + )\(,) (320)

tomando-se os valores de A, e 4; acima obtidos mais os valores de A4, [, As, Us € substituindo

todos nas equagdes (3.14d), (3.14e) e (3.14f) da condicdo “i”, fica-se com:

Hosx == (-A2+V ) /D (1 - V*)
Aoy = - (V As- ) / D (1 -V2) (3.21)
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}\6,)( + Me,y = 2 )\3 /D (1 - V),

tirando-se dai o valor de A, [, A; chega-se a:

As=[D(1-V)/2] Aext Hesy)
A2 =D Aoy + V Ho) (3.22)
U3 =D ()\6”& t+Vv uﬁay)a

substituindo A, Wi, A2, o, As, W3 nas equacdes (3.14a), (3.14b) e (3.14c) da condicao “i”

finalmente obtem-se:

[—GX(A&X+u6) ,X+[—Gy (/\g,y—l—u())] ,y=—/\8M.Q2

DA (At e

D,V Agay) |1+ S u=Cx(Ag +p,)  (3.23)

[D(?\G’y—kvué,x) syt

1—
DTv(ué,y+)\6 ,X)

AP A=Cy (A, +2)

Estas equagdes sdo as mesmas que as de vibragao de placas semi-espessas (3.4), dai se conclui
que -As, -Hs € Ag satisfazem o mesmo conjunto de equagdes diferenciais que W, Yy e w,
respectivamente, em cada elemento fisico Dy.

3L
1

A condi¢ao do item anterior fornece também as condigdes de contorno do problema
conjugado. Como as variaveis -As, -Ms € Ag satisfazem as mesmas equagdes diferenciais e
condi¢des de contorno de Wy, Yy e w, Barcellos (1977), pode-se considerar que a diferenca

entre os dois conjuntos de varidveis ¢ de uma constante multiplicativa C, ou seja

-Ae = Cuyy
-Hs =C (3.24)
)\3:CW

U(x,y) UD.
Considere a condigado J,, = 0, explicitando dessa expressao as derivadas de f e g em relacdo a

h, tem-se que:
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fi,n = - Gx,, zs / GX? =B, z

fon =Dy (z:-V2z) /D> (1-V2) =B, D, /D

fon=2 2Dy / (1 - V) D =B, D,,/ D?

foon = L Q% z3 = B¢ 23

fo,n =- M, Q% 7 =Bsz (3.25)
g1, = - Gy,n 27 /Gy? =B, z

g0 = (25 -V z5)D,, / D* (1 - V?) =By’ D,,/D?

Zon = Ln Q%2 =B 7

Para facilitar a deducdo das equagdes a seguir alguns termos acima foram trocados pela letra B

seguida de um indice. Substituindo os valor de f,, e g,, na expressao de H,, (3.18) vem,

1+ Y +(}\1B1Zg+u1B1’Z7)+(D,h/D2)()\2B2+)\3B3+|J3B3’)+
B(, ()\6 73 + l.l(, Zz) + )\3 Bg VAR O (326)

tomando-se as expressoes para A, Hi, A, As, M3, equagdes (3.20) e (3.22), mais as igualdades

zZ1 =W, Z, = Yy, 73 = Yy, 27 = Qy, z5 = QX, ¢ ainda

Z4-Vzs=-D P (1 -V?),
z5-V z4=-D Yy, (1 - V?), (3.27)

e substituindo tudo na expressao (3.26) chega-se a:

l+y+[_GX(A8ax"‘He)Ble_Gy(AS’y_'_“G)Bl'QY]+

Dsh (I_Vz)
2

2

Dz(/,lé,x—i—v)\6 ,y) W, ,X—D2 (A6 ,X+v6,y)—D2(Aé,y+vu6,x)wy,y +

By[Agw,+1sw, ]+ A Byz, =0 (3.28)
Observando as equagdes (3.24), e substituindo [, A¢ € As na expressao (3.28), chega-se a

condicdo de o6timo geral do problema de minimizacdo do volume estrutural de placas

homogéneas ou placas sanduiche para uma dada frequéncia natural de vibragao.
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1+y+[_GX(CW x CWX)BI Qx_Gy(CW’Y_C (I/}’)BIVQY]_F

(1-v)
2

D,h[(c W2 A VC Py W+ Cly,orw, [ +Clw?+vu, . wy,y)}—

B, C(wi+y’)+CBw =0 (3.29)

A expressdo acima pode ser particularizada tanto para a otimizacdo de placas homogéneas
como para placas sanduiche. Considerando as constantes (3.3) e substituindo-as em (3.29)

chega-se a condi¢do de 6timo para placas homogéneas semi-espessa.

1+y+CkG[(w,x—pr)2+(W,y—¢,y)2]_

Eh 1—
C4(1—_IV2)[(L'U3<’X+2VWX’wa’y—i_wi’Y) +( ZV)(wy’x+wX’Y)2]_

ph’Q°

—C4

(W +y2)+Cp 2 w’=0 (3.30)

U(x, y) U Dx. e para cada elemento finito fisico Dy, k=1, ..., N.

Para o caso de placas sanduiche considera-se as constantes (3.2), que substituidas em

(3.29) fornece a condi¢ao de 6timo para este tipo de placa.

[1-v]

2

I+y+C 2Ehc ((ljy’x+(px’}’)2 B

(l—vz) (l[/i,x+2v qjx ’wa’y_Hlji’Y) +

C2hg py (@ +yl)-C2psQ,w’=0 (3.31)
U(x, y) U Dx e para cada elemento fisico Dy, k=1, ..., N.
Estas sdao as equacdes que devem ser satisfeitas, em cada elemento fisico Dy, para que a
configuracdo oOtima seja encontrada. A solucdo das condi¢des de 6timo juntamente com as

equacdes de vibragdo ¢ tratada no item seguinte.

3.4 Discretizaciao

No item anterior o procedimento de otimizacao levou até a forma analitica das condi¢des
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de 6timo, estas devem ser satisfeitas em cada elemento finito fisico. Para resolver o sistema de
equagdes numericamente ¢ utilizado o método de elementos finitos convencional. As
varidveis independentes w, Yy e Y, sdo interpoladas para formar a matriz massa e rigidez do
sistema. O resultado dessa interpolagao fornece a condi¢do de 6timo expressa na forma de

equacdes algébricas. A condi¢do de 6timo obtida no item anterior para placas sanduiche é:

[1-v]

2

2Eh
1+y+C——

[1-v7]

(wi,x-i_szX’X(le’y_'_wf”Y) T ((IJY’X+(IJX’Y)2 -

C2ps @3 (w2 +wl)+w’|=0 (3.32)

para cada elemento fisico Dyx. Para melhor manipulacao das equacdes a expressao entre chaves

¢ dividia em duas partes, onde,

_ 2Ehc 2 2 (I—V) 2
k = (l_vz) (Wxax'i'z"(l/m (I/y,y‘Hl/yay)‘i‘ 2 (wyax+wxay)
Wy =2 pg |h(el+e)+w’] (3.33)
Numa forma mais condensada a expressao (3.32) fica:
1+y+C{W,-Q* Wy} =0 (3.34)
ou
-y =1+C {Wi- Q> Wy} (3.35)
Considere a condicao “vi”, J,qj = 0, que fornece,
__H Y<X=y)hkadkjdXdy =0 (3.36)

Dy

paratodok,j, k=1, ..,N,j=1, ..., NE, N ¢ o numero de elementos fisicos, NE ¢ o nimero de

espessuras nodais em cada elemento fisico.

Conforme ja definido, a interpolacao feita para a espessura h(x, y) em cada elemento fisico ¢
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hi(x, y) = @ dy;, (3.37)

portanto,

hi,di = @ (3.38)

Substituindo-se a expressdo de y obtida de (3.35) em (3.36) obtem-se:

ff[1+C(Wk—Q2WM)]hk,dkjdXdy =0 (3.39)

D,

k

ou considerando (3.37) e (3.38),

ff[l-FC(Wk—QZWM)](bjdXdy =0 (3.40)

paratodo k,j,k=1,...,N,j=1, .., NE.

Separando-se alguns termos da integral,

J,;f ¢, dxdy+C ngd)jdxdy—Qz_gWMd)jdxdy =0 (3.41)

para todo k, j.

Para satisfazer o conjunto de equagdes acima, fun¢des adequadas para w, Yy e Y, devem
ser encontradas. Os valores assumidos por estas varidveis estdo associados a Q? através do
problema de frequéncia natural e modos de vibracdo. Por outro lado, as caracteristicas de
vibracdo dependem da geometria do modelo, no caso, da distribuicdo de espessura da placa.
Portanto, uma determinada configuragdo de espessura deve ser encontrada, tal que, origine um
modo de vibragao que satisfaga a condicao de 6timo e a equacao de vibragao do sistema para
uma dada frequéncia Q.

Para resolver os dois sistemas de equacdes, vibragdo e condi¢cdes de otimo, w, Yy e Y,
podem ser interpolados normalmente, nas expressdes de W, e Wy da equagdo (3.41), com o

método de elementos finitos convencional. Interpolando w, Yy e Y, na equacdo (3.41) e



36

montando a forma matricial da equacao, fica-se com,

J.DJ' ¢;dxdy +C xktﬂ ClBtDbebjdXdy xk—szktﬂ C2NtDmN<l>jdxdyXk =0 (3.42)

D, D,

As matrizes B, Dy, N, Dy, sdo,

RN

0 v, Y0 0
B=(0 0 VY. N=]0 ¥ 0
ov,, v, 0 0 ¥
1 v 0 1 0 0
Db=V1(0) D, =[0 h 0
001;V 0 0 h
2
o o 2ER -
| — 2 2 pS
(1-v?)

W ¢ o vetor das fung¢des de interpolacdo para w, Wy e Y.

x ¢ o vetor dos modos de vibragdo correspondentes a frequéncia Q a nivel de elemento.

Considerando

C3=|£j b, dxdy (3.43)

K,=[[ C,B'D,B¢,dxdy

Dy

(3.44)

M, = [[ C,N'D, N ¢, dxdy

Dy

(3.45)
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a condi¢ao de 6timo na forma matricial fica:
Cay+Cx (K= M, ) X, = 0 (3.46)

para todo k,j; k=1, ..., N; j =1, ..., NE. A expressao (3.46) deve ser satisfeita para todos os
elementos fisicos e todas as espessuras nodais. O fato da constante C ser a mesma para todas
as equagdes, for¢a o resultado da multiplicagdo [x' (Ko - Q* My) x / C3] também ser igual em
todos os elementos e espessuras. A quantidade entre colchetes ¢ denominada energia
Lagrangiana média do elemento fisico e a solu¢do 6tima terd sido encontrada quando todos os
elementos fisicos tiverem o mesmo valor dessa energia.

O célculo da energia depende dos valores nodais dos modos de vibragdo no elemento, das
matrizes Ko € My € da frequéncia do sistema. Estas matrizes estdo definidas em cada
elemento fisico, no entanto, cada um dos elementos pode possuir em seu interior elementos
finitos matematicos para a interpolagdo das variaveis w, Py e Y. Assim, as matrizes Ko € Mo
podem ser vistas, em cada elemento fisico, como matrizes "globais” sendo formadas pelo
somatorio das diversas matrizes locais dos elementos matematicos. Este fato possibilita um
calculo mais preciso na Energia Lagrangeana ao mesmo tempo que mantem a liberdade para a

escolha do niumero de elementos fisicos necessarios para representagao da superficie 6tima.

3.5 Resumo do capitulo

Neste capitulo o método de otimizagdo de Barcellos (1977) foi utilizado para obtengdo
das condigdes de 6timo para o problema de minimizagdo do peso de placas sujeitas a restri¢ao
na frequéncia fundamental de vibragdo e restricao nas espessuras.

Primeiro o problema de otimizagao foi adequadamente definido, em seguida montou-se o
funcional aumentado com as restricdes de comportamento, foram impostas as condigdes de
Pontryagin e deduzidas as expressdes de 6timo tanto para placas sanduiche como para placas
homogéneas.

No item anterior as condigdes de 6timo analiticas de placas sanduiche s3o transformadas
em equagdes algébricas para a solugdo numérica. Este conjunto de equagdes juntamente com
as equagdes de vibragdo da placa formam o conjunto de equagdes algébricas nao lineares, cujo

esquema de solucdo ¢ tratado no capitulo seguinte.
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CAPITULO 4
IMPLEMENTACAO NUMERICA

4.1 Introducio

Obtidos os sistemas de equacdes algébricas que descrevem o estado e a configuracdo
6tima do modelo, a preocupagdo passa ser a de resolver esses sistemas numericamente. Neste
capitulo interessa mostrar a sequéncia de procedimentos numéricos utilizados para efetuar a
otimiza¢do do problema de placas sanduiche. A técnica de elementos finitos ¢ empregada para
a analise de frequéncia natural da placa e seus respectivos modos de vibragdo. Os resultados
da analise fornecem dados para a rotina de otimizagdo que ajusta as variaveis de projeto em

dire¢do a configuragdo 6tima.

4.2 Equacoes algébricas
Sao dois os conjuntos de equagdes algébricas que devem ser resolvidos para a solucao do
problema de otimizagdo. O conjunto de equagdes que descreve o comportamento de vibragao

do sistema,
(K-Q*M)x=0 4.1)
e o conjunto de equagdes que descreve as condigdes para o projeto timo,
t 2 _

Cyy+Cx (K= Q"M )i X, =0 (4.2)
Ok,j k=1,..,Nej=1, .., NE.
Os indices k e j indicam que as constantes, vetores € matrizes se referem ao elemento fisico k
e a espessura nodal j, N ¢ o niumero total de elementos fisicos € NE ¢ o nimero de espessuras
nodais por elemento fisico. Na equagdo (4.1), K e M sdo as matrizes de rigidez e massa para o
sistema global, respectivamente. As expressdes para Cs, Kot € My estdo dadas em (3.43),

(3.44) e (3.45) e sao montadas a nivel de elemento fisico. As equagdes dos dois conjuntos

(4.1) e (4.2) sdo ndo lineares e devem ser resolvidas por um processo iterativo.
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4.3 Estratégia de solucio

O conjunto de equagdes (4.1) € resolvido pelo método de elementos finitos. Desse
sistema de equagdes se obtém o primeiro autovalor Q e o autovetor x correspondente. Os
valor calculados para frequéncia natural e modos de vibragdo sdo passados para a rotina de
otimiza¢do juntamente com outros dados do modelo. Nesta rotina, as condi¢des de 6timo e
restricdes do problema sdo testadas. Se as mesmas forem satisfeitas a configuracdo corrente ¢
apresentada como solu¢do do problema, caso contrdrio, as espessuras sao modificadas de
modo a ajustar o modelo a uma configuracao que satisfaca, pelo menos aproximadamente, as
condi¢des de o6timo e restricdes. A sequéncia de célculos realizados na rotina de otimizagao

para se chegar ao projeto 6timo ¢ a seguinte:

1) Primeiro a frequéncia natural do modelo ¢ comparada com o valor de frequéncia desejado.
Caso a diferenca entre os dois valores seja maior que uma determinada precisdo, sdo
realizadas modificagdes nas espessuras até que o modelo apresente a frequéncia esperada.

Este ajuste ¢ efetuado utilizando-se a seguinte formula de recorréncia:
1 0
h=hyjo (4.3)

1 r . .. A . . 0 ,
onde, hy; ¢ a espessura ajustada para originar a frequéncia Q desejada, h,; € aespessura da

configuragdo corrente que provoca a frequéncia Q,, 0 € o fator multiplicativo que ajusta a

espessura e ¢ dado por,

.= ma Q° 44

Y ma Q>+ mbQ2—mbQ’ 4)
ma=pchc[1—(hé/3)]

mb=pghy;(1-h?,) (4.5)

A expressdo para 0, foi obtida da divisdo entre duas equagdes diferenciais de placas
sanduiche, uma com frequéncia Q, e outra com a frequéncia Q. Considerando a simplificagao
de que os modos de vibragdo das duas placas sejam bem parecidos, pode-se eliminar da

divisdo termos em deslocamentos e rotagdes. Desse modo foi possivel a obtengdo de uma
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equagdo em fung¢do apenas das densidades e espessuras das duas placas. A relagdao obtida se
mostrou bastante 1til para esta finalidade pois se verificou que, na maioria dos casos, com
poucas iteracdes, 3 ou 4, se consegue ajustar as espessuras para alcangar a frequéncia
desejada. Em alguns casos, a alteracdo das espessuras, sugerida pelo mdédulo de otimizagao,
para satisfazer a condi¢do de 6timo ¢ brusca, causando problemas de convergéncia no ajuste
de espessuras para satisfazer a restrigdo de frequéncia. Nesses casos, utilizou-se um fator
[3=0,5 para amenizar a taxa de alteracdo das espessuras proposta pelo pardmetro d. Desse
modo, a férmula para alteracdo das espessuras no sentido de manter a frequéncia natural

constante ficou,

1 _1.0
hy=hy(1- ) o, +8 (4.6)
2) Conseguido o modelo com a frequéncia atualizada o passo seguinte ¢ verificar se a
condi¢do de 6timo ¢ satisfeita para esse novo conjunto de espessuras. A satisfacdo das
condi¢des de 6timo ocorre quando as razdes de energia Lagrangeana com Cs de todos os
elementos fisicos forem iguais. O valor de energia Lagrangena média, Ly, para cada um dos N

elementos fisicos e cada uma das NE espessuras nodais, ¢ dado pela expressao,
ij=XL Kot_Qz M, ijk/C3kj 4.7)
k=1,..,Nej=1,..., NE obtendo-se dai N vezes NE energias Ly;.

3) Em seguida ¢ calculado o valor médio entre todas as energias Lagrangeanas,

NE

) ) Ly /[N x NE] (4.8)

151

LM

4) Com o valor médio, Ly, calcula-se o desvio padrao entre todas as energias,

N NE (ij - LM)2

\ 9 M) 4.9
gﬂjzl (N.NE) - 1 49

L=
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O desvio padrdo foi a medida escolhida para verificar a igualdade entre todas as energias
Lagrangeanas. Se a condi¢cdo de otimo ¢ satisfeita, todas as energias sdo iguais € o desvio

padrdo € zero. Se as energias ndo sdo iguais o desvio padrao dd uma ideia da distancia que se

esta da solugao exata.

5) Baseado nos valores de cada energia Lagrangeana L,j , no valor médio Ly, € no desvio

padrdo das energias L , estima-se uma modificagdo nas espessuras nodais. A modificagdo é

feita baseada na seguinte relacdo de recorréncia,

W\ |L.—Ly| \/ T
1_10 k k M
hkj_hkj+ ij m L:r SC ij_LM>0 (49)
1 _10 h(l)q‘ |ij_LM| L
hkj_hkj_i m L:r S¢€ ij—LM<O (410)

1 .
h,; - espessura modificada,

hij - espessura da iteragdo anterior,
R - fator de incremento de espessura (R =2 ou 5),
Ly - energia Lagrangeana média do elemento fisico k na espessura j
Ly - média entre todas as energias dos elementos fisicos
Luax - maior energia Lagrangeana entre todos os elementos fisicos
Luin - menor energia Lagrangeana entre todos os elementos fisicos
L - desvio padrio de todas as energias Lagrangeanas na configuragdo corrente
L, - desvio padrio de todas as energias Lagrangeanas na configuragdo inicial ou de
referéncia
Nas relagdes de recorréncia (4.9) e (4.10) o termo ( L / L, ) representa o desvio
padrdo das energias lagrangeanas da configuracdo corrente em relagcdo ao desvio padrdo das
energias lagrangeanas da configuracdo inicial. Esse valor d4 uma medida da diminui¢do do
desvio padrdo das energias durante o processo de otimizagdo. Esse termo suaviza a mudanga
das espessuras a medida em que se aproxima da configuragdo 6tima.
A relacdo de recorréncia para alterar as espessuras em direcdo ao 6timo foi baseada na
formula apresentada em Khot e Berke (1984), no entanto, uma analise do comportamento da

energia Lagrangeana com relagdo a variagdo de espessura foi necessaria para verificar qual
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expressao deve ser usada (4.9) ou (4.10). No caso do presente trabalho, otimizagdo das
espessuras da face de placas sanduiche, as matrizes My ¢ K¢, da equagdo 4.7, ndo dependem
da espessura da face, elas permanecem constantes ao longo do processo iterativo. A variacdo
da energia Lagrangeana, nesse caso, ¢ dependente do autovetor xi , modo de vibracdo. Para
uniformizar a energia em toda a placa, as espessuras da face devem ser modificadas para
alterar as amplitudes relativas, entre os ndés do modelo discretizado da placa, no primeiro
modo de vibragdo, no sentido de redistribuir a energia de maneira equitativa por toda a placa.
As formulas 4.9 e 4.10 estabelecem tal relacdo entre uniformidade de energia e variagdo de
espessuras e foram ajustadas apoOs verificagdes numéricas.

6) Com o novo perfil de espessuras volta-se ao programa de elementos finitos para se
recalcular as matrizes estruturais K e M, e resolver novamente o problema de autovalor e
autovetor do novo sistema. A frequéncia de vibracao obtida ¢ comparada com a frequéncia

desejada e reajustada conforme explicado na etapa "1".

A verificagdo da satisfacao do limite de espessura minima ¢ feita juntamente com as
modificagdes das espessuras efetuadas nas etapas "5" e "1", caso o limite seja ultrapassado, o
acréscimo ou diminuicdo da espessura fica restrito ao limite imposto. A sequéncia de etapas
acima ¢ repetida até que o desvio padrao seja menor que um determinado valor, ou entdo, o
numero de iteracdes atinja um valor pré-estabelecido pelo programador. Um fluxograma
simplificado com a sequéncia de célculos efetuados pelo programa de elementos finitos e

rotina de otimizagao ¢ mostrado na figura 4.1.



Entrada de dados para o programa de
elementos finttos

Calculo das matrizes massa e rigder

Calculo dos autovalores e autovetores

Paszagem da dados para a rotina de otimizacio

WVerificagio da satisfagio das restrigées

N]|

Lste de espessuras para satistazer as restrigdes

Passagem de dados de wolta ao programa
de elementos finitos

Célculo de matrizes e vetares para
as condigdes de dtimo

Werficarfio da satisfacio das
condigdes de Stimo

N]|

Aquste de espessuras para o Otimo

Saida da configuragio ohima

Figura 4.1- Fluxograma do programa de otimizacao.
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CAPITULO 5
RESULTADOS NUMERICOS

5.1 Introducao

Para verificar a validade de aplicagdo das expressdes e rotinas desenvolvidas nos
capitulos anteriores varios exemplos de placas otimizadas foram testados. Neste capitulo sao
mostrados os resultados numéricos obtidos da otimizacdo de diversos tipos de placas
sanduiche.

O que se pretende obter como resposta ¢ uma distribui¢do de espessura nas faces da placa
tal que torne esta o mais leve possivel, sendo que a frequéncia fundamental de vibragao deve
ser mantida a mesma de uma configuragdo de referéncia. Restri¢do de espessura minima na
face também ¢ obedecida. A camada interna ("core") da placa sanduiche permanece com a
espessura inalterada.

Os exemplos testados sdo, placas em forma de viga, placas retangulares, circulares e uma
de formato trapezoidal. Para cada um dos tipos varias condicdes de contorno sao
consideradas. Em todos os exemplos a configura¢do de referéncia ¢ aquela onde a espessura ¢é
constante ao longo de toda a placa. As propriedades dos materiais utilizados nas placas
sanduiche foram analisadas e retiradas dos trabalhos de Ahmed (1971), Vinson (1986) e
William (1982), as faces sdo de aluminio e o "core" de aluminio tipo colmeia ou corrugado.
Todos os exemplos, com excecdo do exemplo 3, apresentam as mesmas propriedades de
material da face e do nucleo. As relagdes entre espessura da face e do ntcleo também sao
mantidas iguais em todos os exemplos. Foram mantidos constantes parametros de espessura e
de material para se fazer uma avaliagdo da influéncia do formato da placa e da condi¢do de
contorno na redugdo de massa e na configuracdo otimizada. As dimensdes dos modelos,
limites minimos de espessuras e propriedades dos materiais utilizados sdao fornecidos em cada
exemplo.

Com relacdo aos aspectos numéricos as seguintes caracteristicas sao adotadas:

a) interpolagdo;, na obten¢do das matrizes massa e rigidez, tanto para as matrizes
convencionais de elementos finitos como para as matrizes de otimizagdo, sao utilizados
elementos Lagrangeanos de 9 nos. Para interpolagdo das espessuras sao mostrados exemplos
com elementos finitos fisicos lineares e quadraticos. Uma pequena comparagdo entre os dois

tipos de fungdes pode ser vista no exemplo da placa quadrada em balanco;
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b) discretiza¢do,; em cada exemplo procurou-se utilizar uma malha adequada o suficiente para
observar a configuracao otimizada. Na maioria dos exemplos a malha de elementos finitos
fisicos ¢ igual ao de elementos finitos matematicos, no caso da placa quadrada em balango e
da placa circular apoiada sdo mostrados casos onde a discretiza¢do da espessura ¢ diferente da
discretizagdo do dominio matematico, exemplificando bem esta caracteristica do método.

Os resultados obtidos sdo apresentados na seguinte forma:

a) um grafico, mostrando a razdo entre o volume da face calculado em cada interagdao (VOL)
pelo volume da face inicial de referéncia (VIN), ¢ montado para a visualizacdo da diminuicao
do volume da face da placa conseguido pelo processo de otimizagao.

b) outro aspecto a ser observado € o quanto se esta afastado da solugdo exata do sistema de
equacdes de 6timo. A medida aqui utilizada para verificar este afastamento € o desvio padrao
das energias Lagrangeanas médias de todos os elementos fisicos e espessuras nodais. Estes
resultados estdo colocados numa tabela que mostra o historico do processo iterativo. O valor
de L apresentado nas tabelas esta dividido por Ly média das energias Lagrangeanas na
configuragdo otimizada.

c) ao final de cada exemplo ¢ mostrado o formato final da face da placa juntamente com
alguns valores de espessuras nodais, reducdo do volume das faces com as espessuras
otimizadas e redu¢do da massa total das placa sanduiche. Em virtude das espessuras das faces
serem muito menores que as dimensdes das placas, as figuras sdo apresentadas com as escalas
ajustadas para facilitar a visualizagdo da configuragdo 6tima. As frequéncias da configuracdo

otimizada sdo as mesmas da configuracdo de referéncia.
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5.2 Exemplos
5.2.1 Exemplo 1. Viga em balanco
No primeiro exemplo uma placa sanduiche engastada em um lado no formato de viga ¢

sujeita a otimizacdo. A configurag¢do inicial da viga ¢ dada na figura 5.1, a geometria e

materiais utilizados sdo fornecidos na tabela 1.

a) vista lateral b vista superior

Figura 5.1 — Configuracao inicial da viga sanduiche em balanco.

Tabela 1 — Dados de geometria e materiais para viga em balanco.

hs =0,0025 m a= 50m
hc=0,0225m ; h=2hc +2hs =0,05 m b=1,0m

ps = 2680 kg/m’ b/h =20

pc =35 kg/m’ Gxz = 13,0 10’ N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m?
Q=15,26 E =689 10° N/m*

A malha de elementos finitos utilizada neste exemplo estd mostrada na figura 5.2.

L,

ENGASTE
o
w
ES
@

Figura 5.2 — Malha de elementos finitos fisicos € matematicos

Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico

volume x iteragdes (figura 5.3) e na tabela 2 historico do processo de otimizacao.
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Figura 5.3 — Gréfico volume x iteragdes para viga em balanco.

Tabela 02 — Histdrico do processo iterativo para viga em balango.

TER oo (%) | LW | TER  |\2o (%) | TL(%)
1 1000 6486 11 72 59,3
2 245 6612 12 7.2 463
3 146 6697 13 7.2 37.1
4 109 6925 14 7.2 30,5
5 02| 7402 15 7.2 25.6
6 82 8367 16 7.1 22,0
7 77| 10629 17 71 19,2
8 74 20473 18 71 17.2
9 73 14834 19 71 15,6
10 7.2 776 20 71 14,3

Na tabela acima VOL ¢ o volume da itera¢do corrente, VIN € volume inicial do modelo e
L o desvio padrao das energias Lagrangeanas. Os resultados obtidos da otimizagdao estdo
mostrados na tabela 3 com as espessuras nodais, € na figura 5.4 com a distribuicao de

espessuras na face da placa.



Tabela 03 — Espessuras na configuragdo otimizada da viga em balanco.
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ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
1 5,62E-04 5,62E-04 3,44E-04 3,44E-04
2 3,44E-04 3,44E-04 2,19E-04 2,19E-04
3 2,19E-04 2,19E-04 9,41E-05 9,41E-05
4 9,41E-05 9,41E-05 1,96E-05 1,96E-05
5 1,96E-05 1,96E-05 3,55E-07 3,55E-07

ENGASTE

Figura 5.4 - Configuracdo otimizada das espessuras da face da viga em balango.

A Figura 5.4 mostra que na configuracao otimizada das espessuras da face da viga em
balanco a tendéncia ¢ haver um valor maior para a espessura proximo ao engaste, com
reducdo gradual desta a medida em que se aproxima da extremidade livre. A tabela 2
apresenta em termos numéricos a redugcdo do volume conseguido para as faces da viga
sanduiche. Os valores mostrados indicam a estabiliza¢do do volume minimo da face em 7,1 %
do volume inicial de referéncia. O desvio padrao das energias Lagrangeanas ficou em 14,3 %
nesta iteragdo. Em termos de massa total da placa otimizada em relacdo a massa total da placa
sanduiche inicial, obteve-se o valor de 16,9 %, ou seja, uma remocao de 83,1% de massa da
placa. O mesmo exemplo analisado com restricdo de espessura minima igual a 0,5 mm,
apresenta uma remoc¢ao de 67,4 % da massa total da viga sanduiche em balango. A menor

reducdo neste caso se deve ao limite imposto a reducdo de espessura abaixo do valor minimo.
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5.2.2 Exemplo 2 . Viga bi-engastada.
Neste exemplo uma placa engastada em dois lados no formato de viga ¢ sujeito a

otimiza¢do. A configuracdo inicial da viga ¢ dada na figura 5.5, a geometria e materiais

utilizados sao fornecidos na tabela 4.

1 =}
I

hs
I\ | | |
|
1

| a I
I

i L

a) vista lateral b) wista superior

Figura 5.5 — Configuragao inicial a viga sanduiche bi-engastada.

Tabela 04 — Dados de geometria e materiais para viga bi-engastada.

hs =0,0025 m a= 5,0m
hc=0,0225m ; h=2hc +2hs =0,05m b=1,0m

ps = 2680 kg/m’ b/h =20

pc =35 kg/m’ Gxz=13,0 10’ N/m?
v =0,34 Gyz=13,0 10’ N/m?
Q=9442 E =689 10° N/m?

A malha de elementos finitos utilizada para neste exemplo estd mostrada na figura 5.6. Os

elementos em destaque sdo aqueles cujas espessuras sao apresentadas na tabela 6.
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Figura 5.6 — Malha de elementos finitos fisicos e matematicos.

Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x
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iteragdes (Figura 5.7) e na tabela 5 historico do processo de otimizagao.
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Figura 5.7 — Grafico volume x itera¢des para viga bi-engastada.

Tabela 05 — Historico do processo iterativo para viga bi-engastada.

TER. \\//CI?\IJ_ (%) | L(%) TER. \\//C;\Ij_ (%) | L (%)
1 100,0 349,4 11 11,7 86,2
2 37,8 402,5 12 11,7 80,7
3 243 4149 13 11,7 76,4
4 18,0 453,7 14 11,7 72,8
5 14,6 583,0 15 11,7 69,8
6 12,7 1493,0 16 11,7 67,2
7 11,8 511,9 17 11,7 64,9
8 11,7 124,7 18 11,7 63,0
9 11,7 104,5 19 11,7 61,3
10 11,7 93,5 20 11,7 59,9

Os resultados obtidos da otimizagdo estdo mostrados na tabela 6 com as espessuras

nodais, e na figura 5.8 com a distribui¢do de espessuras na face da placa.



Tabela 06 — Espessuras nodais na configuracdo otimizada da viga bi-engastada.
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ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
1 1,26E-03 1,26E-03 7,27E-04 7,27E-04
2 7,27E-04 7,27E-04 5,29E-04 5,29E-04
3 5,29E-04 5,29E-04 3,33E-04 3,33E-04
4 3,33E-04 3,33E-04 1,41E-04 1,41E-04
5 1,41E-04 1,41E-04 2,33E-05 2,33E-05
6 2,33E-05 2,33E-05 4,98E-05 4,98E-05
7 4,98E-05 4,98E-05 6,17E-05 6,17E-05
8 6,17E-05 6,17E-05 6,39E-05 6,39E-05
9 6,39E-05 6,39E-05 6,17E-05 6,17E-05

Figura 5.8 — Configuracao otimizada das espessuras da face viga engastada.

A figura 5.8 mostra que na configuragcdo otimizada das espessuras da face da viga bi-
engastada a tendéncia ¢ a de haver um valor maior para a espessura proximo ao engaste € no
centro da placa, apresentando um forma ondulada. A tabela 5 apresenta em termos numéricos
a reducdo de volume conseguido para as faces da viga sanduiche. Os valores mostrados
indicam a estabilizacdo do volume minimo em 11,7% do volume inicial de referéncia. O
desvio padrdo das energias Lagrangeanas ficou em 59,9 % nesta iteragdo. Em termos de massa
total da placa otimizada em relacdo a massa total da placa sanduiche inicial, obteve-se o valor
de 20,9 %, ou seja, uma remocao de 79,1% de massa da placa. O mesmo exemplo analisado
com restricdo de espessura minima igual a 0,5 mm, apresenta uma remocao de 68,3 % da

massa total da viga sanduiche bi-engastada.



5.2.3 Exemplo 3. Viga simplesmente apoiada
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Neste exemplo uma placa simplesmente apoiada no formato de viga ¢ sujeita a otimizagdao. A

configuragdo inicial da viga ¢ dada na figura 5.9, a geometria e materiais

utilizados sdo fornecidos na tabela 7.
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b vista supenior

Figura 5.9 — Configuracdo inicial da viga simplesmente apoiada

Tabela 07 — Dados de geometria e materiais para viga simplesmente apoiada

hs =0,0025 m a= 50m
hc=0,0225m ; h=2hc +2hs =0,05 m b=1,0m
ps = 2680 kg/m’ b/h =20

pc =350 kg/m®

Gxz=13,0 10’ N/m?

v =0,34

Gyz = 13,0 10’ N/m?

Q=30,32

E =68,9 10° N/m’

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo estd mostrada na figura 5.10. Os

elementos em destaque indicam quais elementos tém as espessuras apresentadas na tabela 09.
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Figura 5.10 — Malha de elementos finitos fisicos e matematicos.

Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x
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iteragdes (Figura 5.11) e na tabela 08 historico do processo de otimizagao.
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Figura 5.11 — Gréfico volume x iteragdes para viga simplesmente apoiada

Tabela 08 - Historico do processo iterativo para viga simplesmente apoiada.

ITER. \\//c|)[\|j_ (%) | L (%) TER. \\//CI)I\II_ (%) | L (%)
1 100,0 70,5 11 86,6 243
2 93,0 46,7 12 86,4 23,0
3 91,1 38,6 13 86,3 21,8
4 89,8 35,0 14 86,2 20,5
5 88,9 32,6 15 86,1 19,2
6 88,3 30,8 16 86,0 17,9
7 87,8 29,3 17 85,9 16,7
8 87,4 27,9 18 85,8 15,4
9 87,1 26,7 19 85,8 14,2
10 86,8 255 20 85,7 13,1

Os resultados obtidos da otimizagdo estdo mostrados na tabela 09 com as espessuras

nodais, e na figura 5.12 com a distribui¢do de espessuras na face da placa.
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Tabela 09 — Espessuras nodais na configuragao otimizada da placa simplesmente apoiada.

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
1 3,29E-04 3,29E-04 1,46E-03 1,46E-03
2 1,46E-03 1,46E-03 1,96E-03 1,96E-03
3 1,96E-03 1,96E-03 2,05E-03 2,05E-03
4 2,05E-03 2,05E-03 2,04E-03 2,04E-03
5 2,04E-03 2,04E-03 2,01E-03 2,01E-03
6 2,01E-03 2,01E-03 2,00E-03 2,00E-03

Figura 5.12 — Configuragdo otimizada das espessuras da face da viga simplesmente apoiada.

A figura 5.12 mostra que na configuracdo otimizada das espessuras da face da viga
simplesmente apoiada a tendéncia € se ter um valor maior para a espessura no centro da placa
com redugdo gradual desta a medida em que se aproxima das extremidades suportadas. A
tabela 08 apresenta em termos numéricos a redu¢do de volume conseguido para as faces da
viga sanduiche. Os valores mostrados indicam a estabilizacdo do volume minimo em 85,7%
do volume inicial de referéncia. O desvio padrao das energias Lagrangeanas ficou em 13,1%
nesta iteragdo. Em termos de massa total da placa otimizada em relacdo a massa total da placa
sanduiche inicial, obteve-se o valor de 93,4%, ou seja, uma remog¢do de 6,56% de massa da
placa. O mesmo exemplo analisado com restrigdo de espessura minima igual a 0,5 mm,
apresenta uma remocgao de 6,54% da massa total da viga sanduiche apoiada. A quase auséncia
de reducdo de massa neste caso, se deve a proximidade da configuracdo otimizada a forma
inicial da viga apoiada, desse modo, uma reducdo de espessura abaixo da minima permitida
ndo foi necessaria. Este caso foi analisado com a densidade do nucleo igual a 350 Kg/m*
diferentemente de todos os outros casos que tem a densidade de 35 Kg/m?., e ndo deve ser

usado para comparacdo de reducio de massa.



5.2.4 Exemplo 4 . Placa em balanco
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Neste exemplo uma placa sanduiche quadrada engastada em um lado € sujeita a otimizagdao. A

configuragdo inicial da placa ¢ dada na figura 5.13, a geometria e materiais

utilizados sao fornecidos na tabela 10.
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a) vista lateral

b) vista supetior

Figura 5.13 — Configuragao inicial para placa sanduiche em balango

Tabela 10 — Dados de geometria e materiais para placa engastada.

hs =0,0025 m a= 1,0m
hc =0,0225 m ; h=2hc+2hs=0,05m b= 1,0m
ps = 2680 kg/m’ b/h =20

pc = 35 kg/m’ Gxz = 13,0 10’ N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m?
Q =360,4 E = 68,9 10° N/m?
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Figura 5.14 Malha de elementos finitos fisicos e matematicos.

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo estd mostrada na figura 5.14. Os

elementos em destaque s3o aqueles cujas espessuras sdo apresentadas na tabela 12. Os

resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x
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iteragdes (Figura 5.15) e na tabela 11 historico do processo de otimizacao.
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Figura 5.15 — Gréfico volume x iteragcdes para placa em balancgo.

Tabela 11 — Historico do processo iterativo para placa em balango.

ITER. \\//CI)[\II_ (%) | L (%) TER. \\//IOI\II_ (%) | L (%)
1 100,0 424,0 11 6,0 82,5
2 18,8 874,9 12 6,0 55,1
3 11,5 1000,4 13 6,0 39,6
4 8,8 1138,4 14 6,0 294
5 7,5 1388,7 15 6,0 21,8
6 6,8 2036,1 16 6,0 17,5
7 6,4 6894,7 17 6,0 14,9
8 6,2 24354 18 6,0 13,1
9 6,1 676,6 19 6,0 11,8
10 6,1 164,9 20 6,0 10,8

Os resultados obtidos da otimizagdo estdo mostrados na tabela 12 com as espessuras

nodais, e na figura 5.16 com a distribuicao de espessuras na face da placa.



Tabela 12 — Espessuras nodais na configuracio otimizada da placa em balango.

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO3 NO 4
1 2,79E-04 2,57E-04 2,79E-04 3,67E-04
3 2,14E-04 1,35E-04 1,26E-04 2,11E-04
5 5,86E-05 1,28E-05 1,10E-05 5,21E-05
6 1,28E-05 3,63E-07 2,99E-07 1,10E-05
13 4,71E-04 3,34E-04 3,56E-04 5,01E-04
15 2,21E-04 1,24E-04 1,27E-04 2,32E-04
17 5,07E-05 1,10E-05 1,11E-05 5,13E-05
18 1,10E-05 2,80E-07 2,78E-07 1,11E-05

Figura 5.16 — Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa em balango.
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A figura 5.16 mostra que na configuracdo otimizada das espessuras da face da placa

quadrada em balango a tendéncia ¢ haver um valor maior para a espessura proximo ao engaste

com redu¢do gradual desta a medida em que se aproxima da extremidade livre. A tabela 11

apresenta em termos numéricos a reducdo de volume conseguido para as faces da placa

sanduiche. Os valores mostrados indicam a estabilizagdo do volume minimo em 6,0% do

volume inicial de referéncia. O desvio padrdo das energias Lagrangeanas em 10,8% nesta

iteracdo. Em termos de massa total da placa otimizada em relagdo a massa total da placa

sanduiche inicial, obteve-se o valor de 15,9%, ou seja, uma remog¢ado de 84,1% de massa da

placa. O mesmo exemplo analisado com restricdo de espessura minima igual a 0,5 mm,

apresenta uma remocao de 69,4% da massa total da placa sanduiche em balango.
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5.2.5 Exemplo 5. Placa engastada nos 4 lados
Neste exemplo uma placa sanduiche quadrada engastada nos 4 lados ¢ sujeita a

otimizagdo. A configurag¢do inicial da placa ¢ dada na figura 5.17, a geometria e materiais

utilizados sdo fornecidos na tabela 13.
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&) wvista lateral b) wista superior

Figura 5.17 — Configuragao injcial para placa sanduiche engastada.

Tabela 13 — Dados de geometria e materiais para placa engastada.

hs =0,0025 m a= 1,0m
hc=0,0225m ; h=2hc+2hs=0,05m b= 1,0m

ps = 2680 kg/m’ b/h =20

pc =35 kg/m’ Gxz = 13,0 10’ N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m?
Q=2143 E =689 10° N/m?

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo estd mostrada na figura 5.18. Os

elementos em destaque sdo aqueles cujas espessuras sao apresentadas na tabela 15.

ENGASTE

ENGASTE

Figura 5.18 — Malha de elementos finitos fisicos € matematicos.
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Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x

iteracoes (Figura 5.19) e na tabela 14 histérico do processo de otimizagao.
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Figura 5.19 — Grafico volume x iteragdes para placa engastada

Tabela 14 — Historico do processo iterativo para placa engastada

\\//c|>N|_ %) | “L(%) | IER \\’/?N" %) | "L (%)
1 1000 1514 11 3.1 464
2 44 1468 12 3.0 442
3 40 1115 13 3.0 42.2
4 37 879 14 3.0 404
5 35 717 15 2.9 39.2
6 3.3 612 16 2.9 38.3
7 3.3 563 17 2.9 37.6
8 3.2 532 18 2.9 37 1
9 3.1 508 19 2.9 36.6
10 3.1 485 20 2.8 36.2

Os resultados obtidos da otimizacdo estdo mostrados na tabela 15 com as espessuras

nodais, e na figura 5.20 com a distribui¢do de espessuras na face da placa.



Tabela 15 - Espessuras nodais na configuracao otimizada da placa engastada

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
1 1,30E-07 1,82E-07 1,41E-06 1,82E-07
3 5,25E-07 3,13E-05 2,38E-05 5,94E-06
5 1,91E-04 3,39E-04 2,20E-04 1,06E-04
6 3,39E-04 3,92E-04 2,62E-04 2,20E-04
12 2,20E-04 2,62E-04 1,32E-04 1,10E-04
14 5,94E-06 8,76E-06 1,70E-05 2,38E-05
16 1,70E-05 3,79E-05 2,23E-05 3,22E-05
24 1,47E-05 1,56E-05 6,36E-05 5,92E-05
28 2,23E-05 6,25E-05 5,92E-05 1,47E-05
36 7,28E-05 7,59E-05 7,82E-05 7,59E-05

Figura 5.20 - Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa engastada.
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A figura 5.20 mostra que na configuragdo otimizada das espessuras da face da placa

engastada a espessura ¢ maior no centro dos lados de engaste e no meio da placa, e com

valores menores nos cantos e ao redor do centro. A tabela 14 apresenta em termos numeéricos

a reducdo de volume conseguido para as faces da placa sanduiche engastada. Os valores

mostrados indicam a estabilizacdo do volume minimo em 2,8% do volume inicial de

referéncia. O desvio padrao das energias Lagrangeanas ficou em 36,2% nesta iteragao.

Em termos de massa total da placa otimizada em relacdo a massa total da placa sanduiche

inicial, obteve-se o valor de 13,1%, ou seja, uma remogao de 86,9% de massa da placa. O

mesmo exemplo analisado com restricdo de espessura minima igual a 0,1 mm, apresenta uma

remog¢do de 85,8% da massa total da viga sanduiche engastada nos 4 lados. Observa-se

também, neste caso, uma proximidade entre as configuragdes otimizadas com e sem restricao

de espessura, no entanto, aqui, ambas configuragdes apresentam espessuras muito pequenas.
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5.2.6 Exemplo 6. Placa simplesmente apoiada nos 4 lados
Neste exemplo uma placa sanduiche quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados ¢
sujeita a otimizagdo. A configuracdo inicial da placa ¢ dada na figura 5.21, a geometria e

materiais utilizados sdo fornecidos na tabela 16.

bi2

bi2

% =4
7 f——————— b4

I [ '
x X|M

a) vista lateral

b) wista supetior

Figura 5.21 — Configuragao inicial para placa sanduiche simplesmente apoiada.

Tabela 16 - Dados de geometria e materiais para placa simplesmente apoiada.

hs =0,0025 m a= 1,0m
hc=0,0225m ; h=2hc +2hs =0,05 m b=1,0m

ps = 2680 kg/m’ b/h =20

pc = 35 kg/m’ Gxz = 13,0 10" N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m?
Q=1586 E =689 10° N/m*

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo esta mostrada na figura 5.22.

Os elementos em destaque sdo aqueles cujas espessuras sdo apresentadas na tabela 18.

31 32 33 34 35

25 26 21 29 30

19 20 21 22 23

APOIO

v D) 2| @ « ]| @] G
J’—xf I

APOIO

Figura 5.22 - Malha de elementos finitos fisicos e matematicos.
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Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x

iteracoes (Figura 5.23) e na tabela 17 historico do processo de otimizagao.
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Figura 5.23 - Grafico volume x iteragdes para placa simplesmente apoiada.

Tabela 17 - Historico do processo iterativo para placa simplesmente apoiada.

TER. \\//Cl)’\ll' (%) | L (%) ITER. \\//c|)[\|j_ (%) | L (%)
1 100,0 132,8 11 13,5 117,7
2 13,7 1045,0 12 13,6 105,1
3 13,6 713,8 13 13,6 95,6
4 13,5 510,0 14 13,7 88,2
5 13,4 382,0 15 13,7 81,9
6 13,4 295,7 16 13,7 76,7
7 13,4 234,6 17 13,8 72,3
8 13,4 189,7 18 13,8 68,4
9 13,4 157,8 19 13,8 65,1
10 13,5 135,0 20 13,8 62,3

Os resultados obtidos da otimizacdo estdo mostrados na tabela 18 com as espessuras

nodais, e na figura 5.24 com a distribui¢do de espessuras na face da placa.



Tabela 18 — Espessuras nodais na configuragao otimizada da placa simplesmente apoiada

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
1 1,16E-04 2,66E-04 1,22E-03 2,66E-04
3 2,57E-04 2,70E-04 1,24E-03 1,31E-03
5 2,80E-04 2,65E-04 2,67E-04 8,03E-04
6 2,65E-04 9,31E-05 1,28E-04 2,67E-04
12 2,67E-04 1,28E-04 8,45E-05 5,77E-05
14 1,31E-03 1,43E-03 7,92E-04 1,24E-03
16 7,92E-04 1,85E-04 2,38E-05 1,94E-04
24 8,00E-05 9,33E-05 1,02E-04 9,72E-05
28 2,38E-05 7,41E-05 9,72E-05 8,00E-05
36 1,05E-04 1,07E-04 1,08E-04 1,07E-04

STMETRICO
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Figura 5.24 — Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa simplesmente apoiada.

A figura 5.24 mostra que na configuragdo otimizada das espessuras da face da placa

apoiada as espessuras tem valores maiores proximos aos cantos € espessuras menores nos

eixos centrais da placa. A tabela 17 apresenta em termos numéricos a reducdo de volume

conseguido para as faces da placa. Os valores mostrados indicam a estabilizagdo do volume

minimo em 13,8% di volume inicial de referéncia. O desvio padrao das energias Lagrangeanas

ficou em 62,3% nesta iteragdo. Em termos de massa total da placa otimizada em relagdo a

massa total da placa sanduiche inicial, obteve-se o valor de 22,9 %, ou seja, uma remocao de

77,1 % de massa da placa. O mesmo exemplo analisado com restricdo de espessura minima

igual a 0,1 mm, apresenta uma remogao de 77,38 % da massa total da placa sanduiche apoiada

em 4 lados.
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5.2.7 Exemplo 7. Placa circular engastada
Neste exemplo uma placa sanduiche circular engastada € sujeita a otimizagdo. A
configuragdo inicial da placa ¢ dada na figura 5.25, a geometria e materiais utilizados sdo

fornecidos na tabela 19.

hs
-
i ¥ r r
ey
L. -

a) vista lateral b)) vista supetior

Figura 5.25 — Configuragao inicial para placa sanduiche circular engastada

Tabela 19 — Dados de geometria e materiais para placa circular engastada

hs =0,005 m r=1,0m
hc=0,045m ; h=2hc+2hs=0,1 m 2r=2,0m

ps = 2680 kg/m’ 2r/h =20

pc =35 kg/m’ Gxz = 13,0 10’ N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m*
Q=1209 E = 68,9 10° N/m?

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo estd mostrada na figura 5.26.

Os elementos em destaque sao aqueles cujas espessuras sao apresentadas na tabela 21.

ENGASTE

Figura 5.26 — Malha de elementos finitos fisicos € matematicos
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Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x

iteracoes (Figura 5.27) e na tabela 20 histérico do processo de otimizagao.
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Figura 5.27 — Grafico volume x iteragdes para placa circular engastada

Tabela 20 — Historico do processo iterativo para placa circular engastada

TER. \\//Cl)’\ll' (%) | L (%) ITER. \\//C|)[\Ij_ (%) | L (%)
1 100,0 128,7 11 3,2 253
2 3,9 111,5 12 3,2 244
3 3,6 82,0 13 3,2 23,7
4 34 61,2 14 3,2 23,1
5 3,3 46,0 15 3,2 22,7
6 3,3 38,2 16 3,2 224
7 3,3 33,5 17 3,2 22,2
8 3,3 30,3 18 3,2 22,0
9 3,2 28,1 19 3,2 21,8
10 3,2 26,5 20 3,2 217

Os resultados obtidos da otimizagdo estdo mostrados na tabela 21 com as espessuras

nodais, e na figura 5.28 com a distribui¢do de espessuras na face da placa.



Tabela 21 — Espessuras nodais na configuracao otimizada da placa circular engastada

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
6 1,48E-04 1,55E-04 1,61E-04 1,54E-04
16 8,53E-05 2,42E-05 1,07E-04 2,81E-05
18 2,74E-05 1,17E-04 1,24E-04 4,40E-05
19 1,94E-04 3,95E-04 2,53E-04 1,81E-04
20 1,81E-04 2,53E-04 1,26E-04 1,12E-04
26 3,20E-04 1,81E-04 1,12E-04 1,57E-04
27 2,43E-04 3,20E-04 1,57E-04 1,47E-04
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ENGASTE

Figura 5.28 — Configuracdo otimizada das espessuras da face da placa circular engastada.

A figura 5.28 mostra que na configuracdo otimizada das espessuras da face da placa
circular engastada a mesma tendéncia de perfil encontrada na viga e placa engastadas pode
verificada, com espessuras maiores no centro € no engaste. A tabela 20 apresenta em termos
numéricos a redu¢ao de volume conseguido para as faces da placa sanduiche. Os valores
mostrados indicam a estabilizacdo do volume minimo em 3,2% do volume inicial de
referéncia. O desvio padrdo das energias Lagrangeanas ficou em 21,7% nesta iteragdo. Em
termos de massa total da placa otimizada em relacdo a massa total da placa sanduiche inicial,
obteve-se o valor de 13,2 %, ou seja, uma remocao de 86,8 % de massa da placa. O mesmo
exemplo analisado com restrigdo de espessura minima igual a 0,1 mm, apresenta uma

remogao de 86,7 % da massa total da placa sanduiche circular engastada.
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5.2.8 Exemplo 8. Placa circular simplesmente apoiada
Neste exemplo uma placa sanduiche circular simplesmente suportada ¢ sujeita a

otimizagdo. A configurag¢do inicial da placa ¢ dada na figura 5.29, a geometria ¢ materiais

utilizados sdo fornecidos na tabela 22.

a) wista lateral b)) vista superior

Figura 5.29 — Configuragdo inicial para placa sanduiche circular simplesmente apoiada

Tabela 22 — Dados de geometria e materiais para placa circular simplesmente apoiada

hs =0,005 m r=1,0m
hc=0,045m ; h=2hc +2hs=0,05m 2r=20m

ps = 2680 kg/m’ 2r/h =20

pc = 35 kg/m’ Gxz =13,0 10" N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m?
Q = 898,78 E =689 10° N/m’

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo estd mostrada na figura 5.30.

Os elementos em destaque sdo aqueles cujas espessuras sdo apresentadas na tabela 24.

L,

Figura 5.30 — Malha de elementos finitos fisicos € matematicos
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Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x

iteracoes (Figura 5.31) e na tabela 23 historico do processo de otimizagao.
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Figura 5.31 — Grafico volume x iteragdes para placa circular simplesmente apoiada.

Tabela 23 — Historico do processo iterativo para placa circular simplesmente apoiada.

TER. \\//CI)I\II_ (%) | L (%) ITER. \\//c|)|\|j_ (%) | L (%)
1 100,0 119,1 11 20,0 145,5
2 16,1 1303,4 12 20,2 136,8
3 16,5 29254 13 20,4 1247
4 17,0 2359,0 14 20,6 119,7
5 17,5 796,7 15 20,7 11,7
6 18,0 453,7 16 20,8 106,2
7 18,5 313,3 17 21,0 102,2
8 18,9 239,5 18 21,1 96,4
9 19,3 193,5 19 21,2 94,8
10 19,7 163,9 20 21,3 88,3

Os resultados obtidos da otimizagdo estdo mostrados na tabela 24 com as espessuras
nodais, e na figura 5.32 com a distribuicdo de espessuras na face da placa. Este exemplo
apresentou um aspecto particular no grafico volume x iteracdes, existe configuracdes de
volume menor do que a configuragdo otimizada apds convergéncia. Embora os valores de
volume a partir da segunda iteracdo sejam proximos, nenhum outro exemplo apresentou tal

comportamento. Tal fato merece atencdo e serd comentado mais adiante.
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Tabela 24 — Espessuras nodais na configuracao otimizada da placa circular simplesmente

apoiada.
ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4
6 2,33E-04 2,34E-04 2,35E-04 2,34E-04
16 1,55E-04 1,79E-04 2,11E-04 1,78E-04
18 2,08E-04 2,26E-04 2,27E-04 2,08E-04
19 2,69E-03 6,14E-03 2,65E-03 3,35E-03
20 3,35E-03 2,65E-03 8,90E-05 3,05E-04
24 1,47E-04 2,08E-04 2,08E-04 1,38E-04
26 2,78E-03 3,35E-03 3,05E-04 8,51E-05
27 2,52E-03 2,78E-03 8,51E-05 3,75E-05

Figura 5.32 — Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa

circular simplesmente apoiada.

A figura 5.4 mostra que na configuragdo otimizada das espessuras da face da placa
circular suportada a espessura ¢ maior no centro desta com valores reduzidos ao longo do
contorno suportado. A tabela 23 apresenta em termos numéricos a redugdo de volume
conseguido para as faces da placa sanduiche circular. Os valores mostrados indicam a
estabilizacdo do volume minimo em 21,3 % do volume inicial de referéncia. O desvio padrao
das energias Larangeanas ficou em 88,27 % nesta iteracdo. Em termos de massa total da placa
otimizada em relagdo a massa total da placa sanduiche inicial, obteve-se o valor de 28,5 %, ou
seja, uma remog¢ao de 71,5 % de massa da placa. O mesmo exemplo analisado com restricao
de espessura minima igual a 0,1 mm, apresenta uma remog¢ao de 71,5 % da massa total da
placa sanduiche circular apoiada. Mostrando que a configuracdo otimizada em ambos o0s
casos espessura poucas espessuras estao abaixo da minima ou igual a mesma. Outro aspecto a
ser salientado ¢ que a forma final da configuracdo otimizada deste caso ndo apresenta a

"suavidade" apresentada nos outros. Este fato serd explorado no final do capitulo.



5.2.9 Exemplo 9. Placa trapezoidal "delta wing”
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Neste exemplo uma placa sanduiche de formato trapezoidal ¢ sujeita a otimizacdo. A

configuragdo inicial da placa ¢ dada na figura 5.33, a geometria e materiais utilizados sdo

fornecidos na tabela 25.

—

a) vista lateral

AL
b ——

b vista superior

Figura 5. 33 — Configuracao inicial para placa sanduiche trapezoidal

Tabela 16 - Dados de geometria e materiais para placa trapezoidal.

hs =0,0025 m

a= 1,0m

hc=0,0225m ; h=2hc +2hs =0,05 m

b= 125m;c=0,25m

ps = 2680 kg/m’

b/h =25

pc = 35 kg/m’ Gxz = 13,0 10" N/m?
v =0,34 Gyz = 13,0 10’ N/m?
Q=471,2 E = 68,9 10° N/m?

A malha de elementos finitos utilizada para este exemplo estd mostrada na figura 5.34.

Os elementos em destaque sao aqueles cujas espessuras sao apresentadas na tabela 27.
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Figura 5.34 — Malha de elementos finitos fisicos € matematicos
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Os resultados obtidos ao longo do processo iterativo estdo colocados no grafico volume x

iteracdes (Figura 5.35) e na tabela 26 historico do processo de otimizagao.
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Figura 5.35 — Grafico volume x iteracdes para placa trapezoidal

Tabela 26 — Historico do processo iterativo para placa trapezoidal

TER. \\//Cl)’\ll_ (%) | L (%) ITER. \\//c|)|\|j_ (%) | L (%)
1 100,0 182,5 11 9,5 2479
2 30,2 216,8 12 9,2 252,2
3 217 223,2 13 8,9 2574
4 17,5 2271 14 8,7 263,7
5 14,9 230,1 15 8,5 271,5
6 13,2 232,7 16 8,4 281,3
7 12,0 235,3 17 8,3 2942
8 11,1 238,0 18 8,2 311,6
9 10,4 240,9 19 8,1 336,2
10 9,9 2442 20 8,0 372,9

Os resultados obtidos da otimizagdo estdo mostrados na tabela 26 com as espessuras

nodais, e na figura 5.36 com a distribui¢do de espessuras na face da placa.



Tabela 27 — Espessuras nodais na configuragao otimizada da placa trapezoidal

ELEMENTO NO 1 NO 2 NO 3 NO 4

1 6,52E-04 4,53E-04 4,15E-04 6,11E-04
3 3,38E-04 1,92E-04 1,73E-04 2,95E-04
4 1,92E-04 7,35E-05 7,11E-05 1,73E-04
6 1,51E-05 5,97E-07 7,05E-07 1,61E-05
13 4,55E-04 3,43E-04 2,37E-04 2,49E-04
15 2,40E-04 1,44E-04 1,27E-04 1,94E-04
16 1,44E-04 6,42E-05 5,99E-05 1,27E-04
18 1,63E-05 7,11E-07 7,44E-07 1,68E-05
19 2,49E-04 2,37E-04 1,49E-04 1,15E-04
21 1,94E-04 1,27E-04 1,20E-04 1,58E-04
22 1,27E-04 5,99E-05 5,81E-05 1,20E-04
24 1,68E-05 7,44E-07 8,04E-07 1,69E-05
31 6,20E-05 9,79E-05 6,98E-05 5,38E-05
33 1,36E-04 1,20E-04 1,03E-04 1,06E-04
34 1,20E-04 5,97E-05 4,91E-05 1,03E-04
36 1,69E-05 7,88E-07 3,60E-07 8,89E-06

Figura 5.36 — Configuracgdo otimizada das espessuras da face da placa trapezoidal
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A figura 5.36 mostra que a configuracdo otimizada das espessuras da face da placa

trapezoidal engastada num s6 lado tem a mesma tendéncia da placa em balanco s6 que a

espessura maxima foi deslocada mais para o canto desta. A tabela 23 apresenta em termos

numéricos a reducdo de volume conseguido para as faces da placa sanduiche trapezoidal. Os

valores mostrados indicam a estabilizacdo do volume minimo em 8,0% do volume inicial de

referéncia. O desvio padrdo das energias Lagrangeanas ficou em 372,9% nesta iteragao.

Em termos de massa total da placa otimizada em relagdo a massa total da placa sanduiche

inicial, obteve-se o valor de 17,1 %, ou seja, uma remocao de 82,9 % de massa da placa. O

mesmo exemplo analisado com restrigdo de espessura minima igual a 0,5 mm, apresenta uma

remogao de 71,5 % da massa total da placa trapezoidal engastada.
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5.3 Exemplos adicionais

Todos os exemplos apresentados até agora utilizam a mesma discretizacdo tanto para o
problema de vibragdes como para o problema de otimizagdo. Para exemplificar as
possibilidades de utilizacdo do método, sdo mostrados a seguir alguns casos onde o numero de
elementos finitos fisicos ¢ diferente do numero de elementos matematicos.

O primeiro caso apresenta a configuragdo otimizada da placa engastada em um so6 lado,
exemplo 5.2.4, placa em balango, com o emprego de fungdes lineares para a interpolagdo da
espessura. A interpolacdo quadratica para o calculo dos modos de vibragdo fica mantida. A
reducdo da massa conseguida neste exemplo foi de 84,1 %, mostrando o mesmo valor
alcancado pela interpolacdo quadratica apds 20 iteracdes, tabela 11. Observando-se as figuras

5.16 e 5.37 nota-se que ambas configuragdes sdo quase idénticas.

Figura 5.37 — Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa

em balan¢o com interpolacao linear na espessura.

Ainda, para o mesmo tipo de placa, sdo apresentados a seguir dois casos onde o nimero
de elementos fisicos ¢ diferente do numero de elementos matematicos. Um deles mostra a
configuracdo otimizada com o emprego de 9 elementos fisicos com 4 elementos matematicos
cada e fungdes lineares para a espessura, figura 5.38 e figura 5.39. No outro caso, a
continuidade da distribui¢do de espessura é desconsiderada e utiliza-se apenas uma espessura
em cada elemento fisico, figura 5.40. Os valores de reducdo da massa estdo apresentados nos
titulos das figuras. Sdo apresentados graficos da reducdo do volume das faces das placas em
funcdo do numero de iteragdes, figura 5.41, para facilitar a comparacao da convergéncia do

método nos 4 casos de placa em balango analisados.
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Figura 5.38 — Malha com 9 elementos finitos fisicos e 36 elementos

matematicos para o caso da placa em balancgo.

Figura 5.39 — Configura¢do otimizada das espessuras da face da placa em balango com 9
elementos fisicos e 36 elementos matemadticos. Interpolacdo linear na

espessura. Reducao de massa 84,0%

Figura 5.40 — Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa em balancgo.

Espessura constante em cada elemento fisico. Reducdo de massa 83,1 %
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Figura 5.41 - Convergéncia para o 6timo. Placa em balangco com diferentes interpolacdes e

numero de elementos fisicos.

Analisando-se os graficos acima verifica-se que ndo existe diferenga entre os casos a,b e

c, apresentados na figura 5.41, indicando que uma quantidade menor de elementos fisicos

parece afetar muito pouco o resultado da otimizacdo, com a vantagem da redu¢do do tamanho

do problema.

Com relagdo a capacidade do método de levar em consideragdo restrigdes nas espessuras,

além dos resultados citados nos exemplos de 1 a 9, para exemplificar visualmente este

aspecto, ¢ apresentada na figura 5.42, a configuracdo otimizada das espessuras da face da

placa em balango com 9 elementos fisicos e com restri¢cao de espessura minima de 0,5 mm .
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Figura 5.42 - Configuragdo otimizada das espessuras da face da placa em balango com 9

elementos fisicos. Espessura minima de 0,5 mm. Reducao de massa 69,4 % .

No ultimo exemplo ¢ utilizada uma malha com 8 elementos finitos fisicos e 32 elementos
matematicos para o caso da placa circular engastada, figura 5.43. A interpolagdo ¢ linear para
a espessura nos elementos fisicos. Observando-se a figura 5.44 percebe-se que cada grupo de
4 elementos matematicos mantem a mesma inclinacdo em todos seus elementos, isto porque
apenas 4 valores nodais de espessura definem a superficie de cada elemento fisico. A reducdo
foi de 86,5 % da massa inicial, valor muito préximo ao encontrado no exemplo 5, placa
circular engastada com 32 elementos fisicos e matematicos, que apresentou reducao de 86,9 %

da massa inicial.

ENGASTE

Figura 5.43 — Malha com 8 elementos fisicos € 32 matematicos para o caso de placa circular

engastada.
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Figura 5.44 — Configuracdo otimizada das espessuras da face para placa circular engastada

com 8 elementos fisicos. Interpolagdo linear. Reducao de 86,5 % da massa.

5.4 — Conclusdes do capitulo

Os resultados apresentados neste capitulo servem para dar uma ideia geral de como se
comporta o método de otimizagao estrutural empregado e qual as caracteristicas que as placas
sanduiche assumem para o problema de minimizagdo de peso, ou massa, com restricdo na
frequéncia fundamental de vibragao.

Dentre os diversos aspectos possiveis de serem analisados a énfase foi dada na influéncia
que a variedade de formatos geométricos e condi¢cdes de contorno provoca na otimizagao de
placas sanduiche, e ainda, alguns poucos casos mostram a influéncia de diferentes
discretizagdes e interpolacdes para estas placas. Em cada um dos exemplos procurou-se
mostrar a reducdo de massa ocorrida nas placas sanduiche como um todo, o desvio na
satisfacdo das condi¢des de otimo e a configuragdo final da placa otimizada. A tabela 28
apresenta um resumo dos valores alcancados. Os exemplos apresentados tem limite de

espessura minima praticamente igual a zero.

Tabela 28 — Reducdo da massa total e desvio padrio percentual das energias Lagrangeanas

para os diversos tipos de placas sanduiche e condi¢des de contorno

REDUCAO L
EXEMPLO DE MASSA% L,

1 - viga em balango 83,1 14,3
4 - placa quadrada em balango 84,1 10,8
10 - placa em balango com interpolagdo linear 84,1 338,0
11 - placa em balanco com 9 elementos fisicos 84,0 4657,0
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12 - placa em balango com elemento fisico constante 83,1 167,8
9 - placa trapezoidal engastada de um lado 82,9 372,9
2 - viga bi-engastada 79,1 59,9
5 - placa quadrada engastada nos 4 Lados 86,9 36,2
7 - placa circular engastada 86,8 21,7
13 - placa circular engastada com 8 elementos fisicos 86,5 40,5
6 - placa quadrada simplesmente apoiada 77,1 62,3
8 - placa circular simplesmente apoiada 71,5 88,3

A partir dos resultados obtidos neste capitulo pode-se concluir:

Com relagdo ao volume otimizado, os melhores valores conseguidos sdo para os casos de
placa quadrada e circular engastadas, exemplos 5, 7 e 13. As menores redugdes de massa
ocorrem para placa retangular e placa circular com o contorno simplesmente apoiado,
exemplos 6 e 8. Este fato sugere que a Energia Lagrangeana média das placas simplesmente
apoiadas, com espessura constante, ¢ mais igualmente distribuida, portanto nao se consegue
grande diminui¢do do peso devido a uma certa proximidade entre a configuracdo 6tima e a
configurac¢do inicial.

Observando os quatro exemplos da placa em balanco 4,10,11 e 12 e conclui-se que o
valor conseguido para o peso minimo ¢ pouco influenciado pelo tipo de discretizagcdo e
interpolagdo. Este fato favorece a utilizagdo de uma quantidade menor de elementos fisicos,
ganhando-se em tempo computacional. Muito embora a quantidade de resultados apresentados
ndo permita uma conclusdo segura, pode-se afirmar que a tendéncia ¢ se conseguir valores
menores para o peso minimo com malhas mais refinadas de elementos fisicos € com variagao
de espessura em cada um deles, esse ganho em precisao deve ser contrastado com o aumento
do niimero de varidveis.

Com relagdo ao desvio padrdo percentual, ( desvio padrdo da configuracdo otimizada

L dividido pela média das energias Lagrangeanas Ly da configuragdo otimizada)
verificou-se que todos os exemplos apresentaram a reducao desses valores, mostrando que as
condi¢des de 6timo tendem a ser satisfeitas em todos os exemplos. Embora, em alguns casos
esses valores parecam elevados, a reducdo dos mesmos € drastica, mesmo para pequenas
variagdes de espessuras nota-se grande variagdo no valor desses desvios. Outro aspecto € que
a diminui¢do do desvio ndo € linear, em alguns casos o valor sobe bastante antes de diminuir

drasticamente.
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Esses comportamentos do desvio padrao das energias pode ser observado nas tabelas do
historico do processo iterativo em cada exemplo. Embora a maioria dos exemplos
apresentados ndo apresente a solugdo completa das condi¢cdes de Otimo, seja pela
convergéncia mais lenta comparada com a das espessuras, ou seja pela limitagcdo de espessura
minima que impede a satisfagdo completa das mesmas, os resultados mostram a tendéncia
tanto de um possivel valor para o peso minimo como para a configuracao 6tima fornecendo
uma boa orientacdo para o projeto otimizado.

Com relagdo a configuragdo otimizada, observa-se que a influéncia da condi¢do de
contorno na forma final ¢ decisiva. Todas as placas com a mesma condi¢ao de contorno mas
com geometrias diferentes apresentam um mesmo tipo de perfil para a distribuicdo de
espessura. Os casos de engaste em um sé lado apresentam a espessura maior na regido do
engaste, com diminui¢cdo gradual desta nas extremidades livres. Os casos de engaste nas
extremidades e em todo contorno apresentam a tendéncia de uma configuragdo ondulada com
a espessura maior nos cantos € no centro das placas. Os casos de apoio simples da placa
retangular e circular mostram as espessura maiores proximo aos cantos € menores no centro
da placa. O caso da viga apoiada ndo sera usada para comparagdo pois esse exemplo ndo
termina o processamento com a densidade do nucleo igual a 35,0 Kg/m®. O sistema ndo
converge para uma solugao.

Outro aspecto a ser comentado ¢ com relagdo ao exemplo 8, placa circular apoiada, que
apresentou configuragdes de volume menor, durante o processo iterativo, do que a
configuragdo otimizada apoOs convergéncia. Nenhum outro exemplo apresentou tal
comportamento. Em virtude desse aspecto ter ocorrido somente ao final da elaboracdo desse
trabalho um aprofundamento no assunto nao foi possivel. Uma primeira investigacao sugerida
seria no sentido de verificar a existéncia de configuragdes sub 6timas e 6timos locais.

Um fato importante a ser salientado ¢ a de que em todos os exemplos observa-se que a
tendéncia da solucdo oOtima ¢ dada logo nas primeiras iteragdes, tanto no valor do peso
minimo como na configuracdo otima. Isto permite que para um problema de maior porte
apenas as iteragdes iniciais sejam efetuadas, ganhando-se tempo de processamento em troca

de uma maior precisao.
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CAPITULO 6
CONCLUSOES

6.1 Resumo do trabalho

O presente trabalho procura dar sequéncia ao estudo e aplicacdo do método de
otimizacao estrutural desenvolvido por Barcelos (1977). O método ¢ utilizado para deduzir as
condi¢des de 6timo de placas homogéneas semi-espessas e placas sanduiche com limitagao na
frequéncia natural de vibragdo. Varios exemplos de placas sanduiche otimizadas sdo testados
e os aspectos de peso minimo, convergéncia e dependéncia da configuracdo Otima com
relacdo as condi¢des de contorno sao analisadas.

No Capitulo 1 é apresentado um pequeno histérico do desenvolvimento dos métodos de
otimizagdo estrutural com vantagens e desvantagens de cada abordagem, e focaliza-se a
atencao no método proposto por Barcellos (1977). No Capitulo 2 a teoria matematica, os
conceitos e fundamentos do método empregado sdo definidos. O Capitulo 3 utiliza o
procedimento de otimizagdo para deduzir as condi¢des de 6timo de minimizagdo de massa de
placas homogéneas e placas sanduiche com restricdo na primeira frequéncia natural de
vibragdo. Os aspectos de implementagao numérica do procedimento e programa de elementos
finitos sdo apresentadas no Capitulo 4. No Capitulo 5 diversos exemplos numéricos de placas

sanduiche otimizadas com varios formatos ¢ condi¢des de contorno sao mostrados.

6.2 Conclusoes

As conclusdes do trabalho podem ser divididas em dois aspectos. Conclusdao quanto a
aplicabilidade do método ao problema de otimiza¢do de placas. Conclusdo quanto ao
comportamento das diversas placas diante da otimizagdo. As principais conclusdes quanto ao
comportamento das placas ja foram apresentadas no final do capitulo V. As conclusdes quanto
a aplicabilidade do método sao as seguintes:
a) Conforme previsto, pelo aspecto tedérico o método se mostrou aplicavel também ao
problema de minimiza¢do da massa estrutural de placas homogéneas semi-espessas e placas
sanduiche além dos casos ja testados de haste, vigas, colunas e placas finas. Para o caso de
placas homogéneas semi-espessas somente as condi¢des de Otimo foram obtidas, pois a
implementagdo numérica neste caso oferece dificuldades na utilizacdo das formulas de
recorréncia para atualizacdo das espessuras. Cheng e Olhoff (1981) citam que este tipo de

problema ocorre devido a rigidez de flexao ser funcao cubica da espessura, enquanto que para
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o caso de placas sanduiche a rigidez ¢ funcdo linear das espessuras da face, sendo assim ¢
necessario uma analise mais cuidadosa da atualizacdo das espessuras para o caso de placas
homogéneas.

b) Uma das principais caracteristicas dos métodos de Critério de Otimalidade ¢ a
independéncia entre o nimero de varidveis de projeto e o nimero de iteragdes necessarias para
se atingir o minimo. Este fato pode ser observado nas curvas de volume versus iteracoes.
Todos os graficos mostram a mesma tendéncia de uma répida diminuicdo da quantidade
otimizada nas primeiras iteracdes (4 ou 5) e lenta diminui¢do ou estabilizacdo nas iteracdes
finais.

c¢) A taxa de convergéncia e a satisfacao total das condigdes de 6timo sdo afetadas por varios
fatores: forma da placa, condig¢des de contorno, limitagdo de espessura minima, discretizagao,
relacdo entre as densidades do nucleo e da face, e relagdo entre as espessuras da face e do
nucleo. Analisando-se os historicos dos processos iterativos pode-se observar as diferencas de
evolucdo, na satisfacdo das condigdes de Otimo, entre os diversos exemplos apresentados.
Este aspecto, apesar de ter sido observado, ndo foi suficientemente estudado e analisado a

ponto de se fornecer explicagdes detalhadas e convincentes do por qué de tais diferencas.

6.3 Recomendacdes para trabalhos futuros

a) Deduzir equacdes de 6timo e implementar exemplos numéricos para minimizagdo de peso
com restri¢do na frequéncia natural para cascas homogéneas ou sanduiche.

b) Estender o método para resolver problemas de minimizagao de peso envolvendo restri¢des
nos niveis de tensdes, deslocamentos, flambagem, etc.

c) Analise mais detalhada dos fatores que influenciam a satisfagcdo total das condi¢des de
6timo.

d) Implementacdo de um programa mais eficiente para melhora da flexibilidade na escolha da
malha de elementos finitos fisicos.

e) A otimizagdo das espessuras do nicleo, com espessuras das faces constantes ou ndo, ¢ um

problema interessante também a ser analisado.
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