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Introducao

Nos tltimos cingiienta anos as idéias desenvolvidas pela Teoria dos Sistemas Dindmicos
Diferecidveis contribuiram enormemente na descricio de comportamentos muito irregulares
que aparecem nos fendmenos naturais. De uma perspectiva mais determinista estas idéias con-
vergiram para uma visdo mais estatistica dos fendmenos que combinando nogoes da Teoria
das Probabilidades com as da Dindmica resultaram numa das dreas mais férteis e produtivas
em nossos dias. Esta drea, a Teoria Ergédica Diferencidvel, visa descrever propriedades “rel-
evantes”’de um certo sistema que ocorrem em determinados pontos do espago de fase Que sa0
“visiveis” a partir de um determinado modo de medir os subconjuntos

do espago. A forma ou propor¢io pela qual se estima o espaco de fase deve estar in-
trisecamente relacionada com a dinamica do sistema e denomina-se medida invariante. Mais
formalmente, consideremos um sistema dinidmico discreto, isto é (X,T), onde X é espago
métrico e T: X — X uma aplicacdo continua. Sobre X estd definida a o-dlgebra dos bore-
leanos de X e sobre esta o-algebra temos as medidas boreleanas. As medidas constituem a
ferramenta pela qual estimamos (ou medimos) os subconjuntos de X. Dizemos que uma

medida u é invariante por T e notamos p € M(T) se
pT7HA) = u(4) VAeB(X).

Essencialmente a Teoria Ergddica Diferencidvel estuda a tripla (X, T, u) onde X é uma
variedade diferencidvel, T: X — X uma aplicacdo C" sobre X e p uma medida invariante por
T.

Especial atencdo é dada aqueles sistemas denominados de ergddicos. Uma medida invari-
ante u pode ser decomposta em uma combinagio de outras medidas invariantes (esta decom-
posi¢do ndo é unica). Se tal ndo for possivel, dizemos que yu é ergddica e a posteriori que o
sistema (M, T, u) é ergddico. A nocio de ergodicidade foi introduzida por Boltzman como
uma propriedade satisfeita por fluxos hamiltonianos em seus niveis de energia. No entanto a
ergodicidade é uma propriedade extremamente fraca (suave) na hierarquia das propriedades
estocésticas de um sistema dindmico. O estudo de propriedades mais fortes (por exemplo, mix-

ing, K-sistema, bernoullicidade) em sistemas dindmicos diferencidveis comegou com os fluxos
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geodésicos em superficies de curvatura negativa. Ao estud4-los Hopf [13] criou um método
para provar a ergodicidade o qual se mostrou tdo versitil que permitiu uma série de gener-
alizagdes. Foi desenvolvido por Anosov e Sinai e aplicado aos sistemas de Anosov com uma
medida invariante e absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue da variedade.
A idéia chave nesta abordagem era a nogdo de “hiperbolicidade”de um sistema dinamico.
Por comportamento hiperbélico queremos significar a propriedade do afastamento exponencial
de 6rbitas préximas. Na sua forma uniforme corresponde aos sistemas de Anosov e Smale e
implicam em um comportamento topoldgico bem rigido.
 Se T:M — M é um difeomorfismo CT de uma variedade compacta, dizemos que T é

Anosov se existem ¢ > 0,0 < A < 1 e decomposigio
TM =E°@® E*

tal que
(DxTn)E; C E’g"ﬂ(x) t= 3, Uu.

1(DT™)/Ez|| < e A
I(D:T~™)/E|| < ¢ A

para todox € M,n € N .

A propriedade que define os difeomorfismos de Anosov consiste exatamente na hiperbolici-
dade uniforme sobre M. Exigir que esta propriedade seja vilida em um subconjunto compacto
e invariante por T, (Isto é, T(A) = A) corresponde a dizer que (A,7’) é hiperbdlico.

Denotemos por A a medida de Lebesgue de M. Entdo se p € M(T) dizemos que p é

absolutamente continua com respeito a A (notagio: p < A) se

A€ B(M) satisfaz A(A)=0 = u(4)=0.

Em 1966 Anosov demonstrou que fluxos e difeomorfismos de Anosov de classe C",r > 1,
que presevam uma medida gerada por uma forma de volume sio ergédicos [14]. Anosov havia
essencialmente depurado o argumento de Hopf, pois os fluxos geodésicos em variedades de

curvatura negativa sdo Anosov. Além disso ele notou que o argumento dependia basicamente
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da continuidade absoluta das transformagoes de Poincaré geradas pelas folheacOes estdvel e

instdvel. Voltemos ao nosso Anosov T: X — X.

Defini¢do: Dado z € M definimos a variedade estdvel W*(z) do ponto z via
s — P mn (3 —
We(z) = {y : lim d(T™(z),T"(y)) = 0}
De modo andlogo se define a variedade instdvel de z.
Quando T é Anosov estes conjuntos sio imersdes injetivas de R* com a mesma diferen-
ciabilidade de T e dimensdo k igual a dimensdo de E2. A familia de variedades W*(z),z € M

denomina-se folheacdo estivel. Seja F* a folheagdo estdvel de T. Se Ny, N, sdo subvariedades

tranversais a F*, isto é Vz € N;
T,M =E®T,N; i=12.

e se N;, N, sdo préximas podemos definir uma aplicacdo de /V; em N, associando a um dado

z € Ny o ponto y € N, tal que

y € W’(x)

Figura 0.1: Aplicacdo de Ny em N;

Estas aplicagées denominam-se aplicacées de Poincaré da folheacdo estdvel.
Analisando a prova de Hopf, Anosov e depois Sinai perceberam que o argumento dependia
apenas da propriedade das transformagoes de Poincaré das folheagGes possuirem um jacobiano.
Esta descoberta de que as transformacGes de Poincaré de sistemas de Anosov C" com r >
1 possuem um jacobiano, ainda que ndo tenham derivada, foi o que possibilitou aplicar o
argumento de Hopf para provar que Anosov’s C™,r > 1, que preservam a medida de Lebesgue

sdo ergddicos. Sinai levou mais além o argumento e usando partigoes de Markov observou que
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o argumento dependia em esséncia da expansdo. A partir disto ele desenvolveu a mesma teoria
para as tranformacdes expansoras de variedades, a saber; condi¢des para exibirem uma tnica
medida invariante e absolutamente continua com respeito ao volume e as propriedades desta
medida como ergodicidade, K-sistema e Bernoulli.

Por aplicacdo expansora entendemos uma aplicacdo de classe C™ , T: M — M para a qual

existe ¢ > 1 tal que Vz € M
(D)W 2 clloll Vv e T M.

Resultou que a propriedade fundamental que garante a existéncia, “unicidade”e implica a
ergodicidade de medida invariante e absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue
era a transformacio T ser de classe C'*¢ para algum £ > 0.

Definicdo: Uma aplicacdo T: X — Y, onde X e Y sdo espagos métricos é Holder-continua

se existem ¢ > 0 e v > 0 tal que

d(T(z), T(y)) < cd(z,y)

A constante v denomina-se de constante de Holder de 7.

Definicdo: Uma aplicagao T: M — M, onde M é uma variedade é de classe C'** com
€ > 0 se det(D,T) é Holder-continuo com constante de Holder .

No entanto para aplicagbes de classe apenas C' permaneceram em aberto todas estas
questées. O primeiro resultado que indicava serem falsas as proposi¢ées com a eliminacdo da
hipétese C'*¢ foi devido a Clark Robinson e Lai-sang Young [15]. De modo extremamente en-
genhoso construiram um exemplo de um difeomorfismo de Anosov de classe C" cujas folheacdes
instéveis e estiveis ndo eram absolutamente continuas. Como as condigées que permitiam o
argumento de Hopf e Anosov ndo se verificavam, ou o resultado era falso ou outra prova de-
veria aparecer. No entanto, apesar das expectativas dos autores tal exemplo jamais pode ser
modificado de modo a preservar volume, e este problema pénnanece até nossos dias, em aberto
e pode ser formulado como conjectura.

Conjectura: Existe um difeomorfismo de Anosov de classe C' sobre uma variedade compacta
preservando volume e nao-ergddico.

~ Esta conjectura se revelou mais verossimel com os resultados sobre aplicagbes expansoras
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que se seguiram. Krzyzewski mostrou a existéncia de aplicacdo C! expansora sem nenhuma
medida invariante e absolutamente continua [16]. Um exemplo concreto veio a seguir com Goéra,
e Schmitt [17]. Finalmente em 1994 Quas apresentou um exemplo de uma aplicagido expansora
. do circulo unitério de classe C" preservando a medida de Lebesgue e ndo ergddica [18].

E nosso objetivo neste trabalho apresentar de modo completo e auto-suficiente a con-
strugdo deste exemplo. Terminamos esta introdugio dando ao leitor uma idéia esquematica da
construcao do exemplo e suas propriedades.

A ferramenta fundamental na construgao do exemplo é a nogdo de g-medida que definire-
mos aqui de modo diferente do autor. Antes precisamos de uma definigéo.

Definicdo: Seja T: M — M uma aplicagio localmente injetiva e u € M(T'). Dizemos que uma
aplicacao continua

JM-oR

é o jacobiano de T com respeito a u se

W) = [ Jdu

para todo boreleano A tal que TIA é injetiva.
Definicdo: Seja T:S' — S' expansora. Seja g: S' — (0, 1), continua tal que
gly)=1 VzeS.

yeT-({z})

Uma medida v sobre B(S!) é uma g-medida se é é o jacobiano de T com respeito a v, isto é

1
JuT - -
g
g-medidas sdo invariantes por T, positivas sobre abertos e sem 4tomos (isto serd provado no
capitulo 2). Usando o mesmo argumento de Sinai na prova da existéncia de uma conjugacio

entre homeomorfismos de S! com niimero de rotacgdo irracional e transitivos e uma rotagio

irracional de mesmo nimero de rotagdo podemos definir
h:S! — st

h(z) = v([0,2])



onde S = [0,1) e provar que h é um homeomorfismo de S*.
Além disso se
p=h'v

entdo seja 1 = A a medida de Lebesgue de S* e definindo
H=hoToh™

obtemos uma transformacio de S' que é conjugada 4 T. Mas se 5 é o jacobiano de T com
repeito a v, é facil ver que go—,ll_—l é o jacobiano de g relativamente a p que é a medida de
Lebesgue. Logo ¢ tem um jacobiano relativamente a4 medida de Lebesgue e como estamos em

dimensdo 1 ele coincide com a derivada provando que g é C'. Como 0 < g(z) < 1 segue que
H(@)=—1 51
(g0 h71)(z)
para todo z e, portanto, H é expansora. Se v é nio-ergédica o mesmo vale pard = A e, neste
caso a aplicacdo H seria o exemplo procurado.

Resumindo bastaria encontrar k > 1, g: S* — (0,1) nas condicdes acima mencionadas de
modo que T'(z) = z* tivesse mais de uma g-medida. Escolhendo uma combinagio convexa,
entre duas delas obeteriamos uma g-medida nao ergédica. |

Para tal usamos uma, particio de Markov do S! e descemos para o shift. O argumento

depende do shift unilateral ser T4 e portanto a construgéo é feita para T'(z) = 2'°. Identificando

apropriadamente Xy com I = [0;1] consideramos o problema de obter

g:1—(0,1)
tal que
1) gL=g
2) Fv g-medida tai que
() > 3

onde L: [0,1] — [0,1] definida por L(z) =1 — z.



Se tal construgio é possivel consideramos

*

u=Lv

e é ficil, usando a definicdo do autor, ver que p é uma gL-medida. Como gL = g, u é de fato

uma g-medida. u e v sendo g-medidas restaria verificar que elas s@o distintas. Para tal fazemos

w([3]) = v(L([3]) = v([6]) > 421_(1)

Se u = v, como [6] N [3] = 0 segue que

/(610 13]) = v((6) + #(3]) > 25 + 25> 1

contradizendo o fato de v ser uma medida de probabilidade. Segue que p # v.

Esta Ultima construcio é extremamente técnica, ndo podendo, portanto, ser apresentada
aqui. Um 1ltimo comentdrio no entanto se faz necessirio: g-medidas podem ser definidas
em um contexto mais geral o qual engloba os casos usados por Quas e também por Keane e
outros. Para tal precisamos da defini¢cio de transformagio expansora usada em [19] por aluno
do professor Ricardo Mané.

Definicdo: Seja K um espago métrico compacto, T: K — K continua é dita expansora

se existirem r > 0,0 < A < 1 e ¢ > 0 tal que
(@) z£yeT(z)=T(y) = dzy)>c

(b) Vz € K e a € T~!({z}) existe
¢:Br(z) > K
tal que p(z) =ae
T(e(y)) =y Vy€ B(z)

d(p(2), p(w)) < Ad(z,w)  Vz,w € B,(x).

Esta defini¢cio mais geral de aplicagdo expansora engloba todos os casos onde se definem g-
medidas e permite de modo unificado e mais elegante se obter todas as propriedades usuais
das g-medidas. No entanto, ainda que sua inclusio no nosso trabalho fosse mais esclarecedora
envolveria reescrever intimeros resultados j4 presentes na dissertagdo de Mestrado mencionada
antes e tornaria as provas das propriedades mais longas e pesadas. O leitor interessado é

convidado a ler [19].



Capitulo 1
Medida e Teoria Ergédica

1.1 - Elementos de Teoria da Medida

1.1.1 - Algebras, o-dlgebras, medidas

Comprimento, drea e volume, bem como probabilidade sdao exemplos do conceito
de medida que vamos discutir. Uma medida é uma funcdo de conjunto, isto é uma
funcdo que assinala um nimero u(A) para cada conjunto A em uma certa classe. Alguma
estrutura deve ser imposta sobre a classe de conjunfos na qual p estd definida, sendo
assim consideragGes sobre probabilidade ddo uma boa motivagdo para o tipo de estrutura
requerido. Se €2 é um conjunto cujos pontos éorrespondem a possiveis resultados de um
experimento aleatério, certos subconjuntos de 2 devem ser chamados de “eventos”, aos
quais assinalamos uma probabilidade. Intuitivamente, A é um evento se a questdo “w
pertence a A?’tem uma resposta definida ap6s o experimento ser realizado , i.e., sim
ou nio (o resultado corresponde a um ponto w € ). Agora se podemos responder &
questdo “w € A?’podemos certamente responder a questio “w € A°?”, e se, para cada
i =1, +,n, podemos decidir quando ou nio w pertence a A;, entdo podemos determinar
quando ou ndo w pertence a UL, A; (e similarmente para N, A;). Deste modo é natural
exigir que a classe de eventos seja fechada sob complementagao, unido finita, e intersecgao
finita; outrossim, visto que a resposta a questao “w € (2?”é sempre “sim”, o espago inteiro
deve ser um evento. Fechamento sob unides e intersecgbes enumerdveis € dificil justificar

fisicamente, e talvez a mais convicente razao para se exigir isto é a rica teoria matemadtica



obtida.

Definicao. Seja .A uma cole¢io de subconjuntos de um conjunto Q2. Entdo A é chamada

uma 4dlgebra se e somente se 2 € A e A é fechada sob complementagio e unides finitas,

isto €,
(a) Qe A
(b) Se A € A entdo A° € A.

(c) Se A, Ag,---, A, € A, entdo UL, A; € A. Disto segue que A é fechada sob inter-

secgOes finitas. Pois se A;, As, -+, A, € A, entdo
n n ¢ :
N4i=(U4) €A
i=1 i=1

Se (c) é trocado por fechamento sob unido enumerdvel, isto é

(d) Se A;,A,y,--- € A, entdo U2, 4; € A,

A é chamada uma o-algebra. Também como acima, A é fechada sob intersecgio

enumerdvel.

Exemplos: A maior o-dlgebra de Subconjuntos de um conjunto fixo {2 é a colegao de

todos os subconjuntos de 2. A menor o-dlgebra é A = {0,Q}.

Seja A um subconjunto préprio e nao-vazio de 2, e seja A = {0,Q, A, A°}. Entdo A
é a menor o-algebra contendo A. De fato, se B é uma o-ilgebra e A € B, entdo por
definicio de uma o-dlgebra, B, A° e Q2 pertencem a B, consegilentemente A C B. Mas
A é uma o-dlgebra, assim se formamos complementacdes ou unides de conjuntos em .A,
invariavelmente obteremos conjuntos em .A. Deste modo A é uma a—é.lgébra que estd

incluida em qualquer o-algebra contendo A, disto segue o resultado.

Se Ay, - -+, A, sdo subconjuntos arbitrdrios de (2, a menor o-algebra contendo A, - - -, 4,
pode ser descrita explicitamente. A propdsito, no caso de 2 finito (como ocorre em muitos
problemas de probabilidade), ndo é dificil fazermos um programa computacional com esta
finalidade, para isto a férmula (4.4) (pdgina 80-apéndice), para o clculo de combinagdes

certamente serd util.



A intersecio de uma familia qualquer de 4lgebras é uma algebra. Portanto, dada
uma classe ndo-vazia H de subconjuntos de 2, podemos definir a dlgebra gerada por H,
como a menor algebra que contém H, como é claro, coincide com a intersecao de todas

as algebras que contém H.

Se H é uma classe de conjuntos, a menor o-dlgebra contendo os conjuntos de H deve ser

escrita como o(#), e ocasionalmente chamada a o-4dlgebra minimal sobre H.

Definicao e Exemplos(Medida). Uma medida sobre uma o-algebra A é uma funcio p
sobre A a valores reais extendidos (i.e., a valores em R* = RU{—00, +00}) e ndo-negativa,
de modo que sempre que A;, Ay, - - - formam uma cole¢do finita ou infinita enumeravel de

conjuntos disjuntos em A devemos ter
N(U M) = u(A4n).
n=1 n=1
Se u(Q)) =1, pu é chamada uma medida de probabilidade.

Definicao: Uma terna (€2, .4, u), em que 2 é um conjunto, A é uma o-algebra contida
no conjunto das partes de Q e 4 é uma medida sobre A, é chamada um espaco de medida.

O par (9, .A) é chamado um espago mensurdvel.

Exemplos: Seja €2 qualquer conjunto, e seja A consistindo de todos os subconjuntos de
Q). Defina u(A) como o nimero de pontos em A. Deste modo se A tem n membros,
n =1,2---, entdo u(A) = n; se A é um conjunto infinito, u(A4) = oo. A funcdo de

conjunto i é uma medida sobre A, chamada medida da contagem sobre (2.

Uma medida proximamente relacionada a esta é definida como segue. Seja Q = {wy, w2, -}
um conjunto finito ou infinito enumeravel, e seja p1, pa, - - - nimeros nao-negativos. Tome
A consistindo de todos os subconjuntos de §2 e defina
u(A) = Z Di
wi€A
Deste modo se A = {w;,,wi,, "}, entdo w(A) = p;, +pi, ++ . A funcio de conjunto p é
uma medida sobre A e p{w;} = p; ,i =1,2,---. Uma medida de probabilidade deve ser

obtida sse Z;p; = 1; se todo p; = 1, entdo u é a medida da contagein.
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Agora se A é um subconjunto de R , desejamos uma deﬁnigﬁo de comprimento de
A. Se A é um intervalo (aberto, fechado, ou semi-fechado) com pontos extremos a e b, é
razoavel tomar o comprimento de A como u{A) = b—a. Se A é um conjunto complicado,
podemos nao ter qualquer intui¢io com respeito ao seu comprimento, mas pode-se mostrar
que a exigéncia p((a,b]) = b — a para todo a,b € R,com a < b, determina x4 sobre uma

grande classe de conjuntos.

Especificamente, u é determinada sobre a colecio dos conjuntos de Borelde R , denotada
por B(RR) e definida como a menor o-dlgebra de subconjuntos de R contendo todos os

intervalos (a,b],a,b € R .

Note que a existéncia de B(R ) é garantida; e pode ser descrita como a interseccdo de todas
as o-élgebras contendo os intervalos (a, b]. Também, se uma o-dlgebra contém digamos,
todos os intervalos abertos, ela deve conter todos os intervalos (a, b, e reciprocamente.

Pois
[o o]

(a,8] = N (a,b—i—%) (a,6) = | (a,b— %]

n=1 n=1

Sendo assim B(R ) é a menor o-algebra contendo todos os intervalos abertos. De um modo
geral se X é um espaco topoldgico denomina-se o-dlgebra de Borel de X & o-3lgebra gerada
pela classe dos conjuntos abertos. Os conjuntos em A denominam-se boreleanos de X.
Similarmente podemos trocar as classes de intervalos (a, b] por outras classes de intervalos,
por exemplo, | |
todos os intervalos fechados,
todos os intervalos [a,b),a,b,€ R ,
todos os intervalos (a,00),a € R
todos os intervalos [a,00),a € R
todos os intervalos (—o0,b),b € R

(

todos os intervalos —00,b,beR .

Visto que uma o-dlgebra que contém todos os intervalos de um dado tipo contém todos
os intervalos de qualquer outro tipo, B(IR ) pode ser descrita como a menor g-algebra que
contém a classe de todos os intervalos de R . Similarmente, B(R ) é a menor o-dlgebra

contendo todos os conjuntos abertos de R . (Para ver isto, basta lembrar que um conjunto
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1.1.2

aberto é uma unido enumerdvel de intervalos abertos). Visto que um conjunto é aberto
se e somente se seu complementar é fechado, B(RR) é a menor o-dlgebra contendo todos
os intervalos fechados de R . Finalmente se Ay é a dlgebra de unides finitas disjuntas de

intervalos semi-fechados a direita, entdo B(R ) é a menor o-édlgebra contendo os conjuntos

de A,.

Intuitivamente, podemos imaginar a obtengao dos conjuntos de Borel da seguinte maneira:
iniciando com os intervalos tomamos complementos, unioes e intersecgdes enumeraveis dos

mesmos de todas as maneiras possiveis.

Defini¢do: Uma fungio de conjunto u definida sobre A é dita finita sse u(A) é finita,

isto é, ndo assume +o0, para cada A € A.

Uma fungdo de conjunto u ndo-negativa e enumerdvelmente aditiva sobre A é dita o-finita
sobre A sse 2 pode ser escrito como uma U2, A, onde A, pertence a A e p(A,) < oo

para todo n.

-Medidas Sobre Espacos Produtos Infinitos

Defini¢ao. Para cada j =1,2,---, seja (£2;,.4;) um espago mensurdvel. Seja
oC
Q=]
j=t

o conjunto de todas as seqiiéncias (wy,ws, ) sendo w; € §;,j =1,2,--- Se
n
B" c [ %,
Jj=l1 '
definimos

B,={we: (w, --,wn) € B"}.

o conjunto B, é chamado o cilindro com base B™; o cilindro é dito mensurdvel se B" €
I1}-1 A;- Se B" = A; X - x Ay, onde 4; C ; para cada i, B, é chamado um retangulo,

um retdngulo mensurdvel se A; € A; para cada i.

Os cilindros mensurdveis formam uma 4lgebra. E também verdade que unides finitas

disjuntas de retingulos mensurdveis formam uma 4lgebra.
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Exemplo: Suponha que uma moeda é lancada repetidamente e que w, é igual a 1 se o
n-ésimo lancamento é cara e 0 se coréa, deste modo o resultado do experimento ¢ uma

seqiiéncia w = (w;,ws, - - +). Seja

w
fw) =Y.
. n=1
Se Ai, Ao, +-, An sdo ou 0 ou 1, entdo a imagem sob £ do conjunto dos w para os quais
S w; = A,w2 = Mg, -+, wn = Ay é um subconjunto de Borel de [0,1] com medida de

Lebesgue 1/2V.

Proposigdo. Para cada j =1,2,---, seja (©,.A;, P;) um espago de probabilidade arbi-

trario. Sejam

o0 oC
Q=J]%, A=]]A;:.
. Jj=t =1
Existe uma 1dnica medida de probabilidade P sobre A tal que

n
P{WGQ‘IW[ EA],"',wnEAn}‘-:H]?j(Aj)

j=1

para todon=1,2,---etodo A; € A;,j =1,2,---
Prova: (8]
Chamamos P o produto de I;, e escrevemos P = [[22, I;.

Defini¢ao(4tomo). Seja (2, A, u) um espago de medida. Um conjunto A € A é chamado
um dtomo se u(A) > 0 e para todo B,B C A resulta u(B) = 0 ou u(B) = p(A). ué

chamada néo-atémica se ndo tem atomos.

Ainda: Um dtomo de qualquer medida u sobre B(R ) é um conjunto unitério {z} de modo
que p({z}) > 0.
Teremos ainda oportunidade de usar os seguintes resultados da teoria de medida:

Teorema 1.1. Se A é a o-algebra dos boreleanos de R™ existe uma tnica medida

A A — [0, 4+00] tal que, se A = (ai,b) X -+ X (@n, by),
AMA) = (b —a) - (bn ~ an)-

Esta medida denomina-se medida de Lebesgue.
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1.1.3

Se (X,.A, 1) é um espago de medida, dizemos que um conjunto A C X é de medida

zero se existe A, € A tal que A C A, e u(4,) =0.

Dizemos que dois conjuntos A;, 42 C X coincidem mod(0), e denotamos A, = A;
mod(0) se A;AAj; é de medida zero. Se S é uma familia de subconjuntos de X, escrevemos

A € S mod(0) se A = Ay mod(0) para algum A4y € S e definimos
Smod(0) = {A C X : A € S mod(0)}.

Dizemos que S gera A mod(0) se A = Ay mod(0), onde Ay é a o-dlgebra gerada por S.
A C B mod(0) significa que B — A é de medida zero. Uma propriedade aplicada a pontos
de um conjunto S C X vale em quase todo ponto z € S (abreviadamente q.t.p.) se o

conjunto dos pontos de S onde ¢ falsa é de medida zero.

Teorema de Extensdao de Hahn-Kolmogorov. Seja X um conjunto, .4y uma 4lgebra
de subconjuntos de X e py: Ag — [0,1] uma medida. Entdo se A é a o-dlgebra gerada

por Ap existe uma e s6 uma medida p A — [0,1] tal que p/Ap = po.

-Integragao

Seja B(R) denotando a o-algebra dos subconjuntos de Borel de R . Esta é a o-
dlgebra gerada pela colecio dos subconjuntos abertos de R e é também gerada pela
colecao de todos os intervalos, ou ainda, pela colecao de todos os intervalos da forma

(¢, 0c).

Seja (X, B, ,u) um espaco de medida. Uma funcdo f: X — R ¢é mensurdvel se
f~Y(A) € B sempre que A € B(R) ou equivalentemente se f~'(c,00) € B para todo
c € R . Uma funcdo f: X — € ¢é mensurdvel se ambas as partes real e imagindria sao
mensuraveis. Se X é um espago topolégico e B é a o-ilgebra gerada pelos subconjuntos
abertos de X, entdo qualquer funcéo continua f: X — € ¢é mensurdvel. Dizemos que
f=gatp. seu({z: f(z) # g(z)}) = 0. Suponha X um espago topolégico, B(X) a
o-algebra dos conjuntos de Borel e 4 uma medida sobre (X, B) com a propriedade de que
cada conjunto aberto ndo-vazio tem medida ndo-nula. Entdo para duas fungdes continuas
f,9:X 5> R ,f =g q.t.p. implica f = g porque {z : f(z) — g(x) # 0} é um conjunto

aberto de medida nula.
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Seja (X, B, u) um espago de probabilidade. Uma fungdo f: X —+ R é uma fungdo
simples se pode ser escrita na forma - ; a;Xx4,, onde a; € R , A; € B, os conjuntos A;
sdo subconjuntos disjuntos de X, e x4, a fungdo caracteristica de A;. Funcdes simples

sdo mensuraveis. Definimos a integral para fungdes simples por:

n
[ £du=3" au(4).
i=1
Este valor é independente da representagdo ¥;a;X 4,

Suponha f: X — R mensuravel f > 0. Entdo existe uma seqiiéncia crescente de fungdes

simples f, /' f. Por exemplo podemos tomar

i2;n1‘, gTISf(x)<2Ln i=17"'7n2n
n, f(z)>n.

fn(x) =

Definimos

/fdu=,}grg°/fndu
note que esta definicio independe da seqiiéncia escolhida {f,}. Dizemos que f é inte-
gravel se [ fdu < oo. Suponha f: X — R mensurdvel. Entdo f = f* — f~ onde
[t (z) = maz{f(x),0} > 0e f~(z) = maz{—f(z),0} > 0. Dizemos que f é integravel se
J frdu, [ f~du < oo e entdo definimos

[rdu=[rrdu-[1au

Dizemos que f: X — € ¢é integravel (f = f1 +if2) se fi e f; sdo integrdveis e definimos

[fau=[ridu+i[ fadu.
Observe que f é integravel se e somente se |f| é integrdvel. Se f = g (q.t.p.) entdo uma
delas € integrivel se e somente se a outra o0 é, e [ fdu = [ gdu.
Dois teoremas bésicos sobre integragao de seqiiéncias de funcdes sdo os seguintes:

Teorema 1.2.(Teorema da convergéncia dominada). Suponha f; < fo < f3 < -+ uma
seqiiéncia crescente de funcdes a valores reais integraveis sobre (X, B, u). Se {[ fn du} é

uma seqiiéncia limitada de niimeros reais entdo lim,,_,, f, existe em q.t.p. e é integrédvel
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e [(lim f,) du = lim { f, du. Se {f f, du} é uma seqiiéncia ilimitada entdo ou lim,_, fp

é infinito sobre um conjunto de medida positiva ou lim,,_, f, ndo é integravel.

Teorema 1.3.(Lema de Fatou’s). Seja {f,} uma seqiiéncia mensuravel de fungdes a val-
ores reais sobre (X, B, 1) que é limitada abaixo por uma funcéo integravel. Se liminf,_, [ fr du

oo entdo liminf,_, f, é integravel e [liminf f,dy < liminf [ f, du.

Corolario( Teorema da convergéncia dominada). Se ¢g: X — R ¢ integrivel e {f,} é
uma seqiiéncia de funcgbes mensurdveis a valores reais com |f,| < g qtp (n > 1) e
lim, e fn = f Q.t.p. entdo f é integrdvel e lim [ f, du = [ f du.

Denotamos por £'(X, B, u) (ou L£!(u)) o espaco de todas as funcdes integraveis f: X —
€ onde duas de tais funcoes sido identificadas se sdo iguais em q.t.p. Contudo escrevemos
f € LY(X, B, n) para denotar que f: X — © & integravel. O espago L'(X,B, ) é um
espaco de Banach com norma ||f|l, = [|f| du.

Se f € LY(X, B, 1), entdo [, f dp denota [ f.xa dp.
Medidas Absolutamente Continuas

Seja (X, B) um espaco mensurivel e suponha y,v duas medidas de probabilidade
sobre (X,B). Dizemos que p é absolutamente continua com repeito a v (b <€ v) se

v(A) = 0 implica p(A) = 0. Estas medidas sdo equivalentes se py K vev < u. O

seguinte teorema caracteriza a continuidade absoluta.

Teorema 1.4.(Teorema de Radon-Nikodym). Sejam u, v duas medidas de probabilidade
sobre o espaco mensuravel (X, B). Entio u < v se e sdmente se existe f € £L!(v), com
f>0e [fdv=1, de modoque u(A) = [, fdv VA € B. A funcio f é unica q.t.p. (no

sentido de que qualquer outra fungdo com estas propriedades é igual a f q.t.p.).

A funcio f é chamada a derivada de Radon-Nikodym de z com respeito a v e é denotada
por f =dp/dv.

A nocdo “oposta”’de continuidade absoluta é como segue. Duas medidas de probabilidade

p, v sobre (X, B) sdo ditas mutuamente singulares (1 L v) se existe algum A € B com
p(A)=0ev(X\A)=0.

Particoes e Derivagao
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Uma, parti¢do P de um espago de probabilidade (X, A, u) é uma familia de subcon-

juntos em A com medida # 0 tais que:
AeP,BeEP= u(ANB)=0

p(X - |J 4) =o.
AeP

Segue destas propriedades que P é uma familia finita ou enumerédvel. Os conjuntos da
familia denominam-se 4tomos da particdo. Se P,, n =1,---, N, sdo particoes, definimos
a particdo VY P, como aquela cujos 4tomos sdo todos conjuntos da forma A; N---N A,

com A; € P;,i=1,---,n, e tais que
p(Ain---NA4A,) #0.

Se Pe@ sd0 parti¢oes, dizemos que () é mais fina que P, o que denotamos P < @,
se todo dtomo de @ estd contido mod(0) em algum &tomo de P. Isto implica que todo

dtomo de P pode ser escrito como uma unido de dtomos de @ mod(0).

Teorema 1.5. Seja (X, A, 1) um espago de probabilidade e P; < P, < - - - uma seqiiéncia
de particdes tal que V>, P, = A mod(0). Entdo, se P,(z) denota o dtomo de P, que
contém z, e f € L1(X, A, u), para q.t.p. € X vale :

1
lim ———— dy =
n=50 14(Py(2)) /1’,.(x)f w=1l)
ese fpr: X = € ¢ a funcio definida como:
1
n(Z) = ——— d
fn(a) 1(Pn(z)) /T’n(w)f s

entdo f, = f em LY X, A, ).
Prova: [2]
Teorema 1.6.(Férmula de mudangae de varidvel)

Sejam U C R™,V C R" dois conjuntos abertos e g:i4 — V uma aplicagdo local-
mente lipschitziana com inversa ¢~! localmente lipschitziana. Seja f uma funcio real
mensuravel sobre V' ndo-negativa ou integravel. Entdo,existe uma funcdo J; definida

sobre U, mensurdvel, finita e localmente integrdvel, tal que

[, 1@) Xdv) = [ (£ 0 9)(@)Jy(a) A(ds).
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Esta funcdo tem a seguinte propriedade:

=i Mg (B(z, 7))
Jy(z) = lim MNB) g.t.p.

Se g é um difeomorfismo de classe C!, entédo

dg

Jy(z) = |det(:2)(z)],

onde o membro direito indica o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana (g—%) )

no ponto z.

Prova: [4]

1.2 -Elementos de Teoria Ergddica

1.2.1

- Transformag¢des que Preservam medida

A Teoria Ergédica dentre outros afazeres se preocupa em estudar a dindmica das

transformagoes que preservam medida.

Neste paragrafo devemos discutir transformactes que preservam medida e algumas de

suas propriedades bésicas, bem como alguns exemplos.

Dada uma aplicagdo T: X — X, podemos definir as iteradas T™ obtidas por composicao
de T consigo mesma, n vezes. Por conveniéncia T deve denotar a aplicagio identidade, e

T~™ deve ser definida como uma aplicagdo de conjunto
T™™(E)={z:T"(z) € E}

E importante frisar que o estudo de transformagGes que preservam medida tem inicio
com certas consideragoes em mecéanica estatistica. Suponha que temos um sistema com k
particulas cujos estado presente é descrito por um ponto no “espago de fase” R.5* no qual
cada particula determina 3 coordenadas para posi¢do e 3 coordenadas para 0 momento.
Entdo a histéria inteira do sistema pode ser representada por uma trajetéria no espago
de fase o qual é completamente determinado (assumindo as leis cléssicas da mecanica)
por um tnico ponto do mesmo. Deste modo para qualquer tempo ¢t podemos definir uma

transformacao T, invertivel dizendo que, para x no espaco de fase, T;x denota o estado
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do sistema no tempo t tendo o mesmo iniciado em x. Um dos resultados bésicos em
mecanica estatistica (devido a Liouville) estabelece que, se as coordenadas no espago de
fase sdo corretamente escolhidas, entdo o “fuxo”no espaco de fases leva todo volume (i.e.,
medida de Lebesgue em R %) inalterado. Isto significa que T; torna-se uma transformacao
que preserva medida em (RS* L% 4). Na prética k é enorme, e ndo é possivel observar
qualquer momento de todas as particulas do sistema. Ao invés de perguntar, por exem-
plo, “qual a probabilidade de que no tempo t o estado do sistema pertenca a um dado
subconjunto do espaco de fase?”, impomos condi¢des que garantam que isto pode ser cal-
culado por consideracdo do comportamento “médio”de T;x quando t — co. Para sermos
mais precisos Ts4; = T,T; de modo que T;,; = T} e, desta forma, possamos considerar um
modelo discreto, contando a proporcio de vezes (sob iteracdes n) em que T%x € E onde
T =T;, e n — oo. Na prética o conjunto E no espago de fase é trocado por uma fungao
f(x) (representando alguma medida fisica) e consideramos o comportamento médio em

termos da seqiiéncia
1 n—1

EZf(Tix) (n=1,2,---).

=0

Defini¢ao. Suponha que (X, By, p1), (X2,Bg, 2) sdo espagos de probabilidade.

(a) Uma transformacdo T: X, — X, é mensurdvel se T~'(B:) C B, (i.e. se By € B, =
T—lB2 € Bl)

(b) Dizemos que uma transformagdo T: X, — X, preserva medida se T' ¢ mensuravel e

p(T~Y(Bz)) = pa(Bz), VB2 € Bs.

(c) Dizemos que uma transformagdo que preserva medida T: X; — X é invertivel se T

é bijetiva, e T~! também preserva medida.

Obs: Estaremos interessados principalmente nos casos em que (X, By, u1) = (X2, Ba, ti2)
tendo em conta que queremos estudar as iteradas de T". Quando T: X — X é uma
transformagdo que preserva medida de (X, B, u) dizemos que T' preserva p ou que y €

T-invariante.

Na pratica é dificil checar, usando a defini¢do anterior, quando uma dada transformacao

preserva medida ou ndo, visto que amiude ndo temos conhecimento explicito de todos os

-«
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membros de B. Contudo freqiientemente temos conhecimento de uma semi-dlgebra By que
gera B (por exemplo, quando X é o intervalo unitério By pode ser a semi-dlgebra de todos
os subintervalos de X, e quando X é o espago produto direto By pode ser a colecdo de
todos os retangulos mensuréveis.) O seguinte resultado é por essa razdo til para checar

quando ou nio uma transformagao preserva medida.

Teorema 1.7. Suponha que (Xy,Bi,u1), (Xo, By, u2) sdo espacos de probabilidade e
T: X, — X, é uma transformacdo. Seja By uma semi-dlgebra que gera B;. Se para cada

Ay € Byy tivermos T~'(Az2) € By e pui(T1(As)) = p2(4s) entdo T preserva medida. -

Prova. Seja Co = {B € By : T~Y(B) € By, 11 (T~*(B)) = pa2(B)}. Queremos mostrar que
C, = B,. Contudo By, C C; e cada membro da dlgebra A(By,) gerada por By, é uma
unio finita disjunta de membros de Byy temos A(Byz) C Bge. Visto que By é uma classe
mondtona, o resultado segue visto que a o-dlgebra gerada por A(By2) é a classe monétona

gerada por A(By). O
Exemplos de Transformacgoes que Preservam medidas

Em teoria da medida mostra-se, como propriedades geométricas da medida de Lebesgue,
que transformagoes no espago Euclidiano definidas em termos de translagdes, rotagoes ou
reflexdes sdo tranformacoes que preservam medida. Podemos também provar que trans-
formagGes com matriz de determinante 1 definem transformacdes que preservam medida

no espago Euclidiano.

(1) A transformacdo identidade I sobre (X,.A, u) obviamente preserva medida.

(2) Seja p um conjunto finito de r elementos. A medida de probabilidade geral sobre
p -i.e. sobre a g-algebra de todos os subconjuntos de p— € especificada pelo assi-
naiamento de probabilidades nido-negativas p; para os elementos i de p de tal modo
que X;c,p; = 1. Seja (Q2, A, P) o espago produto resultante. O elemento geral de {2
é uma seqiiéncia dupla infinita w = (---,w_,, wp, w1, - - -) de elementos de p. Seja z,
a n-ésima funcdo coordenada- a aplicacao de €2 para p cujo valor z,(w) no ponto w

é a n-ésima coordenada w, de w. A o-dlgebra A é gerada pela édlgebra(finitamente

20



3)

aditiva) consistindo de cilindros, ou conjuntos da forma

{w: (@a(@)), ", Taph1(@)) € BY = {w : (ny-+ " ,wnsk-1) € E}

onde E é um subconjunto do produto cartesiano p* de & cépias de p. A g-dlgebra F
é também gerada pelo que podemos chamar de cilindros “finos”, isto é conjuntos da

forma

{w:zw)=1u, n<l<n+k},

onde 7; sao elementos de p; de fato, cada cilindro é uma unido finita, disjunta de
cilindros finos. Finalmente, P ¢ especificada por seus valores sobre os cilindros finos:
n+k-—1
Plu:ziw) =4, n<l<n+k}= [[ .
I=n
Deste modo {---,z_y,Z¢, Z1,- - -} é uma seqiiéncia de varidveis randémicas com val-
ores em p. Seja T:Q —  que leva {---,w_;,wy,wr, -} para {---,wp,wy,ws, "}
Mais precisamente, T estd definida por (Tw), = wnp4+1, OU 0 que € a mesma coisa
Zo(Tw) = Zppi(w). Visto que z,(w) = zo(T"(w)), 'qualquer afirmativa sobre a
varidvel randémica z, pode ser convertida a uma afirmacgdo sobre zy e T. Se A
é qualquer cilindro entdo claramente T1A é também um cilindro e cohseqﬁente—
mente mora em A, e P(T14) = P(A). Que T ¢ mensurével e preserva medida é

uma conseqiiéncia do teorema 1.7.

Seja S! o circulo unitdrio no plano complexo, com A consistindo dos subconjuntos de
Borel ordinarios de S'(A é a o-édlgebra gerada pelos arcos), e seja A a medida circular
de Lebesgue sobre S!, normalizada, i.e. tal que A(S') = 1. Para um elemento c de
S'. seja Tz = cz. Visto que T é efetivamente uma rotagio do circulo, sempre com

angulo argc, T preserva P.

Seja A consistindo dos subconjuntos de Borel do intervalo unitdrio semi-aberto I =

[0,1), com medida de Lebesgue A, e seja Tz = 2z(mod 1), isto é

2z, z€0,1)
Tz = ?
2z-1, zelil)

obs: T pode ser escrita ainda na forma Tz = 2z — [2z].
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1.2.2

A transformacao T est4 associada com a expansao na base-2 de um ponto do intervalo
unitdrio; de fato, se f(z) é 0 para z < 1 e 1 para z > ; (i.e., f = x[/2,)) entéo
f(T™ 'z) é o n-ésimo digito da expansio diddica (base-2) de

o Tn—l
:L,:z::lf( = z)

Sendo assim, se T tem a expansiao £ = .x;Zz - - -, entdo T't = .Tyx3 - - - Uma aplicacao
do teorema 1.7 mostra que T preserva medida. De fato (para a medida de Lebesgue)
por consideracdo do efeito de T—! sobre os intervalos [p/2%, (p + 1)/2?) os quais

formam um semi-anel gerando B. -

!
Uma propriedade possuida por todas as transformacgGes que preservam medida é a

recorréncia;

Teorema 1.8.( Teorema de recorréncia de Poincaré). Seja T: X — X uma transformagao
que preserva medida de um espago de probabilidade (X, B, 1). Seja E € B com pu(E) > 0.
Entdo quase todo ponto de E retorna infinitas vezes para E sob iteragdes positivas de T’
(i.e., existe F' C E com p(F) = p(E) de modo que para cada z € F' existe uma seqiiéncia

ny < ng < nz < -+ - de ndmeros naturais com 7™(z) € F' para cada i).

Prova. Para N > 0 seja Exy = Usoy T "E. Entdo N¥-o En € 0 conjunto de todos os
pontos de X os quais entram em F infinitas vezes sob iteragoes positivas por T. Sendo
assim o conjunto F' = ENNF_, EN consiste de todos os pontos de £ que entram em
E infinitas vezes sob iteragdes positivas por T. Se z € F entdo existe uma seqiiéncia
0 < ny < ng < -+ de nimeros naturais com 7™(z) € E para todo <. Para cada ¢ temos
que T"(z) € F porque T™ ™ (T"z) € E para todo j. Sendo assim resta mostrar que
p(F) = w(E).

Visto que T-'Ey = En4; temos que u(Ey) = p(En41) e conseqlientemente pu(Ep) =
u(Ey) para todo N. Visto que Ey D E1 D Ey D --- temos que pu{¥-g En) = w(Eo).
Sendo assim u(F) = u(E N Ep) = p(E) visto que E C Ey.

-Frgodicidade

A comecos do século os trabalhos de Boltzmann e Gibbs sobre Mecanica Estatistica

levantaram um problema matemaético que em nosso contexto pode ser descrito da seguinte
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forma: dada uma transformacdo que preserva medida de um espaco (X,.A, ) e uma
- funcao integravel f: X — R dar condic¢les para que o limite:

o J@ T+ + [T @)

n—-+00 n

exista e seja o mesmo em q.t.p. De fato questées de mesmo teor ja tinham aparecido
em outras dreas da matemdtica, como por exemplo no problema do movimento médio
do periélio em Mecéinica Celeste. Em 1931 Birkhoff provou que quaisquer que sejam T
e f o limite acima existe em q.t.p. A partir deste resultado mostrou que a condigcao
necessdria e suficiente para que o valor do limite seja o mesmo em quase todo ponto €.
que ndo exista nenhum conjunto A € A tal que 0 < p(A) < 1e T7'(A) = A. Sabendo
qué o limite é constante q.t.p. nao é dificil mostrar que é exatamente a integral de f
sobre X, e neste caso a transformacdo denomina-se ergédica. O resultado de Birkhoff nao
fechou o problema que o motivou, porque nas transformacoes da Mecanica Estatistica
ndo foi possivel constatar a ergodicidade. S6 nos anos 60 os trabalhos de Sinai, e mais
recentemente os de Bunimovitch, provaram a ergodicidade de transformagoes andlogas

aquelas.

Seja T uma transformacio que preserva medida de um espago (X, A, ). Um con-

junto A € A é dito T-invariante se T-14A = A.

Definicao(Ergodicidade). Uma transformacdo T que preserva medida é dita ergddica (ou

metricamente transitiva ou metricamente invariante) se para todo conjunto invariante A,

p1(A) =0ou p(X \ 4) =0.
De outra forma:

Defini¢ao. Seja (X, A, u) um espago de probabilidade. Uma transformacdo T de (X, A, p)
que preserva medida é chamada ergddica se os tinicos membros A de A com T7'4 = A

satisfazem p(A) = 0 ou p(A) =1

Existem outras maneiras de definir ergodicidade como podemos ver do seguinte teorema:
Teorema 1.9. Se T: X — X é uma transformagio que preserva medida em um espago
de probabilidade (X, B, 1) entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) T é ergddica.
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(ii) Os tnicos membros B de B com u(T 'BAB) = 0 sdo aqueles com p(B) = 0 ou
u(B) = 1.

(iii) Para todo A € B com u(A) > 0 temos p(Use, T"4) = 1.

(iv) Para todo A, B € B com p(A) > 0 existe n > 0 com u(T"AN B) > 0.
Prova: [5]

O primeiro grande resultado em teoria ergédica foi provado em 1931 por G.D.Birkhoft.
Devemos enunciar este resultado para transformacoes que preservam medida de um espago

de medida o-finito.

Teorema 1.10.(Teorema ergédico de Birkoff.) Suponha T:(X,B,u) — (X, B, ) uma
transformacdo que preserva medida. (onde assumimos (X, B, u) o-finito e f € L'(u)).

Entao
1l

p 2/ (T(2)
converge em q.t.p. para uma funcdo f* € L'(p). Também f*o T = f* q.t.p. e se
u(X) < oo, entdo [ f*du= [ fdp.
Prova: [5]

Observacoes:

Se T é ergédica entdo f* é constante em q.t.p. e deste modo se u(X) < oc temos
f* = Q/u(X)) [ fdp q.t.p. Se (X,B,u) é um espago de probabilidade e T é ergodica

temos que

Ve L (u) lim — Z f(T'z) = /fdu q.t.p.

n—oo 1,

(i) Seja (X, B, 1) um espago de probabilidade e T: X — X preserva-medida. Seja E €
B. Para r € X podemos perguntar com que freqgiiéncia os elementos do conjunto
{z,T(z), T*(z),- -} estdo no conjunto E?

Claramente T%(z) € E se e somente se xg(T%(z)) = 1, sendo assim o nimero de

elementos de {z,T(z),--,T" '(z)} em E é
v n—1
> xe(T*(z)).
k=0
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O percentual relativo de elementos de {z, T(z),---,T" '(z)} em E é igual

1 n—1 .

=Y xu(T*()).

k=0
e se T é ergédica entao
1 n—1 . o

=Y xu(T*2)) = w(E)  qtp.
T k=0
pelo teorema ergédico. Deste modo as dérbitas de quase todos os pontos de X entram

no conjunto E com freqiiéncia relativa assintética u(E).

(ii) Reiteramos que o limite lim, o0 orp f(T%(x)) sempre existe (¢ uma outra funcdo
f* € LY(u)) e que a condicdo necessaria e suficiente para que o mesmo seja constante
(q.t.p.) é que T seja ergédica. Nas aplicagdes do teorema ergédico f € L'(u) é
escolhida de acérdo com o problema em questao (i.e., escolhemos f adequada aos

nossos propoésitos).

- A Ergodicidade da Transformagao Diddica

Considere a transformagio T(z) = 2z(modl). Se r = .x1zez3--- ez’ = = +
1/2(mod 1) entdo z' = .x,29z3-+- com i = 1 — z;. Sendo assim, assumindo A =
T 1A,z € A é equivalente a Tz € A, e 2’ € A é equivalente a Tz' € A; visto que
Tz =Tz’ = .2273--+,% € A sse ' € A. Sendo assim, se E = [0, 3), o conjunto AN E°
é exatamente o conjunto A N E transladado para a direita de uma distincia ;. Disto
segue que estes dois conjuntos tém a mesma medida (estamos considerando aqui a me-
dida de Lebesgue \), e conseqiiéntemente A\(A) = 2A(A N E) = MAN E)/A(E). Deste
modo A e E sdo independentes (vistos como eventos de um espago de probabilidades).
Uma elaboragao deste argumento mostra que também isto é verdade se E é qualcjuer
intervalo diddico, ou unido disjunta de intervalos diddicos. Dado um e positivo, es-
colha uma unido com E de maneira que A(A U E) < . Entdo |MA) — ME)| < e e
IA(4) — AMA)AME)| = |MA) = MAN E)| < ¢, segue que [A\(A) — A(A)?| < 2. Visto que
¢ foi tomado arbitrdriamente, A(4) = A(A)?, e conseqii éntemente A(A) deve ser 0 ou 1.

Sendo assim T é ergddica.
- Medidas Sobre Intervalo
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Generalizamos a transformacdo diddica trocando a base 2 por uma base geral r > 2.
Exemplos:
(a) Seja ) a medida de Lebesgue sobre a classe B dos subconjuntos de Borel de Q = [0, 1), |

mas defina T por Tz = rz(mod 1). Se f(z) = isobre [i/r, (i+1)/r), i=0,1,---,7—

1, entdo z tem

$ 1)
n=1

como sua expansido na base-r. Da mesma forma. que no caso 7 = 2, T é ergddica.
Uma aplicagdo do teorema ergédico mostra que quase todo niimero é normal na
base r (contém todos os digitos na mesma propor¢ao). Se Xn(z) é f(T"'z), o n-
ésimo digito na expansdo (base-r) de z, entdo a seqiiéncia {X1, Xo,- -} de varidveis
randomicas é independente com A{X, = i} = 1/r,i = 0,1,---,7 — 1. Podemos

chamar T a transformagdo r-ddica.

(b) Seja Q,.A, e T como no exemplo precedente, mas seja u qualquer medida preservada
por T. Um r-4dico (diddico, se r = 2) intervalo tem a forma [k/r", (k + 1)/r"); éle
contém um ponto w se e somente se os primeiros n digitos z,(w), - -, z,(w)(na eséala
T)tém certos valores especificados. Visto que unides finitas disjuntas de intervalos
diddicos cbnstituem uma &lgebra que gera A, T preserva A se e sdmente se preserva a
medida de cada intervalo diadico, ou, equivalentemente, se e somente se {z\,zq, -}

é um processo estaciondrio sob A.

O significado deste exemplo, é que podemos converter fatos relativos a teoria ergddica

e teoria de probabilidade sobre fatos relativos a intervalos unitdrios e vice-versa.

O Préximo teorema dé outra formulagio da definicdo de ergodicidade.

Teorema 1.11. Seja (X, B, 1) um espago de probabilidade e seja 7: X — X uma trans-

formacdo que preseva medida. Entdo T é ergddica sse VA, B € B

%z KT AN B) = u(A)u(B).

Prova. Suponha que T é ergdédica. Colocando f = x4 no teorema ergddico temos

1 n—1

=2 xa(T'z) = p(4) gtp.
i=0
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1.2.3

Proposicio 2.7. u € Mr(X, A) é ergédica se e so se p é ponto extremal de Mz (X, A).

Prova: [2]

-Medidas Invariantes Para Transformacées Continuas

Neste pardgrafo X deve denotar um espago metrizivel compacto e d deve denotar
uma métrica sobre X. A og-dlgebra dos subconjuntos de Borel de X deve ser denotada por
B(X). Deste modo B(X) é a menor g-4lgebra contendo todos os subconjuntos abertos
de X e a menor o-dlgebra contendo todos os subconjuntos fechados de X. Devemos

denotar por M(X) a colecdo de todas as medidas de probabilidade definidas sobre o

“espago mensurdvel (X, B(X)). Devemos chamar os membros de M(X) de medidas de

probabilidade de Borel sobre X. Cada z € X determina um membro §, de M(X) definido

por :
1 sex € A

0z(A) =
“ {0 sex &€ A

Deste modo a aplica¢do z +— §, imbute X dentro de M(X). Note que M(X) é um

conjunto convexo onde pv + (1 — p)u estd definida por

(pv + (1 —p)p)(A) =pv(4) + (1 —p)u(4)  sep€[0,1]
Nosso escopo nesté paradgrafo é estudar medidas invariantes para transformacoes continuas
T: X — X. A seguir colecionamos alguns fatos conhecidos sobre M(X).

O préximo resultado diz que cada v € M(X) é determinada como a integral de funcdes

continuas.

Teorema 1.12. Sejam v, u duas medidas de probabilidade de Borel sobre o espaco

métrico X. Se ‘ _

: Afdu:/xfdu Vf € C(X)

entao v = p.

Prova: [5]

obs: C(X) =espago de todas as funges continuas sobre X, a valores complexos.

Defini¢gao: Um funcional linear positivo sobre C(X) é um (ndo necessariamente continuo

a priori) funcional linear L com L(f) > 0 para todo f > 0 pontualmente.
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Definicao: Sejam V e W espagos vetoriais, H um subconjunto convexo de V. Uma

aplicagdo T: H — W é chamada uma aplicacdo linear afim sobre H se
Ttz+(1-t)yy)=tTz+ (1 -t)Ty

para todoz,y € Hetodo 0 <t<1.

O préximo teorema relaciona elementos de M(X) com funcionais lineares sobre C(X).

Teorema 1.13.(Teorema da Representagido de Riesz). Seja X um espago métrico com-
pacto e J:C(X) — € uma aplicagdo linear continua de modo que J é um operador

positivo. Entdo existe 4 € M(X) de maneira que

H)=[ s VeOX).
Prova: [5]

Sendo assim a aplicacdo ¢ — J é uma bijecdo entre M(X) e a colecio de todos os
funcionais lineares positivos e normalizados sobre C{X); a injetividade segue do teorema
1.12 e a sobrejetividade do teorema 1.13. Devemos denotar a imagem de u sob esta
aplicagdo por J,. Claramente esta bijegdo é uma aplicacdo afim, isto é Jyur(1—pp =
pJ,+ (1 =p), ,p€0,1] ;v,u € M(X). Sendo assim M(X) pode ser identificado com
um subconjunto convexo da bola unitdria em C(X)*. Isto permite darmos uma topologia

sobre M(X) devida a topologia fraco* sobre C(X)*.

Definicdo. A topologia fraco* sobre M(X) é a menor topologia fazendo cada aplicagao

pw [x fdu (f € C(X)) continua. Uma base é dada pela colecdo de todos os conjuntos

da forma
Valfiy oo fise) = v e M(X) | [ fidv— [ fidul <e,1<i < k)
onde p € M(X),k>1,f;€ C(X)ee>0.

Claramente esta topologia sobre M(X) é independente de qualquer métrica escolhida
sobre X.

Teorema 1.14. Se X é um espago metrizdvel entdo o espago M(X) é metrizivel na

topologia fraco* . Se {f,}5%, é um subconjunto denso de C(X) entdo

s ndv — [ fud
Dl = £ LR
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é uma métrica sobre M (X) dando a topologia fraco*.
Prova: [5)

O seguinte importante resultado é uma fécil conseqiiéncia da compacticidade da bola
unitdria de C(X)* na topologia fraco*.
Teorema 1.15. Se X é um espago metrizdvel compacto entdo M(X) é compacto na
topologia fraco*.

Seja T: X — X uma transformacio continua do espago metrizavel e compacto X. De-
vemos mostrar nesta sec¢do que sempre existe alguma g € M(X) para a qual T é uma

transformagdo que preserva medida de (X, B(X), u).

Inicialmente note que T-'B(X) C B(X)(i.e., T é mensurdvel) porque {E € B(X) :
T—'E € B(X)} é uma o-dlgebra e contém todos os conjuntos abertos. Por essa razio

temos uma aplicacgao
T:M(X) = M(X), dada por  (Tw)(B) = u(T™'B).

Ocasionalmente escrevemos poT ™! ao invés de Tp. Devemos necessitar do seguinte lema
Lema.
/fd(Tu) - /f oTdy VfeC(X).

Prova. E suficiente tratar com f € C(X) a valores-reais. Por definicio de T temos
/de(Tu) = /XB oTdu VB € B(X).

Sendo assim [hd(Ty) = [hoTdu se h é uma funcio simples. A mesma férmula se
verifica quando h é uma fun¢ido mensurdvel ndo-negativa, pela escolha de uma seqiiéncia
crescente de funcoes simples convergindo pontualmente para h. Por essa razdo a férmula
se verifica para qualquer f: X — R continua por consideracao das partes positiva e

negativa de f. -

Teorema 1.16. A aplicagio T: M(X) — M(X) é continua e afim.

Prova. Se f € C(X)entdo [ fdTu= [ foT dp. Sendo assim se p, — p em M(X) entdo
/fdf’u,,:/fOTd,un—)/fon,u:/deu=>Tun—)Tu.
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Isto prova que T é continua.

Sev,p € M(X) ep € [0,1] entdo
T(pv+(1-p)p)(B) = pv(T ' B)+(1~p)u(T™'B) = (pTv+(1-p)Tp)(B) VB € B(X).

Isto mostra que T é afim. O
Estamos interessados em todos os membros de M(X) que sdo medidas invariantes por T
Seja |

M(X,T)={p € M(X):Tp=p}.

Este conjunto consiste de todas as u € M(X) para as quais T é uma transformacio de

(X, B(X), 1) que preserva medida.

Teorema 1.17. Se 7: X — X é continua e u € M(X) entdo p € M(X,T) se e sdbmente
se ffoTdu=[fdu VfeC(X).

Prova. Isto é uma conseqiiéncia imediata do dltimo lema e teorema 1.12.

Visto que T: M(X) — M(X) é uma aplicacdo continua e afim de um subconjunto com-
pacto e convexo de C(X)* podemos usar o teorema de Markov-Kakutani para mostrar que

T tem um ponto fixo. Contudo devemos mostrar diretamente que M (X, T) é ndo-vazio.

O seguinte teorema fornece um método de construgio de membros de M (X, T).

Teorema 1.18. Seja T: X — X continua. Se {0,}, é uma seqiiéncia em M(X) e

formamos uma nova seqiiéncia {u,}32, por

1"—

Z Tio,

~entdo qualquer ponto limite u de {u,} é um membro de M(X,T).(tais pontos limites

existem pela compacticidade de M(X).)

Prova. Seja pyn, — p em M(X). Seja f € C(X). Entdo

}/fonu—/fd#l=J.li{g°'/f°Tdunj ~ [ £ dun,

nj—1
i+l ]
_Jll)xgnjfg(foT foT") doy,
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1
= }i -_f ™ — f)do,,
Jim o (Fe f)doy,
< lim 240 _
J—roo le

Sendo assim p € M(X,T). O

Coroléario.(Krylov e Bogolioubov). Se T: X — X é uma transformacdo continua de um

espago métrico compacto X entdo M(X,T) # 0.

Prova. Podemos fazer qualquer escolha para o, no Teorema 1.18; em particular escolha

y € X e coloque g, = d, para cada n. O
Temos -as seguintes propriedades de M (X, T).

Teorema 1.19. Se T é uma transformagdo continua do espago métrico compacto X

entao
(i) M(X,T) é um subconjunto compacto de M(X).
(ii) M(X,T) é convexo.

(iii) p € um ponto extremo de M(X,T) sse T é uma transformacao que preserva medida

e ergodica de (X, B, p).

iv) Se u,v € M(X,T) sdo ambas ergddicas e v # u entao elas sao mutuamente singu-
& :

lares.

Prova: [5]

Obs: Decorre da demonstragiao do teorema acima que se ui, 4 € M(X,T), 11 K pe p é

ergddica entao py = p.
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Capitulo 2

g-Medidas

Neste capitulo apresentamos as propriedades fundamentais das g-medidas que constituem a
ferramenta bdsica na prova do Teorema Principal (cap.3). Para uma abordagem mais completa
e detalhada ver [10], [11] e [12]. Visamos sua defini¢do nos casos do shift unilateral ou das
aplicacdes expansoras do circulo S' (aplicagdes de grau r > 1).

Seja (X, d) um espago métrico compacto.
Defini¢do. Uma aplicagdo T' : X — X ¢ dita uma transformagdo de cobertura (minimal) de

X se existem um inteiro n > 2 e p > 1 real tal que

(i) T é n-para-1 em todo o espago X,

(ii) T é um homeomorfismo local,

(iii) para 6 > 0 suficientemente pequeno, d(z,y) = ¢ implica d(Tz,Ty) > péd, e,

(iv) para todo e > 0, existe N tal quese n > N ez € X, T7"({z}) é e—denso em X.
Exemplos: |

(1) T:S' = S', dada por Tz = 2". d(z,y) = |z — y| (distancia euclidiana). X = S' é

compacto e T é uma aplicagdo de cobertura.

(2) Se =, =1{0,1,---,7r—1}27 e T:%, » %,, é dada por Tz = rz (mod 1). d(z,y) = |z — y|

(distancia euclidiana). X = X, é compacto e T é de cobertura.
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(3) X =X, e T é a aplicagio shift sébre X, com a métrica

1
1nf{z T # y,-} -+ 1

X é compacto e T é uma aplicagio de cobertura.

d(z,y) =

(4) Seja M variedade compacta sem bordo e T: M — M uma aplicacdo C'. Entdo é expansora

(métrico) se e somente se T é expansora no seguinte sentido: existe v > 1 tal que
1T (z)v]| > 7|v| Ve M,v e TM
Sejam
C(X)={f:X > R , continua}

If1l = sup |f(z)|
zeX

C*(X) = medidas boreleanas finitas com sinal.
P(X) = medidas de probabilidades de C*(X). Como j4 vimos no capitulo 1, P(X) é um

subconjunto compacto e convexo de C*(X). O mesmo vale para
Pr(X) = {p € P(X) : ué invariante por T}

Seja p € C*(X), denotamos por Qu a medida definida via Qu(A) = p(T(A)) para A
tal que T % A — X ¢ injetiva. '

Seja Iy, Py, - - -, P, uma particdo de X tal que
POP=00G#j),UP=X
i=1
e de modo que

T|,:Pi— X ¢ injetiva

1

34



Figura 2.1: Particao de X

Entdo se u € Pr(X) = pu < Qpu. De fato, seja 4 € B(X) tal que Qu(A4) =0.

n

Qu(A) =) n(TA)=0

i=1

onde (4; = AN P,), logo p(TA4;) =0,i=1,---,n. Mas

N(TAi) =u(T™'TA4A;) =0

A; C T-l(TAi)
implicando que u(4;) = 0, Vi < n, isto é pu(A) = 0. Segue que p < Qu, e portanto, pelo

teorema de Radon-Nikodym existe g € £}(Qu) tal que g: X - R™, e

u(A) = ngdQu VA € B(X)

Lema: As seguintes propriedades valem para g:
(a) 0<g(z) <1 gtp. € X

(b) D yeT-1({z}) 9(y) =1 gtp. € X

Prova:
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(a) Seja A € B(X) tal que Vz € A g(z) > 1. Suponhamos por absurdo que u(A4) > 0. Entéo,
sem perda de generalidade, podemos supor que A C P; para algum 1 <1 < n.

w(A) = [ 9dQu> Qu(A) = W(TA) = w(T~'TA) 2 u(A) ie u(A)>pu(4) -

Segue que
p({z:g(z) > 1}) =0

(b) Seja & > 0 tal que para todo z € X,

T Bo(@) B.(z) = T(B.(z))

é um homeomorfismo. Seja P uma particio de X tal que os didmetros dos dtomos de P

sejam < €. Seja
pk — T—kPVPk—IV .. VP
Entao,

PSP <P*<

e se € > 0 é suficientemente pequeno, temos
VP*=B(X) u(mod(0))

Seja Pi(z) o 4tomo de P* que contém z. Entdo pelo teorema de derivagio de Lebesgue

vale

lim ————— = g(z) gqt.p.
* klﬂwQu(Pk(z)) ey 1M =92 0t

Seja,
Xo = {z € X : (%) é vélida em cada z; € T~ ({z})}

Dado z € X sejam {z1, -, Zp} = T“l({a:}). Entdo Vi, temos

lim Z

dQu = T;
k~—)oo Q/j, Pk+1(.’l?;)) Pk+1($:)g QN z=zlg( )

Qu(Perr(z:)) = (T (Prsr(z:))) = (T T (Peya(z:))) =

= () Pea(2)

i=1
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Por outro lado,
n
; Ql“ Pk+l($z)) Pk+1($1)
H (]
zzliu‘(uz_lpk+1($z)) Py y1(zi)
1 n
= gdQu
(U Pyt (:L‘,)) ; /Pk+1($-')
1
N(Uz_l Pr 1 (

pois se € é pequeno (Pk+1(x,)) é uma familia disjunta.

9dQu

gdQu

zi) & Z.U Piyi(zi)) =1

Seja. pois,

G={¢:X —[0,1]: g mensurdvel, e >  g(y)=1, Ve X}

yeT-({z})
’ Defini¢do: Uma medida de probabilidade yu sobre os boreleanos de X é uma g-medida para
umadadage G se

du

dop =9 (mody)

Antes de provarmos a existéncia de g-medidas vamos introduzir uma no¢éo que nos per-
mitird entender mais claramente o significado das mesmas.
Definicio: Seja f: X + localmente injetiva e u € C*(X). Dizemos que F € L'(p) é um

jacobiano de f, relativamente a u, se

a) = [ Fau

para todo boreleano A tal que f IA é injetiva. O jacobiano se existir é inico (q.t.p.) e denota-se
por J,f.
Voltemos ao nosso caso. Suponhamos g > 0. Entdo seja J,T o jacobiano de T, relativamente

a u, isto é,
u(TA) = /A JuT dps

para todo A tal que T‘A é injetiva. Se u é uma g-medida entdo
= = = = T.gd
Qu(A) = [ 1dQu=uTA) = [ 1,Tdu= [ JT.gdQu
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isto é, .
/A 1dQ, = /A J.T.9dQ,

para todo A € B(X) tal que T‘A é injetiva. Segue que

1=J,Tg (g.t.p.)

isto é,
1
J T =—— t.p.

14 g(m) H (q D )
Resumindo: Encontrar uma ¢g-medida é encontrar uma medida tal que o jacobiano de T, rela-
tivamente a esta medida, seja 5 em q.t.p.

Dada g € G, seja o operador
Ly:C*(X) = C(X)

dado por

(L)w)(4) = [, gdQu

isto é (L;)(u) é a medida que satisfaz

dLy(p) _
dQu

Afirmagdo: Se y € P(X) entdo L}(u) € P(X)

Prova: Seja a familia de abertos {B,(z) : £ € X}. Como X é compacto existem z;,---,z, €

X tais que
i=1

Tomemos
B, = B,(z)
e
k-1
By = B(zx) \ U Br(z5)
j=1
Entao

UBk=X, BiNB;=0 se i#]
k=1
Além disso dado 1 < i < s existem
¢h: B = ¢k (B;)
38



- ramos da inversa de T. Sejam
Bl = ¢i(B;)

entdo dado W C B temos que

/XW dQu = Qu(W) = u(TW) = /B XTw dp = /B xw © 0} dp
BJ k k

1,se @l(z) e W;

Oaw 0 ¢1)(z) = xw (¢(2)) = {0,se oi(z) ¢ W

isto é, _
1,se ¢l(z) e W;

Xw o ¢ile) = {0,se gai(:n) g¢w

Segue que se h € C(B])

/Bithu=/Bkhoga',7cdu
Logo

Xj:fBingu=§j:kag°<ﬂidu
=/Bk2j:g°s0idu=f3k1du

Pois ZyET—l({z}) g(y) = 1.

Finalmente,

/. LLy) =3 J; VL)
=§/Big'd62u=;f3k1du

= kX:u(Bk) = p(z) = 1.

Teorema 2.1. u é T-invariante se e somente se existe g € G tal que px é uma g-medida. Se

g € G(X) entdo existe uma g-medida.

Prova: A primeira afirmacio é imediata. A segunda seguird de Lj ser um operador afim e

continuo sobre P(X) que é um compacto convexo.
(i) L; é continuo. Seja pn — 1 entdo

dL,, = gdQun

39



dLj, = gdQu
logo para provarmos que se f é continua
ar;, — [ sdr;
/x faLy, X faL,
basta provarmos que

/}(fngun—)/xfngu

o que seguird de provarmos que para todo ® € C(X) vale

[ ®dQu — [ @ dQu

L} :P(X) + ¢é continuo. Seja pn — p, entdo como

dL;(ll'n) = gdQun

dLy(p) = gdQu
precisamos provar que para toda ¢ continua
[ 99dQun > [ $9dQu
X b's

para o qual é suficiente provar que dQu, — dQu. Seja entdo A com dQu(0A) =0 e tal
que T]A seja injetiva. Entdo-

p(0A4) =0
pois u < Qu. Entdo
Qun(A) = pn(T A) = p(T A) = Qu(A)
observe que como pu(8A) = 0 e yu é T-invariante, u(6T A) = 0.

(ii) Existéncia de ponto fixo. Seja u € P(X) e considere a sequéncia

o = —— L)

n+1:=
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entdo como L} é afim, ¢ ficil ver que

Tylm) = — (L)

n—{—l,c=0

Como P(X) é um compacto convexo

(L) (pn) € P(X)

e existe n; — +oc tal que
Pn; =V E P(X)
Por continuidade
(Lg)(n;) = (L) (v)

Por outro lado

(L) (ttmy) = ——(Ly () + -+ + (L)1)

n; +1
1
— L* e *\75 L* ni+1 _
n (i (L)) + -+ (Lg)™ (W) + n,-+1[( 2" (1) —
1 *\7;
= Hn; + W[(Lg) J+1(:u‘) - :u] -V .

Segue que
(Lg)(ptn;) = v

isto €,

(L) =v

9

v € uma g-medida.

Exemplos:

1. Shift de Bernoulli. Seja X =T[[°{0,1,---,n—1} eseja T a transformgao shift sobre

X. Sob a métrica definida por
d(8,6) = (inf{s : 0(s) # 6(3)} + 1)~

X € compacto e T é uma transformacio de cobertura sobre X.
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Se p = (po,P1,"**,Pn-1) satisfaz pr > 0 e 3 pp = 1, seja p” a medida produto sGbre
X com distribuigdo p em cada componente. Um célculo ficil mostra que p? é uma

gP-medida com

FO) =p (0€X,60=k).
Visto que g” é uma funcdo continua, positiva e localmente constante sébre X.
. Medidas de Markov. Seja (X, T), tal que T é n-para-1, e seja P = (p;;) um niicleo de
Markov sobre {0,1,---,n—1}. Escolha um vetor de probabilidade 7 = (g, - -+, Tn_1)

com 7P = 7 e denote por m a medida de Markov sobre X gerada pela distribuicao

inicial 7 e transicdo de probabilidade P.

Se apa; - - -ax é uma seqiiéncia de estados, seja

[aoay-+-ar)]={0€ X :0;=a; para 0<i<k}
Agora, m € Pr(X) porque 7P = 7, isto é m é uma g-medida para alguma g € G.
Podemos calcular g como segue. Fixando os estados ¢ € j, a razao

= m([ijas - - - ax)) _ Tipij
qji m([ja2 oo ak]) T

é independente de as, - - -+, a;. Sendo assim se

g(8) = 0P (g ¢ X,

Ur
m é uma g-medida.

. Seja X =R /Z e Tz =nz(mod 1) para algum n > 2. Para algum a com |a| < 1,
seja
1+ acos2rz
g9(z) = — (z € X)

entdo obviamente 0 < g(z) <1, e

n—1 ) ;
Y 9y =1+ = Zcos21r———y+‘7 =1.
n n
yeT~'({z}) 3=0

Por essa razao g € G(X) NCY(X), logo existe uma g-medida associada a esta g.
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4. Seja X =R/Z e Tz =2z(mod 1). Se g € G com g(0) = g(3) = 9(2) =1, entdo a
massa pontual €y em zero e a medida %(55 + s%) sdo ambas g-medidas.
5. Seja X =R /Z e Tz = 2z(mod 1). Seja
1+co2s27rz, (.’E # 0, %)
9(z) =

1

entdo, g € G e para f € C(X), (L})"f converge para f(0), mas o leitor pode verificar

ficilmente que €y ndo é uma g-medida devido a descontinuidade de g em 0.

Lema: Se A € B(X) satisfaz y,(A) = 0 entdo p,(T™(A)) = 0 para todo n.
Prova: (indugdo)

1q(T(A)) = 0.

Seja Py, I, -, P, uma particdo de X, isto é tal que
PNP=0, i#j
k
UPi=x
1

e de modo que T P P, — X é injetiva.

Figura 2.2: Particdo de X

Seja A = ¥, A;, onde A; = AN P, entdo
1 1
TA) = [ 2d </—d =0
g(T(As)) /Az_g w< [, g
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pois p,(A) = 0.

T(A) € UT(A) = 1y(T(4) < 3 h(T(A) =0

=1

Observe que isto implica py(T™(A)) =0,Vn > 0. Sendo vejamos:
(i) pe(A4) =0
(ii) ue(T™(A)) = 0 (hipétese)
tomando B = T"(A), temos py(T(B)) = 0 = p,(T"'(A4)) = 0.
Proposigao: Se g > 0 entdo p,(A) > 0 sobre abertos. Isto é se g > 0 entdo a g-medida
associada é positiva sobre abertos.

Prova: Sem perda de generalidade, suponhamos A = B,(xy). Considere, por um momen-
to, X # U;j»o T7(A). Entdo se z & U;»oT7(A) existe n € N tal que T-"({z}) é e-denso
em X. Logo existe y € T7"({z}) tal que d(y, zo) < e.
Entao

T"(y) ==, e yE€ Be(zo)
isto &, £ € T"(A) —+, pois X # Uj»oT?(A). Logo Uj»oT?(4) = X. J4 vimos no

lema anterior que py(T7(A)) = 0, logo

u(X) = (U THA) S T (T (4) =0 -+

320 J
Lema: g-medidas com g € G,g > 0, sdo ndo-atomicas.

Prova: Suponha que exista £ € X e § > 0 tal que

u({z}) =9
Entdo se Vi,j (i # j)
T({z) NT7({z}) =0
temos que os conjuntos
Ay =T7"({z})
satisfazem
AnNAL,=0 Vn#m
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e portanto, da invaridncia de p obtemos

Tomando N tal que N§ > 1 obtemos

1=N(X)>u(LAjAn)>1 —¢

n=1

Segue que existem ¢ > j com
T ({z)) NT~({z}) #0
Seja y € T-*({z}) NT~7({z}). Entdo |

T"({yh) =z
T'{y}) ==

Figura 2.3: Orbitas
Seja z = T*7({y}). Entéo

T({}) =TT ({y})) =T'({y}) ==

isto &, z € T7({z})
Finalmente: :
T'({z}) =THT({z})) =T'{zh) ==
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isto é, T*({z}) = z e = é periédico. Seja N o menor periodo de z, isto é

TN{z}) =z e T({z})) #z, 0<j<N

Como _
1
p(T(A)) = [
segue que | _
) = [ T s
Portanto se G({y}) = [T 9(T?({y})) , G € g e 4 é uma G-medida para T™. Segue que basta

supor xd ponto fixo. Logo seja zo tal que

Tzg =z
e
p({zo}) =c>0
Entao,
(T ({z0})) = p{zo, 22, -+, Ta}) = ¢
= p({zo}) + p({z2,- -+, 20 })
= p(T"({zo}) \ {w‘o}) =0.
1
(o)) = w({Tao}) = [ ~du= e
Deste modo,
= p({ze}) = (9(z0))'c = (9(20))™" =1, isto &, g(z0) =1
Mas ,
Y gy =1
yeT~1({zo})
logo, .
g(zo) + >, 9(y) =1+ >, 9(y)
yeT ! ({zo})\{zo} y€T~! ({zo})\{zo}
logo,

g(y) =0 Vy e T '({zo})\ {zo} —+«, pois,g>0
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Capitulo 3

Aplicacbes expansoras C! nio ergddicas

e g-medivdas

Neste capitulo demonstraremos uma equivaléncia entre certas proposicdes que nos per-
mitird, constfuir (no préximo capitulo) uma aplicagio expansora C' do circulo que preserva a
medida de Lebesgue mas para a qual a medida de Lebesgue ndo é ergédica. Ao mesmo tem-
po o exemplo a ser construido responde na negativa uma questdo alhures levantada, sobre a
unicidade de g-medidas.

Devemos considerar neste capitulo aplica¢des diferencidveis do circulo. Uma tal aplicagao T
é chamada ezpansora se existe uma constante ¢ > 1 tal que |T" (z)| > ¢ para todo z € S'. Uma
aplicacdo expansora do circulo é uma aplicagdo de grau r para algum |r| > 1. Isto significa
que a aplicagio é uma |r|-cobertura do circulo por si mesmo (ver apéndice). Consideraremos
tdo somente aplicacdes que preservam orientagao (i-e., aquelas com r > 1), e sempre devemos
identificar o circulo com o intervalo [0,1){mod 1). Devemos estar interessados na existéncia e
no niimero de medidas invariantes e absolutamente continuas (abreviagdo MIAC) para estas
aplicagoes. Trabalharemos também com um espago de simbolos. O shift unilateral sobre T

simbolos estd definido sobre o conjunto ¥, = {0,1,---,7 — 1}z ", com a métrica

27", se z e y diferem pela primeira vez na posi¢ao n
d(z,y) =

0, se T=1Yy

A aplicagdo shift (ver apéndice) sobre ¥, serd denotada porg. Sex € Zrea € {0,1,---,7— 1}*,
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escremos ax para a seqiiéncia em X, definida por
a; se i<k
(GIE)i = )
Ti—k se 1>k
Observemos que o produto az “cola’a seqiiéncia finita a na frente da seqiiéncia infinita z.
No espago métrico (%,,d), de seqiiéncias, a bola aberta de centro z e raio 27" (também

conhecida em nosso contexto como n-cilindro relativo a z) é o conjunto
[z} = {y € 3, : d(z,y) < 27"},

é ficil mostrar (ver apéndice) que este é o conjunto de todas as seqiiéncias y € ¥, cujos simbolos
concordam com z da posigao 0-ésima até n-ésima. Defina
Varnf=  sup |f(z) - f(y)l-
{z.y:d(z.y)<2-"}

Conforme vimos no capitulo 2 para descrever o conceito de uma g-medida devemos con-
siderar um homeomorfismo local T' (r—para-1), de um espago métrico compacto X sobre si
mesmo. Devemos considerar, como ji enfatizamos, os casos onde T' é uma, aplicagdo expansora
de grau r do circulo (mais precisamente, T,.(z) = rz(mod 1)), ou T = ¢ é a aplicacdo shift
sobre X,.

Seja G(X) a classe de todas as fungGes continuas g: X — (0,1) sobre X de maneira que
para todo z € X, Xyer-1((z1)9(y) = 1. Escremos |A| para o didmetro do conjunto A.
Enunciaremos agora uma formulac¢do equivalente de uma g-medida, a qual serd usada em
nosso contexto:
Uma g-medida v sobre X é uma medida de probabilidade de Borel satisfazendo

v(4)

A, Sy = 9@
T€A

(3.1)

para todo z € X. Em particular, se X = X, temos

vl _
R E DR

Provemos (3.1) da seguinte forma:

Temos 21% = g(z)
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logo,
v(4) Ja9dQv 1 1
= = = /7 A
W(TA) ~ v(TA) — Qu(4) /Ag Qv = o @A)
tomando na igualdade anterior limite quando o didmetro de A tende a zero, temos,
()
M LAy =9

uma vez que g € continua.

Obs: Usamos na demonstragdo o teorema do valor médio para integrais e consideramos
T % A — X injetiva.

- O conjunto das g-medidas para uma dada g é um subconjunto compacto afim do conjunto
das medidas sobre X (na toplogia fraco*), e os pontos extremos deste conjunto sdo precisamenté
g-medidas ergddicas. Outrossim, pelo teorema de Krein-Mil’'man, o conjunto das g-medidas é o
invélucro convexo fechado do conjunto das g-medidas ergédicas. Disto segue que se existe uma
g com umé, g-medida ndo-ergédica entdo existe ao menos duas g-medidas para esta g.

A proposicao principal deste capitulo é o seguinte

Teorema 3.1.(Teorema Principal). Existe uma aplicacdo expansora C' que preserva a
medida de Lebesgue, para a qual a medida de Lebesgue nao é ergédica.

Antes de demonstrarmos o teoréma, vejamos alguns preliminares necessarios:

- Formulacées Equivalentes Para o Teorema 3.1

Para estabelecer os resultados desta secdo, necessitaremos de algumas defini¢oes. Se X = %,
sejam u = 000---ev=r— 1,r—1,r —1,---. Definimos uma relagio de equivaléncia sobre X
gerada por

U~
{ajuNaz'v para i1<r-—-1,7=1+1
onde a é qualquer palavra finita, isto é, a € {0,-.-,r — 1}™.

Note que as classes de equivaléncia para a relagio acima consistem precisamente dos ele-
mentos de ¥,, que descrevem o mesmo niimero (mod 1) quando considerados expandidos na
base .

Uma interpretagdo ultil da relagcdo acima é que se, por exemplo, r = 10 (sistema de nu-
meragao de base 10) cada niimero entre 0 e 1 (representados na base r = 10) tem uma expansio

decimal infinita, e tal expressdo deve ser inica exceto pelo fato de que
a1ay- - (an, +1)000- - = .a1a9 -+ 0,999 - -
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Seja G(X) =classe de todas as fungbes continuas g: X — (0,1) sobre X tal que para todo
T € X, Xyer-1(4zp9(y) = 1. Onde estamos considerando T’ como a aplicagao expansora de grau
r do circulo(X = S?), z — rz(mod 1), ou a plicagao shift sobre X = Z,.

Definig¢ao(fungdo compativel)

Se g € G, dizemos que g é compativel se  ~ y implica g(z) = g(y). Seja G*P denotando a
classe das fungdes g € G que sao compativeis.

Antes de enunciarmos o préximo teorema vejamos algumas defini¢oes dteis

para a demonstragdo do mesmo:

(i) X — X é um isomorfismo mensurdvel se existe A C X com A(A) = 0 e tal que

h: X\ A — X\ h(A) é uma bijecdo que preserva medida.

(ii) Um diagrama de aplicagdes como

Figura 3.1: Diagrama comutativo

é chamado comutativo se go f = h.
(iii) (semi-conjugagio)

Sejam X e Y dois espagos topolégicos e f: X — X e ¢:Y — Y duas aplicagoes
* continuas. Uma aplicagdo h: X — Y continua e sobrejetiva(ndo necessdriamente um-a-

um) é dita uma semi-conjugacdo se ho f = go h, isto &, se o seguinte diagrama comuta:

x f X
h h

Y 9

Y Y

Figura 3.2: Semi-conjugagio
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Se, além disso, h é um homeomorfismo de X sobre Y, entdo h é chamada uma conjugacao

topoldgica, e f e g sao ditas topoldgicamentes conjugadas.

Note que ho f = goh implica ho f* = g" o h. De fato, hf? = (hf)f = g(hf) = g°h, etc.
A imagem de uma 6rbita de f por uma semi-conjugacao é, deste modo, uma érbita de g,
enquanto uma conjugagio topoldgica envia érbitas de f para érbitas de g e preserva suas
propriedades topoldgicas. Uma conjugagdo h pode ser interpretada como uma mudanga,
de variaveis continua a'qual identifica f e g. Fécilmente vemos que uma conjugagio

topoldgica é uma relacdo de equivaléncia.

(iv) Se ¢: X - R ¢é uma funcao sobre um espago topoldgico X, o suporte de ¢ é o subconjunto

de X definido por suppy = ¢~ (R — {0})
Teorema 3.2. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Existe uma aplicacdo expansora e C' de S! a qual, preserva orientacdo, preserva a medida

de Lebesgue, mas para a qual a medida de Lebesgue nio é ergédica.
(2) Existe uma g € G que tem mais que uma g-medida.
(3) Existe uma g € G(S'), que tem mais que uma g-medida.

Prova: (1) = (2) : Suponha que (1) se verifica. Entdo suponha que a aplicagao expansora T'
em questdo, é uma aplicagdo de grau r. Por uma mudanga de coordenadas da forma z — z+q,
podemos assumir que T(0) = 0. Considere entdo 0,ay,- -+, ¢r—1, como sendo as pré-imagens de
0. Sejam os conjuntos Iy = [0,a,], I} = [a1,as],--,I,_; = [ar_1,1]. Estes conjuntos formam
uma parti¢do de Markov do circulo. Por um argumento padrio, existe uma semi-conjugagao m,
de (0,%,) para (T, S"). Pela condigdo expansora, podemos verificar que cada ponto do circulo
tem uma unica pré-imagem sob 7|, exceto para uma quantidade enumerdvel de pontos que
sdo pré-imagens de 0 sob 7. Em particular, m (z) = 7, (y) se e so se T ~ y. Por conseguinte
podemos definir uma medida sobre ¥, colocando v(4) = A(m(A4)), onde A denota a medida de
Lebesgue, visto que A ndo tem dtomos. Agora fixe um ponto z € X, e considere conjuntos A
contendo z. Temos

v(A) _ Am(4)

v(o(4))  MT(m(A)))
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Quando o didmetro de A torna-se arbitrariamente pequeno, a razdo do lado direito aproxima-se
do limite 1/7" (m,(z)), deste modo temos que v é uma g-medida, onde g(z) =1 /T (7, (z)). Mas

7, € umn isomorfismo mensuravel
1
(0,%:,v) = (1,5, ))

por conseguinte, visto que A ndo é ergédica, devemos ter v nio-ergédica, conseqiiéntemente
existe mais que uma g-medida. Esta g-fungdo é claramente compativel, deste modo temos
mostrado que (2) decorre.

(2) = (3) : Suponhamos que (2) se verifica para g € G*™(%,). Entdo defina

o0

my: Y, = S', por z+ i
4 Tz+l
i=0
(por exemplo, para r = 2 = m»(010101--) =1/22 +1/21 +1/26 + ... = 1/3, se expandirmos

1/3 na base 2 teremos exatamente 01010101---). Esta aplicagdo é uma semi-conjugacio de
(0,%,) para (Tr,S') com a propriedade de que z ~ y se e sd se ma(z) = m2(y). Entdo seja v
uma g-medida nao-ergédica .

Defina uma medida u sobre S por:

w(A) = v(my ' (4))

T2
(07 %11'7 V) T - ~e (Tr7 ‘917 /-l') {
/ --\\ ) //”fﬁ‘“ .
N 71'2_ L g \ :
mp'(A) N\ T \
| //’“\\ ‘///} (\ T £ |
) \ Y /
R N/
T . -

Figura 3.3: Definicao de u

- Dado um ponto z € S', considere A um conjunto ao qual z pertence. Temos:

wd) _ wlns'(4)
WD)~ vlo(m;(4)))




Se z ndo é uma pré-imagem de 0 sob T,, entdo esta expressdo claramente converge para
g(m3*(z)). Mas se £ é uma pré-imagem de 0 sob T,, a mesma conclusdo se verifica devido
a compatibilidade de g. Segue que p é uma h-medida, onde h(z) = g(73 '(z)). Esta fungdo
é continua e estd bem definida, tendo em conta a compatibilidade de g. Novamente, m é um
isomorfismo mensurével (o, Z,,v) — (T;, S', i), por conseguinte segue que y néo é ergddica, e
conseqiiéntemente existe mais que uma h-medida. Isto prova (3).

(3) = (1) : Finalmente, suponha que (3) se verifica. Seja g € G(S') uma g-funcdo que
tem mais que uma g-medida. Entdo seja v uma g-medida ndo-ergédica. Defina k(z) = [0, z].
Este é um homeomorfismo do circulo que preserva orientagio (visto que g-medidas tém como
suporte todo o conjunto X e ndo tém dtomos). Seja ¢ a medida puxada para frente por A.
Entdo temos:

pl0, 21 = v(h="[0,2]) = v([0, A7} (2)]) = h(h 7 (z)) = =

Disto segue que p é a medida de Lebesgue.
Seja, T = hoT, o h~'. Entdo temos que (7,,S',v) é um isomorfismo mensurdvel para
(T,S', \) por h e, deste modo concluimos que A ndo é ergédica para T. Agora suponha que

z € S! estd fixado e y < z < z. Sendo assim, temos

T(z) = T(y) _ ATly,2]) _ v(T[h~'(y), A (2)])

2=y M) (b @), A R))

Tomando olimite quando y cresce para = e z decresce para z, obtemos convergéncia para

1/g(h~'(z)). Segue que T ¢ diferencidvel e expansora, preservando a medida de Lebesgue ( a
qual nao é ergddica para T'), deste modo temos mostrado que (1) se verifica, completando assim
a prova do teorema.

OBS: Vamos justificar que: ATy, z]) = v(T-[h='(y), h"'(2)])

T =hoT,o0 h~! = T[y, Z] = (h o Tr)(h—l([yr Z]))

= Tly, 2] = (ho TY((h™' (), 7' ()]) = (LA W), AT (D)) (%)

Sabemos que, por definigio, u(A) = A(A4) = v(h~1(A)), logo aplicando A 4 igualdade (x) acima,

temos

ATy, ) = v(h™ (T (A7 (), A7 () = v(T (W™ (v), A7 (2)]))
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Ainda;:
. T(2) = T(y) 1 . g
lim = = T é diferenciavel
2 Z—y g(h=Y(z))

observe que
' 1
T(z)=|—+=|>1og(h'(z)) <1
T @\ = |yl (h'(2))
o que é sempre verdade pois g(y) € (0,1). Isto é T é expansora.
Do exposto acima, concluimos que para demonstrar o Teorema 3.1 (Teorema Principal), é

suficiente achar um exemplo satisfazendo a condigdo (3) do Teorema 3.2.
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Capitulo 4

Prova do Teorema Principal

Desejamos dar uma interpretacio mais probabilistica de uma g-medida sobre X,. De-
vemos considerar seqiiéncias de varidveis randomicas (X,),.z tomando valéres no conjunto
{0,---,7 — 1} (isto é, este é o espago de estados- ver apéndice). Estritamente, devemos consid-
erar X,, uma aplicagio de algum espago de probabilidade Q para {0,---,r — 1}, e escrevemos
X, (w) para X, devemos sempre usar o mesmo espago de probabilidade, amidde preferimos
escrever simplesmente X,,.

Desejamos ver a evolugdo das varidveis randomicas especificando os vérios resultados do
experimento “presente” (isto é, X,) condicionado sobre o “passado” (isto é, (Xp)n<o). Exemplos
simples e ndo triviais de tais experimentos sdo dados por cadeias de Markov com transigdo
de probabilidade estaciondria, onde as probabilidades dos resultados do experimento presente
sdo completamente determinados pelo resultado prévio apenas (isto é, P{X, = i/X,_, =
J1, Xn—2 = ja,- - -} é independente de ja, j3, - - € n). Podemos similarmente considerar os assim
chamados processos de “imagem finita”ou cadeias de Markov de k-passos, onde as probabili-
dades sdo determinadas pelos resultados dos & experimentos prévios.

Desejamos generalizar os processos de imagem finita para os de “imagem infinita”. Seja
(Xn)ncz uma seqiiéncia de varidveis randémicas tomando valores no conjunto {0, --,r — 1}.

Suponha que esta seqiiéncia satisfaca

P{Xn = i/X -1 =0y, Xp 2 =ag,"- } = g(iaay - - ) (4-1)

35



onde g € G. Agora fixe um n, entdo temos uma aplicacio natural
P = %,

dada por p,(w); = Xp_i(w). Isto é pp(w) = (Xy(w), Xno1 (W), ).
Seja vp, = p}(P), isto é

va(4) = P{p;'(A)} VA€ B(S,).

Lema 1. P é estaciondria se e somente se v, = 1y é independente de n.

Prova: A propriedade vy, = v basta ser verificada em cilindros. Logo seja,
C=(a, aq)={z:z(j+1) =a;,i=1,---,1}
Sejan€Z ,ke€Z . Entao
| pr(C) = {w: pu(w) €C} = {w: pu(w)(j +4) = @} =

={w: Xpjiw)=a;, t=1,-- I} = {Xn jo1 = a1, Xn_ja = G, -+, Xy = a4}

Logo,
Pair(C) = {Xnik—j—1 = a1, Xntk—j2 = G2, **, Xnh—jt = @}
Agora,
v (C) = P{p;' (C)} = P{Xn-j_1 = a1, Xn_j_s = ag,+, Xn_j_1 = a1}
e

P{Xntk—j—1 = a1, Xpik—j_2 = a2, , Xpyk—jt = @1} = Vn4x(C)

Segue que vy 41(C) = v, (C) se e somente se P é estacion4ria.

Definicao. Denotamos por v a medida de probabilidade invariante em X, dada por
V=1, Vn.
Consideremos os seguintes cilindros:
n+l _ (

[iz] IZoT1Ta "+ Ty)

[2]" = (zoz1 -+ 2n)
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Observe que o(iz) = z. Sejam as bolas de raios g4 € 5% com centro em iz e z denotadas por
k41 k
iz, [a]

Observe ainda que o([iz]**') = [z]*

Como
I/({’i.’l}]k+1) = P{Xn = i, Xn—l =Xgy--*, Xn—k = $k+1}
V([w]k) = P{Xn—l = Tg, **, Xnk = xk}
Logo, |
I/([iZL‘]k+1) _ P{Xn = i,Xn—l = Zg," - ‘,Xn—lc = -'Ek—b-l} _ g(’il‘)
v([z]F) P{X, 1 =x9, , Xpt = T}
isto é,
v([iz]*')

% oo () I

Segue do teorema de Radon-Nikodym que
v(liz)™* = [ giy) du()
(]

Sejam os conjuntos [iz]"*! e [z]". Entdo
o: [i]"* = [z]"

é uma bijecdo. Logo a férmula que provamos diz que g(iy) é o jacobiano de ! relativo &
medida v, isto é

v([is]"*") = v((o

-1 nyy _ .
) ) = [ gliw) dvy)
segue trivialmente da igualdade provada, usando o fato de que g é continua, que v é uma

g-medida.

Estaremos também interessados no operador
L:C(%,) — C(X,) definido por Lf(z) = Zyer-1((zn9(¥) f(¥)

Ocasionalmente escrevemos L, para enfatizar a dependéncia sobre g. Por simples célculo

mostra-se que

L™ f(z) = Z3yeT—m({z})g(m) (y)f(y), onde y(m) (z) = g(z)g(o(z)) - 'g(am-l(x))-
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A interpretagdo deste operador é que L™ f(z) é a esperanca de f(Xy, X1, -) condicionada
sobre X_; = z;, para todo ¢ > 0, dado que (X,,) satisfaz (4.1).

Keane demonstrou que se g é Lipschitz entdo existe uma tnica g-medida, quando X = S'.
Walters mostrou que a mesma conclusio se verifica quando X = X, se g tem variacdo somavel
(isto é, T2 var;g < oc), ou em particular se g é Holder. Ele também mostrou que nesta
situacdo, se a lnica g-medida é v entdo para qualquer fun¢do continua f, teremos L™ f(z)
convergindo uniformemente para [ fdv qﬁando m — Q.

Antes de passarmos aos aspectos técnicos da construcdo de uma g-funcio em ¥,

(r = 10) compativel com mais de uma g-medida, daremos uma idéia geral do que pretende-
mos.

Seja a aplicacao

X —1
definida por
7"(2',') = Z(:) 10i+l,

Estaremos sempre identificando X,y com I, omitindo portanto 7 na maioria das vezes. '
Seja L:I — I dado por L(z) = 1 — z. Nosso objetivo é construir g: X,y <= compativel

satisfazendo
(i) gL=g
(ii) existe v g-medida tal que v([6]) > 21/40.

Assumindo, por um momento, tal construgdo possivel, definimos

isto é

Proposicao. i é uma g-medida.
Prova: De fato, se A € 3(Z}y) e 2z € A, temos

mA) _ v(L(4)) _ v(L(4))

oA~ v(Lo(4))  v(oLA) — g(Lx), |A| — 0.
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pois v é g-medida e onde usamos que L e o comutam, isto é
Lo =0L

Mas g(Lz) = g, logo
tim, X5 — g(L5) = @) ulatp)

TEA

isto é u € uma g-medida.
Agora provaremos que p # v concluindo a argumentagdo. Observe que

(13D = ((B)) = v((8)) > T

isto €, se u = v entdo como

temos,

/(61U 13) = w((6]) + #([3]) > 75+ 25 = 55> 1

contradizendo o fato de que v é uma medida de probabilidade. Sendo assim segue u # v.
Devemos trabalhar no que segue com r = 10, deste modo produziremos uma aplicagdo de
dez-ramos.
Definiremos uma ordem parcial sobre {0,1,---,9} por 3 <X ¢ < 6, para todo 7. Entdo
definimos uma ordem parcial sobre ;3 por £ < y se z; < y;, para todo i € Z*.
Uma g-funcdo é chamada atrativa ou monotionica se
> g(iz) <Y g(iy), sempre que z Xy
i>7 i>3

Escrevemos 7 para a aplicagdo X9 — I, definida por

LI
e
=0 10°F

Nos voltaremos para a construcdo de duas fungoes Holder’s, g e h, sobre I tal que g(0) =

0,9(1) =1,h(0)=1,A(1)=0ez 2y = g(z) < h(y), h(z) < h(y). Devemos usar esta fungio

para escrever uma g-funcgio posteriormente.



Defina um operador ®: C(I) — C(I) como segue:

0, 0<r<04
1

df(z) = ?f(a(:z:)), 04<z<05
L(flo(z))+1),, 05<z<08
1,  06<z<l

onde C(I) = {f : I — I, f(0) =0, f(1) = 1, f continua}. E facil ver que este operador aplica
C(I) sobre si mesmo, e éle pode ser visto também como uma contragio (com respeito & norma
uniforme). Disto segue que existe um tnico ponto fixo g. Resta mostrar que esta funcdo respeita
a ordem e é Holder. Para isto, suponha que z e y moram no mesmo n~cilindro de X9 (onde
n > 0). Entio visto que g é um ponto fixo de ®, segue que |g(z) — g(y)| < 3lg9(o(z)) —g(o(¥))|-

Por indugdo, segue que |g(z) — g(y)| < 27™. Disto segue que g é Holder.

Proposic¢ao. Suponha z < y. Entdo g(z) < g(y)-

Prova: Por inducdo sobre o primeiro digito onde z e y diferem. Note que por definicdo de
=, se z e y diferem na posigdo 0 entdo ou z inicia com um 3 (caso em que g(z) = 0 < g(y))
ou y comega em 6 (caso em que g(z) < 1 = g(y)). Claramente, um ou outro caso se confirma.
Suponha que a proposigdo se verifica para todo z e y que diferem pela primeira vez na posigao
n (com n > 0), mas suponha que sdo dados z < y com z; = y;, para todo ¢ < n e Tny1 < Yn+1-
Se 7o < 4 ou zo > 6, entdo g(z) = g(y). Por outro lado, g(z) — g(y) = 3(9(o(z)) — g(a(¥)))-
Mas o(z) < o(y) e éles diferem pela primeira vez na posicio n, deste modo pela hipétese de
indugdo, vemos g(z) — g(y) < 0 e a proposigio se verifica. O

Comentdrio sobre o tipo de demonstracio usado: Se £ < y entdo z # y, isto é, existe um
digito iy em que z e y diferem (além é claro, de z; < y;, Vi € N \ {io}).Entdo deve-se mostrar
que qualquer que seja este ;g € N a tese se verifica. De outra forma: qualquer que seja o
natural (i.e., a posicdo) em que z e y difiram pela primeira vez, a tese deve se verificar.

Agora devemos construir k. Seja D dado por {f:I — I; f(0) = 1, f(1) =0, f continua}.
Entao defina ¥: D — D por
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;-

(1+ fo(z))), 0<z<0.1

f(o(@)), 0.1 <z<02
¥ f(z) =4 g9(z) 02<z<08
L1+ f(o(z))), 08<z<09
| 2/ (o(2)), 09<z<1

Entdo ¥ é também uma contragdo. Argumentos similares aqueles dados anteriormente mostram
que o tnico ponto fixo h também respeita a ordem parcial e é Holder (com a mesma constante).
Notamos que i(1 —z) = 1—h(z) e g(1 —z) = 1 — g(z) essas duas fungdes revertem a ordem
parcial e devem também ser usadas na construcio da g-funcio.
Dado m € N , seja Sy, denotando {0, 1,---,9}™, um conjunto de palavras de comprimento
m. Dado a € Sy, definaa—1 € Sy, e a+1 € Sy, da maneira dbvia (isto é tal 13246+ 1 = 13247
e 00000 — 1 = 99999 por exemplo). Defina |

¥ Sy = {0,1,---,9}

tomando ¥(a) igual ao nimero de ocorréncias do simbolo ¢ em a. Definamos entdo §(a) dado
por 6(a) = 1(a) — ¥*(a). |
~ Observe que &(¢) é a diferenca entre o ntiimero de 6's e 3's na palavra a. Por exemplo,
§(0011223344) = 5(0011223344) — ¢/3(0011223344) = 0 — 2 = —2

Proposigao. Se a € Sy, entdo |6(a) —d(a+1)| <1

Prova: (Por absurdo): Suponhamos a € Sy, e |§(a) — d(a + 1)| > 1.0bserve que

’

6(a) — 6(a+1) = ¥8(a) — ¥*(a + 1) + ¥*(a + 1) — ¥*(a)
tome, por exemplo, a = 111---1(m posigtes). Entdo a +1 = 111---2, logo
¥¥a) =¢°(a+1)=0 , ¢¥*(@)=¢*(a+1)=0

= |0(a) = d(a+1)|=0>1 -
Escrevemos [a] para o m-cilindro consistindo de todos os elementos de Xy cujos primeiros

m termos estdo no bloco a. Entdo definimos

Vo 28t = [0,1]
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cilindro por cilindro :

(1, 5a) >n

0, 6(a) <n

0, dla—1)<n,d0(a+1)<n
Vol )= 5(a) = m,8(0 ~ 1) < m,5(a+ 1)

go™@),  5(a)=n,6(a—1) <n,8(a+1)>n
(c™(x)), §(a) =n,8(a—1) >n,8(a+1) <n
1, 6(a) =n,6(a—1) >n,8(a+1)>n

Entdo é imediato verificar que V5, é Holder e respeita a ordem parcial.
Defina entéo

V7r3L n( ) Vn('iz,n(l - iL')

Por observacOes anteriores, vemos que esta aplica¢do reverte a ordem e de fato satisfaz

Van(®) =1-Va _.(2)

m,—n

Agora seja
| Woa(®) = 55 + 5Vaa(@)
w,i,nm) = T+ V()
Win(®) = 15 = (Vo n(z) + V3n(a)), §#3,6
Temos que
W a(z) =1
De fato, .
S Wiae) = (15 + gVinle) + (75 + gVan(e)+
+8{— - ;é(vﬁ (2) + Vinu(2))} =

Consideraremos sempre o caso onde n > 0 e neste caso, é facil ver que para cada z, um dos
valores V£, e V2 (z) € 0 (pois,sen>0=-n<0=468a)20>-n=V, . (z)=1=
V3 () =1-V3 _,.(z) =0). Segue que |

L < W, . (z) < 0 parai = 3,6 e 3 < WE (z) < —

10 ~ 10 80 ’ 10
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caso contrario. Nossa g-funcdo deve ser construida como uma combinagdo afim infinita de Wy, ,,.
-Construgao do Exemplo
Seja g; = 3(2)7, deste modo ¥32, ¢; = 1. Devemos escolher n; e m; tal que tomando
oc

Z myns (@

desejamos dar uma g continua e compativel com mais que uma g-medida. A escolha de m; e
n; deve ser feita indutivamente, por consideragdes de certas truncacdes Holder’s da g-funcdo

final. Suponha m;, -, mg_1 € Ny, -+, g1 sdo escolhidos. Entdo defina vetores como segue:

3 3 333 3 1 3 3 3)
80’ 80" 80578080’ 10’ 80’ 80’ 80

3 3 3 1.3 3 3 3 3 3)
80’80’ 80" 10’ 807 80’ 5’ 80’ 80’ 80

3 3 3 73 3 7 3 3 3
80" 80’ 80720’ 80’ 80" 20’ 80’ 80’ 80"’

onde os indices varrem de 0 a 9 (é 1til observar que, com excegdo dos termos de posigdes 3
e 6 todos os demais sdo iguais). '

Agora defina
o0
9 (1) Z(b myn; (8) + D 4%
Jj=k

Zfb sy (B) + Qs + S g
i=k+1

Zunfran M +quMN iL‘) + Z q;v,
j=k+1

onde M > N > 0. Estas sao todas g-fungoes Holder’s e tal que tém g-medidas dnicas, as quais
chamaremos ¢ onde e = 1,2,3. Primeiro note que g} é simétrica: gi(1 — z) = gi(z). Isto
significa que a unica medida invariante deve ser preservada sob a involugdo z + 1 —'z. Segue
que u;([6]) = pi([3]). Deveremos usar a propriedade de preservacio de ordem de g para mostrar
que p([6]) = mug([6]) > i ((6]) e st ([3]) < wE([3]) < 1 ((3)- Seja ax = 75(3)*.

Antes do préximo lema lembremos brevemente o que vem a ser um ‘coupling’ em processos

estocdsticos:
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Suponha que (X,) e (Y;) sdo seqiiéncias de varidveis randomicas com distribuicoes Py e
P, respectivamente, entdo um coupling é uma distribui¢io de probabilidade conjunta P cuja
distribui¢do marginal sobre (X,) é P, e sobre (Y;,) é P».

Lema 2. Temos que

i ([61) = i ([6]) + 200 e pr([3]) < mi((3]) — 20

Além disso, suponha que é dado = € ¥,,. Entdo existe um coupling dos dois processos (Yy) e
(Z,) evoluindo sob g2 e g} respectivamente, condicionado sobre Y; = Z; = z_;, para todo: <0
tal que Y, = Z, com probabilidade 1 para todo n.

Prova. A prova trabalha encontrando couplings de dois processos evoluindo sob diferentes

g-funcoes, as quais obviamente fazem as desigualdades verdadeiras. E facil checar que
9:(67) — gx(67) = 20 e gi(3z) — g(3z) = —2a,

enquanto

gi(iz) = gi(iz), Vi # 3,6 todo .

(na verdade vale, g2(iz) = gi(jz), V4,5 # 3,6¢ todoz.)

Usamos isto para dar explicitamente um coupling dos dois processos ramddémicos (Xy,) €
(Y;,) evoluindo sob g} e g2 respectivamente como em (4.1). Escrevemos P(iz,jy) em que i é
adicionado a z e j é adicionado a y. A probabilidade de transigdo deve ser definida somente
quando z < y, e deve-se por essa razio ter P(iz < jy) = 1, naturalmente que isto pode ser

aplicado repetidamente. Suponha z < y. Entdo defina

( 9 (67), i=j=6

maz(0, g (iz) ~ g;(iy)), i#3,6ej=6

Pliz, iy) = 4 min(gi (i), gi (iy)), i=j+#386
maz(0, g; (iy) — gi(ix)), i=23ej#3,6

min(gi (6y) — 95(62), 9;(37) — g¥(3y)), i=3ej=6

[ g2(3y), i=j=3

Note que todas as probabilidades de transi¢do sdo ndo-negativas, e devemos checar que as
marginais destes couplings sdo exigidos. Calcularemos um exemplo como ilustragdo. Mostraremos

~ que sob P, a probabilidade de que z vd para 3z ¢ gi(3z) como requerido.
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Antes do exemplo faremos o seguinte comentdrio (ver apéndice): Sejam X e Y varidveis

randomicas tomando valores inteiros, e seja,
pi = P(X =i,Y =)
a distribui¢do conjunta de probabilidade. A distribuicdo marginal de X e Y sio dadas por
P =%pi; , P;j= inPij

respectivamente. Em nosso contexto X = X,,,Y =Y, e pi; = P(X =4,Y = j) = P(iz, jy)-
Em nosso exemplo i = 3, logo p3. = X;ps;, onde esta soma se verifica sobre todos os indices j

que satisfazem as restri¢des na definicdo de P(iz, jy), isto é

P3. = L;P3j = P3o + P31 + P32 + P33 + Pas + P3s + D3e + Par + Pas + Pag.

Por observacio, vemos que a probabilidade de que z va para 3z é
9+ (3y) + min(gi (6y) — 9;(62), 9(3z) — g5 (3y)) + 8max(0, gii(iy) — g (iz))

= gx(3z) + min(gi(6y) — 9x(6z) — g;(32) + i (3y), 0) + 8maz(0, gi (iy) — g;(iz))
= gx(3z) + min(8gi(iz) — 8gi(iz), 0) + 8maz(0, 6 (iy) — gi(iz)) = gi(3z)

como requerido, onde usamos o fato de que gZ(iz) = g}(jz),Vi,j # 3,6 e todo z. Isto mostra
que dado z < y, podemos escolher i e j tal que y evolui portanto para g2 e £ também evolui
para g; de tal forma que a probabilidade é 1, iz < jy. Além disso observando no coupling,
vemos que a probabilidade de que y é precedido por um 6 e z nédo é precedido por um 6 dado
que z X y é g(6y) — gh(6), mas g¥(6y) — gh(6y) = 24 e g}(6y) > gh(62), deste modo segue
que como (z,y) vai para (iz,6y) para algum ¢ # 6 com probabilidade no minimo 2a;. Disto
segue p2([6]) > ui([6]) + 2ax. Um argumento similar mostra que p([3]) < ui([3]) — 204.

Para provar a parte restante do Lema, é necessério considerar um coupling do processo (Yy,)
evoluindo sob g2 e (Z,) evoluindo sob g}. Isto é feito por um coupling exatamente similar ao
coupling acima, com g; substituindo gi e g} substituindo g2. A conclusdo entdo é que dado
y = z, entdo y pode ser deixado evoluir sob g2 e z sob g3 de tal modo que a ordem é preservada.

O
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Agora descreveremos a escolha indutiva de my, e n;. Em cada caso, n; é dado por [agmy].

Suponha que escolhemos m, my, - -, my_; e conseqiientemente n, g, - - -, Ng—i. S€ja
mj—l .
n(z) = xe(z) — xz(z) e Aj(z)= D nlo*(z)).
=0

Seja G; denotando {z : Aj(z) > n;} e H; denotando {z : A;(z) > 3n;}. Entdo note que
o~"(H;) C G;. Note também que se z € H; e y > z, entdo y € H;. Assuma agora que existem

tyta, o5 k-1 tal que
P{(X¢;, X¢,o1,--) EH\X_;=1x;, Vi > 0} > 1 —477 (4.2)

para todo j < k e € g, onde X, evolui conseqiientemente para gj—'.

Seja Am = {z : Ap(z) > 3gm}. Sabemos que [n(z)dui(z) > 4ax e devemos usar isto
para mostrar que pi(A,) — 1 quando m — oo.

Lema 3. Temos ui(A4,,) = 1 quando m — oo.

Prova. Suponha que a exigéncia ndo se verifica. Visto que temos p2(A,,) < 1 para todo m,
a Unica maneira de a exigéncia falhar € se existe um £ > 0 e uma seqiiéncia M; de modo que
p2(Ap) < 1 — € para todo i. Neste caso, temos

uz (U Af) > ¢ para todo j,
i>j
deste modo
ANy ) 2
J 5

Seja S =, U;>; Af. Se v € S entdo

) ) 1 n—1 .
lim inf - g n(o*(z)) < 3.

Temos contudo que pj é ergédica, deste modo para quase todo z (com respeito a p?), temos

1 n—1 .
lim inf ~ i(z)) > oy
lim in ngn(a (z)) > 4oy,

Isto € uma contradicdo. O
A seguir, escolha my, de modo que pi(Am,) > 1 —47% e apmy > t—1. Agora Hy = Ay,

Visto que g7 é Holder, podemos aplicar o teorema de Walter’s [12] para concluir que [’ZZ XHy(z)
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converge uniformemente para u3(Hy), o qual é maior que 1 — 47%. Segue que existe um t; de

modo que E;%XHK(w) > 1 —47*% para todo = € ;. Isto diz que para todo z € X,
P{(Xt,, Xt,—1,++) € H\X i =i, Vi> 0} > 1 —47F

onde X, evolui conseqiiéntemente para g3, mas pela segunda afirmacdo do lema 2, disto segue
que a mesma equagdo se verifica quando a evolugdo se processa para g;. Isto é precisamente a
afirmacdo de (4.2) quando tomamos j sendo igual a k. Isto completa o passo indutivo.

Para completar a construgao indutiva do exemplo, resta somente especificar um exemplo
inicial para a inducao. Tomando ¢y > 1, aplicando os passos de indugdo anteriores produzimos
my,n; € t; que podem ser usados como ponto de partida para indugao.

-COMPLETAMENTO DA PROVA

Prova do Teorema Principal. Na secdo acima, m; e n; foram construidos indutivamente,

sendo assim a g-funcdo é agora dada por
w .
9(iz) = 3 Wi, (2)-
=1

Note que para checar a compatibilidade, deve-se checar g(000---) = g(999---) e g(i999---) =
g(j000--.) parai < 9 e j = i+1. Isto é contudo direto j4 que todas estas quantidades sdo iguais
a %. A continuidade de g é também clara j4 que é o limite uniforme de fun¢des continuas. Por
essa razao resta mostrar que existem duas g-medidas distintas para esta g.

Consideremos os eventos Ef para os quais (Xi, X;_y,--+) € Hy. Escreva IPs para a dis-
tribuicao de probabilidade X, condicionada a X; = 6 para todo 7 < 0 com evolucao subseqgiiente
sob g. Informalmente, E} é o evento do processo tendo “uma grande majoragdo de 6s sobre 3s
em cada escala my, vezes t.”Entdo considerando o processo evoluindo de uma condigdo inicial
para longe de todos 6s (deste modo I’s{EQ} = 1, para todo k). Mostraremos indutivamente,
por indugdo sobre t, que os eventos E} tém uma alta probabilidade, usaremos o resultado ante-
rior o qual diz que se o processo tem uma grande majoragao de 6s sobre escalas mg;, M2, - -
no tempo t — t;, entdo com alta probabilidade, o processo deve ter uma majoracao de 6s sobre
escala my no tempo t.

Lema 4. Temos
Pe{E} 21— (4.3)
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paratodot €Z ek € N onde ¢, = 347%.

Prova. A prova é por inducido sobre t. Note que a hipétese é autométicamente verdadeira
para todo £ se ¢t < 0, deste modo necessitamos provar apenas o passo indutivo. Suponha que
(4.3) se verifica para todo ¢ < s entdo tome k € N . Seja S = ;>x E;i_t’”. Entdo por hipétese
de inducdo,

Po{S%) < 3¢ = 247

" 2
i>k
Agora decompomos (E})¢ como ((Ef)°) N S)U((EZ)¢N S¢)). Entdo temos

P{(B2)°} < Po{(BD)° 0 S} + Po{S7) < Pu{(B\S} + 547

Agora suponha w € S. Entdo seja z = (X4, Xs-t,-1, ) € 2 = (X4, Xs-1,--+). Entdo z €
Nj>k Hj. Disto segue que se y € 07*(z), para algum ¢ < t; entdo y € N;»; G;. Em particular,
g(y) = gi(y), onde M e N em g} sdo tomados como sendo my, e ni. Segue que a evolugio de
para t passos toma lugar sob g3, mas por (4.2), a probabilidade de que z € (E$)¢ ndo é maior
que 4. Em particular, temos mostrado que IPs{(E})°} < {x como requerido. Isto completa a
prova do passo indutivo e conseqiientemente do lema. O
Devemos calcular IP;{X, = 6}. Usando o lema acima, isto estd limitado abaixo por

3 1

g:lq]'((l — Gz +Gigg)

Isto fica sendo igual %. Seja un, = p},(IP), como definido anteriormente. Entdo temos

psa(ia™*) = [ g) dun(e)

Agora seja v, = L Y775 u;. Entdo vemos que

va(liz™) - [ gliy) dra(y)

[z]™

2
<=
n

Tomando uma subseqiiéncia v,, — v de v, fraco*-convergente, achamos

iz = [

T

. 9(iy) dva(y)

Como notado no inicio deste capitulo isto implica que v é uma g-medida. Contudo u,([6]) > 2,
para todo n, sendo assim segue que »([6]) > 2. Visto que a g-fungio com a qual construimos
tem simetria sob £ — 1 — z, existe uma segunda g-medida dando peso no minimo ﬁ—}) para o
simbolo 3. Visto que estas sao medidas de probabilidades, elas ndo podem ser iguais. Disto

segue que existem duas g-medidas para esta g. Isto completa a prova do Teorema Principal. O
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Apeéndice

1.1 -Elementos de Dinamica Simbolica (Shift e Subshift)
Nosso objetivo nesta seccdo é dar um modelo rico em aplicacdes em sistemas dinamicos.
Definigao. ¥ = {z = (zoz\22--+) : 7; = 0oul}.

Y, é chamado o espago de segiiéncias sobre os dois simbolos 0 e 1. X5 também é denotado
por £, = {0, 1}ZZ . Mais geralmente, podemos considerar o espaco T, consistindo de

seqiiéncias infinitas de inteiros entre 0 e n — 1. Os elmentos de ¥, sdo strings infinitos de

inteiros, como por exemplo os termos da seqiiéncia z, = (dmn)m>0 (n=0,1,2,--),
onde
1, 2=y
0ij = { .
0, ¢#J

¢ o delta de Kronecker. Por exemplo,
Ty = (5m0)m20 = (1> O: O: 07 vt )

Ty = (dml)mZO = (07 170707 v )
etc,
Proposicao. ¥, € ndo enumerdvel.

Prova. Suponha o contrario, £2 = {(Zim)m>1, (T2m)m>1," -}, Ou seja enumeramos os

elementos de 3. Agora construimos a seguinte seqiiéncia

I, Zpa=0
y= (yn)a onde Yn = {
0, zpn=1
obviamente y € £y e y # (Tpm) paran =1,2,---. 0

Podemos tornar ¥, um espago métrico como segue. Para duas seqiiéncias z =

(zoz1Z2--+) € Yy = (Yoy1Ya2 - - *), defina a distancia entre ambas por
w o a— -
da) =3 DY
=0 2t

Visto que |z; — y;| € 0 ou 1, a série infinita é dominada pela série geométrica
x 1

—i =
i=U2
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e sendo assim converge.

Por exemplo, se = (000---) e y = (111--+), entdo d(z,y) = 2. Se z = (1010-- ), entdo

* 1 1 4
d(a:,z)-—-Z—z—: = —
i=022 1_% 3

Ainda, considerando novamente a seqiiéncia z, = (dmn)m>0 (2 =0,1,2,---), é facil ver

que
1 1

om T gm0 m#mn

d(.’L‘m, zn) -
a propdsito, a seqliéncia em questao é de Cauchy.

Proposigao. d é uma métrica sobre .

Prova: Claramente, d(z,y) > 0 para quaisquer z,y € X, e d(z,y) = 0 sse z; = y; para
todo 4. Visto que |z; — yi| = |y; — 2|, disto segue que d(z,y) = d(y, z). Finalmente, se z,y
e 2z € Xy, entdo |z; —y;|+ |y — zi| 2 |zi— 2| do que se deduz que d(z,y) +d(y, 2) > d(z, 2).
A métrica d acima permite decidir quais subconjuntos de Y, sdo abertos e quais sdo
fechados, bem como quando duas seqiiéncias estdo préximas uma da outra.
Proposigdo. Sejam z,y € X, e suponha z; = y; para i = 0,1,--,n. Entdo d(z,y) <
1/2™. Reciprocamente, se d(z,y) < 1/2™, entdo z; = y; para i < n.

Prova; Se z; = y; para i < n, entao

2|z — . |z — i
=0 j=n-1
© 1 1
S 2 5T

Por outro lado, se z; # y; para algum j < n, devemos ter

X T — Yy, " T —Y; 1
d(x,y)=2“2iy"22' 2:'1”2572

i=0 =0
conseqiiéntemente, se d(z,y) < 1/2", entdo z; = y; para i < n. O

A importincia deste resultado é que podemos decidir de imediato quando ou nao duas

seqiiéncias estdo proximas uma da outra. Intuitivamente, este resultado diz que duas
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seqiiéncias em X, estdo proximas se suas “primeiras”’entradas concordam. Em particular

a bola aberta de centro z e raio € = 1/2" serd denotada por
n 1
2" ={y €2 d(z,9) < 57
Este é o conjunto de seqiiéncias em X5 cujas entradas concordam com as de z até a posigao

n, inclusive.

Agora definiremos o conceito mais importante na dindmica simbélica, a aplicacio

shift sobre Xg.

Definigao. A aplicagio shift o: X3 — ¥y é dada por

0'((1?0(131272 . ) = (1'11132273 .. )

A aplicagdo shift “deleta”a primeira entrada em uma seqiiéncia, e desloca todas as outras
entradas de uma posi¢do para a esquerda. Claramente, o é uma aplicagao 2-para-1 de X,
por exemplo zj pode ser 0 ou 1. Outrossim, na métrica definida acima, ¢ é uma aplicacgio

continua.
Proposicao. g:¥; — ¥, é continua.

Prova: Sejae > 0 e £ = 19Z122--- Tome n de modo que 1/2" < €. Seja § = 1/2"*!,
Se y = yoyay2 - - - satisfaz d(z,y) < 4, entdo pela proposigdo anterior temos z; = y; para
i < n+ 1. Sendo assim as i-ésimas entradas de o(z) e o(y) concordam para ¢ < n. Isto é

d(o(z),0(y)) <1/2" <e. O
Subshift de tipo finito.

Agora definiremos o shift sobre r simbolos. Seja X, o conjunto de todas as possiveis

seqiiéncias de numeros naturais entre 1 e r, isto é,

L ={z=(zoz122--):2; €2 ,1 <z; <7}

Como anteriormente, existe uma métrica natural sobre X, definida por

— |Ti — U;
d-(z,y) = Z 'T_,

=0
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onde z = (zoz;T2---) € ¥y = (Yoy1Y2- - +)- A prova da seguinte proposicao é similar a feita

anteriormente e por essa razao € deixada como exercicio.

Proposicgao.

(a) d, é uma métrica sobre X,
(b) Se z; = y; para ¢ = 0,- - -, k, entdo d.(z,y) < 1/rF.
(c) Se d.(z,y) < 1/r*, entdo z; = y; para i < k.
Igualmente ao caso de X9, existe uma aplicacao dada por
o(TpLyZy-++) = (T1ToZ3 -+ +)
O mesmo raciocinio feito para 32 pode ser feito aqui para mostrar que o é continua.

Nosso objetivo é descrever certos subconjuntos de ¥, que surgem naturalmente em
sistemas dindmicos. Seja A uma matriz 7 X 7 cujas entradas denotadas por a;; sdo 0
oul. Istoé A é um arranjo quadrado de O’s e 1’s. A é chamada matriz de transicdo
para o sistema. Devemos usar A para descrever quais seqiiéncias ein Y, pertencem a um
subconjunto que serd denotado por L 4. A seqiiéncia £ = (zoz1Z2- ) mora em Y4 se
obedece a seguinte regra: cada par adjacente de entradas da seqiiéncia z determina uma
locagdo na matriz A, a entrada a;,,,,,- A seqiiéncia mora em X4 se e somente se todas

tais entradas sao 1. Mais concisamente,
Y4 = {z = (zoziZ2- ") : Qg;a,,, = 1 para todoi}.

Isto é, usamos a matriz de transicdo como contréle de certos pares de entradas de

seqiiéncias que moram em X 4.
Exemplos.
(a) Seja
10
01

A=

Visto que a2 = ag; = 0, disto segue que 1 e 2 nunca podem ser adjacentes em um
elemento de ¥ 4. Sendo assim, existem apenas duas seqiiéncias permitidas em ¥4, as

seqiiéncias constantes (111---) e (222---).
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(b) Seja
11
01

Neste exemplo, 2 pode seguir 1, mas ndo o contrario. Deste modo,‘ 3 4 consiste
das seqiiéncias constantes mais qualquer seqiiéncia da forma (11---11222...) onde
existe um niimero arbitrdrio 1’s seguido por um nimero arbitrario de 2’s.
(c) Seja
11
10

A=

Quaisquer combinacdes de 1’s e 2’s sdos permitidas em uma seqiiéncia em ¥ 4, exceto

um par de 2’s adjacentes.

Agora denotamos por o4 a restricio de o ao conjunto X 4. A seguinte proposigdo garante

que isto faz sentido.
Proposicao. ¥4 é um subconjunto fechado de T, que é invariante sob o 4.

Prova: A invariincia é clara. Para provar que X4 é fechado, suponha que z, é uma
seqiiéncia de elementos de X 4, i.e., uma seqiiéncia de seqiiéncias, que converge para y. Se

y ¢ T4, existe um menor inteiro @ para o qual ay.,,,, = 0.

Visto que z, converge para y, existe um outro inteiro K tal que, se ¢ > K, entado
dr(zyn,y) < 1/r®*L. Pela proposicdo anterior, isto for¢a yo, %1, ", Yo+1 @ concordar com
as correspondentes entradas de z,, para n > K. Em particular, devemos ter ay,,,,, = 1,

visto que z,, € ¥ 4. Esta contradigdo estabelece o resultado. O

Chamamos ¢4 um um subshift de tipo finito, visto que éle é determinado por um
niimero finito de condicbes impostas pela matriz de transigio A. Existem subshifts que

nao sdo do tipo finito, mas nao serdo abordados neste trabalho.

1.2 -Varidveis Randémicas e Processos Estocasticos

Vamos fazer um resumo sobre varidveis randémicas e processos estocisticos.

Inicialmente lembremos as seguinte definicdes da teoria das probabilidades :

73



1. Sejam A, B eventos, isto é subconjuntos mensuraveis de (2, P). Entdo definimos a prob-

abilidade condicional de A dado que B ocorreu por

P(ANB)

P(A\B) = ~5 s

Observe que a defini¢do sé é vélida para P(B) > 0.
2. Dois eventos A e B sdo ditos independentes se

P(AN B) = P(A)P(B)

Exemplo: Defina um espago de probabilidade (f2,.A,P) tomando Q =|0,1], A = L, a
o-dlgebra dos subconjuntos de {2 mensurdveis Lebesgue, e P a medida de Lebesgue. Seja a
expansao bindria de w €

o0
w=Yy wy,2™,
n=1
onde w, = 0 ou 1. Se m e n sdo inteiros distintos, e a e b sdo iguais a 0 ou 1, entdo os eventos
{w:wm =a} e {w: w, = b} sdo independentes.
- Seja (2, A, P) um espago de probabilidade, uma cole¢do de eventos C C A é dita indepen-

dente se, para qualquer subcolecdo finita
{E17E2a e 7En} C C:

P} = H P(E;).

-Variaveis rand6micas e funcoes mensuraveis.

Seja (12,.A,P) um espago de probabilidade. Um ponto w do conjunto 2 representa
um “resultado”de um “experimento randémico”. Os elementos da o-dlgebra A representam
eventos relativo aos quais podemos atribuir uma probabilidade. A probabilidade de A € A,
sendo P(4), e P uma medida de probabilidade sobre (2, .A).

Para tomar um exemplo muito simples, suponha que uma moeda honesta é langada trés

vezes. Este é um experimento que tem oito resultados possiveis:
wy =CCC, wy=CCK, w3=CKC,ws=CKK,

ws = KCC, ws=KCK, w;=KKC,ws=KKK.
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Cada resultado tem probabilidade 3. Deste modo
Q= {w17w27 ot '7“’8}7

A é a classe de todos os subconjuntos de 2, e P atribui a um conjunto A contendo r elementos
a probabilidade 7.

Podemos estar interessados nao no resultado do experimento em si, mas digamos, no niimero
X de caras. Esta é uma quantidade que pode tomar qualquer um dos valores, 0, 1, 2, 3, de acordo
com o resultado do experimento. Isto é um exemplo do que é chamado uma varidvel randémica.
X é uma funcio assinalando para cada possivel resultado w um nimero X(w), o nimero de

C’s em w. Mais especificamente, X é uma funcio de 2 para R , dada por
X(wl) = 3,
X (w2) = X(ws) = X(ws) =2,
X(w4) = X((.UG) = X(w7) = 1,
X (U)g) = 0.
Uma, propriedade importante das varidveis randémicas é que afirmagoes de probabilidades
podem ser feitas com respeito a elas. Por exemplo, no exemplo acima
3
Plw: X(w) =2} = Plws,ws,ws} = Py
afirmacao que é usualmente abreviada por
3
P{X=2=g

a probabilidade de d4 duas caras em 3 lancamentos é %

Mais geralmente, se (£2,.4, P) é um espago de probabilidade, consideremos fungdes X:Q —
R* (onde R* = R U {—o00,+0c}) que assinalam para cada resultado w, um nimero X (w).
Tais funcgoes ndo podem, contudo, ser completamente arbitrarias. Isto porque desejamos tratar
de probabilidade como por exemplo, “a probabilidade de que X esteja no intervalo (a,b)”, ou
simboélicamente

P{w:a< X < b}
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Sendo assim exigimos que conjuntos da forma
{wie< X <b}

pertencam a A, isto é, que X:Q — R* seja mensursvel. Estas consideragoes levam a seguinte
definigdo.

Definigao(varidvel randémica). Uma varidvel randomica sobre um espago de probabilidade
(Q, A, P) é uma funcdo mensurgvel de ({2, 4) para R*.

Muitas vezes é conveniente eliminar o simbolo w das afirmagées de probabilidade envolvendo

varidveis randémicas, de maneira que, por exemplo, a afirmacio
Plu:a< X(w)<b}=p
pode ser escrito mais sucintamente como
Plw:a< X <b}=p

De fato, devemos ver que muitas manipulacbes envolvendo varidveis randémicas podem (e
amitide sdo) se dar sem referéncia explicita ao espaco {2 compreendido.
Exercicio. Seja 2 consistindo dos enteiros positivos, com

1 -

P{w} = @-7

e seja X (w) o residuo de w médulo k. Mostre que X é uma varigvel randomica, e ache
P{X =r} (r=0,1,2,---,k—1).

-Distribuicao de varidveis randémicas

Se uma, varidvel randémica X sobre (2,.4, P) é finita com probabilidade 1, entdo
F(z)=P{w: X(w) < z}
determina uma funcdo F: R — [0,1] a qual é ndo decrescente, continua & direita, e satisfaz
lim F(z) =0, lim F(z)=1.
T—r—00 400
Para qualquer conjunto de Borel BC R

P{w: X(w) € B} = /B dF ().
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A funcido F(z) é chamada fun¢do distribuicdo da varidvel randomica X. O exposto acima mostra
que, do conhecimento da funcdo distribui¢do de uma varidvel randémica, podemos deduzir a
probabilidade de que a varidvel more em qualquer subconjunto de Borel de R .
-Distribuicao conjunta |
Seja (2,.A,P) um espaco de probabilidade sobre o qual estd definida uma colegio X =
(X1, Xs, -+ -, X,) de varidveis randomicas. Devemos assumir por simplicidade que cada X, é
quase certamente finita, deste modo X, é uma fun¢do mensuravel de (€, .A) para (R, B). Segue

que a funcdo X a qual leva w € Q2 para o ponto
(X1 (w), Xa(w), - -+, Xn(w)) € R™
é uma fungio mensurdvel de (f,.4) para (R", B").
A medida P induz uma nova medida P’ sobre (R", B") por

P'(B)=P{w:X(w)e B} (BeB").

Se A’ é a completaciio de B* com respeito a P', entdo (R",.A’, P’) é um espaco de probabilidade.
A medida P’ é chamada distribuicio conjunta da colecio X.

_Distribuicio marginal

Suponha que conhecemos uma, distribuicido conjuﬁta de X,, = (X1, X2, -+, X,), a qual por
uma mudanca de notagdo denotamos por P,,. A fortiori conhecemos a distribuicao P,,_; da

subcolecio
X-n—l - (X17X2’ e 7Xn—1)

De fato, se B € B*1,
P, 1{B}=P{X,., € B} =P{X, € BxR}=P{B xR}

P,,_, é chamada uma distribuicdo marginal obtida de P,,.

Exercicio. Sejam X,Y varidveis randémicas tomando valores sobre os inteiros, e seja
pij =P(X =4,Y =j).
Mostre que as distribuigoes marginais de X e Y sdo dadas por
Pi=2 P, Pj=D_Pij,
j i
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respectivamente. Mostre que X e Y sdo independentes se e somente se existem nimeros a;, b;
de modo que, para todo i e j,

Pij = a;b;

- Variaveis randomicas independentes
O conceito de independéncia de eventos pode ser extendido a varidveis randémicas.

Inicialmente vejamos como pode surgir a necessidade de tratarmos com “seqiiéncias”de
varidveis randomicas: |

Em muitos problemas de prpbabilidade queremos considerar uma seqiiéncia infinita de exper-
imentos. Como pode parecer a primeira vista, uma tal seqiiéncia infinita ndo é necessiriamente
uma abstracao de nossa imaginacao. Suponha que consideremos o experimento escolher aleato-
riamente um ndmero entre 0 e 1 e tomar o n-ésimo digito de sua expansao decimal (na base 2,
por exemplo). Ent3o, uma tnica escolha randémica de um ndmero determina um resultado
A propdsito, temos:

%) =fT"'(w) (n=1,2-)

onde:
T(w) = 2w (mod 1), J = Xxu/en)

Xn nos dé o n-ésimo digito da expansdo (na base 2) de um w € Q2 = [0, 1).

Suponha que (£2,.4,P) é um espaco de probabilidade e que X e Y sdo duas varidveis
randomicas definidas sobre este espago. Para quaisquer nimeros z,y € R*, considere os dois
eventos

{w: X(w) <z}, {w:YW)<y}

Se, para toda escolha de z,y, estes dois eventos sdo independentes, entdo X e Y sdo ditos
independentes. Mais geralmente, podemos fazer a seguinte definigio.

Independéncia

Uma colecido de varidveis randémicas {.Xi : ¢ € I} sobre o espago de probabilidade (9, A, P)

é dito independente se, para qualquer z; € R*(i € I), a colegdo de eventos
{w: X;(w) < z;} (i e,

¢é independente.
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Se E' é qualquer evento, entdo a fungdo indicador x g definida por
1, wek
xnl) = {o, wgE
é claramente uma varidvel randoémica. Qutrossim, dois eventos A e B sdo independentes se e
somente se x4 € xp a0 varidveis randémicas independentes.

Seja (", A", P™) o produto de n cépias de (£2,.4,P), sendo assim os eventos elementares
sdo n-nuplas (wy,ws, " +,w,) de elementos de €, e se Xy, Xs, -+, X, sdo varidveis randémicas
sobre 2" com a propriedade de que X; é uma fun¢io de w; somente, entdo é ficil verificar que
X1, Xo, -+, X, sao independentes.

Definicdo (Processos Estocésticos)

Um processo estocdstico é uma familia de varidveis randémicas sobre um mesmo espago
amostral ). Se os membros da familia sdo enumerdveis, o processo deve ser denotado por
Xy, X2, X3,--- se s3o nado enumeraveis, o processo deve ser denotado por {X; : ¢t > 0} ou
{X:}t>0. No primeiro caso o processo é chamado um processo de tempo-discreto, enquanto no
segundo caso éle é chamado um processo de tempo continuo.

Definicdo(Espaco de Estados, Cadeia)

O conjunto de valores distintos assumidos por um pro.cesso estocéstico é chamado o
espaco de estados. Se o espago de estados de um prdcesso estocdstico é finito, ou enumeravel,
o processo deve ser chamado uma cadeia.

Um processo estocdstico é ocasionalmente visto como uma fungdo de duas varidveis X;(w) =
X(t,w). Para t fixado a funcdo é uma varidvel randémica. Para w fixado, a funcdo de t,
resultante é chamada um caminho dmostral.

Os conceitos acima colocados podem ocorrer nos mais simples experimentos,como

Exemplo .(langamento de uma moeda )

~ Seja {Y;}, i=1,2,---,6, uma seqiiéncia de varidveis randémicas independentes com
P{Y; = 1} = P{Y; = -1} =  parai = 1,2,--.,6. Lembramos que {¥; = 1} = {w €
Q:Y; =1} Defina Xy = 0e X, = Y-, ¥;. Entdo X,, = Xp(w) = X(n,w) é um processo
estocdstico discreto no tempo com espago de estados S = {—6,-5,---,-1,0,1,---,6}. Este
processo estocdstico aparece naturalmente do seguinte experimento: uma moeda honesta é

langada seis vezes, um jogador ganha um real quando uma cara (C) aparece e perde um real
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quando uma coroa (K) aparece. Logo X,, denota o ganho obtido na brincadeira no tempo n. Um
tipico resultado w para este experimento é w* = (C,C, K, C, K, C). O correspondente caminho
amostral para este resultado w* é dado na figura seguinte (o grafico consiste dos vértices da

poligonal, esta foi incluida para facilitar a interpretagéo).

+3 i
+2 ]

+1 .

-3 I B N N 1
1 2 3n4 5 6

Figura 4.1: Um tipico caminho amostral para X (n,w)

- Observe que durante a brincadeira qualquer dos jogadéres pode desde perder 6 reais até
ganhar 6 reais; isto é o que nos diz o espago de estados S = {-6,-5,---,-1,0,1,---,6}.

O espago amostral Q = {w : w = (w1, -+, ws),w; € {C, K}} para este experimento consiste
de 2% = 64 combinagdes possiveis de cara e coroa nos seis lancamentos.

Se quiséssemos obter t6dos os caminhos amostrais deste experimento, ou mesmo 0 espaco
amostral, teriamos certamente de tratar com combinacGes. Forneceremos agora uma férmula
bastante 1til que nos permite obter corbinacGes:

Dado um conjunto com 7 elementos, A = {a;,as,:-+,a,}, 0 nimero de subconjuntos do

mesmo é 2". Mais ainda, o nimero de combinagoes dos n elementos tomados r a r, é:

() =z

Mas esta férmula ndo nos diz quais sdo estas combinagbes. A f6rmula seguinte tem precisamente

esta finalidade:

ay = (-1)F=) (4.4)

Onde: [z] é o maior inteiro que nio supera z.
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As combinagdes de um conjunto com N elementos (2% subconjuntos) sdo obtidas apartir
da matriz de ordem 2V x N calculada pela férmula (4.4). Vamos tomar como exemplo um
conjunto com N = 3 elementos, A = {a),az,as}. Tédas as combinagdes possiveis podem ser

obtidas da seguinte matriz de ordem 23 x 3 :

1] 1] 1
alb 1| 1
1| 1) 1
1] a1
1] 1| -
a1l 1] 4
1] 1) A
T S T |

Agora convencionamos que +1 significa que o elemento entra na combinagio e que —1

significa que o elemento ndo entra na combinagdo. Desta forma teremos a seguinte tabela:

ay as as || {a} (’:)J
1) 1] 1 {a,a2,05} | (3)
1 1] 1 {as, as} (3)
1) 1] 1 {a1, a3} )
1] 1] 1 {as} ()
1| 1| -1 {a1,a0} )
11| {az} )
1 -1 -1 {a1} (?)
A 1) a1 ) ()

Obs: Com a férmula acima podemos obter programas computacionais bastante compactos
para o cdlculo de combinagGes.
1.2.1 Processos de Markdv
Considere novamente o exemplo da moeda, onde agora consideramos o dominio do

pardmetro n os naturais ( evidentemente a brincadeira agora sé pode acontecer entre os anjos).
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X, denota, como j4 vimos, o saldo no tempo n. Seja por exemplo, X,_; = 10. E facil ver que
X, deve ser 9 ou 11 visto que P{Y, = 1} = 1 = P{Y¥, = —1}. De fato, isto pode ser expressado

em termos de probabilidade condicional como,
1 1
P{X, =9/X,_; =10} =5 e P{X,=11/X,—, =10} = 3

Outrossim o ganho total no tempo n depende somente de X,,_;, o ganho total no tempo n — 1,
e o valor de Y,,, no tempo n. Os valéres de X,,_s, X,,_3,---,X; ndo afetam o valor de X,,.

Expressando isto em termos de probabilidade condicional, temos
P{Xn = 9/Xn_[ = 10} - P{Xn = 9/Xn_1 = lo,Xn_g = in_z, v ',Xl = Zl}
Este é um exemplo de um processo estocdstico dito processo de Markov.

Defini¢ao (Processo de Markov)

Um processo estocastico € dito Markov se a seguinte igualdade é vélida:
P{Xn = in/Xn—l - in_l,Xn_g == ’in_g, e ,X1 = 21} = P{Xn == in/Xn_1 = in—l}

isto é a probabilidade do resultado atual do processo ser i, depende apenas do estado anterior
do processo.
Vejamos mais um exemplo de um processo markoviano: Consideremos um rato R que se

move em um reticulado como na figura

~1
oo
[{e}

Figura 4.2: Reticulado

eque acadan = 1,2,--- segundos o rato se move. Seja Xp=numero do compartimento

ocupado pelo rato no tempo n. X, € {1,2,---,9}. E fécil concluir que este processo estocistico
é Markov.
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- Repetiremos aqui uma abordagem de processos estocdsticos, ligeiramente diferente da
anterior, e mais adequada aos nossos propdsitos que se seguem:

Processos estocdsticos

Seja (£2,.A,P) um espago de probabilidade, e T' qualquer conjunto, uma cole¢io {X(¢) :
t € T} de varidveis randémicas sobre ) é chamado um processo estocdstico com conjunto de
parametros 7.

Em muitas aplicagoes, como na se¢ao prévia, t representa o parametro tempo, deste modo
T é algum subconjunto da linha real. Este nem sempre é o caso, contudo; existem importantes
exemplos nos quais 7 tem uma estrutura mais complexa.

Seja {X(t) : t € T} um processo estocdstico sobre 2, entdo X (t), sendo uma varidvel
randémica sobre €2, tem uma distribuicdo de probabilidade. Mais geralmente, se t1,%3,- -, 1,

sdo elementos distintos de T, as varidveis randGmicas
X(t1)= X(t2)> e 7X(tn)
devem ter uma distribuigdo conjunta, a qual deve ser uma medida de probabilidade

Ptytyot,

sobre R™. Para diferehtes valores de n,ty,tq, - -, t, estas medidas sao chamadas distribuicdes
finito-dimensional do processo estocdstico.

-Processos estaciondrios

Seja X (t) um processo estocdstico cujo conjunto de parametros T’ é um subconjunto da linha
real. Entdo ¢ é uma varidvel real, é intuitivamente conveniente pensar assim, como de fato se
dé em muitas aplicagoes, como medi¢do de tempo. Pode ser que, conquanto X (t) varie com ¢,
0 mesmo ndo acontece com sua distribuicdo de probabilidade. Mais geralmente, a distribui¢ao
conjunta de X (t;), X (¢2),- -, X (tn) pode ter dependencia sdmente sobre as diferencas t; — ¢;.
Esta é uma propriedade que é possuida por muitos processos os quais representam sistemas de
algum modo em equilibrio estatistico, e é conhecida como estacionaria.

Processos estaciondrios

Um processo estocdstico X (¢) com conjunto de pardmetros T C R ¢é dito estaciondrio

se sempre que ty,to, -+, t,,ty + h,to + h,--+,t, + h todos pertencem a T, suas distribuigdes
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finito-dimensionais satisfazem

Piiihtrthytath = Prityt,

Seja {Xi, X, -} uma seqiiéncia de varidveis randomicas, entdo, isto induz uma medida de

probabilidade P’ sobre (R”, BT) (onde T = {1,2,--}) por
P’{B} = P{{X17X3, te } € B}
Considere agora S: RT — RT uma funcio definida por

S{:L‘l, To, - } = {1172, I3,"- }

S é chamada a funcdo shift. Entio S e P’ tém uma importante propriedade. Para ver isto, seja

B € BT um cilindro, isto é, um conjunto da forma
B={zeRT: (z1,2s,---,2,) € A}

para A € B™. Entdo

P'{S7'B} = P{{X1, X,,---} € S7'B}
= P{S{Xy, Xz, } € B}
=P{{X;, Xs,---} € B}

= P{(X27X3;"'7Xn+1) € A}
= Py3,.,n+1(4)
=P2,.a(A)
=P{(X1, Xz, -, X,) € A}
=P{{X;,X,, -} € B}

| =P'{B}

Deste modo a medida de probabilidade P'S~! coincide com P’ sobre todos os cilindros, e
conseqiiéntemente sobre a o-dlgebra BT gerada pelos cilindros. Sendo assim temos provado o

seguinte resultado
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Teorema. Seja uma seqiiéncia estacionaria
{Xt):teT={1,2,---}} = {X, Xo,- -}

a qual induz uma medida P’ sobre (R7, BT). Entdo a funcio shift S definida anteriormente ¢
uma, transformagdo que preserva medida de (RT, BT, P') sobre si mesmo.
| 1.3-Preliminares Para o Entendimento da Definicdo de uma g-Medida
Definicao (Homeomorfismo Local). Sejam X, Y espagos topoldgicos. Uma aplicagao T: X —
Y chama-se um homeomorfismo local quando cada ponto z € X estd contido num aberto U tal

que V =T(U) é abertoem Y e T‘u ¢ um homeomorfismo de U sobre V.

Figura 4.3: Homeomorfismo Local

Obs: para um exmplo de homeomorfismo local ver exmplo 1 (pg-87 )

Proposicdo 1. Se T: X — Y é uma aplicacdo continua localmente injetiva (em particu-
lar, um homeomorfismo local) entdo a imagem inversa T~'({y}) de cada ponto y € ¥ é um
subconjunto discreto de X.

Prova: Cada ponto r € T~'({y}) possui uma vizinhanca U, na qual ele é o tinico ponto que
se aplica por T em y. entdo U NT " ({y}) = z. Ou seja, todo ponto z € T~ ({y}) é isolado em
T='({y})-

corolario. Sejam X compacto, Y um espacgo de Hausdorff e T : X — Y localmente injetiva
e continua. Entdo T-'({y}) é finito paracaday € Y.

- Prova: Num espago de Hausdorff, o conjunto {z} C X é fechado em X. Como a pré-imagem

de um fechado, por uma transformacdo continua é fechado, temos que T~'({y}) é fechado em
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X. Como X é compacto segue-se que T-!({y}) é finito- uma vez que ndo podemos ter um
conjunto discreto e infinito que seja compacto (pois se M é um espago discreto e infinito (
IN e Z ,por exemplo) seus pontos constituem uma cobertura aberta infinita que ndo admite
subcobertura prépria, logo ndo se pode extrair dela uma subcobertura finita).

Obs: Embora para cada y € Y, T-'({y}) seja finito, isto ndo implica que para difer-
entes yi, Y2 € Y tenhamos o mesmo niimero de elementos nas respectivas pré-imagens, isto é
# T ({y}) # # T ({y2}) em geral.

Definigao (Espagos de Recobrimento). Uma aplica¢do p : X — X chama-se aplicagdo de
recobrimento(ou, simplesmente, um recobrimento) quando cada ponto x € X pertence a um
aberto V C X tal que v

V) =Ula
a
é uma reunido de abertos U,, dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica homeomorfica-

mente sobre V (isto ¢, existe um homeomorfismo p’ : p| — V)

Ua

X P
T -«\\\'\ /
1 /
(V)
\\ | \/
T )
\ y

Figura 4.4: Aplicacdo de recobrimento

-Cada aberto V desse tipo chama-se uma vizinhanca distinguida. O espago X chama-se um
espaco de recobrimento de X e, para cada r € X, o conjunto p~'({z}) chama-se a fibra sobre
X. As vezes, X chama-se a base.

Obs: Uma, aplicacao de recobrimento p : X — X é um homeomorfismo local de X sobre X
(nem todo homeomorfismo local é uma aplicagio de recobrimento). |

Exemplos:
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(1) Considere a aplicagdo p: R — S da linha real sobre o circulo
p(t) = e*™ = (cos2nt, sen2nt), teR

Entdo p é um recobrimento de S'. Qualquer intervalo aberto préprio ou arco sobre S’
pode servir como uma vizinhancga distinguida. Para o particular ponto 1 em S*, seja V
denotando o intervalo aberto direito sobre S' de —i a 7. Entdo
00
r -}
onde os abertos U, componentes de p~*(V) s&o os intervalo reais (n — ;,n+ ;). Note que

p aplica cada um desses intervalos homeomorficamente sobre V, como ilustrado na figura.

Yy
{ [ | ( 1 ) (1 A\ -IR e
Ay 1 7 T 7\ i 7 -
-1 —1/4 0 1/4 1

Figura 4.5: Recobrimento

Resolvendo o sistema trigonométrico abaixo
p(t) = (cos 2nt, sin 27t) = (1,0)
temos,
pH(L,0)={zr€eER :z2=2%r,keEZ }

Obs: Como p é um homeomorfismo local, pela proposicio 1 p~'({y}) é discreto em
X =R paratodoy € S'. Ainda, como R ndo é compacto p~'({y}) néo é finito, como

se constata no exemplo em consideracao.
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(2) Para qualquer inteiro positivo n, seja p, : S' — S! a aplicacdo definida por p,(z) = 27,
z € S* , onde 2" é a n-ésima poténcia do nimero complexo z. Entdo (S!,p,) é um espago
de cobertura de S*. Representando o circulo em coordenadas polafes, a acdo de p, é
descrita como segue: p, toma qualquer ponto (1,6) e o aplica em (1,n6). Seja ¥V um
intervalo aberto sobre S' subentendido por um angulo § (0 < 6 < 27), e contendo um
ponto z. Entdo p~!(V) consiste de n intervalos abertos cada um determinando um angulo
6/n e cada contendo uma raiz n-ésima de z. Estes n intervalos sdo as componentes U,

de p~1(V) e cada um é mapeado por ¢, homeomorficamente sobre V.

Proposicio 2. Se a base X de um recobrimento p: X — X é conexa entdo todas as
fibras p~!({z}),z € X, possuem o mesmo niimero cardinal, que se chama o niumero de

folhas do recobrimento.

Prova: Para todos os pontos z de uma vizinhanga distinguida V, o nimero cardinal da
fibra p~'({z}) é o mesmo. Segue-se que o conjunto dos pontos z € X tais que p~1({z})
tem um ndmero cardinal dado € aberto. Isto determina uma decomposigdo de X como
reunido de abertos disjuntos, em cada um dos quais o cardinal de p~'({z}) é constante.

Como X é conexo sé pode existir um desses abertos.

Obs: Pelo coroldrio da proposicdo 1, quando X é compacto e X é conexo de Hausdorff,
toda aplicacdo de recobrimento p: X — X tem um ndmero finito de folhas. Neste caso,

X = p()z' ) é necessdriamente compacto.

- Caracterizaremos os recobrimentos com um nidmero finito de folhas:

Definicao: Uma aplicacio 7: X — Y diz-se fechada quando a imagem T'(F') de todo
subconjunto F' C X é um subconjunto fechado de Y.

Definicao: Uma aplicagdo continua 7: X — Y chama-se prépria quando é fechada e, para
todo y € Y, a imagem inversa T-'({y}) é compacta. |

(Por exemplo, se X é compacto e Y é de Hausdorff, toda aplicacdo continua 7: X — Y é
prépria) |

Proposicao 3. Sejam X um espaco de Hausdorff e T : X — Y um homeomorfismo local.

Cada uma das afirmacées abaixo implica a seguinte:

(1) Existe n € N tal que cada imagem inversa T~!({y}),y € Y, possui n elementos;
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(2) T é prépria e sobrejetiva;

(3) T é uma aplicagdo de recobrimento cujas fibras T-*({y}) sdo finitas.
Se Y for conexo entdo as trés afirmacdes sao equivalentes.

Prova: [9]

Obs: Se X é compacto toda aplicacao continua T: X — Y é fechada.
~ Conclusgo: Se T: X — Y é um homeomorfismo local (T ({y}) é discreto em X) e se
X é compacto e Y é de Hausdorff (T~*({y}) é finito) e se, em adi¢do Y for conexo, entdo as
afirmacoes da proposigao anterior se equivalem.
Observe que T é uma aplicagao de recobrimento.
- Continuando os preliminares para o entendimento da definicdo de g-medida, temos:
Recordamos: se (Ay)2,.. € uma seqiiéncia de subconjuntos de X, seja Ey = () e para todo
n €N | seja

E, = LJAAk ) thzlAn/E%—l
k=1

entdo: (E,) é uma seqiiéncia monétona crescente e (Fy,) é uma seqiiéncia disjunta tais que

1C8

) o0
En ::LJ Ph‘=ALJ-An
1 n=1 n=1L

Observemos que F,, C A, , Yn € N
Seja (X, 3(X), ) um espago de medida onde X é compacto e T: X — X é uma aplica¢do
de cobertura n-para-1, (ou seja, o par (X, T) é umn espago de cobertura do préprio espago X)

Da definicdo de transformacao de recobrimento, temos

Pois T' é n — para — 1.

89



Figura 4.6: Transformacio de recobrimento

Obs: «a percorre um conjunto de indices o suficiente para cobrir todo o espago X. A cada
z € X, temos uma vizinhanga V, de z. Isto é

X =(JVa

o
Obs: para cada « a pré-imagem se constitui de n abertos disjuntos em X, cada um dos quais
se aplica homeomorficamente a V,, isto é

T_l(va) = O uai

i=1

Sendo X = {J, V,, temos

T4X) = X = T Va) = UT" V) = () ther)

o =1

Entao:

X = (U ther)

a =1

a principio, é claro, esta cobertura aberta é qualquer, como X é compacto, podemos obter uma

cobertura finita, isto é

X = L"J (0 Us;)

a=1 i=1

observe que temos uma seqiiéncia U, (U, Us;) com m X n conjuntos:

uu,um, ot ')uln;u21au22, e )u2n; ot ';umlaum27 v '7umn
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reenumerando-os, temos Uy, Us, - - - ,Upnxn ,

- Uma observagdo pertinente é a de que para cada a fixo Uy, NU,; = @ (pela defini¢do de
espago de recobrimento) e cada Uy, se aplica homeomorficamente a V. -

A partir da seqiiéncia acima obtemos uma seqiiéncia disjunta (F;) tal que X = UL, B;.
Como cada i; (2 = 1,2,---,m x n) se aplica homeomorficamente a V, e P, C Y;, pois P; =
U;/E;_,, onde E; = Uj_Uy. Temos ;uma, aplicagdo injetiva(mas ndo bijetiva necessdriamente)

de P, em V,

homeomorfismo

Figura 4.7: Aplicagdo injetiva de P; em V,

Entdao X foi decomposto em n pedacos disjuntos P, Py, - - -, P, tal que
T :P—- X
F)‘.

¢ injetiva.
X

<

Figura 4.8: Decomposicido de X
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Obs: Dados um homeomorfismo local T: X — Y e um subconjunto A C X, a restricdo T 4
é um homeomorfismo local de A sobre T(A)(ver [9], pg-111) '

Seja A € X tal que T‘A: A — TA seja um homeomorfismo. Logo para todo subconjunto
aberto A C X temos que TlA: A — T A é um homeomorfismo local.

Obs: os P, da decomposi¢ido de X ndo necessidriamente siao abertos, sio apenas a diferenca

entre abertos P, = U; /(Ui _; En_1)

Em particular estdo nesta situagdo (i.e., TIA:A — TA é um homeomorfismo) todos os

U, (1 =1,--+,n) pois cada um se aplica homeomorficamente a V,
| T T
X\ — T T i(\
\ e

O3
D
5

Figura 4.9: Aplicacdo homeomorfica de Uy, em V,

Para os A € B(X) tal que T’A: A — TA é um homeomorfismo definimos

Qu(A) = (T 4)

Se Y € B(X) é qualquer, definimos Y; =Y N P,. Observe que

n n n

Ur=U¥nR)=Yn(UR)=YnX=Y

i=1 i=1 i=1

entao
n n

QuY) =QulUY:) =3 Qu)

i=1 i=1

pois, Y;NY; = 0 (pois PN P; = 0).
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	Vo l)

	= KCC, o?6 = KCK, u7 = KKC, a;8 = KKK.

	X(u)-2) — ^(^3) = ^(^5) = 2,

	X = 0.

	PM = i

	X„(a;)=/(ri-1(a;)) (n = l,2,-.-)

	{u : X(w) < x], {u :Y(u) <y}.


	{u : Xi(u) < Xi} (i e /),


	= Pl,2,.,n(^)

	p-1W = UMo

	P~l(V) = U(n“ I’n+l)



	U En = U ^ = U A.

	* = UV«

	*=11(11««,)

	QrfX) = «MU Yò = EQMií)









