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RESUMO

Neste trabalho, calculamos a auto-energia e a densidade de energia para a matéria 

de nêutrons com o auxílio da expansão 6 otimizada, uma aproximação não perturbativa 

utilizada em teoria de campos que combina técnicas de teoria de perturbação e o princípio 

variacional.

Utilizamos para descrever a matéria de nêutrons em altas densidades um modelo rela- 

tivístico, o Modelo de Walecka.

No estudo da densidade de energia, consideramos somente os termos diretos, prove­

nientes tanto do vácuo quanto do meio, e encontramos dois resultados. Um deles reproduz 

exatamente a solução obtida com a aproximação relativística de Hartree (RHA), e o outro 

dá origem a um estado altamente denso para a matéria de nêutrons.
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ABSTRACT

We use the optimized ë expansion to evahiate the self-energy and the energy density for 

the neutron matter. This is a nonperturbative approach for field theoretical models which 

combines the techniques of perturbation theory and the variational principle.

The relativistic Walecka Model is used to describe neutron matter at high density.

Vacuum effects on self-energies and the energy density of neutron matter are studied 

up to 0(5^). When exchange diagrams are negleted, the traditional relativistic Hartree 

aproximation (RHA) results are exactly reproduced and, using the same set of parameters 

that saturate nuclear matter in the RHA, a new stable, tightly bound state at high density 

is found.
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INTRODUÇÃO

O estudo das possíveis modificações das propriedades dos hádrons no meio denso é um 

dos problemas centrais em física nuclear. Diversos fenômenos dessa natureza, envolvendo 

altas energias ou alta transferência de momento, são tratados com sucesso através da teo­

ria fundamental das interações fortes, a Cromodinâmica Quântica (QCD). 0  mesmo não 

acontece quando as escalas de energia são mais baixas (típicas da física nuclear), pois em 

QCD ocorre o que chamamos de liberdade assintótica. Este fenômeno, que é proveniente 

das interações entre os glúons, faz com que a constante de acoplamento não seja realmente 

“constante”, mas varie com a distância. Devido a esse fato, a constante da QCD é baixa para 

pequenas distâncias (menores do que o tamanho do nucléon) e alta para grandes distâncias 

(características da física nuclear). Portanto, quando tratamos de fenômenos envolvendo altas 

energias, podemos tranqüilamente utilizar métodos perturbativos fazendo uma expansão em 

potências da constante de acoplamento. Mas se as energias envolvidas forem mais baixas, 

esta constante terá um valor muito grande para que qualquer técnica perturbativa- ^ossa 

ser aplicada, e para resolver esse problema precisamos fazer uso de métodos ditos não per­

turbativos, como por exemplo a Aproximação Relativística de Hartree (RHA), o método de 

Hartree-Fock (HF) e a expansão 1/iV. Apesar de muito utilizados, estes métodos apresentam 

algumas dificuldades, principalmente no que se refere à renormalização não perturbativa de



termos divergentes provenientes de contribuições de densidade nula (vácuo). Por esse motivo, 

nestas aproximações os cálculos que envolvem termos de vácuo são simplificados. Na RHA 

1], por exemplo, as contribuições provenientes tanto do vácuo quanto do meio são consider­

adas, mas os termos de troca são desprezados. Já a aproximação de Hartree-Fock [2] leva em 

conta termos diretos e de troca em seus cálculos, mas elimina deles as contribuições prove­

nientes do vácuo. Estes métodos, por trabalharem de maneira auto-consistente, também 

envolvem esforço computacional numérico.

Um novo método, proposto com o objetivo de tratar fenômenos de natureza não per­

turbativa que se manifestam em teoria de campos, é conhecido como expansão 5 [3]. A 

expansão 8 pode ser formulada de duas diferentes maneiras, como expansão 6 logarítmica

3] e como expansão ô linear [4, 5, 6 ]. Neste trabalho, estaremos usando a expansão 5 linear.

A idéia básica do método consiste em interpolar uma teoria qualquer, descrita por uma 

densidade lagrangeana C, através da introdução de um parâmetro de expansão artificial (5), 

ausente originalmente nesta teoria. Para isso, C é reescrita como

£(5) =  +  (1  -  ó)£o = Ca + -  Co) ,

onde Co representa uma teoria livre arbitrária (quadrática nos campos). Podemos observar 

que a densidade lagrangeana interpola entre Co, cuja solução exata é possível (quando 5 =  0 ), 

e £ , a teoria original (quando á =  1 ). O próximo passo para a implementação da expansão

6 diz respeito ao cálciáo de uma quantidade física desejada, que é realizado considerando-se 

o termo ó(C — Co) como uma perturbação cuja ordem é determinada por ó. O parâmetro 

S é igualado à unidade no final, fazendo com que a dependência com relação ao mesmo 

desapareça. E importante ainda salientar que o termo Co possui parâmetros arbitrários com
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dimensão de massa, necessários para mantê-lo dimensionalmente correto. Esses parâmetros, 

que não pertencem à teoria original, devem ser fixados de alguma forma, e faremos isto 

posteriormente utilizando um método variacional.

Nos próximos capítulos - mais especificamente no capítulo referente ao cálculo da auto- 

energia bariônica - veremos que, com o a^Ixílio da expansão 5, é possível ir além dos métodos 

não perturbativos convencionais. Nessa aproximação, a seleção dos diagramas de Feynman é 

feita de maneira essencialmente perturbativa, e pelo fato de lidarmos com poucos diagramas, 

podemos incluir em nossos cálculos contribuições provenientes de termos diretos e de troca 

tanto do meio quanto do vácuo, pois o trabalho de renormalização fica simplificado. Também 

o esforço numérico do método é menor, devido à ausência de procedimentos auto-consistentes.

Neste trabalho, nos dedicaremos ao cálculo e renormalização da densidade de energia 

para a matéria de nêutrons com o uso da expansão 6. Para isso, calcularemos a auto-energia 

bariônica até O(ó^) de maneira que o propagador do nêutron fiqiie “vestido”, e após, usando 

este propagador, obteremos a densidade de energia. Como demonstrado na Ref. [7], podemos 

incluir, no cálculo da auto-energia bariônica, as contribuições do vácuo provenientes de 

termos de troca de maneira relativamente fácil. Entretanto, para o caso da densidade de 

energia, apesar da renormalização a ser feita com a expansão 6 não ser mais complicada do 

que a renormalização usual na expansão em loops, esta ainda permanece como uma tarefa 

difícil. Neste trabalho, somente termos diretos serão incluídos na derivação da densidade de 

energia.

A apresentação desta dissertação está dividida da seguinte maneira: no capítulo 1, 

apresentamos um resumo das características do modelo utilizado para descrever a matéria 

de nêutrons, o Modelo de Walecka. O capítulo seguinte se refere ao cálculo da auto-energia



bariônica e da densidade de energia com o uso da RHA. Os detalhes referentes à derivação 

destas quantidades não são apresentados explicitamente neste ponto, pois o objetivo do 

capítulo é proporcionar ao leitor a referência para uma futura comparação do modo como 

funcionam a expansão 6 e a aproximação de Hartree, das dificuldades envolvidas em cada 

caso, bem como dos resultados obtidos com os dois métodos. No capítulo 3, a expansão 

5 é discutida mais detalhadamente, sendo feita a interpolação da densidade lagrangeana 

do modelo de Walecka. No quarto capítulo, calculamos a auto-energia bariônica com a 

auxílio da densidade lagrangeana interpolada, obtendo dessa maneira o propagador vestido 

do nucleon. No capítulo 5, o cálculo da densidade de energia para a matéria de nêutrons 

é realizado com o uso do propagador vestido, considerando-se somente os termos diretos. 

No capítulo seguinte aplicamos o método variacional - mais especificamente o Princípio da 

Mínima Sensibilidade (PMS), à densidade de energia, e os resultados obtidos são discutidos. 

Finalmente, apresentamos as conclusões gerais do trabalho.



CAPITULO 1

O MODELO DE WALECKA

Para avaliax as características de objetos estelares frios e altamente condensados, como estre­

las de nêutrons [8], necessitamos de uma equação de estado que descreva a matéria nucleax em 

qualquer densidade, desde a comumente observada nos elementos conhecidos até densidades 

nucleares muito superiores. Os cálculos convencionais não relativísticos para problemas de 

muitos corpos que descrevem a interação nucleon-nucleon em termos de um potencial estático 

- eliminando assim os graus de liberdade mesônicos - são de validade duvidosa para densi­

dades ainda pouco maiores do que a nuclear. Uma descrição feita em termos de um potencial 

deste tipo não leva em consideração fatores relevantes em altas energias, como a cinemática 

relativística e efeitos de retardamento. Também é inadequada para descrever possíveis novos 

estados para a matéria cuja existência dependa dos campos mesônicos explicitamente [2 ].

Em 1974 foi proposto por J. D. Walecka [9] um modelo com o objetivo de descrever o 

comportamento relativístico da matéria em altas densidades. Neste modelo, conhecido como 

Modelo de Walecka, a interação entre os nucleons se dá através da troca de mésons escalares 

(a) e vetoriais (a;).



A densidade lagrangeana do modelo pode ser escrita como

+  \ < v ^ v “ -  V) +  . (1. 1)

onde representa o campo do nucleon, 0  e representam respectivamente os campos dos 

mésons escalar e vetorial e = dfj.V„ — O termo U{(f), V) descreve as auto-interações 

entre os mésons, e no modelo original de Walecka foi igualado a zero para minimizar os efeitos 

de muitos corpos. Neste trabalho, o mesmo procedimento será adotado.

Este modelo, também conhecido como Modelo Hadrônico Quântico-I (QHD-I), é uma 

das formas mais simples na tentativa da descrição da força nuclear. Nele, as interações entre 

mésons e nucleons são do tipo Yukawa, e as constantes de acoplamento esceilar e vetorial 

são dadas respectivamente por Qs e g -̂ Os mésons escalares são responsáveis pelo caráter 

atrativo da força nuclear a longas distâncias, e os vetoriais pelo caráter repulsivo a curtas 

distâncias.

Processos físicos envolvendo teoria de campos podem ser descritos em termos de dia­

gramas de Feynman. Cada teoria possui um conjunto próprio de regras de Feynman, que 

permite que os diagramas utilizados na descrição dos processos sejam calculados. Os ele­

mentos básicos para um tratamento diagramático são os vértices entre mésons e bárions e 

os propagadores não interagentes da teoria. Para o modelo de Walecka, estes propagadores 

são dados por



~ 9Illy ml -  ml  +  ie (1. 3)

S°{k) = S l ( k )+ S l{ k )  , (1. 4)

onde

(1. 5)

(l^k<  ̂+ m ) ^ ^ 6 { k ' > E ^ i k m k ^  -  \k\) , (1. 6)

sendo íP{k) = {k  ̂+  e kp o momento de Fermi. Note que, no caso do propagador

vetorial, o termo não contribui para quantidades físicas, pois o méson vetorial se acopla 

à corrente bariônica conservada. Este termo portanto não será escrito explicitamente de 

agora em diante. Observe também que o propagador do nucleon possui dois termos, Spik) 

e Soik). O termo SF{k) descreve a propagação de nucleons e anti-nucleons virtuais, e está 

portanto relacionado com a contribuição do vácuo. É chamado propagador de Feynman.

Já o termo Soik) descreve a propagação de nucleons reais no mar de Dirac (contribuição 

do meio), e é chamado de propagador de Dirac.

A derivação detalhada das regras de Feynman pode ser encontrada em diversos textos, 

como por exemplo na Ref. [10]. No Apêndice A, foram derivadas as regras para um modelo 

simplificado e interpolado, com interação do tipo Yukawa. A densidade lagrangeana utilizada
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naquele caso não foi a do modelo original de Walecka, mas os resultados obtidos podem ser 

generalizados para o problema atual. Podemos então escrever as regras de Feynman para o 

modelo de Walecka da seguinte maneira:

• A cada linha associamos um fator (í) vezes um dos propagadores A®, ou 5°;

• Ao vértice escalar associamos um fator íQs, e ao vetorial um fator

•  A cada loop fermiônico associamos um fator —ír  /  d'^g/(27r)^, onde q é o momento 

interno do loop e o traço é tomado sobre o espaço de Dirac e de isospin.

Neste ponto, é importante observar que os loops dos diagramas de Feynman são de­

scritos por integrais, que podem divergir ao serem calculadas utihzando-se o propagador 

bariônico no vácuo. Estas mesmas integrais, avaliadas com o uso do propagador no meio, 

serão sempre finitas devido à presença da função degrau 6, que é escrita em termos do cut-off 

natural kp- Devido às dificuldades impostas pelas divergências provenientes de termos do 

vácuo, várias aproximações eliminam de seus cálculos contribuições de termos deste tipo, 

ainda que a inclusão destas correções seja importante para testar o limite de validade de 

modelos efetivos, como o modelo de Walecka.

Em 3 +  1 dimensões, as constantes de acoplamento são adimensionais, e embora ten­

hamos um carnpo massivo de spin 1 , este se acopla a uma corrente conservada (corrente 

bariônica). Portanto, este modelo é renormálizável [11 .

O termo £ct contém todos os contra-termos necessários para tornar finitos os resultados 

finais. Os contra-termos têm a mesma forma dos termos originais, mas diferem destes por 

uma constante multiplicativa. Cada contra-termo é dividido em duas partes, uma que diverge 

e é ajustada de modo a eliminar completamente eventuais divergências, e outra que é finita e



arbitrária. lixisLeni diferentes prescrições na literatura |iO, 1 2 , llj para fixar a parte finita, 

cada prescrição correspondendo a um tipo de esquema ée renormüiização. Como

exemplo, podemos citar o esquema da Gamada de Massa e e  esqmmà à& Subtração Mínima 

(MS). Todas as diferentes prescrições prev€m-o=GompIetocan€eiamento das divergências, mas 

interpretam os parâmetros originais de maaeira diversa. No esquema da camada de massa, 

por exemplo, as partes finitas <ios contra-termos são -fixadas de tal maneira <|ue as massas e 

as constantes de acoplamento presentes na lagrangeana original representem as ‘Verdadeiras” 

quantidades físicas, as quantidades que, a princípio, podem ser medidas. Biferentemente, o 

esquema da subtração mínima propõe que as partes finitas dos contra-termos sejam nulas, ou 

seja, esse método remove apenas os pólos. Assim, os. parâmetros originais são interpretados 

simplesmente como parâmetros, não representando quantidades físicas, porént são ajustados 

de maneira que reproduzam resultados físicos.

Estas considerações serão utilizadas nos capítulos que se seguem, mais especificamente 

quando tratarmos da renormalização da auto-energia e da densidade de energia para a 

matéria de nêutrons.



CAPITULO 2

A APROXIMAÇAO

r e l a t i v í s t i c a  d e  HARTREE

Neste capítulo serão apresentados, de maneira sucinta, os cálculos referentes à auto-energia e 

à densidade de energia com o uso da aproximação relativística de Haxtree (RHA). O objetivo 

neste caso é mostrar, em linhas gerais, o modo como a aplicação da RHA funciona. Detalhes 

relativos à avaliação destas quantidades - bem como dos procedimentos de regularização 

e renormahzação adotados - foram omitidos neste ponto, mas serão melhor discutidos nos 

capítulos que se seguem. Cálculos análogos aos apresentados aqui podem ser encontrados nos 

capítulos 5 e 6 , onde a auto-energia e a densidade de energia são calculadas detalhadamente 

com o auxílio da expansão ô.
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No centro de qualquer problema que envolva muitos corpos está o cálculo da densi­

dade de energia ou da equação de estado que descreva o sistema. Para obtenção destas 

quantidades, podemos utilizar o tensor energia-momento, cujos elementos de matriz deter­

minam a densidade de energia, pressão e outras quantidades termodinâmicas. Neste caso, 

por estarmos lidando com quantidades observáveis, é necessário fazer uso dos propagadores 

interagentes. O operador tensor energia-momento, que é definido por

=  -g ^ C w  + 1 ^  ' , (2 . 1)dx^ d{dqi/dXf,) 

pode ser dividido em três partes para o presente modelo:

onde

f r  = , (2. 3)

T r  =  + d̂<j>d̂<j) (2. 4)

T r  = hdaVxd'^V^ -  mlVaV^]g^^ -  . (2. -5)A

Na derivação da Eq.(2.3), utilizamos a equação de movimento do bárion, e na obtenção da 

Eq.(2.5) usamos o fato de que a corrente bariônica se conserva, o que implica que — 0.
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Os valores esperados de e f ^ ‘' no estado fundamental da matéria bariônica

interagente (j^  >) podem agora ser expressos em termos dos propagadores exatos da teoria, 

e assim

(27t)̂
(2. 6)

< > =  - i  J
d^k

A,(fc) (2. 7)

< > = i  j
d^k

(27t)4 -{k^ -  mDg'^'' - (2. 8)

Aqui, vale ressaltar que, por estarmos tratando de uma teoria quântica de campos 

relativística, as expressões acima podem divergir. Por isso, para obtermos resultados físicos 

(finitos), necessitamos fazer uso.de um processo de renormalização, que consiste nas seguintes 

etapas:

• Primeiro, renormalizamos os propagadores interagentes no vácuo {kp =  0) através da 

inclusão de contra-termos adequados à densidade lagrangeana original, gerajido assim 

£ct, que por sua vez determina um grupo correspondente de contra-termos no tensor 

energia-momento (T^‘').

• Quando kp /  0, contribuições adicionais ao valor esperado do tensor energia-momento 

são geradas por estes contra-termos (CTC):

CTC = <  > • (2. 9)
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Estas contribuições devem ser incluídas às Eqs.(2.6)-(2.8).

Definimos então o tensor físico subtraindo o valor esperado no vácuo {VEV) do 

tensor total +  T^'-

V E V  =  lim < > . (2. 10)kjp—tO

Assim:

kp—>0

=  > + C T C - V E V  . (2.11)

Nosso ponto de partida é o cálculo da contribuição dos diagramas diretos de segunda 

ordem ao propagador bariônico - lembre que na RHA somente termos diretos são consider­

ados. Estes diagramas podem ser vistos na Fig(2.1). Com o auxílio das regras de Feynman, 

podemos escrever

2S(">(q) =  íS°(q)S(">5“(ç) , (2 . 1 2)

onde

^(2) ^  j.(2) _  (2 . 13) 

é a auto-energia em segunda ordem:

r f  =  -ig .̂A°Áf>)tr J +  E i (2. 14)
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(2).
À O

O '  
Â  0

(2. 15)

q q
Figura 2 .1 ; Contribuições de diagramas diretos de seg-unda ordem ao propagador bariônico.

Incluímos também as contribuições de diagramas diretos aos propagadores mesônicos, 

mostrados na Fig.(2.2);

A“(?)

(2 . 16)

(?) = (2 i ) ‘áW (,) [EgEW] /gl . (2. 17)
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(2) ^  ^  
iD ^ v ( ^ )  =  .......... ->........... \ Y ^  ...........< ..........

Figura 2.2: Contribuições de diagramas diretos de segunda ordem aos propagadores 
mesônicos.

Lembre que S^{k) =  Sp{k) + S'^(fc), e as integrais acima, calculadas ütilizando-se o 

propagador no vácuo (S"^), divergem. Paxa contornar este problema e eliminar a divergência 

em Ss, adicionamos à densidade lagrangeana original um contra-termo 

Cet =  « 1 0 , com « 1  definido da seguinte maneira:

0  0 0  i a i

Figura 2.3: Definição do contra-termo ai.

« 1  é então dado por

f  d k 1

Com o objetivo de manipular melhor as divergências que aparecem no decorrer dos 

cálculos, regularizamos as integrais através do Método da Regularização Dimensional, que 

será discutido mais profundamente no Cap.4. Assim, calculando a integral acima em 2uj 

dimensões, onde 2a; =  4 — 2e e o limite e 0 é tomado no final, obtemos



m

o  caráter divergente de «i a,parece agora como um pólo da função F quando-€ =  0. O 

efeito do. contra-termo é fea r o valor esperado de no vácuo em zero, ou seja

< (p >kF=o =- 0 -, (2 . 2 0 )

que serve para manter a estabilidade do vácuo.

Gom a. introdução dó contra-termo, é agora rdada por

= - É d f í '  

e pode ser representada através da figura abaixo;

0 ^  0 0 i tt] 0 /  X 0 
------ y - - - l  Y-iS ^  y iS o

igs lgs\----/  igs igs Íg sV _ /

Figura 2.4; Auto-energia escalar renormalizada.

Para o caso da auto-energia vetorial obtemos, por integração simétrica, um resultado 

nulo para o idiagrama direto vetorial calculado no váeuo, e .portanto não há necessidade de 

renormalização. Assim, se reduz a,

Os‘ resultados em segunda ordem, para S podem agora ser somados, em todas as ordens 

auto-consistentemente com o auxílio da equação de Dyson

+  , {-2. 23)
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onde também a auto-energia é caimlada utilizando-se os propagadores interagentes. Esta 

expressão é representada diagramaticamente por

Hs = + XH 'H = -•------->----- + >
-ÍIV ©

Figurá 2;5; Representação gráfica do propagador barÍôrii<3o vestido obtido através-da RHA. 
As linhas mais escuras representam o propagador bariônico de Hartree.

A Eq.(2.23) pode ser resolvida formalmente, dando como resultado

:(2. 24)

e obtemos então .para o propa,gador bariônico

?í/; — +
*7T

k*~ - rn*'̂  i i<- I']*{k) k l)

{2. 25)

sendo

m* =  m + E (2 . 26)

ÍT-(A;) , :E\k) = E*{k) -  E ^  . (2. 27)

0 s propagadores mesônicos também devem ser calcidados usando-se temos então
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A "(k )  =  A“{*) -  i(2x)‘5<")(-í;)(Eff/sf (2 . 28)

O " =  -  í(2’r)‘5W tfc)(S V S U /9Í . (2.29)

Estes resultados, que serão utilizados no cálculo de T’'**', podem ser vistos na Fig.(2.6).

=

m M • . —

1̂̂ ''Figura 2.6; . Representação dos propagadores mesônicos vestidos obtidos através da RHA

A auto-consistência é assegurada calculando-se novamente a auto-energia com a uti­

lização do propagador de Hartree S^{k) e reobtendo e S^^

Para este procedimento é dado por

Novamente, o termo proveniente do vácuo desaparece por . integração simétrica, e a auto- 

energia vetorial .se reduz a

9v kp Q
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O resultado acima é análogo ao obtido com o uso do propagador nu [Eq.(2.22)], e assim 

não é afetada, satisfazendo a condição de auto-consistência de Hartree automaticamente. 

No caso escalar,

e utilizando o propagador no meio, obtemos

V.S _  9l  m *

Para o cálculo de no vácuo, inicialmente somamos as contribuições dos diagramas 

diretos escalares em todas as ordens na Eq.(2.23);

S^{k) = S^{k*) +  S°{k*)E^ffS^{k) . (2. 34)

Agora, é expandido em uma série de potências em função de E|^ renormalizada resol- 

vendo-se a Eq.(2.34) iterativamente, e obtemos

5'^(fc) =  ;£[S '°(r)]"^+^[E |^r • (2.35)
m=0

A inserção desta expressão na Eq.(2.32) dá como resultado a seguinte equação implícita 

para a auto-energia escalar:

/j2 I- oo

E^ =  i ~ t r  /  [S y  ™ + E^ +  termos finitos . (2. 36)

Os termos finitos são os termos provenientes do meio, que se anulam em densidade zero e 

por isso são irrelevantes no trabalho de renormahzação.
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Fica claro, por contagem de potências, que os termos com 0 < m < 4 na Eq.(2.36) são 

divergentes. Estas divergências devem ser removidas incluindo-se a densidade lagrangeana 

de contra-termos

Cdt — Oíl4> + (2. 37)

na densidade lagrangeana (1 .1 ) e incorporando estas novas contíibmções em E^. Os diagra­

mas de Feynman relacionados à Eq.(2.37) podem ser vistos na Fig.(2.7). Estes diagramas 

contribuem para a auto-energia escalar, gerando os contra-termos mostrados na Fig.(2.8) e 

descritos analiticamente por

Note que o lado direito da equação acima envolve a auto-energia escalar renormalizada Efj, 

pois os contra-termos devem ser incluídos em todas as ordens.
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- •  + 
i tti

+ +
ia2 1 a,

Figura 2.7: Diagramas de Feynman relacionados à Cet-

la. la?
+ +

i«3
3!

+

1U4

I itt4 
' 4Î

Figura 2.8: Auto-energia escalar de contra-termos.

Para determinar os coeficientes a-m, inicialmente reescrevemos a Eq.(2.36) usando a 

identidade dSp{k)/dm  =  obtendo assim

dm/ + + termos finitos . (2. 39)

Comparando agora a equação acima com a Eq.(2.38), podemos cancelar os 4 termos diver­

gentes nesta expressão definindo am como

ctm =  - i { - g s T t r  j
d^k

{2nY
dITO—1

dm'
(2. 40)

onde 1 < m < 4. O resultado final (finito) para a auto-energia escalar renormalizada escrito 

em termos do propagador de Hartree S^{k) então fica

^  m l  J  (2 7 t )4  m !  m l
St, = Om+l (2. 41)
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Para computar a equação acima explicitamente, calculamos os contra-termos definidos 

em (2.40) e a integral definida acima com o auxílio de técnicas de regularização dimensional, 

obtendo como resultado a seguinte condição de auto-consistência para a auto-energia escalar 

renormalizada na aproximação relativística de Hartree:

mi Jo
? (Pk m*

47t̂  E*{k)
+Am*

onde

(2. 42)

í L J L
m? 27t2 m* In 2 / *  ̂ * ,o 1 1 . * .s—  ~ m [m -  m) -  -m {m  -  m) — Trim — m)

\ Tíl / 2i D . (2. 43)

Conhecendo-se e (ou m*), o propagador fica completamente determinado. 

Podemos então partir para o cálculo da densidade de energia. Para este fim, consideraremos 

inicialmente as contribuições provenientes dos mésons, utihzando as Eqs.(2.7) e (2.8). Os 

propagadores mesônicos são dados por (2.28) e (2.29), e as auto-energias são representadas 

pelas Eqs.(2.31) e (2.42). As contribuições à densidade de energia mesônica provenientes 

de A°(/c) e D^^(k) são independentes da densidade, e podem ser elimidadas através da 

subtração do valor esperado no vácuo [veja Eq.(2 .1 1 )]. Assim, temos como resultado

£3 = <  ’í l f f
2^;

(2. 44)

2 ml

/  \  2
(2 . 45)

Para o cálculo da contribuição bariônica, cuja expressão é dada pela Eq.(2.6), temos



23

£b =  < «|Tf>|4' > =  - i t r  I  ~ l ' l ° s « ( k ) ] k °  -  e r  + e',̂ct-b

(2tt)

-  ■*'/
d^k (k^ -  g,Vo)k^

(27t)  ̂(k^ — gyVoY — — m*^ +  ie
__ vev . ^ct (2 . 46)

onde

gv / 1.3 \np
m.V \ 37r̂ (2 . 47)

A última integral na Eq.(2.46) representa a soma sobre os nucleons no mar de Dirac, e 

contém divergências. Para isolá-las, resolvemos a integral utilizando técnicas de regularização 

dimensional, e obtemos

d^k-4 i  í  —  
J  (27T

{k^-g.Vo)k^
(27t)'̂  {k^ — gvVoY — k^ — +  ie 
2 / 4-tt \ ^

 ̂ m * ^ r(e -2)(3 - 2e) .(47t) \m * 2 (2 . 48)

Tomando o limite e 0 , vemos que cinco termos apresentam pólos em e =  0 . O 

primeiro termo, que é completamente independente da densidade, é cancelado pela subtração 

do valor esperado no vácuo, indicado em (2.46). Os quatro pólos restantes são eliminados 

pelos contra-termos definidos previamente, dados pela Eq.(2.37). Neste caso, a contribuição 

dos contra-termos (CTC) é o valor esperado do tensor energia-momento gerado por Cet

(2. 49)
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Assim, a correção finita à densidade de energia devido à ‘Autuação do vácuo” fica

A g v F  — SvacipT' ) Svacijf^ ) £ct — -m * In ( —  ) +  m  {m* -  m)
47t2 L \ m  J

+ -  m f  + ^(m* -  m f  +  -  mY2à o \Ã (2. 50)

e a densidade de energia na aproximação relativística de Hartree é dada por

1 9l£rha = 2 TO:
d^k

(2 7T)



CAPITULO 3

A EXPANSAO ô

3.1 O Método

Na Introdução, apresentamos um breve resumo do funcionamento da expansão õ. Para 

ilustrar melhor essa discussão, vamos utilizar como exemplo a teoria escalar A0'*. A densidade 

lagrangeana desta teoria é dada por

C<t> =  , (3. 1)

onde (j) representa o campo escalar e rus representa a massa deste campo. Segiiindo a pre­

scrição para a interpolação dada na Introdução, podemos definir a densidade lagrangeana 

livre arbitrária Cq como

£o =  i ( a , W - n ! 0 ") . (3 .2)

sendo e o parâmetro arbitrário de massa. Assim, o modelo interpolado fica
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___  1 ( \  1 9 ,.Am  = -  -{m l +  U iiw -  5 . (3. 3)

A maneira como o método funciona fica mais clara através da análise das novas regras 

de Feynman geradas pela densidade lagrangeana interpolada.

A regra ~ i \  referente ao vértice original é agora escrita como —i 5 \  indicando que 

a expansão é feita com relação ao parâmetro artificial ó', e não mais com relação à constante 

de acoplamento original A. Mais importante são as modificações • geradas pela introdução 

do termo quadrático arbitrário. O propagador, que originalmente é descrito por

iAsip^) =  , (3. 4)

após a interpolação fica

1 -
2

p2 _  ^ 2  ie

- 1

(3. 5)

~ m l+  ie — m l + it   ̂ — m l + ieg  \ VK. y  t i v g

_L,  ̂ f  ̂ í ' ^
p ^ - m l + i e  j P - m l +  i e  p ^ - m l +  i e ^  ’ 

indicando que o termo proveniente de Co entra na teoria de maneira não perturbativa. 

Temos também outra regra, ( i S f i l ) ,  derivada do termo de interação que é tratada

de maneira perturbativa.

Neste momento, é importante notar que somente um cálculo que envolvesse todas as 

ordens em 8 poderia compensar o número infinito de inserções i f i l  presentes no propagador, 

e a necessidade de truncar a série em alguma ordem faz com que tenhamos sempre uma 

dependência tanto em quanto em 8. Como já mencionado anteriormente na Introdução,
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podemos eliminar a dependência em 6 igualando-o à unidade no final, pois este é o valor 

para o qual a teoria original é retomada. Mas temos ainda a dependência em Existem 

diferentes métodos para eliminar esta dependência [3, 4, 5, 6 , 13, 14], entre eles o Princípio 

da Mínima Sensibilidade (PMS) [13]. Este princípio se baseia na idéia de que o valor de uma 

quantidade física P(//), calculado até uma certa ordem em ô, deve ser aquele para o qual a 

quantidade física seja menos sensível a pequenas variações com relação a //, ou seja,

dfj,
=  0. (3. 6 )

Aí

Este processo variacional produz resultados não perturbativos, pois, uma vez fixado, fx 

torna-se função dos parâmetros originais, incluindo a constante de acoplamento. A expansão

S utilizada juntamente com o princípio variacional é conhecida como expansão ô otimizada

4]. Uma prova da convergência da expansão ô otimizada é dada na Ref.[15] para um 

problema em mecânica quântica. As diversas formas da expansão S foram aplicadas com 

sucesso a diferentes problemas em mecânica quântica [15, 16] , teoria de partículas [17, 18 

, física estatística [19] e teoria de campos [5, 6 , 13, 2 0 , 18, 19, 2 1 , 2 2 ]. As muitas aplicações 

mostram que é possível obter os mesmos resultados conseguidos através de métodos não 

perturbativos tradicionais ainda nas ordens mais baixas de ô.

As diversas aproximações não perturbativas utilizam diferentes prescrições na seleção 

dos diagramas de Feynman a serem utilizados na teoria, e a expansão õ possui vantagens 

nesse sentido sobre as outras técnicas. A principal delas é que a expansão 5 trabalha com 

um número reduzido de diagramas, pois a seleção destes é feita de maneira essencialmente 

perturbativa. O fato de hdarmos com poucos diagramas facilita enormemente o trabalho 

de renormalização. Nos métodos não perturbativos tradicionais, precisaríamos somar um
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número infinito de diagramas de um determinado sub-grupo escolhido para levar em conta 

todas as ordens da constante de acoplamento. Este procedimento gera problemas tanto 

na inclusão de diagramas que possuam ordens mais altas quanto na renormalizaçãxD não 

perturbativa a ser feita. Podemos citar também como vantagem sobe os outros métodos a 

ausência de auto-consistência da aproximação, o que reduz em muito o esforço computacional 

numérico. Além disso, vale notar que o cálculo feito usando diagramas em uma determinada 

ordem em 5 pode conter diagramas que pertenceriam a diferentes ordens se estivésssemos 

usando outras aproximações.

Existem diferentes maneiras de abordar um mesmo problema usando a expansão ô. O 

procedimento padrão diz respeito a expandir a quantidade física de interesse em ordens de S 

a partir da densidade lagrangeana interpolada C{5). Por exemplo, se a quantidade física a ser 

calculada for a densidade de energia (s), usamos C{5) para obter e, e utilizando o propagador 

“nu” dado pela Eq.{3.5), calculamos s ordem a ordem perturbativamente. Alternativamente, 

podemos partir de uma expressãxD exata para e derivando o tensor energia-momento 

a partir da densidade lagrangeana original C. Se optarmos por este caminho, a expansão 5 

entra nos nossos cálculos através dos propagadores e vértices “vestidos”, isto é, que levam 

em conta as interações. Usando como exemplo a teoria o propagador vestido seria

onde representa a auto-energia. Neste caso, para implementar a expansão S, calculamos 

a auto-energia perturbativamente em ordens de õ, e o propagador vestido fica então definido 

da seguinte maneira;
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iA f{p^) = -------- ^ . . (3. 8 )p2 _  ^ 2  _  S- (̂p2) _(_

Neste trabalho estaremos utilizando o segundo meio de implementação da expansão 5, que 

foi também o meio utilizado na Ref. \1 .

3.2 O Modelo de Walecka Interpolado

A expansão 8 foi aplicada ao modelo de Walecka primeiramente em [7] e posteriormente em 

23 •

A densidade lagrangeana do modelo, segundo a Eq.(l.l), é dada por

+  . (3.9)

Agora, para implementar a expansão 5, definimos £o como

Co =  -  n )i. +  i  [cy4,d'‘4> -  ml4>'‘) -  , (3 . 1 0 )

onde SI =  TO +  /i, e então a densidade lagrangeana interpolada fica

Cw{à) =  £ 0  +  + Qsî cjnjj +  A‘V̂ '0) • (3- 11)

No presente trabalho, a quantidade física de interesse é a densidade de energia para a 

matéria de nêutrons, a qual é descrita pela componente 0 0  do tensor energia-momento. Para 

o modelo de Walecka, este tensor pode ser escrito como
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T^u =  -g ^ X w  +  +  d̂<t>d''<j) +  . (3. 12)

Note que, diferentemente da derivação do tensor feita no Cap.2 , a equação de movimento 

do nucleon não foi utilizada. A explicação paxa este fato ficará mais clara mais adiante. As 

equações de movimento para os mesons escalax e vetorial são respectivamente

{df,d^ + ml)(}) = (3. 13)

{d,d^ + m l)V^ = , (3.14)

e para obtenção da segunda equação usamos o fato de que a corrente bariônica se conserva, 

o que significa que ôfiV^ =  0. Integrando as Eqs.(3.13) e (3.14), obtemos

4>(x) =  <tf‘{x) - g . J  é y A .{ x  -  v)íi(y)il>(y) (3. 15)

V^(x) = V ^ { x ) -g , j , (3.16)

onde (fp e são as soluções das equações homogêneas e
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D%{x) = I
<fk

(27t)  ̂ -  m l + ie 

Escrevemos agora o valor esperado do tensor energia-momento como

(3. 18)

(3. 19)

Substituindo as Eqs.(3.15) e (3.16) na Eq.(3.12), e calculando < 3'’'̂ ’" > com o aioxílio das 

Contrações de Wick, obtemos

d^k

onde

(27t)̂ (3. 20)

2 TO?

X

d^k d S
(27t)4 (27t)4 [S\q^k)S*{q)]ú.s{k^) 

(3. 21)

1 0̂  
2 to2 (27t)̂

J ( 2 7 r )4 (2 7 T ) 4

X

(2x)<

7 a S '( ,  + í:)7'5*(í)] D^-ik^)

r , (3.22)

sendo S*{k) o propagador vestido do nucléon e As(fc^) e Dfj,i,{k' )̂ os propagadores mesônicos 
/

não interagentes. E importante salientar que na derivação dos tensores acima foram despre­

zados termos cujas contribuições dariam origem a correções às auto-energias mesônicas e aos



32

vértices, ou seja, termos de ordens superiores a 8"̂ . Observe que os propagadores mesônicos 

utilizados no Cap.2 eram propagadores vestidos, e por isso, naquele caso, precisávamos cal­

cular também a auto-energia mesônica [veja Eqs.(2.16) e (2.17)].

Note que, na lagrangeana (3.11), somente os termos bariônicos foram interpolados, 

pois, ax) integrarmos as equações de movimento dos mésons, estes ficaram escritos em função 

do propagador do nucleon, o que fez com que os campos mesônicos fossem automaticamente 

interpolados. A equação de movimento do nucleon não foi utilizada na derivação do ten­

sor energia-momento, pois desta maneira já estaríamos utilizando um método variacional e 

minimizando a densidade de energia, e faremos isto posteriormente ao aplicarmos o PMS.

A densidade de energia para matéria de nêutrons então fica

£W — £ò +  Ês + £■« , (3. 23)

onde

(3. 24)

X

2 m2 {27rY (27t)̂  1-

-  m l )A . (e )  -  l] -  + e f  -  evev
s (3. 25)

Bv = - -

X

2 ml
tr I (27T)

g l t r j d^k d'̂ q 
(27t)̂  (27t)̂

-  mDD^ik^) -  l] -  { k r n ^ ik ^ ) ^  + a ^ -  . (3. 26)
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onde S^* é o propagador bariônico interagente calculado com o uso da expansão ô, dado por

iS^*{k) =  - — ^ . (3. 27)
 ̂  ̂ fé - { m  + i:^) + Z€  ̂ ’

Este propagador será avaliado no próximo capítulo, e no capítulo seguinte calcularemos a

densidade de energia.



CAPITULO 4

CÁLCULO E RENORMALIZAÇAO

DA AUTO-ENERGIA BARIÔNICA

Neste capítulo calcularemos, com o uso da expansão ó, a auto-energia bariônica renormal- 

izada. Com ela, podemos determinar a forma do propagador vestido, que será utilizado 

posteriormente na derivação de quantidades físicas de interesse. Este processo já foi re­

alizado no Cap.2, onde utilizamos como método para obter a auto-energia a aproximação 

relativística de Hartree. Com o uso da expansão â, veremos que é possível ir além do resul­

tado obtido através da RHA e incluir na derivação da auto-energia também as contribuições 

provenientes dos diagramas de troca. Este método seleciona os diagramas de maneira per- 

turbativa, de modo que o número de diagramas envolvidos no processo de renormalização 

fica reduzido. As diferenças entre os dois métodos ficarão mais claras no decorrer do texto.
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4.1 Cálculo da Auto-Energia Bariônica

Usando a densidade lagrangeana interpolada do modelo de Walecka, dada pelas Eqs.(3.10) 

e (3.11), vamos calcular a auto-energia bariônica. Este processo será feito considerando-se 

contribuições até 0{ô'^).

Em 0(á), temos a contribuição do termo dada por

S(<̂ =i) = - 5  n . (4. 1)

Já em 0(5^), temos a contribuição de termos diretos (também chamados de tadpoles, 

ou girinos) e de troca.

Podemos expressar diagramaticamente todos os termos que contribuem para a auto- 

energia até segunda ordem da seguinte maneira:

k-Q ’̂■‘1
(2) - 8̂  iS (q) = > » >

k k 
Figura 4.1: Contribuições de diagramas de Feynman ao propagador bariônico até O(ó^). O 
primeiro diagrama representa a contribuição em 0(ó). O segundo e o terceiro são diagramas 
diretos, e os dois últimos de troca.

Para uma maior clareza, calcularemos a contribuição à a auto-energia proveniente 

destes diagramas usando inicialmente o propagador no vácuo (Sp) e posteriormente no meio

4.1.1 Cálculo da Auto-Energia no Vácuo

O propagador bariônico no vácuo é dado por

q
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e, para o diagrama direto escalar, temos

- iS * ’’ =  -dÔQ ____ -____ tr í ___! Í^ J : ^-1— (4 3 )

Por conservação de momento, l (o momento do méson) é nulo. Tomando o traço da equação 

acima, obtemos

=  í ^ 4 n  í ^  ____  (4 4)
m i  J  a ? + i í  ' ' '

Passando agora a equação do espaço de Minkowski para o espaço Euclideano (rotação de 

Wick) fazendo ko = ik^  e k  =  k£;, a expressão para fica

J,.*r _  í ^ 4 fi r  1 „  >

A auto-energia escrita desta forma diverge, e é preciso então renormalizá-la. Necessi­

tamos para isso aplicar alg\im método para regularizar a. integral, ou seja, precisamos encon­

trar uma maneira de manipular formalmente as divergências. Existem diferentes métodos 

de reg^ilarização, tais como o Método do Cut-off, em que o limite divergente da integral é 

substituído por um cut-off A removido de maneira sistemática do resultado final, fazendo 

com que as previsões tenham valores finitos de acordo com os valores experimentais. Outro 

método - que vem sendo utilizado no decorrer deste trabalho - é o Método da Regularização 

Dimensional, proposto em 1972 por t ’Hooft e Veltman e também por Bollini e Giambiagi 

24, 25]. Neste método, ao invés de 4, trabalhamos em 2lü dimensões, onde 2o; =  4 — 2 e.
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Desta maneira, o resultado da integral fica expresso em termos de funções gama, que são 

então expandidas em função de e, apresentando pólos quando o limite e ^  0 é tomado. Para 

que a equação fique dimensionalmente correta, precisamos ainda definir um novo parâmetro 

(77) que possui dimensão de massa. Assim, a constante de acoplamento em 2a; dimensões 

escrita em termos da constante original fica

í g .  =  h Á r i f - “ ■ (4. 6)

Aqui, vale salientar que, se neste trabalho utilizássemos como esquema de renormalização 

o método da Subtração Mínima, que simplesmente remove os pólos, o parâmetro r) estaria 

presente no resultado final, e seria fixado de maneira que os resultados físicos fossem re­

produzidos. Diferentemente, o Método da Camada de Massa (que será o método utilizado) 

remove da teoria tanto os pólos quanto as contribuições finitas provenientes da renormal­

ização, incluindo o parâmetro r}. Neste caso, não há necessidade de que 7] seja escrito 

explicitamente.

Reescrevendo então a auto-energia em 2a; dimensões, obtemos

ml J  (27r)^jfci + !12 ' '

Substituindo a Eq.(B.l) na Eq.(4.7) e resolvendo a integral resultante com a auxílio da 

Eq.(B.6 ), temos

Como a; =  2 — e, a auto-energia fica
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eln 47T
Õ2

r(e -  1 ) (4. 9)

Substituindo agora as expressões paxa a função gama dadas pelas Eqs.(B.2) e (B.3) na 

Eq.(4.9) e expandindo a exponencial até 0{e), obtemos a expressão regularizada da con­

tribuição para a auto-energia proveniente do diagrama direto escalar;

Para o diagrama direto vetorial;

(4. 10)

J? - m l + i e j
\  f  d^k . i(/í + 0)

(27t)̂

Sabendo que / =  0 e tomando o traço da Eq.(4.11), obtemos

(4. 11)

^ ' ' I  {2-K)̂  k^ - n ^  + ie ■

Fazendo lima rotação de Wick e passando de 4 para 2lü dimensões, resolvemos a integral 

com o auxílio da Eq.(B.S), obtendo um resultado nulo para 

A contribuição do diagrama de troca escalar é dada por

kv
\  'rnv j

-Æ troca d^k *(/í +  n)
(27t)  ̂ — ÇP + ie {k — qY  — +  k  

Fazendo uma rotação de Wick e passando de 4 para 2u dimensões;

(4. 13)

-^troca
= -{à9sŸ

dP^kr
J (2tt

■E Ĵ E

+ /
d ^ k■E

(27r)2-(fc| +  0 2 ) p ^ _ Ç ^ ) 2  + ^ 2

n
{2TvY‘̂ {k% + æ )[{k E -q E y  + m l

(4. 14)
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Podemos escrever esta equação como

(4. 15)

onde A 4e  se refere à primeira integral e BQ, à segunda.

Para resolver a parte em O, reescrevemos BQ. fazendo uso da parametrização de Fejmman 

veja Eq.(B.lO)]. Assim, após fazermos algumas manipulações no denominador, obtemos

Bn=~{6gf£dx J O
(27r)2<-[/c'2 +  a2(a;)]2 ’

onde k' = ks -  Qe Í^ -  x), a^{x) =  — x) +  rríl{\ -  x) +  e x é o pararâmetro de

Feynman.

Resolvendo a integral em k' com o auxílio da Eq.(B.7), BQ fica

BQ dx
F(2 -  üü)

{47r)‘̂ [a^{x) 2 ~ u

Substituindo uj = 2 — e:

(4. 17)

B ft = r cln
47T

(4. 18)I i l  / díc;F(e)exp 
47T y Jo

Sabendo que F(e) =  l/e  — 7  e expandindo a exponencial até 0(e), obtemos a expressão final 

para BQ:

-  fJo dx\n Oe X Í I  — x ) +  m l { l  — íc) +  í í^ x

mi
(4, 19)

Para o cálculo de A 4e -, multiplicamos ambos os lados da equação por 4ei e assim
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í ó g X  f  d ^ k EA = -
V Qe

kEQE (4. 20)(27t)2“ (fc| +  f^2)[(/i;  ̂_  q j ^ Y  + rnl 

Utilizando a parametrização de Feynman e reescrevendo novamente a integral em termos de 

a^{x) e k', temos

A = -
\àg.

\QEy I > Í W .

d‘̂ ^k' k'qE +  g |( l  - (4. 21)(27t)2- [fc'2 +  a2 (a;)]2

Para resolver a integral em k', utilizamos as Eqs.(B.7) e (B.8 ), e a expressão acima então 

fica

A ^ A à g s f  fJO

Substituindo cv = 2 — e, obtemos

2 — l ü
(4. 22)

47T

/■l
/ dx(l — x)r(e)exp

Jo
'  ̂ 47T \eln

e expandindo a exponencial até 0(e), A ^e fica

A 4 e  —

/ 1 /̂ 47t' <Íb { ---- 7 +  In

-  2  í  dx{l -  x) In 
Jo

Qe ^ Í I  -  x )  +  rn^{l -  x) + Í2^x
mi

(4. 23)

(4. 24)

Assim, a contribuição para a auto-energia proveniente do diagrama de troca escalar é 

dada por

~ytroca

\e
-  2  /  dx{l -  o;) In 

Jo
qEx{l — x) + rnl{l — íc) +  0.^x

mi



\Atvj i : dxln
g|;x(l —x) + TÔ (1 — x) + Ú^x

mi
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. (4. 25)

Para o caso do diagrama de troca vetorial, temos

- ? e :itroca

(27t)4 

=  -{àgv?

é k

k'  ̂— Q + ie
-'íQnu

{ k - q Y - m l + i e )
(4. 26)

' r d^k I'^k^lxYOtiv
J  (27t)4 (fc2 --  -j_ ^e)[(/j _  qY  _  ^2

+ / (27r)'*̂  (A;2 — _|̂  ?e)[(fc — qY — +  ie] 

e usando a relação de anti-comutação {7a, 7^} =  “̂gxfj.'

(4. 27)

_ i ^ t r o c a  ^

é k
/

( fk - 2  Jè

I
(27t)^ (fc2 -  0 2  +  ze)[(/í; -  ç)^ -  +  k  

4fi
(4. 28)

(27t)^ _|_ _  g)2 _  1^2 _j_

Aqui, temos novamente uma equação do tipo A íÍe  + Bü ,  onde A 4e se refere à primeira 

integTal e BQ. k segunda. O procedimento para a resolução destas equações é análogo ao 

utilizado no caso do diagrama de troca escalar. Portanto

■^troca

\47T/ fe  i -  -  7 +  In[e \ m l j
— 2 /  dxil  — x) In 

Jo
qE^il -  x) ^  ml{\  -  x) íí^x

mi

AÇl
 ̂ í l /■i ,
{ ---- 7  +  In — / dxín

[ m l ) Jo
^q%x{l -  x) + ml{\  - x ) - \ -  Q^x

mi . (4. 29)

4.1.2 Cálculo da Auto-Energia no Meio Denso

O propagador bariônico no meio é dado por
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So{k) = (!( + í i ) ^ ^ s { k < ‘ -  E°{k))e{kr -  |k!) , (4. 30)

onde E^{k) =  (k2 + n 2)i.

Substituindo esta equação na expressão para a auto-energia proveniente do diagrama direto 

escalar, temos

'  t r j  . (4. 31)(P - rn ^  + it) J (2 7 t ) E ^ k )

e portanto

E f  =  -
\rrisj 

\rrisj

dk J  d k  e{kF |k|)
47T̂  
fl j-Î F

dk-
k2

(k2 +  Q2)t

(4. 32) 

(4. 33)

Para o caso do diagrama direto vetorial:

- Æ f  =
\

J2 - r n l  + ie^
Jç iir

^ ( - % . 7 " ) i ( í !  + f i ) ^ < í ( A “ - i ? ’W ) « ( f e - |k |)  , (4.34)

Tomando o traço, a equação fica:

E^{k)

e portanto
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(4. 36)

Calcularemos agora a contribuição referente ao diagrama de troca escalar, dada por

-  lk |) . 

(4. 37)

ou

ĵ troca _ -{SgsŸT^ J
d ^ k  (7«fco -  7-k +  Ü ) ô { k ^  -  E % k ) ) 0 { k F  -  |k|) (4. 38)

(27t)  ̂E%k){[E%k) -  í;o(ç)]2 -  (k -  q)2 -  ml}  '

Reescrevendo o denominador da equação como As{k, q)+2kq cos 9, onde As{k, q) = [E'^{k) — 

£' °(g)]^— e resolvendo cada integral separadamente, temos então para a primeira 

integral

,  ^  Ÿ { S 9 . r  Í .Z . E«{k)e(k j ,~m)
’ 167t̂  J E°{k)[As + 2kqcos

1

lÔTT̂  Jo q 

onde Qs{k, q) = In [(A  ̂+ 2kq)/{As -  2kq) 

Para a segunda integral:

E^{k)[A, + 2kqcos6

/  /  /  dkd6d(j)\í^úne ------IGtt  ̂ J o J o J o A^ + 2kqcos6

Jo q

(4. 39) 

(4. 40) 

{4. 41)

I9. —
( S g . r  f  ^  r k S { k °  -  E f j k M k p  -  \k\)
167t̂  J E'^{k) [As +  2kq cos 6 
(SgsY r'  ̂ fkpI'2'K r7T r k p

/  / /  dkdOd(j)\^ ÚTíd Jo Jo Jo
7-k

E‘̂ {k){As + 2kqcose)

(4. 42) 

(4. 43)
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Substituindo 7 -k =  7fc(sino!sin0sin0 +  cos^cosa) na Eq.(4.43), onde coso; =  7 .q /7 g, 

obtemos

87t2ç2 Jq -  E ^ k )  

e ^s (k ,q )  =  (1 -  A,Qs{k ,q)/4kq).

Finalmente, para a terceira integral, temos:

(4. 44)

Logo

j S g s f ^  f  ,  S(k^ -  E^[k))0{kF -  \k\)
167t^ J E°{k){As + 2kqcos9)

{Õgs)'^ü, fl̂ F 
lÔTT̂

I pZTC 7̂T rKjp
/ / / dkd6d4>k^ sin9  

Jo Jo Jo E^{k){As + 2kqcos9)

(4. 45) 

(4. 46)

h  = (k o) (4. 47)

^troca

\ 2%

-  2^:3 
q  ̂ Jo 'E%k)

k
{k,q) + íl  dk  

Jo qE^ik) <ds{k,q)

Para o caso do diagrama de troca vetorial:

(4. 48)

- Í S f “ “ =  /  — -  E°[k))0(kj, -  |k|)(-ÍÍ9.7*')

X
{ k - q ) ^ - m l  +  i e j

(4. 49)
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y<troca _  i ^ Q v ) ^

167t3 I
.3, 7^[^°(fc)7° -  k-7 +  ^ ^ ^ e jk p  

E°{k)[Av +  2kq cos 9
k | )

onde =  [E^{k) — E^{q)]^ — — q'̂  — ml-

Resolvendo novamente cada integral separadamente, obtemos

(4. 50)

Logo

h  -
(Sgv? f  ,3j YE^ikh°7^0{kF -  |k|)
167t3 J E^{k)[A^ + 2kqcosO

JO Jo Jo Â , +  2kq cos dIGtt̂

(4. 51) 

(4. 52)

/ i  = Stt̂

/*fcp Iç
/ dk-e^ ik^q)  , 

Jo q

onde Qv{k, q) =  In [(A  ̂+ 2kq)/{Ay — 2kq) .

(4. 53)

h  = (Sgv)d l f
./ ( fk -  |k|)

167t̂  ./ E°{k)[A^ + 2kqcos6 
{ôg„f /-2- f -  k 2 sin0 (7 .k)I  fZTT fTT pKF

^  /  /  dkd9d4>- 
Jo Jo Jo j

(4. 54) 

(4. 55)
Stt^  J o  J o  J o  ^  E ^ { k )  [ A ^  +  2 k q  c o s  6

O procedimento para a resolução de I2 é análogo ao adotado na resolução da segunda integral 

para o caso escalar, e assim

h  =  -
{ôgvf^ .q  f^F 
47t2 ç2

r-kp lf2

L  * £ 5 0 ) * ''* ^ ’''^ ’E^{k)
(4. 56)

onde ^v{k,q) =  (1 -  A^Q^{k,q)/4kq). 

Para I3, temos



e portanto

f  Y ^ - / A k F - \ k \ )  
J E^{k)[A, + 2kqcos

( W
167t3

{Sg^f /■2’r r>̂F 
47t3

J rZTT /*7T rKp
' /  /  dkded(j>-
0 Jo Jo J

0
sin d

E°(k) [A  ̂+ 2kq cos 9

46

(4. 57) 

(4. 58)

47t2 q Jo '"“ E°{k)

Assim, a contribuição total do diagrama de troca vetorial é dada por

(4. 59)

{àgvf
Stt̂

2 7 .q

- 7 “ í dk-e^{k ,q )  
Jo q

fkp 1̂ 2 oQ "j

4.2 Renormalização da Auto-Energia Bariônica

Tendo como referência as expressões renormalizadas obtidas na seção 4.1.1 para a auto- 

energia bariônica, podemos dar início ao processo de renormalização. As divergências que 

aparecem no decorrer dos cálculos são provenientes de termos diretos e de troca, e são dadas 

respectivamentes por

47r̂  \ m (4. 61)

Ŷ (2)troca _
v2l í õ g X  . Í1

yTHs y
— 2  /  dx(l — x) In 

Jo
q%x{l -  a;) +  m^(l -  x) +  ü^x

mi
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/ í  \ 2 

\ 4 n  y

- í dx 
Jo

— 2 /  dx(l  — x) In 
Jo

qEx{l - x )  + ml{l  -  æ) +  VP'x
mi

QeXÍI - x ) + m l ( l - x )  + Ú^x
mi,

+ 4 è) (S)-ídxln Qe^ÍI  - x )-\- ml{\  -  a;) +  Ú^x
mi , (4. 6

onde

ír(n  +  l)  =  l + ^ +  ••• +  - - 7  •Zi 77-
(4. 63)

A densidade lagrangeana completa de contra-termos, para o modelo de Walecka, é 

escrita como

Cet =  -\Cs<í>dfid̂ (í> +  Y1 -  Qb'ip[i ^  -  m)'^ + 7s0^^ .
n = l n\

(4. 64)

No nosso caso, os únicos contra-termos necessários para a renormalização da auto-energia 

são os segiiintes:

ai<p +  mc'0'0 -  Cbtpii ^  -  m)ijj , (4. 65)

que podem ser representados diagramaticamente através da figura abaixo.

«1
-   •  + +

Figura 4.2; Contra-termos necessários para renormalizar a auto-energia bariônica

Calculando a contribuição à auto-energia proveniente destes contra-termos, obtemos
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Ecí =  -«1 -  rric + Ch{ç(-  ^ )  , (4. 66)

mostrados na Fig(4.3).

Cada contra-termo, como já mencionamos no Cap.l, é composto por uma parte infinita 

(que elimina a totalmente divergência) e por uma parte finita arbitrária, que é ajustada 

posteriormente conforme o método de renormalização utilizado. Neste trabalho, estaremos 

utilizando o método da Camada de Massa, no qual os contra-termos removem tanto as 

contribuições divergentes quanto as contribuições finitas devido às correções do loop às 

amplitudes mensuráveis. Desta maneira, os parâmetros da teoria {gs-,9v,'fns,m.u e m) são 

tratados como as massas e constantes de acoplamento físicas.

^ c t -
«1 

■ - •  +
inií

-i

Figura 4.3: Auto-energia proveniente dos contra-termos

Assim, obtemos

.  _  ( M 5 !  ^  f .
47T̂  e

(4. 67)

rrir = S f S g X  ,

\47ry
+  3

\47T/ e
Fr (4. 68)

Cb =
1 (Sg. \

2'

2 1 ^ 1̂ 47tJ
-  + F, , 
e

(4. 69)

onde F] , Fc e Fb são os parâmetros finitos arbitrários mencionados anteriormente. Para 

fixá-los, usamos as condições de renormalização dadas por
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(4. 70)

Q i g'=m
=  1 , (4. 71)

sendo m  a massa física do bárion. A expressão para o propagador bariônico vestido e renor- 

malizado - - é obtida fazendo-se uso do inverso da Equação de Dyson [veja Eq.(2.24)] 

de modo que:

5 p ^ = â ^ - f i - ( E  +  Erf) , (4.72)

onde S =

Lembre que, para conservar a estabilidade do vácuo, o diagrama direto escalar deve ser 

nulo, portanto Fi é escrito de maneira que qualquer contribuição proveniente deste diagrama 

seja completamente eliminada. Logo,

=  . (4.73)

Utilizando as condições de renomalização mencionadas acima, e voltando para o espaço 

original de Minkowski {q% —q  ̂ =  —m^), obtemos então a expressão final para o inverso 

do propagador vestido e renormalizado:

+
\47T/ ' fJo

-q^x{l  -  x)-\- TÔ (1 - x )  +
-m?x{l  -  x) + mj{l  -  a;) + D.' x̂̂
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' V dx(l - x ) l n (  +  +
Att) ^Jo  ̂ ^  \ ~ m ^ x i l - x )  + m l i l - x )  + Q^x

i ^ - m )  í  í
JO

' Q{^ —m) dx—
Jo —

I Q(^ — m) áa;—

-  2

+

+ 4 

+  2

47T 

í  ̂ 9s
\47T/

^ - T O % ( 1  -  a:) + ml{l  -  x) + Q?x)

2mx{l  -  x Y  
m?x{l -  a;) +  ml{l  -  a;) +  Vl' x̂

2mx{l — x) 
w?x{l  — a;) +  m l i l  — x) + iï^x

2mx{l -  x)àgv _  _

 ̂ 47t ) Jo —m?x{l — a;) +  m ^ ( l  — x) + Q̂ x
j  2 m x { l - x f

. 47t Jo -m^x{l - x )  +  ml(l -  x) +  Q^x
\ 2

-  4 Í ^ ^  O r  dxln (  ~  ~  1 (4 74) 
V 47t ;  Jo \ - m ^ x { l  - x ) +  ml{l  - x )  + ^ x j  '  ̂ ^

Aqui, algumas considerações são importantes: note que, como mencionado anterior­

mente, com o uso da expansão ô pudemos ir além do resultado obtidos através da RHA para 

a auto-energia, e incluir também as contribuições provenientes de termos de troca a esta 

quantidade, pois o número de diagramas envolvidos no processo de renormalização ficou 

reduzido. _Essa característica do uso da expansão S pôde ser claramente observada na quan­

tidade de contra-termos necessários para a renormalização da auto-energia proveniente do 

diagrama direto escalar. Neste caso, necessitamos renormalizar somente um termo, enquanto 

que no Cap.2, onde aplicamos a RHA, 4 termos foram renormalizados.



CAPITULO 5

CALCULO E RENORMALIZAÇÃO

DA DENSIDADE DE ENERGIA

Poderíamos ter partido, no capítulo anterior, para o cálculo da auto-energia em ordens mais 

altas de ô, incluindo assim outras importantes correções, como por exemplo a correção ao 

vértice ou aos propagadores mesônicos. Mas, ao invés de levarmos em conta termos de ordem 

mais alta na expansão da auto-energia, direcionamos nossa atenção ao cálculo de observáveis 

físicos. Neste capítulo, estaremos nos dedicando ao cálculo e renormalização da densidade 

de energia para a matéria de nêutrons. Esta densidade é descrita em termos de diagramas 

diretos e de troca, e como demonstrado no capítulo anterior, a inclusão de termos de troca 

no cálculo da auto-energia é facilitada pelo uso da expansão 5. Apesar dessa vantagem, a 

renormalização destes termos para o caso da densidade de energia continua sendo uma tarefa 

extremamente trabalhosa, embora factível. Por esse motivo, neste trabalho, consideraremos 

somente as contribuições provenientes de diagramas diretos em nossos cálculos, de maneira 

a simplificá-los.



5.1 Cálculo da Densidade de Energia

Para o cálculo da densidade de energia, precisamos inicialmente definir o propagador bariônico 

vestido, que será utilizado nas Eqs.(3.24)-(3.26). Para isso, reescrevemos a auto-energia na 

forma

E ( i )  =  E f  ( i )  -  " ( f c )  ,  ( 5 . 1 )

onde agora E® e são as contribuições ao propagador bariônico provenientes de termos 

diretos até calculadas com o uso da expansão S [veja Eqs.(4.1), (4.33) e (4.36) . 

Substituindo estes resultados em (2.24), obtemos o propagador bariônico interagente, dado 

por

52

S*{k) = S m  + Shik)  , (5.2)

onde

S Í W  =  -  £ ( í ) ) 6 ( f c ,  -  | k | )  ,  ( 5 . 4 )

sendo E{k) a energia da partícula que satisfaz E{k) =  [E*{k) — ^^{k)]i,o=E(k)-

As quantidades auxiliares definidas nas Eqs.(2.26) e (2.27) são agora descritas da 

seguinte maneira:
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4tí-3 l > ^ mEl{k) ’

= k ^ - '5g^V k i
37t2

k* =  k

(5. 5)

(5. 6)

e o propagador vestido que será utilizado no cálculo da densidade de energia fica então 

completamente determinado.

A expressão para Sb, obtida no Cap.3, é dada por

^  ^ ^  e r  + s f  . (5. 7)

Calculando primeiramente a densidade de energia usando o propagador no vácuo, temos

/ (7.k +  m)-
(2 7 t )

(5. 8)

Tomando então o traço da equação acima:

+
mü.*

(5. 9)(27t)  ̂ — 0*2 4- ie fc*2 _  Q*2

Resolvendo cada integral separadamente, após fazermos uma rotação de Wick e passar de 4 

para 2lo dimensões, a primeira integral fica

/ .  =  - 4 /
d^kE  kikj
(27t)2̂  fcf + 0*2 ’ 

cuja solução pode ser obtida com o auxílio da Eq.(B.9), e assim

(5. 10)

h  =  -
2(2cü -  l)r(-u ;)

(47r)‘̂ (0*2)-o, (5. 11)
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Reescrevendo então a equação com a; =  2 — e, obtemos

/ i -
(4 7 t )=

exp ; l n ( ^ ) ] ! 2 * ‘‘r ( £ - 2 ) ( 3 - 2 £ )  . (5.12)

Substituindo a Eq.(B.4) na expressão acima, e expandindo a exponencial até 0(e), obtemos 

a expressão final para Ii, dada por

= - -  +  í^(3) + In
Le

A segimda integral pode ser escrita como

(5. 13)

I: ^ - 4 / "J (27t)^
mil*

(5. 14)(27t)2- { k f  + 0*2) ’ 

onde já  foi realizada a rotação de Wick e a alteração nas dimensões.

Substituindo então a Eq.(B.l) na Eq.(5.14), e resolvendo a integral resultante com o 

auxilio da Eq.(B.6), obtemos

—  u j )

(47r)“ (fi*2)i-w (5. 15)

Reescrevendo h  com u; =  2 — e.

eki
47T r(e-l) , (5. 16)

e expandindo a exponencial até 0(e), obtemos a expressão final para a segunda integral:

/2 =
mÜ*^ (1

| i  +  í '( 2 ) + ln (
47T \  

/47t2 le  ' ' “ "V0*2,

Calculando agora £& utilizando o propagador no meio, temos:

(5. 17)
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=  tr

^meio _—

/
h í

47T'̂  Iü

(27t)4

f4mGio _  ______  /  j4jL^ 16̂ 3 I '' *

( U* _|_ o*'\
(7-k + ^6{ko -  E ik M k p  -  |k|)

/41<-2 _|_ 47J7Q*\
^  ^  á(fco -  -  |k|) ,

\ E*{k)
3̂, /k^  +  míí*' 

d^k
\ E*{k)

(5. 18) 

(5. 19) 

(5. 20)

A expressão final para a densidade de energia bariônica pode ser então escrita como

_  __ ^v a c  I ^m ezoEb -  £b +  Sfe

+ 47t3 / ‘V k
Jo

lÔTT̂  Le
'k2 + mn*’ \  n*“ 
, E'(k)

/  47T \
+

míl*^
47T̂

+ 87t2
^ v e v  I ct 
£ò +  £fe

VO*VJ

(5. 21)

Para o caso da densidade de energia escalar, temos

1^:
2m2 7 (27t)4 (27t)̂

X l |  -  (*:")2A.(fc2)} -  e T  + e f  , (5. 22)

onde o primeiro termo do lado direito da equação é um termo direto e os outros são termos 

de troca.

Calculando somente o termo direto da equação acima, e utilizando inicialmente o 

propagador no vácuo, temos

i t r I d^k fé* + n*
(27t)'̂  k*"̂  — +  ie 

Tomando o traço e fazendo uma Rotação de Wick,

(5. 23)

2 TO? - I
d^kE 4Q*
{27t)4 k * i +

(5. 24)
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A resolução da equação acima é similar à resolução da Eq.(5.14), e o resultado final então 

fica

2m? 47t2

Utilizando agora o propagador no meio para calcular Ss, temos:

^mezo _ 1 9:
2 ml

Tomando o traço e e resolvendo a integral em a equação acima fica

i g l
2 ml

fkF
A-k* Jo E*(ik)\

e a expressão final para é então dada por

.vac , -mexoÊ, =  e r  +  e:

\m . 47T̂
Q* /•̂ í’ ,3,

+  4 ^ /o

(5. 25)

(5. 26)

(5. 27)

£;*(A;)

A densidade de energia vetorial pode ser descrita da seguinte maneira:

2 ml (27t)̂
é q  d^k

{2^r (2ny

X (5. 29)

onde novamente o primeiro termo é um termo direto e os seguintes são termos de troca. 

Utilizando o propagador no vácuo para calcular o termo direto, temos



2 m lV (2>r)
r +  ÍÍ

k*"" -  0*2 / .

Tomando o traço e resolvendo a integral, obtemos

1 QpVac __ ov
 ̂ “ 2m2

d^k ik° 
(27t)4 k*  ̂-  0*2

Calculando agora e.„ usando o propagador no meio:

1^m ezo  __ ____ J vĉv ~ 2 m lV
tr / tS z7 °^ Í 7 r K , X ^ 5 { k ^  -  E { k ) ) d { k F  -  |k|)^^

\ E ' { k ) . /  J

Tomando o traço e resolvendo a integral em A;°, a expressão fica

^meio __ ^  9v
“ 2m2 47T̂ jd ^kd ik p  -  ik|)

Resolvendo então a integral em corderiadas esféricas, obtemos para e™
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(5. 30)

(5. 31)

(5. 32)

(5. 33)

2 ml 37t2 (5. 34)

5.2 Renormalização da Densidade de Energia

Podemos notar que novas divergências aparecem nos termos calculados com o uso do propa­

gador no vácuo [Eqs.(5.13), (5.17) e (5.25)], e, para que os resultados finais obtidos para a 

densidade de energia sejam finitos, presisamos novamente renormalizar estes termos.

A Eq.(5.21) é do tipo

Eb =  aO*  ̂ +  òO*̂  +  t e r m o  f i n i t o  -  el^'^ + (5. 35)
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Expandindo e ü*^ [veja Eq.(5.5)], e substituindo na Eq(5.21), temos:

1
£ b  = m 1 / I-  +  ln 

Ve

/  47T \  
l í p j + 2 - 7

- + l n
e

/  47T \
+ J - 7Vü*V

-H termo f  inito — +  e f  .

3 n-  + ln  
Ve

/  47T
V íP

-  In 
e

3
+ -  - 7

/  47T \  1
+ 2 - 7

(5. 36)

Este resultado pode ser representado diagramaticamente da seguinte maneira:

,o
0 . 0 - o

Figura 5.1: Diagramas de Feynman para a densidade de energia bariônica.

Note que, neste ponto, o parâmetro 5 foi ignialado à unidade. Note também que a 

densidade de energia deve ser nula no vácuo {kp = 0), e, para satisfazer esta condição, 

eliminamos o primeiro termo do lado direito da equação através do termo de subtração do 

valor esperado no vácuo, pois não existe nenhum contra-termo na langrangeana que elimine 

um termo deste tipo. Assim

^v e v  _
—

1 / l  ,  ̂
2 ( í  + ‘"

47t\  3
(6. 37)

_ ^v ev  Sb -  £y 87T̂
-m '^ln

\ m j
-1- -  3m^S^ 1 1 /  47T--t- ln + 5-7
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-  4mE!
Le

+ ln
j

.ct

+ 4 - ^ 2 Ve
- + l n

n* + 2 - 7

+  termo finito +  ef . (5. 38)

Para renormalizar os termos restantes, utilizamos os seguintes contra-termos:

(5. 39)

que podem ser descritos diagramaticamente por

g 2 
2 !

. O

" Q

+

Figura 5.2; Diagramas dos contra-termos de ef'

Para escrever o;„ explicitamente, partimos da expressão dada pela Eq.(2.40) e obtemos

ocr, = -g, dOt(n—í)
dm (5. 40)

O valor esperado de 4> pode ser escrito em termos do diagrama direto escalar - lembre que 

Tsg deve ser nula para manter a estabilidade do vácuo. Assim:

1
< é > = -----Es .

9s
(5. 41)

Na renormalização do terceiro termo da Eq.(5.38), utilizamos o contra-termo a2(f>‘̂ /2\, 

dado por

0̂ 20̂  ^  3 2y2
2! 87t2

1 , /  47T -  + ln  
e \íí- . ,  +  5 - 7 (5. 42)
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onde, para a derivação de « 2 , utilizamos a expressão para a\  obtida no Cap.4 [Eqs.(4.67) e 

(4.73)].

Assim, somando a expressão encontrada para o contra-termo ao termo a ser renormal- 

izado, obtemos

1 , /  47Í 
-  +  ki 
e Ü* + 2 - 7

(jP
+ « 2 ^ - -21n

v m )  6
. (5. 43)

Para renormalizar o termo proporcional a Sf da Eq.(5.38), utilizamos o contra-termo 

a3(j)^/3\, descrito por

1  ,  /  47T 
-  +  l n  
e \m ^J  3

(5. 44)

e então

1  ,  /  47T \  
-  + l n  
e vO*V 4 " ^ .

mS
171

—2 In ( — ~l~ -1 r»\ m j 12.
. (5. 45)

Na renormalização do último termo da Eq.(5.38), utilizamos o contra-termo a4^'^/4!, 

dado por

1 1 /47T
” ^  ( --2Le

8
- 3 + 7

Logo,

(5. 46)

167t2^^ - + l n
Le + 6 - ^

3
167t2^"

-2 1 n f
n * \ 21

\ m j
. (5. 47)
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Substituindo então as expressões renormalizadas acima na Eq.(5.21), obtemos para a 

densidade de energia bariônica

eb = (in  f — ^ -  4mO*^) + m^{ü* - m )  -  -  m f '
l v m / 2

— —m(0* — m Ÿ  — — m,)̂ l + í  ( fk3 4 J 47t2 Jo
+  mQ* 

E*{k)

Para o caso da densidade de energia escalar, temos

1 í
2m1 47t29s i  + W ( 2 ) + l n ( ^ +  termo finito  > —£ r  +  e f

Substituindo a expressão para íí*  ̂ na equação acima, obtemos

(5. 48)

(5. 49)

2w2 I 47t2~ T 3 9 s m

le
+ ^(2) + ln

+ "»(ï) + In

/  47T \

3
47t2

V0*2yj

1 + ^ ( 2 ) H - I „ ( ^ ) J

1 /  47T \
-  +  W (2 )+ ln ' fi*2 /  J

+ termo f in i toŸ  — +  - f (5. 50)

Podemos representar esse resultado diagramaticamente através da Fig.(5.3). Os contra- 

termos necessários para renormalizar são análogos aos utilizados anteriormente, com uma 

das pernas externas (campo 4>) amputada. Logo



62

o . 0 - 0  • oCq • 0 -o

Figura 5.3: Representação diagramática dos termos diretos da densidade de energia escalar.

,ct d
dxj) d(j)

«3 ,2 Q;4 ,3
=  a i + 02(p + + 3f‘̂ (5. 51)

Subtraindo então os contra-termos das expressões divergentes de £«, obtemos

47t29sm
1 /  47T
-  +  v^(2)+ln 
e vm^

-21n
V m /

(5. 52)

■ ^ 9 s m  E, ;  +  <P(2) +  l n ( ^
2 íQ*\-  -  21n { —
3 \ m j

, (5. 53)

«3
2!

-  -  21n ( — 
o V m  y j

(5. 54)

11
— 2 In ( —  )

. 3 \ m j .
(5. 55)

Assim, a densidade de energia escalar pode ser finalmente escrita como



— 2

5

m..
\  y s

L i L
27t2 ml Q

11

— m ‘̂{Q* — m)

47t3^ Jo E*((k)
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. (5. 56)

Note a diferença de estrutura entre as equações encontradas no Cap.2 com o uso da 

RHA e as obtidas utilizando-se a expansão S. No próximo capítulo, estas expressões para a 

densidade de energia serão minimizadas, e o parâmetro artificial restante (//) será fixado.

ü'l



CAPITULO 6

RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capítulo, aplicaremos o Princípio da Mínima Sensibilidade à densidade de energia 

calculada no capítulo anterior, obtendo assim um resultado de caráter não perturbativo. 

Neste processo, devido ao fato do caminho de renormalização escolhido ser o da camada de 

massa, as constantes de acoplamento Qs e g„, e as massas m,nis e m-u presentes na densidade 

lagrangeana original possuem seus valores físicos.

Para fixar o parâmetro // introduzido na teoria pela expansão ô, utilizamos a condição 

dada pelo PMS

d f x  d í l *  d/.t d n *  '  ̂ ^

pois dü* /dii 7  ̂ 0. Note que a equação acima pode ser resolvida de maneira numérica ou 

analítica. Neste trabalho, optamos por resolvê-la numericamente. Contudo, para facilitar 

melhor a comparação entre os resultados encontrados com a RHA e a expansão ô, apresen­

tamos também a resolução obtida de maneira analítica, feita na Ref. [7 .

A diferenciação da densidade de energia com relação a O* leva à seguinte equação



auto-consistente para a massa efetiva do nucleon:

Jo {2tvY  E*{k)
? /•fci’ d^k k2 dA,ÿ L  fml Joml Jo {2nfE*{k) dÜ*

onde

Ü* In
f n * \
\ m j

Para chegar a este resultado, foi usada a seguinte identidade:

-  m̂ {VL* -  m) -  |w (0 *  ^  m Ÿ  -  -  m f '2 D
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=  0 , (6 . 2)

(6. 3)

(6. 4)
dí2* d^*

Podemos observar que a :Eq.(6.2) apresenta duas soluções. O primeiro termo entre 

colchetes, quando substituído na equação da densidade de energia obtida no capítulo anterior 

leva a

,2 /  3 \  2 
ft/p

2 ml 37t2’V /
(6. 5)

onde

A evf =  e^acim*) -  Svacirn) -Ect = 47t2
*4, f m \  , ,  * ,

—m In —  +  m  (m — m) 
\ m  J

+ \m^{m* -  m Y  ^ - ^ { m *  -  m Ÿ  ^r ‘̂ { m *  -  m Y  
Z o 12

(6. 6)

iVoíe que este resultado é idêntico ao obtido no Cap.2 com o uso da RHA para a 

densidade de energia [Eqs.(2.50) e (2.51) .
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Utilizando entãx) os parâmetros apresentados na Ref. [2] para a RHA, dados por gl =  

62.89, gl =  79.78, rris =  550 MeV, =  783 MeV e m =  939 MeV, encontramos uma energia 

de ligação para a matéria de nêutrons da ordem de 0.4 Mev, em torno de kp =  1.63 fm“  ̂

vejaFig.(6.1) .

A segunda solução para a Eq.(6.2) é dada por

dA, gl d^k 
— Á

dVt* ml Jo (27r)̂  E  

Note que os resultados desta equação são independentes dos parâmetros do modelo

- a massa efetiva do nucleon Q* depende somente de de m e A;í?. A solução numérica da 

expressão acima dá como resultado uma massa efetiva crescente com relação à densidade 

nuclear [Fig.(6.3)j. Além disso, se substituirmos este resultado na equação paxa a densidade 

de energia com os mesmos parâmetros utilizados em RHA, encontraremos um novo ponto de 

saturação para a matéria de nêutrons em torno de kp = 5 fm“ .̂ Este resultado corresponde 

a uma densidade aproximadamente 30 vezes maior do que a densidade normal da matéria 

de nêutrons, com uma energia de ligação da ordem de 153 MeV por nucleon [Fig.(6.2) . 

Obviamente, estes valores são muito altos, e já estão fora dos limites de validade do modelo. 

Mas é preciso levar em conta que termos de troca não foram considerados na derivação 

da densidade de energia, e investigações preliminares feitas por Chin [1] mostram que a 

inclusão de termos de troca pode baixar a densidade de saturação da matéria, embora estas 

contribuições não tenham sido calciiladas de uma maneira completamente consistente.
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E

t.i

O) LO co 1-
I

(AsiN)(uj-a/a)
Figura 6.1: Curva de saturação para a matéria de nêutrons obtida a partir da primeira 
solução.
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u.

o ■1—i
O
CO

i

o
CO

(A a ift l)(a i-a a )

Figura 6.2: Curva de saturação para a matéria de nêutrons obtida a partir da segunda 
solução.
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UL

O  O

U i/Ü

Figura 6.3: Curvas de massa. A linha cheia representa o resultado obtido para a primeira 
solução, e a linha tracejada para a segunda.



CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

FUTURAS

No decorrer deste trabalho, pudemos analizar as vantagens do uso da expansãxD õ sobre outros 

métodos não perturbativos, e em especial sobre a RHA.

As aproximações não perturbativas usuais, como a RHA, envolvem uma soma infinita  

de termos de um determinado sub-grupo escolhido para levar em conta todas as ordens da 

constante de acoplamento. Este procedimento implica em um trabalho de renormalização 

também não perturbativo. Ao aplicarmos a RHA ao cálculo da auto-energia, onde foi feita 

uma soma infinita sobre todos os diagramas diretos de segimda ordem, esta característica 

pôde ser observada claramente, pois precisamos renormalizar os 4 termos divergentes que 

apareceram no decorrer dos cálculos.

Comparativamente, a expansão â se mostrou um método mais eficiente e mais econômico 

do que a RHA, devido ao fato da seleção dos diagxamas utilizados nesta aproximação ser 

feita de maneira perturbativa, o que torna possível lidarmos com um número reduzido destes, 

facilitando o processo de renormalização. Assim, ao invés de somarmos um número infinito 

de diagramas diretos na avaliação da auto-energia, fizemos uma aproximação onde foram 

considerados somente os termos até O(ô^), o que reduziu o número de diagramas diretos a
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dois, sendo que somente um destes era divergente. Devido a esta característica da expansão 

ôj pudemos ir além dos resultados obtidos com a RHA e incluir na auto-energia bariônica 

também os diagramas de troca.

Apesar da inclusão destes termos no cálculo da auto-energia ter sido facilitada pelo 

uso da expansão 5, não estendemos essa aplicação à densidade de energia. Isso se deve ao 

fato de que, neste caso, embora o cálculo envolvendo termos de troca divergentes não seja 

mais complicado do que a expansão usual em loops, ainda assim permanece como uma tarefa 

difícil, embora factível. Por isso, somente termos diretos foram levados em consideração na 

derivação da densidade de energia.

Assim, após calcularmos a densidade de energia e efetuarmos a aplicação do PMS, en­

contramos uma equação apresentando duas soluções possíveis para esta quantidade. A 

primeira-solução corresponde ao resultado obtido através da RHA, e mostramos dessa 

maneira que é possível reproduzir os mesmos resultados encontrados através do uso de 

métodos não perturbativos convencionais ainda nas ordens mais baixas de 6. A segunda 

solução representa um estado altamente denso, que só aparece se levarmos em consideração 

os termos provenientes do vácuo. Esta solução corresponde a uma densidade aproximada­

mente 30 vezes maior do que a densidade normal da matéria de nêutrons, uma região de 

energia em que o modelo efetivo perde sua validade, e os graus de liberdade relevantes são os 

quarks e glúons. A motivação para a análise dessa segunda solução se deve ao fato que Chin

1] mostrou que a inclusão de termos de troca pode baixar a densidade em que a saturação 

é alcançada.

A expansão 5 também é um método que oferece menor esforço computacional numérico, 

por não envolver procedimentos auto-consistentes.
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Um próximo passo, dando continuidade a esse trabalho, seria o cálculo da pressão, que 

juntamente com a densidade de energia, nos fornece a equação de estado para as estrelas 

de nêutrons. Devemos também incluir em nossos cálculos os diagramas de troca, que foram 

ignorados na derivação da densidade de energia.

A expectativa na continuidade do estudo da segunda solução é que a inclusão de termos 

de troca baixe o ponto de saturação da matéria para cerca de 10 vezes a densidade normal, 

e neste caso teríamos um comportamento intermediário entre a descrição obtida através da 

RHA e a segunda solução encontrada utilizando-se somente termos diretos. Esse resultado 

então apareceria como candidato à explicação de conhecidos objetos estelares estáveis, com­

postos por nêutrons, com densidades muito superiores às encontradas ordinariamente em 

estrelas de nêutrons.



Apendice A

DERIVAÇAO DAS REGRAS DE

FEYNMAN PARA UM MODELO

SIMPLES INTERPOLADO

Considerando somente campos escalares e fermiônicos, podemos escrever a densidade la­

grangeana de uma modelo simples com interações do tipo Yukawa como:

£  =  ^  -  ml<f) )̂ +  gsí̂ <t>i> ■ (A. 1)

Seguindo a prescrição para a interpolação apresentada na Introdução, definimos uma 

densidade lagrangeana livre arbitrária do tipo

Co = ^  , (A. 2)

onde Q = m fj,, e a densidade lagrangeana interpolada então fica:



1Cs = ip[i ^  -  üjip + [̂dfj,(f)d̂ (f) -  ms (̂f) ]̂ + ô[gs(f) + .

O gerador funcional para uma lagrangeana desta forma é do tipo
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(A. 3)

W[J, ct,(t\ = N  j  T><l)Vip'D'ip exp J  d x  {Cs +  J 0  +  +  aip) j  , (A. 4)

onde J{x), a{x) e ã{x) são as fontes externas associadas com a criação e aniquilação de 

partículas escalares (0) e fermiônicas (-0 e '0), respectivamente, e N  é tal que ■̂̂ [0] =  1.

Primeiramente, iremos considerar o campo escalar se propagando sem sofrer interações.

0  gerador funcional escrito no espaço euclideano que descreve esta situação é:

Wo* [ J ] ^ N  I  V(f> exp ~  ,

onde X  =  {í x q . X í ).

Usando a quadridivergência de Gauss

(A. 5)

J  d'̂ xd̂ {(j)d̂ (/)) — J  d'̂ xd̂ i(j)d̂ (j) J  d'̂ x4>D(p =  0 ,

temos que;

(A. 6)

j  d̂ x dfj,(j)dfj,4> = -  J  d"̂x<f>ô(j) ,

onde Dí ; =  ^  + é o d’Alambertiano no espaço de Euclides. 

Reescrevendo então a Eq.(A.5), obtemos;

(A. 7)

^o[J] ^  J 'D(p{x')e x p  J d'^x' j ã^x ^(j){x'){dfj.'d^ — ml)(l>{x)S{x — x')



+ j d!̂ x J{x)(j){x)^ .
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(A. 8)

Usando novamente a quadridivergência de Gauss

I  d^[(f){x)6{x -  x')] =  0 , (A. 9)

temos que

j  d'^xdfj,(p{x)õ{x — x') — — j  d^xd^6{x — x')(j){x) (A. 10)

Assim:

W^JJ] = N  J  V(j){x') J  V4>{x)expS^J d'^x' j  d^x 

+ J  d'^xJ{x)(j){x)^ .

A expressão acima é análoga a uma do tipo

(A. 11)

j  T>4>{x) j  V(f){x') exp J  d'^x j  d'^x'<t){x')A{x',x)4){x) + j  d'^xp{x)(j)[x)^ , (A. 12)

cuja solução é:

e x p (-^ tr  lnA)exp d^x j  d^x'p{x')A ^(a;',a;)p(.'r)| . (A. 13)

Então:

A{x\x) =  +  ml)5{x -  x') , (A. 14)
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p{x) =  J{x) (A. 15)

W M  =  iVexp i  I  d V  I  é x  J{x')A~^ {x', x) J{x) , (A. 16)

sendo N  tal que V̂ĝ fO] =  1.

Definimos agora A f{x '  — x) = A~^{x',x) como sendo o propagador de Feynman no espaço 

euclideano.

Para calcular A~^, fazemos uma transformada de Fourier tomando a representação 

integral da função ô. Assim:

/
Óî p

exY)[ip{x -  x')]i f  +  ml)  ,

e, desse modo, podemos escrever A  ̂ como:

(A. 17)

A ^(x', x) = J  exp[ip{x' -  x)]{p^ + ml)
(2 7 t )

(A. 18)

ou

A f{x '  - x )  = I  exp[ip{x' -  x)]Ãf{p) ,

onde

(A. 19)

= w h
Voltando agora para o espaço de Minkowski:

(A. 20)



A f {x ' -  a;) =  /  7^  exp[-ip{x' -  x ) ] Ã f (p ) ,
(2 7 t )

sendo que
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W[J] =  iV e x p |y  j é x '  J d^xJ{x ')A F{x '-x)J{x)^  , (A. 21)

(A. 22)

Ã f Íp ) = (A. 23)
p^ — ml + ie

é definido como o propagador de Feynman paxa campos escalares no espaço de Minkowski.

Agora que já calculamos o gerador funcional para o campos escalar livre, podemos 

avaliar as funções de Green correspondentes.

Usando

5^W\J
Õ J { X n ) . . . Ô J { X l )

(A. 24)
J=0

temos, para n =  2:

Ç^'^\xi,x2) =  íA f{x i  -  X2) (A. 25)

Aplicando uma tranformada de Fourier às funções de Green, obtemos para função de

2 pontos:

Q^'^\puP2){2'Kf5{pi+P2) =  J  d̂ ^Xi J  d^x2exp[i{pixi + P2X2)]G^^\xy,X2) ■ (A. 26)

Então:



78

Podemos representax este resultado diagramaticamente, usando uma 

linha tracejada para simbohzar zÃjp(p). Assim:

=  . (A. 27)

Q^^\p i ,P2) = í Ã f Íp) :

Consideraremos agora o caso em que o campo que se propaga é um campo fermiônico 

livre. 0  gerador funcional neste caso fica:

Wo[a, âj — N ' j  VtpVtp exp i j  — íl)'tp{x) + , (A. 28)

onde <j{x) e ã{x)  são variáveis de Grassman que representam fontes externas, e N  é tal que 

Ŵ ô [0,0] =  1 .

A integral acima pode ser reescrita da seguinte maneira:

N  J  V'ipVijj exp í î J d'^x' j  d‘̂ x'tp{x')B{x',x)'4>{x)+i J  d'^x['4){x)a{x) + ã{x)'il){x)]^ ,

(A. 29)

com B{x',x)  =  — fii)(5'̂ (a;' — x).

O resultado desta expressão é dado por

e x p - i  j  d'^x'j  d^xã{x')B~^{x'~  x ) g {x )  . (A. 30)

Chamando agora Sf {x' ,x) — B~^{x',x),  temos o propagador para o campo de Dirac.
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Podemos calcular B~^{x',x) aplicando uma transformada de Fourier utilizando a expressão 

integral para a funcção ô de Dirac. Então;

B{x',x) = j  exp[-ip(a;' -  æ)] -  O) , (A. 31)

Assim

onde

B- \x ',x ) =  J  - |- ^ e x p [ - íp ( x ' -
(2 7T )

Sf {x ' -  x) =  y  exp[-ip{x' -  a;)]S'ir(p) ,

(A. 32)

(A. 33)

As funções de Green estão relacionadas ao gerador funcional por

(A. 34)

(T=a—0
(A. 35)

ôa{xi)...6a{Xrr)6a{yi)...Sa{yn) 

e ^^2«) é antisimétrica nos índices X{ e yi (o que é apropriado para os férmions). Portanto, 

para função de 2 pontos temos:

x) =  íSf {x' — x) .

Aplicando novamente uma tranformada de Fourier às funções de Green, obtemos:

(A. 36)
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=  =  . _ (A -37)

e então a cada fator — fi +  ie)~^ avssociamos uma linha com momento p.

Até o momento consideramos somente os termos da lagrangeana livre, e pudemos assim 

obter o gerador funcional de maneira exata. No caso de campos interagentes, o melhor que 

podemos fazer é desenvolver uma série preturbativa para W[Jya^ ã]. Assim, para campos 

escalares e fermiônicos que interagem entre si, temos:

W[J, <T,ã] = J 'Dcf/D'ijj'Dxjj expi J  df’x{C + J4> + x[ia + ãip) . (A. 38)

Separando agora C em uma parte livre e uma parte que contém a interação, podemos 

escrever:

exp i j  d'^x{C +  J4> +  4>(t +  = exp ^  j  d^xCi{4>, V-’,

X exp J  d'^x{CQ J(j)-\-'tpa +  ( J '0 )^  . (A. 39)

Sabendo que

expí j  d‘̂ x(£o + J0  + -̂ cr +  ai>) = i(f){x) expz J  d^x{Co J(j) + + aip) , (A. 40)ÕJ{x)

ôa{x)

õa(x)

exp^ J  d‘̂ x{Co +  J(f> + ilJ(r + (Tijj) = i'ip{x)expi J  d' x̂{jO,o + J(j) + "(pa + a'ijj) , (A. 41)

expi J  d'^x{Co + + <rip) = -i-ipix) expi j  d'^a;(£o +  -/0 +  ̂ (7- + o-^) , (A. 42)
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podemos então expandir

expi — expi J  d^xCi —i5 —iô i5
õJ{x)’ ôa{x)' Sa{x)

=  1 + ii J  d^xCi —iò —iS iõ
óJ{x)^ S(t{x ) ’ Sa(x). + h l —iô —iS iõ

õJ{x)' ôa(x)^ óa(x)

X £i ( —i8 —iô iô
^ÔJ{yY ôaiyY ôa{y) 

Assim, tomando o resultado da expansão em primeira ordem:

+ (A. 43)

W[J, (X, ã] =  N  j  V(j)Vi;Vi; exp i J  d^xU —iô —iô iô

i j  d^^xCi

ôJ{x)' ôã{xY ôa(x)

X ^expi J  d‘̂ x{Co +  J{4>) +  ^cr +  ã'ib) 

 ̂ —iô —iô iô \
exp*7 \ô3{xY  ôg{xY ô(j{x)

Para uma interação do tipo A  =  ÔQs&tpi), temos:

VFo[J, (7, (T (A. 44)

W{J,(r,a\ =  Wo[J,a,a] + ÔQs J  d"̂ x J  J  j  d'̂ Xid̂ X2d'̂ X3

X í A f {x  -  X])J { x i ) ã { x 2 ) i S F { x 2  -  x ) í S f {x  -  X3)a{x3)Wo[J, a,ã] (A. 45) 

e as funções de Green podem ser escritas como:

j(3n)g(3n) _
ÔJ{x-i) . . . ÔJ{Xin)Ô(TÍX2) . . . Ôa{x2n)Ôa{x3) . . . Ô(j{x3n) 

Assim, para n =  1, obtemos:

(A. 46)
J=a=a—Q

=  iÔQs J  ã ^ x i A p i x  -  x i ) í S f {x 2 -  x ) í S f {x  -  x s )  , (A. 47)
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e então a cada vértice de Yukawa associamos um fator íôQs-

Já para uma interação bilinear do tipo Li =  Sf.iipip, o gerador funcional fica:

W[a,ã] = Wo[a-,ã] + iSjj, j  ã ^ x  J  J  d '^x id '^X2Õ-(x i ) iSFÍx i  — x ) í S f {x  — X2)(t ( x 2 ) W o

e as funções de Green são dadas por

(T, CrJ ,

(A. 48)

6a{x:i) . . .  ôa(xir,)S<j{x2). ■. ó(r(x2n) a=&=0

Logo, para n = 1, temos:

=  iõ/j, J  d'^xiSF{x\ -  x)iSp{x -  X2) ,

(A. 49)

(A. 50)

e a cada vértice bilinear fermiônico associamos um fator iS/i.

Deste modo, as regras de Feynman ficam:

• Para os propagadores:

— A cada méson carregado momento p (traço), associamos um fator iApip):

P

-  A cada férmion carregando momento p (linha) associamos um fator íSf Íp)'-
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- m  +  i e

P

• Para os vértices:

-  A cada vértice de Yukawa associamos um fator iàgs

i§ g i

-  A cada vértice bilinear fermiônico associamos um fator

iôp.

• Temos também outra regra, que diz que cada loop fermiônico contribui com

— 1 X ír{/d^ç/(27r)'^} , onde ç é o momento interno do loop e o traço é tomado sobre 

os espaços de Dirac e de isospin.



Apendice B

INTEGRAIS EM 2a; DIMENSÕES , 

MÉTRICA E DEFINIÇÕES

B .l Integrais em 2a; dimensões

• Elemento de volume em 2lo dimensões :

r(c<; +  1)

Funções Gama:

^  AkE?“-''d\kE\ ■ (B. 1)

r ( e ) = ( ' i - 7 )  . (B.2)e

onde 7  =  0,577 é a constante de Euler-Mascheroni.

r(e - l )~ - ( l+ í )r (£ )  . (B.3)
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Intégrais de Feynman em 2uj dimensôes :
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r ( e - 2 )  =  5 (B. 4)

(B. 5)

i
oo f m - l

dt
1 r(m)r(n — m)

0 (i + a2)” (a2)"*+" r(n) (B. 6)

/ di^l r(A  -  Lü)
(27t)2- { P  +  r n ^  +  2 l -  p ) ^  (47r)“ r ( A )  ( m ?  -  p2)A-

(B. 7)

/ L
(27t)2“ {P + m? + 2l- p)A ”  (47T)‘̂ r(A) (m2 -

T{A -  u) Pf,
(B. 8)

/ ( ^ l
(27t)2‘- {P + m^ + 2l- pY  (47r)‘̂ r(yl)

r(A  - u )  1 T { A - l - u ; )
X P u P v . (B. 9)
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Parametrização de Feynman;

/ ■ ■ ■ /Jo Jo

r(a i + (22 + • • • +  Ofc) 
F(ai)r(a2)---r(afc)

á(l — Xi
.(B. 10)

B.2 Métrica e Definições

Tensor Métrico;

/ \  
1 0  0 0 

0 - 1 0 0  

0 0 - 1 0  

0 0 0 - 1

(B. 11)

Coordenadas contravariantes;

x “ =  ( x ° , x \ x ^ , x ^ )  ^  ( t , X , y ,  z) =  ( t , x ) (B. 12)

Coordenadas covariantes;

Xii =  =  ( t ,  - X ,  - y ,  - z )  = (í, - x )  . (B. 13)



Produto escalar:
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A.B = =  A^g> '̂'B  ̂= A^Bo -  A.B (B. 14)

Derivadas:

d^ = § -  = Ou. \d t  ,
v '

onde

V =
d d d \

yJx ' dy' d z j

Quadri-divergência de Gauss:

(B. 15)

(B. 16)

(B. 17)

B.3 Matrizes de Pauli
/ \ / \ / \

0 1 0 —i 1 0
0-1 =  íTx = 0̂2 — <yy — 0-3 =  0-̂  =

1\ 0 / i 0 \  / 0 -1  \  /

B.4 Matrizes de Dirac

7m =  (7°, -7 )  •

. (B.18)

(B. 19)
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/ \ 
I  0

7 =
,  0  ,
\

onde â = (cri, ct2, 0-3) são as matrizes de Pauli, e

/ \  
0 â  

—a  0

(B. 20)

1 =

/ \ 
1 0

^ 0
(B. 21)

(B. 22)

( 7 ^ = 1  , ( 7 ^  =  - l  (^=1,2 ,3) (B. 23)
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