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Notacoes

3 a
Bz— at—_-a—t

_Z;

Y < X: o conjunto (espago) Y esta imerso denso e continuamente em X
B(Y, X): o espaco dos operadores limitados de Y em X.

B(X): o espago dos operadores limitados de X em X.

p(A): o conjunto resolvente do operador A

o(A): o conjunto espectral do operador A

o.(A): o espectro essencial do operador A

o4(A) = 0(A)\ 0.(A): O espectro discreto do operador A

#(€) = (27)"% [jn ¢(z)e"**¢dz : Transformada de Fourier.

() = (2n)°2 Jgn #(z)e"tdz : Inversa da Transformada de Fourier.
S(IR™):espago de Schwartz em IR".

S*(R™): O dual do espago de Schwartz em R™.

H*(IR") = L*(IR"): espago de Sobolev de ordem s com base em L*(IR")
Ck (IR"): espago das fungdes f: R" — C( oulR) de classe C* que satisfazen

|llirn |0° f(z)| = 0, para todo a € IN" com |a| < k.
Z|—00

H*(IR*) x H*(IR"): produto cartesiano dos espagos de Sobolev de ordem s, s’

s = 1I-]

gy = (L2 + [1%5)%: norma de H*(IR") x H*(R").

—

2

Cun = (2m)E| [ (14 1P
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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos uma teoria de existéncia e estabilidade no sentido
orbital para solugdes do tipo ondas solitdrias (solitons) de sistemas hamiltonianos

de dimensio infinita da forma

du ,

onde a fungao u: ¢ — u(?) tem imagem num espaco de Hilbert X, J é um operador
linear fechado, densamente definido no dual de X, com valores em X e a funcional
nao linear £ € o hamiltoniano do sistema.

Consideramos aplicagbes a equagao de ondas nao linear, a equagoes do

tipo KdV e a sistemas dispersivos ndo lineares incluindo o sistema Gear-Grimshaw.



1X

Abstract

In this work we develop a theory of existence and orbital stability of solitary wave

solutions (solitons) of infinite dimensional Hamiltonian systems of the form

du ,

where the function u: ¢ — u(t) takes values in a Hilbert space X, J is a closed linear
operator from X* to X with dense domain in X*, and the nonlinear functional E
is the Hamiltonian of the system.

We consider applications to the nonlinear wave equation, to equations
of KdV type and to nonlinear dispersive systems including the Gear-Grimshaw

system.



Introducao

A primeira observagiao de uma onda solitdria foi feita por John Scott Russell em
agosto de 1834, no canal de navegacdo Edinburh-Glasgow, na Escécia. Este fato
levou Russell a desenvolver alguns experimentos em laboratério para produzir ondas
solitarias. O resultado deste trabalho foi registrado em 1844 e publicado em 1845
num artigo extenso, onde o termo onda solitdria foi introduzido para se referir a
uma onda que se propaga sem mudar sua forma e velocidade. Russell, com seu
trabalho em laboratério conseguiu empiricamente resultados relevantes, entre eles,

a formula para velovcidade ¢ da onda solitaria

onde a é a amplitude da onda, h a profundidade da igua ndo perturbada e g a
aceleragao da gravidade. Esta surpreendente descoberta posteriormente foi colo-
cada numa base cientifica sélida.por Boussinesq (1871) e Rayleigh (1876). Estes
autores, deduziram a partir das equagdes de movimento do fluido incompressivel a

férmula (1) e mostraram que o perfil de onda &(z,t) era dado por
£(z,t) = a sech*(b(z — ct)) (2)

onde b2 = 4h%(h + a)/3a para qualquer a > 0, sendo a/h << 1. Entretanto, a
dedugio de uma equagao simples para £(z,t), tendo (2) como solugao foi feita por
Korteweg e de Vries em 1895. Esta equacdo é conhecida hoje como a equagao de
Korteweg-de Vries (KdV). Escolhendo coordenadas apropriadas esta equagao pode
ser escrita na forma

Ut + Uz + ULy = 0,

1
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a qual possui uma familia de ondas solitarias u.(z,t) = ¢.(z — ct), onde

sendo ¢ uma constante positiva.

Apesar disso, durante muito tempo pouca atencdo foi dada a onda
solitaria, sendo esta situacao mudada completamente a partir de 1960 com o tra-
balho de Gardner e Morikawa. Estes autores obtiveram a equagdo de Korteweg-de
Vries como um modelo de propagacio de ondas em magneto-hidrodinamica. Qutro
trabalho que merece destaque é o de Zabusky e Kruskal (1965), no qual foi provado
que ondas solitarias da KdV preservavam sua forma apds interacdo. Isto levou-os
a denominarem tais solugdes de solitons.

Apés esta redescoberta da onda solitaria, muitos sistemas e equagoes
que admitem este tipo de solugio foram descobertos em varias areas da Fisica além
de hidrodinamica e particulas elementares.

Uma vez tendo ondas solitdrias, um tipo de problema que pode
ser considerado é o de descrever o comportamento de solu¢oes do modelo em
questdo quando as perturbagdes sao consideradas suficientemente “préximas” .da,
onda solitaria. Esta questdo nos leva ao conceito de estabilidade orbital que estu-
daremos neste trabalho.

A formulagio precisa e .a, prova da estabilidade de ondas solitarias
para a equacao da Korteweg-de Vries fcﬁ feita por Benjamin (1972)[6] é Bona
(1975)[11]. Desde entdo contribui¢des importantes para a teoria de estabilidade de
ondas solitarias tem surgido, como por exemplo, os trabalhos de Cazenave-Lions
[16], Grillakis-Shatah-Strauss [21], Bona-Souganidis-Strauss [13], M. Weinstein [38],
J. Albert e Bona [1], R. L. Pego ¢ M. Weinstein [33], entre outros.

Neste trabalho, seguindo o artigo de Grillakis’Shatah-Strauss [21],
fazemos uma apresentagao da teoria de estabilidade de ondas solitarias (solitons)

para sistemas hamiltonianos da forma

du ,



que sio localmente bem postos no espago de Hilbert X.

No capitulo 3 aplicamos a teoria a equagdo de ondas nao linear
[secao 3.2] e, mediante modificacoes apropriadas nas condi¢des de Grillakis-Shatah-
Strauss, apresentamos aplicagoes a equagoes do tipo KAV [se¢oes 3.3 e 3.4] e a out-
ros modelos dispersivos nao lineares [secoes 3.5 € 3.6]. Para a existéncia de solitons
usamos resultados do trabalho de H. Berestycki e P.L. Lions [9] e um lema provado
pelo autor [lema 3.1.2]. Finalmente, na secao 3.7 fazemos uma breve discussdo da
existéncia e estabilidade de ondas solitarias multidimensionais para a equagio de

Benjamin-Bona-Mahony, onde para a existéncia utilizamos a teoria de compacidade

concentrada de P.L. Lions.



Capitulo 1

Resultados Basicos

1.1 Operadores Lineares em Espacos de Hilbert

Definigao 1.1.1 (Identificio Canonica). Sejam X espaco de Hilbert real com
produto interno (.,.)x, € sejaX* o seu dual. O isomorfismo natural G: X — X*, é
definido por

< Gu,v >x+= (u,v)x, Vu,ve X

onde < .,. >x« denota a dualidade entre X e X*. Usaremos GG de maneira explicita

e identificaremos X com X**(bidual) de maneira natural.

Quando nos referirmos ao adjunto de um operador linear este sera
em relacio a < .,. >x+ e ndo (.,.)x (usando analogia com o teorema de Ritz se

f € X* e z € X entédo escreveremos f(z) =< f,z >x-).

Definigao 1.1.2 (Operador linear Fechado). Sejam Dom (A) um subespago do
espago de Hilbert H; e A: Dom (A) — H, é um operador linear no espago de Hilbert
H,. A é chamado fechado se o grafico de A, G(A) = {(z, Az): z € Dom(A)} é um

subespaco fechado de H; x H,.

Definigao 1.1.3 (Operador densamente definido). Sejam X, Y dois espagos
vetoriais normados e seja A: Dom (A) C X — Y um operador linear. Se Dom (A) =

X entao diz-se que A é um operador densamente definido em X.

4
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Definicao 1.1.4 (Operador linear adjunto e auto-adjunto). Sejam X, Y es-
pacos de Hilbert e sejam A: X —+ Y e B: Y* — X* operadores lineares. A e B

sao ditos adjuntos um do outro se
< v,Au >y.=< Bv,u >x., u € Dom(A), v € Dom(B). (L.1)

Para cada operador A: X — Y, existem geralmente muitos operadores de Y™ a
X*, que sao adjuntos de A. Mas, se A é densamente definido, entdo existe um
tinico operador maximal A* adjunto de A. Isto significa que A* é adjunto de A e
nenhum outro adjunto B de A é uma restricdo de A*. O operador A* é chamado
adjunto de A.

No caso de X =Y e A = A* dizemos que A é auto-adjunto.

Definicao 1.1.5 (Operador Unitdrio). Seja X um espago de Hilbert. Um ope-

rador A: X — X é unitario se A é sobre e para cada u € X, tem-se que

Au| = |l

Defini¢do 1.1.6 (Operador Normal). Seja X um espago de Hilbert. A € B(X)

é normal se, e s6 se,
AAT = AA : (1.2)

Definicao 1.1.7 (Operador Simétrico). Seja X um espago de Hilbert com, pro-
duto interno (,)x. Um operador A: Dom (A) — X Hilbert é simétrico se, e s6 se,

(Au,v)x = (u, Av)x, para u, v € Dom (A).

Definicao 1.1.8 (Operador Linear Anti-simétrico). Um operador linear fe-
chado A: Dom(A) C X* — X, densamente definido é chamado anti-simétrico
se

(Au,v)x = —(u, Av)x- u, v € Dom (A)

Definicao 1.1.9 (Operador nao-negativo). Um operador A: DomA C X —

X auto-adjunto é ndo-negativo, denotado por A > 0, se, (Au, u)x > 0 para todo

u € Dom (A).



Defini¢io 1.1.10 (Unitariamente Equivalente). Dados X e Y espacos de Hil-
berte A: Dom(A4) C X — X, B: Dom(B) C Y — Y operadores lineares, Dizemos
que A e B sdo unitariamente equivalentes se existe um ope-rador unitario U: X —
Y, chamado operador entrelagante, tal que U Dom (A) = Dom(B)e BUv=U Aw,

para todo v € Dom (A).

Definicdo 1.1.11 (A-limitado). Sejam A e B operadores lineares no espago de
Hilbert X. Dizemos que B é A-limitado se Dom (B) O Dom (A) e existem cons-

tantes nao-negativas o e (3 tais que:
|Bullx < aflAulx + Bllully,  Vu&Dom (A). (1.3)
A A-cota de B é por definigao
ap = inf{a > 0; existe B > 0 satisfazendo (1.3)} (1.4)

Observacao 1.1.1. Se B limitado e A um operador tal que Dom A C Dom B,
entao B tem A-cota zero. Com efeito, como B é limitado, entdo ||Bv|y < cllvlly,

VY v € Dom B; em particular Vv € Dom A. Como
1Bolly < cllvlly +bllAvll,, Vb0, (15)

entdao 0 = inf{b > 0, existe ¢ > 0 satisfazendo (1.5) }. Portanto B é A-limitado

com A-cota 0.

Defini¢ao 1.1.12 (A-compacto). Sejam A e B operadores lineares como ante-
riormente. Dizemos que B é A-compacto se Dom (B) O Dom (A) e, para qualquer
sequéncia (U, )n>1 em Dom (A) tal que (un)n>1 € (An)n>1 sejam limitadas em X,

existe subsequéncia (un;);>1 tal que (Buy,);>1 converge em X.

Teorema 1.1.13 (Kato-Rellich). Sejam A um operador linear auto-adjunto no
espago de Hilbert X e B: Dom (A) — X um operador linear simétrico A-limitado

com A-cota ag < 1. Entado:

1) A+ B: Dom(A) = X ¢ auto-adjunto.
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i1) A + B € essencialmente auto-adjunto em V C Dom (A) se e somente se A ¢

essencialmente auto-adjunto em V.
Prova. ver [37], pag 219. O

Teorema 1.1.14 (Weyl). Sejam A ¢ B operadores auto-adjuntos no espago de

Hilbert X, tats que:
1) Dom A = Dom B como conjuntos.

2) A— B: Dom(A) — X ¢ um operador compacto. (Dom (A) com e norma do

grdfico).
FEntéo o.(A) = 0.(B).
Prova. Ver [37], pag. 134. ' O

Definicao 1.1.15 (Grupo unitdrio a um parameétro). Seja X um espaco de

Hilbert. Uma funcdo T: IR — B(X) ¢ um grupo unitdrio a um parametro se,

1) Se para cada n € X, t — T'(t) é uma func¢ao continua de IR em X;

i) T(t+s)=TE#)T(s), Vt,s€ R, T(0)=1.

iii) T'(t) é um operador unitério para todo ¢ € IR.

Defini¢do 1.1.16 (Gerador Infinitesimal). O operador T'(0) de dominio
Dom (T'(0)) = {n € X | —;;[T(h) n—n] possui limite quando & — 0}

definido por
T'(0)y = lim [T(0+ h)y—T(0)n]
= lim [T(h)n — ]

é chamado o gerador infinitesimal do grupo T'.

Em outras palavras, 7 € Dom (7(0)) se, e somente se : t — T'(t)n é

uma, funcdo diferenciavel em 0.



Exemplo. Seja A um operador auto-adjunto em X. Entdo: {exp ttA}icr é um
grupo unitario em X cujo gerador infinitesimal é ¢ A.
Com efeito pelo teorema espectral (1.4.12) podemos supor A = M, agindo num

espago L2(X) . Entdo
exp itMy = Mexpitg, te R.

Como |expitg] =1 q.t.p., segue-se que exp 1t M ;- € unitario.

A verificagdo de i) é imediata. Vamos provar ). Se i € L2(X) e t € IR, entdo

|expitg(w)y(w)| = [(w)l,  ¢.t.p.
e, para cada w, t— exp itg(w)y(w) é uma funcio continua de IR em C. Logo, pelo
teorema da convergéncia dominada (1.2.14),
t — expitgy

é continua de IR em L2(X).
Finalmente vejamos o gerador infinitesimal do grupo {exp 1tM,}iecr-
Seja B o gerador infinitesimal do grupo {exp itM,}ecr. Verifiquemos primeiro que

B CiM,. Se v € Dom (B) entdo, para toda sequéncia h,, — 0, temos que
h;'lexpih, M, —1]tp — By
em L2(X). Logo, existe uma subsequéncia {h},} tal que
h;t expihlg(w) — 1gp(w) — [By)(w),  gt.p.

Portanto, 1g(w)y(w) = [By)(w), q.t.p. .
Disto concluimos que ¥ € Dom M, e My = By. Isto é, B C i M,.
Para provar que :M, C B ¢ suficiente provar que Dom (1iM,) C Dom (B). Supon-

hamos que ¥ € Dom (M,). Como

|0, exp itg(w)ip(w)]| = |g(w) exp stg(w)ip(w)] = |g(w)ep(w)],

entdo pelo teorema da diferenciacao dominada, que ¢ — exp itgd)' é diferenciavel de

IR em L2(X). Logo, ¢ € Dom (B).



Proposicio 1.1.17. Seja T'(0) o gerador infinitesimal do grupo unitdrio {T(s)
: s € R}. Entio Dom(T'(0)) € invariante pelos operadores T(s), e¢ para cada
n € Dom (T'(0)), e aplicagdo s —> T(s)n € uma fungdo diferencidvel, satisfazendo
a equacao

d

ST ()llemsy = T'(O)T (s0). (1.6)

Prova. Sejam n € Dom (T'(0)) e s, h € IR. Entao,
h™ [T (h) — T (s0)n = T(so){h™ [T — IIn} — T, T'(0)n

quando h — 0, pois T'(tg) é continuo. Segue-se disto que T'(so)n € Dom (77(0)).

Pela defini¢ao de T'(0) temos que
W T (so+ h) = T(so)ln = k7 [T — 11T (s0)n — T'(0)T(so)n

quando h —+ 0

Logo (1.6) se verifica. O

Teorema 1.1.18 (Stone). Seja {T(s)}ser um grupo unitdrio e um pard-metro
no espaco de Hilbert X, e seja T'(0) seu gerador infinitesimal . Entdo A = —iT"(0)

€ um operador auto-adjunto e T(t) = expitA para todo t € RR.
Prova. Ver [37], pég. 142. N O

Lema 1.1.19. Se o operador T verifica que T*(s)G = GT(—s) para s € R, e
T*(s): X* = X. Entdo T € unitdrio.

Prova. Como T*(s)G = GT(—s) = T*(s)GT(s) = GT(—s)T(s)
=< [T*(s)GT(s)]p, ¢ >=< G, ¢ >
=< GT(s)¢, T(s)¢ >= ($,¢) = ||¢||* Vo€ X
= (T(s)$, T(s)9) = ll¢l*
= |T(s)ell” = ll¢ll* Vo€ X.

Portanto T'(s) é unitdrio. O
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1.2 Distribuicoes Temperadas

Vejamos algumas definigoes e alguns espacos a serem usados.

Definicao 1.2.1 (Espagos LF). Seja (! um aberto de JR". Denotaremos por
L}(Q) ao espaco das fung¢des integraveis no sentido de Lebesgue sobre Q com valores

em JR. Se p € IR com 1 < p < oo; define-se
LP(Q) = {f: @ > R: f mensurdvel e |f|’ € L'(Q)},

munido da norma

1
I = | [ 11@Paa]”
Definicio 1.2.2 (Espago de Schwartz S(IR")). E definido como o conjunto de

fungdes em C*(IR™) rapidamente decrescentes, i.é, ¢ € S(IR") & p € C*(IR") e
sup |z*0P¢(z)| < oo para qualquer par de multi-indices a = (@i, ..., an) € (Z)"
zcIR™

B = (B, -, Bn) € (ZT)*. S(IR™) estd naturalmente munido da familia enumeravel

de semi-normas

loll, s = sup |z°8°¢(z)|. - (1.7)
zeR™

Pode-se provar que assim ele é metrizdvel e completo (ou seja, é um

espago de Fréchet) com a métrica

1 “‘P - ¢"a,ﬂ

d(p,¥) = |%| 208D (1 + |lp — ], 5) .

N

e temos a seguinte definicio de convergéncia em S(IR"):

Definicao 1.2.3. {ym} C S(IR™) converge a ¢ € S(R") ¢ ||om — ¢lla s — 0
quando m — oo, qualquer que seja o par de multi-indices @ = (e, -..,an) € (Z*)*

B = (Bi,---, Bn) € (Z+)". Notagio: 3, ®.

Definicao 1.2.4 (Distribuigées Temperadas). O conjunto das distribuigdes -
temperadas, $*(IR"), é o dual topolégico de S(JR™) munido da topologia acima. Em

outras palavras, f € S*(IR™) < f élinear e ¢, 5, ¢ = f(pw) — f(p)- Notacio.
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Como ¢ usual, dada f € S*(IR"), escrevemos quase sempre < f,p > em lugar de
f(p) para ¢ € S(IR"). S*(IR") esta naturalmente munido da topologia fraca*
(convergéncia ponto a ponto), o que nos da a seguinte definicao de convergeéncia

em S*(IR™)

Definicao 1.2.5. {f,,} C §*(IR") converge a f € S*(IR") se, e somente se

< fm,p >—< f, > quando m — oo V¢ € S(IR").
Notagao: fn, N f.

Defini¢do 1.2.6 (A transformada de Fourier em L!(IR")). Sejaf € L'(R™).

A trasformada de Fourier de f é a funcao F f = f definida por

fo=ent [ fa)etds, (1.9)

onde z = (.’L'I,Sl,‘z,..., SC,,), 5: (61’62""7571) €RR"e

z.f = Z%fj (1.10)

é o produto interno usual em R".

Teorema 1.2.7. A transformada de Fourter de f € L'(IR") € uma fung¢do continua,

limitada e satisfaz a desigualdade

17, < @m 2 1 (1.11)

Em particular, a aplicagio f — f € um operador limitado de L'(IR",dz) em

L*(IR",df). Mas ainda, vale o lema de Riemann-Lebesgue i.€.,
lim f(¢) =0. C(112)
[é]l—roc0
Prova. Ver [23], pag. 303. O

Teorema 1.2.8. Seja f € S(IR"). Entio

f(z) = (2m)"? / fle)etede
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Este teorema permitenos definir a transformada inversa pela formula
v .
fl) = (F ) = @m) " [ fo)cteae, € S,
R»

Teorema 1.2.9. A transformada de Fourier

F: }(R") - L[*(R")
 f— F=7Ff

definida como a inica extensdo linear da transformada em S(IR") a L*(IR") é um

operador unitdrio. Em particular vale a seguinte propiedade importante

sy = | T pory ¥/ € LR,

conhecida como a “identidade de Parseval”.

Definicao 1.2.10 (Produto convolugio). Se f, g € L'(IR"), a convolugio de

f e g é a fungao definida pela formula

(Fra)@)= [ fa—v)gtw)dy (113)

Teorema 1.2.11 (Desigualdade de Young). Sejam p, ¢, r € [1,00] tais que
pi4+q P =14r71. Se f € LP(IR") e g € LI(IR), entdo a convolugio f+g € L"(IR")

€

IS *gllr < 1 fllze llgllzs -

Prova. Ver [23], pag. 307, ou [19]. O
Teorema 1.2.12. Sejam f, g € L'(IR™). Entdo
(f*g)"&) = @m)Ef(©a€), VEe R

Prova. Ver [23], pag. 308. | O
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Teorema 1.2.13. A transformada de Fourier
F:S'(R") - S'(R")
deiza o L*(IR™) invariante e
Flregrey: L*(R*) = L*(R™)

é um operador linear unitdrio (ou seja, preserva norma e € sobre). O mesmo vale

para a transformada inversa F 1.

Teorema 1.2.14 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Se-
jam {f,} uma sequéncia de funcoes mensurdveis e g uma funcgdo integrdvel sobre

w aberto de IR*. Se f, LALS felfal < g em g.l.p. paratodo n, entdo f € integrdvel

/f=h;nff,..

Prova. Ver [18), pig. 75. , O

€

Teorema 1.2.15 (Teorema de Fubini). Sejam Q;, Qs subconjuntos abertos de

IR™ e suponhamos que F € L'(Q x §,). Entdo, para quase todo z € {1,
Feu)eLy@) e [ Fly)ds e Ii@).
_ 2
Igualmente, para quase todo y € Qg, :
Flz,y) € LM(Q) e /ﬂ F(z,y) dz € L}(Q).
1
Além disso,

/dz F(z,y)dy=/ dy/ F(z,y)dx=// F(z,y)dz dy.
Ql Qz Qz Ql leﬂz
Teorema 1.2.16 (Desigualdade de Holder). Sejam f € L? e g € ¥ com

1§p§ootalquell,+#=1. Entdo fge L' e

[1ss1< 151, lll - (114
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Prova. Ver [14], pag. 56. O
Exemplo. Seja f € L*(IR) N L*(R). Entao f» € L*(R), se p € IN. Com
efeito, temos que
- - 2
/szpdzz /;zfzp fide < || f* 2HLm(B) Il7 “Ll(R) < oo.

Definigio 1.2.17 (Espago de Sobolev). Seja s € IR. Os espacos de Sobolev

(com base em L?(IR"™)) em IR" sio os seguintes subconjuntos de S*(IR"):
B (R) = { f € S"(R"): (1 + 1€y € () }

O espaco H*(IR™), s € IR, é de Hilbert quando munido do produto

interno
()= [+ 6Py T de.

Rr

A norma correspondente é evidentemente
1912 = [a+lePyrifera:

R»
Em particular, tem-se que H°(IR*) = L?(IR"), no sentido da indentificacio com as
distribuicses.
Teorema 1.2.18. Sejam s,s’ € IR. Entdo
i) H°(IR") = H*(IR*) se s > s'.

ii) S(IR) € denso em H*(IR"), Vs € IR, no sentido que toda “funcio” f em
H*(IR™) pode ser aprozimada por uma sequéncia { fx}r>1 em S(IR*) na norma

de H*(IR™).

iii) Seja m € IN. Entdo f € H™(IR") se ¢ sé se 0°f € L*(IR™) para todo multi-
indice o tal que |a| < m, onde as derivadas sdo calculadas no sentido das

distribuicoes. Além disso vale

”aaf“m—]al _-<. ”f”m
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iv) Se s > n/2 entdo H*(IR") € uma dlgebra de Banach com respeilo ao produto

de fungoes, isto €, se f,g € H*(IR") entdo fg € H°(IR") com
I fgll, < Cenlifll, Ngll,» -V f.g € H(R").

Prova. Ver [23], pag. 337. O
E interessante e extremamente til observar que se s é suficientemente
grande entdo os elementos de H*(IR") sao fungdes continuas. Mais precisamente,

vale o teorema de Sobolev:

Teorema 1.2.19 (Sobolev). Seja s > n/2. Entio H°(IR") estd continuamente
imerso em Coo(IR"), o espago das fungdes continuas de IR™ em C que tendem a

zero quando |z| — 0o e vale a desigualdade

1llze < Con lI £l

Prova. Ver [23], pag. 340. O

Outro resultado util é a seguinte estimativa

Teorema 1.2.20. Sejam f,g € S(IR*). Entdo

1%, Alally < CUTAalglles + 17y lalla)s VE1,
onde |lgll, = gl gy € J* = (1 — A)2.

Prova. Ver [24]. | ' O

Finalmente mais um teorema que nos sera util € o seguinte.

Teorema 1.2.21. Seja f € H*(IR"). Entdo o operador (1—A)*/? ¢ uma isometria

sobrejetiva de H*(IR™) em L*(IR™), onde
Dom ((1 — A)*/?) = H*(IR")

(1= AY?=F Y1+ Mo)*)F

e Dom(Mo) ={g € L*(R")|[¢’g € L*(IR")}

(Mog)(€) = [€°g(6).
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Teorema 1.2.22 (Rellich). Sejam s > 0, QO C IR" um aberto limitado e
V= {u € HS(R") : u|mn_g = 0}

Entdo a inclusdo i: V — L%(IR™) é compacta.

1.3 Calculo Diferencial em Espacos de Banach

Defini¢ao 1.3.1 (Derivada de Fréchet). Sejam X e Y espacos de Banach e
U C X um aberto. f: U — Y é diferencidvel, no sentido de Fréchet, em z¢ € U,

se existe L € B(X,Y) tal que

f(zo+ h) = f(zo) + Lh + w(h),

onde 11;1—1»% “Tlglll)uy = 0. Nesse caso, denotamos f'(zy) = L a derivada de Fréchet
x

de f em z,.

Definigdo 1.3.2 (Derivada direcional). Sejam X um espago de Banach, f: U C
X — R, U aberto e o € U. A derivada direcional de f, na direcdo h € X em z,
é definido por

lim i[j"(:t:o+th)—f(a:o)], se existe este limite em X
t—0+ 1 A 1

Defini¢cao 1.3.3 (Derivada de Gateaux). Sejam X, um espaco de Banach,
f:UCX = R, U aberto e g € U. f é diferencidvel no sentido de Géteauz

em zp se 3 z* € X* tal que

lim [f(zo +th)— f($0)] = z*(h),

t—0+ I

para todo h € X. Neste caso z*, é denotado por D f(z), e é chamado o gradiente

ou G-gradiente de f em .

Teorema 1.3.4 (Teorema da funcgao implicita). Sejam X, Y e Z trés espacos

de Banach, f uma aplicacdo de classe C* num subconjunto aberto U de X XY em
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Z. Seja (zo,y0) um ponto de U tal que f(zo,yo) = 0 e que a derivada parcial
D, f(zo,y0) seja um homeomorfismo linear de Y sobre Z. Entio, existe uma vi-
zinhanga Vy de z9 em X tal que , para cada vizinhanca coneza aberta V de zo,
contida em Vj, existe uma tnica aplica¢do continua v de V emY tal que v(zg) = yo,
(z,v(z)) € U e f(z,v(z)) =0, para cada x € V. Além disso, v € continuamente

diferencidvel em V e sua derivada € dada por

v'(z) = —(D2f(z,v())) ™" o (D1 f(z,u())).

Prova. Ver [17], pig. 265. O

1.4 Teoria Espectral para Operadores
Auto-adjuntos

Antes de enunciar o teorema espectral que caracteriza os operadores auto-adjuntos,

veremos algumas definigGes e fatos sobre o operador multiplicagao

Definigao 1.4.1 (O espectro). Sejam X um espago de Hilbert e A: Dom (A) —
X um operador linear. O espectro de A é o conjunto dos A € C, tais que o operador
A — Al: Dom(A) C X — X ndo possui uma inversa limitada. Denotaremos o

espectro de A por o(A).

Definicao 1.4.2 (Espectro essencial). Seja A um operador auto-adjunto, defi-
nido num espago de Hilbert X. O espectro essencial de A é o subconjunto o.(A)
do espectro de A (o(A)) formado pelos pontos que, ou sdo pontos de acumulagao

de o(A), ou sdo autovalores isolados de multiplicidade infinita.

Como todo ponto isolado de 0( A) é um autovalor de A, entao segue-se
que 04(A) = 0(A)\ 0.(A), onde 04(A) denota o espectro discreto de A.
Na sequéncia enunciaremos o teorema de separacao do espectro de

um operador fechado A.
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Teorema 1.4.3 (Separacao do espectro). Sejam X um espag¢o de Banach, A
: Dom (A) C X — X um operador linear fechado com espectro o(A). Se o espectro
de A € separado em duas partes oy € 03 ( 0(A) = 01U02), de tal forma que, oy estd
contido no interior de uma curva simples, fechada T € o3 esta contido no exterior de
', entdo, ezxiste uma decomposi¢do de A associada a uma decomposi¢do do espago
X, X=M&®M, ( Alm, C My, Alm, C M), tal que os espectros das restrigcées

Alm,, Alm, coincide com o1, 03, respectivamente e Alpy, € B(M).

Prova. Ver [24], pig. 178 O
Observe que o espectro pode ser separado em mais de duas partes no sentido do

teorema (1.4.3).

Defini¢ao 1.4.4 (O operador multiplicagdo M,). Seja (X,u) um espago de
medida (separavel e o—finito) e seja g: X — C uma fun¢io mensuravel. Definimos

o operador de multiplicagdo por g da seguinte forma
Dom M, ={y € Li()\t’) 1gY € Li(X)}
My =g.9p, Vi € DomM,

M, é um operador linear densamente definido e fechado. Na se-
quéncia definiremos a transformada de Cayley que nos ajudara para verificar que

o operador multiplicagdo € auto-adjunto.

Definigao 1.4.5 (Tranformada de Cayley). Seja A um operador linear simé-
trico densamente definido no espaco de Hilbert X. A tranformada de Cayley de A
é o operador W = W(A) definido por

W:[A+ilp—[A—iln, 7 € Dom(A);
Im[A+1i] = Im[A—1i).

W(T) esta bem definido e é um operador linear isométrico. Como A

€ simétrico,
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I[A £ il = | Anlk % (An,in) F (in, An) + Inllx = Anlx + [Inllx -

Logo, [A + i]Jp = 0 implica [A —i]np = 0. W é portanto um operador linear bem
definido. Como

IWIA +ilnlly = I[A —lllx = l[A+dnlx
entao W é isométrico.

Definigao 1.4.6 (Isometria Parcial). Seja X um espago de Hilbert. Um ope-
rador A: Dom(A) € X — X tal que [|Au|ly = |lu|y, para u € Dom(A) é

chamado uma isometria parcial.

Definicdo 1.4.7 (Essencialmente auto-adjunto). Um operador A definido -
num -espaco de Hilbert X é essencialmente auto-adjunto se ele possui uma unica

extensao auto-adjunta.

Observacao 1.4.1. A é essencialmente auto-adjunto <= Dom W(T') e Im W(A)

sao densos <= n, = dimDom W(A)' = n_ = dimIm W(A)! = 0.
Teorema 1.4.8. Seja W a transformada de Cayley de A. Entdo

1) A— W(A) é uma bije¢io entre o conjunto dos operadores simétricos A densa-
mente definidos em X espago de Hilbert, e as isometrias parciais U tais que

Im (I — U) seja denso.
2) A € auto-adjunto se, e so se, W(A) € unitdrio.
Prova. Ver [37], pag. 109 O

Proposicio 1.4.9. Seja (X,p) um espago de medida e seja g : X — IR uma

fun¢do mensurdvel. Entdo

i) A transformada de Cayley de M, € o operador M, onde z : X — C={z¢€

C: |z| =1} € a fungdo

2(w) = [g(w) — i]lg(w) +1] 7"
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i) M, € auto-adjunto.

Prova. Para (i) veja [37], pag. 115. Vejamos a prova de (ii). Como z é uma
funcio com valores em C, M, é unitério portanto por (i) e pelo teorema (1.4.8)

parte 2 concluimos que M, ¢é auto-adjunto. O
Lema 1.4.10. Seja M, o operador de multiplica¢io por g. Entdo

i) Se (X,v) é um espago de medida € g : X —C € uma fungdo mensurdvel. Entdo
o espectro de My, agindo em L2(X), € o suporte da medida g.v. Em outras

palavras, X\ ¢ o(M,) se, e s se, eriste uma vizinhanga V de X tal que

gv(V)=0.

i1) Se (X,p) € um espago de medida e g : X — IR ¢ uma fungdo mensurdvel, entdo

M, >0 se, e 56se, g>0 gtp..

Prova. Provemos primeiro a seguinte afirmacio: M, é invertivel (ou seja, 0 &

a(M,)), se , e s6 se, existe § > 0 tal que
9() 25, qtp.
Se 0 & o(M,), entdo existe S € L(X) tal que
SMgp =14, Vi € Dom M,.

Em particular,
Il < USTIMll, ¥4 € Dom M,
Disto conclui-se facilmente que |g(w)] > IS||”' g.t.p.. Também tem-se que se
lg(w)| > 4, qt.p., entdo |g7'| < 67! gt.p. € S = M, -1 é evidentemente uma
inversa limitada para M,.
Por outro lado, A ¢ o(M,) <= 0 ¢ oM, — )] = oM, \] <=
existe & > 0 tal que [g(w)—A| > & ¢.t.p. <= existe § > 0 tal que v{w : [g(w)—A] <
8} =0, como {w : |g(w) — A| < §} = (g7 B(\,4)) e por definicao (g~ B(A,4)) =

g*vB(A,4) temos que gx vB(),8) =0 < X\ & Suppg *v.



Para ii), seja g > 0. Como

(Mg, ) = (g, 1) = / 9(w) | Pdu(w) > 0,

X
entao M, > 0. Para provar a implica¢do reciproca, seja £ C X um conjunto
mensuravel de medida finita. Para todo n > 0, ¥n = XEn{uw:|g(w)<n} € Dom M,

0< (Mydn, b)ory = /X 9(0) 6 (10) Pdla(0)

- / g(w)du(w).
En{w:ig(w)|<n}

Logo, para todo mensuravel E C X de medida finita,

/ o(w0)du(w) > 0.

E

Dai, conclui-se que ¢ > 0 q.t.p.. O

Proposicao 1.4.11. Um operador auto-adjunto A, no espago de Hilbert X, € nédo

negativo se, e sé se, o(A) C [0, 00).

Prova. Ver [37], pag. 129. O

Agora enunciaremos o teorema espectral,

Teorema 1.4.12 (Teorema Espectral). Seja X um espaco de Hilbert. Uma
condi¢do necessdria e suficiente para que um operador A: Dom(A) C X — X
seja auto-adjunto € que ele seja unitariamente equivalente a um operador de mul-

tiplicagdo M,, onde g € uma fun¢ido mensurdvel real.
Prova. Ver [37], pag. 114. O

Teorema 1.4.13 (Weyl-Von Neumann). Seja H um operador auto-adjunto -
num espago de Hilbert separdvel X. Para qualquer ¢ > 0, eriste um operador
auto-adjunto A € B(X) com ||A|| < ¢, tal que H + A tem um espectro puramente

pontoal.



1.5 O Operador de Schrodinger

Vejamos o que temos até agora sobre o operador multiplicacio My com g(w) =
w? + a.
1) Pela parte 2 do lema (1.4.10) e pela proposi¢io (1.4.9) temos que M, é nao-
negativo e auto-adjunto.
2) Pela proposicao (1.4.11) temos que a(M,) C [0, +00).
3) Mais ainda pela parte 1 do lema (1.4.10) com g(w) = a+w?, temos que o(M,) =
[, 00). Com efeito,
Aeo(M,) & Aesuppg*xv & |g(w) — A <4, V6>0& —d+(A-—a)<u?<
d+t(A—a)er>a—-46, V>0 A2

Agora estamos em condi¢oes de fazer a aplicagdo do teorema espectral
no estudo dos operadores A = —92+a e L, =—0>+ a— v¢?. Primeiramente
estudaremos o espectro do operador A. Para isto precisamos ver qual é o operador

unitario para provar a equivaléncia unitaria entre A e o operador de multiplicacao

M,, onde g é definido por ¢(£) = €% + a.

Lema 1.5.1. Os operadores A: Dom (A) = H*(R) — L*(R,dz) — L*(IR,dz)
e My: L}(R,d¢) — L*(IR,df) sdo unitariamente equivalentes, onde o operador
entrelagante € dado pela transformada de Fourier F: L*(IR,dz) — L*(IR,df), tal
que |

F(H*(R)) = L*(R, (1 + £")d¢)

Prova. Primeiro verifiquemos que F(Dom (A)) = Dom (M,). Esta verificacao
sera feita em duas etapas

1) F(Dom (A)) C Dom (M,): Seja ¢ € F(Dom(A)). Entao ¢ € H*(IR) é tal que
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(1+€)de L*(IR). Devemos provar que g.¢ € L*(IR). Temos que
[1s©derde - / (€& + a)IB(E) e
R

[ Era+ eraer

& +a,
re)

< (97 [a+eriord <.

Portanto, ¢ € Dom (M,).

2) Por outro lado, seja 1 € Dom (M,) e provemos que existe um ¢ € Dom (A) tal
que ¢ = 1. Como 3 € L*(IR, dz) entdo v € L*(IR,dz). Entio tomando ¢ = .
Obtemos

a+ £
a+§&?

/ (o + E)|b[2dE < .

/ (1+EPlpPde = / (1+§2>< Yo e
R

< sup(

Portanto, de 1) e 2) temos que F(H?*(IR)) = Dom (M,).
Além disso, se 7 € Dom (A), entao F(—0?+ a)p = (& + a)jj e
M Fn = (a+ 1. Portanto, M, Fn = F An, Vn € Dom (A). O
Vejamos o que podemos concluir para o operador A a partir do opera-

dor M, :

Lema 1.5.2. Para os operadores A e M, definidos anteriormente temos que
1) A € auto-adjunto ,

2 o(A)C R,

8) A € ndo-negativo em L*(R),

4) a(A) C [0,00).

5) 0(A) = [a,00) para a>0.

Prova. Primeiramente temos que A é unitariamente equivalente a M, e g é real.
Logo, pelo teorema espectral (1.4.12) tem-se que A é auto-adjunto. A parte 2 é

imediata pois os operadores auto-adjuntos possuem no seu espectro valores reais.
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Para 3 tem-se

(A, )ary = /R (=02, a)pdp, b € HY(R)
= [@up+arzo
R

Logo A é nio-negativo em L(IR). 4 é imediato de 3.

Finalmente, A & 0(A) < (A — )) tem inversa limitada em Dom (A)
logo, F(A — ) tem inversa limitada em F(Dom (A4)) = Dom (M,) & (M, — ))
tem inversa limitada em Dom (M;— 1)) & 0 € o(M,;— 1)) & A & 6(M,) = [a, 0).
Portanto o(A) = [a, 00) para a > 0. O

A seguir estudaremos o operador linear, auto-adjunto e nao limitado

dado por
Lo=—8+a—y¢, (1.15)

onde g € IN — {0} e ¢ é a solugdo da equagio elitica —¢" + ap ~ B¢7*!, que é dada
explicitamente por ¢ = ( %)%L‘%zlsech%(\/&_%x), como provaremos no lema (3.1.2).
Podemos escrever L, = A + B, onde A e B sao os seguintes ope-

radores de L*(IR) : Dom(A) = Dom(B) = H*(R), Av = —3>+ av, v €
Dom(A), Bv=—y¢%v, Vv € Dom(B).

Lema 1.5.3. Sejam A e¢ B como definimos acima. Entdo B é A-limitado com

A-cota zero e simétrico.

Prova. Temos que
|1Bvll = ll—7¢’vll < vI$l& lloll, Vv € Dom(A), (1.16)

Da observacio da definicao de A-limitado e por (1.16) temos que B
é A-limitado A-cota by = 0.

A verificacdo da simetria de B é imediata. O

Observagao 1.5.1. Do lema (1.5.3) e como A é auto-adjunto, usando o teorema

de Kato-Rellich (1.1.13) obtemos que £, = —% + a — y¢? é auto-adjunto.
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Observagao 1.5.2. Seja y(z) = —v¢%, Vz € R, onde c>0; p > 1. Observe-
mos pelo teorema das imersoes de Sobolev (1.2.19) que ¢ € L?(IR), Vp > 2, pois
Yo € H(R)en=1.

Lema 1.5.4. O operador B considerado de H>(IR) em L?(IR) é compacto.

Prova. Seja (¥n)n>1 uma sequéncia em C§°(RR) tal que ¥, — ¥ em H?(IR).
Para cada n, consideremos o operador B, : HZ(IR) — L?*(IR) definido por B,u =
Ynu, Yu € H“(R) Usando a desigualdade de Holder (1.2.16) e as Imersdes
H?*(RR) — L™(IR), temos que

1Bav — Bullpamy = [(¥n — ¥)ullramy < 190 — ¥llpo(my lullr2m)
< K|lpn — ¥l gegmy lull2gmy »
onde K > 0 é constante. Entdo B, converge para B nos espagos dos operadores
lineares limitados de H?(IR) em L?*(IR) e, como B é limitado, para concluir que
B é compacto, é suficente provar que cada B, é compacto. Fixemos n > 1 e seja

R > 0 tal que
supp¢, C B(0,R) = {z € R; |z| < R}.

Seja (m)m>1 sequéncia limitada em H?(IR). Entdo v, = @y, satisfaz
supp v, C B(0; R); vy € H'(B(0; R)), Vm>1,

e (Um)m>1 6 limitada em H'(B(0; R)). Pelo teorema de Rellich (1.2.22) segue-se
que existe uma subsequéncia (Vm,)j>1, de (Um)m>1, convergente em L*(IR), isto &,

(Buttm; )j>1 converge em L?(IR). Isto prova que B, é compacto. (]
Lema 1.5.5. B € um operador A-compacto.

Prova. Seja (vp)n>1 sequéncia em Dom (A) tal que (v,) e (Avp)n>1 sejam limi-

tadas em L?(IR); digamos ||v,|| < K, ||Av,|| < K, Vn > 1. Entao,

|-z

< K + ||lav,|| < K+ aK, Vn > 1.
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Via transformada de Fourier concluimos que (vp)n>1 é limitada em H 2(IR). Como
B considerado como operador de H2(IR) em L*(IR) é compacto pelo lema (1.5.4),
segue-se que existe subsequéncia (vy,;);>1 de (vn)n>1 tal que (Bvy, );>1 converge em
L*(IR). Isto prova que B é A-compacto. O

Finalmente vejamos o lema que nos da o espectro essencial do ope-

rador L,.

Lema 1.5.6. Sejam A, B e L, o0s operadores definidos acima. Entdo
0e(Lo) = 0.(A) e, mais ainda, 0.(Ly) = [a,+00) a> 0.

Prova. Sejam A, = A, Bi=L, = A, — B =+v¢" = —B, logo do lema
(1.5.2) parte 1 temos que A é auto-adjunto e pela observacio do lema (1.5.3)
temos que L, é auto-adjunto entdo A; e B; sdo auto-adjuntos, além disso tem-se
que Dom (A;) = Dom (B;) = H?(IR), e B A;-compacto, logo —B = A, — B, é

A; — compacto. Portanto, usando o teorema de Weyl (1.1.14), temos que
oe(Lo) = 0c(A) (1.17)

Por outro lado, como A e M, com ¢g(£) = a + £* sdo unitariamente equivalentes
(via transformada de Fourier) vemos que g.(A) = 0.(A) = [a, +o0). Portanto, de
(1.17), obtemos

0e(La) = 0e(A+ B) = 6o(A) = [a, +00).

(]

Na sequéncia para completar o estudo do espectro L,, veremos a

teoria de Sturm Lioville.

1.6 Teoria de Sturm Liouville

Continuando com a analise espectral vejamos algums lemas da teoria de Sturm-
Liouville nos quais veremos o que acontece com o espectro dos operadores auto-

adjuntos da forma —@2 4+ V(z), onde V(z) é o potencial. consideremos a equagao



diferencial da forma,
Hyy = —-y"+ V(z)y =0, (1.18)

onde o potencial V(z) é continuo e toma valores reais.

Comecemos pelo teorema de comparagdo de Sturm.

Teorema 1.6.1. Sejam y,, y2 solugdes ndo nulas das equagoes diferenciais:
—y; + Vi(z)y: = 0, —y; + Va(z)y: = 0. (1.19)

Se Vi(z) > Vi(z) em [a,b] e yi(a) = yi(b) = 0, entdo eziste o € [a,b] tal
que yo(zo) = 0. Em outras palavras, entre dois zeros quasquier de y; existe um
zero de y,. Se supusermos que Vi(z) > Vao(z) em algum subconjunto M C [a,b),
com medida de Lebesgue positiva, entdo um ponto zo tal que y»(zo) = 0 pode ser

encontrado em (a,b), entre dois zeros da funcdo y,(z).

Prova. Suponhamos que nao existem zeros de y; € y; > 0 em (a,b). Entdo
yi(a) > 0 e yj(b) < 0 (por exemplo, yj{a) = 0 entdo y; = 0 pelo teorema de uni-
cidade). Além disso, suponhamos também que em [a,d], y2(z) ndo tenha nenhum
zero e que y»(z) > 0 para x€ [a,b]. Multiplicando a primeira equacdo por y, e
a segunda por y; em (1.19) e integrando em [e,b] a diferenca da equacao obtida,

obtemos
/(yl Vy2)de + ‘/(Vl W)y dz =0,
logo,

/ (N1y2 — yy)'dz = / (Vi — Va)yryz da.

Entéao, por hipétese,

[ G = st = O ®) - vi(@uala) 2 0. (1.20

a

Mas as suposigoes feitas acima implicam que o termo central de (1.20) deve ser

negativo. Esta contradicao prova a primeira parte do teorema.



28

Suponhamos agora que yi(a) = y1(b) = 0, yi(z) > 0 € yo(z) > 0
para cada x € (a,b) e que V; > V, em um subconjunto de medida positiva de [a, b].

Como acima, encontramos das equagdes que

Y1 (8)y2(b) — yi(a)yz(a) > 0
Mas, como yj(a) > 0, y2(a) > 0, yj(b) < 0 e y2(b) > 0, entdo temos que

¥1(0)y2(b) — yy(a)yz(a) < 0.
Esta contradicao mostra a segunda parte do teorema. O

Coroldrio 1.6.2. Se V(z) > 0 para z € [a,b] em (1.18) , entdo qualquer solugdo

ndo nula tem no mdzimo um zero em |a,b].

Prova. Utilizando o teorema (1.6.1), comparamos a equacio (1.18) com —y” = 0.
Basta considerar sua solu¢io y = 1, que evidentemente ndao tem zeros. Logo
verifica-se o corolario. O

Consideremos a seguir V em (1.18) satisfazendo a condicao

lim V(z)=a, ' (1.21)

|z|—>+o00

com a > 0. Desta forma , temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.6.3. Sey ¢ uma solucdo ndo nula de (1.18), onde V satisfaz (1.21),

entdo o conjunto de zeros de y(z) € finito ( possivelmente vazio).

Prova. Primeiro, pelo teorema de unicidade das equagdes diferenciais, todos os
zeros de y sao isolados. A seguir, seja R > 0 tal que V(z) > 0, para |z] > R.
Entao y tem no méximo um zero em cada um dos intervalos (—oo, —R) e (R, +00)
pelo coroldrio (1.6.2) e, como [—R, R] é compacto e os zeros sdo isolados entao
[-R, R] contém um niimero finito de zeros. Portanto o conjunto de zeros de y(x)

é finito. O

Corolario 1.6.4. Seje A < ¢ um autovelor do operador H, = —gg +V(z), com

autofungdo y. Entdo o conjunto de zeros de y(z) € finito (possivelmente vazio).
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Prova. Como ) é autovalor de H; com auto-func¢do y entdo —y" + V(z)y = Ay;
ou, —y" + (V(z) — A)y = 0. Considerando V;(z) = V(z) — A, temos que Vi(z) —
a— A ea— > 0. Entao pela proposi¢io (1.6.3) obtemos a afirmacio. O

A seguir obtemos um resultado importante relacionado com os zeros
das solucdes de (1.18), que usaremos para provar a unicidade do autovalor negativo
do operador H,.

Teorema 1.6.5. Sejam y, y» € L?(IR) autofuncées de H, com autovalores A,
A2 < a e numero de seus zeros ny, ny, respectivamente. EntGo Ay > Ay implica

Ng > Ny.

Prova. Suponhamos que n; > 0. Sejam a; < a2 < ... < @y, todos os zeros
de y;- Pelo teorema (1.6.1), existe um zero de ¥ em cada um dos intervalos
abertos (a;,@;14), i = 1,2,...,n; — 1. A seguir mostraremos que pelo menos um
zero pode ser encontrado em cada um dos intervalos (—oo, ) € (ay,,+00). Em
outras palavras, s6 necessitamos generalizar a afirmacao do teorema de separa(;éoz
de Sturm para uma semi-reta.

Consideremos o intervalo (3, +00), com 8 = ay,, € suponhamos que
y2(z) > 0 para z € (B, +00), y1(8) = 0. Podemos supor também, sem perda de
generalidade, que y;(z) > 0 para z € (#,+00). Da mesma forma como na prova

do teorema (1.6.1), temos que

N N
f (Y18 — ¥92)'dz + [ (2= A)yigadz =0, VN > B.
B Jij
On,

V1¥s — Y12

N N
+[(A2 — AL)Y1yedz = 0.
A B

Ago;a, das suposicoes temos que, se  a = 11(8)¥5(08) — i (B)y=(B8) e
+1

e= [ (A2 — A)y1y2dz entdo @ < 0 e € > 0. Além disso, para N > §+1,
B

N
Y (N)ya(N) — 51 (N)ye(N) = — e — /(/\2 —AM)ynyedr < —e< 0. (1.22)
B+1
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Como y;, y» € L?(IR) e sao fungoes positivas entdo y1(z), y2(z) — 0, quando

£ —+ +00 e y}(N) <0, y3(N) < 0 para N > No. Logo (1.22) implica que
n(N)yy(N) < —e<0, VN > N,

o que é impossivel, pois y1(N) — 0, y3(N) — 0, quando N — +oo0.

O caso no qual n; = 0 segue-se imediatamente do fato que, por serem
11 € Y2 ortogonais, as duas ndo podem preservar seu sinal. O

Observe que devido a (1.21) e as hipéteses sobre V, o dominio natural
de H, é Dom (H;) = H*(IR). Ainda mais, H; é um operador auto-adjunto em
L*(R).

Vejamos agora, um teorema sobre o complemento do espectro essen-
cial que inclui o caso do operador £, estudado anteriormente, onde o potencial é

V(z)=a+v¢? com aevy > 0.

Teorema 1.6.6. Se o potencial V satisfaz (1.21), entdo Hyy = —y" + V(z)y €
limitado inferiormente e tem um espectro discreto em (—00,a), isto €, pare qualquer
b < a, o espectro do operador H; em (—o0,b) consiste de um nimero finito de

autovalores de multiplicidade finita.

Prova. A primeira parte prova-se seguindo o roteiro feito para a prova do lema
(1.5.6) sobre o espectro essencial do operador (L,) € a prova de ser limitado infe-

riormente é como segue:

(Hyy, y) i) = /_°°<—y”+v<x)y)ydx y € H*(R)
- / "y + Vie)y?) de

_ /i Z(y’)zdx—i- /_ " V(o) de

Por hipdtese, dado € > 0, existe M > 0 tal que |V(z) — a] < €, V|z| > M. Entao,
tomando € = %, obtemos V(z) > ¢ >0, V|z| > M. Além disso, pela continuidade

de V, V(z) > [ir}éM]V(x) = B3, de modo que V(z)y*> > By* Vz € [-M, M].
ze[-M,
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Portanto,
B oo (yr)2 o o] .
(Hlyvy)H(R) = 5 dr + V(z)y®dz
e 0] 00 "
> / V(z)y*dz + / V(z)y*dz
j=f>M -
a M
> = / y2d$+/ By? dz
2 -M
lz|>M
> win(3,0) [ sde=Clyl?
Outra prova usando principios variacionais pode ser vista em [3] pag. 94. O

Teorema 1.6.7. Suponhamos que o potencial V satisfaz a condi¢do (1.21) e Ao €
o menor autovalor do operador Hy com Ao < a. Entdo )¢ € simples e a auto-fungdo

correspondente ¥(z) pode ser escolhida positiva para todo x.
Prova. Ver [10], [35]. O

Teorema 1.6.8. Suponhamos novamente que o potencial V satisfaz a condig¢do
(1.21) e que o operador H; = —;‘fg + V(z) possui um autovalor zero simples com
autofuncdo ¢’ que muda de sinal e que possut um unico zero. Entdo o operador H,
tem exatamente um autovalor negativo simples Ao e existe um § > 0 tal que A > 4,

para todo A € o(Hy) — {X,0}. -

Prova. Pelo teorema (1.6.6) H;y é limitado inferiormente e como zero é autovalor
de H; satisfazendo 0 < a, entdo Agp < 0. mais por hip6tese temos que a auto-fungao
associada ao autovalor zero muda de sinal logo pelo teorema (1.6.7) temos que
auto-funcdo associada ao menor autovalor Ag pode ser escolhida positiva para todo
z , logo Ao # 0, portanto existe Ag < 0, € ele é simples pois Ay < a.

Vejamos agora que nao existe nenhum autovalor de H; em (Xq,0).
Suponhamos que existe A € (g, 0) tal que Hyb; = Apy, para ¢, € Dom (H,)—{0}.
Entdo, pelo teorema (1.6.5), aplicado &s fungdes 11, ¢', obtemos que ¢’ deve ter pelo

menos dois zeros. Isto é absurdo pois por hip6tese tem-se que ¢’ possui um unico
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zero. Isto verifica a primeira parte do teorema. A segunda parte, sobre a existéncia

de um mimero positivo 8, segue-se imediatamente do teorema (1.6.6). O

Observacgao 1.6.1. Os resultados acima sobre a teoria de Sturm-Lioville serdo
usados em cada uma das aplicagoes para verificar uma das hip6teses importantes

que chamaremos de hipdtese 3.

O estudo do espectro do operador L, pode também ser feito usando

os seguintes lemas. Estos ajudarao a calcular explicitamente o seu espectro (0(L,)).

Lema 1.6.9. Sejam ao, a1 > 0 quaisquer ¢ 8 € R — {0}. Entdo o operador
dilatagdo Ty, definido por (Tof)(x) = f(0z), satisfaz:

1) 9%, = 0(T54%,)

2) Loy = (T 5La,Ts;), para§ =22

Prova. Como di(z) = (%) (9-;—2) sechz(l%ﬂ), entdo

- (3) (42
Logo

oratt, —0( 5 ) (152 ) sect® (VL) = e,

Isto prova 1). Para 2), lembrando que £, = —92 + a — y¢% temos que
Tyl TRf = Tya(—0 + o —v¢L)TAf
= Tf( RT3 f +Tygla) T5f —1Ty5 0%, TyaT 5 f

= O+ St .

Portanto,

(T y5lay T72) =L
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Lema 1.6.10. Sejam o, &y > 0. Entdo, para L,, tem-se que 0 € autovalor sim-
ples, e um inico autovalor simples negativo se, e sé se estas mesmas propriedades

sdo satisfeitas para L, .

Prova. A prova é imediata observando-se que o operador Ay = /|0|Ty é uma

isometria em L2(IR). Ver detalhes no lema 6. de [2], pag. 358. O



Capitulo 2

Teoria de Estabilidade

Sejam X espaco de Hilbert real, munido de produto interno (.,.) e com norma
induzida ||.||; J: X* — X um operador linear fechado, anti-simétrico e sobrejetivo,
E: X — IR uma funcional de classe C? em X chamado de energia. Denotemos por

E': X = X* a derivada de Gateaux de E.

Defini¢ao 2.0.11 (Sistema Hamiltoniano). Um sistema hamiltoniano é uma

e-quagao de evolucao da forma
du = J E'(u(t)) (2.1)
onde u(t) é uma aplicagdo definida em algum intervalo [0, T, com valores em X.

Seja T uma representagio unitiria de IR sobre X tal que E é invari-

ante por T'.

Definigdo 2.0.12 (Soliton). Define-se como um soliton uma solugio de (2.1) da

forma
u(t) = T(ct)é (22)
onde c € IR e ¢ € X, para todo ¢t > 0.

- Definigdo 2.0.13 (Vizinhanga Tubular). Seja ¢ > 0. O conjunto
U.={ue X/ igli; lu —T(s)o|l < €} (2.3)

34
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é conhecido como uma vizinhanca tubular da 6rbita {T'(s)¢: s € IR}

Definicao 2.0.14 (Estabilidade Orbital). A @.-6rbita {T(ct)¢.: t € IR} é esta-
vel se, para todo ¢ > 0, existe um § > 0 com a seguinte propriedade :
Se |luo — @.|| < & e u(t) é solugdo do sistema hamiltoniano (2.1) em algum intervalo

[0,%0) com u(0) = uo, entdo u(t) pode ser estendida a uma solugagoem 0 <t < o e

sup inof ||u(t) — T(s)d|| < e.

0<t<oo SER

No caso contrdrio ¢.-drbita chama-se instdvel ( i.e 3 € > 0 com a
seguinte propriedade: V6 > 0,3 ug € X sendo |luo — ¢c||x < & e u(t) solugio de

(2.1), com u(0) = uo, tal que i&fq fu(t) — T'(s)éc||x > ¢, para algum t > 0 )

Proposigao 2.0.15. Seja E: X — IR, um funcional de classe C? definido em to-
do X com derivadas no sentido de Fréchet ( E': X — X* ¢ E": X — B(X,X™))
e suponhamos que E ¢ invariante sob T.

i.e.

E(T(sju)=E(u) Vsc€ReuckX. (2.4)
Entao
a) T*(s)E'(T(s)u) = E'(U) e T*(s)E"(T(s)u)T(s) = E"(u)
b) < E'(x), T'(0)u >= 0 para u € Dom (T"(0))
Prova. Primeiramente, derivando (2.4) com respeito a u temos que

< E'(T(s)u),T(s)p >=< E'(u),¢>, V ¢

< T*(=8)E'(T(s)u), ¢ >=< E'(u), ¢ >

Entao

T*(s)E'(T(s)u) = E'(u). (2.5)
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Novamente derivando (2.4) com respeito a u obtemos
T*(s)E'(T(s)u)T(s) = E"(u). (2.6)

Para provar b), derivamos agora (2.4) com respeito a s e avaliando em s = 0 para
obter

< E"(T(s)u), T'(s)u > |s=0 =< 0,u > |50 = 0.

Portanto

< E'(v),T'(0)u >=0 para u € Dom (T'(0)) (2.7)

Proposigao 2.0.16. Suponhamos que J comuta com T' no sentido que
T(s)J = JT*(—s) (2.8)

i.e. o diagrama sequinte € comuntativo.
T(s)
X — X

A 1K}
X' — X7
T+(s)

Entéo:
a) T(s)JT*(s)=J

b) JGT(s) = T(s)JG

¢) T*(s)[Dom (J)] = Dom (J)
d) T'(0)J = J(T"(0))*

e) JTIT'(0) = —(T'(0))"J " = (J7'T'(0))"
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Prova. Se ¢ € X* entao

J(¢) = JT°(=s)T"(s)(9)
= T(s)JT"(s)(¢) (por (2.8))

Logo
J =T(s)JT*(s).

Para b) temos que

T(s)JG = JT*(—s)

= JGT(s) pelolema (1.1.19).
Por outro lado como T'(—s)J = JT*(s) entédo
Im(T*(s)) CDom(J) e Dom(J)C X"
L_ogo
T*(s)(Dom (J)) € Dom (J). | (2.9)
Aplicando T*(—s) em (2.9) obtemos

T*(—s)T"(s)[Dom (J)] € T*(—s)[Dom (J)].

" Entao

Dom (J) C T™(s)[Dom (J)] (2.10)
Portanto de (2.9) e (2.10) temos que
T*(s)[Dom (J)] = Dom (J).

Vejamos a prova de d). Por (2.8) tem-se T(s)J = JT * (—s).
Entao

T'(s)J = JT*(—s)(—1).



Avaliando em s = 0 obtemos
T'(0)J = ~JT*(—0) pois (T'(0))* = (T*(0)) e T*(0) = —T(0).

Finalmente, como

T'(0)J = —J(T'(0))* = T'(0) = —J(T'(0))"

I =~ e (PO T
entao
T'(0) = J(J“IT'(O))*.
Portanto

JTIT'(0) = (JTIT'(0))* (2.11)

(J7HT(0)) = (T'(0))"(J 1) = (T'(0)*(—J 1) = —(T"(0))"J "
Logo

(JTO) = ~(T'(0) (212)
De (2.11) e (2.12) tem-se
JT(0) = ~(T(0)) ™" = (J7'T(0))"
O

Proposicao 2.0.17. Dado o operador linear limitado e auto-adjunto B: X — X*,
com a propriedade que J B € uma extensdio de T'(0), definamos o funcional Q: X —

IR pela relagdo
. .
Qu) = 5 < Bu,u > . (2.13)
Entao verificam-se:

a) Q € invariante sob T i.e. Q(T(s)u) = Q(u), Vse R,ue X
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b) Q' (u)=Bu e Q"(u) =B, Yue X
c) Também verificam-se os itens sequintes:

L T(s)Q(T(s)u) = Q'(w)

2. T(s)*'BT(s)= B

3. BT'(0) = —T'(0)*B

4. B[Dom (T"(0))] = Dom (T"(0)")
Prova. Como a prova de a) é equivalénte a provar que Q(T(s)u) = Q(T(0)u) i.e
Q(T(s)u) é constante, verificaremos que 52(T(s)u) = 0
Temos que 2(T'(s)u) = T'(0)T(s)u para u € Dom (T7(0)) e Dom (T"(0)) é denso
em X.

Portanto
dQ ' '
—d;—(T(s)u) = T'(0)T(s)u para u € Dom(T'(0)),s € R.
Como Q'(w)(v) =< Bw,v > e T'(0) = JB em Dom (T"(0)) entédo

Q(T(s)u)T'(0)T(s)u = < BT(s)u,T'(0)T(s)u >
= < BT(s)u,JBT(s)u >

= 0 (pois J é anti-simétrico).

Portanto
Q(T(s)u) = Q(u), Vs € IR,u € Dom (T'(0)).
Para completar a prova em todo X usaremos a densidade do Dom (77(0))
em X.
Dado ¢ € X, seja ¢, € Dom (T"(0)) tal que ¢, — cem X. Como Q(T'(s)cn) = Q(cn)
e (@ é linear limitado.
Bntéo Q(T(s)e) = Q(¢)
Portanto

QT (s)u) = Q(u) Vse R,u € X.
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Agora provaremos b) em duas partes; primeiro que Q'(v) = Bu Vu € X,
isto é

“ “ o ||v]| ”Q( +v)— Q(u)— < Bu,v> || =0.

Observe que

“ ” ”Q(u + v) Q(u)_ < Bu,v > ”

- || (<B(u+v)u+v> < Bu,u >)— < Bu,v> ||

- L ”2(<Buu>+<Buv>+<Bvu>)+<va>)

- (5 < Bu,u > + < Bu,v >}||

_ 1 jI<Bvv >” Bl vl o (Bllel
l[oll 2 el o2 T2
Logo
< lim, Q) = Qu) < Buyo> [ < I i ol =0
ou seja,
fim, @+ v) = Qu)= < Bu,o> || =0.
Portanto
Q(u) =
Verifiquemos agora a segunda parte; Q"(u) = B, Vu € X.
Como
Jim ¢ h” —_||B(u+h) — B(u) — Bh||=0
e
|B(u+ k) — B(u) — Bh|| = ||Q'(u + h) — Q"(v) — Bh|
entao

R"(v) = B, Vue X.

c) (1) Como Q(T(s)u) = Q(u),
entdo < Q'(T(s)u)g, T(s)p >=< Q'(u)p,¢ >, Vo
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= <T(s)Q(T(s)u)d, ¢ >=< Q'(v)d, ¢ > Vo
Logo

T(s)Q(T(s)u) = Q'(u) (2.14)

Para (2) de (1) temos que T(s)*Q'(T(s)u) = Q'(u). Logo
T(s)*Q"(T(s)u)T(s) = Q"(u) e, como Q"(u) = B, Vu € X, entao

T(s)'BT(s)=B (2.15)

(3) Isto é equivalente a mostrar que BT'(0)¢ = T'(0)* B¢, V¢ € Dom (T"(0)).
Como T'(0) = JB V¢ € Dom (17(0)), entao

BT'(0)=BJB ¢ —T'(0)'B=—(JB)*'B=—-B"J"B=BJB.
Portanto
BT'(0) = ~T'(0)*B (2.16)

Finalmente o item (4) é imediato pela definicao. O

No lema seguinte provaremos que os funcionais E e () sdo conservados ao longo do

fluxo de (2.1).

Lema 2.0.18. Os funcionais E € QQ sdo conservativos sobre a orbita isto €

dE(u) _ dQ(v) _
a0 0
Prova. Com efeito,
dE(u) _ , du _ , ,

o =< E'(u), 7> = <k (u), JE'(u) >
= — < JE'(u),E'(u) >
= — < E'(u),JE'(u) >

Portanto
@—) =0, VuelX.

dt
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Além disso,

dQ(u) _

— <@(u ) = < Bu,JE'(u) >

’ dt

= — < JBu,E'(u) >

= — < E'(u), T'(0)(u) >, se u € Dom (T"(0))
e, por (2.7), < E'(u), T'(0)u >= 0 para u € Dom (T"(0)).
Portanto pela densidade segue-se que

dQ(u)
dt

=0, VuelX.

Vejamos uma caraterizacao da definicao de soliton.

Lema 2.0.19. Se v € Dom (T"(0)) satisfaz a equagdo “estaciondria ”

E'(¢) = Q' () (2.17)
entdo T(ct)y é um soliton do sistema hamiltoniano dado pela equacdo (2.1).
Prova. Tem-se
S (T(cl)g) = T'(O)T(ct)s = cIBT(ct)s

= T (-A)Q () (pois @ (u) = T*(5)Q(T(s)u))

= (DB - (por hipoteses)

— IT(-)T* () E'(T(t)d) (por (26))

= JET(t)9)
Portanto

9 (T(ct)) = JE(T(c)9)

Logo T(ct)¢ é um soliton de (2.1). O

Definamos uma fungéo escalar e um operador que serdo usados nos teoremas, prin-

cipais 1 e 2: d(.): X — IR tal que

d(c) = E(¢c) — cQ(¢c) (2.18)
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e H.: X — X* tal que

H. = E"(¢c) — Q" (¢c) (2.19)

Observe que H, é auto-adjunto no sentido que H! = H, e G™'H, é um operador

auto-adjunto limitado em X no sentido standard
(G'Hu,v) =< Hu,v >=< Hv,u >= (G 'Hu,v) (2.20)

H, é auto-adjunto pois E é de classe C? disto tem-se que E"(¢.) é uma forma
bilinear simétrica em X, como consequéncia disto E”(¢.) é auto-adjunto e por
outro lado temos que Q"(#.) = B = B* logo )" também é auto-adjunto, logo tem-
se que H, é auto-adjunto. Mas ainda por (2.20) temos que G™! H, é auto-adjunto.

Na sequéncia vejamos o espectro do operador H,,

Lema 2.0.20. Se ¢, € um soliton entdo T'(0)¢, ¢ um autovetor de H. associado

ao autovalor (.

Prova. Temos E'(¢.) = cQ'(¢.) por ser ¢, soliton.
Logo, por (2.5) e (2.14),

E'(T(s)¢c) — cQ(T(s)¢c) = T™(—s)[E'(¢c) — cQ'(dc)] = 0 (2.21)
Derivando (2.21) em relacio a s obtemos
E"(T(5)¢)T'(0)T(s)pe — cQ"(T(s)¢e)T'(0)T (). = 0
Entéo, avaliando em s = 0 temos

E”(¢C)T’(0’)¢c — Q" (¢.)T'(0)¢p. = 0,

H,(T'(0)¢.) = 0 = 0T"(0).. (2:22)

Portanto T'(0)¢. é um autovetor associado ao autovalor zero,i.e, 0€o(H.). O
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Definicao 2.0.21 (Solugao Fraca). Uma solugao fraca de (2.1) num intervalo

de tempo Z é uma fungio u € C(Z; X) continua com valores em X, tal que:

& u(t),9) = (B (u(0)), ~ ) (223)

em §*(I), V¢ € Dom(J) C X™.

2.1 Teoremas Principais

Para o estudo da estabilidade, trabalharemos sobre o espago de Hilbert real X
tomando as seguintes hipdteses: |

Hipotese 1 (Existéncia de Solugbes). Para cada ug € X existe
um tp > 0 que depende somente de p , onde |luo]| < u, e existe uma solugao da
equagdo (2.1) no intervalo Z = [0,10) tal que:
(a) u(0) = uo
(b) E(u(t)) = E(uo), Q(u(t)) = Q(uo) para t € 1.
Observacio 2.1.1. Note que se u(t) é solugao de (2.1), entdo T'(s)u(t) também é

para todo s € IR.

Com efeito, como u(t) é solucao de (2.1) entdo u(t) satisfaz (2.23). Logo
< E'(T(s)u(t)), —J >=< T*(—s)E'(u), —J¢ >

pois T*(s)E'(T(s)u(t)) = E'u(t).

Entao

E'T(syu(t)) = T"(—s)E'(u(t))
= < E'(u),—T(—s)J¢ >
= < E'(u),—JT*(s) > (pois T(s)J = JT*(—s))
= % <u(t),T*(s)y >

_ % < T(s)u(t), >, Vi € Dom (J).
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Portanto
d
< E(T(s)u(t)),—Jo¢ >= 7 < T(s)u(t),v >, Y € Dom(J).
Como conclusao, T'(s)u(t) também € solugio de (2.1) Vs € IR.

Hipétese 2 (Existéncia de Solitons). Existem niumeros reais

¢; < ¢; e uma aplicagdo de IR em X satisfazendo

(a) ¢ = ¢. do intervalo aberto (¢;,c;) C IR em X é de classe C! para cada

¢ € (c1,¢2),
(b) E'(¢c) = cQ'(¢c),
(¢) é. € Dom (T'(0)®) N D(JGT'(0)?),

(d) T'(0)¢. # 0.

Lema 2.1.1. Se d"(c) > 0 entdo H. tem pelo menos algum elemento negativo no

seu espectro.

Prova. Diferenciando (2.17) em relagao a c, temos que

, _ 4o

Hg.=Q'(¢) .=~ (2.24)
Diferenciando agora duas vezes (2.18) temos
d(c) = —Q'(¢:) (2.25)
e
d"(c) = —(Q'($o), 82) = —(H 4, 1) (226)
Portanto (He,#,) < 0 se d”(c) > 0. O

Hipétese 3. Para cada ¢ € (¢1,¢2) C IR, H. possui exatamente
um autovalor negativo o qual é simples, KerH, = span{T'(0)¢.} e o resto do
espectro é positivo e limitado inferiormente. Além disso, existe § > 0 tal que

inf(a( H.) N (0,00)) > 6.
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Prosseguindo veremos alguns lemas que usaremos para provar os dois

teoremas principais.

Lema 2.1.2. Com as hipoteses 2 e 3, temos:
(1) T(s)¢ = ¢ para algum s > 0 ou

(i1) T'(sn)¢ — ¢ implica s, — 0.

Prova. Consideremos o conjunto de pontos criticos de L = F — ¢) em uma
vizinhanga de ¢. Se u é um ponto critico entao: L'(u) = 0; logo, usando o desen-

volvimento de Taylor para L'(u) temos que
0=L'(u)— L'(¢) = H(u—¢) +0([|u— &)

onde H = L"(¢). Temos que o conjunto de pontos criticos de L é localmente
isomorfo a0 Ker(H). Por (2.21), como ¢ é um ponto critico entao para cada s,
T(s)¢ é também ponto critico. Portanto existem uma vizinhanca V de ¢ e um

nimero § > 0 tais que
{ueV:L'(u)=0}={T(r)¢:|r| < é}.

Suponhamos agora que (ii) é falso. Entdo existe uma sequéncia |s,| > & com
T(s.)¢ € V. Fixado n, provamos justamente que existe |r,| < & com T'(s,)¢ =
T(rn)¢. Logo T(s, — r,)¢ = ¢, mediante o qual (i) é valido. O
O lema seguinte fala sobre o fator exterior do grupo de agio dentro da vizinhanca
tubular no sentido que T(s)u é ortogonal a T"(0)¢ para algum s = s(u). Alguns

detalhes que aparecem na prova sao como os apresentados no lema 4.2 de [31].

Lema 2.1.3. Dadas as hipdteses 2 € 3, existem £ > 0 e uma aplicagio o de classe
C?, a: U. = IR (IR| periodo, se a orbita € periodica), tais que, para todo u € U, e

todo s € IR,

i) [IT(e(w))u —¢f < [|T(s)u— o],
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ii) (T(afu))u, T'(0)¢) = 0,

iil) a(T(s)u) = a(u) — s, mddulo ou periodo se a orbita é periddica,

_ GT(—a(u))T'(0)¢
T0P0T (a(u))u)*

iv) o'(u)
v) « aplica U. em Dom (J) e Jo': U. - X € C.

Prova. A idéia ¢ escolher a(u) que minimiza g(s) = ||T(s)u— ¢|’. para u

préximo da 6rbita {T'(s)¢,s € R}. Seja
g (s) = N(u,s) = 2(T(s)u — ¢, T'(0)T(s)u) = 2(T(s)u,T'(0)¢) u € X, Vs € R.

Vamos resolver a equagao N(u,s) = N(¢,0) = 0 para s = s(u), usando o teorema
da funcio implicita. Temos que N é C? por ser composta de aplicagoes C2. De
fato, N = po B, onde p: X x X = Re f: X x R — X x X sio definidas
por p(u,v) = 2(u.v), B(u,s) = (u,T(—s)T'(0)¢p). Observemos que p é bilinear,
By(u,s) = u é linear, logo C? e fa(u,s) = T(—s)T(0)¢ é C2, sendo B} ¢ B dadas

por

< By(u,5), (h,p) >= —pT(=s)T' (0’6, < By(u,s),(h,p) >= EpT(—5)T'(0)°¢.

Como g¢"(s) = —2(T"(0)T (s)u, T'(0)¢) = 2(T(s)u, T(0)%4).

Entao

O (9.0) = 26, T'0)%) = 2| T'(O)9* > 0

Pelo teorema da fungdo implicita, existe um aberto {; de X, com ¢ € ;, um
intervalo aberto I; contendo o zero e uma funcao « de classe C2, a: Q; — I, tais
que

N(u,s(u)) = N(¢,0) =0, Vu € .

Isto é

(T(s(u))u,T'(0)¢) =0, Yu € €. | (2.27)
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Pela continuidade de % em (¢, 0), existem abertos {}; C € e um intervalo I, C I,

tal que

-66—]:(11,.9) > 0, Yu € €, Vs € Is. (2.28)

Agora pelo lema (2.1.2), podemos escolher § > 0 e n(é) > 0, tais que:

(=6,8)C L, = {veX: v—g| < @} C s7H(=5,6)) (2.29)
e [T(s(u))u—9gll < n(8)= [s|<é (2.30)

e (2.27), (2.28) ainda sejam validos para €2, (—4,8) e a:  — (—4,4). Entio, dado

u € (), s = a(u) é o inico minimo de g(s) em (—4,8). Portanto,
IT(a(w))u — ol < I T(s)u—oll, Yuef, Vse(=43). (2.31)

Vamos provar que (2.31) ainda é vélida Yu € €} e s € IR. Suponhamos que existam
u€ENese R |s| >4, tais que |T{a(u))u— ¢|| > ||T(s)u— 4| . Entdo, por
(2.31), temos |

IT(s)o—#l < IT(s)6 = T(s)ull+ I T(s)u— &)
< llg—ull+ 1 T(a(u)u — g
< llg—ull++IT©Ou ¢l

= 2|lu— ¢l <n(d).

Por (2.29) segue-se que |s| < 4, que é uma contradicio.

Portanto,
IT(a(u))u—¢l| <[ T(s)u—¢fl, VueQ, VseR. (2.32)
Para provar (777) em £, agora de (2.32), temos

IT(a(u) —s)¢— || < |T(a(u))T(—5)¢— T(a(w))ull + |IT(c(u))u — ¢
< 2| T(s)ju—d|, YVueQ, VseR
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Assim, se u € 2 e s € IR sdo tais que T(s)u € (1, entao

a(u) — s € (—=4,8), (T(a(T(s)u))T(s)u,T(0)¢) =10,

(T(cu) — $)T(s)u, T'(0)¢) = (T(ex(u))u, T'(0)¢) = 0.

Pela unicidade garantida pelo teorema da func¢io implicita, obtemos:
a(T(s)u) = a(u) — s, Vue ), Vse R, tais que T(s)u € . (2.33)

Com efeito. Seja = {v € Q: T(s)v € Q}. Q é aberto em X e u € ; logo
existe &; > 0 tal que T'(s)B(u;8;) C Q, onde B(u;68;) = {v € X;|jv —u]| < &}.
Definindo &: T'(s)B(u;8,) — (—4,8) por &(T(s)v) = a(v) —s, Vv € B(u;é),
pelo teorema da fungio implicita obtemos & = a em T'(s) B(u;4,). Em particular,
a(T(s)u) = afu) — s.

Vamos estender agora (2.27), (2.32) e (2.33) para uma vizinhanca
tubular U, da érbita {T(s)¢, s € R}. Seja € = %L Dado u € U, existe s € IR
tal que ||lu — T'(s0)¢|| < €. Entao T'(—seo)u € 2. Definimos a(u) = a(T(—s0)u)— so-
Esta defini¢ao independe da escolha de sy. De fato, suponhamos que existam s,
s; em IR tais que ||[U —T(s0)9|| < € e ||lu—T(s1)¢|] < e. Entdo T(—so)u €
Q, T(—s1)u € N e, por (2.33),

a(T(—s0)u) = (T (81 — $0)T(—s1)u) = a(T(—s1)u) — (51 — So)-

Ou seja, a(T(—so)u) — so = a(T(—s1)u) — 1.

Para provar que a é C? em U, é suficiente mostrar que para cada u € U,, existe
uma vizinhanca B, C U,, u € B,, tal que a restricao de s a B, é C2.

Dado v € U, seja sp € IR tal que ||u—T(so)¢|ly < €. Pela continuidade da
aplicagdo v — ||v — T'(s¢)@l| em v = u, existe vizinhanga B, € U,, u € B,, tal que
lv — T(so)dl| < €, Vv € B,. Portanto, a(u) = (T (—s0)v) — 30, Yv € B,, sendo

v = o(T(—s0)v) — 50, C* em B,.



50

Assim, para u € U, e s € IR, usando a definicdo de a em U, e (2.32), (2.27), e

(2.33) obtemos,

1T (e(w))u — ¢l = [[T(AT(=s0)u) = 50) — 4l
= |[|T(a(T(—s0)u))T(—s0)u — || < [IT(s + s0)T(—30)u — ¢||
= [[T(s)u—¢l

(T(a(u))u, T'(0)¢) = (T((T(—s0)u) — s)u,T'(0)$)
= (T(a(T(—30)u))T(—s0)u, T'(0)¢) = 0. Que verifica (1)
Fixados u € U, e s € IR tal que ||T'(s)u — T(s0)9|| < €. Entdo, T(s — sp)u € } e

a(T(s)u) = a(T(—se)T(s)u)— so
= oT(s— se)u) — o

= afu) — (s — so0) — s0 = alu) — s.

Para provar (iv), consideremos, as aplicagbes m: X x X - Re¢: X -+ X x X

definidas para m(u,v) = (u,v), ¥(u) = (v, T(—s(u))T"(0)¢). Temos

< m'(u,v) = (w1, ws) >= (wy,v)x + (u, w2),

< ¢'(u),h >= (b, [-T(~s(u))T"(0)*¢] < &/(u), h >),

Vwy, we, e h em X. Como

(m 0 ¢)(u) = (u, T(—a(u))T'(0)¢) =0 VueU.,

. segue-se

0 = <m'(¢(u)),¢'(u).h >
= (A, T(—a(u))T'(0)°¢)+ < 5'(u), h > (u, T(—a(u))T'(0)*4),
de onde obtemos:

o) p o (L(e())h, T'(0)¢)
< ( )ah‘ >= (T(a(u))tL,T’(O)2¢)
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Finalmente provemos (v). A aplicagio J o s': U. — X € de classe C'! por ser uma
composigao de aplicacoes de classe C*. De fato, J: Dom (J) C X* — X é C? por
ser linear e a': U, — Dom (J) é C' por ser a composta das seguintes aplicagoes

C', & =£o0/(0,0), onde
£: R x Dom (J) = Dom(J), o:U.— R,

6:U. —» Dom(J) e (0,6): U. = R x Dom (J),
sao definidas por £(t,¢) = to,

(w) = !
ST (T (—a(w)T(072®)x
6(u) = GT(—a(u))T'(0)®,

(0:0)(w) = (o(u),8(u)).

O
~ Novamente sob as hipoteses 2 € 3 com o parametro ¢ fixo, denotemos

X=X, o autovetor associado ao autovalor negativo de H:
HX.=-XGyr, |X|=1 (2.34)

Denotemos por P = P, o subespago positivo de X. Entio existe um § =4, > 0

tal que:
(Hp,p) > 8 |lp|l” para pe P -~ (2.35)

Para efeito de simplificacao na notagio escreveremos H, ¢, L em lugar de H,, ¢,

L., respectivamente.

Lema 2.1.4. Dadas as hipdteses 2,3 e seja d’(c) > 0. Se (Q'(¢),y) = (T'(0)¢,y) =
0 ey#0, entio (Hy,y) > 0.

Prova. Por (2.26) temos que (H¢', ¢') < 0. Consideremos a decomposigao espec-

tral ¢7’ = a()X + b()T’(O)¢ + Po, onde Po (S P. Entao (HG,()X + bQT’(O)(b-I- p(),(l()X +
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boT'(0)¢ + po) < 0, de onde —a2A? + (Hpo,po) < 0. Por outro lado, seja y € X
com {Q'(¢),y) = 0 e (T"(0)¢,y) = 0. Fagamos a decomposigao

y=aX +p com p € P.

Por (2.26) temos que

(H¢',y) = —aoa)® + (Hpo, p).

Logo
| Hp, po)?
Hy,y) = —ad?)\?+ (Hp, _>_—a2A2+<———’—
(Hy,y) (Hp,p) (Hpo,po)
242 (aoa/\2)2 .
> a‘ X+ 0(2))\2 = 0.

a

Lema 2.1.5. Dadas as hipdteses 2 e 3, se d"(c) > 0, entdo existem k>0 ee >0
tais que

E(u) — E(¢) 2 k| T(a(u))u — 4|I”
para u € Ug, com Q(u) = Q(¢).

Prova. Seja g = G7'Q'(¢) e consideremos a descomposigao

T(a(u))u - ¢ =aq+ty,

onde (y,q) = 0 e a é um escalar. Entao, usando o teorema de Taylor, temos que

Q(¢) = Q(v)

Q(T(a(v))u)

= Q(¢) +(Q'(8), T(a(w))u — ) + O | T(a(w))u - ¢||")
= Q(¢) + (g a9 +y) + (IT(a(w))u— ¢||)

= Q(¢) +alal® + O IT(a(u))u - 4|*).

Logo a = ||T(ex(u))u — ¢||").

Seja agora, L(u) = E(u)—cQ(u). Usando novamente a expansao de Taylor obtemos

L(u) = L(T(a(u))u) = L(¢) + (L'(8),v) + %(L"(@v, v} +o|lv]|*)
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onde v = T(a(u))u) — ¢ = aq+y. Como Q(¢) = Q(u), L'(¢) = 0e L"(¢) = H,

segue que,
B(u)~ B($) = 5(Ho,0)+o(lo]f)
- gﬂww+omﬂ+owmwn+«ww>
= 3{Hy.w)+ ollolP)

Agora, de (it) do lema (2.1.3) e do fato que (G™1Q'(¢),T"(0)¢) = 0, temos

(4, T'(0)) = (T(c(u))u — ¢ — aq, T'(0)¢) = 0.

Pelo lema. (2.1.4) temos que se (Q'(¢),y) = 0, entdo (Hy,y) > k ||Iy|,

para algum k > 0, onde II é a projecio ortogonal sobre [T"(0)¢]t. Portanto

E(u) — E(¢) 2 k |lyll* + o(l[v][*)-

Finalmente, como

lyll = llo ~ aqll > [loll — lal lqll > llvll = O(llo]I*),
temos que para ||v|| suficientemente pequeno
E(u) — E(¢) > k|lv|* = k| T(a(w)u - 4|,
COMO qUETiamos provar. - O

Teorema 2.1.6 (Teorema 1, [21], pag. 167). Dadas as hipdteses 1 e 2, se o
operador H tem seu nicleo gerado por T'(0)¢ € o resto do espectro € positivo
(continuo), tal que existe § > 0 com inf(o(H) N (0,00)) > 4, entdo a ¢—orbita

€ estdvel.

Prova. Esta prova sera feita por contradi¢ao e sera dividida em 3 partes:
Primeiramente, das hipSteses 1 e 2 existe uma constante k > 0 tal que para todo

y € [ker H]* temos que

< Hy,y >> k|ly| (2.36)
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De fato, das hipoteses temos, Ker H = span{ T'(0)¢ } tal que 0 € o(H) é sim-
ples e existe um a > 0 tal que (6(H) — {0}) C [a,00). Sejam X; = Ker H
e Xy = (KerH)t, logo X = X; & X, pois X; é fechado, sejam também H; =
H|x, e H;= H|x,, Entao o(H;) = {0} e pelo teorema de separagao do espec-
tro (1.4.3) temos que o(H;) = o(H) — {0}. Entao, todo z € X pode-se escrever
da forma:

z=al'(0)p+y, yeX;=][KerH]*,

e H; definido em X, é um operador positivo limitado inferiormente (H; > 4) isto
é existe & > 0 tal que (Hay,y) > é|lyll>, 6 < info(H,) Vy € [KerHJ*. com o
qual concluimos a prova.

Por outro lado, das hipoteses 1 e 2 temos que existem k& > 0eec >0

tais que:
E(u) — E(¢) 2 k[T (a(u))u— 4|, (2.37)

paraue U, ={ue X: s1é11f2||u — T(s)u|| < €}, e Q(u) = Q).

Com efeito. Fazemos T(a(u))u — ¢ = aT'(0)¢ + y, onde y € [KerH]*, pelo
lema (2.1.3) parte (zi) temos que (T'(a(u))u — ¢,T'(0)¢) =0 = a = 0, logo
T(a(u))u — ¢ € [KerH*.

Por outro lado, seja L(u) = E(u) — c¢Q(u), usando uma expansdo de Taylor temos

que

L(u) = L(T(a(u))u) = L(¢) + (L'(),v) + %(L"(¢)v, v) +o([loll"),

onde v = T'(a(u))u — ¢. Como Q(u) = Q(¢), L'(¢) =0 e L"(¢) = H entao

L(w) - L($) = E(u)— cQ(u)— E(9)+ Q)
= E(u) - E(9)

1 2
= (Hv,0)+o([[o]").



Como v € [KerH}*, pelo que foi provado acima temos que

k
E(u) = E(¢) > ol +o(llol)
ko o(l|v]) ,
= G+ APy e > pope v
[l
= K||IT(s(u)) - 4ll-
Finalmente, suponhamos que ¢—orbita ndo € estavel. Entao existem

uma sequéncia de dados iniciais u,(0) e 6 > 0 tais que
inf ||u,(0) — inf ||u,(t)—T >4
inf lun(@) —T(s)9l >0 e sup inf [lua(t) = T(s)#ll 2

onde u,(t) é uma solu¢do com dado inicial u,(0). Pela continuidade de u, em t,

existe uma sequéncia ¢,, de tempos, tais que:
lglfz ”un(tn) —T(s)¢l| =4, (2'38)

sendo que estas solugdes existem pelo menos no intervalo [0,1,] para n suficiente-

mente grande. Também temos que

inf [[ua(0) — T(s)¢ll = inf [|T(—5)un(0) — ¢l = |IT(~e(ua(0))) — &I,

logo T(—a(u,(0))) — ¢. Pela hipdtese 1, a continuidade e invariancia de £ e ¢

temos que -

E(T(~(u(0)))) = E(un(0)) = E(un(tn)) — E(¢)
QT(—a(a(0)) = Q(ua(0)) = Q(un(ts)) = Q(4),

seja agora, uma sequéncia v, € U, tal que Q(v,) = Q(&) € ||[vn — vu(tn)llx — 0.
Entao pela continuidade de E (E(v,) = E(¢)) e (2.37), temos que

0 ¢ E(vn) — E($) 2 k|| T(a(va))vn — SII” = k Jlon — T(~a(va))¢ll" -

Logo |[un(tn) — T(—a(vn))|l = 0, pois [|un(tn) — T(—a(va))@ll < [[un(tn) — vall +
lvn — T(—a(vy))¢||. Isto contradiz a equagio (2.38). Portanto ¢.-drbita é estavel.

O
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Teorema 2.1.7 (Teorema 2, [21], pag. 167). Suponha as hipdteses 1, 2, e 3
vilidas, e ¢; < ¢ < ¢3. Entdo a ¢.-drbita € estdvel se e somente se a fungdo d(.) é

conveza numa vizinhanca de c.

Prova. Como em nosso caso estudamos a estabilidade para d(.) > 0, provaremos
somente o caso em que d(.) estritamente convexa numa vizinhan¢a de ¢ implica
que a ¢-Orbita é estavel.

Pelo lema (2.1.5) temos que, existem k > 0 e € > 0 tais que
E(u) - E(¢) > k||T(a(u))u — ¢[" (2.39)

~para u € Uy, com Q(u) = Q(¢).
Por outro lado, suponhamos que ¢.—o6rbita ndo é estavel. Entao existem uma

sequéncia de dados iniciais u,(0) e § > 0 tais que
' — ' _ >
inf lua(0) = T(s)gll =0 e sup inf |lun(t) — T(s)¢l| 2 6

onde u,(t) é uma solucio com dado inicial u,(0). Pela continuidade de u, em ¢,

existe uma sequéncia t,, de tempos, tais que:
inf lun(t) = ()6l = & (240)

sempre que estas solugdes existem pelo menos no intervalo [0, ¢,] para n suficiente-
mente grande.

Também temos que

inf [lun(0) — T(s)¢ll = inf IT(=8)un(0) — ¢l = [ T(~x(un(0))) — &Il

logo T(—a(ux(0))) = ¢. Pela hipétese 1, a continuidade e a invaridncia de E e Q)

temos que

E(T(—c(un(0)))) = E(un(0)) = E(un(ta)) = E(¢)

QT (—a(un(0)) = Q(un(0)) = Q(un(tn)) — Q()-
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Seja agora, uma sequéncia v, € U, tal que Q(v,) = Q(&) e |jv, — valtn)||xy — O.
Entéo pela continuidade de E (E(v,) = E(¢)) e (2.39), temos

0 < E(va) — E(¢) 2 kI T(a(vn))vn — &l|* = k vn = T(—a(va))@ll" -

Logo [[un(te) — T(~a(on))é = 0, pois [[un(ta) — T(—a(m)ll < lin(tn) — vall +
|lvn — T(—afv,))d|l. Isto contradiz a equacao (2.40). Portanto ¢.-rbita é estavel.

A prova do caso d”(.) = 0 numa vizinhanga de c implica a estabilidade
da ¢c—6rbita é feita basicamente seguindo as ideias da prova do caso d"(.) > 0,
usando os teoremas 5.2 e corolario 5.3 de [21]. E a prova da suficiéncia ¢ feita por

contradi¢do usando o teorema 5.4 de [21]. O



Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Lemas sobre existéncia de solitons

Nesta secdo provamos primeiramente um lema para garantir a existéncia de soli-
tons da primeira aplica¢do, logo verificamos um lema que nos permitird o cdlculo
explicito dos solitons das aplicacoes e finalmente provamos um lema que serd usado

nas aplicagées para verificar que as solugdes sido de classe C'(Z; H'(IR)).

Lema 3.1.1 (Existéncia e Unicidade [21], pig. 186). Seja f € C'(IR, R) sa-

tisfazendo:
() £(0) >0 -

(ii) v tal que F(v) < 0. (Consequentemente, de (i), F(u) possui pelo menos um

zero)

iif) Se up = min{|u| # 0/ F(u) = 0} entdo f(uo) # 0,
onde F(u) = f f(s)ds.
0

Entao a equacdo
—Dzz + f(p) =0 u€ C2(B)7 (31)

Possui uma tnica solucdo p € C?(IR, IR) satisfazendo

98
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(a) p(z) >0, p(z) = p(—z), p(0) = wo.
(b) p(z) decai exponencialmente de mesmo modo que e~ com ¢ > 1.

Prova. Faremos um esbogo da demonstragao usando basicamente as idéias de [9],
pags. 328-332 e 335-337.
Sob as hipéteses dadas, a solu¢do p de (3.1) pode ser obtida como uma solugio do

problema de valor inicial
—Pzz + f(p) =0 em B’ (3‘2)

p(0) = uo, pz(0) = 0.

As outras solugdes sio obtidas por translagoes, isto € sao da forma v(z) = p(z +C,
sendo C' uma constante real.

Denotemos por p a solugdo de (3.2). Esta solugido existe e é tnica num certo
intervalo maximal (—z,z). Multiplicando por p, a equagdo em (3.2) e integrando

obtemos
P& —F(p(a) =0, o] <. (33)

Observe que:

(a) p(z) > 0, |z|] < Z. De fato, caso contrério, existiria g com p(zo) = 0. Mas
por (3.3), p:(zo) = 0, e pela unicidade de solugdes do problema de valor inicial
(3.2), p= 0, que é impossivel. E obviamente tem-se que p(—z) = p(z), |z]<Ze
p(0) = po. A parte (b) do decaimento exponencial segue as ideias da seccao 4 pags
328-332 de [9]. ' O

Lema 3.1.2 (Célculo explicito de solitons). Sejam «, (8 constantes positivas
quaisquer, q enteiro positivo, e ¢, ¢, ¢" suaves que decaem no infinito. Entdo a

equacgao

~¢" + ad — B¢t =0 com ¢'(0) =0 (3.4)
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Possui uma solugdo dada por

a
28

Prova. Faremos uma mudanca de variavel de tal maneira que desaparecam os

64(2) = (55(q+2)7sech (val)) (35)

coeficientes o e 8 da equagao (3.4), da forma
¢ = Av(Bz) onde A e B estao dadas em funcio de a e 3 (3.6)

Derivando duas vezes (3.6) temos que ¢ = AB?v(Bz). Logo, substituindo em
(3.4) obtemos
—AB%" + aAv — AT 0T =0

Portanto devemos ter AB? = aA = A" isto é, A= (%)é e B = \/c. Ento,
substituindo ¢ = (%)%v(\/_cx), em (3.4) obtemos,
" = v — vt (3.7

Agora, multiplicamos (3.7) por v’ e integrando temos que

(v')? =v? -2

9+2 3.8
q+2° (3.8)

Fazendo a mudanca de variavel v = w™ i em (3.8) obtemos

')2 = w_% — ——2 w_z(g%z)

e (3.9)

Simplificando e derivando obtemos a equagao linear,

2
q
w' — —w=0,

4
Aplicando o método do polinomio carateristico temos que w = A, e3® + Aze 37,

Como ¢'(0)=0 = v'(0)=0 = A, =A;= A, entao
q
w = 2Acosh(;:1:),
Logo v = (2A)"%sech%(%ac) e, consequentemente

o2 2 nJogx
,d)q_(—ﬂ-)q(QA)qsechq( 5

) (3.10)



$(0)7 = <§)<2A)2

Por outro lado, multiplicando a equagao (3.4) por ¢’ e integrando temos

G N

P i U W U

ﬂq+2_ 2 q+2

Entao

0 = (242
#0 = (51
Portanto, de (3.11) e (3.12) temos que

9A =273 (q +2)?

Finalmente obtemos

#u(2) = (55(a-+2))ssech? (vaT)
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

O

Observagao 3.1.1. Se f € C*(IR) e f funcio par (i.e. f(z) = f(—z)). Entdo

pelo lema 2 de [9] para n = 1, existem constantes positivas K e ¢ tais que,

10,f(z)| < Ke®¥l, Vze R, ey=0,1,2.

(3.14)

Lema 3.1.3. Sejam f € C3(IR)N H'(IR) funcdo par, ¢o(z) = p(a)f(v(a)r) Vz €

R e a>0, tais que

1) para cada z € R a funcdo s — f(v(s)z) de (0,00) em IR € de classe C*.

2) p e v ambas crescentes e de classe C? em (0,00), tal que ' decrescente.

Se Ala) = ¢a, Va>0, entdo

A € C'((0, 00); H'(IR)) N C((0, c0); H(IR)).
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Prova. Usaremos alguns argumentos do Teorema 2.2 de [31]. Seja w, = p'(a) f(v(a)z)+
ple)/(a)z.f'(v(a)z), Vz € R. Por (3.14) paran =1 e v =1 < 2 temos que

we € H'(IR). Vamos provar que A'(a) = w,, i.e., que

lim
h—0

Aa+h) —Al@)

|l =0.
h

1

Para isto é suficiente provar que
(2) “Mhtﬂ‘—'l - w,,”l — 0, quando h — 0;
(i3) ||2(ZA(a+h) — £A(e)) — Z=||, = 0, quando A — 0.
Prova de (z).
” Aath)-Al@) _
h [+3

2

1

2
dz

— wy(x)

- / l o+ h)f(v(a + h)z) — p(a)f(v(e)z)
h
R

/ l pla+h)f(v(a+ h)z) — ple)f(v(a)2)
h

= #(@)f((e)z) — pe) (@)z.f' (V(e)z)| dz

_ / pla+h)f(v(a + h)z) — p(e)f(v(e)z

h
. W) (at i) o) v+ W)
- (K (@f¥(@)z) + pa) (e)z.f (v(e)z)) 't
< 2 [|MEENZED p 0+ 1)a) - (@) 010)2) 'z
+ 2 / ‘ ua)| [T+ h)z;), A G T F(0)a)| dz
Seja )
wn(z) = l“(“ + h’)l =8 4 at B)z) - (@) )r)| , Vo R

eh € R, h#0,tal que —% < h < 1. Para cada z € IR fixo, a funcio 5 — f(u(s)z)
de (0, 00) em IR é continua, logo f(v(a+h)z) — f(v(a)z) quando h — 0. Como
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¢ diferencidvel, segue-se que ¥n(z) — 0, quando h — 0. Além disso, pelo teorema
do valor médio, existe 0 < § < 1 tal que "(";hh—)_“(“) = p/(¢ + Bh). Por outro lado
da hipétese 1) e (3.14) temos que |f(v(a + R)z)| e |f(v(a)z)| sto < Ke 23l

de modo que obtemos

[vn(z)| < d(z), Vze R, V —%<h<Lh#Q
onde )
sr= ] 3) eom

Como ¥(z) € L*(IR), pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue con-
cluimos que [ 9n(z)dz — 0, quando h — 0.
R

Agora, seja

ﬂma+m2—f@mnkﬂ4®nf@wn),

 &l(z) =

Vie Re —§ <h<1, h#0.Paracada z € IR, usando a diferenciabilidade da
funcio s — f(v(s)z) de (0,00) em R, concluimos que &,(z) — 0 quando h — 0.
Além disso, usando novamente o teorema de valor médio, encontramos 0 < 8 < 1

tal que

(et b)) — f(r(@)e) _
h

Logo, usando novamente (3.14) obtemos [€x(z)| < &(z), Vz € Re — 2 < h <

1, h #0, onde

V(a+ 0h)z.f'(v(a+ 6h)z).

&(z) = 4K2NV (%) |z[2e~ 2=,

Como £ € L'(IR), pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue concluimos
que [ &x(z)dz — 0 quando h — 0. Portanto disto concluimos a prova de (2).
R

Prova de (i7): Similarmente ao caso (i) temos
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2

e B @)~ e

1

- ] (& (ufa+ (et B)z) ~ S (@) F(e)2)))

- @)1 @)2) - L e (@ ()0 de

< 2 f| 2 [HeN=EO) i ia 4 i)g) - )00 |
R

o 2 | o (He RIS ey ) [
J laz |

< 2/ % i/"(a+h’)l—l‘(0!)f(y(a+h)x) —p’(a)f(v(a)z)] d

(o) | Fvle+ h)) = F0(0)2) _ yin oo

+ 21'[ I b —V(a)z.f'(v(a)z) | dz

oY PR LCCEEE CCD RR R [
R

Portanto, como em (i) tomemos

un(a) = [EETB @) 10 4 o) - w(@f ), Vo R,

2
, VTER, e

Ch(-’z) — l%{“(a'f' h’)L‘ u(a)f(u(a + h):c) _ u’(a)f(u(a)x)]

2
, VzelR.

m(z) =

d [fla+hz) - fole)s) .
2] ) - V(@S ((a))]

Por (i) temos que [4(z)dz — 0 quando h — 0, e fazendo cilculos andlogos,
usando novamente (st teoremas do valor médio e teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue concluimos a prova de (ii).

Finalmente, usando argumentos anilogos provamos que a aplicdo

a — A(a) de (0,00) em H'(IR) é continua e que A € C((0,00); H(R)). O



3.2 Ondas Viajantes para a Eqilag:'io da Onda
Nao-linear

Uma versdo nao-linear da equacdo da onda é dada por
Uy — gz + f(u)=0 em R (3.15)
u(z,0) = uy, Oyu(z,0) = u;.
A equacio em (3.15) pode ser escrita na forma (2.1), onde U = (u,v) € X =
H'(R) x L*(IR).

Teorema 3.2.1 (Problema de Valor Inicial e Invariantes). Seja f um poli-
némio de grau > 2, sem termos constante e linear. Entdo, para todo (u,,u;) €
H*(R™)x H*Y(IR™), comk € Z*, k > n/2+2, eziste T = T(f, [luo|ly. » 1 llx_,) >
0 e uma unica solucdo u = u(z,t) do problema (3.15), definida em (z,t) € IR™ x
[T, T) satisfazendo

u € M2y C¥([-T,T]: H*(IR™)).
Além disso, a egquagdo (3.15) possui 0s seguintes invariantes

E(u,v) = /_ +°°(?1; + # +F@)ds e

Q(u, v) = ]+w u vdr

—00
onde v = uy.
Prova. Para o PVI veja [34], pdg. 38.

Calculemos agora os funcionais E e @), que sdo conhecidos na fisica
como energia e momento respectivamente. Faremos este cdlculo usando a técnica
dos multiplicadores.

Célculo de E(u,v) : Fazendo v = u; em (3.15) obtemos

{ Ut = Ugg — f(u)

u(0)=uy e u(0) =1y

(3.16)
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Multiplicando (3.16) por v = u;, integrando em IR e integrando por partes temos

—+o00 —+o00 +00
/ vo dr = Uy dT — / us f(u)dz

~00 -—00 —00

que

d +00 vz oo +o0 +0o0
&E/—oo de=u¢uz ) —[m U U dT — N u f(u)dz
-+00 v2 d -+00 (uz:)2 d 00
-— F
il ge=af. Se-g ), Fee

onde F(u) = [ f(s)ds.

Ou ainda

2( [T G+ papas) =0,

Logo E(u,u;) = F(ug,Uy), Vi, onde
E(u,v) = ( ("*) + F(u))dz

Para o cdlculo de Q(u,v), multiplicamos (3.16) por u, e integramos em IR e usando

integracdo por partes para obter

/+°° uvdr = % o /+co uz f(u)dr — /_—+°° F(u)uzdz

= Jim [~F(u(M))+ F(u(~M))] =0
logo :
+o0
/ uzvtdx =0
De
i(uv)—u U+ U U = U —i(uv)—uv =
dt T — Uzt zUt zvt—dt T Tt
—+00 d —+00 00
0=/ ugvdr = — uzvdz—/ Uz dr
—00 dt —00 —00
d [t +oo [ 42 !
= a/_w ’U,x’l)dl?—/_w (—2—)d:v
Entdo
_d +oo . uw(M)  ul(—M) d [t
0 7 uvdz — A'][J_Ifloo{ 5 T 3 ] il u,vdz
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—+00
= / uzvdr = const.

Portanto
—+o0
Qu,v) = / u,vdz ,

—00

Na sequéncia calcularemos as derivadas de Gateaux: 2E(uq,u,) e
%9 (u1,u2), onde U = (uz,u2) e V = (v1,v2) pertencem a X = H'(R) x L*(R) e

verificaremos que estas coincidem com as derivadas de Fréchet dadas por.
(E'(U),V) e (€'(U),V)

onde U = (u3,u2) e V = (v1,v2) pertencem a X = H'(IR) x L?>(IR) e calcularemos
E'(U) e Q'(U) explicitamente. Temos

g—g(m,w) = E_%%[E(U'*‘EV)—E(U)]
1

00
=ty 2 ([ e+ 5o ev0)o)+ Flan + v

— lim 1 (/er[—ué + (u.)” + F(ul)]d.'z:)

E—rOE —oo 2 2

+00 +o0
/ usvodr + / Uy, V1, dz

—00 —00

+ /+00 lm F(ul + E‘Ul) — F(ul) d:z:,

—oc E0 £

It

De

+oo lim F(u1 + 6’01) — F(ul)
€0 E

dr =< vy, VF(u,) >= v, F'(u;) = v f(w1),

—oo
obtemos

aE -+00

W(ul’ up) = /;oo (ugve + uy, vy, + f(ul)vl) dz

-+-00

= [t S+ )i

—o0

Entdo 9E, = —ui_, + f(u1), OE> = us e portanto

g—"’;(ul,ug) = DE(U,V), pois %(U) € HY(R) x L*(IR).

Verifiquemos a equivaléncia das derivadas de Gateaux e Fréchet i.é:
1

L EU +V) = EQU) ~ DE(U,V)| — 0 quando IVllx = 0.
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Temos
WL 5 gl
—+ 00 1
+F(uy +vi)ldz — / [2!12 + (ulz) + F(u1)ldz
_ "
—_ / [’llz’l)g -+ ulzvlz —+ F'(ul)vl]d:zzl
- 1 ’ [_ (vlz) ] ,
l|V||x 2
T
2|Vlilx
1 2 2
< g |l + o |
2||Vllx [ LR HI((R)
1
< 3 l(vi, m)llx =0
Portanto
+00
< E'(U),V >= DE(U,V) = / ((—ua,, + f(ur))vi + ugvn)dz (3.17)
Ou seja
—uy, +
EI(U) — Ui, f(ul) (3-18)
U2

Por outro lado, calculemos primeiro g—%(ul, Up).

g%(ul,uz) - g%%[Q(U +&V) - Q(U)]

1 —+00 —+00
= lm- ( 3x(u1 + 8'(]1)(’&2 + E'l)z)dil? -— azul’l,Lgd.'E)
e—=0 ¢ —oo —oc
+00
= - / (3zv1u2 -+ axulvg)dz

Como d,u, € H™!(R) e 0,u;, € L*>(IR), entdo

—+00
DQ(U, V) = —/ (6,;’()1’(12 + 6xu1v2)d1:

—00

Provemos agora que

HVHX ——|QU +V) - Q) — DQ(U,V)| = 0 quando ||V]|, =0



69

Com efeito,
1 -+00
HV—”— / (Oruyug + Bpu Vo + Opvyup + Gpv1U2 — OUyUp) dT
X IV —o0
-+00
— / (Ozt1up + Opurv2) dT ,
= _l_l/“” O;v1v2dx
Vix oo
1
< “—VTI; l6zv1 “L2(m) “U2“L2(m)
1
< ”_V'I'I'; ””1“;11(13) ””2||L2(m)
1
< Ve [Noull gy + Healzzmy |
< v, u)lx =0
Portanto
o o]
< Q'(U)7 V>= DQ(U7 V) = - (a:nvlu2 + a:1:“1’”2) dz
oo
= / (—33U201 + Bzulvg) dz
Isto é,

——3zu2
qw- (). 019

0;uq
- 0
Em X = H'(R) x L?(IR), consideraremos o grupo das translacdes
{T'(s)}sem, definido por: T(s)u = (u;(. — 8), ua(- — 8)), Vu = (u1,u2) € X. Temos

Lema 3.2.2. {T(s)}sem € um grupo de operadores unitirios em X = H'(R) x
L%*(R), fortemente continuo, cujo gerador infinitesimal é o operador T'(0) de X,

definido por
[ ax 0 ]
Dom (T'(0)) = H*(R) x H'(R), T'(0) = .
0 0O,

Prova. Usaremos argumentos do lema 3.1 de [31]. A verificacio de {T'(s)}scm

ser grupo unitdrio é imediato, verifiquemos que {T'(s)};er é C°, Seja (u1,u2) € X.
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Dado € > 0, sejam ¢1, ¢2 funcdes em CG°(IR) tais que ||(¢1, ¢2) — (u1,u2)l|x < §-
Como ¢y, 3;¢; e ¢ sdo uniformemente continuas em IR, existe 0,0 = d(e) < 1 tal
que [61(z — 5) — $1(2)| < £, |01 (= — 5) — Dudi| < & ¢ |ha(z — 5) — dula)| < &,
V|s| < 8, Vz € IR, onde K = 3[3(20+2)]2 e p > 0 & escolhido de modo que supp ¢;,

supp ¢2 e supp d: ¢, estejam contidos em [—p, p|. Entdo

2 Pl : 2
TG @b - Gl = [ (=9 - 000 ds

—p—

+ /_er |$1(z — 8) — hu(z)|* dz

p—1

o+l
+ / 1 |pa(z — 5) — ¢2(z)|2dx
< ﬁ%;%{), Vis| < p.

Portanto, para |s| < p

IT(6) (s, w2) — T(5)(61, b2
IT(5) (61, 62) — (61, 69)llx

+
E £ €
+ "(¢17¢2) - (ul,uz)nx < §+§+ § =€

"T(s)(ula u2) - (ula u2)||x

IA

Como (u;,u,) é arbitrario, concluimos que {T'(s)}scm é C°. Finalmente verifique-
mos que T'(0) é o gerador infinitesimal de {T'(s)};cr- Seja A: Dom(4) C X = X
o gerador infinitesimal de {T'(s)},cr- Vamos provar que A = T"(0). Seja (u1, u2) €
Dom (A). Entio existe -
.1 _
}ngi) -’;[T(h)(m,ug) - (ul, U.2)] = (‘lh, ‘M2) € X.

Isto implica

1 1

E[lh(. - h) - ul} — U%; em HI(R) ] *,;[H,g(. — h) - ‘U2] — Uy em LZ(R) (320)
Dada ¢ € C{°(IR), denotando por {,) a dualidade entre o espaco das funcGes-teste

S(R) e o espaco das distribuicoes S*(IR), temos

Gut=m-w,9 = [ Hl - - uE)ed

—00

[ 66+ - s,

—0C
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como

[ ) H(B(z+h) — $(@))n (@) dz - g (@) do = (@0, 9),

—00

quando h — 0, isto &,
%[ul(. —h)~w] - du em S'(R).

De (3.20) concluimos que %; = O;u;. Portanto u; € H?(IR). Analogamente,
iy = Byus, de modo que up € H'(IR). Logo (u1,u2) € Dom (77(0)). Além disso,

.1
Aluy,up) = ’%E[T(h)(ul, ug) — (uy, Uz)] = (Bpur, Optz) = T'(0) (w1, u2).
Por outro lado, suponhamos agora que (u1, u2) € Dom (77(0)). Entio,

u3, Ozu1 e ug sdo fungdes continuas e

| -

z—h
[Botun(z — ) — Byus(z)] = % / Py (r) dr
1
= / 02u; (z — sh) ds,
0
de onde obtemos

Fonta = 1) =t @) - Fun(a)| = | [ B —mao+ [ Fus(o)as

(r )

%[ul(:c — b) = wi(z)] — By | < (/01 |3$u1(:c — sh) + azm(.’l:)l?ds) 2

B2uy(z — sh) + G,ui(z)

IA

Analogamente,

%["42(:1: — h) — up(z)] — Fzua| < (/;1 |Ozuz(z — sh) + axuz(z)lzds)%

Usando o teorema de Fubini (1.2.15), obtemos
1 2
| ) ) = ()] = e, 220)

X

2
dz

- [ w‘ %[8,5111(:1: _ h) = 8yus (z)] — B (3)
—[u1(z — h) — u1(z)] — Bus(z)

N +001
[0

2
dz
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2

l[ug(:w: — h) — up(z)] — Bpux(z)| dz

h

+o0
-/
—00

< /; T (—sh) (w1, uz) — (w1, u2) |l ds

h
= %-/0. ”T(E)(’U,l, uz) - (Ul, u2)”§( d§ — 0,

quando h — 0, pela continuidade de ¢ — T(§)u. Portanto (u3,u2) € Dom (4).

Isto prova o lema. O

3.2.1 Existéncia de solugoes e solitons

Consideraremos solugdes suaves da equacio (3.15) que decaem no infinito, da forma
(u(t, z)) = (@e(z — t)) com ¢ > 0.

Fixado ¢ > 0 escrevemos por simplicidade, ¢ ao invés de ¢.. Substituindo u na
equacdo dada em (3.15) e supondo que ¢(£), ¢"(£) — 0 quando |§|] — oo

obtemos
—(1-A)¢"+ f(¢) =0 com ¢ = cg’ (3:21)
onde ”'”=%, com £ =z —ct.

Para ver a existéncia de solitons suponhamos que a fungﬁo f de (3.21)

verifica as 3 hip6teses do teorema (3.1.1). Logo

~Pez+ f (p) =0
Possui uma tinica solugdo que satisfaz:

(a) p(z) >0, p(z) = p(—2), p(0) = uo.

(b) p(z) decai exponencialmente do mesmo modo que e~°*! com ¢ > 1.

Tomando ¢.(z) = p( \/1zch)’ ¢ € (-1,1) temos que ¢, satisfaz
(3-21) e portanto obtemos um soliton nio trivial da eq. de (3.15)

Observemos por exemplo um caso particular da existéncia das solugdes
usando o lema (3.1.1).

Tomando f(¢) = (1 — Z)(a¢ — B49), para c € (—1,1), na equagéo (3.21) temos

—(1—-c?)¢"+(1~c*)(agp—B¢?) =0, com o e ( constantes positivas e ¢ € IN—{0,1},
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que ¢ equivalente a
—¢" +a¢p — ¢? =0 com o e B constantes positivase g € IV — {0}. (3.22)
Portanto tomando ¢(z) = p(z) em (3.22)temos
f(p) = ap— Bp® com o e ( constantes positivas e ¢ € IV — {0,1}.

Vejamos que f verifica as hipdteses do lema (3.1.1).
(i) f'(p) =c—gBp"" = f(0) = >0.

Como f(p) = ap — fp* = F(p) = & — &7 = (2 — 227y notese que se

P> ('J'(g—;l))a—iT = F <0, logo
(@) Iv v > (ﬂ%ﬂ)«+1 tal que F(v) < 0, e como F(u) =Oép=0 ou p =
(ﬂg%ll)ﬁ entdo se ug = (ﬂg%lz)aljl temos:
ose o A
(i) £((*55™)7T) #0
Portanto pelo lema (3.1.1) temos que

—Pgz + ap— Bp? com a, B positivese ¢ € IN — {0,1}

possui solucio. Mas ainda, como provamos no lema (3.1.2) ela possui o soliton

explicito dado por

B 2
Por outro lado, pelo lema (2.0.19) tem-se que se ® € Dom (7"(0)) = H*(R) x

¢ = (2——((1 * 2)) Ecosh'%(—~\/(:)l;-¢1)

H'(IR), satisfaz a equaciio estaciondria,
E'(®) = cQ'(®), onde & = (¢9)T e ¢ >0
entdo T'(ct)® é um soliton da equacio (2.1) e tem-se também a equivaléncia de
E'@)-cQ(@)=0 e {~(1-¢u+f($)=0com ¥ =cic} (3.23)

Observacio 3.2.1. Sabendo que G ¢ a identificacio candnica (natural) entre X

e X* dada por < Gu,v >= (u,v)x e que nosso caso X = H'(IR) x L*(IR) temos
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<GUYV >=(U,V)xse GU=W, W = (w,ws) =U=G"'W = (U,V)x =
(G"'W,V)x onde V = (vy,v2) € X

Para esta aplicagao temos:

entao:

g1 [ CEFDTO

0 1
(G™'W,V)x = (-7 + 1)~ wy, wa), (v1, v2))x-
De
-+00
(U,V)x = / (u1,v1, + wyvn + upve) dz

Tem-se

(((—82 + 1) w1, wa), (v1,v2)) x

= (0:(—82 + 1)l 8,01 + (=82 + 1) 'wivy + wovn)dz

00

+-00
/ (—R(=82 + 1) 'wyvy + (=32 + 1) 'wyvy + wove)dr

—00

= [T a1 v+ s

-+00
- f vy + wyvydz pois (-8 +1)(-E+1)7'6=¢, p€X
portanto:

00
(G'W,V)x = / (w vy + wovy) dz (3.24)

~00
Observagio 3.2.2. Agora introduzimos o operador J. Seja p: L?(IR) x H'(IR) —
H'(IR) x L?>(IR) a identificacio definida por,
—+00

< p(u),v >= / (uyv; + upv2)dz

VYU = (u;,u,) € L2(R) x H'(IR) e (v1,v2) € X = H'(RR) x L*(IR).

Definimos J da seguinte maneira

Dom (J) = p(L*(IR) x H(RR)), Jp(u1, uz) = (ug, —w1), V (w1, uz) € Dom (J)
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~+oc

< E'(uy,up), (v1,12) > = / (u2v2 + B,u 01 + f(ur)vy) dx

-0
-+00

N / (—Purvy + fur)vr + ugvy) dr

-00

= < p(—0%uy + f(ur), ua), (v1, ) >

Logo:
E'(u1, u2) = p(~0zu1 + f(ur), uz)

Aplicando J obtemos,
JE' (u1,u2) = Jp(—02us + f(w1), uz) = (u2, G3ws — f(w1)) = (B, Opup) = 3U
ie
JE'(U(t)) = 8,U.
3.2.2 Estabilidade do soliton
Como o operador linear de (3.21) é dado por:
L. = —(1- )8 + f'(¢0), (3.25)

usando o teorema de Weyl verificaremos primeiramente que o.(L;) = (f'(0), 00).
Com efeito, temos que

Le=—(1—-c*)0; + f'(¢c) para c€ (-1,1).
Seja

& et 11—

TomandoA=—6§+fJ_g%eB=fll_%§l—§g}temos:

= g2 10 5, SO G SO

1.) A é auto-adjunto, pois basta tomar o operador M, onde g(£) = a + £ com
o= {J'_(c—'% e aplicar o teorema espectral (1.4.12).

2.) B é A-limitado A-cota zero, pois temos que B é limitado e pela observacio da
defini¢do de A-limitado, tem-se que B é limitado A-cota o = 0.

3.) Del.) e2.) edo teorema de Kato-Rellich (1.1.13), temos que A+B: Dom (4) —
H'(RR) é auto-adjunto (i,e L é auto-adjunto).
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4.) 0e(L) = 0.(A). Com efeito sejam Ay = A By =L = A, — B, =—B, logo,
como A e L sdo auto-adjuntos por 1.) e 3.) respectivamente entdo A; e B; sio
auto-adjuntos. Temos também que Dom (A;) = Dom (B;) como conjuntos.
Por outro lado, como A; — B; = —B = —{S—‘:‘} + ég}, temos que —B é um ope-
rador compacto —B: Dom (4;) - H'(IR) (Dom (A;) com a norma do gréfico), em
outras palavras —B é A,-compacto, como pode-se ver na ltima parte da prova do
lema 5.8 pag 304 de [24]. |

Portanto usando o Teorema de Weyl (1.1.14) temos 0.(A;) = 0.(B;)
e portanto o.(4) = o.(L) . Mais ainda, o.(L) = [{—'_(—2%,00), pois pelo que foi
feito na secgdo 1.1.6 para o operador multiplicacio M,, onde g(¢) = o + &2 com
a > 0 tinhamos que 0(M,) = [a,00). Entdo para o = {'J_g > 0 teremos que
o(M,y) = [%g’: 00).

Por outro lado observe-se que se a = f'(0) teriamos que o(M,) =

[£'(0), 00).

Lema 3.2.3. Com os operadores A e B definidos anteriormente temos que 0(L.) =
[£'(0), 00)

Prova. De 4.) acima temos que 0.(L) = 0.(A), como L, = (1 — ¢?)L para

c € (—1,1) teremos
a'e(Lc) =0oe(—(1- cz)ag + f’(O)), (3-26)

e como —(1 — c?)&2 + f'(0) é unitariamente equivalente ao operador multiplicagio
M, com g(¢) = f'(0) + (1 — #)&2 via o operador entrelagante, transformada de
Fourier F: L%(R,d¢) — L*(IR,df) tal que F(H?(IR)) = L*(R, (1 + £*)d€). Que
pode-se verificar analogamente ao lema (1.5.1).

Finalmente usando a roteiro da prova de 5 no lema (1.5.2) teremos
que g.(—(1 — )3 + f'(0)) = [f(0),00) e por (3.26) concluimos que g.(L;) =
[f(0), 00)- =
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Por outro lado temos que ker(L.) = span{0z¢.). Além disso, como
0; 0. possui um zero simples em z = 0, usando a teoria de Sturm-Liouville se¢do
1.5 teremos que L. terd exatamente um autovalor estritamente negativo.

Com efeito, mais uma vez como L. é equivalente a L definido acima,
tomando V(z) = %9;—21 tem-se que V(z) verifica (1.21) e como o auto-valor zero de
L é simples com auto-vetor ¢' que possui um unico zero em z = 0, mas que muda
de sinal, entdo pelo teorema (1.6.8) temos que L tem exatamente um autovalor
estritamente negativo. Logo o mesmo ocorre para L.. Seja —a?, o auto-valor

negativo de L. com o auto-vetor X, de modo que
L X, = —a?X,. (3.27)

Na sequéncia verificaremos a hipétese 3 da teoria apresentada no
capitulo 2. Para isto calculemos primeiro o operador H, para em seguida estudar
seu espectro.

Derivando E'(®) e (¥ (®) temos que

_a.: + f'(¢c) 0

E"(®) =
0 1
e
Q'(®) = ’
-8, 0
Logo:
H, = E"(®,) - oQ"(®.) = ~%+ 119 —eds (3.28)

cOy 1

Lema 3.2.4. O espectro do operador H. é como segue

(1) Possui um tnico autovalor negativo simples.

(2) Ker(H.) = span(T'(0)¢c)-
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(3) O espectro positive de H, ¢é inferiormente limitado. Além disso exziste 6 > 0
tal que inf(a(H,) N (0,+00)) > 4.

Prova. Para

U= ( i ) € H'(R) x L}(R)
()

temos

(Ho¥, ) = (Loapy, 1) + (2 — cOz%1,92)

Seja agora x; 0 autovetor associado ao autovalor negativo de L, e seja x2 = cdzx1
e X = X1
X2
Entao
—32 + f'(¢c) O X1 X1
(HX,x)=(| ~ M , )
—cO; 1 CazXl CazXI

Lcl 1
() )
0 ca:ch

= (Lex1, X1) = ~ §”X1”2 <0

Oz e
cOz¢e

associado ao autovalor zero. Com efeito:

_a: + f’(¢6) caz az¢c _ —(1 - 02)32% + f'(¢C)az¢c
—cd, 1 . 0

()= (2)

¥

()
tal que (Y1, x1) = (¥1,0.4) = 0 teremos: (H ¥, T) > 6||‘IIH2 para algum & > 0.

H, possui também o autovetor

Por outro lado, para qualquer vetor ¥ = ( ) € H'(R) x L*(R)
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Comm efeito, como (31, x1) = (¥1,0:¢) = 0 entdo 3, € P subespaco positivo de
H'(IR). Logo existe um & > 0 tal que (Lct1, %) > 6 [|[¥1 ]| e portanto (H, ¥, ¥) >
§|®|?, para algum & > 0. O

Como H, satisfaz as hip6teses do teorema 2, entao a estabilidade da

onda viajante é determinada pelo sinal de d"(c). Observe que

+oc0 +o0
d(0) = Q&) = —c ] 19:6:Pdz = (VI ) [ 10, %dz

1—2¢22
Vi-a

Portanto o soliton é estivel para c € (—1, —\—/1—5) U (%, 1).

d'(c) =—

“+o0
1 1
8,p2dz > 0, € (-1, ——) U (—=, 1).
_£|p|z para ¢ € (-1, =) U(75,1)

3.3 A Equacao KdV

Na sequéncia estudaremos aplicages para sistemas hamiltonianos mais gerais u-
sando basicamente as ideias anteriores. Para isto vejamos algumas variagoes das

definigoes feitas na teoria abstrata.
Definicao 3.3.1. Definimos como sistema hamiltoniano a equagio dada por
‘U, =JE'(U) (3.29)

onde U € X espaco de Banach reflexivo, também consideramos o espago de Banach

reflexivo Y tal que
X*CcY*, com X* densoem H*.

O simbolo {, ) é usado como paréntese de dualidade para os pares
(X, X*), (X*, X), (Y,Y*) e (H*, H) indistintamente.

Introduzimos as condigGes seguintes para os funcionais E, J,

H1 (i) E € C(Y, R).
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(i) E' e C(Y,Y*).
(H2) J € B(Y*,X)N B(X*, H), anti-simétrico, no sentido:
(Jz,y) = —(z,Jy) paraze X*, yeY"
E’ denota a derivada de Gateaux.

Como no caso de Gﬁilalds—Shatah—Strauss, E é conhecido como o invariante energia
do sistema, ou seja , %=0,parat2 0.

| Em cada aplicagao sera verificada que os solitons satisfazem a chama-
da equacio estacioniria: E'(®) — oQ'(®) = 0, onde @ é também um invariante
como E. Como no caso anterior estes invariantes sdo calculados usando-se multi-
plicadores.

O operador H, e a fun¢do escalar d(.) definidos na teoria de Grillakis-
Shatah-Strauss pelas equacdes (2.19), (2.18) respectivamente e as defini¢goes dadas
para estabilidade orbital (2.0.14), sio também vilidas para este caso. Assim, se
d"(c) > 0 entdo H, tem ao menos um autovalor negativo, (lema (2.1.1)).

Como falamos na introdugio o primeiro soliton descoberto na Escécia
por J. Scott Russel foi 0 da KdV. Na sequéncia determinaremos uma solu¢do tipo

soliton da KdV cléssica.
Ut + Uz + Ugzz = 0 (3.30)
e estudaremos sua estabilidade orbital.

Teorema 3.3.2 (Problema de Valor Inicial e Invariantes [26]). O PVI para

a equagdo (3.15) € localmente bem posto em X = H*(IR) para s > =2, i.e. satisfaz:

(i) Dado uy € X, eziste T = T(|luollx) € uma tnica solucéo do problema (3.15)
comu € C([0,T): X)nC'([0,T]:Y) = X(T)

(ii) Eziste um r = r(||luol|]) > 0 e uma fungdo continua ndo-decrescente F(.) =
F(.,|luollx), com F(0) = 0, tal que a aplicagd@o vo — v: do conjunto {vy €

X: {lvo — uollx <1} em X(T) satisfaz [|v; — usl| xery < F(llvo — uollx)-
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Os wnvariantes E E () sdao dados por
+o00
uw? ol
Bw=- [(5-Dz e

+o00

Q(u)=—/5‘2—2dz

“oo
Prova. Para o problema de Cauchy veja [26]. Calculemos agora os invariantes
E(u), Q(u) e suas derivadas no sentido de Giteaux para escrever (3.30) como um
sisterna hamiltoniano.

- Célculo do invariante energia E(u) e suas derivadas de Giteaux:

Primeiro temos que a equagao (3.30) pode ser escrita como

u2

3 + Uzz), = 0. (3.31)

uy + (
Multiplicando (3.31) por M; = (';,—2 + u,,) e integrando em IR temos que
+o00 +00
u?
/ 'll:t(? + uu) dr + /(Ml)le dz =0,
—0 )

Logo, usando o fato que u(.,t) é uma funcio suave que decaem no infinito junta-

mente com J,u e 8u obtemos

+00
/(Ml)le dz=0 e
—00

+00 9 d +o0 3 00
v A +oo _
‘/‘(ut2 + Utz )dT = dt[/ 6]+“t”z|—oo /u,uﬂdz
—00 -0 —00
+00
d wd ul
= Sl G- Paal-
Portanto,
+o0
_ N
__ [y _%w 3.32
Bw=- [ (5 -3z (3.32)
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Calculemos agora a derivada de Gateaux de E(u)

agiu) = lim  [B(u +¢v) — E(w)
e
- (5

Portanto, como u € H'(IR) e 8?u € H '(IR) temos que
3E(u) ol e
St =Eup=~ [ ("—2" + Bﬁuv) dz. Ou seja,

u?
E'(u) = -5~ Au. (3-33)

Logo temos que
u?
Ou= JE'(u) = Bz(—? — 82u). (3.34)
Célculo de E"(u) :

E'(uyw = lim E[E'(u + ew)v — E'(u)y]

+00

= ]imlr—/((lm+aﬁ(u+ev)v) d:r,]
e—0 g | 2

_+o0

2
+ fim = /(ﬂ+6§uv) d:r,]
e+0¢g | 2

Portanto
E"(u)=-82—-u (3-35)

Para o cdlculo do invariante momento Q(u) e suas derivadas de

Giteaux multipliquemos (3.30) por M3 = u e integrando em IR obtemos

+o00 d +00 9 +o0 +00
/(uut + vy, + udiu)dz = E[/ u?dz] + / wudz + ubiu|tL — / Audyudz
—00 —00 —00

— 00
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Logo, usando novamente o fato que u(.,t), d:u, 62u decaem no infinito temos que

Qu) = - J]w%idx- (3.36)
Calculemos agora @' (u).
29 — 1y L@+ ev) - Q@] =l - [ CEL iz)

Portanto, como u € H' temos que

Q)= —u (337)
Célculo da segunda derivada de Gateaux de Q :
Q" (uyow = lim - [Q(u + ew)v — Q' (u)y] = lim — ( / (u+ ew)v dz + 7wuv da:)
Portanto -

Q'(w) = -1 (3-38)

a

3.3.1 Existéncia de Solitons

As solugdes tipo soliton procuradas sio da forma u = ¢(z — ct) suaves tais que
decaem no infinito com ¢ > 0. Como c é fixo escrevemos ¢ ao invés de ¢.. Deste
modo, substituindo ¢ em (3.30) e integrando assumindo que ¢(§), ¢'(£),¢"(€) = 0

quando |¢| = |z — ¢t| — oo obtemos

—¢" + cp — % =0 (3.39)
Como a equagdo (3.39) é da forma forma (3.4) com a =¢c, f = —1,

e ¢ = 1, entdo pelo lema (3.1.2) temos que
¢c(z) = 3c sech? (@) (3.40)

2

é um soliton explicito da KdV (3.30).
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3.3.2 Estabilidade

Serd importante para a estabilidade, caracterizar ¢, em termos dos funcionais F e
Q). Mais precisamente, ¢, é um ponto critico do funcional E—c() pela caracterizagao
da definicio lema (2.0.19). De fato, usando (3.33) e (3.37) temos que E'(¢.) =
—% _ 32(4.) e Q(¢) = —9.; logo, de (3.39), obtemos

(E — @) (¢c) = 0. (3.41)

Outro operador importante a ser considerado é o operador linearizado

H, de E' — ¢}’ ao redor de ¢, isto é,
Hc= E"(¢e) — cQ"(¢c) = —05 — ¢+ ¢ (3.42)

H, é um operador auto-adjunto, no sentido que, se definimos G = 1 — 82, com
G: X = X*, entdo o operador limitado G'H.: X — X é auto-adjunto em X.
Segue também pela substitui¢io de u por ¢.(z — ct) em (3.30) que

H(-4)=0 (3.43)

Observemos que (3.41) caracteriza ¢. como um ponto critico com

vinculo Q(u) = Q(¢.). Assim, definindo d: Rt — IR por

d(c) = E(¢c) — cQ(¢c) (3.44)

veremos no lema (3.3.5) que a convexidade da funcdo d(.) determina que ¢. € um
ponto de minimo de E.

Na sequéncia verificaremos as seguintes hipé6teses
Hipdétese 1. (Existéncia de Solugdes)
Para cada up € X = H'(R) existe T > 0 , T dependendo de |jugl]y , tal que o
sisterna hamiltoniano (3.29), tem uma solu¢do u € C([0,T}; X) com u(0) = up e
E(u(t)) = E(ug), Q(u(t)) = Q(up) para todo t € [0, T].
De fato, pelo teorema (3.3.2) a hipétese 1 estd provada.

Hipoétese 2. (Existéncia de ondas solitdrias)
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Para cada c > 1 temos que
(a) Existe uma solu¢io da equacio (3.41),
(b) &¢. € H'(R),
(c) a fungdo c € R+ — ¢, € H'(IR) é de classe C’,
(d) ¢c & Ker(g)-
Pelo feito na secio (3.3.1) de existéncia temos que o soliton explicito dado por
(3.40), verifica diretamente (a) e (d). Pela observacdo da desigualdade de Holder
(1.2.16), verifica-se (b) e, finalmente, tomando u(e) = 3ce f(v(e)z) = sech?( =)
no lema (3.1.3) verifica-se (c).
Hipétese 3. (Espectro do operador H.). Para c € R*, H. = (E" — ¢Q")(¢.) tem
exatamente um autovalor negativo o qual é simples, tem seu nicleo gerado por
0.9, e o resto do espectro é positivo. Além disso existe § > 0 tal que inf o(H,) N
(0,400) > 4.
De fato, de (3.43) temos que A = 0 pertence ao espectro de H,, com 3;¢. em seu
nicleo. Por outro lado verifiquemos que para um g € Ker(H,) existe um ¢ tal
que g = ad,¢.. Desta forma, considerando g € H'(IR) obtemos de (3.42) e (3.39)
que se H.(g) = 0, entdo usando o Wronskiano verifica-se que span{d,¢} gera o
ker H..Como

H.=-8+c~¢. com c>0

pode-se ver que ele é um caso particular do operador £, definido pela equagao
(1.15), para isto basta tomar @ = ¢, q = 1 e v = 1, logo pelo feito na secdo
(2.1.1) do lema (1.5.6) temos

o.(H,) = [¢, +00)

Por outro lado tomando V(z) = ¢ — ¢, tem-se que |zllijl'le(:z:) = ¢ > 0, ou seja
verifica-se (1.21) e, como ¢’ é auto-funcio associada ao auto-valor simples zero e
¢’ anula-se unicamente em r = 0, e muda de sinal. Entdo pelo lema (1.6.8) tem-se
que

H,=-0+c—3c sech(\—/—g—z—),
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possui um tnico autovalor negativo simples A¢ e existe um ¢ > 0 tal que V A €
o(He) — {X,0}, A>4.

Em resumo verifica-se a hipdtese 3.

Observacao 3.3.1. Outro jeito da verificacdo deste fato empregando o soliton
explicito é usando as ideias da teoria dada em [32], piginas 633-634, é como segue,
dado que nosso operador H. em forma explicita com o soliton explicito dado por

(3.40) é:
H =-82-3c cosh‘2(£§£) +c (3.45)

logo A, serdo seus autovalores se H () = A\, portanto temos que
— 82— [(Am—c)+3c cosh 2 (%) =0 ou 32+ [(Am—c)+3c cosh™*(5Z)]p =
0

Pela teoria de [32] pig. 633-634. Precisamos ter um operador na forma
O — A+ n(n +1) cosh™(z)]yy = 0 (3.46)

onde \,, = —m? e n > m com n, m naturais.

Portanto comparando os operadores (3.45) e (3.46) obtemos as seguintes relagoes
¥“=1=c=4e3c=n(n+1) = n =3 portanto m = 0,1,2,3 além disto
como A = Ay — € = A — 4 temos que os autovalores )\, = 4 — m?. Portanto,

Am = —5,0,3 e [4,+00) isto é
o(H,) = {-5,0,3} U [4,+00) (3.47)

Mas ainda pelos lemas (1.6.9) e (1.6.10) temos que como existe um ¢ = 4 > 0 tal
que verifica-se a hipdtese 3. Entdo, ele também verifica-se para qualquer ¢ > 0.

Logo, o espectro de H,, com ¢ > 0 qualquer satisfaz a hipétese 3.

Estabeleceremos a seguir o teorema para garantir a estabilidade de

ondas solitdrias para a KdV.
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Teorema 3.3.3. Considere as hipdteses (1) — (3) e suponha que ¢ € (0,00).

Entdo a onda solitdria ¢, é estdvel se
d"(c) > 0, (3.48)

onde d(c) = (E — cQ)(¢.)-

Note que por (3.41) e (2.26) a condicdo (3.48) é equivalente a — 3 Q(¢.) >
0. O roteiro que seguiremos sera o seguinte: provaremos primeiro o teorema (3.3.3)
e depois verificaremos (3.48). A prova do teorema (3.3.3) é baseada essencialmente
nas idéias dos resultados abstratos de estabilidade provados nas secgdes 2.2 e 2.3.

A seguir suporemos que a velocidade ¢ € (0,00) estd fixada e es-
creveremos, por simplicidade, ¢ e H ao invés de ¢. e H,. Provaremos primeiro os
trés lemas abaixo. O primeiro deles fala sobre o fator exterior do grupo de agdo
dentro da vizinhanga tubular no sentido que T'(s)u é ortogonal a T7(0)¢ para al-
gum s = s(u). O segundo mostra que o hiperplano @’(¢)* nio intersecta o cone
{y € H'(R): (Hy,y) < 0} e o terceiro que E(u) é minimizado em u = ¢, com a
restricio Q(u) = Q(¢).

Lema 3.3.4. Eristem £ > 0 e uma tnica funcdo C', a: U. — IR, tais que, para

cada u € U, e r € R, temos o sequinte
1) (u(. + au)), 8:4)x = 0,

2) o(u(-+7)) = afw) — 1,

3) a(¢) =0.

Prova. Consideremos o funcional F' definido em X x IR = H'(IR) x IR para u,
dado por

F(u,r) = (T(r)u, 0:¢)mm) = / u(z + r)0;¢(z)dx + / Opu(z + r)820(z) d.



Como

F(6,0) = [ K@) do + f sotayas = LI LA
e

DyF(u,r) = ;1; ( ]o (u(z + 1+ h)d'(z) + %(u(z +r+h)d"(2) dz)

~ fim + ( / (u(a+1)6(2) + S (ulo + )" (@)) do)

h—o0 h

\8

(%u(z +¢E) + Tue + r)¢"(z))dz

—00

entao

#0.

HY(R)

Dur(6,0)= [ WP+ [ Pds= E2el

—00 —00
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Portanto, pelo teorema da funcio implicita (1.3.4) existe um aberto ao redor de

¢, B = B(¢;¢) e uma tnica fungio §: B — IR, de classe C", tal que para cada

u € B,

(T(B(w))u, ") x = (u(- + B(u)),¢)x =0.

Agora, considerando aqueles r € IR tais que para v € B, T(r)u € B, temos que

B(T(r)u) = Bu) — . (3-49)

De fato, como F(T(r)u, f(u) — r) = F(u,3(u)) = 0, a unicidade de 3 implica que

B(T(r)u) = Blu) — .

Por outro lado, definamos a vizinhanca tubular
U.={T(s)v: s € R, v € B(¢;¢)},
e seja a: U, — IR dada por

a(T(s)v) = B(v) — s.



89

Em vista de (3.49) é claro que a estd bem definida. Além disso, a satisfaz (1) — (3)

pois 3 possui essas propriedades. A unicidade segue de (2). Isto completa a prova

do lema. 0O
1
Observacio 3.3.2. Pela hipitese 3 existem x = 7—X,, € A > 0 (=A% =
| s
Ao [Ixxo|l) tais que,
G'Hx=-2x, |xlix=1

Denotando por P = {p € H*(R) : (G~ Hp, p) g1(m) > 0}U{0} o subespaco positivo

de H, obtemos que
(Hp,p) 2 6 |pll% , para pe P, 6>0. (3-50)
Observe que G"'H(P) C P.

Lema 3.3.5. Seja d"(c) > 0. Sey € H'(IR), y # 0 € ortogonal a G'Q'(¢) e a
£ ¢, entdo (Hy,y) > 0. Além disso, y satisfaz (3.50).

Prova. De (2.24), (2.25) e (2.26), obtemos que 0 < d"(c) = —(H(%¢), L¢).

Agora, fazendo uma decomposi¢ao espectral de H*(IR) na forma
H'(R) = span(x) ® span{3:¢) ® P,

temos que

d
%05 =apx +boOzp+po, p€EP

Portanto, seguindo as idéias da prova do teorema (2.1.7), concluimos a prova do

lema. a

Lema 3.3.6. Sejam X = H(IR) e d"(c) > 0. Entdo ezistem k > 0 e € > 0 tass

que
E(u) — E($) 2 k [lu(. + a(u)) — ¢llx (3.51)

para u € U, satisfazendo Q(u) = Q(9).
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Prova. Usando as idéias da prova do teorema (2.1.7) obtemos

E(u) ~ B(¢) = 5(Hy,3) + ollolf%).
Logo, da parte (1) do lema (3.3.4) e do fato que (G~'Q'(¢), 2¢)x =0, temos que

(4 0:9)z = (u(. + o(u)) — ¢ — g, 8;¢)x = 0.

Portanto, do lema (3.3.5)

E(u) — E(¢) > k ||yl + o(llvli)-

Finalmente, como

lyllx = llv — agllx > llvll = lal lallx > ullx — OClvll%),

entdo temos que para ||v||, suficientemente pequeno,

E(u) - E(¢) 2 klvlx »

COImMo queriamos provar. O
Prova do teorema (3.3.3): Dos 3 iiltimos lemas e de maneira analoga a prova feita
na primeira parte do teorema (2.1.7) temos que a positividade da funcdo escalar
d(.) implica a estabilidade da onda solitdria ¢. = 3c sech(%)

Na sequéncia veremos a estabilidade do soliton dado em (3.40), us-

ando o sinal de d"(c), como foi provado no teorema (3.3.3).

Teorema 3.3.7. Seja ¢. com ¢ > 0. Entdo o soliton dado por (3.40) é H'(IR)-

estavel

Prova. Por definicio temos que d(c) = E(¢.) — cQ(¢). Entdo

@) = <B4 - (8] 50.> ~Q0)

= —-Q(¢)

il

+oo
/ %cdx (por (3.36))
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Logo +00 +00
d(c) = /q&idz:%/sech“(i;ﬁ)df.

Fazendo a mudanga de variavel z = % obtemos

6;5 / sech’(z)dz,

—00

d(c) =

d'(c) = % [ sech®(z) dz.

Portanto, d"(c) >0 pois c¢>0.
Logo, pelo Teorema (3.3.3) concluimos que o soliton dado explicitamente em (3.40)
é H'(IR)-estével. O

3.4 A KdV Generalizada

Na sequéncia estudaremos a KdV-generalizada dada pela equacao
g + uPUz + Uger = 0 (3.52)

Teorema 3.4.1 (Problema de Valor Inicial e Invariantes [26]). O PVI pa-

ra a equacdo (3.52) € localmente bem posto em X, i.e, satisfaz

(i) Dado uy € X, eziste T = T(||lupllx) e uma tnica solucdo do problema (3.15)
comu € C([0,T] : X)NC([0,T}: Y) = X(T)

(ii) Eziste um r = r(|lugll) > 0 e uma fung@o continua néo-decrescente F(.) =
F(., luollx), com F(0) =0, tal que a aeplicagéo vy — v, do conjunto {vg €
X: |jvo— uollx <1} em X(T) satisfaz v — well yry < F(llvo — uollx),
onde:

X=H*(R) coms> 3, sep=2,
X =H*(R) coms> 1, sep=3,
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X=H*(R) coms>0 sep=4e
X=H’(]R)coms>%‘f sep> 4.
Além disso, os invariantes E e () sd@o dados por

+o0 up_ﬂ ui
BO) =~ /((p+1)(p+2) +3)de
Qu) = - / u;dz.

Prova. Para o PVI veja [26]. Calculemos os invariantes E(u), Q(u) e suas
derivadas no sentido de Giteaux para entdo escrever (3.52) como o um sistema
hamiltoniano.

Cilculo do invariante energia E(u) e suas derivadas de Gateaux: escrevemos a

equacio (3.52) como

urt!

p+1

ug + B ( + 82u) = 0. | (3.53)

Multiplicando (3.53) por M;(u) = (";:r—ll + 02u) e integrando em IR temos que
+oo
u?H
/ w7
-

Logo, usando o fato que u(., t) é uma fun¢io suave que decai no infinito juntamente

+00
+un) dzr + / 8z(M1)M1 dz=0.
—00

com ,u e &2u obtemos

+o0
/ 0. (MM dz =0 e

+o0 up"'l d +o00 up+2 . +00
T = 4 z_.w_ T dz
/(u‘p+1+"“ )z dt[/ PrDpTa) T Ml /""“
+00
d upt? ul
- Ei[f((p+1)(p+2)+?)dz]_0'
Portanto,
+00
up+2 u2
= — — — + E\dz. .94
5w =~ [(Griers + B (354)

-0
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Calculemos agora a derivada de Gateaux de E(u)
OE(u)

l
B0 e—m —[E(u + ev) — E(u)]

f

) (u+ev)*?  (u+ev)?
“13—’3%5 /((p+1)(p+2)+ ) )dz]

+ o /((p+1)(p+2) u?_g)dz]

IH'I
= /(u + umv) dz

Como u € H'(R) e d,u € H™'(IR) entdo

p+1

E'(u) = —:+ - — u. (3.55)
Portanto
Byu = JE'(u) = 8,(— v 82u). (3.56)
p+1
Cilculo de E"(u)

E"(w)vw = lim YE(u + ew)v — E'(u)v]

e—)-Oe[ /‘((u -:,e-:})l’"* + (u + ew) zzv) dx+

E"(u) = -8 — u”. (3.57)

Cilculo do invariante momento Q(u) e suas derivadas de Gateaux:
Multlphca.ndo (3.52) por Ma(u)=ue mtegra.ndo em IR temos que
f (uy + wPu, +un,,,)dr = ‘u[ f 2 dz] + f wPHu dr + uugg | TS f Upr UzdT.

—0Q -0

Logo, usando novamente o fato que u(., t), O;u, 82y decaem no infinito, obtemos

+00

Qu) = - / u;iz (3.58)

—00
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Como @ é o mesmo funcional do caso da KdV entao ¢ (u) e Q"(u) também serdo

0s mesmo, i.e,

Q(u) =—u (3.59)
Q"(u)=-1 (3.60)
O

3.4.1 Existéncia de Solitons

Novamente as solugbes tipo soliton procuradas sio da forma u = ¢(z — ct), com
decaimento no infinito e ¢ > 0. Como c é fixo escrevemos ¢ ao invés de ¢.. Deste
modo, substituindo ¢ em (3.52) e integrando em IR, assumindo que ¢(£), ¢'(£),
3"(€) = 0 quando [¢| = |z — ct| = oo temos

¥ o

I
—¢" + cop — .
¢" +co |

(3.61)

Usando um argumento andlogo ao da KdV, isto é, como a equacgio para os solitons
da KdV-generalizada dada por (3.61) é claramente da forma (3.4) entdo, pelo lema

(3.1.2),coma=c, f= p—}:i e, ¢ = p temos que

0u(@) = (CREDEH D3 o3 BV (362)

3.4.2 Estabilidade

Serd importante para a estabilidade caracterizar ¢, em termos dos funcionais E e
Q. Mais precisamente, que ¢, é um ponto critico do funcional F — c(). Usando

(3.55) e (3.59) temos que

1
B9 = - % - (6

QI(¢C) = _¢c
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Logo, de (3.61), obtemos (3.41).
Outro operador importante a ser considerado é o operador linearizado

H_ de E' — ¢Q' ao redor de ¢, isto é,

He=E"(¢c) — Q"(¢.) = —0; — ¢t +¢c (3.63)

Novamente H, é um operador auto-adjunto, no sentido que, se definimos G: X —
X*, entdo o operador limitado G™1H,.: X — X é auto-adjunto em X. Segue-se

também pela substituicdo de u por ¢.(z — ct) em (3.52) que
Hc(azd’) =0. (364)

Observemos que (3.41) caracteriza ¢, como um ponto critico de E(u) com vinculo

' Q(u) = Q(¢). Assim, como no caso da KdV definimos d : IR — IR por

d(c) = E(¢c) — cQ(¢c)- (3.65)

Na sequéncia verificaremos as seguintes hipéteses

Hipétese 1. (Existéncia de Solugdes)

Para cada up € X = H'(R) existe T > 0, T dependendo de |lug||y , tal que o
sistema hamiltoniano (3.29) tem uma solucio u € C([0,T}; X) com u(0) = ug e
E(u(t)) = B(u), Q(u(t)) = Q(uo) para todo ¢ € [0, ).

De fato, pelo teorema (3.4.1), verifica-se a hipétese 1.

Hipétese 2. (Existéncia de ondas solit4rias)

Para cada ¢ > 1 temos que

(a) Existe uma solucio da equacgo (3.41),

(b) Ex. € HI(R)

(c) A funcdo c € R* — ¢. € H'(IR) é de classe C',

(d) ¢ & Ker().

Pelo que foi feito na seccdo (3.4.1) para existéncia de solitons temos que o soli-
ton explicito dado por (3.62) verifica diretamente (a) e (d). Pela observacao da
desigualdade de Holder (1.2.16), verifica-se (b) e, finalmente, tomando p(a) =
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(%2—))% , f(v()z) = sechs (&2@) no lema (3.1.3) verifica-se (c).

Hipétese 3. (Espectro do operador H.). Para c € R*, H, = (E" — cQ")(¢.)
tem exatamente um autovalor negativo o qual é simples; seu nicleo é gerado
por L¢. e o resto do espectro ¢ positivo. Além disso, existe § > 0 tal que
inf o(H.) N (0,+0c) > 4. De fato, é importante observar de (3.64) que A = 0
pertence ao espectro de H,, com %q&c em seu nicleo. Por outro lado verifiquemos
que para um g € Ker(H,) existe um a tal que g = a0;¢.. Desta forma, con-
siderando g € H'(IR) obtemos de (3.63) e (3.61) que se H.(g) = 0, entio usando

novamente o Wronskiano verifica-se que span{d,¢} gera o ker H.. Como
H.=-08+c—¢? com c>0

pode-se ver que ele é um caso particular do operador £, , definido pela equagio
(1.15), sendo para isto suficiente tomar « = ¢, ¢ =p ey = 1. Logo, pelo lema

(1.5.6) da se¢do (2.1.1) temos
a.(H.) = [c, +00).

Por outro lado, tomando V(z) = c— ¢2(x) tem-se que | llim V(z) = ¢ > 0, ou seja,
Z|—00

verifica-se (1.21) e, como ¢’ é auto-funcio associada ao auto-valor simples zero, ¢’

anula-se unicamente em z = 0 e muda de sinal, entdo pelo lema (1.6.8) tem-se que

H=- - F 1;(11'*' 2)sech2(f62m

) +e,

possui um tnico autovalor negativo simples A\ e existe um § > 0 tal que V X €
o(He) = {X,0}, A>4.

Em resumo verifica-se a hipdtese 3.

Observacgao 3.4.1. Outra maneira de verificar a hipétese 3, como no caso da KdV
é usando a férmula explicita do soliton e uma generalizacdo das idéias da teoria

dada em [32], paginas 633-634, juntamente com as séries hipergeométricas.

Por outro lado estabeleceremos a seguir um teorema para garantir a

estabilidade da KdV-Generalizada.
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Teorema 3.4.2. Considere as hipdteses (1) — (3) e suponha que ¢ € (0,00).
Entéo a onda solitiria ¢, de (3.61) é estdvel se

d"(c) > 0, (3.66)

onde d(c) = (E — cQ)(4c)-

Prova. A prova deste teorema é idéntica ao caso da KdV, usando os lemas (3.3.4),
(3.3.5) e (3.3.6). E de forma andloga & prova feita na primeira parte do teorema
(2.1.7) temos que a positividade da funcio escalar d(.) implica a estabilidade da
onda solitdria ¢, = 3c sech(—‘/gf). O
Na sequéncia veremos a estabilidade do soliton dado em (3.62), usando o sinal de

d"(c), como foi provado no teorema (3.4.2).

Teorema 3.4.3. Seja ¢. com ¢ > 0. Entdo o soliton dado por (3.62) é H'(RR)-

estdvel para p < 4.
Prova. Por definicio tem-se d(c) = E(¢.;) — cQ(¢). Entdo
) = <B(g) ~ @6/ 39 > ~Q(8)
= -Q(¢)

+o
= /%dz (por (3.36))

Logo
) +00 2 +oo
£(o) =+ / Jdz = 1(c(p+ 1)(p+2))» / sechi PV 4e.

2 2 2 2
e, fazendo a mudanca de varidvel z = 52@, tem-se que

oy 1 (o D@+D\F [ s

d'(c) _p\/E< 5 ) /sech (z)dz,
e , o

2%p 2p

—00
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Portanto, d"(c) > 0 para p < 4 pois ¢ > 0.
Logo concluimos que o soliton dado explicitamente em (3.62) é H'(IR)-estdvel para
p<4 ]

3.5 Sistemas de equacoes de evolucao
nao-lineares

Nesta secao consideraremos o sistema

TIT pyP+l « = 0
{ Ut + Ugzz + (U ) (3.67)

com z,t € R, u, v e H(R) x H(R) u(z,0) = up(z), v(z,0) = vo(z) e
p > 1 inteiro.
Este sistema pode ser interpretado como um acoplamento de equagoes Korteweg-de

Vries generalizadas da forma

+ Ugzzr + f(u,v); = 0
u fu,v) (3.69)

Ut + Uzzz + _q(u, v)a: =0
com f e g satisfazendo f(u,v) = Hy(u,v) e g(u,v) = Hy(u,v), para uma funcio
suave H.

O sistema da forma (3.68) é de muito interesse na Fisica pois, por exemplo, para

uma funcao H da forma:

H(u,v) = b2u3+ 6v + a22b2 2v+%uv2

Obtemos o sistema de Gear-Grimshaw [20] que modela interagdo forte de ondas
fracamente nio lineares, que estudaremos na se¢do 3.6. Vejamos primeiramente o

problema de valor inicial para o sistema (3.67)

Teorema 3.5.1 (Problema de Valor Inicial e Invariantes [4]). O PVI para

a equagdo (3.67) € localmente bemn posto em X, i.e. salisfaz:
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(i) Dado uq € X, eziste T = T(||uo|lx) € uma tnica solugcdo do problema (3.15)
comu € C([0,T]: X)NCY([0,T]: Y) = X(T)

(ii) Eziste um r = r(|luol]) > O e uma funcdo continua nao-decrescente F(.) =
F(., lluollx), com F(0) = 0 tal que a aplicacio vy — vy do conjunto {vy €

X: |lvo— uollx <t} em X(T) satisfaz ||v: — willxry < Fllvo — wollx),

onde, para o caso local temos que X = H*(IR) x H*(IR) com s > 1.
E é bem posto em X = H*(IR) x H*(IR) sob as seguintes condicdes

a) para p =1 vale para todo dado inicial,
b) pare p=2, |||l ndo pode ser muito grande,
c) pdra p > 2 so vale para dados pequenos.

Além disso, os invariantes E e () séo dados por

2
p+1

+oo
E(u,v)=% / [(22)? + (02)? — ——wPHoPH]dz

+00
Q(u,v) == —% /(u2 + v?)dz

Prova. A existéncia de solugdes é estudada em [4]. Vamos calcular os invariantes
E e Q) e suas derivadas de Gatéaux.

Observemos que o sistema(3.67) pode ser escrita na forma matricial seguinte

Ui+ Uzzz + (VH(U)); =0 (3.69)
onde
U= (uv)T e HU)= pi A

Da equacio (3.69) temos

Ui+ Uy + VHU)), =0 (3.70)
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Fazendo o produto na equagao ( 3.70) pelo multiplicador M, (U) = (U, +VH(U))T
e integrando em IR obtemos o invariante que chamaremos energia do sistema E(U),
como segue:

MU, + MUy, + VHU)); =0

— / (MU, + My (Une + VEU)).)dz = 0
+00 00
> / M U,dz + / MM dz =0
+oo
e / (UTU, + (VH(U)) Up)dz = 0
= / UL Udz + / (VH(U)) Udz =0
= /UTUdz+ /H(U)dz 0

= ; dt( / (~UTU, + 2H(U))dz) =

2
pu’””lv”'”)dz = Cte

1 +00
2 / (e +v%— 5 +
o )
Portanto

E(U) = f (W2 + o2 — u”“v""l)dz (3.71)

B©) = ; [V, - 28 U)ds (3.72)

A seguir calcularemos o invariante () chamado momento, usando o multiplicador
M(U) =

multiplicando a equacio (3.70) por My(U) temos

UTU, + UT (U, + VH(U)), =0
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= +fmUT Uidz + +f°°W Urzzdz + TOUT (VH(U))zdz =0

Integrando por partes temos que

+00 +o0 +00

1d
/ UTUdz = /(uut + vue)dr = 53 -/.(u2 + v¥)dr,
—00 —00 —00

+00 +o00
J UN(VH(U))dz = [ [prPv*u+(p+1)uPH vPu+ (p+1)uPoPH +puPH oy, |d

+00

= [ @+ D)o e + (20 + 1w Py, )ds
—00
+oo
= [ [-@p+1)uwt Py, + (2p+ 1)uPt 0P, )dz = 0.
—00
Portanto
+c0
JorvEO).dz =0,
e obtem-se
1d +oo 1 +00
2d /(u2+’02)d$=0=> 3 /(u2+'02)dz = Cte
oo e
Portanto o invariante ) é dado por
1 +oo
QU) = -3 / (u? + v¥)dx (3.73)
’ -0
Ou
1 +o00
QU)=—3 / UTUdz. (3.74)
—00

Na sequéncia calcularemos as derivadas de Gateaux: E' (U)W e Q' (U)W
onde U = (u,v) e W = (wy, ws) pertencem a X = H'(IR) x H'(IR). Calculemos
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primeiramente a derivada direcional 32 (U):

OF .1
5_v_V_(U) = lm-i\)g[E(U+sW)—-E(U)]

E—

= g_%é (% /_ :o [(UT + eWI YU, + eW,) — 2G(U + eW)] d:r)

— liml(% [ w[Uf U, - 2H(U)) dz)

e—0 ¢ o0

00
- (l f UT + eWTU, + 2WIW, + eUTW,] dz)

e—0 £ 2 00

— lim é (é /_ :o [2H(U +eW) + UTU, — 2H(U)) d:c)

= / +°°(W$TUZ — VH(U)W) dz

—0oC
Portanto

g—v’f,(U) - / WU, - VHU)W)dz

—00

_ [ w[(uu + Hy)w; + (Vzz + Hy)ws)dz

(o o]

Logo, como u,; + H, e v,z + H, € H}(IR) tem-se que

rz + P,vp-l—].
EQ)=—{ =" (3.75)
Vgg + uPHo?
Ou
E'(U) = —(Usz + VH) (3.76)
Para Q:

"aa%(“’") - %E[Q(U+5W)—Q(U)]
= it T o w2 4+ 7]

e—0 g oo

—+00
= —/ (vw; + vws)dz

~—0o0
Portanto, como
+0o

QUW)=— / UTWdz (3.77)

—00
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entao
QWU) =-U. (3.78)
O

Observagao 3.5.1. Escrevendo o sistema vetorial (3.70) da forma hamiltoniana

d; 0
com J = tem-se,
( 0 0O, )

U, = (a’ 0 )E’(U) = JE'(U)
0 O
o O —uzz—z;PWI
(5 o) ()
u | g, 0 —Uyy — uPvPH!
(vt)—(ﬂ ax)(—vu—uﬁlv’).

3.5.1 Existéncia de solucoes tipo solitons

I

i.e

Como nds consideraremos as solugoes suaves da equacdo (3.67) que decaem no
infinito da forma (u(t, z), v(z,t)) = (d(z — ct), Ye(z — ct)), com ¢ > 0 e como ¢
é fixo escrevemos ® = (¢, %) ao invés de ¥, = (@, ¢.). Deste modo, substituindo
® em (3.67) e assumindo que $(€), B(€), #(€)", H(€)" — 0 quando |¢| — oo

temos que
—¢" + cd' — +py —
¢" + c¢' — (¢"y'*F) (3.79)
__,(/)I" + C’(,b’ __ (¢l+p¢p)l = 0
Restringindo ao caso ¥ = ¢ obtemos a equagao eliptica nao-linear:
—¢" +cp— Pt =0 (3.80)

nm__d _
onde =g com E=z—ct,

Por outro lado, pela teoria apresentada no lema (2.0.19) tem-se que se & € D(T7(0)) =
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H?(R) x H*(IR) satisfaz a equagio estaciondria
E'(®) = cQ'(®), onde &= (¢9)T e c>0
entdo T(ct)® é um soliton da equacio (2.1) e tem-se também a equivaléncia entre
E@®)-cQ(®) =0 e {—¢"+cp—¢"" =0 com ¢y = ¢} (3.81)

Observemos que a equacao eliptica nio linear dada por (3.80) tem
a forma da equacdo (3.4). Portanto tomando o =c¢ =1 e g = 2p, pelo lema

(3.1.2) obtemos um soliton explicito para (3.80) dado por

$e(€) = (c(p + 1)) % sech (pv/et) (3.82)

3.5.2 Estabilidade de solitons

Prosseguindo veremos a estabilidade do sistema. Similarmente ao caso da KdV as
hipétese 1 e 2 sao:

Hipétese 1. (Existéncia de Solugoes)

Para cada up € X = H'(IR) x H'(IR), existe T > 0 dependendo de ||ug|| x , tal que
o sistema hamiltoniano (3.29) tem uma solucio u € C([0,T]; X) com u(0) =ug e
E(u(t)) = E(u), Q(u(t)) = Q(uo), para todo ¢ € [0, T].

De fato, esta hipétese é verificada pelo teorema (3.5.1).

Hipétese 2. (Existéncia de ondas solit4rias)

Para cada ¢ > 1, temos que

(a) Existe uma solucio da equacio (3.80),

(b) &¢. € H'(R) x H(R),

(c) a funcdo c € R+ — ¢, € H'(R) x H'(IR) é de classe C*,

(d) ¢ & Ker(L).

Pelo que foi feito na secgdo (3.5.1) sobre existéncia de solitons temos que o soliton
explicito dado por (3.82) verifica diretamente (a) e (d). Pela observagio da desigual-
dade de Holder (1.2.16), verifica-se (b) e, finalmente, tomando u(a) = (c(p+ 1))715
e f(v(a)z) = sech :T(p\/Ef) no lema (3.1.3) verifica-se (c).



105

Também para verificar a hipGtese 3 precisaremos dos seguintes lemas
Lema 3.5.2. H.(®;) =0 para ® = (¢1/;)T

Prova. Como H, é definido por H, = E"(®) — cQ"(®) com ® = (¢1)T entdo
derivando E’(®) e Q'(®) temos

() — ( Epp i (p+ DY )
(p+1)¢y" G +pg"ti¢"

10
ew--(1°)
01

H=_(5§+p¢"“lb”“—c (p+ 1)@y )
(p+1)¢Py? R +pgtigpl—c
Assim,
1 1 _
H(®) = — Z+pP PPt —c  (p+1)¢PyYP
(p+1)gPy? P +pdrigrl —c

- _ ( ¢zzz + (¢p,(/)p+l)z - C¢z )
Q/):a::r;:a: + (¢p+1¢p)x - c"/"a: ,

e por (3.79), obtemos

H.(®;) = 0. (3.83)

Observagao 3.5.2. Como ¢ = 9, entdo H, pode ser escrita como

G +pg?—c  (p+1)¢7
(p+1)¢?® FE+pi®—c )

H = (3.84)

Lema 3.5.3. O espectro do operador H, é como seque:
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(1) o(H,) possui um tnico autovalor negativo simples,
(2) Ker(H,) = span(T'(0)¢.) e

(3) o espectro positivo de H, é inferiormente limitado e existe & > 0 tal que
inf(o(He) N (0, +00)) > 0.

Prova. Seja ¥ = (¢, ¥») € X tal que H.((¢) ¥2)T) = 0. Entdo, por (3.84)

temos que

—82v1 — p™r + et — (p+ 1) =0 (3.85)

— 12 — pgPiha + che — (p+ 1)¢°Py = 0. (3.86)

Somando e subtraindo as equacgdes (3.85) e (3.86) obtemos

{_aiwlwz)—(2p+1)¢2"(¢1+%)+6<¢1+¢2) =% e

—02(t1 — 12) + (Y — 2) + c(th1 — ) =0

Portanto, desde que (¥ + v3)(¢) — Ocom |§] — oo é a tnica solu¢do para o

problema
d? % L

é h =0, desde (3.87) e a teoria de équag(")es diferenciais ordinérias (ver[16]) tem-se
Y1+ 92 =k¢', k€ R ep =1p. disto obtemos que (11 yo)T = £(¢' ¢)T. Isto e
o lema(3.5.2) prova que o nicleo do operador H, é unidimensional.

Novamente seja ¥ = (1 $2)" € X tal que He((41 %2)") = A(¥1 #2)",
para A < 0. Ent3o, de (3.84) temos

{ —F (% +40) — 2+ )Y + o) + (b +9p) = AW+ 9a), (3.89)

—02(¢1 — ) + ¢ (Y1 — th2) + (¥ — ¥2) = AMth — ).

Considerando o operador, L, = —f{; — (2p + 1)¢* + ¢, obtemos a partir do lema

(3.5.2) que L.(¢') = 0. Desde que ¢' possui um tnico zero, pelo feito nas secgoes
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seccoes 1.4, 1.5 ¢ 1.6 da teoria espectral para operadores auto-adjuntos, o operador
de Schédinger e a teoria de Sturm-Lioville respectivamente, veremos que L. possui
um tnico autovalor simples negativo 3, com autofungao positiva X,. isto é L X, =
BX. com X, € H®(R), disto e de (3.89) teremos A = 3, i+ =k e ¢ =
. Além disso, usando o fato que inf{ ~ tal que v € o(L.) — {0,8}} >n >0
temos que L. verifica a hipotese 3. Finalmente usando argumentos anilogos da
prova do lema(3.2.4) ( generalizacio das propriedades do operador linearizado L.
ao operador Hessiano H, do sistema) da primeira aplicagio concluimos a prova do
lema. d

Portanto, como H, satisfaz a hipGtese 3, entdo a estabilidade dos
solitons para este sistema serd determinado pelo sinal positivo de d”(c). Como o

soliton explicito do sistema est4 dado por (3.82) temos:

Teorema 3.5.4. Sejamp>1, & = (¢, ¢.) e c¢>0. Tem-se:
i} Se p =1, entdo o soliton ® é H'(IR) x H'(IR)-estdvel.

Prova. Por defini¢io tem-se que d(c) = E(®.) — cQ(P),

entao

) = < E(@)-cQ(@)/5 8 > ~Q@)
= —'Q(Q) = —Q(¢¢:7 ¢c) pOlS ¢c = ¢c

400 -
- f $2dz de (3.95).
400 4 +oo 2
Logo d'(c) = [ ¢2dé = [(1 +p)c|» [ sech>(p\/c€)df.
Fazendo a mudanga de varidvel z = p\/c£ obtemos
1 +oo 2
d'(c) = K%lg—_{o sech?(z)dz
1 +4oo 2
e ¢'() = G{ISTE™ [ sech® (a)ds}
L . 2=3p tX 2
= &7 (28)c"»" [ sech(z)dz.

—00

Portanto, d”’(c) >0sep <2,ed’(c) <0sep>2.

Logo verifica-se a afirmagéo. O
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3.6 O Sistema Gear-Grimshaw

Nesta aplicacio estudamos um sistema de duas equagdes que modela o problema
fisico de interacoes fortes internas de ondas solitdrias ou ondas viajantes. Este
sistema foi deduzido por Gear e Grimshaw [20] em 1984 e pode ser escrito na

forma

Up + UUg + Ugzr + A3Uzzz + Q1 VYL + a2(uv)z = 0
b10: + VU + VUpzp + boG3Uszs + bataun, + byay (wv), + 10, = 0
onde a1, ay, as, by, by e r s3o constantes reais com b, by positivas e u e v sdo fungoes
reais das variaveis reais r e .

Primeiramente vejamos o teorema do problema de valor inicial e dos

invariantes do sistema.

Teorema 3.6.1 (Problema de Valor Inicial e Invariantes [28]). O PVI pa-
ra a equacdo (3.90) é localmente bem posto em X = L*(IR) x L2(IR) para ba.a3 # 1,

i.e. Satisfaz

(i) Dado ug € X eziste T = T(||uollx) e uma tnica solugéo do problema (3.15)
comu € C([0,T] : X)NC*([0,T]:Y) = X(T)

(ii) Eziste um r = r(|lugl]) > 0, e uma funcdo continua ndo-decrescente F(.) =
F(.,l|luollx), com F(0) = 0 tal que a aplicacdo vy — vy do conjunto {vy €

X: |lvo— uollx <r} para X(T). Satisfaz ||v, - ut"x(T) < F((lvo — uollx)-

Com invarientes dados por

+oo
E(U)_1 (u2+v2—u—3—f—a uv® — apu’v)dz
—2 x z 3 3 1 2
—00
+o0
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Prova. Para o PVI ver [28]. Como estudamos o caso a3 =0 e b; = b, = 1, entdo

o sistema reduz-se a

+ Uty + Ugry + A0V, + @p(uv), = 0
Ut 1 (uwv) (3.90)
Ve + UV + Ugzg + Goutty +ay(uv), = 0
Escrevendo (3.90) na forma vetorial obtemos
U + Upzz + (VH(U)), = 0 (3.91)

onde

u ¥ v aqur? apvu?
(v> e HU) =g +5+—5 +—

Como nosso objetivo é estudar a estabilidade orbital das solugoes
tipo soliton do sistema, o qual serd estudado com as idéias da KdV, precisamos
conhecer os invariantes como na aplicagdo anterior.

Da equagéo (3.91) temos
U+ U,z + VH(U)), = 0. (3.92)

Fazendo o produto da equagio ( 3.92) pelo multiplicador M;(U) = (U, +VH(U))T
e integrando em IR obtemos o invariante que chamaremos energia do sistema E(U),
como segue

MlUt + Ml(Ux:l: + VH(U))I =0
+o0
f (MlUt + Ml(sz + VH(U))x)d.'E = 0

—00

+00 +oo
f M]_Utd$+ f M1Mﬁd$=0

!

T Urv, + (VE©)TUdz =0

+oo +00
[ UnUdz+ [ (VH(U))"Udz =0
o e

[ A

+o0 +0o
~ [ URUdz+ & [ H(U)dz =0
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+
<= 14 f U, +2H(U))dz =0
Portanto
+o00
1 2 u3 ’U3 2
3 (w2 + 02 - ?—-3——a,luv2—a,2u v)dz = Cte

Logo  E(U()=EU(0) e
EU) = / (u2 +02 - u_ _v_ a,uv’ — axu’v)dz (3.93)

Ou

EU) = % / +°°(U§ U, — 2H(U))dz. (3.94)

—00

A seguir calcularemos o invariante ) usando o multiplicador Mp(U) = UT. Multi-

plicando a equagdo (3.92) por M,(U) temos

UTU, + UT (Uyy + VH(U)), =0

+00 +00

S / UTUdz + / UTU,,zdz + / UT(VH(U)),dz =
Observe que
d 2,2
/UTUtdx— /(uut+vvt)dz— o /(u + v*)dxz,
+o00 +00
/ UT(VH(U))dz = /[u2u, + ayuvy, + uas(uv); + v’u,) dr
>
+ / [a2vuug + a1v(uv)z] dz
Como
+00 +90

/ wugdz =0, / viu,dz =0,

—0o0 - 00
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+o00 +o0 +oo
/ a1uvuLds = — / a1v{uv)dz = /(aluvvz + ayv(uv);) dz = 0,
—00 —00 —

e analogamente,

/ (a2u(uv); + apuvu;) dz = 0,

entao N
f UT(VH(U)).dz = 0.
Logo obtemos

s / (w*+07)ds=0= 5 f (u? +v2)vl:c —QU®) = -Q(U(©)).

Portanto o outro invariante que chamaremos momento é dado por

+00
Q) = —% / (u® + v?)dz (3.95)
—00
Ou
1 F
Q) = -5 / UTUdz. (3.96)
Calculemos agora as derivadas de Giteaux E'(U) e Q'(U) na forma
explicita.

Para o invariante E: Como E(U) = ; 4:]‘°°(U$Uz —~ 2H(U))dz tem a
forma matricial similar & aplicacdo anterior v(3 72), en;:oﬁi) fazendo célculos analogos
ao caso anterior obtemos E'(U)W = f (WFU, — VH({U)W)dz.

Logo a derivadas de Gateaux em X = H 1(R) x H'(IR) é dada por

E(U) = - (Uss + VH(U)) (3.97)

Uz + 20 + 1% + aguv
EU)=-{ "2 T C (3.98)
Uz + 5 +a1uv + ax’.
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Para o invariante Q: Como o invariante () da aplicagao anterior dado
pela equacio (3.74) é igual ao invariante deste sistema Gear-Grimshaw dado pela
equacao (3.96), entdo os cdlculos feitos na aplicacio anterior também valem para

este sistema. Portanto, a derivada direcional e de Gateaux @Q'(U) é dada por

QW) =- ( * ) --U. (3.99)

a

Observagao 3.6.1. Escrevendo o sistema vetorial (3.92) na forma hamiltoniana

J, 0
com J = obtemos
0 0,

(a’ 0 )
U, = E'(U)=JE'(U)
0 8,

U, = JE'(U)

2 2
a 0 —Uzy — 5 — 05 — aguv

Ut = 2 2
0 0, —VUzz — 5 — Q2% — ayuv

le
U 0: 0 —uzx—"—;—m%——azuv
U 0 o, %vzx - % - 012%2 — G uv
Por outro lado, derivando E'(U) e (¥ (U) com a; = e, = a temos que
~#Z—-u—av -—-alutv
E'U) = ( ) , (3.100)
—a(u+v) - -v-—-au
e

10
Q"(U)=- ( ) : (3.101)
01
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Como H.: X — X* é definido por H, = E"(®) — cQ"(®) com ¢ > 0 entdo

H_(—az—¢—a¢+c ~a($+ ) )
) —a(p+9) —E—t—ap+c

e tomando ¥ = ¢, obtemos

_ ( —#-(1+a)d+c —2a¢ ) 5102
—2a¢ -0 - (1+ajp+c

Observacao 3.6.2. Se considerarmos o isomorfismo natural G: X — X* tal que

(GU,V) = (U,V)x, definido por

1-8 0
0 1-@

obtemos o operador linear G1H,: X — X, onde

i [a-®7 o
0o a-a,

(G Ho(u,v)/(y, 2))x = (He(u,v)/(y, 2)) = ((v,v)/G ™ He(y, 2)) x

o qual satisfaz

i.e, verifica que é auto-adjunto.

3.6.1 Existéncia de solitons

Vejamos agora o soliton do sistema Gear-Grimshaw. Como consideraremos solugdes
suaves da equacio (3.91) que decaem no infinito da forma (u(t, z), v(z,t)) = (¢c(z—
ct), Ye(z — ct)), com ¢ > 0 e como ¢ é fixo escreveremos & = (¢,) ao invés de
®. = (P, ¥.). Deste modo, substituindo ® em (3.91) e assumindo que ¢(£), ¥(§),

#(€)", ¥(€)" — 0 quando |¢| — oo temos que

—3" 4 @ — (VH(®)) =0
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—¢" +cf — (5 + L9 + adp) =0

. (3.103)
—"+ i — (%5 + md + 4°) =0

Integrando (3.103) e restringindo o sistema (3.103) ao caso 1 = ¢ obtemos o sistema

{—c¢+¢"+(%+%+aa)¢2=0 3104

—cp+¢"+ 3+ % +a) =0
Mas ainda, para que ambas as equagoes do sistema (3.104) sejam iguais devemos
ter a; = a,. Portanto, fazendo a; = a; = a € IR em (3.104), obtemos a equacio

eliptica nao-linear dada por
1
—¢"+cg— 5(1+3a)¢° =0 (3.109)

onde ”"’=%, com §{ =z —ct.
Por outro lado, pela teoria apresentada no lema (2.0.19) tem-se que

se ® € Dom (T7(0)) = H%(IR) x H?(IR) satisfaz a equacio estacioniria

E'(®) = ) (®), onde <I>=(¢) e ¢>0,
(4

entdo T'(ct)® é um soliton da equagio (2.1) e tem-se também que obter o soliton

do sistema (3.91) para a; = a; = a é equivalente a obter a solugao da EDO
1
—¢" +cop— 5(1 +3a)¢* =0 com o = ¢.

Continuando provaremos a existéncia de um soliton para (3.105).

Assim como nas aplicacoes anteriores temos que a equacio (3.105) tem a forma da

equacio (3.4), portanto, tomando a=c¢, 3= (1+23°) >0eq=1, pelo lema (3.1.2)

obtemos o soliton explicito dado por

3c
(14 3a)

cosh‘z(%) a>—1 (3.106)

¢e(z) = 3
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3.6.2 Estabilidade de solitons

Prosseguindo veremos a estabilidade dos solitons do sistema Gear-Grimshaw. Simi-
larmente a KdV, tem-se para este caso as hipdteses 1 e 2 como seguem:
Hipétese 1. (Existéncia de Solugdes)

Para cada ug € X = H'(R) x H'(RR) existe T > 0 dependendo de ||ug]| , tal que
o sistema hamiltoniano (3.29) tem uma solugido u € C([0,T); X) com u(0) = up e
E(u(t)) = E(%), Q(u(t)) = Q(uo), para todo ¢ € [0, T].

De fato, pelo teorema (3.6.1) a hipitese 1 estd provada.

Hipétese 2. (Existéncia de ondas solitérias)

Para cada c > 1, temos que

(a) Existe uma solucio da equagio (3.105),

(b) . € H'(I) x H\(R),

(c) a funcdo c € R — ¢, € H'(IR) x H*(IR) é de classe C",

() ¢. & Ker(Z).

Pelo que foi feito na seccio (3.6.1) sobre existéncia de solitons temos que o soliton
explicito dado por (3.106) verifica diretamente (a) e (d). Pela observacio da de-
sigualdade de Holder (1.2.16), verifica-se (b) e, finalmente, tomando u(a) = 5. e
f(v(@)z) = sech?(¥Z) no lema (3.1.3) verifica-se (c).

Também precisaremos verificar os seguintes lemas com relacao a hipétese 3.

Lema 3.6.2. H.(®;) =0 para ® = ( ¢ ) .
¢

Prova. Por (3.102) temos que

H(3,) = —Z - (1+a)p+c —2a¢ (Xz)
o —2a¢ -2 —-(1+a)p+c Py

(1+a) 42

Yoz + (1 + a)¢i¢z —cr — a¢?;
Logo fazendo 3 = ¢ e usando (3.105) obtemos

H.(®;)=0
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Lema 3.6.3. O espectro do operador H, é como segue:

(1) o(H,) possui um tinico autovelor negativo o qual é simples;

(2) Ker(H.)= span(T"(0)¢.);

(3) O espectro positivo de H, €é limitado inferiormente e existe 6 > 0 tal que

inf(o(H,) N (0,+00)) > 6.

Prova. Seja ¥ = ( v ) € X tal que H, ( Vs ) = 0. Entao, por (3.84) temos
V2 V2

que

-2 — (1 + @)y + ctr — 2adnpa = 0 (3.107)

—ipa — (1+ a) gty + ciba — 2adptyy = 0. (3.108)

Somando e subtraindo as equacdes (3.107) e (3.108) obtemos

{_6£(¢1+¢2)—<1+3a)¢(¢1+¢2)+c(¢1+¢2) =0 (3.109)

—02( — ) + (@ — 1)gp(1 — o) +c(thy —92) = 0.

Portanto, como (1 + 1¥2)(§) — 0 quando |£] — oo e a tnica solugdo do problema
2 L o 1
—Eh + C1¢h+ ch=20 he H (R), ec; >0 (3.110)

é h =0, entdo pela teoria de equagbes diferenciais ordindrias (ver [16]) tem-se que

(4
P+, =k¢', k€ IR, e, = 1. Disto obtemos que (1; 12)T = !;— ( ¢ . Isto
. ¢
e o0 lema(3.6.2) provam que o nicleo de H, é unidimensional.

Novamente seja ¥ = (1, ¢2)T € X tal que H (¥, ¥2)7) = A(th ¥2)7,
para A < 0. Entéo, de (3.107) temos que

{ —32 (%1 +¢2) — (1 +3a)p(%1 + 92) +c(Pr +42) = A1+ ), (3.111)

=02 —2) + (@ — 1)p(thy — ¥2) + (¥ —¥2) = A(th — o).
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Considerando o operador L, = — d% —(1+3a)¢+c, obtemos a partir do lema (3.6.2)
que L.(¢') = 0. Como ¢' possui um tinico zero, pelo feito nas secgoes 1.4, 1.5 e
1.6 da teoria espectral para operadores auto-adjuntos, o operador de Schodinger
e a teoria de Sturm-Lioville respectivamente, veremos que L. possui um unico
autovalor simples negativo 3, com autofuncio positiva A, isto é L X, = &, com
X. € H*(R), disto e de (3.111) temos que A = 3, 1t + ¢h = k1 X e 1, = .
Além disso, usando o fato que inf{ 7 tal que v € o(Ly) — {0,8}} > n > 0
teremos que L. verifica a hipotese 3. Finalmente usando argumentos andlogos da
prova do lema(3.2.4) ( generalizacio das propriedades do operador linearizado L,
ao operador Hessiano H, do sistema ) da primeira aplicagio concluimos a prova do
lema. O

Portanto, como H, satisfaz as 3 hipoteses, entdao a estabilidade dos
- solitons para este sistema serd determinado pelo sinal positivo de d”(c) como no

caso das aplicacGes anteriores.

Teorema 3.6.4. Sejam @ = (¢, ¢.), c >0 e a > —1. Entdo o soliton ® dado por
(8.106) é H'(IR) x H'(IR)-estdvel.

Prova. Por defini¢io tem-se d(c) = E(®.) —cQ(®.). Devemos provar que d"(c) >
0. Observando que . = ¢, obtem-se

d'(c) = <E'(‘I>c)—0Q' (@), ‘I’ > -Q(2)
= —Q(Qc)—_Q(cha‘ﬁc)

= [¢2d:v

Logo, de (3.95) fazendo a mudanca de varidvel £ = ‘/Ef obtemos

voo
2 = / 2t = (27 [ sech (Y yat
183 F N
= m/sech4zdx

—00
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e, consequentemente

97 1 <00

" _ cz 4

d"(c) = T+ 3a) /sech (z)dz.

Logo, d"(c) >0 poisc>0e a > —3. O

3.7 Outras Aplicacoes

Outra equacdo que possui solitons orbitalmente estaveis é a equagdo de Benjamin-
Bona-Mahony estudada em [7]. A seguir faremos uma discussdo breve da existéncia
e estabilidade de solitons para a equacio de Benjamin-Bona-Mahony multidimen-

sional
us(z,t) — Aug(z,t) + Div g(u(z,t)) =0 em R" x R, (3.112)

onde g é uma aplicacio de classe C'(IR; IR"), com coordenadas g;, j =1,...,n
e Div g(u) = JZ:: (,,%jgj(u).

Este problema Foi estudado em [31], onde o autor prova que uma
familia de solugdes do tipo soliton de (3.112) sao estdveis. A existéncia dos solitons
é feita usando-se o teorema de compacidade concentrada de P.L. Lions. Como
veremos a seguir, prova-se também que as solugdes do tipo solitons de (3.112)
pertence & classe C((1, 00); H!(IR")) N C((1, 00); H*(IR™)).

Um soliton da equagio (3.112) é uma solugio da forma:
u(z, t) = ¢(z — kt) (3.113)

onde ¢ # 0 tal que mlim (&) =0 e E = (ky,ka,...,ks) é um vetor fixo de
—00

IR™. Para achar solitons de (3.112), substituimos (3.113) em (3.112), supondo ¢ de

classe C3. Para que ¢ defina um soliton temos que impor as seguintes condicoes

parakeg: E:(k,...,k), k>1egj(s)=s+;%1, Vj=1,..,n,ondep>1éum
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numero inteiro. Para esta escolha, (3.112) reduz-se a

kAG — ké+ ¢+ P 0 em R ¢#£0, $c C3(R") e lim ¢(¢)=0.

p+1 |€]—o0
(3.114)
Fazendo a mudanca de variavel
-1
b= (c—1)*(p+ 1) v((——)%¢) (3.115)
em (3.114) obtemos o problema eliptico ndo-linear
—Av+v—v""'=0em R", v#0, ve H'(R"). (3.116)

A existéncia de uma solugio radialmente simétrica de (3.116) é obtida a partir do
seguinte problema de minimizacao sem vinculo:

Determinar ¢ € H'(R"), ¢ # 0 tal que

NE= if N (3.117)

vZcHI(R")

onde N é o funcional nao-linear
J |Vvlldz + [ vidz

Np) == —RY (3.118)

2(J [ofp+2dz) 72

definido em H'(IR") — {0} sob as seguintes restricdes sobre p e n:
2
1$p<oo,sen_<_2,e1§p§n—_:—2,sen>2. (3.119)
Como N (M) = N(v), VA € R, entdo o problema (3.117) reduz-se ao seguinte
problema:

Determinar w € H}(IR"), w #0, tal que

M(w) = inf{M(w): we H(IR"), / |w|P*2dz = 1}, (3.120)
R
onde M é definido em H!(IR") por
+00 +00 _
M(w) = % / |w"|*dz + / wdr (3.121)

O problema (3.120) é resolvido usando-se o teorema de compacidade concentrada

de P.L.Lions [24].
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Teorema 3.7.1 (M. Weinstein [38]). O problema (3.117) tem uma solugdo £ €
H'(R™) possuindo as seguinies propriedades:
(i) ¢>0,
(ii) ¢ é radialmente siméirica, isto é, £(z) = £(—x),

(iii) £ é estritamente decrescente como o raio, isto €, £(z2) = £(—x2) < £(z1) =

£(—z1), se |z1| < |z,

(vi) v=@§(p+1)7¢ , onde

_ Jwn |VEPdz + [ §dz
o S €72z

é solucdo do problema (3.116).

Observacao 3.7.1. Sob as condi¢des (3.119), usando resultados conhecidos de
regularidade eliptica ([14], pdg. 181) e as imersoes de Sobolev (1.2.19):

H™(R™) < LY(R™), (3.122)

onde
a)2<qg<o0o, se 2m=n,

b)2<g< 2 se2m<ne

n—2m’

c) ¢ = 0o, se 2m > n.
H™(R") — C*(IR™), se m > g+ k, (3.123)
concluimos que v € C3(IR").

Obviamente a equacio (3.115) é uma solucio do problema (3.114)

por ser uma mudanca de varidvel.

Observacao 3.7.2. Desde que v € C3(JR") e v é radialmente simétrica, pelo lema

2 de [9)], existem constantes positivas K e <y tais que:

|D"v(z)| < Ke®"l, vz e R*, V|y]<2 (3.124)
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Usando as idéias da prova do lema (3.1.3), como uma espécie de

generalizacao para IR, aplicado a equacdo (3.112), verifiquemos o lema seguinte

Lema 3.7.2. Se A(c) = ¢ = (c— 1)7(p + 1)5v((2)3€), Ve > 1, entdo A €
C'((1, 00); H'(R™)) N C((1, 00); H*(IR™)).

Prova. Seja v(c) = (E-El)% Como v € C3(IR™) e k > 1, entdo ¢ € C3(IR").
Seja w, = p'(c)v(v(c)z) + u(v(c)z).Vuv(v(c)z), Vz € IR", onde p(c) = ((c—1)p+
1))5 , Ve > 1. Por (3.124) w, € H'(JR™). Vamos provar que A'(c) = w, i.e., que

Alc+h) — A(d)
3 — e

lim

h—0

1
Para isto é suficiente provar que:
@ |

(i) Vj = 1,2, ..., N, “%(%A(c+ h) — 5‘:71\(0)) - ‘?E"’JE“ — 0, quando h — 0.

A(E*'_’_"Z-A_(C) - wc” — 0, quando h — 0;

Novamente como os argumentos usados na prova de (i) e (i) s3o os mesmos,
provaremos somente (z).

Temos:

h We

“A(c+ R —Ale)
h

o [ | et Blete ) ~ ) )

wlc+ k) — (o) , .
<2 / B0y (e + h)z) ~ V(o((e)o)Pdo+
RN '

2 / |(c) | wvie h)z;)L — o) V'(c)z.Vo(v(c)z)[*dz
RN

Seja

¥n(z) = |”(c = h,)L —H9 v(v(c+h)z) — W ()o(v(d)a)l*, Vz e R",

eh € R, h #0, tal que —%* < h < 1. Para cada z € IR* fixo, a funcdo

s — v(u(s)z) de (1,00) em IR é continua, logo v(v(c + h)z) — v(v(c)r) quando

h — 0. Como p é diferencidvel, segue-se que Y (z) — 0, quando h — 0. Além disso,
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pelo teorema do valor médio, existe 0 < a < 1 tal que %""c) = p'(c + ah).

Usando este fato e (3.124) obtemos

~1
ln(z)] < ¥(z), V:cER",V——cz—<h<1,h;é0,

e+l
o

Como 1 € L'(IR"), pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue con-

onde 9

e~20(<$h)lal

¢(z) = 4K*

cluimos que [ ¥p(z)dz — 0, quando h — 0.
RN

Agora, seja
2

v(v(c+ h)z) — v(¥(c)z)
h

VzeR" e -5 <h<1, h#0.Paracadaz € IR, usando a diferenciabilidade

&(2) = — /(0)2.V v(v(c)a)

?

da fungdo s — v(v(s)z) de (1, 00) em IR, concluimos que £,(z) — 0 quando & — 0.
Além disso, usando novamente o teorema de valor médio, encontramos 0 < 0 < 1

tal que
v(v(c + h)z) — v(v(c)z) _
h

Logo, usando novamente (3.124) obtemos [&(z)| < &(z), Vz € R"e -t < h <
1, h # 0, onde

V'(c+ 6h)z.V v(v(c + Oh)z).

£(z) = 4K?n/ (0_*2'_1) PR
Como ¢ € L'(IR"™), pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue concluimos
que [ éu(z)dz — 0 quando h — 0. Portanto disto concluimos a prova de (z).
" Finalmente usando argumentos andlogos provamos que a apligio o —
A(a) de (1,00) em H'(IR"™) é continua e que A € C((1, 00); H2(IR"™)). O
Alguns solitons sdo também conhecidos como bound states, como é o
caso das equagoes que sdo invariantes sobre fases de transformacoes que possuem
solucdes bound states. Estas soluces sio geradas pelo grupo padrio T'(s)u = e*u.
A estabilidade destas solugdes foi estudada em [36] para a equagio nio linear de
Klein-Gordon (uy — Au + g(|u[’)u = 0, z € IR") e a equagio nio linear de
Schrodinger (—iu, — Au+ g([u[)u =0, z € R").
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