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Resumo

Neste trabalho consideramos o grupo livre F,, gerado por n elementos
e um conjunto A* de palavras positivas finitas que é fechado por sub-palavras e
contém o elemento neutro. Além disto fixamos um conjunto de isometrias parciais
{S1,...,5:} C L(H), onde H é um espago de Hilbert, e a partir destas definimos
uma, fungdo S : F, — L(H). De posse do conjunto A* e da funcdo S consider-
amos trés condiges, que chamamos de M;, M, e M3;. Enunciamos e demonstramos
um resultado que garante que S é uma Representagao Parcial de Grupo quando S
vsatisfaz as trés condigdes acima.
Finalmente apresentamos um exemplo de ufna funcao S que satisfaz

as hip6teses do resultado acima e determinamos o espectro de C*(S(r)S*(r)|r € F,).
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Introducao

O conceito de Representagao Parcial de Grupo foi introduzido por R.
Exel em 1995. Em 1997; Exel demonstrou que um conjunto de n isometrias parciais
num espaco de Hilbert H, satisfazendo as condigées de Cuntz e Krieger, dao origem
a uma Representacgdo Parcial do grupo F,, em H.

Neste trabalho tomaremos um conjunto de n isometrias parciais, defi-
niremos a partir destas uma funcio S : F,, — L(H) e mostraremos que sob certas
condigdes, introduzidas por Kengo Matsumoto em [1}, a funcdo S é uma Represen-
tacao Parcial de Grupo. Notaremos que uma fungao nestas condicoes origina uma
C*-4lgebra comutativa. Apresentaremos um exemplo de uma representacao parcial

. de grupo e descreveremos o espectro da C*-algebra gerada por esta funcao.



Capitulo 1

Projecoes e Isometrias Parciais em

Espacos de Hilbert

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre projecoes e isometrias
parciais em espagos de Hilbert. Os resultados aqui obtidos serdo iteis no desen-

volvimento do capitulo 4.

Definicao 1.1 Um operador P € L(H), onde H é um espaco de Hilbert, € uma
projecdo se P é auto-adjunto e idempotente, ou seja, se P2 = P = P*, onde P* é o

adjunto de P.

Note que toda projecdo P em um espaco de Hilbert H é um operador

positivo, pois para cada z em H,
(P(z),3) = (P*(z),2) = (P(z), P(z)) = |P@)|I" > 0.

Além disso, se P # 0, isto é, se Im(P) # {0}, entdo ||P|| = 1. De fato, dado z € H

com ||z|| = 1, pela desigualdade de Cauchy Shwarz tem-se que
1P@)|* = (P(z),z) < IIP()llll=l],

donde segue que ||P|| < 1. Por outro lado, tomando 0 # zo € Im(P) com ||zo|| = 1,

tem-se que || P(zo)|| = ||zo|| = 1. Portanto, ||P]| = 1.
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Em geral, se P € L(H) é uma projegdo sobre K C H, entdo I — P é
uma projecdo sobre K. E claro que I — P é uma projecdo. Para verificar se [ — P
é projecao sobre K+, verificaremos se Im(/ — P) = K 1. Dado z € Im(I — P), ou

seja, z = (I — P)z, entdo para cada y = P(y) € K,

(z,y) = (({ ~ P)z,y) = (z,(I - P)y) = (z,y — P(y)) =0,

o que significa que z € K+ e portanto, Im(I — P) C K+.

Por outro lado, dado z € K+, para cada y € H,

(I = P)z - z,y) = —(P(2),y) = —(z, P(y)) = 0,

pois P(y) € K e t € K+. Desta forma, (I — P)z = z, ou seja, € Im(I — P), o que

prova que K+ C Im(J — P). Com isto podemos concluir que K+ = Im(I — P)

Proposigao 1.1 Seja {P,...,P,} C L(H) uma familia de projegées. Entao

n
P = ) P, € projecao se e somente se P,P; = 0, para cada ¢,j = 1...n com
i=1

i

Demonstracao: Supondo F;P; = 0, teremos que

2 n n
pP? = (ZP) =Y > PP =§an3=ij =P,
i=1 i=1 i=1

i=1 j=1

n
ou seja, Y P; = P é uma projegao.

=1

Reciprocamente, suponha que P é uma projecdo. Sejam ¢,5 € I, com ¢ # j.

Queremos mostrar que P,P; = 0. Dado z € H, temos que
|P@)I? = (P(z),2) e [|Pe(a)||* = (Pi(z),2) VE=1...n.
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Portanto,

1@ + 1P @I < Y 1P =

n

(Py(z),z) = <Z Py(z > =||P(z)I” < [IP|* |||

k=1

Pondo-se y = P;(z) tem-se que

1) + 1P < Nyl

ou seja,
1P:@)I? + | PP (@) = [|PPi(@) + I B(Bi(2)? < |IBi@)]?,

donde segue que P,Pj(z) = 0. Como z foi escolhido arbitrariamente, tem-se que

P;Pj(z) = 0 para cada = em H, ou seja, P,P; =0. O

Definigao 1.2 Um operador S € L{H) é uma isometria parcial se S = SS*S, onde
S* € o adjunto de S. |

Ezemplo: Seja E € L(I3(N)) o shift & esquerda. Como E* = D, onde D é o shift &
direita em L(l2(N)), tem-se que EE* = I, donde segue que EE*E = E.
Uma caracterizagao de isometrias parciais é dada pela seguinte propo-

sicao:

Proposigao 1.2 Um operador S € L(H) € uma isometria parcial se e somente se

her(s) é uma isometria.

Demonstracao: Suponha que S é uma isometria parcial. Entdo é claro que
(S*S)* = S*S, e também que (S*S)? = S*S, e desta forma S*S é uma projegio.
Também (I — S*S) é uma projecdo. Mostraremos que esta é a projegdo ortogonal

sobre ker(S). Para tanto mostraremos que Im(I — S*S) = ker(S).



Dado z = (I — $*S)z € Im(I — S*S), tem-se que
S(z) = S(I —S*S)z = S(z) — S5*S(z) = 0.

Portanto, Im(7 — 5*S) C ker(S).

Por outro lado, ker(S) C Im(I — S*S), pois dado =z € ker(S), tem-se que
(I — $*S)z = =z, ou seja, ¢ € Im(/ — S*S). Podemos assim concluir que
ker(S) = Im(I — S*S).

Como I — S*S € a projegdo ortogonal sobre ker(S), segue que S*S € a projegéo
ortbgonal sobre ker(S)*. Mostraremos agora que 'S[ker(s) . é uma isometria. Seja

z € ker(S)*. Entdo z = §*S(z), e desta forma,
IS@)II* = (S(z), S(z)) = (5*S(2),2) = (z,2) = |l=%,

donde segue que 5|, € uma isometria.

Reciprocamente, suponha que Slker(S) . 6 uma isometria. Note que Im(S) é fechado
em H, e portanto ker(S) @ ker(S)* = H = Im(S) P Im(S)*. Assim

: ker(S)T — Im(9)

lker(S)-L

é uma isometria sobrejetora, e portanto inversivel. Como S| &L ¢ uma isometria
iy

(Slker(sw)* (Slke,(s)L) =1

sobrejetora temos que

SejaV:H — H, tal que

-1
Vi = (Slke,(sp) eV or = 0.

1
Note que V € L(H), pois (Slker(S) L) € L(Im(S), ker(S)1).. Queremos mostrar que

S* = V. Sejam £ = 31 + T9,y = y1 + y2 € H, com z; € ker(S9)*, 75 € ker(S),



y1 € Im(S) e y; € Im(S)*. Entdo, tomando-se y = S, (z}), com 7 € ker(S),
(S(x),y) = (S(z1 + 32), 91 + ¥2) = (S(z1), 31 + 92) =

= <S‘ker(S)J~ (:1:1), Slker(S)J- ($,1)> = <$1’ (Slke,(s).L)* (Slker(s).L) ($I1)> = <$1,$,1>

(Z, V(y)) = (@1 + 22, V(1 + 1)) = (21 + T2, V(1)) = <$1 + Z2, Vs (yl)> =

= <£L'1, ‘/llm(S)Slker(S)-L ($’1)> = (SL'l, .'E,1>

Portanto, para cada z,y € H, tem-se que (S(z),y) = (z,V(y)), o que
significa que S* = V. Dado z € H, escreva £ = 1; + Z2, onde z; € ker(S)* e

zo € ker(S), e desta forma

S8*S(x) = SS8*S(z1+ 32) = S5*S(1) = ST 5,5 (71) = SV] 5, S (1) =

=5 (Shuie) (Shs) (@) = 5(@1) = Sl +2) = S(o)

donde decorre que S é uma, isometria parcial. [

No exemplo apresentado anteriormente, o shift & esquerda em [5(N),
tem-se que ker(E)* = {(ai1,a2,...) € [2(N)|a; = 0}, e é claro que E), 5. € UMa
isometria.

Sempre que S é uma isometria parcial, os operadores SS* e S*S sao
projecoes sobre Im(S) e ker(S)*, respectivamente. A projecdo SS* é chamada de

projecao final, enquanto que S5*S é a projecao inicial.



Capitulo 2

Representacao Parcial de Grupo

Apresentaremos neste capitulo a definicao de representacao parcial de

grupo e mostraremos que tal representacao dé origem a uma C*-dlgebra comutativa.

Definicao 2.1 Dado um grupo G e um espaco de Hilbert H, uma funcdo
S : G — L(H) € uma representacdo parcial do grupo G no espaco de Hilbert H

se:
P,) S(e) =1, onde e é o elemento neutro de G e I € a identidade de L(H),
Py) S(t71) = S(t)*, Vt € G,
Ps) S)S(r)S(r=1) = S@r)S(r1), Vt,r € G.

Ezemplo; Seja D o shift & direita em 1,(N). Considere o grupo aditivo Z e a funcao
S :Z — L(1(N)) dada por

Dr sen>0
S(n) = -
(D)l sen <0
E claro que S satisfaz a propriedade P,. Verificaremos se S satisfaz
Py,

Se n > 0 entao

S(n7') = 8(-n) = (D*)" = (D")* = S(n)".



Sen<0

S(n™') =S(-n)=D7" = (D))" = S(n)".

Desta forma fica verificada a propriedade Ps.

Note que D* = E, onde E é o shift & esquerda em [5(N), e que
Enrt™ = ERE™ ¢ D™ = D"D™, sempre que n,m > 0. Além disso, se n > 0,
entdo E"D™ = I, onde I é o operador identidade em [5(N).

Sejam n,m € Z. Queremos verificar a propriedade P3, ou seja, se

S(n-m)S(m™1) = S(n)S(m)S(m™'). Esta verificagio serd separada em 4 casos:

a) Caso m,n > 0.
Neste caso, S(n.m) = S(n+m) = D™ = D*"D™ = S(n)S(m), donde decorre
que S(n.m)S(m~') = S(n)S(m)S(m=1).

b) Caso m,n < 0.

A demonstragdo é andloga a de a), usando o fato de que E~""™ = E~"E~™,
c) Cason <0 <m.

Suponha que m + n > 0, ou seja, que |n| < m. Assim,

S(n)S(m)S(m—l) = (DX p™(D*)m = ErlpmE™ =

= gl prl+m=Ir) pm — pginl pinl pim=In)) pm — pm-in) gm —
= D™ E™ = D™"*™(D™)* = S(n + m)S(m)* = S(n.m)S(m™).

Suponha m + n < 0, ou seja, m < |n|. Desta forma,

S(n)S(m)S(m™) = (D*)"D™(D*)™ = ERlDmE™ =

— E([n[—m)+mDmEm — E[nl—mEmDmEm — E|n|—mEm = Enmpm _



= Eimmigm — (D*)mHml(DNY™ = §(n + m)S(m)* = S(n.m)S(m™Y).

d) Casom < 0 < n.

A demonstracao deste caso é andloga & de b).

Portanto, S é de fato uma representacio parcial do grupo aditivo Z em [3(N).

Em geral, se S : G — L(H) é uma representacio parcial de grupo,
entdo para cada r € G, S(r) é uma isometria parcial. De fato, dado r € G, tem-se
que S(r) = S(r.r=1)S(r), e pela propriedade Ps, S(r.r1)S(r) = S(r)S(r~1)S(r), o
que prova que S(r) = S(r)S(r)*S(r).

Associaremos a cada representacdo parcial S do grupo G em L(H)
uma C*— 4lgebra B, e mostraremos que esta é comutativa. Para tanto, considere,
para cada r € G, o operador E(r) = S(r)S(r)* € L(H), que é obviamente auto-

adjunto. Seja

N;

E(T‘j) I ’I"jEG, A € C, N,NiEN}
1

N
B = {Z Ai
=1

i=

e B = B, ou seja, B é o fecho de B’, relativo & norma de operadores, também
denotado por C*(E(r)|r € G). Assim obtemos um sub-espago vetorial fechado de
L(H). Além disso, dados P e @ elementos de B, é claro que PQ e P* também s3o

elementos de B, e como L(H) é uma C*-dlgebra, B também é uma C*-élgebra.
Proposicao 2.1 A C*-dlgebra B € comutativa.

Demonstracao: J4 sabemos que B é uma C*-ilgebra. Para mostrar que B ¢
comutativa basta mostrar que E(r) e E(s) comutam, para cada r,s € G. Dados

r,8 € GG, tem-se que
S(r)E(s) = S(r)S(s)S(s™!) = S(rs)S(s™!) =

= S(rs)S(rs)*S(rs)S(s™') = S(rs) (S(S)S(S-IT-I)S(TS))* -

9



= S(rs) (S(r‘l)S(rs))* = S(rs)S(rs)*S(r) = E(rs)S(r)

e desta forma
E(r)E(s) = S(r)S(r M) E(s) = S(r)E(r~'s)S(r™") = E(s)S(r)S(r™) = E(s)E(r).

Portanto, B é uma C*-algebra comutativa. Ul
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Capitulo 3
Representacoes Parciais do [,

Fixaremos neste capitulo o grupo livre F, gerado por n elementos,
como pode ser visto em [2], e um conjunto de n isometrias parciais em um espago de
Hilbert H. A partir das isometrias parciais definiremos uma fungdo
S : F, — L(H). O objetivo principal deste capitulo é mostrar que sob certas
condicbes, aqui chamadas de M;, M, e M3, a funcdo S é uma representacao parcial
de grupo.

Consideremos o conjunto G = {g1,--.,9s}, 0 grupo livre F,, gerado
por G e o conjunto G~' = {g7%,... ,g5'}. Os elementos de F,., também chamados
de palavras de IF,,, sdo da forma r = r, ... 7} onde cada r; € GUG™?, e dizemos que
T estd em sua forma reduzida se r; # ri‘+11, para cada i. Dois elementos r =7 ...T €
s = s;...5; de F,,, em suas formas reduzidas, sdo iguaisse e sésel = k er; = s;, para
todo i. Desta forma, cada elemento, na forma reduzida, tem representacio dnica e
definimos o seu comprimento pelo nimero de componentes, ou seja, se r =7y ...Tg
estd em sua forma reduzida entdo r tem comprimento k, que serd denotado por
|r| = k. A operagéo - : F, x F,, — F,, entre dois elementos 7 e s consiste em consi-
derar as formas reduzidas T1...Tp € 81...8 der e s respectivamente, e tomar a nova
palavra ry...7riS;...s na sua forma reduzida, a qual serd denotada por rs. Para
obter a palavra r;...7:8;...5; em sua forma reduzida procederemos da seguinte

maneira: suponha que k > [, tome o menor j € N tal que r;_; # sj"il e portanto a
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forma reduzidade ry...7%S) ... S SETA Ty ... Tp_jSjt1... 8. SeTp_j = sj‘jl,Vj, entao
a forma reduzida de r;...7;81...8; € 1 ...7x_;. Para o caso k < [ procede-se de
forma andloga. O elemento neutro e de F,, é o elemento cujo comprimento é zero, que
também pode ser visto como a palavra vazia, sem nenhuma componente, e o inverso

L=rt...ri! Um elemento r =7y ...74 de

de um elementor =7, ...7y de F,, é r~
F,, em sua forma reduzida, é chamada de palavra positiva (ou elemento positivo)
se r; € G, para cada 1, e o conjunto de todas as palavras positivas serd chamado
P. Consideramos e como sendo elemento de P. Note que dados dois elementos
r="T{...Tk, 8= 81...8 € P, a forma reduzida de rs é r;...7;5; ... 5;, e portanto

r$s=r7ry...TEgS1...8;-

Fixaremos agora um conjunto A* C P com as seguintes propriedades:
e ¢ €A%,
g G={gla 7gn} gA*7

e A* é fechado por sub-palavras, ou seja, se v = v; ...V € A* entdo qualquer

elemento da forma v;...v;q; comi=1...k,24 7 < k também é elemento de

A*.
Um exemplo de conjunto com as propriedades acima € o seguinte:
Considere o conjuntov {g1,--- »gn}, com a topologia discreta, o espaco
topolégico {gi, .., gn}%, com a topologia produto e a aplicagéo
o:{g1,- -9 }% = {g1,--- ,gn}?
dada por

o((z:)iez) = (Tit1)iez-
Se A é um conjunto fechado de {gi,...,gn}%, na topologia produto, tal que
o(A) = A, dizemos que A é um subshift. Um elemento z = (z;);cz de A pode
ser visto como uma palavra infinita, e os elementos da forma z;...z;.r com j € Z e
k € N como palavras de z, também ocasionalmente chamadas de sub-palavras de x.
Note que estas palavras sdo formadas apenas por elementos de G,(ndo de GUG ™),

e portanto sdo palavras positivas.
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Definimos A¥ como sendo o conjunto de todas as palavras positivas de
comprimento k£ que sdo sub-palavras de algum elemento z do subshift A. A unido
de todos os conjuntos A¥, {e} e {g1,...,9n} serd chamado de A e é claro que A
satisfaz as propriedades do conjunto A* acima.

Para cada p € A* definimos os seguintes conjuntos:
L,={9;€G:pg; ¢ A},

Lﬁz{yzz/l...z/keA*:;u/l...z/k_IEA*,/u/¢A*}, Vk e N.

Considerando quaisquer dois conjuntos Lf e L! com I > k e tomando
v € Lk, tem-se que nenhum elemento v’ € L}, é da forma v' = vr, para qualquer r

em P. Esta afirmacio é consequéncia do seguinte lema:

Lema 3.1 Sejam p € A* er,s € P. Sewvr =v's, onde v € Lk e ' € L, entio

v=uv.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que v # v'. Entdo |v] # [v'[, pois ca-
so contrdrio, vy ...v,r = v} ...vs, donde conclui-se que v = v’. Sem perda de
generalidade suponha |v| > [, e escreva v = v;...vy;... v, € v = v]...v;. Como

v1...0... 0T = vr = v's = vj...vs, entdo v;...vy; = vj...v;, e portanto

l

v = v'v41 ... v Sendo que v’ € LL, pela definigdo de Lj,

, ' ¢ A*, e desta forma
V. Vg1 = pU' U1 ... Uk—1 € A*, 0 que é absurdo, pois v € LX. Portanto, v = v'.
Y 12 + s p n )

O

De fato a afirmacdo anterior ao lema fica demonstrada, pois supondo
que exista r € P tal que v = v'r, onde v € Lﬁ ev' € LL, pelo lema teriamos v = v/,
o que ¢ absurdo pois |v| # |v'].

Consideremos um espago de Hilbert H e em L(H) um conjunto de
operadores {Si,...,Sy}. Baseado nestes operadores, definimos a aplicagio

S:TF, — L(H)

13



r=r1...16 S(r1)...S(rg)
onde r estd na sua forma reduzida e S(r;) = S; se r; = g; e S(ry) = S} se
T = gj‘l. Por definigdo, S(e) = I, onde I ¢ a identidade de L£(H). Desta for-
ma, para cada 7 € F,, teremos um operador S(r) € L(H) associado, que também
chamaremos de S,. Para que S esteja bem definido é suficiente que os operadores S;
sejam elementos de L(H), porém, consideraremos um conjunto de isometrias parciais

{S1,...,S.} C L(H) que originam uma fun¢do S com as seguintes propriedades:

(M) S S:8F =T

i=1
(M,) Para cada pe v em A* os operadorés 5,5}, e S35, comutam;
(Ms) I — S*S—EZS i=1,...,n.
k=1yeLk
Note que para cada i, S;S; é idempotente e auto-adjunto, e portanto
é uma proje¢ao. Também I é uma projecdo, e por (M;), i S;SF é uma projecdo, e
portanto S;S; e ;S5 sdo ortogonais para cada i # j. Isto ;izglniﬁca que SiSijS; =0

e assim

515, = (S1S:S7)(5;S;S;) = S1(Si515;8)S; =
sempre que i # j.
Lema 3.2 Para cada p € A* tem-se S, = Sp.S;S,.

Demonstracao: A demonstragao serd por indugao sobre o comprimento de p. Para
\u| =1, a igualdade S, = S5,5;,S, é satisfeita por hipétese. Supondo S, = 5,55,
para todo p com |u| = k, considere v € A*, com |v| = k+ 1. Entdo v = ag;, com
lo| =k, e

5u5,8y = Sag;Saq,Sag; = SaSq;Sg;565a5g; = 5a555a5¢;54,5¢; = SaSe; = Su-

9i~g; 9;~ g9;

14



Fixemos agora v € P. Escrevemos v = g;a, e desta forma,

S25, = 8% aSsa = 557,54,

€ por (M3)’
2S5 80,8a=Sa | 1= > 8uSi| Sa=5:8a~>_ Y SaSuSiSa
k=1 ueL’;j k=1 ueL’;j

Na demostragio do préximo teorema, onde mostraremos que S, = 0
se v € P\ A*, analizaremos cada parcela desta soma separadamente, e para tanto,

demostraremos o seguinte lema:

Lema 3.3 Sejaa € P ev € A*.

Sy sea=uvr pare algum r € P
a) Sela| > |v| entdo S,S%S, = 4
0 caso contrdrio

S,S;  sev=ar para algum r € P
b) Sela| < |v| entdo S,S5S. = <

0 caso contrdrio

Demonstragao:

a) Supondo que exista 7 em P tal que oo = vr,
8,828, = S,S. S = S,S.5,5: = 5,5 = Sa.

Por outro lado se nao existe r em P tal que a = vr,escrevao = oy ...0q. . . O,
v =1, ...y e tome o menor indice ¢ tal que a; # v;. Entdo temos que i <l e
Q...Q_1 =UV;...Vi_1, € portanto

* _— * —
SVSVSQ et % FIE 208 | 4 PR 4 SV]...V,'_ll/,'...Vl Sal Q1O T

* *
= SVl---Vi—l SV,',..I/[ SV:'---VIS SIII...V{_l Sa,»...ak =

Vi.Viog
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= S S* SV]...Vi._lSV,'...V[S:i_,_y,Sa,'...ak = 0

Vi..Vi-1~v.vq

pois S, 5., =0, jd que o; # v;.

b) Suponha que v = ar para algum r em P. Como v € A* tem-se que a,r € A*,

e portanto
S5,5,80 = SorSnpSa = 8565¢5,5,56 = SaSa5a5:5; = Sa5:8; = 545, = 5,5;.

No caso em que ndo existe r em P tal que ¥ = ar, como em a) tome o menor

indice ¢ tal que v; # ;. Entdo vy ...v1=a1... ;-1 €

* — * —
SVSySa - Su1...ut-_lVi...ukSyl__.y,-_lul-...uksal...ai_la,-,..az -

- Slll...lli_l *SYIJ,'..J/;c Sui_.. SVI---Vi—l Slll...l/,'._l Sa,-...az -

Vg

= Sl/ S* Slll...ll,'_lSU,'...VkS:i__‘ykSQi...(![ = 0

.- V-1

pois S, So, = 0, pelo fato de o; ser diferente de v;. U

Teorema 3.1 Se v € P\A* entdo S, = 0.

Demonstragao: Escreva v = g;«, e desta forma, como visto anteriormente,

S5S, = 53535086 = 535a — >, Y 525,55 Sa.
k=1 peLf,
Faremos a andlise das parcelasde ), > S;5,5;S5, da seguinte forma:
k=1peLk

Caso 1: |u| > ||
Pelo Lema 3.3, 5,5, S, # 0 apenas quando p = ar, para algum 7 € P. O que
faremos € mostrar que nao existe nenhum y desta forma. Suponha que existe

uE L’;j tal que p = ar, com |r| = [. Pela defini¢do de L’;j, gjl ... pr—1 € A¥,
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mas g;fi ... Jk—1 = g;ar;...r—1, donde conclui-se que v = g;a € A*, 0 que
é absurdo, pois estamos supondo que v ¢ A*. Portanto ndo existe u tal que
4 = ar para algum r em P, e assim, pelo Lema 3.3,

545u8;5a = 85(5,555,) = 0 para cada u com |u| > |af.

Caso 2: |p| < ||
Pelo Lema 3.3, 5,.5;5, = 0, a menos que o = pr, para algum r em P. Além
disso pelo Lema 3.1, existe no maximo um p € J L’;j tal que a = ur. Se

kEN
existe tal u, pelo Lema 3.3, 535,550 = 55(5,5;,5.) = S55a-

Desta forma S;S, = 25;S,, onde z = 0 se existe algum p € |J L¥ tal que a = pr
kEN
para algum 7 € P e z = 1 caso contrério.

Escreva v = v; ... e tome o menor indice ¢ tal que v;41 ...v, € A*. Assim,

* * . _ *
SVSV - zlsyz___yksuz...uk =...=21... zi—lsyl-,_,uksl/{...l/k7

onde os 2; s3o 0 ou 1. Mostra.rerhos que S}, . Sy, = 0. Como ;... v ¢ A*, pelos
comentdrios anteriores (caso 1 e caso 2), o que temos a fazer é mostrar que existe
algum p € |J L tal que vy ... v = pr para algum r € P.

EEN
Tome o indice j tal que v;...v; € A* mas v; ...y ¢ A*. Este indice existe pois
Vi...vp ¢ A* ev; € A*. Além disso, Vit ... V41 € A* pOis Vigg ...y, € A*, e assim,
Vig1-.-Vjp1 € LLY17% Portanto, S5, . Sy,.., =0, e assim S}, = 0, ou seja, S, = 0.

O

Da definigao de S podemos obtér informacgoes sobre alguns operadores
S(r), onde r € F,,. Por exemplo, se 7 = 71 ...7) estd em sua forma reduzida, com
r; € Gt ery, € G, entdo S(ririy1) = S(r;)S(riz1) = 0, donde S(r) = 0. Também,
ser =7T1...T, € § = 81...5 sao elementos de F,, e estdo em suas formas reduzi-
das, e além disto 7y # s7!, entdo a forma reduzida de rs é r;...745;...5;, e assim
S(rs) = S(r)S(s) pela defini¢do de S. Em geral, para quaisquer elementos 7 e s de

F, a igualdade entre S(rs) e S(r)S(s) pode ndo ser verdadeira.
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Concluiremos este capitulo demonstrando o teorema seguinte, que

também é o objetivo principal deste trabalho.

Teorema 3.2 Se a funcdo S : F,, — L(H) definida anteriormente satisfaz My, Mo

e M3, entdo S é uma representa¢@o parcial do grupo I, em H.

Demonstragao: A propriedade P, é satisfeita pela definicdo de S. Para demons-
trar P, usaremos inducdo sobre o comprimento de . E claro que S(t') = S(t)* se
|t| = 1, e suponha a igualdade valida para [t| = k. Tome t € F,, com [t| = k +1,
e escreva t = iz, onde [t| = k. Usando a hipétese de indugdo e o fato de que a

igualdade para |z| =1 € vilida,

95}
~~
[
L
j
I
W
PN
PVamaS
o~
8
g
AR
N
I

S(z7t ) =8 H)S{E?) =

S(z)*S@E)* = (S@S(z))* = S(Ez)* = S(t)".

Falta verificar a propriedade P;, e para tanto, provaremos a seguinte afirmagao:
Afirmacdo: Para cada 7 em F, et em G U G, E(r) = S(r)S(r)* e
E(t) = S(t)S(t)* comutam.

No caso em que r = 7;...7; onde 7 estd em sua forma reduzida, com r; € Gt
e ;41 € G para algum 7, nada temos a provar, pois jad sabemos que neste caso
S(r) = 0. Consideremos portanto r = a3, onde r estd em sua forma reduzida e
a, 3 € P. No caso em que § ¢ A*, pelo teorema anterior, Sg = 0 e é claro que neste
caso E(t) e E(r) comutam. Assim, podemos supor que 3 € A* e provaremos que
também neste caso E(r) e E(t) comutam. A demonstracdo serd separada em dois
Casos:

Caso 1: Set € G, isto é,t = g;, para algum j.

a) |o| # 0.

Escrevendo @ = o;...qq, se @ # gj, entdo S(g;)*S(a) = 0 e portanto
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E@)E(r) =0= E(r)E(t). Se oy = g; tem-se que
5(0)"5(9;)5(9;)" = S(ez... 1) S(0s)"5(9;)5(95)" =

= S(O{Q - al)*S(al)*S(al)S(al)* = S(O{Q PR al)*S(al)* =

= (S(c)S(az ... ax))* = S(a)".
De forma andloga, S(g;)S(g;)*S(e) = S(a). Segue que E(t) e E(r) comutam.

b) |a| =0.

Temos aqui que 7 = 8~1. Como 3 € A*, aplicando My,
E(r)E(t) = S(r)S(r)*S#)S(t)" = S(B)"S(8)S(9;)S(g;)" =

= 5(g;)S(g;)*S(B)*S(B) = S(1)S(8)*S(r)S(r)* = E@X)E(r).

Caso 2: Set € G}, isto é se t = g;', com g; € G.

Note que

E(r)E(t) = E(r)S.S; = E(r)S;,S,, = ( Z >SS )

k=1 MeLk

k=1 p,ELk

= E(r) - E(r) (Z > 8 5*)

e da mesma maneira,

E(t)E(r) = S; 8, E(r) = E(r) — (}: 8 s*)

k=1 p,EL"

Para provar que E(t) e E(r) comutam basta provar que
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E(r)S,S; = S,5E(r) WpelLf, VkeN

a) |af #0.

1) lof > |yl

Pelo Lema 3.3, se o = us para algum s em P entdo S;5,S, = S.

Portanto,
E(r)S,S% = 58555555,S; = SaS3SsSs = E(r),

e da mesma forma S,S;E(r) = E(r), e isto prova que
E(r)S,S; = S,S;E(r). Também pelo Lema 3.3, se o # us para to- |
do s em P, S;S,S; = 0 = S5,5,5,, ¢ também neste caso a igualdade

entre E(r)S,S; e S,S;E(r) se verifica.

i) laf < |pl.
Pelo Lema 3.3, se u # as Vs € P, entdo S;5,5, =0 = S5,5,,S,, donde
decorre a igualdade. Se p = «s para algum s € P, também pelo Lema

3.3, 535,5% = 5,5; € 5,545, = 5,5}, donde,

E(r)S,S% = SaS356555uSs = SuS3S5SsS, = SaS3585,S:S%,

SuSLE(r) = 8,5,54555858 = SuS; 55585 = SaSsS; 55565,
Usando o fato de que § € A*, por M,,

5,5;555p = 855555555,
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o que prova que E(r)S,S; = S,S;E(r).

b) |a| =0
Sendo que (8 € A*, a igualdade procurada, S3555,,S, = 5,5,,55S55, decorre de
M.

Conclui-se assim a demonstragdo da comutatividade entre S,.S; e 5,57

onde r,t € IF,, e |t| = 1. Usaremos isto para demonstrar que
S(t)S(rS(r ) = S(tr)S(r~1),vt,r € I,

e concluir a demonstracao do teorema. A prova de P serd feita por inducao sobre
[t|+ |r|. E claro que a igualdade se verifica para |t| + |r| = 1. Suponha que a mesma
vale para [t| + |r| < k. Tome t,7 € Fy,, com |t| + |r| =k, e escre\;a t =tz,r =y,
com z,y € GUG™'. No caso em que y # z7!, S(tr) = S(¢)S(r), donde segue a

igualdade. Consideremos o caso z = y~*.

S@®)S(r)S(r) = SEz) S S((yM) ™) =
= 5(8)S(2)S(y)SFSF)S(y™) = SB)S(2)S(z7)S(F)S(FH)S(x).
Usando a afirmagcdo e o fato de que S(z) é uma isometria parcial,
S(#)S(2)S(z™")S(F)SF)S(z) = SES(F)SFS(2)S(z71)S(2) =
= SASFSF)S(a)
e pela hipdtese de inducao,
S@®)SF)SF)S(z) = SE)SF)S(=)-

Por outro lado,
S(tr)S(r~') = S(tzy)S((v7) ") =
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= S SF YY) = SEF)S(F 1) S ().

Isto conclui a demonstragdo de Ps, e também a do teorema. [J

Deste teorema e da proposicao 2.1 segue que C*(S(r)S*(r)|r € F,) é

comutativa, sempre que S satisfaz as condigbes M;, Ma, e Ms.
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Capitulo 4

Espectro

Vimos no capitulo anterior que dado um grupo G e uma representacio
parcial de grupo S : G — L(H), onde H é um espago de Hilbert, o conjunto
B =C*(5(9)S*(¢)|g € G) é uma C*-algebra comutativa. Portanto, pelo teorema de
Gelfand-Neimark, que pode ser visto em [4], B é isometricamente isomorfo & C(B),

onde B é o espectro de B, ou seja,
B={p:B— C:¢éum homomorfismo e (1) =1}.

Estudaremos aqui o espectro de C*(S(r)S*(r)|r € F,) no caso em
que S provém de uma familia particular de isometrias parciais satisfazendo as pro-
priedades M;, My e M3 do capitulo anterior. |

Seja F,, o grupo livre gerado por G = {1,...,n} e P o conjunto de
todas as palavras positivas finitas de F,. Fixe kg € N, ky > 1 e o conjunto Pr
como sendo um conjunto de palavras de P, onde cada elemento s € Pr é tal que

1 < |s| < k. Defina

AT ={z € {1,...,n}"| nenhuma sub-palavra v de z é elemento de Pr.}
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Seja também
A* = {uju é sub-palavra de algum elemento z de A*} U {e}.

Suporemos aqui que todos os geradores de IF,, sdo sub-palavras de algum elemento
de AT, e desta forma G C A*.

Pelo teorema de Tychonoff, (ver [4]), {1,...,n}N ¢ um espago com-
pacto, e como A* é fechado na topologia produto, tem-se que AT também é com-
pacto.

Considere o esi)ago de Hilbert l5(A™). Seja {6y }wea+ uma base ortonor-

mal para este espaco. Definimos para cada ¢ = 1,...,n o operador

S; : lag(AT) — lo(AT) dado por

diw S€iw € AT

Si(bw) =

0 caso contrario

onde §,, é um elemento da base de I;(A™). Desta forma,

ker(S;) = span{d, |iw ¢ At}

ker(S;)* = span{d,|iw € A*}.
Dado z € ker(S;)t, z = 3. Aydy, tem-se que
wliw€AT
Si@)=Si{ D> Mbuw)= D, MWSilu)= Y Ml

wliweAt wliweAt wliweAT

Portanto,

ISi@ll =1 > Abwl={ D ] =| D Aebul| =izl

wliweAt wliweAt wliwEA~T
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donde segue que Silk sy é uma isometria. Pela proposicao 1.2 S; é uma isometria
er(S;
parcial. Além disto, na demonstracao desta proposicdo vimos que S; é tal que
~1
* =S, * = 0.
S lim(sy) (S”ker(s,-)l) e 5 lims;)L 0
Tome w € At eescrevaw = wywsy.... Seja o = w; . .. wg. Denotamos
por Gw o novo elemento wy41Wii2. .., que é também um elemento de A*. Desta

forma, para cada 4,, da base de l,(A™) vale que

&, sew;=1
S* (Jw) =
0 sew #1.
Consideremos agora a fungdo S : F,, — L(Il2(A™)) definida como no

capitulo 2. Verificaremos se S satisfaz as propriedades My, M2 e Mj.

. n
Verificacdo de M,: Devemos mostrar que »_ S;S; = I, onde I é o operador
=1

identidade de I;(A*). Motraremos que Y S;S57(8,) = 6, para cada 4,, da base
=1

de l3(AT). Dado um elemento &, da base de lo(At), escreva w = wywz..., €

portanto w; = j, para algum j € {1,...,n}. Entéo 5;5;(6w) = S;(&,) = du,

e 5;S(6y) = 0, para cada ¢ # j. Portanto Y S;S}(0y,) = &y, para cada
i=1

elemento &, da base de [(A*), donde segue que »_ S;Sf = I.
=1

Verificacdo de M,: Aqui devemos mostrar que S#S;S;S,, = S;S,,S,,S;, para
cada p,v € A*. Sejam p = p...u,v € A*. DBasta mostrar que
5,55555,(6w) = S35,5,5;(6w), para cada elemento d,, da base de A*. Dado
0w, pela definicdo de S,

bw sevw € At ew; =u;Vje{1,...,k
SuS35350(60) = KA

0 caso contrdrio

8w sew; =pu;,Vji€e{l,...,k} evw € At
525,8,8%(6) = 5= 1y VI € }

0 caso contrario
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donde segue que S,5;:5;5,(8w) = S575,5,5,(0w). Desta forma S.S; e S;S,
comutam, e a propriedade M, se verifica.

Verificagdo de Ms: Verificaremos se I — 5;S; = »_ > S,S;, lembrando que

keN MEL?

LF={p=p1.. . pp € A*lipy.. . pup—y € A* mas iy ... ux & A}

Inicialmente note que a soma Y, > 5,5} é uma soma finita pois L} é vazio
kEN yeLk
para cada k > ko. De fato, dado v = vy...1, € A*, com k > ko, tal que
i ... vp_1 € A*, tem-se que v e ivy ...Vx_; 530 sub-palavras de elementos x
e y de A, respectivamente. Escremos £ = 1...Z1 ... VgTrpk41Tr4h42 - - - €
Yy = Y. Y. . Vg 1Yigks1Yieka2--- € consideremos o elemento
Z=Yy .. YV . Vg 1VgTriki1Tr4k+2 - - - - NOte que z é elemento de AT, pois
nenhuma sub-palavra de z é elemento de Pr (j4 que k > kq). Desta forma

iy ...V, € A*, 0 que significa que v ¢ L¥. Provamos assim que LF é vazio,

para cada k > kg.

Para cada elemento §,, da base de lo(A™),

d, seiw € AT
S*Sz((sw) =

1

0 seww ¢ A*

e portanto S;S; é uma projegdo sobre span{d,|iw € At}. Assim I — S}S; é

uma proje¢do sobre span{d,|iw ¢ At}.

Por outro lado, dado v € L¥, tem-se que

6w se ’LUj=l/j,Vj€{1...k}
0 caso contrério
Supondo-se S,S%(0,) = 6w, entdio para cada g = p1...ur € U LF, com
kEN
p # v, tem-se que S,S;(8,) = 0. De fato, supondo-se 5,5, (0w) = Ou,

tem-se que wy...wy = Hy...M4y. O€ k > rentdo vi...1y = wWp... W =

26



U1 HeWryy - .. Wy, € pelo lema 3.1, v = p, 0 que é absurdo. O mesmo acon-
tece se k < r.

Provamos que 5,535, S; = 0, para cada p,v € |J L¥ com p # v. Além disso,
kEN .

pelo lema 3.2, S, é uma isometria parcial, para cada p € |J L¥, donde segue
kEN

que 5,5, ¢ idempotente, e é claro que S,S;, é auto-adjunto. Portanto, pela

proposi¢do 1.1, > 3 S,S; é uma projegdo, e como

6w seexisteu=pi...ur € U L¥wr...wr=p... ps

>N 8u850,) = keN

keN peLk 0 caso contrdrio

para cada elemento §,, da base de lo(A™), segue que > > 5,85 € uma pro-
kEN uELf
jecao sobre

span{d,|wy ... wr = p1... 4 para algum p = py ...y, € U LF}.
keN

Para mostrar que I — S;S; = ) > 5,5}, basta mostrar que

span{dy|iw ¢ A*} =

= span{6y w1 ... wr = py ... Yy para algum p = py ...y, € ULf},
kEN

e para tanto mostraremos que A = A’, onde

A={weAtliw¢ A"}

A={weAw...w,=p...u, para algum p = p; ...y, € ULf}
keN

Mostraremos primeiro que A’ C A. Dado w € A', tem-se que
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W= WiWe... = 1. hgWk+1--- = UWk41 ---, onde p € L¥. Como p € L,
segue que iy ¢ A*, e portanto iw = ipwyyy ... € AT, ou seja, w € A.

Mostraremos agora que A C A'. Fixe w € A. Como iw ¢ AT, existe sub-
palavra iw; ... w; de iw tal que iw,...w; ¢ A*. Tome o menor indice j tal
que tw; ... wj—; € A* mas iw; ... w; ¢ A*. E claro que w; ... w; € A*, pois

w € AT, e portanto w; ... w; € L], donde segue que w € A’

Desta forma, A = A’, 0 que prova que I — S;S; = > > S,S;.

Provamos que S satisfaz M;, Ms, e Mj, e pelo teorema 3.2, S é
uma representagdo parcial do grupo F, em lp(AT). Para cada r € F, defina
E(r) = S(r)S(r)*, e portanto B = C*(E(r)|r € F,) é uma C*-4lgebra comutativa.
Pelo teorema de Gelfand-Neimark,I' : B — C (ﬁ) é um isomorfismo isométrico.

Estamos interessados em descrever B. Inicialmente, note que se
r=ry...7x € F,, em sua forma reduzida, com algum r; € G™! e rjy; € G,
(lembrando que G = {l,...,n} e G = {17,...,n71}), entdo
E(r)(6y) = S(r)S(r)*(dy) = 0 para cada é{w) da base de lo(A™), donde segue que
E(r) é o operador nulo. Portanto, considere 7 = af! € F,, onde

o=qa...0, 3 € P. Desta forma, para cada w € AT,

0w, Sew; =q;,i=1...ne PBawe At
E(r)(6w) = Sa55555,(6w) =

0, caso contrario

o que significa que E(r) é um operador diagonal. Portanto, qualquer elemento de
B é um operador diagonal, pela defini¢do de B.

Para cada w € At deﬁnav

Yp:B — C
a — (a(by),0u)

Como as matrizes associadas a cada operador a € B sdo diagonais,
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tem-se que ¢, ¢ um homomorfismo, e além disto, ¢, (I) = 1, onde I é o operador
identidade. Portanto, @, € B para cada w € AT, e assim fica definida uma funcio

KAt — B dada por k(w) = @,

Proposigao 4.1 A fungio k : AT — B definida anteriormente € continua, con-
siderando-se o0s espagos topoldgicos AT e B com as topologias produto e pontual,

respectivamente.

Demonstracao: Considere a familia de funcdes {<I>,;}ae B, onde para cada a € B,
®, : B — C ¢ dada por ®.(¢) = p(a) para cada ¢ € B. Note que a topologia
inicial gerada bor esta familia de fun§6es é a topologia pontual de B. Portanto,
para mostrar que K : AT — C é continua, basta mostrar que para cada a € B,
®,0x: At — C é continua. Seja a = E(r) € B, com r = a3~ € F,,. Se r nio for

desta forma, € claro que ¥, o x é continua. Note que dado um elemento é,, da base

de lo(AT), tem-se que

| o b0y Baw € A*
a(8w) = E(af™)(0w) = :

0, caso contrario

donde segue que para cada w € AT,

, 1 paw e At
Qo (k(w)) = Po(pw) = Pula) = (a(dw), dw) =
0 caso contrario

Sejaw € AT, tome {w'};c;y C AT onde w' — w e I é um conjunto diri‘gido. Queremos
mostrar que ®,(k(w?)) = &,(k(w)).

Suponba que ®,(x(w)) = 0, ou seja, que faw ¢ At. Como Baw ¢ AT existe
sub-palavra v = faw, ... w; de faw tal que v ¢ A*, e como w' — w, existe 49 € I
tal que para cada i € I com i > iy, v é sub-palavra de Saw’, donde segue que
®,(k(w')) = 0, para cada i > ig. Portanto, ®,(k(w?)) = &, (k(w)).

Suponha agora que ®,(k(w)) = 1, ou seja, que faw € At. Tome i3y € I tal que

para cada i € I com 1 > 4y tem-se que Saw! ... wfaHko = fow; ... Waj+ke, onde kg
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é o numero natural fixado quando definimos o conjunto Pr. Mostraremos que para
cada i > iy, faw' € AT. Tome i > iy e suponha, por absurdo, que ,B&wi ¢ AT,
Entio existe sub-palavra v = v, ...y, de f& € A™ tal que v € Pr. E claro que v ndo
é sub-palavra de aw?, pois w* € A*. Portanto v; = 3;, donde segue que v é sub-
palavra de Baw! .. 'wlia|+ko - Baws . .. Wya|+k, POIs [v] =1 < kg, 0 que é absurdo,
pois B0w; ... Wja|+k, é sub-palavra de faw, que é um elemento de At. Portanto,
para cada i > 4y, tem-se que Saw € A*, donde segue que B,(k(w’)) = B, (k(w)).
Provamos que se a = E(r), com r € F,, entdo ®, 0« é continua. Desta

N N
forma, tomando-se a = 3 \; [ E(r;), tem-se que &, o.x também é continua. Note

=1 j=1
que o conjunto D de tais a é denso em B. Dado qualquer a € B, tome uma seqiiéncia

{a"}nen tal que a® € D para cadan € Ne a" — a. Dado € > 0, tome ng € N tal
que para cada n > ng, [|a™ —a]| < e. Considere a seqiiéncia {®4» © £}nen, € NOte que

para cada n > ng,

[®an (k(w)) — Ra(m(w))]| = llpw(a®) — vu(a)ll =

= llpw(a® — a)|| < sup [lpu(a” —a)| = [la” —al| <e Vwe AT
wEAT

Portanto ®4» o k converge uniformemente para ®, o k, donde segue que ®, o k é
continua. Provamos assim que para cada a € B, ®, o k é continua, e portanto

k: AT — B é continua. [J

Proposicio 4.2 A funcio k: AT — B¢ bijetora.

Demonstracao: Inicialmente mostraremos que k é injetora. Dados w,@w € A,

o~

com w # w. Escreva w = wywy..., W = W;Ws - .., tome o menor indice ¢ tal que

w; # W;, € seja o = w; ... w;. Desta forma,

k(w)(E(a)) = pu(E(e)) = (B(2)du, bu) = 1
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k(@) (E(e)) = pu(E(e)) = (E(a)bs, 0a) = 0,

donde segue que k(w) # x(w). Portanto, k € injetora.

| Mostremos agora que K € sobrejetora. Suponha por absurdo que
k(A*) # B e tome ¢ € B\xk(A*). Como At é compacto e k & continua, segue
que «(A*) é compacto e portanto fechado em B. Além disso B é normal, (por
ser compacto e Hausdorff). Pelo Lema de Urysohn, (ver [4]), existe f € C(B) tal
que f|_ ., =0ef (¢) = 1. Pelo teorema de Gelfand-Neimark, ' : B — C(B)
¢ uma isometria sobrejetora, e portanto existe a € B tal que I'(a) = f. Como
I'(a) = f # 0, tem-se que a # 0, pois I' é uma isometria. Além disso, para cada
Puw € K(AT),

0= f(pw) = T(a)(¢w) = pu(a),

donde segue que a = 0, o que é absurdo. Portanto k(A1) = 3, ou seja, kK é

sobrejetora. [J

Segue desta proposicido que s é inversivel. Como « é continua e além
disto AT é compacto e B é Hausdorff, tem-se que k! também é continua, e portanto
p ) , €D

A* é homeomorfo & B. Esta é a descricio de B que estdvamos procurando.

31



Referéncias Bibliograficas

[1] Kengo Matsumoto. Relations Among Generators of C*-Algebras Associated

with Subshifts. International Journal of Mathematics. (1999), 385-405.

[2] Marshall Hall,Jr. Theory of Groups. Chelsea Publishing Company-New
York,1973.

[3] Ruy Exel. Amenability for Fell bundles. Journal fiir die reine und angewandte

Mathematik 492 (1997) 41-73.

[4] V.S. Sunder Functional Analysis: Spectral Theory. Birkhauser Verlag-Basel-
Boston-Berlin,1998.

32



	Representações Parciais de Grupos

	J/i/hk

	Agr adeciment os

	Resumo

	Sumário

	Introdução

	Capítulo 1

	Projeções e Isometrias Parciais em Espaços de Hilbert

	(x, V(y)) = (xi + x2, V(s/i + j/2)) = (zi + ®2, V(2/1)) = + x2, ^Im(s) (2/1)^ =


	Capítulo 2

	Representação Parcial de Grupo

	p2) Sit-1) = S(ty, Ví e G,

	S(ri~l) = S(-n) = (D*)n = (Dn)* = S(n)*.


	Capítulo 3

	Representações Parciais do Fn

	•	G = {<?i,... , gn} Ç A*,

	Ll = Í9j € G : ngj $ A*},


	y fc=l n£Lkg. J	fc=l fieL^

	Sir1) = S((txy1) = S(x~lrl) = s(x~l)s{t-1) =

	S{t)S{r)S{r-1) = S{tr)S{r-l),Vt,r £ F„

	S(t)S{r)S{r~l) = S(tx)S{yr)S{{y7)-1) = = S(t)S{x)S(y)S(r)S(r~1)S(y~1) = S(t)S(x)S(x~1)S(r)S(r~1)S(x).

	S{t)S(x)S(x'1)S(?)S(r-1)S(x) = S(t)S(r)S(r-1)S{x)S(x-1)S(x) = = S(t)S(r)S(r~1)S(x)

	S(t)S(r)S(r~1)S(x) = SttíjSÇr^Six).

	Capítulo 4

	Espectro

	Si{x) Sí j ^ ^ Xwôw I — ^ ^ XwSi(6w) — ^ ^ Axv^iw \w\iweA+ ) u)|iu)6À+	iu|iu>£A+

	a(Sw) = E(a(3 ){5W) =

	k(w)(E(o)) - ipa{E(a)) = (E(a)S{s,'Sis) = 0,


	Referências Bibliográficas




