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Resumo

Dado (A, G, &) um C* sistema dindmico, estudaremos o produto cruza-
do da C*-algebra A pelo grupo discreto G pela agdo o de G em A. Como dada uma
acdo parcial de G em um espago de Hausdorff localmente compacto X, existe uma
acao parcial de G na C*-algebra Cy(X) associada, e a reciproca também vale, vamos
provar que se uma acao parcial é topologicamente livre e minimal em X, entdo.o pro-
duto cruzado reduzido associado é simples, [1]. E claro que antes disto precisamos
introduzir as noc¢bes de produto cruzado por agées parciais e produto cruzado re-
duzido. Por ultimo, aplicaremos este resultado para alguns exemplos.



Abstract

Given (A, G, @) a C* dynamical system, we will study the cross product
of the C*-algebra A by the discrete group G under the action o of G into A. Since
given a partial action of G on a locally compact Hausdorff space X, there exists an
partial action of G into the C*-algebra Cy(X) associated, and the converse also holds,
we will proof that if a partial action is topologically free and minimal on X, then the
associated reduced crossed product is simple, [1]. Of course, before we do this, we
need to introduce the notions of cross product by partial actions and reduced crossed
product. Finally, we will apply this theorem for some examples.
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Introducao

Dado G um grupo e X um espago de Hausdorff localmente compacto,
um sistema dindmico com espago de representagio X, denotado por (X, G, §) , é um
homomorfismo de grupo 8 : G — Homeo(X).

Se A é uma C* 4lgebra e G um grupo discreto, entdo um C* sistema
dinidmico, denotado por (A, G, @), é um homomorfismo de grupo « : G — Aut(A).

E muito interessante notarmos que dado um sistema dindmico (X, G, A),
existe um C* sistema dinimico (Cy(X),G, @) associado, e reciprocamente, dado
(Co(X), G, o) existe (X, G, B) tal que (Cp(X), G, «) é proveniente de (X, G, B).

Portanto, quando queremos resolver problemas ligados a um sistema
dindmico (X, G, ), um caminho possivel é encontrarmos o C* sistema dindmico
associado, resolvermos os problemas neste ambiente, e entao voltarmos ao sistema
dinamico original.

Também é comum, quando temos um C* sistema dindmico bem co-
nhecido, tentarmos encontrar um sistema dindmico (X, G, 8) tal que este C* sistema
dindmico seja proveniente do sistema dindmico.

Em particular, dado (A, G, @) um C* sistema dinimico, estamos inte-
ressados em fazer com que todos os automorfismos a; de A dados sejam internos, ou
seja, queremos que existam elementos u; unitarios tal que a;(a) = usau; ! para todo
a € A. Para isto construimos o produto cruzado de A por G pela agdo «, que é uma
. C*-algebra que contém A e tal que todo automorfismo o; tem uma extensdo que é
um automorfismo interno.

Neste contexto, surge a definicdo de uma ac¢do parcial. Esta definigdo
é uma generalizacdo tanto da definicio de um sistema dindmico como de um C*
sistema dinamico.

Uma Acdo Parcial de um Grupo G em um conjunto 2 é um par § =
({As}te, {Mt}iec), onde paracadat € G, Ay é um subconjuntode Qe hy @ Ayt = A
¢ uma bijecdo satisfazendo para todo t,s pertencentes ao grupo G:

i) A, =Q e h, é a identidade em Q2
ii) ht(At—l ﬂ As) = At ﬂ Ats
iii) h¢(hs(z)) = hes(z), T € Aymr N Agorpt

Se Q é um espacgo topolégico, precisamos que:

e cada A; seja um subconjunto aberto de 2
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e h; seja um homeomorfismo de A;-1 em A;

Se 8 = ({D:}tec, {1 }iec) é uma agdo parcial de G em uma C*-algebra
A é necessario que:

e Cada D, seja um ideal bilateral fechado de A
e «; seja um *-isomorfismo de D;-: em D;

E interessante notarmos que a relacdo entre a teoria de sistema dindmicos
e C*-algebras é preservada, uma vez que dada uma agdo parcial de G em um espago
de Hausdorff localmente compacto X, existe uma agdo parcial de G na C*-algebra
Co(X) associada, e reciprocamente, dada uma agdo parcial a em Cy(X), existe uma
acao parcial A em X tal que « é proveniente de h.

Também é possivel generalizarmos a construgdo do produto cruzado
para uma agdo parcial @ em uma C*-algebra, porém para obtermos os resultados
que procuramos é necessdrio utilizarmos a nog¢ido de produto cruzado reduzido.

Dada uma agéo parcial h em X, e « a agdo em Cy(X) proveniente de
h, é interessante encontrarmos propriedades do produto cruzado reduzido de Cy(X)
pela agao «, a partir de propriedades da acdo h.

E um resultado conhecido, [1], que se o é a agdo proveniente de uma
acdo parcial h em X, e h é topologicamente livre e minimal, ou seja, V¢t € G \ {e}
o conjunto F; := {z € Ap-1 : hy(z) = z} tem interior vazio (topologicamente livre)
e ndo existem subconjuntos abertos V de X tais que A;(VN A1) CV Vs € G, a
ndo ser V. = X e V = () (minimal), entdo o produto cruzado reduzido associado é
simples, ou seja ndo possui ideais bilaterais fechados nao triviais. Este é o resultado
principal da nossa dissertacdo de mestrado, que serd apresentado ao fim do trabalho.

O trabalho est organizado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, faremos a apresentacdo de alguns resultados so-
bre C*-algebras, grupos, teoria de representacio de C*-algebras e topologia, os quais
serdo utilizados no decorrer do trabalho.

Durante o capitulo 2, vamos expor algumas das relagoes entre a teoria
de sistemas dindmicos e a teoria de C*-algebras e conheceremos um pouco mais
certos C*-sistemas dindmicos. Em particular, construiremos o produto cruzado de
uma C*-algebra A por um grupo discreto G pela a¢do de G em A.

Dedicaremos o capitulo 3 a tarefa de representarmos o produto cruzado
de A por G, em um espaco de operadores limitados B(H) e melhorarmos nosso
entendimento dos produtos cruzados, através de alguns exemplos.

No capitulo 4, introduziremos a definicdo de uma agao parcial, constru-
iremos o produto cruzado de uma C*-algebra A por um grupo discreto G pela agdo
parcial de G em A e representaremos este produto cruzado em um espago de ope-
radores limitados B(H). Por dltimo daremos alguns exemplos de produtos cruzados
por agoes parciais.

O capitulo 5 contém o teorema principal desta dissertacao. Para
provarmos este resultado é necessdrio definirmos o produto cruzado reduzido. Com
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este teorema, provamos que se uma agio parcial é topologicamente livre e minimal
entdo o produto cruzado reduzido associado é simples.

Finalmente, no capitulo 6 aplicaremos os resultados obtidos no capitulo
5 para alguns casos particulares.

Apresentaremos ainda, algumas conclusdes finais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo veremos alguns resultados necessdrios para o bom desen-
volvimento do trabalho que segue. A maior parte das proposicgoes serd demonstrada,
porém em alguns casos apenas daremos a referéncia. Presume-se que o leitor tenha
um pouco de familiaridade com a teoria de C*-algebras.

1.1 Teoria Elementar de C*-algebras

Definicao 1.1. Uma *-algebra ¢ um espago vetorial A sobre o corpo dos nimeros
complezos, C, munido com uma multiplicagGo e uma aplicagdo * : A — A, chamada
involugdo, que satisfazem: v

e a(bc) = (ab)c
o (a+bc=ac+bc alb+c)=ab+ac
o A(ab) = (Ma)b = a(AD)

e (a+b)* =a*+b*

onde a,b,c €A eleC

Observacao 1.2. Se A € um espago de Banach com relagdo a uma norma, ||+ ||, tal
que ||ab|| < ||a||||b]| para todo a,b € A, entdo A é uma *-algebra de Banach.

Definigao 1.3. Dizemos que A é uma C*-algebra se A € uma *-algebra de Banach

tal que
la*a]] = [lalf?

para todo a € A.



Observacgao 1.4. Se A possui um elemento unidade e, tal que
ece=ea=a Va€A

flell =1
entdo A é chamada C*-algebra com unidade.

Exemplo 1.5. Se X é um espaco de Hausdorff compacto entao C(X), o espago de
todas as fungdes continuas em X, € uma C*algebra onde as operagdes estdo definidas
pontualmente e a involugdo é dada por x : f — f.

Definicao 1.6. Seja A uma *-algebra. Uma representagao de A em H, onde H
€ um espago de Hilbert, € um *-homomorfismo m : A — B(H). Aqui B(H) denota os
espaco dos operadores limitados em H. ‘ o

Proposicao 1.7. Se A é uma *-algebra de Banach entdo toda representagdo, m, de
A € contrativa, ou seja, ||7(a)|| < |la|| para todo a € A.

Demonstracao:

Primeiro note que se a ¢ inversivel entdo m(a)r(a™?) = w(aa™) =
7(1) = I e w(a) é inversivel. Logo se a — Ae é inversivel entdo 7(a) — Al € inversivel e
o conjunto resolvente de a esta contido no conjunto resolvente de 7 (a), o que implica
que o espectro de a contém o espectro de m{a). Denotando o raio espectral de um
- elemento a € A por p(a), segue que p(n(a)) < p(a) Va € A,

Ainda, por [14], pdgina 37, teorema 2.1.1, sabemos que para todo ele-
mento autoadjunto a de uma C*-algebra, p(a) = ||a]|.

Entao,
7 (@)II? = lIn(a)*m(a)l| = p(r(a)*r(a)) = p(n(a*a)) < p(a*a) < [la*a
< lla*llllall = flal®

Deﬁnigéo 1.8. Seja A uma *-algebra normada ndo necessariamente completa. De-
fina |||a||| = sup{||w(a)|| : © € representagdo contrativa de A}. Seja N = {a € A :

“|llall] = 0}. Considere o espago quociente . Para @ € % defina |||a||| = |||all|. A
C*-algebra envolvente de A é o completamento de (%, - 111)-
Proposicio 1.9. A norma ||| ||| em & esta bem definida e a C*-algebra envolvente

de A é, de fato, uma C*-algebra.

. Demonstracao: ‘
Para mostrar que a norma ||| - ||| em 4 esta bem definida, suponha que
@ =>b. Entdo a — b € N e portanto a = b+ n, onde n € N. Logo,

llalll = [I1p+ 7l < Hlibll] + (=]l = [ll6]

e analogamente [[8]| < [[lelll. Assim [l = [lall
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Para demonstrarmos que a C*-algebra envolvente de A é uma C*-

algebra, basta mostrar que |||a*al|| = |||a@|||% e |l|abll| < |llall]|||?]||- Vejamos:
I1&]l|2 = |||lal||? = sup®{||=(a)|| : 7 é representagéo contrativa de A}

= sup{||w(a)||? : © é representagdo contrativa de A}

= sup{||w(a)*w(a)||? : 7 é representacdo contrativa de A}

= sup{||r(a*a)||* : = é representagio contrativa de A}

= [|la*alll = [l|a*all|

e

||abl|||||ab]|| = sup{||=(ab)|| : 7 é representacio contrativa de A}

< sup{||w(a)||||x(b)|| : = é representacdo contrativa de A}

< sup{||7(a)|| : 7 é rep. cont. de A} sup{||w(b)|| : 7 é rep. cont. de A}

= [llallllliell] = alliilill]
m
Definicao 1.10. Definimos a inclusdo candnica de A na sua C*-algebra envolvente,
C*(A), como a aplicagdo ’ :2 : aC*(A)

Proposicdo 1.11. Propriedade Universal. Seja A uma *-algebra normada. Se
denotarmos a C*-algebra envolvente de A por C*(A) entdo, para toda C*-algebra B
e para todo *-homomorfismo contrativo ¢ : A — B, eziste unico *-homomorfismo
@ : C*(A) — B tal que o diagrama abaizo comuta:

A ¥

C*(Aj."..

Demonstracao:

Como B é uma C*-algebra, por [12], pdgina 338, existe um isomorfismo
isométrico de B em B(H), para algum espaco de Hilbert H. Vamos entdo considerar
B C B(H).

‘ Assim, ¢ é uma representacgio contrativa de A. Utilizando as notagoes
da definigdo de C*-algebra envolvente, podemos definir uma representagao contrativa
de £ por $(a) = p(a). )

Note que ¢ esta bem definida pois, se @ = b entdo ||la — b||| = 0, o
que implica que ||¢(a — b)|| = 0 pois ¢ é uma representacdo contrativa. Segue que
p(a —b) =0 = p(a) = p(b) e portanto ¢(a) = ¢(b).

Ainda, ¢ é realmente contrativa, pois

16(@)] = lp(a)l] < sup{[| (@) : 7 é representacdo contrativa de A} = [[lall| = [[all|
Agora, como % é denso em C*(A), segue do teorema 2.7.11, pigina

100 de [16], que ¢ pode ser estendido para um operador @ em C*(A). E claro que &
é tal que o diagrama comuta.



Mais explicitamente, estamos na seguinte situacio:

A 14 B

@

2| >

- C*(A)

Lema 1.12. Sejam B uma *-algebra de Banach, B uma C*-algebra e k : B — B
um homomorfismo tal que Im(k) = B. Se para toda C*-algebra A e para todo

homomorfismo ¢ : B — A, existe unico homomorfismo ¢ : B — A tal que o diagrama
abaizo comuta,

B
entdo B = C*(B), a C*-algebra envolvente de B

Demonstracao:

Pela proposicdo 1.11, existe & : C*(B) — B tal que o diagrama abaixo
comuta:

B - C*(B)

Por hipétese, existe k : B — C*(B) tal que o seguinte diagrama comuta:

B

Vamos mostrar que k é a inversa de k e portanto k é um isomorfismo
entre C*(B) e B.



Seja b pertencente a imagem de k. Entdo b = k(b) para algum b € B.
Logo,
kok(b) = kok(k(b)) = ko (i(b)) = k(b) = b

Assim, ko k = I na Im(k). Como Im(k) = B temos que ko k = I em B.
Agora, seja b; pertencente a imagem da inclusdo ¢ de B em C*(B), ou
seja, b; = i(b) para algum b € B. Entdo,

ko k(b) =kok(ib:) = ko (kb)) =1i(bs) = b

Logo, kok = I na Im(4) e como B é denso em C*(B), temos que kok = I em C*(B).

|
Proposicdo 1.13. Se B é uma *-algebra de Banach comutativa, entdo, C*(B)=C(Ag)

A
Demonstracao: o

Nosso objetivo é utilizar o lema anterior para provar a proposi¢ao.
Para isto, considere a transformada de Gelfand A : B — C(Ag), onde Ag denota os
espago dos homomorfismos complexos em B. Pela prova do teorema 11.18 de [12],
pagina 289, temos que m = C(Ap).

Assim, se mostrarmos que para todo homomorfismo ¢ : B — A, onde
A é uma C*-algebra, existe inico homomorfismo ¢ : C(Ag) — A tal que o diagrama

abaixo comuta,

B 14 A

Y

S
~_

—

—
N’

A

C(Ag)
segue do lema acima que C*(B) = C(Ap).
Sem perda de generalidade, podemos supor que —(B_) = A e portanto

A é uma C*-algebra comutativa. Logo, pelo teorema de Gelfand-Naimark (11.18)
- da pégina 289 de [12], temos que A é isometricamente isomorfa a C(A,), onde Ax
denota os espago dos homomorfismos complexos em A. Pelo teorema 11.9, pagina
280 de [12] sabemos que A é um espago de Hausdorff compacto. A partir de agora
vamos denotar A, por X. Entdo A = C(X).
h: X = AB

= 00
avaliagdo em z. Precisamos mostrar que h é continua. Como A possui uma topolo-
gia inicial, é suficiente mostrar que bo h é continua para todo b € B. Estamos na
seguinte situagao:

Agora, defina , onde &, denota o homomorfismo de

X & Ag - C
z — h(z) - b(h(z))

Agora, note que b(h(z)) = b(d, 0 @) = &, 0 p(b) = ¢(b)(z) e como
¢(b) € C(X), bo h & continua para todo b € B. Logo h é continua.
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Com isto, podemos definir 0 homomorfismo ¢ que estamos procurando.

Defina:
¢:C(Ag) — C(X)
f = foh

E ficil ver que @ é realmente um homomorfismo. Os detalhes desta
demonstragdo serdo aqui omitidos, uma vez que esta é completamente andloga a
demonstracdo da proposicao 2.3 do capitulo 2.

Falta mostrar que ¢ é o inico homomorfismo tal que o diagrama 1.1
comuta. Observe que

&0 AB) o= $(®) ls=bo h [s=b(h(z)) = b(6: 0 ¥) = 6:(()) = ¢(b) |

e portanto o diagrama 1.1 comuta. _
Finalmente, % é tinico, pois, se ® é um homomorfismo tal que o dia-
grama 1.1 comuta, temos que

@) = poAb) =) =poAd)=p(k) VbeB

e como Im(A) = C(Ag), ou seja, B é denso em C(Ag), segue que @ = B.
|

Proposigao 1.14. Sejam A uma C*-algebra, B uma *-algebra e ¢ um homomorfismo
injetor de A em B. Entado ||¢(z)|| > ||z]| Vz € A

Demonstracao:
A demonstracio desta proposigdo pode ser encontrada em [10], pdgina
20, proposicao 1.8.1.

Proposigio 1.15. Se A e B sao C*-algebras e ¢ é um homomorfismo injetor de A
em B, entdo ||¢(z)|| = |||

Demonstracao:

Como B é uma C*-algebra, por [12], pdgina 338, existe um isomorfismo
isométrico de B em B(H), para algum espago de Hilbert H. Vamos entdo considerar
B C B(H). '

‘ Assim, ¢ é uma representacdo de A e pela proposi¢do 1.7 temos que
l#(a)]] < ||a]|- Pela proposi¢do anterior, como ¢ é injetor, ||¢(z)|| > ||z||. Destas
duas desigualdades segue que ||¢(z)|| = ||z]|-

‘Corolario 1.16. Sejam A, B C*-algebras, ¢ um homomorfismo de A em B el o
ker(¢). Considere a decomposigdo candnica de ¢: A — % LA ¢(A) — B Entio, I €
fechado em A, ¢(A) € fechado em B e ¢ é um isomorfismo isométrico da C*-algebra
& na C*-algebra ¢(A)



Demonstracao:
Como ¢ é um homomorfismo de C*-algebras, ¢ é continuo e portanto
I é fechado. Logo, % com a norma quociente é uma C*-algebra.

LAY
Agora, note que o homomorfismo v:f = B , obtido de ¢

a — ¢la);a€a
passando-se 0 quociente, € injetivo e portanto, pela proposi¢do 1.15, 1 é isométrico.
Logo, ¢(A) é completo e portanto fechado em B.

Defini¢gdo 1.17. Uma aproximacado da unidade para uma C*-algebra A é um
net crescente {u;}icr onde I € um conjunto dirigido, tal que, 0 < u; <1 eVa € A
limu;a = limau; = a

Observagao 1.18. Note que como u; € sempre positivo, seque davdeﬁm’g(i‘o 11.27 de
[12], pdgina 294, que u; € sempre hermitiano, ou seja, uf = u; Vi € L.

Proposi¢ao 1.19. Toda C*-algebra admite uma aprozimacdo da unidade.

Demonstragao:
A demonstragio desta proposi¢do pode ser encontrada em [14], teorema
3.1.1, pag. 78.

[ |
Proposicao 1.20. Se I € um ideal fechado de uma C*-algebra A, entio I =T*

Demonstracao:

Como I é um ideal fechado de A, I é uma C*-algebra.

Logo, pela proposi¢do 1.19, existe uma aproximacao da unidade {u;}e;
de I.

Seja z € I. Entdo z = limzu; = limu;z e * = limufz* = limu;z*.
Agora, como I é ideal, u;z* € I, Vi € J, e como I é fechado, limu;z* € 1. Portanto
z* el

Proposicao 1.21. Seja I um ideal fechado de uma C*-algebra A. Entdo o conjunto
{bel:b=V0b", ondel,b" €1} é denso em L.

Demonstracao:
Seja {u;} uma aproximagcéo da unidade para L
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Entdo para todo a € I, temos que a = limu;a, onde u; € I ea € L.
|

Definicao 1.22. Seja H = @Hi, onde H; € um espagco de Hilbert para todo i em
i€l

I um conjunto de indices. Queremos representar um operador T : H — H de forma

matricial. Como proceder?

Sejam J; : Hy — H a inclusdo de Hy, em H P, : H — H;, a projecdo em
Hj. Defina o operador T3; : H; — H; como T;; = P, 0T o Jj.

Note que todo z = (zx)rer € H pode ser escrito como z =~ .1 Je(k)-

Entao

T(a)i = P(T()) = B(T(Tia He(n))) = B oar T(Jelar))

= kel Pi(T(Jk(xk))) = 2 ke1 Tin(zk) '

No caso em que I = N, esta igualdade pode ser descrita da seguinte
forma matricial:

Ty, Ty ... T :
Ty Tx T2 | = ZkeITikxj i—

A matriz a esquerda desta igualdade é a matriz do operador T.
Procedemos de forma andloga quando I é um conjunto de indices qualquer.

Tl 1

T ¢ um operador diagonal em B(@ H),
22

Proposicao 1.23. SeT =

entdo ||T|| = sup||Ty||

Demonstracao:
Observe que ||T(&1,&,.. )| = [[(Tné, Ta2éa, - - )| = V2o [ Tuil|? <
sup || Zi|l[| (€1, €2, - - )|I- Logo ||T|| < sup || T3 ].
Por outro lado, ||T|| = ||T" |u;
Assim, ||T|| = sup || |-

| < |IT|| e portanto sup ||T;[| < ||T

Proposigao 1.24. Sejam A um C*-algebra, D um subconjunto denso de A e o uma
aplicagio de S* = {z € C: |z| = 1} nos automorfismo de A, o : S' — aut(A). Se
15 A

. .S
para todo d € D a aplicagio z = a,(d)

é continua, entdo para todo a € A a

aplicagdo z — a,(a) é continua.
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Demonstracao:

Seja a € A.

Como D é denso em A, existe uma seqiiéncia {d;} contida em D, tal
que d; — a. Sejam

fir§t = A f:8" = A
z = a,(d;) © z = aya)

Note que f; converge para f uniformemente, pois
1£i(z) — F(2)l] = llew(di) — au(a)|| = llea(di — @)|| < ||d; —all = O

e como por hipétese todas as f; sio continuas, temos que f é continua.

1.2 Um Pouco Sobre Grupos

Proposicao 1.25. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupo, e N um subgrupo
normal de G tal que ¢ |[y= 0, onde 0 é o elemento neutro do grupo G. Entdo, eziste
@ : ¢ — H tal que o diagrama abaizo comuta.

e ¥

._‘:G ;

2l

Demonstracao:
Defina ¥ - H _
| g — ¢(g); ondegeg
Note que @ esta bem definido, pois se g,h € g entdo gh™' € N e
¢(gh™') = 0. Logo, ¢(g) = ().
E claro que ¢ faz o diagrama comutar. Falta apenas mostrar que ¢ é
um homomorfismo. Mas isto segue da igualdade abaixo

| 2@

¢(@)@(h) = p(9)p(h) = p(gh) = ¢(gh) = $(gh)
||
Proposicao 1.26. Seja U(H) o espago do operadores unitdrios em um espago de
Hilbert H. Seja u € U(H). Entdo eziste U um homomorfismo do grupo Z (aditivo)

U:Z — U(H)

dado por n o oyl

Demonstracao:
U(n+m) =u*t™ =u™u™ =U(n)U(m) e

12



U0)=u=1
n
Proposigao 1.27. Se Z ¢ substituido por Z,(aditivo) na proposi¢io acima, entdo

€ necessdrio e suficiente que u™ = U(1)™ = I para que a afirmag¢do da proposicdo
citada seja vdlida.

Demonstracao:
Suponha que U é um homomorfismo.
Sabemos que 1 somado n vezes esta na classe do 0. Ou seja,

l1+14...+41=0
—
nX

Aplicando U de ambos os lados da equagdo acima, temos que

ou seja, U(1)* = I, e como U(1) = u segue que u™ = I.

Suponha agora que u™ = 1.

Pela proposigao acima, 1.26, sabemos que existe um homomorfismo
— U(H)
=y
Observe que U |,z=I, pois U(kn) =v*" = (u")f=I*=1 VkeZ
Ainda, como nZ é abeliano, é normal, ou seja, gnZ g~ C nZ Vg.

Logo, pela proposi¢io 1.25, existe um homomorfismo U tal que o diagrama abaixo
comuta

U:Z
n

Z L - U(H)
z
nZ

1.3 Teoria de Representacao

Nesta secdo veremos alguns resultados sobre representacoes que serdo
uteis no desenvolvimento deste trabalho. A definicdo de representacao ja foi intro-
duzida na se¢do 1.1.

Proposicdo 1.28. Seja p: A — B(H) uma *-representacdo. Sejam: Hy = {{ € H :
p(a)é =0Va € A} e H, = span{p(a)é : a € A, £ € H}. Entdo, H, @ Hy = H.
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Demonstracgao:

De [186], sabemos que se L é um subespago fechado de H, entdo H =
L ® L+, onde L* denota o subespago ortogonal a L.

Assim, basta mostrarmos que Hy = Hi. Faremos isto em duas partes.
Primeiro, demonstraremos que Hi C Hp.

Seja y € Hi. Entéo (p(a)é,y) =0 VaeH, £ €H.

A igualdade acima implica que (£, p(a)*y) =0 Va € H, £ € H, o que
por sua vez, implica que (£, p(a*)y) =0Va € H, £ € H.

Assim, para a* fixo, temos que (&, p(a)y) = 0 V€ € H, e portanto
p(a)y = 0.

Logo, p(a)y = 0 para todo a € A e y € Hy.

Falta mostrarmos que Hy C Hyi.

Seja yo € Ho e y € span{p(a)é : a € A, £ € H}. Observe que y é um
somatoério finito da forma Y p(a;)é;. Portanto,

(W, w0) = (O plai)&i o) = D _(p(a:)éis o) = Y (&, p(af)ye) = O

note que a ultima igualdade segue do fato de y, pertencer a Hy.
Como L+ = T° para qualquer subespago L C H, temos que yp €
span{p(a)¢ : a € A, ¢ € H}, ou seja, yo € Hi.

Observacao 1.29. Se Hy = {0}, dizemos que a representagdo p é ndo degenerada,
e caso contrdrio, dizemos que p € degenerada. ‘

Exemplo 1.30. Seja 7 a representacdo de CE C em M3(C) definida por:

Vamos encontrar Hy e Hg.

Demonstracgao:
' z 0 0 A zZA
Noteque {0 w O Bl =|wpB ]| éigual a 0 para todo (z,w), se
0 00 ¥ 0

e somente se A = S = 0.
Logo, Hy = {(0,0,7) : v € C} e H; = {(A,3,0) : A, B € C}.
Observe que Ho & H; = H.

Lema 1.31. Séja {A,} € B(H) uma sequéncia de operadores, tal que:

i) 3¢ >0 tal que ||4,]] <cVneN
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ii) 3 H' denso em H tal que {A,z'} converge Vz' € H'
Entdo eziste um operador A € B(H) tal que A,z — Az Vz € H

Demonstracgao:

Seja = € H. Vamos mostrar que a seqiiéncia {A,z} é de Cauchy.

Como H' é denso em H, existe 2’ € H' tal que ||z — z'|| < £. Por ii),
a seqiiéncia {A,z'} converge, portanto é de Cauchy e assim existe N > 0 tal que, se
n,k > N, entdo ||Anz' — Axz'|| < .

Agora, observe que

|Anz — Arz|| = ||Anz — And'|| + |Anz’ — Arz'|| + [| Axz’ — Az

< Aalllz — o'l + [[Anz’ — A2l + | Aklll2" — 2l S §+ 5+ 5 =€

Logo, {Anz} é Cauchy e como H é completo, {A,z} — y para algum
y € H. :
Defina A em z por Az =y = lim{A,z}.
Note que A € B(H), pois

|Az|| = || lim{ Anz}|| = lim |{Anz}|| < cljz]]
|

Lema 1.32. Sejam {u;}icr C A aprozimagdo da unidade para A e 7w : A — B(H)
uma representag¢do. Entdo m(u;) — Pu, fortemente, ou seja, 7(u;)v — Py,v Yv € H.

Demonstracgao:
Seja w € span{n(z)v : £ € A, v € H}, ou seja, w é um somatério
finito da forma w = ¥ 7(z;)v;, onde z; € A e v; € H. Entéo

W(ui)(ZW(mi)vi) = Zw(ui)(w(xi)vi) = Zﬂ(uimi)vi - Zw(mi)vi

assim, 7(u;) converge para a identidade no conjunto das somas finitas da forma
Y- m(z;)vi, que é denso em H;. Como ||m(u;)|| < ||ug]| £ 1, segue do lema 1.31 que
7(u;)vy — Iv; para todo v; € H;.

Agora, seja v € H. Pela proposigdo 1.28, v = vy + v1, onde vy € Hyp e
v € H; e portanto

7 (wi) (v) = 7 (us) (v1) + 7 () (vo) = m(wi)(v1)

e pelo que foi demonstrado no pardgrafo anterior, o lado direito da igualdade acima
converge para v; = Py, v.

Observagio 1.33. Se w : A — B(H) € ndo degenerada, entio H = H; e m(u;)
converge para a identidade fortemente.
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Proposicao 1.34. Seja I ideal fechado de uma C*-algebra A, e m : 1 — B(H) uma
representacdo nao degenerada. Entdo, existe unica representacio 7 : A — B(H) tal
que T ;=
Demonstracao:

Seja {u;} uma aproximagdo da unidade parale a € A. Vamos mostrar
que 7(au;) converge fortemente para algum T € B(H).

Como 7 é ndo degenerada, H = H;. Seja w € span{n(z)v:z €I, v €
H}, ou seja, w é um somatério finito da forma w = ) w(z;)v;, onde z; € L e v; € H.
Entao

lim w(aui)(ZW(xi)vi) = zll)rgoz 7 (aus) (7 (2s)vi) = ZJHEO 7(au;z;)v; — Z*fr(axi)vi
logo, m(au;) converge no conjunto das somas finitas da forma ) 7(z;)v;, que é denso
em H;. Ainda, ||7(aw;)|| < ||au;|| < ||a||, e portanto, pelo lema 1.31 existe T, € B(H)
tal que 7(au;)w — T,w para todo w € H = H;.

Estamos em condig¢bes de definir a extensdo 7 de n. Defina

#:A — B(H)
a — T,

Se lembrarmos que pela prova do lema 1.31, T,(w) = lim 7(au;)w e

|To|| < |lall, a demonstragdo de que 7 é uma representagdo é direta. zoo

Observacgao 1.35. Se w: I — B(H) for uma representagcio degenerada, entdo para
todo &y € Hy definimos 7 (&) = 0.

Proposigao 1.36. Sejaw : I — B(H) uma representagio e 7 : A — B(H) a extensdo
de m, conforme a proposi¢io 1.34. Seja J outro ideal de A e {v;} uma aprozimagdo
da unidade para IN J. Entio w(v;a)é — 7(a)é VEE€H, a€ J.

Demonstracgao:

Pela proposicdo 1.28, sabemos que H = H; & Hy. Observe que a
proposi¢do acima é vélida em H,, pois se a € A e w € H; é um somatério finito
da forma w = Y w(z;)&;, onde z; € L e & € H, entéo

r(via) (Y (@) =D w(vie)m(z:)é = Y m(viaz:)és

e como azx; € IN J, o dltimo termo da igualdade acima converge para

> o wlaz)t =Y #lam)ei = ) f(@)f(z)é = 7(a)( D m(w:)&)

Assim, 7(v;a) converge fortemente para 7 (a) no conjunto dos somatérios
finitos da forma 3 7(z;)&;, que é denso em H;. Portanto m(v;a) converge fortemente
para 7(a) em Hj.

Agora, todo £ € H pode ser escrito da forma &; + &, onde §; € H; e
&o € Hy, e portanto

m(via)€ = m(v;a)é; + m(v;a)éo = 7(v;a)é1 = 7(a)é £ T(a)ér + 7(a)o = 7(a)é
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1.4 Fatos Topoldgicos

Definigdo 1.37. Um subconjunto A de um espago topoldgico X é Raro se A ndo
tem interior.

Proposicao 1.38. A unido finita de conjuntos raros é raro.

Demonstracao:
A demonstragio desta proposi¢do pode ser encontrada em [11], pdgina
191.

Definic¢do 1.39. Um espago topologico X € dito Localmente Compacto se para
todo = € X, existe um compacto K tal que x pertence ao interior de K.

Definicao 1.40. Seja X localmente compacto e f uma funcdo em X. Dizemos que
lim f(z) = L se, Ve > 0, existe um compacto K C X tal que,Vx ¢ K |f(z)—L| <e¢
T—00 .

Defini¢ao 1.41. Se X € localmente compacto entdo Co(X) = {f € C(X) : lim f(z) =
0}

Observagido 1.42. Se X é localmente compacto entdo Co(X) é uma C*-algebra, onde
as operagdes sdo definidas pontualmente e a involugdo € dada por x : f — f. Veja
por exemplo, [14], ezemplo 2.1.2, pdg. 37.

Proposicao 1.43. Seja X localmente compacto. Dado um fechado K C X ezg € X
tal que 29 ¢ K, entdo, 3 h € Cy(X) tal que 0 < h <1, h(K)=0eh(zg) =1

Demonstracgao:

Vamos denotar C,(X) como as fungdes continuas em X que tem suporte
compacto, ou seja, C.(X) = {f(z) € C(X) : 3 compacto L tal que f |ge= 0}.

Como X ¢ localmente compacto, para todo z € X, existe um compacto
L tal que z pertence ao interior de L, que chamaremos de V. Note que V = L é
compactoezr € V.

Pelo lema de Urysonh, [13] pagina 24, existe ¢ € C(X) tal que 0 <
v <1, 0(z) =1¢e ¢ |ye=0. Observe que ¢ € C; pois ¢ |;=0.

Como z néo pertence a K, e K é fechado, pelo mesmo lema de Urysonh
acima, existe F € C(X) talque 0 < F <1, F(z) =1e F |g=0.

Tome h = Fp. Entdo h |[g= 0, h(z) =1 e 0 < h < 1. Ainda, h tem
suporte compacto e portanto h € Cy(X).

Proposicdo 1.44. Seja U um subconjunto aberto de um espago topologico localmente
compacto X. Entdo U € localmente compacto.
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Demonstracao:
Esta demonstracdo pode ser encontrada em [15], pagina 200, coroldrio

Nas duas defini¢cbes que seguem abaixo, U é um conjunto aberto con-
tido no espago topolégico localmente compacto X.

P et

Definigao 1.45. Cy(U) = {f € Co(X) : f |x\wv= 0}

Observagao 1.46. Vamos provar a seguir que Co(U) é naturalmente isomorfo a
Co(U). Portanto, é comum no decorrer do tezto nos referirmos a Co(U) sem aler-
tarmos sobre qual das definicées estamos usando.

—

Proposigao 1.47. Cy(U) € naturalmente isomorfo a Co(U).

Demonstragao:
Lembre que, pela defini¢io 1.41, Co(U) = {f € C(U) : zll)l’{.lo f(z) = 0}.
Seja f pertencente a Cy(U) definido em 1.41. Entio f € C(U) e
lim f(z)=0.

I—00

f(z) zeUl,
0 X\U

N

Defina f da seguinte forma: f(z) = {

Queremos demonstrar que f pertence a Co(U).

Como f |x\u= 0, basta mostrar que fe Co(X).

Agora, dado € > 0, existe um compacto K C U tal que, se z € U\ K
entdo |f(z)| < e. Como K é um compacto em U, K é compacto em X e para todo
If(z)l<e sezxel,
|If(z)|=0 sex¢U.
e portanto lim f(z)=0.

z € X\ K temos que . Logo |f(z)| < € para todo z € X\ K

Falta mostrar que f € C(X), ou seja, f é continua em z, para todo
z € X. Vejamos:

i) Sez e U
Entdo f é continua em z, pois U é aberto.

ii) Sez ¢ U
Queremos mostrar que para todo € > 0, existe um aberto V que contém z, tal
que para todo p € V, | f(p)| < e
Como llglof(x) = 0, Ve > 0, existe um compacto K, C U tal que, Vp €
U\K, 1f(p)~0|<e

Uma vez que X é Hausdorff, K, é fechado. Assim, dado € > 0, seja V = X\ K..
Entioz € V e |f(p)| < e Vp € V. Logo f € C(X).
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Temos a seguinte relagio:

— N

T Co(U) —T—> Co(U)

f= f

E claro que 7 é injetora. Vejamos a demonstragido de que r é sobreje-
tora: o

Seja f € Cy(U). Note que r(f |y) = f e portanto basta mostrarmos
que f |p€ Co(U). Para isto, é suficiente mostrarmos que zlg{.xo flv (z) =0, onde o
limite é tomadoem U.

Como f € Co(U), f |x\v= 0e dado € > 0, existe um compacto K C X,
tal que para todo T € X\ K, |f(z)| <e.

Seja F. = {z : |f(z)| > €}. F. é fechado em X, e como f |x\wv= 0,
F.CU.

Observe que K' = K N F, é fechado em K, logo é compacto. Ainda,
K' CU.

Agora,se z € U\ K’ entdo ou z ¢ K ou z ¢ F.. Em ambos os casos
temos que |f(z)| <e.

Logo, lim f |y (z) =0.
T—00
n

Observacao 1.48. A relacdo v definida acima, € um *-isomorfismo isométrico de
C*-algebras.

Proposigao 1.49. Co(U) N Co(V) = Co(UNYV)

Demonstracao:
Usando a definigdo 1.45 de Cy(U), o resultado acima segue.

Proposicao 1.50. Sejam U,V localmente compactos e A aberto contido em V.
Seja b um homeomorfismo de U em V (U 5vo A). Considere Co(A) um
ideal fechado de Cy(V), que denotamos por Cy(A) > Co(V) e seja a definida por
a'C"(A} - ?‘;([,{) . Entio a(Co(D)) = Co(h=1(D))
Demonstracao:

Nesta proposi¢ao utilizaremos a defini¢do 1.41 de Cy(A).

Primeiro vamos mostrar que a(Co(A)) € Co(h71(A)).

Seja g € a(Cy(A)). Entdo, existe f € Co(A) tal que g = a(f) = foh.

Como f € Cp(A), existe um compacto K C A, tal que para todo
z € A\ K, |f(z)| < e. Observe que h~!(K) é um compacto em h~1(A).

Agora, se y € A"} (A)\ A"}(K) entdo y = h™'(z),onde z e A\ K e
portanto

l9@)| = |f o h(y)| = |f o h(R™(2))| = |f ()| < €
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Assim, lim g(y) = 0ecomo g(y) € C(h~1(A)) temos que g € Co(h™1(A)).
y—oo

Falta mostrar que mostrar que Co(h™'(A)) C a(Cp(A)).

Seja g € Co(h™1(A)).

Defina f = go h~!. E claro que f € C(A) e analogamente ao feito
acima, temos que lim f(z) = 0. Logo, f € Co(A).

Finagir_r)lzonte, observe que o(f) = f o h = g e portanto g € a(Cy(A)).

Proposicao 1.51. Sejam U um aberto, f : U —. C continua e K, = {z € U :
|f(z)| > €}. Entdo f € Cy(U) se e somente se para todo € > 0 K, é compacto.

Demonstracgao: :
Supor f € Co(U).

Para £ existe L C U compacto tal que Vz € L, |f(z)| < 5.

Entdo K. = {z e U : |f(z)| > ¢} ={z € L : |f(z)| > €}. Logo, K. é
um subconjunto fechado do compacto L e portanto é compacto.

A volta é imediata.
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Capitulo 2

Construcao do Produto Cruzado

Dado um sistema dindmico em um espaco de Hausdorff localmente
compacto X, existe um C*-sistema dindmico associado, e reciprocamente, todo C*-
sistema dindmico de forma (Cy(X), G, @) provém de um sistema dindmico em X.

Assim, quando temos problemas envolvendo agoes de grupo, é um cam-
inho natural encontrarmos o C*-sistema dindmico associado, acharmos respostas
neste ambiente e entdo tentarmos voltar para o problema original.

Também ¢é usual, quando se tem um C*-sistema dindmico bem con-
hecido, tentarmos encontrar um sistema dinidmico tal que o C*-sistema dindmico
seja proveniente desta acao.

Neste capitulo, veremos um pouco da relacio entre a teoria de sistemas
dindmicos e a teoria de C*-algebras e conheceremos um pouco mais certos C*-sistema,
dinamicos. '

Defini¢do 2.1. Um Sistema Dindmico baseado num grupo G, com espago de
representa¢do X (localmente compacto) é um homomorfismo de grupo f : G —
Homeo(X, X), onde Homeo(X,X) denota o conjunto de todos os homeomorfismos de
X em X. Denotaremos um sistema dindmico por (X, G, )

Definicao 2.2. Um C*-sistema dindmico € uma tripla (A, G, ), onde A é uma
C*-algebra, G é um grupo discreto e o é um homomorfismo de grupo o : G — Aut(A).
Aqui, Aut(A) denota o conjunto de todos os automorfismos de A e a é chamada de
acdo de G em A.

, Veremos agora alguns resultados necessdrios para provarmos as relagoes
entre sistemas dindmicos e C*-algebras citadas acima.

No que segue, X e Y sdo espagos topolégicos de Hausdorff localmente
compactos, b é um homeomorfismode X em Y (h: X — Y) e ¢, de Cy(Y) em Cy(X)
¢ dada por

¢n: Co(Y) — Co(X)
f — foh
¢ : homeo(X,Y) % iso(Co(Y), Co(X))
h — ¢h
é um isomorfismo. Aqui iso(Cy(Y), Co(X)) denota o conjunto de todos os isomorfis-
mo de Cp(Y) em Cy(X).

Nosso objetivo é mostrar que
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Sera que ¢y, esta bem definida? Sim! Vejamos a prova:

Proposigio 2.3. ¢y, esta bem definido, ou seja, ¢n(f) € Co(X) Vf € Co(Y) € én €
um isomorfismo de Co(Y) em Co(X).

Demonstracao:
f o h é continua pois f e h sio.
Seja f € Co(Y). Se mostrarmos que lim, o, f o h = 0 entdo ¢,(f) €
Dado € > 0, como f € Cy(Y), existe K, compacto contido em Y tal
que, para todo z € Y \ K, |f(z)| < e.
Como h~! é continua, h~!(K,) é compacto em X, e se z € X\ h™!(K,)
entdo f o h(z) <e.
' Logo, lim; o, foh =10
Falta mostrar que ¢, é um isomorfismo. Vejamos:
Sejam A, § escalares e f,g € Co(Y).

i) ¢ é multiplicativo, pois ¢
on(f9) o= (fg) o b o= (f9)(h(z)) = f(h(z))g(h(z)) = én(f) |2 dn(g) lo=
(6n(£)9n(9)) ls -
ii) ¢p € injetora.
Seja f € ker(¢y)-
Entio ¢5(f) |,=0VYz € X=> foh|,;=0Vz € X
= f(h(z)) =0Vz e X
= f(y) =0 Yy €Y, pois h é sobrejetora.
Logo f =0 e ¢; é injetora.

iii) ¢, é sobrejetora, pois
Seja g(z) € Co(X).

Procedendo analogamente ao feito acima para mostrar que ¢(f) € Co(X),
temos que go h=! € Cy(Y).

Agora, note que ¢y(go h7!) |;=goh™'h |,= g(z) e portanto ¢, é sobrejetora.
|

Proposicao 2.4. Dado um isomorfismo ¢ : Co(Y) — Co(X), tal que (1) = 1,
" existe unico homeomorfismo h: X = Y tal que ¢ = ¢p.

Demonstracao:

Seja ¢ um isomorfismo de Cy(Y) em Cy(X). Como podemos definir
um homeomorfismo A, de X em Y, tal que ¢ = ¢,7?

Para termos uma idéia intuitiva, suponha que exista h tal que ¢ = ¢.
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Lembre que os homomorfismos de Cy(X) nos complexos sio as avaliagoes,
[12], exemplo 11.13, pégina 283. Vamos denotar o homomorfismo de avaliagio no
ponto z € X por §,. Entdo,

dg © (P(f) =4, (Qo(f)) = 6z(f © h’) = f(h(m)) = 6h(:c)(f)

Isto nos leva a definir & da seguinte forma:

Dado z € X, 6, o ¢ é um homomorfismo em Cy(Y). Assim, como os
homomorfismos em Cy(Y) sio as avaliagles, existe y € Y tal que d; o ¢ = §,. Defina
entdo, h em z, por y. \

Falta mostra que ¢ = ¢ e que h é um homeomorfismo. Vejamos

i) ¢ = ¢, pois
¢n(f)(z) = f(W2)) = fy) = 8(F) = & 0 p(f) = 8a((f)) = (f)(z)
ii) h é continua | | o | ‘
hiX B Y Agy
z — hiz)=y
sui uma topologia inicial, denotando por f a transformada de Gelfand de uma
fungdo f € Cy(Y) (A defini¢do de transformada de Gelfand pode ser encontra-

da em [12], defini¢do 11.8, pdgina 280), é suficiente mostrar que foh é continua
para toda f € Cp(Y).

Queremos mostrar que é continua. Como Aco(Y) pos-

Estamos na seguinte situacao:

14

X By
r

AC'o(Y) _f) C
h(z —

=yr—_\:5y f(ay)

S~

Agora, note que f(8,) = F(6200) = 8:00(F) = @(f)(2) e como p(f) € Co(X),
f o h é continua para toda f € Cy(Y).

Logo h é continuo.

iii) existe h™! continua.

Vamos construir diretamente h~!, de uma forma andloga ao feito para construir

h.
Considere ¢! : Cy(X) — Cop(Y). Vamos definir k: Y — X.

Dado y € Y, §, 0 p~! é um homomorfismo em Cy(X). Logo, existe z € X tal
que 8, o p~! = §,. Defina k, em y, por z.

Procedendo analogamente ao feito na construcdo de h, temos que k é continuo
—1 .

e P = .

Falta apenas mostrar que k ¢é a inversa de h. Vejamos:

Para z € X, ko h |,= k(h(z)) = k(y) = 2, onde y é tal que d, 0 p =, e T¢ €
tal que &, 0 =1 = §,,.

Entdo, z, ¢ tal que §,, = 8,09 ' =8,0p0p™! =d;. Logozg=zekoh=1.
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Analogamente prova-se que hok = I e portanto k = h™* e h é um homeomor-
fismo.

Falta mostrar que h tal que ¢ = ¢ é unico. Vejamos:

Suponha que existam homeomorfismos h; e hy tal que o(f) = ¢p, (f) =
on,(f) VI € CoY).

Entdo foh; |z= fohy |z Vf e Co(Y), Vz €X

= f(hi(z)) = f(ha(z)) VF € Co(Y), Yz € X

- Agora, suponha que existe z € X tal que h;(z) # ho(z). Entdo, pela

proposi¢ao 1.43, existe f € Co(Y) tal que f |a;e)= 0 € f |ny@)= 1, 0 que é uma
contradigdo. ‘

Logo hy(z) = ha(z) Yz € X.

Proposicao 2.5. ¢ € um anti-homomorfismo. Ou seja, se h: X =Y ek:Y > Z
s@o homeomorfismos, entdo os isomorfismos associados ¢, : Co(Z) — Co(Y) e &y, :
Co(Y) — Co(X) sdo tais que ¢gr = ¢r 0 Pk.

Demonstracgao:
(@nodr)(f) = no(k(f)) = on(fok) = (fok)oh = fo(koh) = ¢un(f)
||

Observe que ndo conseguimos mostrar que ¢ € um isomorfismo e sim
um anti-isomorfismo. Porém, isto é suficiente para provarmos a relacio entre sistemas
dindmicos e C*-algebras que desejamos. Vejamos:

Proposigao 2.6. Dado um sistema dindmico (X, G, B) eziste um C*-sistema dindmico
(Co(X), G, @) associado. Assim, podemos dizer que (Cy(X), G, ) € proveniente de
(X, G, B).

Demonstracgao:

Pelas proposicoes 2.3 a 2.5, existe uma bijecdo ¢ entre os homeomor-
fismos em X e os isomorfismos de Cy(X), dada por

¢ : homeo(X) 5 Aut(Co(X))

h — ¢y
B:G — homeo(X)
t = h

é um homomorfismo, para cada homeomorfismo §; = h; de X, associamos o auto-

morfismo a; = ¢p,_, -

Assim, dado um sistema dindmico (X, G, 8), onde

Podemos entdo definir a agdo a de G em Cy(X) por @ C;

_>

—
Note que « é um homomorfismo, pois

(atoas)(f) =0y (as(f)) = at(foh's‘l) = foh.‘x—lh't‘1 = fohg-14-1 = foh'(ts)‘1 = ats(f)
Logo, (Co(X),G,a) é o C*-sistema dindmico associado ao sistema

dindmico (X, G, f).

24



Proposicao 2.7. Dado um sistema dindmico (X, G, 8) eziste um C*-sistema dindmico
(Co(X), G, @) associado e reciprocamente, dado (Co(X), G, @) eziste (X, G, B) tal que
(Co(X), G, @) € proveniente de (X, G, ) no sentido da proposi¢do 2.6

‘Demonstragao:

Dado um C*-sistema dinamico (Co(X), G, @), onde < G — Aut(Go(X))

Tt = o
-é¢ um homomorfismo, para cada automorfismo o, associamos o homeomorfismo h;

proveniente da proposi¢do 2.4, ou seja, h: é o inico homeomorfismo tal que o = ¢y, .
B:G — Homeo(X)
t — hye1o )
Entdo, procedendo como na proposi¢do anterior, vemos que o C*-
 sistema dindmico (Cy(X), G, @), é proveniente do sistema dinamico (X, G, ).
Falta mostrar que (X, G, §) é realmente um sistema dindmico, ou seja,
que 8 é um homomorfismo de grupo.

Defina o sistema dinamico

Para isto, basta provar que A;-1 0 hg-1 = h(g)-1, POiS
B0 Bs(x) = Br o (he-1(x)) = hu=1 (hs=1(2)) = i1 © hg=3(2) = hyis)-1(z) = Brs(2)

Para provar que h;-1 © hy-1. = hg-1, lembre que hgg)-1 € 0 tdnico
homeomorfismo tal que oz5)-1 = @p (oy-1" Logo, se mostrarmos que h;-1 o hy—1 € tal
que ¢ss)-1 = Pn,_,on,_,, t€MOS que hg-1 0 hy-1 = h(ss)-1. Mas isto segue da equagao
abaixo

2.5
a(ts)-1 = Qg-1 O Olt.—l = ¢hs—l (e} d)ht—l = ¢ht—l°ha—l

Vamos agora, estudar alguns C*-sistemas dindmicos especiais. Em par-
ticular estaremos interessados no caso onde todos os automorfismos «; do C*-sistema
dindmico sdo internos.

Defini¢do 2.8. Seja ¢ um automorfismo da C*-algebra A. Entdo ¢ é um automor-
fismo interno de A se eriste u € A unitdrio tal que ¢(a) = uau™" Va € A.

Exemplo 2.9. Seja A uma C*-algebra. Se u € A € unitdrio, entdo o automorfismo
em A definido por ¢(a) = uau=' = uau* é um automorfismo interno.

Demonstracgao:

Basta verificar que ¢ é multiplicativo e satisfaz a propriedade da in-
volucdo. Vejamos: ‘ '

#(a)p(d) = uau~'ubu~! = uabu~! = ¢(abd)

e .

#(a)* = (uvau™)* = (u™)*a*u* = ua*u™! = ¢(a*)
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Exemplo 2.10. Seja h o homeomofismo no circulo unitdrio, S*, que rotaciona um
h:8!' — St

ponto z € S! qualgquer, por um dngulo 0 fito. Ou seja, 2 oy il Entao
1
x. 1 c(sh)y —» oY) L
o automorfismo ¢ na C*-algebra C(S*), dado por f o> fohi! ndo €
interno. Mais ainda, o unico automorfismo interno em C(S!) € a identidade.

Demonstracao:

Suponha que % é um automorfismo interno em C(S'). Entdo, existe
u € C(S1) tal que ¥(f) = ufu= Vf € C(S?).
Mas, ufu~! =wu~'f = f e portanto ¢y = I.

_ Dado um C*-sistema dindmico (A, G a) como o exemplo acima nos
mostra, nem sempre todo automorfismo é interno. E interessante encontrar uma
C*-algebra A x, G que contém A e tal que para todo t € G, os automorfismos o; de
A sejam restrigdes de automorfismos internos. Isto motiva a definigdo de {1(G, A):

Definicdo 2.11. Seja (A, G, o) um C* sistema dindmico. Entdo

1(G,A) ={(adeec:m €EAVEEG e D _|lay]| < o0} C HA
teG
Defina a norma de um elemento a = (a;)1ec € 11(G, A) por
lall = lladl
teG
Para a = (at)iec € 11(G, A) e b= (b)iec € L(G,A) defina as operagdes de multipli-

cacao e convolug@o por:

(a * b),, Zatat b1, vyeG

teG
(@*)y=oay(al-1) ~Y€G

Estas operacoes estdo bem definidas??

a x b esta bem definida, pois:

i) A série E atoy(bi-1,) converge em A, Vv, uma vez que converge absolutamente.
teG ‘
jamos:
Vejamos &

S e lasc(Bi-ia) | < >oiec laclllbe-14ll < e llaslll|oll = llalljjol] < oo
ii) (a*b) € [;(G,A), j4 que: |

Y onec 1@ # 0yl = Foee | Ziea wraelbe-1) | < 32, 35, llase(be-14)|

< 32 Dellaclllen(be-1)ll = 2o, lael 32, low(be-r )l < 32¢ Mlaell 32 1100141l

=22 llaclllfell = llallllol] < oo
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Note que a¢* também esta bem definida, uma vez que:
iii) a* € l;(G, A), pois
. . 1.15 ‘ .
>ovec lladll = 2 ec llon(@i-)ll = Xoee lllay-1)"ll = 2osec llay-1 Il = llall <

o0

Logo as operagdes de multiplicagdo e involugdo estdo bem definidas em
1L(G,A).

Tendo feito isto, podemos provar que /;(G, A) é uma *-algebra de Ba-
nach normada. |

Observacgao 2.12. De ii) e ii1) temos que ||a * b]| < ||a]|||d]| € ||a*|| = ||all
Proposigao 2.13. [;(G,A) é uma *-algebra de Banach normada.

Demonstragao:
Sejam a = (at)icc, b = (bt)tec, € ¢ = (ct)iec elementos de [, (G, A).
Pela observagdo acima, basta mostrar as propriedades algébricas:
i) Distributividade ‘
(a+b)xc=ax*c+bx*c, pois
(a*c+bx*c)y =D ec aa(Ce-19) + Deg brae(ce-14)
= Ztec(at + bt)at(ct‘l'y) = ((a + b) * C)'y

a*x(b+c)=axb+ax*c, jique
(axb+axc)y =3 cqaa(bi-14) + D e arau(ci-14)
=D e Ot (at(bt'lv) + O‘t(ct-l'y)) = Y e G0 (bi-14 + Ci-14)
= Y tec @0 ((b+ )i-1y) = (ax (b+c))y
ii) Associatividade do escalar |
k(a x b) = (ka) * b, ja que
(r(a*0))y = £ ieq aan(bi-19) = D sec(Kar)ou(be-14) = ((ka) * b)y
Procedendo de forma semelhante, temos que x(a * b) = a * (kb)

iii) Associatividade.
(axb)xc=ax(bx*xc)
- Primeiro, note que:
(ax(bxc))y =3 e agay((b *C)g-iy) = 2 gec B9 (Xieo btat(ct“lg“v))
= ZgEG ZteG GgQyg (btat(ct‘lg“lv)) = ZQEG > oteG ag0rg (be)rge(ci-14-14)

Por outro lado, temos que
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((axb)*c)y = dec(a % D)0ty (Cg-14) = dec (ZteG atat(bt“y))ay(cg“'r)

g=t

= D e deG ag0g(bg-11)c(ci-14) = deG (ZteG GgQg (bg—lt)at(ct‘“/))
Fazendo a mudanca de varidveis ¢ — gt temos que o lado direito da equacgéo
acima € igual a

Z!JEG ZteG ag0y(be) i (ce-1g-14) = (a % (b % C))y

iv) (ka)* = Ra*
(Fa*)y = R(a*)y = Roy(a)-s) = oy(Ra)-.) = ay((kay-1)*) = av((’w);—l)
= (ka):

v) a¥ =a

(@*); = ar((a*)i-1) = ael(en-1(a}))"] = aefon-1((a7)")] = @z
vi) (a+b)* =a* + b*
(a* 4+ b%)e = (a*)e + (b%): = ag(ai=y) + 0x (b)) = (@}, +b}_s)
= oy((a-1 + b-1)*) = (@ + b)) = (a+b);
vii) | (@ *b)* =b**a*
Observe que,
(a % B); = on(a D)) = o ( (o e (be1r-1)) )
= w,( > tea at(b;‘_lv_l)a;) =2 tea avt(b:—w—l)a*r(a:)
Por outro lado,
(5 %0y = Saea((0)0u((@)e- 1) = T Bi-r)at (@ (1)
= 2tec t(bi-1)ay (a]-1))

Mudando a varidvel t por «t temos que o ultimo termo da equacdo acima é
igual a

= Drec a’yt(b:_1,y_1)01,y(a:) = (a* b):;

Finalmente, [;(G,A) é completo, e a demonstracdo se faz de modo
andlogo ao feito em [13], pagina 49, para i(X;) = {(z;) € [L;c; X5 : 2ojes llzsll <
oo}, onde (X;);cs é uma familia de espagos de Banach.

Logo, 11(G, A) é uma *-algebra de Banach normada.

Lembre que o objetivo de construir /;(G,A) é encontrar uma C*-
algebra que contém A, onde para todo ¢ € G os automorfismos a; de A sdo restrigoes
de automorfismos internos.

Podemos " ver” que a algebra original A esta contida em I; (G, A), definin-
do a inclusdo:
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itA — lf(G’A),ondecﬂg: a g=e,
a — a 0 g#e

Para mostrarmos que para todo t € G os automorfismos ¢; de A sdo
restrigoes de automorfismos internos, precisamos definir elementos u; € [1(G,A).
Vejamos:

1 g=t
= L(GA) , onde ulg = =5
= U 0 g#t
Exemplo 2.14. Seja A uma C*-algebra e G o grupo dos inteiros Z.. Entéo para todo

(...,0,0,_a ,0,0,...) (...,0,0,_.1 ,0,0,...)
0%coordenada ¢ para togom Un n®coordenada

Defina u: G;

a €A a=

Nas proposi¢oes 2.15 até 2.20 faremos a demonstracdo do resultado
que estamos procurando:

Proposicéo 2.15. u, =1 ¢ a unidade em [,

Demonstracao:

Seja a= ~(at)t€(; S ll(G, A)~

Entdo (~a1)7 =D gec Qg0 (1g-14).

Como 1,-1, = 0, exceto quando g~'v = e, ou seja, quando g = 7,
temos que
' (a1)7 = deG agg(lg-14) = ay0y(le) = ayany(1) = ay
Também, como ig = 0, exceto quando g = e, segue que
(1a)y = deG 10 (ag-14) = LeQe(e-1y) = ce(ay) = ay
Logo 1 = u, ¢ a unidade em [;(G, A).

|
(Q ) g - Cuy
Proposicao 2.16. A inclusdo i é um *-isomomorfismo isométrico sobre sua imagem.

Demonstracao:
Sejam a,b € A e k, B escalares.
Entao,

0 se v F#e,

o (ki(a) + Bi(b))y = (ka + ﬁi’)*r = k(Gy) + B(E‘Y) = {ma +6b sey=ce

—

= ka+ fb, = i(ka + Bb),
o (1(@)i()g = @)y = Xyec G (By-14) = decre(by) = alb)

ab sey=e ~ _
= ! = b = b
{O sey e (ab)y = i(ab)y
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o (i(a))y = (@)y = ay((@,-1)")

a* sey=e, ., ,
= =1(a
{O se y#e (@),

o [le(@)ll = llall = Xgeq llagll = llaell = {lal
u

Proposicao 2.17. u é um homomorfismo de grupo, isto €, usus, = uss Vi, 8 € G e
ule) = 1.

Demonstragao: -

(usus)y = dec(ut)gag((us)g‘l'Y) = at((us)t“"Y) = {

1 sey=ts, (uzs)
= :u
0 sery#ts b

1 setly=s,
0 setly+#s

Proposicao 2.18. u; € unitdrio para todot € G

Demonstracao:

Para provarmos que u; é unitdrio, precisamos encontrar (u;)*.

Note que ((ut)*)v = ay((ue)-1)-

Como (u¢) é sempre 0 ou 1, temos que ((u¢)y)” = (ut),. Uma vez que
o, € um homomorfismo, segue que

. 1 seyl=t, 1 sey=t71,
u = U -1 = = = (Usp—
(( t))7 ( t)v ! {O se ,Y—l 4t {0 Se’y;ét_l. ( t ‘)7

Assim, (u)* = ug-1-
Agora, usando a proposigdo 2.17 temos que (ug)*us = Ug-1Up = Ug-14 =
ue = 1 e analogamente u;(u:)* = 1. Logo u: € unitério.

Proposicao 2.19. Para todo t € G os automorfismos a; de A, dados no C* sistema
dindmico, sdo restrigdes de automorfismos internos em (G, A), ou seja, para todo
t € G temos que usi(a)u;' = i(au(a)) Va € A.

Demonstragao:
Para facilitar as contas, vamos primeiro fazer a multiplicagao de u; por
a. Vejamos :
5~ " ~ . ~ at(a’) se g = t,
(ued)g = Esec(ut)sas(as-lg) = (Ut)tat,(arl_g) = {0 se gt
Pelo feito na proposicdo anterior, j4 sabemos que (u;)* = (ug) ™' = ug-1.
Entao,
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((Ut@)ut—l),7 = Egec(ut&)gag((ut—l)g—li‘) = o(a) o ((ug-1)e-14)

_Joula) sey=e, .
= {0 seyte (Z(at(a))%

Proposicgdo 2.20. Todo elemento del1(G, A) se escreve de forma dnica como ) ¢ 1(as)us
e portanto 11 (G, A) pode ser visto como o conjunto das somas do tipo Y, i(as)us,
onde Y, llasl] < oo

Demonstragao:
Seja a = (at)tec € L(G, A).

Note que (i(at)ut),Y = deG(dt)gag((Ut)g—l’y) = ar(ut)y = {

Logo, (Y seq iat)us) = ay

a; sey=tI,
0 sev#t

Observacao 2.21. E usual escrevermos Y e QiU para um elemento pertencente a
(G, A), em vez de ), i(as)us.

Por 1ltimo, gostarfamos que [,(G, A) fosse uma C*-algebra. Infeliz-
mente, isto ndo acontece, como mostra o exemplo abaixo:

Exemplo 2.22. Seja A a C*algebra dos Complezos, G o grupo dos inteiros e a a

agado trivial de Z em C, ou seja, a agdo dada por a:Z : ?ut(C) =1} . Entdo,
ezistem elementos em I;(G, A) tais que ||a*all # ||a||*.
Demonstracgao:

Sejaa =i+1+u —u_y, ouseja, a_; = —lygg=4i+1,a =1e

a, = 0 nas outras coordenadas. De uma maneira pouco formal, podemos escrever a
da seguinte forma:

...,0,-12+1, 1 ,0,0,...
e -
Entao,
= (...,O,\l/,l\—/_é,\—/l/,o,o,...)
—1¢ 0% 1@
Ou seja, a*, =1, aj = 1 —1, a] = —1 e a’, = 0 nas outras coordenadas.
Assim, (a*a)s = Y ,ec(a*)g0g(a—g+s) = larys + (1 —1)a; — lagy e
" portanto,
(1" ses=—2,
21 se s = —1,
. 4 ses=0,
(aa)s = —2i ses=1,
1 se s = 2,
0 caso contrério
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Agora, note que [jaf? = 1 +v2+1)2 = 2+ V22 =4+4V/2+2 =
6 + 4v/2. Porém, ||a*a|| = 1+2+4+2+1 = 10.
Logo, [|a*al| # [la[|*.

O fato de l;(G, A) ndo ser uma C*-algebra, motiva a defini¢do de pro-
duto cruzado. O produto cruzado é a C*-algebra que estamos procurando!!

Definic¢ao 2.23. Seja (A, G, &) um C*-sistema dindmico. O Produto Cruzado de
A por G, pela agdo «, denotado por A x4 G, € a C*-algebra envolvente de I, (G, A).

Observacgao 2.24. Provaremos mais adiante que l;(G, A) possui uma representacdo
injetora, o que implica que N da definicdo de C*-algebra envolvente é {0} e portanto,
A %, G nada mais € do que o completamento de (G, A) munido com a norma ||| - |}!.
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Capitulo 3

Representacoes do Produto
Cruzado e Exemplos

Neste capitulo estaremos preocupados em conhecer melhor os produ-
tos cruzados definidos no capitulo anterior. Em particular, dado um C*-sistema
dindmico (A, G, @), queremos representar o produto cruzado A x, G, em algum es-
paco de operadores limitados de um espago de Hilbert, B(H). Para obtermos uma
melhor compreensao dos produtos cruzados, incluimos alguns exemplos na segunda
parte do capitulo.

Vamos comegar com um pouco de teoria de representacio.

Definicao 3.1. Dado (A, G, ) um C*-sistema dindmico, uma Representagao Co-
7 : A — B(H)
u:G — U(H)
e u é um homomorfismo do grupo G no espago dos operadores unitdrios U(H), tais
que um(a)(us) ™' = w(ey(a)) Va € A, Vt € G.

Denotaremos uma representag@o covariante por (m,u).

variante de (A,G,a) € um par { onde m € uma *-representacdo

, E interessante notar que para toda representagio covariante de (A, G, @)
existe uma representagdo de A x, G associada, e vice-versa. E o que nos diz a
proposicao:

Proposicao 3.2. Eziste correspondéncia biunivuca entre
1) Representagées Covariantes de (A, G, )
2) Representacdes de A X, G

Demonstracgao:
1) = 2) _

Seja (7, v) uma representagio covariante de (4, G, o).

Queremos definir uma representacao ¢ de A x, G.

Como A x, G é a C*-algebra envolvente de [, pela proposigdo 1.11 é
suficiente definir uma representacdo em /.
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Definamos entao

¢

bl B(H)
Zatut . Z"T(at)vt
teG teG

Note que ¢ esta bem definida, pois

()| = | S m(ae)uell < 3 [l (ae) l{]el

< 3 llat]| pois 7 € *-representagdo contrativa e v; € operador unitério.
= |lal]

E portanto ¢(a) € B(H). }

Agora, vamos mostrar que ¢ é *-representagéo.

Sejam a = ), .casus € b =Y, bruy pertencentes a ;.

i) ¢ é claramente linear.

- ii) ¢ é multiplicativa pois

$(a)p(b) = B(3; arue) 9Dy brur) = 22y m(@e)ve 3y 7 (Br) vk

= ¥ mla)vem(be)ve = Ty (v (Be) (v0) e

= >, m(as)m (cs(be)) vk pois (7, v) € representacdo covariante

= Dk 2o m(ase(bi))vae = D24 D7, Plasce (B uer) = G(3 04 3, aeo (be)usus)
= O(3) 2op arushiur) = ¢35, asue Dy biur) = ¢(a)e(b)

iii) ¢ é satisfaz a propriedade da involugdo

Primeiro, lembre que (a*); = ax(a}-,).

Assim, ¢(a*) = (3 ar(aj-1)us)

Por outro lado,

$(a)” = (2 m(aeve)” = 2o, (m(ar)ve)* = 20, vim(ay) = X, ve-rm(a})

=, m(ay-1(a}))ve-1 pois (7, v) é representagio covariante

= Zt W(at(a:-l))vt = ¢(Zt at(a’:——l)ut) = ¢(a*)

2)=1)

Seja ¢ : A 1o G — B(H) uma *-representagio de A x4 G.
Queremos definir uma representacdo covariante de (4, G, a).
n:A — BH) v:G — B(H)

o = 6@ °© ot = ¢u)
onde @ é a inclusdo de a em A X%, G.
Vamos mostrar que (7, v) é representagdo covariante.

Sejam entao,

i) Claramente 7 é *-representacéo.
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ii v; é unitdrio, pois
vevf = B(ur)p(ue)* = d(ue(ur)*) = ¢(1
v;vs = ¢(ur)*P(us) = ¢((Ut)*@t) = ¢(i

iii) 7 e v satisfazem a relagdo de covarianga.

v (@) (ve) 7 = Glu) (@) p(ue) 7t = B(ue)$(@)p(ur) = plusduy )
= ¢(04(a)) pela propqsigéo 2.19

= m(ax(a))

Falta mostrar que a relagdo entre 1) e 2) é biunfvuca.
Dada ¢ : A x4 G — B(H) uma *-representacio de A x4 G, construa a
representagao covariante (7, v) como na demonstracio de 2) = 1)
Quem ¢é a representagdo proveniente de (7, v) se procedermos como em
1) = 2)?
Chame de 7 x v a representagio proveniente de (m,v).
mxv:l, — B(H)

Temos que Zatut — Zw(at)vt

teG teG

Seja a = Zatut cly.
t€G
Note que

T X v(a) =D e (@) = Dy $(A)P(ue) = 3 o(drus)
= ¢(3_ deur) = ¢(a)

Por tltimo, seja (7, v) uma representagdo covariante de (A, G, ).
Construa a representagdo ¢ de A X, G conforme 1) = 2).
_ Quem ¢ a representacdo covariante (7,7) obtida de ¢, se procedermos
como em 2) = 1)7

Note que
#:A — B(H) . 7:G — B(H)
a — ¢(@)=r(a) t = Bluy) =

Logo, T =7 e ¥ =w.
[ |

Observacao 3.3. De agora em diante, a representacdo ¢ proveniente de uma rep-
resentagdo covariante (m,u) serd chamada de w X wu.

Utilizando a proposi¢io acima, podemos representar [;(G,A) em um
B(H) de maneira 1-1. E o que nos diz o resultado abaixo.

Proposigio 3.4. [;(G, A) possui uma representacdo injetora, que é chamada Rep-
resentagdo Regular de [;(G, A).
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Demonstracgao:

Seja 7 : A — B(H) uma representagio injetora de A. (existe conforme
[12], pagina 338, cap. 12). Podemos entdo considerar A C B(H).

Seja @ H = D Hy, onde H, = H.

geG

Note que (§)gec € D H se e somente se Z 1€,112(c0
9€eG
Defina 7 : A — B(@H) e v: G —» B( H) por:

e g
—g- (01 (@)

(vn(€))g = &1y para é € PHe h € G.

Observe que para £ € @ H temos que (7(a)€), = a,-1(a)é,.
Vamos mostrar que (7, v) é uma representagdo covariante de (A, G, a).

i) Primeiro vamos mostrar que 7 é uma *.representagio
n(a) € B(@P H) pois
lr(@él? = Y _ (T (@)€)gll® = D lleg-1 (@)&l* < > llallll&]I?

geG geG geG

= [lall* Y lI& 1> = llalli€]?

9€G

7 é um *~homomorfismo, pois
[m(a + b)€]y = ag-1(a+ b)&; = (ag-1(a) + ag-1(8))&, = [r(a)¢]y + [ (6)¢];
= [r(a)¢ + m(b)€]g = [((a) + m(0))¢g

[(m(a)m(0))€lg = [m(a) (1 ()€)]g = g1 (a) ([T (B)E]y) = ctg-1(a)(oyg-1(b)&)
= a,-1(ab)¢, = [W(aé)é]g
(r(a), Ve = Z(ag‘l(a)fga’)’g)fi = Z(fw ag-1(a) )

9€eG geG

—meo‘g = (& m(a" )N en

geG
Logo 7(a)* = w(a*) e portanto 7 é uma *-representagao.

ii) v é homomorfismo de grupo no espago dos operadores unitirios em B(€p H)
v, € B(@ H) pois
len@I2 =Y Nun@loll = D Iéa-1gll = > lIg;ll = €]

9€G 9€G jeG
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v é um homomorfismo de grupo, pois

[vevs(§)]g = [ve(vs(€))]g = [US(f)]t-lg = &s-10-19 = §(ts)-19 = [vs ()]

Para mostrarmos que v; € unitdrio para todo £, precisamos encontrar v;.
Temos que v} = v4-1, pois '

(ve(€), ) = Z(ft*g")’) =t"g=s Z(ﬁm’)’ts) = (&, ve-1 (7))

g9€G seG

Portanto v, é unitario, uma vez que
[vive(§)]g = [we-1 (ve(§))]g = [ve(§)]sg = &t-1eg = &g ©
[vevi (€)]g = [ve(ve1(E))]g = [ve-1(E)le-1g = Eut-19 = &,

iii) Falta verificar a relagdo de covarianga

Primeiro note que [r(a) (ve-1 (€))]y = ag-1 (a)[vr-1 (6)]y= -1 (s

E portanto, ‘
| [Ut{ﬂ(a)(vt—l(f))}]g = [W(a)(vt—l(f))]r‘g = ay—lt(a)ftt-lg
= a1 (a(a))&g [m(cw(a))é],

Logo, (7, v) é representacdo covariante.

Quem ¢ a representagdo de [; associada a (m,v) dada pela proposigdo
3.27
Lembre que 7 X v é dada por:

rxv:l, =¥ B(H)

Zatut - Zw(at)vt

teG teG

Qual a matriz de (7 X v)(a), onde a = Z agut?

teG
Vejamos como é a coordenada g de (7 x v)(a)(§) onde £ é um vetor de

(S w(eu) @l = 13 wla)@)s = 3 ln(a) (&),
teG teG teG

= Z ag-1(as)ée-1g —t"'g=s Zag-l (@gs-1)&s
teG seG

Agora, podemos montar a matriz de 7 X v(a)

st e s

—g ag(a'g'ls) ag(ag..1) Q{g—l(ag—ls-—l)
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Finalmente, vamos mostrar que 7 X v é injetora.
Suponha que (7 X v)(a) = 0.

Entdo, [(r x v)(a)(§)] =0 V&€ @H,.

= [(m x v)(a)(§)]le =0 Ve DH,.

= at Ve PH,

s€G
=a, =0 Vs
=a=0

Observacio 3.5. Como Ax,G € a C*-algebra envolvente de l; (G, A), pela proposicdo
1.11, podemos estender a representagdo regular de I (G, A) para A X, G, porém, esta
extensdo nao € necessariamente injetora.

3.1 Exemplos de Produto Cruzado

Para entender melhor a teoria desenvolvida até aqui, nesta segao ver-
emos alguns exemplos de produto cruzado e suas respectivas representagoes.

Exemplo 3.6. Seja oy 0 automorfismo em C* dado por:

ak[(/\l)} = (”i): onde ;= )‘(H-k)modn

Por ezemplo, a1(A1, Mg, ..., An) = (A2, ..., A1)
Seja a a agdo dada por

a:Z, — Aut(C")

k = o
Entdo,
C* Xq Zy, = M, (C)
Demonstracao:
Vamos definir uma representa¢io covariante (¢,v) de C*,Z,, o em
M,(C).
Sejam
$:C* - M,(C)
AL
()\17 ))‘n) =
An
e
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Note que v(k) = v(1)* = v,

E claro que ¢ é uma *-representagio, e como v(1)"®

1.27 segue que v € um homomorfismo de grupo.
Falta verificar a relagao de covarianga, ou seja, temos que verificar que
vkd(a)vy = d(ax(a)).

Observe que se a relagdo de covariancga.vale para k = 1, entdo ela é

véalida, pois:

vpd(a)v = vd(a) (vF)* = vf vid(a)vi(vf )
. = vF2¢(a1 (0 (a))) (vF)*

= vpg(ax(a))(vo)* = ¢(ak(aj)

= v $(a(a)) (i) = ..
= 012 ¢(an(a)) (V)" = . ..

Entdo, vamos mostrar a relacdo de covarianga para £ = 1.

Primeiro note que

0 1
1 0
v = e ¢(au(a)) =
1 0
-1 0
Assim,
0 1
0 1 A1
'U1¢(a) =
0 1
1 0
E entio,
0 X
: 0 A3
vnﬁ(a)v{ = '
0 A
A1 0
Az
A3
= = ¢(ou(a))
A1

A2

A1

0 A

0 A

I, pela proposicao

Portanto, (¢,v) é uma representagdo covariante de (C*,Z", o), e pela
proposicio 3.2, existe uma representagdo ¢ x v de [;(C*,Z") associada.
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Quem é esta representacio?
Pela prova da proposicdo, 3.2, sabemos que ¢ X v é dada por:

L 2 M. (C)

Zatut = Z¢(at)ﬂt

t€EZn ) t€Zn

Seja a = Z a;u; € l;. Sabemos que cada a;, € C".
t€Zn '

Vamos denotar a; por (A, A5,..., At).
Entao,
(0 1 0 A
Al 0 1 \ { 0 A}
d’(al)vl = . . . — .
P 0 1} 0 AL,
\1 o)\ 0
0 0 1 0 0 A2
L WARE
1 0o - 0
¢(az)ve = 1| = 2.,
A Lo X2 0
\o 1 0 0 X2 0
E portanto, ‘
A A e AT
Mg M e g
Z ¢(as)v, = , :
e A1 ‘ A1
A

Agora que a matriz de ¢ x v é conhecida, ¢ ficil ver que esta represen-
tacdo é injetora, pois, se : _

>~ d(ac)ve = 0 entdo, At = 0 Vi, Vt = a, = 0 Vi.

t€Zn

Ainda, como as dimensdes de [; (C*, Z,) e M,(C) sdo as mesmas, temos

que ¢ X v é uma bijecdo entre [,(C*,Z,) e M,(C). . -

Por 1ltimo, lembre que o produto cruzado de (C*, Z,, a) é a C*-algebra
envolvente de [, (C", Z,,), ou seja, é o completamento de (I;(C*, Z,), || - |||)-

~ Porém, a dimenséo de [;(C*,Z,) e (.(C*,Z,), ||| - |l|) é a mesma, ou

seja, n?; e como todo espaco de dimensdo finita é completo, segue que ndo é necesséario
fazer o completamento de (I;(C", Z,), ||||||) para se encontrar a C*-algebra envolvente
de l1 (Cn, Zn).

Assim, C* % Z, = [;(C*, Z,)) = M,(C).
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Exemplo 3.7. Seja Z o grupo dos inteiros, C a C*-algebra dos complezos, e o a

agdo dada por
a:Z — Aut(C)
n — I

Entdo, C x4 Z = C(SY)

Demonstracgao:
Primeiro observe que se @ = (@n)nez € b = (bm)mez Dertencem a
11(C,Z) entdo (ab)x = Zanbk%, pois o, = I Vn.

nezZ
Para demonstrar este exemplo, precisaremos de dois lemas. Vejamos:

Lema 3.8. Para todo homomorfismo ¢ : 1,(C,Z) — C, eziste tnico 2y € S* tal que
p(a) =3 anzg : - o

Demonstragao:
Seja A, o conjunto de todos os homomorfismo complexos de [, (C, Z).

Seja u o elemento de [;(C,Z) que é sempre 0, menos a direita da

: =(.., 0 ,1,0,...
coordenada 0, onde u vale 1. Ou seja, u=( )

Oa
2-(..,.0,01,0,..) w=(..,1,_0,0,...
Note que wi=( \0’: ) e ( VO“ )

Assim, os polinémios em u e u* sdo densos em [,(C,Z). Ja sabemos
que [;(C,Z) é uma *-algebra de Banach. Se provarmos que !;(C,Z) é comutativa,
segue pela primeira parte do teorema 11.19 de [12] que A, é homeomorfo ao espectro
de u, que denotaremos por o(u).

Porém, note que (ab); = Zanbk_n k-n=s stak_s = (ba); e entdo

nez s€Z
I:(C,Z) é comutativa e Ay, = o(u)

Quem € o(u)?

Observe que uu* = 1 = u*u e portanto o(u) C St
Queremos mostrar que o(u) = S*.

Seja z € St.

Defina ¢ € Ay, por

L(CzZ) 5 C
(@n)nez = Y an2"

Note que ¢ é um homomorfismo, pois para a = (ap)nez € b = (bm)mez
em [;(C,Z) temos que:

i) p(a) esta bem definido, uma vez que

2 llanz"ll < 3 llanlllz = X llanll = llafl-

E portanto, ) a,2" converge, j4 que converge absolutamente.

ji) Claramente, ¢ é linear.
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iii) ¢ € multiplicativa, pois

So(a)<P(b) = Z an2" Z by 2™ = Z anbmz"+m
N Z ( Z anbm)zk = Z (Z anbk—n) 2F = p(ab)
k —

7, M k
n+m==%

iv) @ satisfaz a propriedade da involugéo, j4 que
e = S a = Y = Y = Y = )
n n n n

Agora, observe que ¢(u) = z.

Logo, z pertence a imagem da transformada de Gelfand de u, ou seja,
z € Im(a). -

Mas, pelo teorema 11.9 de [12], sabemos que Im(%) = o(u), e assim
z € o(u).

Entéo, o(u) = S* e portanto A, = St
v:h(Cz) 5 C

Por tltimo, observe que para todo z € S?,
(@n)necz — Do az"

¢ um homomorfismo complexo.
[ |
Lema 3.9. A correspondéncia ¢ € Ay, +— 20 € S* é um homeomorfismo.

Demonstracgao:
Pelo lema 3.8 sabemos que para todo ¢ € 4, existe z € S tal

que go((an)nez) = Y a,2". Também do lema 3.8, temos que para todo z € S',
s ¢ (@n)nez — Y apz™ é um homomorfismo complexo.
0:8" 5 Ay

Z = P,
uma, topologia inicial, denotando por & a transformada de Gelfand de um elemento
@ = (@n)nez € l, é suficiente mostrar que @ o ¢ é continua para todo a € [;.
Estamos na seguinte situagao:

Queremos mostrar que é continua. Como A,;, possui

st B A S cC
2 =, = a(e)
Agora, note que a(y,) = ¢.(a) = > apz™ e portanto a o ¢ é continua
para todo a € ;.
Logo ¢ é continua, e como A;, é compacto e Hausdorff segue que ¢~*
também é continua.

Voltando ao nosso exemplo, lembre que CxZ é a C*-algebra envolvente
de l;, C*(1,), que, pela proposigdo 1.13 é isometricamente isomorfa a C{4,,). Como,
pelo lema 3.9 A;, é homeomorfo a S, segue que C x Z = C(S")
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Exemplo 3.10. Sejam U e V operadores em B(Ly(S")) definidos por:

U¢ |.= 2£(2)
VE |,=&(e7®2), onde b € R € fizo

Entdo a C*-algebra gerada por U e V, C*(U,V), € isometricamente isomorfa a um
quociente de C(SY) x4 Z, onde o € a agdo dada por an(f) |.= f(e "2).

Observacao 3.11. Chamamos o operador U de operador de multiplicagdo por z.

Demonstracao:
Precisamos de algumas propriedades dos operadores U e V antes de
seguirmos com a demonstracao. Vejamos: '
i) U é unitdrio
Quem é U*?

Sejam &, v € Ly(S*). Entao,
Wen = [ (WoTE= [ ()@= [ damEd:= €M)

Assim, U* = M5, onde Mz |,= z£(2).
Conhecendo U* podemos provar que U é unitdrio. Vejamos:
(UU*)(€) .= UU*€) .= 2(U*¢ |.) = 228(2) = |2*4(2) = £(2)
Note que a tltima igualdade segue do fato de z pertencer a S*.
Analogamente verifica-se que (U*U)(€) |,= £(z).
Portanto, U é unitdrio.

ii) V é unitdrio.
Quem é V*?7
Sejam &, v € L2(S'). Entéo,
(Ve = [o (VO2)1()dz = [ €€ 2pr()dz = [} (e 7eP)y(eP)dA
= f”f OOy (@r TE [77E(eN )y (TN

0 EE (AN = [ E()r(@2)dz = (&, V")

Portanto, V*¢ |,=¢ (e“’z)

Agora que conhecemos V*, podemos provar que V é unitario. Vejamos:

(VV*)() .= V(V*€) |.= V*E(e™2) = £(e¥e72) = £(2)
Analogamente verifica-se que (V*V)(£) |.= £(2).

Portanto, V' é unitério.
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iii) Espectro de U é igual a S!

Lembre que U é o operador de multiplicagdo por z, M,. Assim, podemos usar
o exercicio 20, da pdgina 343 de [12], e portanto o(U) é a imagem essencial de
z.

Sem muito rigor, podemos dizer que a imagem essencial de uma funcdo f :
2 — C é o conjunto dos pontos x € C tais que, para todo r > 0, a imagem
inversa por f da bola de centro z e raio r ndo tem medida nula. Mais detalhes
sobre a imagem essencial podem ser obtidos em [12], pdgina 318.

Entdo, com a definicio acima, podemos ver que a imagem essencial de z é S*.
Logo, o(U) = St

iv) A C*-algebra gerada por U, C*(U), é isomorfa a C(S")

Pela construgdo de C*(U), segue que os polindmios em U e U* sdo densos nesta
C*-algebra e portanto, pelo teorema 11.19 da pédgina 290 de [12], temos que
C*(U) £ C(a(U)) = C(Sh).

v) Ue V sio tais que UV = VU
UV)(€) l.= U(VE) |.= 2(VE(2)) = 2£(e72)
(VU)(E) o= V(UE) |.= Ug(e™2) = e~z (e~2)
Logo, UV = VU

Tendo em maos estes resultados, vamos provar que existe uma repre-
sentacio 7 X v de C(S') x Z em B(L*(S')), que é proveniente de uma representagdo
covariante (7, v) tal que:

z & U
1 SV

Quem ¢ esta representagdo (m,v)?

Por iv), sabemos que existe um isomorfismo de C(S') em C*(U) C
B(L?(S!)). Chamaremos este isomorfismo de 7.

Pelo teorema 11.19, pdgina 290 de [12], temos que o isomorfismo dado
em iv), ou seja, 7, é tal que, se f(A) =X VA € o(U) entdo n(f) = U. Logo, como
o(U) = S*, temos que 7(z) = U.

Como V é unitério, pela proposicdo 1.26, segue que v definido por

v:Z — B(L2(SY)
n — V"
Falta apenas mostrar a relagio de covarianca para provarmos que (7, v)
é uma representacgio covariante de (C(S'),Z, c).
~ Pelo j4 feito no exemplo 3.6, basta verificar a relagdo de covarianga para
o caso n = 1, ou seja, basta verificar que V7 (f)V* = m(cau(f)). Primeiro, vamos
demonstrar para polindmios da forma p, = Zanz” e depois para uma f € C(S')
zZ€Z

é um homomorfismo de grupo.

qualquer.
Vejamos:
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Vipa)V* = Va(Tan)V* = YaVa(z)" W = YaVUnv: 2
Z ane—in()Unvv* — Z ane—m()Un
Por outro lado,

a1(pn) |:= a1 (3 an2™) .= Y. an(e7#2)" = 3 ane™™92™ e portanto

m(01(2)) = 7( ane™™2") = 3 ane "n(2") = 3 ane U™ = Vr(pn) V"

Agora, seja f € C(S'). Entdo f = limp, onde p, é um polinémio da
forma Z an2" e a relagdo de covarianga vale, pois:
VRV = Vallimp)V* = lim Va(p)V* = lim (e (p,)) = nloa (1))
Portanto, (7, v) é uma representagio covariante de (C(S'),Z, a) e pela
proposi¢io 3.2, existe uma representagio m X v de C(S*) x Z associada. Sabemos
que 7 X v é tal que:

C(SYxzZ ™= B(L*(SY))
> fruy = Evr(ft)Vt=Z7r(ft)Vt

Note que U,V € Im(7m x v) e que Im(7 x v) C C*(U,V) C B(L?*(S"))

Entdo, como C*(U,V) é a menor C*-algebra que contém U e V, se
mostrarmos que Im(7 x v) é uma C*-algebra, segue que Im(7 x v) = C*(U, V).

Mas, pelo coroldrio 1.16 temos que Im(7 x v) é uma C*-algebra iso-

1
metricamente isomorfa a %S—L—
er(mxv) "

Logo Im(7 x v) = C*(U, V).
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Capitulo 4

O Produto Cruzado por Acoes
Parciais de um Grupo Discreto G e
Exemplos

As nogoes de um sistema dindmico e de um C*-sistema dindmico, dadas
no capitulo 2 podem ser generalizadas pela definicdo de Ac¢ao Parcial. Neste contexto
mais geral, ainda é possivel construir o produto cruzado de uma C*-algebra A por
um grupo discreto G. Vejamos como:

Definicao 4.1. Uma Acgao Parcial de um Grupo G em um conjunto Q0 é um par
6 = ({At}ieg, {Me}icc), onde para cada t € G, A, é um subconjunto de 2 e hy
A1 = Ay € uma bijegdo satisfazendo para todo t,s pertencentes ao grupo G:

i A, = eh, € aidentidade em Q
i hy(Ap-1 N A) = Ay N Ay
iii hi(hs(z)) = hes(z), € Ag-1 N Ag-141
Se §) € um espago topoldgico, precisamos que:
e cada A, seja um subconjunto aberto de €2
e h; seja um homeomorfismo de Ay—1 em Ay

Se 8 = ({Di}tca, {et}tec) € uma agdo parcial de G em uma C*-algebra
A € necessdrio que:

e Cada D, seja um ideal bilateral fechado de A

o oy seja um *-isomorfismo de Di-1 em Dy

Proposicdo 4.2. Seja § = ({At}tec, {ht}tec) uma agdo parcial. Entdo hy-1 =
(ht')~1 Vi € G.
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Demonstracgao:

Como 8 = ({A¢}iea, {ht}iea) € agdo parcial, temos que:

hi-1(hi(z)) = h4-14(x) = he(z) = VZ € Ag-1 N A4-1y, OU S€ja, para
todo z € A1 N A, = Ayt

E

hi(hs-1(z)) = hy-1(z) = he(z) = z Vz € Ay N Agy-1, ou seja, para
todoz € Ay NA, = A

Existe outra defini¢do possivel de agdo parcial, e que em alguns casos
é mais facil de ser verificada. E o que nos diz a

Proposicdo 4.3. 0 = ({At}iea, {M}icc) € agdo parcial se e somente se valem:
i) Ae =Q e h, € a identidade em 2
ii) h¢o hs C hys (com os respectivos dominios)

Demonstragao: _
Suponha que i) e ii) valem. Vamos mostrar que 8 = ({A¢}tea, {ht}ec)
é acao parcial.
Note que neste caso, a conclusio da proposigao 4.2 vale.
i) Temos que o dominio de h;o hy = {z € Ay-1: hy(z) € Ap-1}
Mas, se hs(z) € As-1 entdo z € h;'(As-1) e portanto,
dom(h; o hy) = Ag-1 N hs—l(At—l N As) = hs_l(At—l N As).
Por hipétese, dom(h; o hy) C dom(hys) e entdo, A7 (Ap-1 N A) C Ag-14-1 .
Assim,

h;l(At—l NA;) CAg-1 N Ay-141 (4.1)

1

Fazendo a mudanca de varidveis s™' =i e t~! = j temos que

h,;(Aj N Ai—l) g A; N Aij

Falta mostrar que hg(Ag-1 NA) D Ay N Ay
Por 4.1 temos que (A1 N A,) C hg(Ag-1 N Ag-14-1).

Fazendo s~1t~! = ¢ temos:

(Ast’ N A,)'g hs(As—i N Atl)

Portanto hs(As-1 NAy) = AN Ay
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ii) Se z € Ay-1 N A,-14-1 entdo z € dom(h; o h) pois
h/s(As—l N As—lt—l) = Ay N A4-1 e portanto hs(IE) € A1 = dom(ht)
Como hy o hy C hy, temos que hy(hy(2)) = hes(2), £ € Ag-1 N Ag-14-1

Logo 8 = ({At}iea, {h}iec) é acio parcial.

A volta é bem mais curta. Vejamos:

Suponha que 6 = ({At}tec, {hi}iec) é agdo parcial.

Basta mostra que h; o hy C hy,

J4 sabemos que se z € dom(h; o k) entdo £ € Ag-1 NA (A1 NA,).
Como 0 = ({At}iec, {ht}tcc) € agdo parcial isto implica que

TEA1NAG-1NAg1-1 © Aj1p-1 = dom(hyy).

Finalmente, se z € dom(h; o h,) entdo © € A,-1 N Ay-1;-1 € portanto
he(hs(z)) = his(z) pois 8 = ({As}iea, {hi}iec) é aclo parcial.

E interessante notar que a proposi¢cdo 2.7 ainda vale quando falamos
em agles parciais, ou seja, dada uma agdo parcial em X, existe agdo parcial em Cy(X)
associada e reciprocamente, toda a¢do em Cy(X) é proveniente de uma agéo parcial
em X. No restante desta dissertacio sé usaremos a primeira parte desta afirmacio,
e por isto sé provaremos esta parte.

Exemplo 4.4. Dado uma a¢do parcial 8 = ({Ai}ie, {ht}ica) de G em um espaco
topoldgico localmente compacto Q, seja Dy = {f € Co(Q) : f [ae= 0} < Cp(R) ou
o Di-1 — Dy

seja, Dy = Co(A¢) Agora, defina oy por: f = foh!

Temos que é
ac@o parcial na C*-algebra Cy(Q).

Demonstragao:

Aqui vamos usar a defini¢ido 1.41 de D;.

Primeiro precisamos verificar se ¢; esta bem definida para todo t. Ou
seja, vamos mostrar que foh; ' € D; Vi.

foh; ! é continua em A, pois é a composi¢io de duas fungdes continuas.

Entdo falta mostrar que lim foh;! =0.

T—00
Dee>0
Como f € Cy(A4-1) = D1 existe compacto K, C Aq-1 tal que

Vz € A1\ Ke, |f(z)] <€

Como h; é homeomorfismo, h(K,) é compacto em A,.
Se y € A, \ hy(K.) entdo existe z € Ap-1 \ K, tal que hy(z) = v.
Assim |f o i ()] = If 0 b (e(e))] = |f(2)] < €

Entdo, lim foh;!=0 (em A,) e foh;! € D,
T—r00

Agora vamos mostrar que ¢y é agio parcial na C*-algebra Cy(£2)
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i) o é isomorfismo.

Sejam f,g € D;-1. Entéo,

o a(f-g) o= (F-9)ohi" o= (F-9)(hi'(2)) = f(hi'(2)) - 9(hi'(2)) =
o(f) |2 -eu(g) lo= ce(f) - e(g) [
o oy(f*) o= f*o bt o= f*(hi'(2)) = f(h(2)) = eu(f) o = ()" |
e ¢, é claramente linear
e o, é injetor.
Seja f € Ker(ay) Entdo au(f) |[;=0 Vz €A
= foh'|;=0 VzeA
= f(h;'(z)) =0 Vz € A,
= f(y)=0 Yy € As1 pois hy' é um homeomorfismo de A, em A;-:
Entao f = 0.
e oy é sobrejetor.
Seja g € D,
f:A0-r — C
T = goh(z)
Procedendo analogamente ao feito quando demonstramos que «; esta bem
definido, temos que f € Dy-1.

Defina f por

Como o4(f) = go hy o hy! = g temos que o; é sobrejetor.

i1) Cada D, é um ideal, pois pelo exercicio 3 cap. 11 de [12] os ideais fechados de
C(Q) sdo da forma Ir = {f € C(Q) : f |[r= 0} = Co(X\ F) onde F é fechado.

ili) De = Co(Q) € Qe = Id. em C()(Q)

Como 0 = ({A¢}iea, {ht}ec) é acdo parcial, temos que A, = e h, = Id. em
Q.

ASSiIl’l, De = {f € C()(Q) : f 1A§: 0} = {f € Co(Q) : f !Q): 0} = Co(Q) e
ae: Co(2) — GCo(R2)
f = fohl=f
Logo ae = Id. em Cy(Q2)
iV) Oft(.Dt—l N Ds) = Dt N Dts

Pela proposicao 1.49 temos que:

at(CO(At—-l) N Co(As)) = Qlt(Co(At—l N Ats)) (42)
A A D A N A,

Agora, note que estamos na seguinte situagdo: p, , % p,
ferfoh
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Entao, podemos aplicar a proposigéd 1.50 e portanto, a expressdo 4.2 € igual
a:

Co((he-1)"H (A1 N A)) = Colhe(A-1 N Ay)) =

= Co(A¢N Ay,) pois 0§ = ({At}tec, {ht}iec) é agBo parcial.
= Cp(A¢) N Ch(Ass) pela proposicio 1.49

= Dy N Dy, '

v) aw(es(f)) = aus(f) VS € Dg-1 N Dy-141

Sabemos que Dy-1 N Dy-13-1 = Cp(Ag-1 N Ag-14-1) conforme defini¢do 1.41 e a
proposicao 1.49.

Assim, para f € D,-1 N D,;-1,-1 basta verificar a igualdade para z € A;-i N
As-14-1. Temos que: :

at(as(f)) ‘x: atf o h;_l |x: f o h’s‘lht‘l |$: f(h’s_l(h’t_l (113))) =
= f(hs-14-1(x)) pois = ({A¢}sca, {he}iec) é agio parcial
= Qs (f) lz:

Como construir o produto cruzado neste ambiente mais geral? Comecamos

definindo uma espécie de {;{G):

Definicao 4.5. Dado «; : Di-1 — D, uma acao parcial, onde D, € ideal fechado
de A, seja L = {D ,cca40y : 6y € Dy € > cllagll < oo} € UL(G,A). Para
a = (at)ieg € L e b= (b)cc € L defina as operagées de multiplicagcdo e convolugdo

por:

(a * b)’)’ = ZtEG Ott(?!t’;l (_C),Lt)bt—\lry)
(@)y = ay(a)-1) o

Estas operacoes estdo bem definidas??
a * b esta bem definida?

i Asérie), o oy (-1 (a¢)bs-1,) converge Vy?

Vejamos:

Etec [l (-1 (at)bt~1,7)l|

=Y ica llae-1(ar)be-14|| pois como o € *-isomorfismo podemos utilizar 1.14.

< Dtea llow-1 (@) ||1]5e-14]]
= > iec llaelll|be-1,]] utilizando 1.14 novamente.

< Yec laellllpll < llalllloll < oo
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ii (a*b)y € D,?
Note que ay-1(a)bs-14 € Dy-1 N Dy-1, pois Dy é ideal para todo t.
Como ¢y é agdo parcial, o¢(D-1 N Dy-1,) = Dy N D,
Logo ay(ay-1(at)bi-14) € Dy Vt. Ou seja, (axb)y € D,
iii (axb) € L?
2ec @ x 8yl = 2seq | Xieo @ulai1(ar)be-1)
< 32 D llowr(anbe-1oll < 32, 3% llacll 14|

=32 2oy laellfloe-ryll = 32, flaell 32, 11be-141 = 22, flacllllof]
= [|allf}o]

a* esta bem definida?
i’ (a*), € D,? Sim, pois (a*), = a,(a’-.) e ay é um isomorfismo de Dy-1 em D,.
iii’ a* € L 77

Y ovea llan (@)l =22 cq 1(@-Dll = 2ee Hay-1)ll = llafl < 00

Observagao 4.6. De i e i1’ temos que ||a = b|| < |la]||b]] e ||e*]| = |lall
Proposicao 4.7. £ é uma *-algebra de Banach normada.

Demonstragao:
Pela observacao acima, basta mostrar as propriedades algébricas:

i) Distributividade
(a+b)xc=axc+bx*c

(a*c4+b*c)y =3 cq l-1(a)ci-14) + D4 (-1 (be)cr-1,)
= ZteG as(a-1(as + br)ce-14) = ((a+b) * C)y

ax(b+c)=axb+axc _
(a*b+ax*c)y = cqe(-1(a)be-1y) + D e @(0-1(a)ce-14)
=2 tec @e(@-1(a) (14 + C1-14)) = (2% (b +¢))y
ii) Associatividade do escalar &
k(a*b) = (ka) * b
(k(a %))y = k3 yeq (a1 (a)be-14) = Y oeq ouli(e-1(ae)be-14)]
= Y iec l(k-1(ae))bi-19)] = X peq (o1 (kat))be-14)] = ((ka) * by

Analogamente temos que (k(a * b))y = (a * (kb)),
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iii) Associatividade.
(axb)xc=ax*(bxc)

Note que é suficiente demonstrarmos a associatividade para elementos da forma
a0 Para isto, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.8. Se {u;} é uma aprozima¢do da unidade para D.-1 e se a. e bs sdo
elementos de D, e D, respectivamente, entao

(ar0;) * (bsd5) = lim arar (uibs)drs
Demonstragao:
Observe que

(ardr)*(bsds) = Gy (ar—l(ar)bs)(srs = hm Cr (ar‘l(ar)uibs)(srs = 111’1’1 arar(’u’ibs)(srs
n

Agora, sejam a,, b, e c; elementos de D,, D, e D, respectivamente e seja {u;}
é uma aproximacio da unidade para D,-:. Entéo

(a6 % bss) * 10y = (lim arar(uibs)drs) * 0y = lim oy (oz;sl (a,ar(uibs))ct) Orst

Observe que a,a;,(u;b,) € D,ND,, e portanto o' (ara,(uibs)) € Dy-iNDy-1,-1.
Se {v;} é uma aproximagdo da unidade para D;-1 N D;-1,-1 entdo o lado direito
da equagdo acima é igual a
lizm 1iJm Olrs (a;sl (ara; (uibs)) vjct) Orst = liim lijxn arar (Usbs)ors (VCt) Orst =
= Iiirn liJI_n ar o (uibs) (ozs (Uth)) Opst = lizm liJI_n ar Ol (uibsas (Uth)) Orst
= limlima,q, (as (a,-l (uibs)vjct)) Orst

i

note que u;b, € D,-» N D, e portanto a,-1(u;b;) € Dys-1 N Dy-1,-1. Assim o
lado direito da equacgdo acima é igual a

lima,a, (as (as—l (Uibs)ct) ) Orst

Agora, suponha que b, = b.b) onde b, e b pertencem a D,. Com isto, a
expressao acima ¢ igual a

lim o, (047-—1 (ar)as (as-l (uib{s)as‘l (bZ)Ct)) Orst
= lim a, (04,.—1 (ar)usblors (051 (bZ)ct)) O st
= q, (ar-l (ar )b (51 (b7)ct) ) brst = (a,.—l (ar)cts (0rg-1(bs)ct) ) Orst
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Por outro lado,

ar5r * (bs(ss * Ct(st) - a‘rdr * Qg (as_l(bs)ct)(sst = (ar‘l (ar)as (as‘l (bs)ct))drst
Logo, mostramos que (a0, *bsd;) *c;dy = a0, % (b % ;) sempre que by = b,
onde b e V] pertencem a D;.

Mas, pela proposigdo 1.21, o conjunto B = {b € D, : b = 6"} é denso em D,
e portanto todo b, € D, se escreve como b, = lim b; onde b; € B.

Portanto (a,d, * bsd,) * ;0 = (a0, * limb;d;) * c;d; = lim(aq6, * b;5,) *x ¢ =
lim a6, % (b;0s * ¢t) = ar6r * (bsds % 10t)

iv) (ka)* = Ra*
(Ra*)y = R(a*)y = Ea7(a;_1) = O"Y(Ea:,—l) = av(”‘%“)* = (’w)f*y
v) ¢ =a
(@) = au((a*)i=1) = en[(e-1(a))’] = eufor-1((af)")] = @
vi) (a+b)*=a*+¥
(a*+0%) = (a")e + (%) = aelads) + (b)) = ou(ag-, +b;)
= a4((at-1 +b-1)*) = ar((a+0);-) = (a +b);
vii) (axb)* =b* % a*
(@ x )y = ay((axb)y-1") = y[{3 e (-1 (ae)be-1,-1)}]
= 0y [ e 0 (0 (@)bi-14-1)] = oy [ scq e(be-14-17 4 (a:*))]
= tec Wyl (be-14-1" -1 (ar™))]

= Y ieq Uyt(b-1-1"a-1(ac*))] pois 0 = ({As}teq, {hi}iec) é aclo parcial e
bt—l,y—l*at*l(at*) E Dt——l ﬂ D(’)’t)—l

Por outro lado,
(6" % a")y = 3 4eq o1 ((07)e)(a")e-14]
= ZteG ap{ -1 [0 (be-1")]e-14(aqy-14")} (1)

Fazendo y~'t = s temos que
(1)=>"scq Qs (bs-14-1"5-1(as*))] = (a * b),*y

Ainda, £ é completo, e a demonstragio se faz de modo andlogo ao feito
na proposicao 2.13.

Definicio 4.9. O Produto Cruzado de A por G pela a¢do ¢, denotado por Ax,G
€ a C*-algebra envolvente de L.
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Como sempre, estamos interessados em representar o produto cruzado
em algum B(H). Para isto definiremos uma representagio em L e depois a estender-
emos para o produto cruzado pela propriedade universal 1.11.

Vamos entdo demonstrar a:

Proposicio 4.10. L tem uma representagdo injetora (regular).

Demonstracao:
Seja 7 : A — B(H) uma representagdo injetora de A. (existe conforme
[12], pagina 338, cap. 12). Podemos entdo considerar A C B(H) ’
Queremos achar uma representagao para L.
Procedendo analogamente ao feito no capitulo 2 teriamos, para a € A:
€ g

#ila) = —e— 7(a) :
—g- 7(ag-1(a))

e A : G = B(DH) definido por (Ay(€))y = €n-14 Para h € G

Lembre do capitulo 2, que @ H é uma notagdo para @ H, onde Hy =
geG

Assim para z = ) apd; € L gostarfamos de definir (7 x A)(z) por
> 7 (ar) Ak

Porém, a; € Dy e na definigdo de 7(ax) temos m(ay-1(ax)) que ndo
esta bem definido.

Como proceder??

Uma vez que 7 o a1 é representagdo de Dy, pela prop. 1.34, existe
uma representagdo da C*-algebra A em B(H) que estende 7 o o,-1, ou seja, que faz
o diagrama abaixo comutar. '

ag—l Vi

Dy

D, B(H)
7ry (4.3)
A
Definamos entdo, [7(a)(€)], por m,(a)é,, onde & € B(E H).
Portanto a matriz de 7(a) é dada por:
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Observe que D, = A e o, = Id, logo m.(a) = =(a). Ainda, para
ag € D, temos que my(ag) = m(og-1(ay)).

Utilizando o mesmo A do capitulo 2, ou seja, A : G — B(€) H) definido
por [An(€)]y = &n-14 para h € G, podemos definir (7 x A)(a), onde a € L.

#xA:L — B(H)
doagdy = D T(ag)A

Qual a matriz de (7 X A)(a), onde a = > ay6,77
Vejamos como é a coordenada g de (7 x A)(a)(§) onde & é um vetor de

B(6pH).
(7 x A)(@)(€)]g = [(iec Flar)Ae) (E)lg = [22, T (ae) Ae(€)ly
= > [ (a) Ae(E)lg = D2, me(ae)[Ae(€)]y
=y, my(a)&s-1, fazendo t7'g = s temos:
=, Tg(Qge-1)és
Assim a coordenada g, s de (7 x\)(a) é mg(ags-1) e a matriz de (7 xA)(a)
é dada por: '
_g—l ces 7rg_1(;1,g_1s)_ 71'9—1.(.0/9—1) Tg-1 (ag—ls-l)
—e—| - m(a;)  7w(ae) m(ag-1)
—g—| - melag) mq(ay) Tg(ags-1)

Agora vamos mostrar que (7 X A) é uma representacdo injetora de L.

i) (@ x A) esta bem definida? Ou seja, (7 x A) € B(QH)?
Para a = ) a,0, temos que

17 % A(32 agdo)ll = | 227 (ag) Al < 22 [I7(ag) Al
< Y llag|| pois 7 é representagéo e A é unitdrio.

- =llall<0e0
ii) E claramente linear.

iii) é multiplicativa?

55



Como (7 X M) é linear, basta mostrar que (7 x ) é multiplicativa para elementos
da forma adg

Assim, ¢ interessante notar que
k1 k~lg

T X /\(akék) = —e— | ﬂ-(ak) _
—g— mge(ak)

Queremos mostrar que (7 x A)(a;d;)) (7 x A)(ardy)) le= 7 x A(a;d;a6%) |

Sabemos que (e;0;)(axds) = o;(aj-1(a;)ar)dx. Chamando a segunda parte
desta igualdade de d, a;6; de b e axdx de c, temos que mostrar que:

(@ x A)(B)(F x A)(c) le= (7 x A)(d) |
Assim, temos:
(@ x A)(8) ((F x X)(€))(€) = (7 x M) [(7 x X)(c)(€)] =
(& x N®) | 5, molegs e Fg— (4.4)

Agora, cy-1 # 0 <> gs~! = k <= s = k™ !g e portanto o vetor em 4.4 é igual

(7 x X) (1)) | mq(ar)ée-1q |9 (4.5)

Chamando | mg(ak)éx-14 | de ¢ temos que o vetor em 4.5 é igual a

(7 x NO)E) = | T, 7o (bos)6s o (4.6)

Agora, como b1 # 0 < gs~! = j <= s = j~lg temos que a equagio em
4.6 éigual a

= Wg(aj)gj'lg g— = ﬂ-g(aj)ﬂ-j—lg(ak)é-k..lj_lg g_
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Por outro lado,

(7 x M) le= | 5, 7o(dgs1)és |o- (4.7)

Mas, dgs-1 # 0 <= gs™! = jk <= s = k™1j7!g, e entdo a equagdo em 4.7 é
igual a

Wg(djk).fk—‘j“g g— = 7ry[aj(aj-l(a;')alc)]fk—‘j—‘g g—

Assim, obtemos o resultado desejado se provarmos o seguinte lema:
Lema 4.11. 7y(a;)7;-14(ax) = mg[erj(ej-1(aj)ax)] ou

Tg(bi)mi-14(ck) = mg(djx)

Demonstragao:

Lembre que 7, € extensdo de mo a1 tal que o diagrama 4.3 comuta. Ainda, se
7 : Dy-1 — B(H) é degenerada, entdo, na linguagem do prop 1.34 H = H; @ H,
e my(a)(&) =0 V& € Hy.

Seja HY = span{n(a)v : a € Dy-1,v € H}

Note que ndo é necessario considerar HY = span{ma,-1(a)v : a € Dy,v € H}
pois a,-1 é um isomorfismo de Dy em D,-1, 0 que implica que HY ~ HY.
Seja P, a projegdo em HY. Pelo lema 1.32 sabemos que 7(u) — P, fortemente,

onde {uf} é uma aproximagdo da unidade para Dy,-1. Entdo

Lema 4.12. 7y(a)P, = my(a) = Pymg(a) Va € A.

Demonstracao:
Note que
70(a) Py(v) = my(@)(Jim 7(uf)v)

= lim 7(au}) lim 7(u])v conforme a defini¢io de my no prop 1.34
j—+00 i—00

= lim lim m(aufuf)v
j—00 i—>00

= lim 7(au])v pois au € Dy
j—co
= me(a)v
e por outro lado,
mg(a") Py = mg(a*) = (my(a*) Py)™ = (mg(a))* = Py (mg(a”))* = (mg(a”))*

- = Fymy(a) = my(a)
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Precisamos de mais um lema:

Lema 4.13. m(u)my(b;)mj-14(ck) = m(u)my(djx) para u € Dy

Seja f € A. Entao,
m(w)mg(f) = mleg-1(cy (u)]my(f) = (g (u))mg(f) = mg(ctg(u)f)
= m(ag-1 (ag(u)f)) pois oy(u)f € D,
Logo,
m(uw)me(f) = m(ag-1(0g(u)f)) Vf€EA (4.8)
Assim, usando a igualdade acima, temos que
m(w)m(dzr) = m(u)m(asley-1(as)ar]) = m(ag-1]oy(v)a;(oy-1(as)ar)])
Por outro lado,

() (bj)mi-14(ck) = m(w)mg(a;)mi-14(an) = m(ag-1{ag(w)as])mj-14(ar)

Note que ay(u)a; € D, N D;. Logo, como ay-1 é acdo parcial, a1 [ag(u)a;] €
Dy-1 N Dy-1; C Dy-1. Assim, usando 4.8 com oy-1[oy(u)as] no lugar de u e
j~g no lugar de g temos que o lado direito da equagdo acima é igual a

T(ag-15{cj-15[og-1(ag(w)as)ax})

e, como o produto é associativo, temos que 7(ay-1[ay(u)e(aj-1(a;)ax)]) =

(ag-1j{a-19[ag-1 (g (w)az)]ar})

|
Finalmente, podemos demonstrar que m,(b;)m;-1,(ck) = 7,(djx)
Seja {u;} uma aproximagéo da unidade para D,-1.
Entao, por 4.13
7 (us)my (by) -1 (ck) = (ui)my(djk)
= ili)rglo (i) Tg (bs)Tj-14(Ck) = 11320 7 (us) g (djk)
=> Pymy(b;)mj-14(ck) = Pymg(d;x) por 1.32
= mg(bj)mj-14(ck) = m4(dji) utilizando 4.12
|
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iv) Satisfaz a propriedade da involugdo, ou seja, (7 x A)(a*) = ((7 x A)(a))*

Basta mostrar para elementos da forma adj, pois:
(7 x N2 arde)™] = 7 x A3 (ardi)*] = 207 x Al(axdy)’]
= 2007 x Mardp)]* = D07 % Mawde))* = [ x AQardi)]* |

Lembre que (axd;)* = ag-1(aj)dk-1

Agora,

[7 % Maxdp)]* = (F(ap)Me)* = Mp-17 (ag)* = Ag-17(af)
Por outro lado,

7 % A\[(@k8n)*] = 7 X Mot (@)6x-1) = 7 (-1 (a3)) Aot

Assim, para obtermos o resultado desejado, basta mostrar que

’ﬁ'(OAk—l (ak)) = )\k—lﬁ(ak))\k Vak € Dk (49)

Denotaremos os vetores £ € @ H que sdo zero em todas as coordenadas, exceto
na coordenada g, onde valem z, por zd,.

Como o span{zd, : z € H} é denso em €D H, ¢ suficiente mostrar a igualdade
4.9 para os vetores da forma zd,.

Vejamos,
7t (og-1(ax))zéy = [mg(ag-1(ag))z]d,

Agora, note que (Ag(z8,)); = (26,)k-15, € como (zég)g-1; #0 S k™'j =g &
J = kg, temos que Ag(zdy) = Tdkq.

Portanto,

)\k-lfr(ak))\k(xég) = )\k-xfr(ak)(m(Skg) = )\k_l[wkg(ak):z:]dkg = (Wkg(ak)x)dg

Entdo, para obtermos a igualdade 4.9 é suficiente mostrar que:

oo (ar) = (-1 (as)); ax € Dy (4.10)

Seja {v;} aproximacio da unidade para Dy N Dy,
Tre(ax) = illrglo Tkg(Viak)
= lim 7(oy-15-1(v;ax)) pela proposicdo 1.36.
1—00
= lim 7(og-104-1(v;a5)) pois o é agdo parcial.
1— 00
= lim 7, (og-1(v;ax)) pois viax € Dy N Dy = og-1(viax) € D1 N Dy
1—r00
= lim 7y (-1 (v;) -1 (ax))
100
= 7 (oy-1(ag)) pois ag-1(v;) é aproximagio da unidade para Dg-1, Dy N
Dy, 5" Dy N D,
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v) é injetora. Andlogo ao feito na proposigdo 3.4.

4.1 Exemplos de Produtos Cruzados por Acoes
Parciais

Depois de demonstragdes como a da se¢ao anterior, nada como alguns
exemplos:

Exemplo 4.14. Seja X um espaco topoldgico consistindo de n pontos, digamos X =
{1,2,..,n}, seja G o grupo dos inteiros e A a C*-algebra C(X). Se A_; = {i € X:
i+ € X} ehi(i) =i+ entdo § = ({At}ica, {he}iec) € acdo parcial. Quem €
Ax,G onde a € a agdo parcial proveniente da agdo 07

Demonstracao:

Primeiro vamos mostrar que 8 = ({A¢}iec, {ht}tec) € aglo parcial.

e Eclaro que A, é aberto e h; ¢ homeomorfismo de A;-1 em A;. Também é facil
ver que Ag = X e ho = Id.

o hi(A;NA) =404y
Seja yc hj(A_j N Al)

Entdoy = hj(z) =z+jondez € A_;NA,. Agora,y—j=z+j—j=xv€X
logoyeAjey—(j+l)=z+j—j—l=z~1¢€ X poisz € A;. Assim,
Y € Ajy

Por outro lado, seja £ € A; N A4

Tomey =z —j. Entdoz = hj(z) ey € A_;NA;poisy+j=z€€Xe
y—l=z—-j—-1€Xpoisz € Ajy.

o hu(hi(z)) = hiyj(z), €A ;NA_,

E claro.
Assim, mostramos que 6 = ({At}icc, {ht}tcc) é aclo parcial.

Quem sdo os A;7

AOZX
A={1eX:i-1eX}={2,...,n} A={ieX:i+1eX}={1,...,n—-1}
A2={3,...,n} Amzz{l,...,n—Q}
Apoi={n} A_n-1) = {1}
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Ainda, D; = Cy(A;) X Cle £ = @C’O(Aj). Note que A; = 0 se
| jEZ

7| >n—1.

Temos entdo, que a dimensdo de £Lé n+(n—1)+...+1+(n—1)+...+1
=(1+n)3+(1+n)2k~-n=Q1+nn—-n=n

Logo, C(X) x Z = L, pois para encontrarmos o produto cruzado, que
nada mais é do que a C*-algebra envolvente de £, ndo serd necessirio completar £
com a norma ||| - |||, uma vez que todo espagco de dimensao finita é completo.

Um elemento a € £ é da forma a_(n_1)0_(n-1) + ... +a_10_1 + agdp +
101 + ...+ ap_10,—1 onde a; € C(Az)
Temos o seguinte isomorfismo:

g: L — My(C)

1 1 1
. a? a,
a’—-(n—l)(s—(n—l) +...+ an_1_5n_1 — . ag
n—1
a? a™;
n n n
\an—l a; Qg

onde, por exemplo, af é o valor da funcdo a; no ponto z € A;.

A tnica propriedade de isomorfismo que necessita de demonstragdo é
a multiplicagao.

Como g ¢ linear, basta mostrar que g é multiplicativa para elementos
da forma aydy. ‘
Note que Va € Dy a = Z a(i)1; onde a(i) € C e 1; é a funcdo
caracteristica do ponto ¢, e assim, se rnosztergl;mos que

9(1:6x1401) = g(1:0k)9(1y01), = € Ag, y €L (4.11)
temos o resultado desejado, pois:

g(adkbd) = g( Y a()1:6k Y _ b(j)1;61)

=g(>_ ) af ZES; 0xb(5)1 ];?l
= 'fAle(i)b(j)g(lifsklj&)
= zef:“i[ a(i)b(4)g(1:6x)g(1;0;)
- lef:k JiAj a(2)1:0)9(b(5)1;61)
i€EAL JEA
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= g(ali)Lide) Y g(b()1;6)

i€y JeA

= g(adr)g(bd)

Entdo, vamos mostrar 4.11.

Primeiro vamos calcular 1;0;1,6,,.

Aqui, o simbolo [z = y] se refere a fungdo boleana que é 1 quando
z=yelsex#vy

16616 = ap (e (15)1y) k4

Porém,a;l(lx) |ZEAk—1= 1z 0 by |.= 1z(hi(2)) = 1o(k + 2)
=lz=k+2=[z—k=2=1;4(2)
Assim, '

ot (15) = 1ok (4.12)

E portanto 1,0x1,6, = ag(l5-k1y)0k11 = [z — k = yJor(1y) 04
= [z — k = y|1y4£0+ usando 4.12
= [z =y + k]ly kb5 = [z =y + k]12051

Por outro lado,

9(10x) = e;; ou seja a matriz que tem o 1 como tUnica coordenada néo
nula, na posi¢do ij. Note que este 1 tem que estar na diagonal k, logo ¢ — j = k.
Ainda, 1 é o z-ésimo elemento da diagonal, logo ¢ = z.

Também, g(1,6;) = ey, onded' —j' =led =y.

Sabemos que

€€y 5 = [_] = i']eij/ (413)

Aonde esta o 1 de ;7

Temos que 1 — j = k e i/ — j/ = [. Somando estas duas equagdes e
lembrando que neste caso j = i, temos que 7 — j' = k + [. Ainda, como ¢ = = temos
que 1 é o z-ésimo elemento da diagonal k+1 de e;;». Assim, o lado direito da equagéo
4.13 é igual a

9([i = k = y120k41) = 9([z — k = y]Labknt) = 9([z = y + k|120k41)

E portanto 4.11 esta demonstrado.

Finalmente, temos C(X) x G & L = M,(C)

Exemplo 4.15. O Hodémetro.

Sejam X; = {0,1} Vi € N. Considere X = HX,- = H{O,l}, com a
iEN N
topologia produto.
Note que os elementos de X sdo da forma z = (z1,...,%n,...) onde

z;=0ouzx; =1.
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Lembre Que a topologia produto é a topologia inicial tal que as pro-
. Py ~ ,
jecdes P; : X = X, sfo continuas.

Definamos h : X — X ,onde h((z1, 22, ...)) é definida de forma que na
primeira coordenada que aparece um zero é colocado 1 no seu lugar e 0 a esquerda
desta coordenada. O resto é mantido. De forma mais precisa, dado z € X, z =

(z1,...,Zn,...), seja ¢ = min{s : z; = 0}. Entdo,
0 j<i
hlz)=(0,..., .0 ,1,251q,...
hz)j =41 j=1i ousea, (@) = ~ 1 )
Z—

Z; ji>1
Por exemplo:

K(0,0,1,0,0,1,...) = (1,0,1,0,0,1,...)
h(1,1,1,0,0,...) = (0,0,0,1,0,...)

Note que h age como um hodémetro de carro. Porém ndo como um
hodémetro usual, e sim um hodometro bindrio e infinito. Observe que cada iteragao
de h significa uma unidade de distancia percorrida.

Agora, note que ndo podemos aplicar A para o ponto (1,1,1,1,...)
onde todas as coordenadas sdo 1. Entao, h é definida em

heX\{(1,1,1,..)} = X\ {(0,0,0,..)}

Definamos entdao h, = h* =hoho...h e A_, como o dominio de h,,.
Note que

Ao =X\{(1,1,1,...)} Ay =X\ {(0,0,0,...)}
o)) Az =X\ {(0,0,0,...),(1,0,0,...)}
)} As =X\ {(0,...),(1,0,..),(0,1,0,0,.. )}

Serd que h é um homeomorfismo? Serd uma acao parcial? ,
Sim, e a provas destes fatos sdo casos particulares das seguintes proposigoes:

Proposigao 4.16. Sejam X = HXi = H{O,l}, com a topologia produto e f :
ieN N
U C X — X uma fungdo tal que Vx € U V n € N, eziste m tal que a enésima

coordenada de f(z) sé depende das m primeiras coordenadas de z, ou seja, Vz' € X
tal que z; = z; Vi =1,...,m vale que f(z)n, = f(2')n. Entdo f € continua.

Demonstragao:

Queremos mostrar que dada uma vizinhanga V de f(z), existe uma
vizinhanca U de z tal que f(z) € V Vz € U. '

Seja V um aberto que contem f(z).
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Se p, sdo as projegdes em Xy, entdo, por [15], pdg. 243 sabemos que

os abertos em X sao da forma UBi, onde B; = mj_—.l...lpi—jl(Uij), ou ainda, B; =
i€l
Uy, x...Uj; % H X, onde Uj;, sdo abertos em X,

J#ik :

Em particular, V é da forma acima e como f(z) € V, existe i, tal
que f(z) € B;,. Sem perda de generalidade, a partir de agora, vamos supor que
V =N (U5).

Agora, note que os abertos em Xy sdo o espaco todo, o vazio, e os
conjuntos {0} e {1}. Assim, se algum U; for o espago todo ou o vazio, a parcela
p; ' (U;) pode ser descartada de V. _

Portanto, V consiste na ﬂj:l...gpj_l(Uj) =U, x...U; X HXk, onde

k#j
U; = {0} ou U; = {1}.

Mas f(z) € V, portanto p;(f(z)) € U; parai=1...g.

{0} sef(z);=0

{1} sef(z);=1

Finalmente, podemos dizer que V = {y € X : y; = f(z);, para i =

Assim, U; =

1...g}.

Agora, para cada 7 = 1...g, escolha m; satisfazendo a hipétese, ou
seja, Vz' € X tal que 2/, = z, Vn =1,...,m; vale que f(z); = f(z');.

Seja M = max{my,...,mg}.

Considere Q = {z' : 2}, =z, Vn=1... M}.

Pelo que j4 foi feito, é facil ver que @) € aberto, e () contem z.

Ainda, se z' € Q entdo f(z'); = f(z);i Vi=1...¢.

Portanto f(z') € V e f é continua. :

Dados X um espago localmente compacto, U e V abertos contidos
em X e h : U — V, um homeomorfismo, a proposi¢io abaixo nos da uma forma
de encontrar uma agdo parcial proveniente de h. Com isto, podemos encontrar
muitos exemplos de ag¢bes parciais. Em particular, a demonstragdo de que § =
({At}tez, {ht}iez) é agdo parcial no exemplo 4.14 segue facilmente desta proposigéo.

Proposigao 4.17. Sejam X um espago localmente compacto, U e V subconjuntos
abertos de X e h : U — V, um homeomorfismo. Defina A_, = dom(h™) e hy, :

A_pn 5 A, por ™. Entio 0 = ({As}iez, {Pi}icz) € acdo parcial.

Demonstracao: _
Primeiro vamos mostrar que A, é aberto para todo n por indugao.
Para n = 0, Ag = dom(Id.) = X que é aberto.
Suponha que A_, é aberto (hip6tese de indugdo).
Temos que A_(z11) = {2 € A_, : h™*(z) € U}, pois k™! = h(h™).
Como h™ : A_, — X é fécil ver que A_(py1y = (R*)~Y(U).
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Portanto A_(n41) é aberto relativo a A_,. Mas por hipétese, A_, é
aberto em X, logo A_(n41) também é aberto em X.

E claro que h, é homeomorfismo de A_,, em A,,.

Para mostrar que 6 = ({A;}ecz, {ht}tez) é aclo parcial, vamos usar a
proposicio 4.3 e mostrar que hy, 0 Ay, C hpym.

Seja z € dom(h,, o hy,). Entdo, h, o hy,(z) esta bem definida.

Vamos dividir a demonstracao em vérios casos:

i) n,m >0
ho...oh ho...oh(z) -

Not, hn hm = h" o h™ — e N e — pntm

ote que hy, 0 by () o h™(x) ey ~ h™t™(z)
ii) n,m <0

hlo...oh™t h7lo...0oh7!(z)

Note que A o h(z) =SSl &0 0R ) sy (uim

ote que A" o hm(z) = L5 2 (1) 0+ )

= h"™(z)

ili) n >0,m <0

Note que A" o h™(z) = ~——~— * ~ () = Rmm(z)

iv) n<0,m>0

Anilogo ao caso anterior.

Assim, em todos os casos, h"*™(z) esta bem definido, e portanto hp 0 Ay C Ay,
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Capitulo 5

Propriedades de Cy(X) xo G, onde «
é proveniente de uma acao parcial
em X

Dada uma acdo parcial em X, pelo exemplo 4.4, sabemos que existe
uma agdo parcial o em Cp(X) associada. Gostariamos de encontrar alguns resultados
sobre o produto cruzado de Cy(X) por a. Porém, sé conseguimos encontrar resultados
para uma espécie de produto cruzado reduzido, que vamos definir agora. "

Se 8 = ({Dt}iec, {at}tec) é uma agdo parcial de G em uma C*-algebra
A, entdo pela proposigdo 4.10 temos uma representagdo 7 x A de £ em B(€D H). Logo,
pela propriedade universal 1.11 existe tnico homomorfismo ¢ : A x G — B(@ H)
que faz o diagrama abaixo comutar.

AxG
Observacdo 5.1. Apesar de (7 x ) ser injetor, ndo € necessdrio que @ seja injetor.

Observacao 5.2. Na demonstracdo da proposi¢io 4.10 utilizamos o fato de A ter
uma representacdo injetora w. Neste capitulo, consideraremos A como uma sub-
algebra de B(H), e nao faremos distingdo entre um elemento a € A e 7(a) € B(H).

Definicao 5.3. O Produto Cruzado Reduzido, denotado por A %, G, é:
A x, G = (7 x N)(L)

Para a demonstracdo dos resultados obtidos no final deste capitulo, é
essencial definirmos uma ”esperanga condicional”. Vejamos:

Defini¢ao 5.4. A Esperanca Condicional E
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Na verdade, vamos definir uma esperanga condicional £ no produto
cruzado A x G e outra, E,, no produto cruzado reduzido A %, G. Para isto, considere

AxG 2 BeH,) 2 B(H,)

a ——— p(a) —— dee(p(a))

onde d..(¢(a)) é a coordenada ee da matriz de ¢(a).
Definimos E, em A X, G por 0 |ax,.c € E em A x G por E;, o .

Note que p(a) € A x, G para todo a em A x G.
Observando a matriz de (7 x A)(a) na proposicdo 4.10, temos que E,
age da seguinte forma em (7 x A)(L£) C A x, G:

Ax,G — A=B(H)
7 xAQC agdy) 5 m(ae) = a,
Note também que E age da seguinte forma em L:

AxG — A=B(H)
S a8, & m(a.) X a.

Observacao 5.5. Note que E e E, sdo contrativos.

Observacgao 5.6. Para grupos abelianos discretos, E também pode ser construido a
partir de uma forma integral. Isto serd feito no apéndice.

E interessante saber se E, é fiel, ou seja, se E.(z*z) = 0 implica que
z = 0. A resposta é sim, mas para demonstrarmos isto precisamos do seguinte lema:

Lema 5.7. Seja T € B(®H) tal que T >0 e T,y =0Vg € G. Entiao T = 0.

Demonstracao:
Faremos a demonstracao para o caso 2x2. O caso geral é andlogo.

Note que
1) (&) -

(6 7)€ (2
Thg Thn) \&n/ \&n The(€
f) poisT >0eTy =0Vge€

= (Tyn(&n), &) + (Thg(€g), &n) =20V (f

9
h

Chame (Tgh(fh),fg) dea,e (Thg(gg)’§h> de b.

Assim, para &, := €, temos que ta —1b > 0 e para §, := i{, temos que
—ia + b > 0.

Portanto, ia > ib > ta, logo, ia =ib => a = b.
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Entdo, como a+b > 0 V&, & e a = b temos que a > 0 V&, £, ou
seja,
(Tyn(n), &) 20 Ve, & (5.1)

Porém, 5.1 também vale para —¢y, e portanto (T, (£3),&,) >0 V&, &,
o que implica que Ty, = 0.
Analogamente se prova que Tp, = 0.

Proposicao 5.8. E, € fiel em A %, G, ou seja, E.(z*z) = 0 implica que z = 0.

Demonstracao: :
Primeiro vamos mostrar que T,y = 7y(Tee) VT € A %, G,

Se T € (7 x A)(L), lembrando da matriz de T dada em 4.10, o resultado
acima segue.

Se T € A x,.Gentio T =1limT; onde T; € © X A(L) e portanto

Ty = im(T}) g = lim 7y ((T3)ee) = mg(Hm(T3)ee) = mg(Tee)

Agora, podemos demonstrar que E, é fiel.

Seja T € A x, G, T > 0. (lembre que z*z > 0)

Se E.(T) = 0, entdo Tee = E.(T) = 0 e pelo provado acima Ty =
7g(Tee) = 0 Vg. Logo, pelo lema 5.7, segue que T'= 0, e E; é fiel.

Observacao 5.9. Em A x G, E ndo precisa ser fiel. Na verdade, E ¢ fiel se e
somente se @ € injetora.

Demonstracao:
Observe que E(z*z) = E (¢p(z*z)) = Er(p(z)*¢(z)) e como E, é fiel
temos que E(z*z) = 0 se e somente se ¢(z) =0

[
Proposicdo 5.10. |lagdyl|ax.c = llagdyllaxc = |lagl

Primeiro vamos mostrar a proposi¢do para o caso em que g = e, ou
seja, vamos mostrar que

(7 x A)(aede)llax,c = llac|l = llacdellaxc
Lembre que a matriz de (7 X A)(a.d.) é dada por

€ g

—e— 7(ae)
-9 To(ae)
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Pela proposicdo 1.23, ||(7T x A)(aede)|| = sup ||((7 x A)(aebe))qqll

= sup [[my(ac)ll < llaell Vg e como |[m(ac)ll = llaell, temos que [|(7 x
Aaede)|l = llac|-

Agora, ||acde]|axc = sup{||m(aede)|| : 7 é representacdo de L} <

< [|aedel| = laell-

Mas, (7 x M) é representagdo de L, e ||T X A(@ede)|| = ||a.l|-

Logo, [|aedellaxc = [la||

Agora estamos em condigdes de demonstrar a proposi¢do. Note que:
llagdgll* = [|(agdy)(agdy)*|l = [l(agdy)(cig-1(ag)dg-1 |l

= “ag[o‘g‘l(ag)ag‘l(a;)]5e|| = ||aga;5e||
= ||aga;|| pelo feito acima para o caso g = e
= lla,l® |

Seja « a agdo proveniente de uma agdo parcial § = ({A;}iea, {he}icc)
em um espacgo localmente compacto de Hausdorff conforme o exemplo 4.4, ou seja,

_ Qg . Dt—l — Dy
D, = Co(A¢) J N tht_l
Queremos encontrar propriedades de Cy(X) %, G a partir de pro-
priedades da agdo parcial § = ({At}tec, {Pt}icc). Uma das propriedades de 6 em
que estamos interessados é quando ela é topologicamente livre ou néo.

Definigao 5.11. A agdo parcial 6 € Topologicamente livre se, ¥Vt € G\ {e} o
conjunto Fy := {x € A1 : hy(z) = z} tem interior vazio.

Observacgao 5.12. F, pode ndo ser fechado em relagdo a X, porém € fechado relativo
a Ap—r. Ainda, Fy = Fy

Demonstragao:
Por exemplo, se h; = Id. entdo F; = A;-1 que ndo precisa ser fechado.
Agora, seja z; € F, tal que z; —» = € Asi-1. Entdo hy(z;) — he(z) e
hi(z;) = z; = z. Logo hi(z) = z-
Claramente F; = F;-1.
]
Proposicao 5.13. A acdo parcial 6 em X € topoldgicamente livre se e somente se
n
para todo subconjunto finito {t1,1ta,....tn} de G\{e}, o conjunto U F;, tem interior
i=1

Vazio.

Demonstracao:

Conforme a definicdo 1.37, é suficiente mostrar que V¢ € G\ {e} o
conjunto F; é raro. Depois, basta usar a proposi¢do 1.38 que nos diz que a unido
finita de conjuntos raros é um conjunto raro.
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Como F; é fechado relativo a A;—1, podemos escrever F, = CNA;, com
C um fechado em X

Suponha que 3V C F; aberto.

Entao,

VcFE=CnA,CcCNA,=CnA;

Assim,

VNA, CCNA =F

Portanto, como V N A; é aberto contido em F; e 6 é topologicamente
livre, temos que VNA, =0

Agora, j4 que V e A; sdo abertos disjuntos, cada um é disjunto do
fecho do outro, ou seja, VNA; =0e VNA, =0.

Mas,V C F,Cc CNA, C A,.

Entao V=10 :

Logo, F; é raro.

Para obtermos o teorema principal desta dissertacdo, precisamos primeiro
de alguns resultados:

Proposigdo 5.14. Sejat € G\ {e}, f € D; e o ¢ F;. Entao, ¥e>0, 3 g € Cy(X)
tal que:

i) g(.’Eo) = 17
ii) llg(fé)gll <e
iii) 0<g<1

Demonstracao:
Dividiremos a prova em dois casos, dependendo se g € dom(hs-1) =
A; ou nao:

izo¢ ArSeja K :={ze€lA;:|f(z)]>¢€}
Estamos na situagdo da proposigdo 1.51. Logo K é um subconjunto compacto
de A; e zp ¢ K. Ainda, pela proposicdo 1.43,
JgeCy(X)talque 0<g<1, g(zg) =1eg(K)=0
Ainda,

lobo(£8)90ll < lgbo 8l llgdoll < llgbofeul = llae(cre-s (9) ol = llg 5]
0 z€K

= |lgfll < epois, gf =40 z¢ K

<e z€M\K
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i Ig € At
Entdo hs-1(z) esta bem definido e é diferente de z¢ (zo ¢ Fy).

Como X é Hausdorff, existem abertos V; e V5 tais que VNV, =0, 7o € V; e
ht-1(5130) € ‘/2

Podemos assumir que V; C Ay e Vo, C Ay
Seja V := V; N hy(V3).
Como zg € V C V) e hy-1 (V) C Vo, segue que

her(V)OV =0 (5.2)

Usando a proposicao 1.43 para zg e X \ V temos que existe g € Cp(X) tal que
0<g<1,g(zg)=1legX\V)=0. '

Falta mostrar que ||gde(fd:)gde|| < €.

Note que gde(f3:)gde = (cwe(cte-1(9)f)det) - (90e) = 9f6: - 9e = cr(cu-1(9.)g)d:
Entdo, como suporte de o;-1(g9f) C hg-1(V) (faremos a demonstragdo logo
abaixo) e suporte de g C V, 5.2 implica que gd.(fd:)gde = 0.

Suporte de a;-1(gf) C he-1(V) pois, se z € supp(ae-1(gf)), entdo ap-1(gf) |o7#
0 .

Mas, 0 # az-1(gf) |o= g (he(2)) = g(hu(2)) - f(Pe())-
Logo g(h:«(z)) # 0, o que implica em hi(z) € V = z € hy-1(V).

Lema 5.15. Se (Cy(X), G, ) € uma agdo parcial topologicamente livre, entdo Vc €
Co %, G e Ve > 0, eziste h € Cy(X) tal que

i |[RE(c)R|l = [|[E(c)]| — €
ii |hE(c)h — hch|| < e
iiio<h<1

Demonstragao:

Suponha que c¢ é uma combinacgdo linear finita da forma ¢ = Z a0z,

tel
onde I' é um subconjunto finito de G

Neste caso, E,(c) = a e definimos a, =0se e ¢ I'.

Seja V = {z € X : |ac(z) > ||ae|| — €}.

Note que V é diferente de vazio pela defini¢do de norma e aberto.

Entfo, 3 o € V tal que zo ¢ F; Vt € T'\ {e} pois, se supormos por
absurdo que Vz € V, z € F; para algum t € I" temos que V C U F;. Porém V ¢

teT
aberto e isto contraria a proposi¢do 5.13 pois a é topologicamente livre.
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Assim, com a; no lugar de f na proposi¢ao 5.14, segue que Ve > 0 e
vVt € T' existem fungées h; satisfazendo:

ht(mo) = 1, ||ht(at(5t)ht|| < -l‘;Tl e 0 < ht < 1

Sejah= ] M

tel\{e}
Entao

i [|hachl] = suplhach(z)] > [h(zo)ac(zo)h(zo)] = |ac(za)| > [lac - ¢

ii ||hach — hehl| = [|hach —hY ade bl = D haidihl]
ter teT\{e}
< 3 lhadehll = 3 ¢ I Aase TT Bl
teT\{e} teT\{e} ter\{e} tel\{e}
S Z ||htat5tht|| pois 0 S ht S 1Vt
tel\{e}
<€
iii Ok.

Assim a proposicido esta provada para todo elemento da forma Z a:0;,

tel
onde I é um subconjunto finito de G. Usando o fato de que estes elementos formam

um conjunto denso em A X, G vamos provar a proposi¢do para todo elemento d €
A %, G.

Seja d € A %, G.

Entéo, existe ¢ = Zatdt tal que ||d — || < §

tel
Pare este ¢, a proposigdo vale, e portanto para ; existe h satisfazendo

1, ii, ili. Vamos mostrar que h satisfaz i, ii, iii, para d.

i Andlogo ao feito anteriormente para c. Apenas note que E,(d) € Cy(X).
ii |hE,(d)h — hdh|=||hE.(d — c)h + hE,(c)h — hdh + hch — hchl|
= ||hE.(d — c)h + hE.(c)h — hch + h(c — d)hl]
< [|hE (d = c)|| + ||k + hE(c)h — hehl| + ||lc - d]|
<st+5+5=c¢
iii ok
n

Com estes resultados, estamos em condi¢Ges de provar o teorema prin-
cipal deste trabalho, que vai nos dar algumas propriedades de Cy(X) %, G.
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Teorema 5.16. [1] Suponha (Cy(X), G, @) € uma agdo parcial topologicamente livre.
Sel é um ideal de A X, G com 1IN Cy(X) = {0}, entdo I ={0}. Uma representacdo
do produto cruzado reduzido Co(X) X, G € fiel se e somente se € fiel em Cy(X).

Demonstracgao:

Sejam ¢ : Co(X) %, G > 9°—(X—I)1—G a aplicacido quociente € a € I um
elemento positivo (a > 0). E claro que g(a) = 0.

Assim, dado € > 0, escolha h € Cy(X) satisfazendo as condigdes i, ii,
iii, do lema 5.15.

Entao,

lg(hEr(a)h)|| = |lg(hEr(a)h) — q(hah)|| pois hah € I

= ||q(h(E,(a) — a)h)|| < € pela proposi¢do 5.15.

Como I N Cy(X) = 0, ¢ é injetor em Cy(X) e pela proposigdo 1.14, g é
isometrico em Cp(X). ‘

Logo,

|hE(a)h|| = [lg(hE (a)h)]| < €

e pelo lema 5.15,
|hE(a)hll > || E-(a)|| - €

Assim, ||E,(a)|| < 2¢ Ve e entdo E,(a) = 0.
Como E, é fiel no produto cruzado reduzido, E,.(a) = 0 implica que
a = 0 e portanto I = {0}.

Agora, seja 7 : Cy X, G — B(H) um representacio de Cp %, G.
i Se 7 é injetora entdo 7 ¢ injetora em Cp(X).

ii Se 7 é injetora em Cp(X)

Sabemos que ker(r) é um ideal e ker(m) N Cy(X) = {0}. Entdo, pelo provado
acima, temos que ker(n) = {0} e = ¢ injetora.

Nosso objetivo final é poder dizer quando o produto cruzado reduzido
Co(X) x, G é simples, ou seja, ndo possui ideais bilaterais fechados. Para isto vamos
precisar da definicdo de uma agdo parcial minimal.

Definicao 5.17. Um subconjunto V de X € invariante pela a¢do parcial @ em X se
he(VN A1) CV Vs € G. Um ideal J em Cy(X) € invariante pela acdo parcial
correspondente o em Cy(X) se ox(J N Dg-1) C J VL € G

Proposicao 5.18. Se U é um conjunto aberto invariante, entdo o ideal associado
Co(U) € invariante, e reciprocamente, para todo ideal invariante, existe um conjunto
aberto invariante associado.
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Demonstracao:

Primeiro suponha U invariante.

Devemos mostrar que ¢o;(Co(U) N Dy-1) C Co(U) Vt € G.

Mas Co(U)NDi-1 = Co(U)NCo(As-1) = Co(UN A4-1) pela proposigio
1.49.

Assim, vamos mostrar que a;(Co(U N As-1)) C Co(U)

Seja f € Co(U N Ap-1).

Entdo ou(f) = f o hy-1 € Co(U), pois

_ E continua jé que oy é a composicdo de duas fungdes continuas.

- Dado € > 0, como f € Cy(U N A-1), existe um compacto K contido
em U N A;-1 tal que para todo z € (UN A1)\ K, [f(z)| <€

Assim, hy(K) é compacto e hy(K) C U pois U € invariante.

Ainda, se £ € U \ h(K) entdo |ex(f)(z)] = |f(he-1(z)| < € pois

ht—l (SE) ¢ K

Portanto Cy(U) é invariante.

Agora, suponha que I é um ideal invariante.

Pelo Exercicio 3 capitulo 11 de [12], sabemos que I = Cy(U), onde U
¢é aberto.

Vamos mostrar que U € invariante, ou seja h,(U N A;-1) C U Vit € G.

Seja z € U N A4-1. Suponha que hy(z) ¢ U.

Como X é localmente compacto, por [15], pdgina 198, existe uma, viz-
inhanca compacta K de z, tal que K C U. Vamos chamar o interior de K por
int(K)

Pelo teorema de Urysohn, existe f € C(X) tal que f [z=1¢€ f |int(x)e=
0.

Note que f € Co(U).

Como I é invariante, a;(f) € I, ou seja, f o hy € Cy(U) Vt € G.

Em particular, f o k-1 € Co(U). Mas, note que

0= foh-1(lu(z)) = flz) =1
o que é um absurdo, proveniente da hipétese de que hy(z) ¢ U.

Proposicdo 5.19. Se V é um subconjunto invariante de X entdo V também é in-
variante.

Demonstragao:

Queremos mostrar que h(V N A,-1) CV Vs € G.

Seja v € VN A,-1. Entdo v € Ay-1 e v = limw;, onde v; € V.

Como A,-:1 é aberto, a partir de algum indice os v; tem que pertencer
a A,-1. Vamos entdo supor, sem perda de generalidade, que v; € A,-1.
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Agora notemos que h,(v) = h,(limv;) = lim h,(v;). Como V ¢ invari-
ante, temos que h,(v;) € V Vi e portanto hy(v) € V.

Proposicao 5.20. Um subconjunto V C X € invariante se e somente se seu com-
plementar também é.

Demonstragao:

Seja V um subconjunto invariante de X. Entéo hy(VNA,-1) CV Vs €
G.

Suponha que V¢ ndo é invariante. Entdo existemt € Gez € VS NA;—
tais que hi(z) € V.

Note que hy(z) € VNA; e como V é invariante temos que hs-1(he(z)) €
V. Mas hi-1(hi(z)) = = e portanto z € V o que é uma contradicgo.

Definigao 5.21. A ag¢do parcial 8 em X é minimal se ndo existem subconjuntos
abertos de X, 8 invariantes; a ndo ser § e X, ou equivalentemente se a agdo parcial
a em Cy(X) ndo tem ideais prdprios invariantes ngo triviais.

Observagao 5.22. Na definicdo acima, podemos substituir subconjuntos abertos de
X por subconjuntos fechados de X.

No préoximo capitulo estaremos interessados em mostrar que a acao
parcial proveniente do Hoddémetro, 4.15, é minimal. Para isto vamos precisar de
uma equivaléncia para o conceito de minimalidade através de érbitas. Vejamos:

Definicao 5.23. Seja 6 = ({Ai}iea, {Pt}iec) uma agdo parcial em X. A Orbita de
um elemento x € X ¢ definida como o conjunto

O(z) = {hs(z) : s € G e Ay-1 D z}

Proposicao 5.24. Uma agdo parcial § em X € minimal se e somente se O(z) €
densa em X para todo x € X.

Demonstracao:
Suponhamos que § é minimal.
Seja z € X. Vamos mostrar O(z) é invariante, isto é, hs(O(z)NA4-1) C
O(z) Vs € G. ‘
Seja hi(z) € O(z) N Ay-1. Entdo hy(z) € Ay N Ay ez € Apr.
Portanto ‘
T E ht—l(As—l N At) = A1 N Ag-14-1

Logo hs(h:(z)) = hst(z) e portanto pertence a érbita de z.
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Mostramos entdo que O(z) é invariante. Pela proposi¢do 5.19, O(z)
também é invariante. Como # é minimal segue que O(z) = X.

Suponhamos agora que O(z) é densa em X para todo z.
Seja V um subconjunto fechado invariante de X. Se V' # () entdo existe
zeV. '

Como V é invariante, O(z) C V e portanto O(z) CV =V,
Mas, por hipétese, O(z) = X e entdio X C V. Assim,

X=V

e 0 é minimal.

Lema 5.25. Seja I ideal fechado de A %, G. Entdo ANI< A € invariante.

Demonstracao:

Queremos mostrar que ag(ANIND,-1) CANT Vge G

Sejaae ANI. (a=ade)

Vamos mostrar que se a € Dg-1 entdo ay(a) € AN L.

Sejam u; uma aproximagdo da unidade em D, e v; uma aproximagao
da unidade em D,-1.

Note que (u;dy)(ade)(vjdy-1) € AN

Ainda, (u;0,)(ade)(vjd,-1) = arg(0rg-1(ui)a)dgv;d,-1

= (uiatg(a)dg)vidg-1 = aglarg-1(uivg(a))v;]de

= ujo(a)oy(vj)d. € ANT

Assim, lim;_, oo im;_, o0 w0 (@) (v5)de € ANT.

Mas im;_yo0 im0 uitg(a)otg(v5)de = limj_yo0 g (av;)de
= ay(a)de.

Portanto, ay(a) € ANI.

Observagao 5.26. No lema acima, quando falamos de A, usamos a indentificacdo
A = AS,.

Corolario 5.27. Se uma agdo parcial é topologicamente livre e minimal entdo o
produto cruzado reduzido associado € simples. '

Demonstracao:

Seja I um ideal fechado de Cp(X) %, G.

Pelo lema 5.25, I N Cy(X) X, G é invariante e como a agdo é minimal,
INCy(X) %, G = {0}.

Logo, pelo teorema 5.16, temos que I = {0}.
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Capitulo 6

Aplicacoes dos Resultados do
Capitulo Anterior para alguns
casos particulares

Sejam X um espago de Hausdorff compacto, ¢ um homeomorfismo em
B:C(X) —» C(X)

f = fool
Vamos definir uma ag¢do do grupo dos inteiros Z em C(X) por

X, 0:X — X e 8 um automorfismo em C(X) definido por

a:Z — Aut(C(X))
n — "

Agora podemos construir C(X) x, Z.
Nosso objetivo é mostrar que se (X, o) é topologicamente livre e mini-
mal, entdo C(X) %, Z é simples.

Definicao 6.1. (X, o) € topologicamente livre se o conjunto F, = {z € X : "z = z}
nao contem ponto intertor para todo n.

Definicdo 6.2. (X,0) € minimal se e somente se VF C X, F fechado, invariante
por o (isto é, o(F)=F), entio F =0 ou F = X.

Vamos agora, considerar ¢ como uma agao parcial § de Z em X onde
A,=XVneh,=0c"VnelZ.

Proposicao 6.3. Suponhamos que (X, o) seja topologicamente livre e minimal. Entdo
0 é topologicamente livre e minimal conforme as definicdes 5.13 e 5.21 do capitulo

anterior.
Demonstracao:

E claro que se (X, o) é topologicamente livre entdo § é topologicamente
livre.

Agora suponha que (X, o) é minimal.
Seja U um aberto invariante de X conforme a definigdo 5.17.
Observe que hp,(UN A_p) = ho(UNX) = h,(U) Vn € Z.
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Entdo, como U ¢ invariante, temos que h,(U) C U Vn € Z. Em
particular, h_,(U) C U, o que implica que U C hn(U). Logo h,(U) =U Vn € Z.

Finalmente, note que h, (X \ U) = X\ h,(U) = X\ U. Logo, X\ U é
invariante por h,, para todo n € Z e como (X, o) é minimal, temos que X\ U = 0 ou
X\U=X.

Assim, U =0 ou U = X.

|

Podemos agora utilizar os resultados do capitulo anterior, para a agao
parcial proveniente da agdo € como no exemplo 4.4. Observe porém, que nossos
resultados sdo para o produto cruzado reduzido e para Cp(X).

Como estamos interessados no caso em que X é compacto, temos que
Co(X) = C(X). Vamos mostrar que o produto cruzado reduzido C(X) x,Z é isomorfo
ao produto cruzado C(X) % Z e portanto os resultados do capitulo anterior podem

realmente ser aplicados para C(X) x Z. Para fazer esta demonstragdo, precisamos
primeiro da seguinte proposicio:

Proposicao 6.4. A esperanca condicional E € fiel em A X Z, onde A é uma C*-

algebra.
Demonstragao:
Seja a € A x Z tal que E(a*a) = 0 e seja ¢ um funcional positivo em
A XZ.
Utilizando as notagdes do apéndice e lembrando a defini¢cdo 7.12, temos
* 1 27—
que E(a*a) = 5- |, e (a*a) df e portanto,

o=u( [ @) ar) = [ v(Ewe) @) @

o que implica que 14’(&:5 (a*a)) = 0 V6, pois ¥ é um funcional positivo (¥(a*a) >
0 Va).

Para § = 0 temos que ¥(a*a) = 0 para todo funcional positivo. Pelo
teorema 12.39 da pédgina 336 de [12], existe um funcional positivo ¥ em A x Z tal
que ¥(a*a) = ||a||?>. Cotho ¥(a*a) = 0 segue que a = 0.

Proposicao 6.5. Se A é uma C*-algebra entio existe um isomorfismo entre A X Z
e A X, Z.

Demonstracao:
Do capitulo anterior, temos um homomorfismo sobrejetor

0:AXZ5HAX,Z

Vamos mostrar que ¢ injetor e portanto ¢ é um isomorfismo. Lembre
que E é definido como E = E, o ¢.
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Seja b € A x Z tal que ¢p(b) = 0. Entdo

0 = E(p(0)"p(b)) = E.(p(b°d)) = E(b*b)-

e pela proposi¢ao anterior b = 0.

Podemos agora enunciar a

Proposicao 6.6. Se (X,0) € topologicamente livre e minimal e o é a agdo prove-
niente de o como no inicio do capitulo, entdo o produto cruzado C(X) X oZ associado
¢ simples.

Demonstracao:
Segue diretamente dos resultados acima e do coroldrio 5.27.

Voltando ao exemplo 4.14, onde X = {1,2,..,n}, A_; = {i € X :
i +Jj € X} e hj(i) =i+ j, se mostrarmos que a agdo parcial § = ({As}iea, {Pe}icc)
¢ topologicamente livre e minimal, conforme as defini¢cdes 5.13 e 5.21, entdo pelo
corolério 5.27, C(X) X, Z é simples e pela proposi¢do 6.5 C(X) X, Z = C(X) x Z =
M, (C). Vejamos: '

Proposigao 6.7. Nas notagées do exemplo 4.14 a agdo parcial 0 = ({As}eq, {he}tec)
€ topologicamente livre e minimal.

Demonstracao:

Note que F; :={z € Ap-1: liy(z) =2} =0 Vt € Z)\ {e} e portanto §
é topologicamente livre.

Agora, seja U = {i,...,7} um subconjunto de X tal que U # X. Seja
k ¢ U. Entdo hy_;(j) = k e portanto U ndo ¢ invariante. Observe que A;_; = {i €
X:i—j+ ke X} eportanto j € Aj_.

Logo nio existem subconjuntos invariantes de X e 8 é topologicamente
livre.

.
Proposicdo 6.8. A agdo parcial 8 = ({Ai}ica, {hi}icc) no ezemplo do Hoddémetro,

4.15, € topologicamente livre e minimal. Portanto o produto cruzado associado €
simples.

Demonstragao:

E claro que 6 é topologicamente livre.

Para mostrarmos que f é minimal vamos usar a proposi¢do 5.24, ou
seja, vamos mostrar que O(z) é densa em X para todo z € X.
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Lembre que os elementos de X sdo da forma z = (z1,..., s, ...) onde
z; = 0ou z; =1 e pelo feito na proposi¢io 4.16, sabemos que uma vizinhanga V de
z é da forma :
V={yeX:y=1z;; i=1.n}

Seja z € X. Vamos entao mostrar que sua drbita é densa.

Seja z € X outro ponto qualquer de X esejaU={y € X:y; = 2;; 1 =
1..n} uma vizinhanga qualquer de z.

Queremos mostrar que existe um elemento da dérbita de z que pertence

aU.
Aplicando h~! sucessivamente em z (fazendo o hoddémetro voltar ao
zo=1(0,...,.0 ,Tpy1,... )
passado), podemos voltar ao ponto 0= (0, e T ) , Ou seja,
0 j<n
(z0); = { .
z; ] >n

Agora, fazendo o hodémetro andar para frente, ou seja, aplicando A
sucessivamente em z, um numero finito de vezes, conseguimos um ponto da 6rbita
de z que pertence a U.
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Conclusoes

O resultado central da nossa dissertagdo de mestrado nos diz que se
uma acio parcial é topologicamente livre e minimal, entao o produto cruzado reduzi-
do associado ¢ simples. Agora, sabendo que o produto cruzado reduzido associado é
simples, o0 que podemos dizer sobre a agao parcial? E f4cil mostrar que ela é mini-
mal, veja por exemplo [8], porém, mesmo no caso particular de uma agdo global, ndo
podemos afirmar se ela é topologicamente livre ou ndo. Este é apenas um exemplo
da dificuldade que temos para afirmarmos alguma coisa de interesse sobre a agéo
parcial que originou o produto cruzado reduzido. Portanto, a tarefa de obtermos
resultados sobre o produto cruzado reduzido associado a uma agao parcial, que pos-
sam ser ”traduzidos”em resultados sobre a acdo parcial € um problema em aberto e
muito interessante.

Também é interessante sabermos quando o produto cruzado reduzido
de uma C*-algebra A por um grupo G é isomorfo ao produto cruzado. Como vimos no
capitulo 6, isto estd diretamente ligado ao fato da esperanca condicional E ser fiel ou
nao, o que conforme visto no apéndicé, depende do grupo G. A propriedade do grupo
'G de induzir uma esperanca condicional fiel ou ndo chamamos de amenabilidade. As
questdes sobre amenabilidade de grupos surgiram naturalmente, porém estas nio
foram o objeto do presente trabalho, ficando seu estudo adiado para o futuro...

Finalmente, concluimos que nao é ficil utilizarmos a relagao entre a
teoria de sistemas dindmicos e C*-algebras, mas quando obtemos resultados, eles sao
recompensadores. Ainda, como esta é uma 4rea relativamente nova, ainda temos
muito o que estudar...
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Apéndice - A Construcao de £ na
forma integral

No capitulo 6 foi necessario utilizarmos uma construgao de E que ndo
havia sido introduzida antes. Neste apéndice, faremos esta construgao de E em A X Z,
onde A é uma C*-algebra e Z é o grupo dos inteiros. :

Seja z € {z € C: |z| = 1} = S'. Defina

6{: : ll(Z,A) — ll(Z,A)
DR S A SN Ay

Proposicdo 7.9. &, € um automorfismo para todo z € S*.

Demonstracao:

Sejam a = Zanén eb= andn. Vamos denotar [@;(a)]x como a
—00 -0
coordenada k de o;(a).

o a;(a)az(b) = a:(abd)
Note que

[0z (a)az ()] = X ezlez(@)lnom([@E(0)]k-n) = Yonez 2" Anom (25 " be—n)

=Y ez 22 000 (Bk—n) = ez 27 On 0t (Br—n)

Por outro lado
[ (ab))x = 2°(ab)y = 2° Z A0 (bg—n)

neZ
o o;(a)" = z(a’)

Observe que
[@:(a)" )k = ex([@:(a)]7x) = ax((z7Fak)*) = aw(z7F(a-k)") = cx(z*(a-k)")

Por outro lado,

e [l2z(a)ll = lla|

@@l = lIz"aall = Y l2Mllall = Y llanll = al

neZ neZ nez
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e 0, é sobrejetora,

Seja b= bnd, € L(Z,A).

—0o0

oC
. Tome a = Z 2 "bp6,. Note que a € [1(Z, A), pois

— 00

lall = > llz"all = > |26l = D _ lIBa]l = [1b]] < o0

nez nez neZ
E claro que a;(a) = b
n

Queremos estender @, para A X Z. Se i é a inclusio de [1(Z,A) em
A xZ, entdo i0a;, é um homomorfismo contrativo e pela proposi¢éo 1.11 existe unico
*_homomorfismo c; tal que o diagrama abaixo comuta:

(2, A) 2w 1,(Z,A) —— A X Z

—

%

Ax7

Nosso préximo passo é mostrar que ¢, é um automorfismo em A x Z
e que a aplicacao
St — aut(AxZ)
Z =

¢ um homomorfismo. Vejamos:

Proposicao 7.10. o, 0 0y = O,y € 1 = Ipxz

Demonstracao:

Seja a = Zanén pertencente a [;(Z, A). Entédo
nez

Tz © Gy (a) = &, (1 0 & (X anbn)) = & (i(3 wanbyn))
=100;(Y. whandn) = i(D_ 2"w"and,) = i(D_(2w)"andys)

= ioa,y(a) = tyla)

Portanto, @, o &y (a) = 05y (a) para todo a € [;(Z, A) e como ll(Z A)
é denso em A X Z, temos que @, © 0,(a) = 0p(a) em A X Z.

Agora, note que @;(a) = io@j(a) = i(a) para todo a € [,(Z, A). Logo,
como [,(Z,A) é denso em A % Z, temos que o7 = ] em A % Z.
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Finalmente, observe que o, o&,-1 = a; = I e analogamente &,-100, =
I. Assim, o, é bijetora e portanto é um automorfismo.

Estamos prestes a definir E na sua forma integral, mas antes pre-
cisamos de mais uma proposicao,

- . St 5 AxZ |, )
Proposicao 7.11. Para todo € A X Z, a funcdo : = o) € continua.
Demonstragao:

N .
Seja a € A X Z um elemento da forma Zanén. Observe que a é um
~-N

somatério finito e a;,(a) = Zz 0O
Portanto, a aphcagao z — az(a) é continua para todo a pertencente a
N

AZ, o conjunto das somas finitas da forma Z @n0n, que é denso em [, (G, A). Como
-N
1;(G, A) é denso em A XZ, temos que AZ também é denso em A X Z e pela proposicdo

1.24 segue que a aplicagdo z — o, (z) é continua para todo z € A x Z.
|
Vejamos a definicdo de E na forma integral:

Definicao 7.12. Seja A uma C*—algébm. Defina F de AXZ em A XZ no elemento
z € A XZ por

1 27!' o
F(z) = 5;/0 Qg (z) d
Falta apenas verificar que F' coincide com o F definido em 5.4. Ve-
jamos:

Proposicao 7.13. Se A é uma C*-algebra entdo a aplicagéo F de AXZ em AXZ
definida acima, € igual a esperanga condicional E definida em 5.4.

Demonstragao:
Primeiro note que F' é continuo, pois

1F @ = [ IEs@l do= o [ el o = |

2

Observe que nos elementos da forma a,8, € A X Z, F' age da seguinte

forma:
F(anb,) = & [27 0o (anbn) 6 = & [ G (ans) df
be n=0
1 1110 n& dg___ 2T _ing d9 — ‘ae e
0 a ( f € ) {0 n ?é 0
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Logo, F(Zandn) = a¢d, € portanto F = E em [,(Z,A). Como
nez
1,(Z,A) é denso em A X Z, segue que F = E em A x Z.
| u

Observacao 7.14. A construcao de E descrita acima pode ser generalizada para
um grupo discreto abeliano G.
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