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“A verdadeira lógica deste mundo está no cálculo de probabilidades ”

James Clerk Maxwell

“Right at the start we have to make a statement which you 

are certanly familiar with. But is necessary to repeat it again and again. It is that science 

does not try to explain, nor searches for interpretation but primarely constructs models. A 

model is a mathematical construction, which supplemented with some verbal explanation, 

describes the observed phenomena. Such a mathematical construction is proved if and only 

if it works, that is it describes precisely a wide range of phenomena. Furthermore it has 

to satisfy certain aesthetic criteria, i. e. it has to be more or less simple compared to the 

described phenomena. ”

J. Von Neumann
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R esum o

Neste trabalho estudamos os estados estacionários de um modelo de Ising cinético fer­

romagnético com spins mistos a — 1/2 e S  =  1. Para uma melhor compreensão do modelo 

estudamos inicialmente o problema para um único spin a  ou S  em contato com um banho 

térmico. Em seguida, consideramos o modelo de Ising com spins mistos em duas sub-redes, 

e determinamos a evolução temporal para a probabilidade dos estados do sistema. Uti­

lizamos duas taxas de transição que competem entre si: uma associada ao processo de 

Glauber que descreve a relaxação do sistema através da mudança de estado de um único 

spin em cada instante, e outra, associada à mudança simultânea de estado de um par de 

spins vizinhos mais próximos, que simula a absorção de energia pelo sistema. Utilizando 

a aproximação de pares dinâmica, determinamos a evolução temporal das magnetizações 

de sub-rede e das funções de correlação entre primeiros vizinhos. Encontramos o diagrama 

de fases para os estados estacionários do modelo, e mostramos que ele exibe duas linhas 

de transição de fases contínuas: uma separando as fases ferrimagnética e paramagnética, e 

outra separando as fases paramagnética e antiferrimagnética.



A bstract

In this work we have studied the stationary states of a kinetic Ising model with mixed 

c  =  l /2  and S  — 1 Ising spins with ferromagnetic interactions. For a better understanding 

of the model we first considered the a  and S  single spin problem in a heat bath. Next, we 

considered the mixed spin Ising model in two sublattices and we found the time evolution for 

the probability of the states of the system. We employed two transition rates which compete 

themselves: one associated with the Glauber process, which describes the relaxation of 

system through a single spin flip in a unit of time, and the other, associated with the 

simultaneous flipping of a pair of neighbor spins, which simulates the input of energy into 

the system. Using the dynamical pair approximation, we determined the equations of 

motion for the sublattice magnetizations and for the correlation functions between first 

neighbors. We found the phase diagram for the stationary states of the model, and we have 

shown th a t it exhibits two continuous transition lines: one line, between the ferrimagnetic 

and paramagnetic phases, and the other, between the paramagnetic and antiferrimagnetic 

phases.
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Capítulo 1

Introdução

Nesta dissertação estudamos um modelo de Ising numa rede com spins mistos fora do 

equilíbrio termodinâmico. Derivamos as propriedades termodinâmicas do sistema para os 

estados estacionários na aproximação de campo médio e na aproximação de pares dinâmica. 

A evolução dinâmica do sistema é governada pelo processo estocástico de Glauber [l], onde 

em cada instante de tempo apenas um spin muda sua orientação devido ao contato do 

sistema com o banho térmico. No capítulo 2 descreveremos esse processo para spins a — 1/2 

e S =  1.

No capítulo 3 estudaremos uma dinâmica que simula a injeção de energia no sistema: 

assumiremos que o sistema pode absorver energia toda vez que um par de spins vizinhos 

mais próximos mude de configuração. Se as dinâmicas que envolvem transições de um  e dois 

spins ao mesmo tempo competem entre si, poderemos observar o interessante fenômeno da 

auto-organização.

1.1 Sistem as fora do equilíbrio

0  estudo de sistemas fora do equilíbrio termodinâmico tem-se mostrado de grande in­

teresse em vários ramos das ciências naturais e até mesmo nas ciências sociais tais como:



Física, Química, Biologia, Economia e Sociologia [2, 3, 4]. Existe uma gama de sistemas 

fora do equilíbrio termodinâmico que vêm sendo estudados recentemente com o objetivo de 

descrever vários fenômenos de interesse tais como reações químicas, catálises heterogêneas, 

dinâmica de populações, processos de ordenamento, etc.. Os sistemas fora do equilíbrio 

ainda se encontram numa fase de poucas certezas, porque ainda não foi possível desen­

volver uma teoria que descreva os fenômenos associados a esses sistemas de uma forma 

unificada, como ocorre para os sistemas em equilíbrio onde se teve um avanço muito grande 

usando a teoria de Gibbs.

Um problema crucial para descrever um sistema fora do equilíbrio está no fato de não 

conhecermos a priori a distribuição de probabilidades do estado estacionário, ao contrário 

dos sistemas em equilíbrio, onde esta é dada pela distribuição de Boltzmann. Um fator 

primordial na evolução dinâmica para sistemas em equilíbrio está relacionado com o fato 

de que as taxas de transições obedecem ao princípio da reversibilidade microscópica com 

respeito a um determinado Hamiltoniano.

Esses sistemas fora do equilíbrio termodinâmico apresentam em geral transições de fases 

muito parecidas com as transições de fases contínuas observadas nos sistemas em equilíbrio; 

por isso, também exibem algumas particularidades comuns aos sistemas em equilíbrio como 

a existência de pelo menos um parâmetro de ordem, correlações de longo alcance, e singu­

laridades caracterizadas por um conjunto de expoentes críticos.

Mesmo assim, ainda existem muitas questões em aberto com relação à natureza das 

transições de fases em temperaturas finitas nesses sistemas, principalmente quanto à clas­

sificação desses sistemas numa classe de universalidade como aquela que ocorre com os 

sistemas em equilíbrio termodinâmico.

No estudo das transições de fases em sistemas fora do equilíbrio termodinâmico são
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empregados vários métodos aproximativos e computacionais tais como: teoria de campo 

médio, aproximação de pares, teoria do grupo de renormalização, expansões em séries e 

simulações de Monte Cario, sendo que dentre estes o mais poderoso é aquele que emprega 

simulações computacionais, embora sempre que possível os métodos analíticos se fazem 

necessários.

Nesta dissertação empregamos um método analítico que é a aproximação de pares 

dinâmica no estudo da cinética do modelo de Ising misto. Esse sistema está sujeito a 

duas dinâmicas, que competem entre si: enquanto uma simula o contato do sistema com 

um banho térmico à tem peratura fixa, através da mudança do estado de um único spin 

em cada instante de tempo, a outra simula um fluxo de energia sobre o sistema, com a 

mudança simultânea de dois spins, originando assim uma situação de não equilíbrio.

1.1.1 Competição entre dois processos estocásticos

Vamos agora descrever a evolução dos estados de um sistema quando este está sob a 

influência de duas dinâmicas que competem entre si, provocando transições estocásticas 

nesse sistema. Estas transições podem ser devidas ao contato do sistema com um banho 

térmico a uma tem peratura fixa, ou quando este recebe um fluxo de energia que privilegia 

os seus estados de mais alta energia, provocando assim uma competição entre a tendência 

de relaxar para os estados de equilíbrio termodinâmico e aquela de aumentar a energia.

A combinação desses dois processos referidos anteriormente obriga o sistema a evoluir 

para um estado estacionário de não equilíbrio que pode diferir de um estado de equilíbrio.

Tomé e de Oliveira [5] investigaram a competição de duas dinâmicas num modelo de 

Ising ferromagnético, no qual o sistema é governado por dois processos estocásticos sendo 

um deles o de Glauber (spin flip) [1], que ocorre com probabilidade p, em que os estados do
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sistema evoluem no tempo devido à inversão de um único spin de cada vez, em conseqüência 

do contato do sistema com um banho térmico a uma tem peratura fixa. 0  outro processo 

é governado pela dinâmica de Kawasaki (spin exchange) [6] em que os estados do sistema 

evoluem devido à troca entre spins vizinhos antiparalelos, o que simularia um fluxo contínuo 

de energia sobre o sistema, e que ocorre com probabilidade (1 — p). Eles construíram o 

diagrama de fases do modelo e observaram o surgimento do fenômeno de auto-organização. 

Este fenômeno é muito observado e estudado em outros sistemas fora do equilíbrio [2, 3].

Eles mostraram que, se aumentarmos o fluxo de energia para dentro do sistema, ele 

evoluirá continuamente de um estado ferromagnético para um estado paramagnético, e se 

continuarmos a aumentar ainda mais o fluxo de energia o sistema se auto-organizará em uma 

fase antiferromagnética. Investigamos neste trabalho a competição entre duas dinâmicas 

no modelo de Ising misto ferrimagnético: a primeira delas é similar à citada anteriormente, 

ou seja, é do tipo de Glauber, que ocorre com probabilidade p, e a segunda é semelhante 

à usada por Tomé e de Oliveira no estudo de sistemas ferromagnéticos, só que aqui ocorre 

a mudança simultânea de um par de spins vizinhos mais próximos, com probabilidade 

(1 — p). A semelhança se dá porque em ámbos os modelos favorecemos a absorção de energia 

pelo sistema sempre que mudamos simultaneamente um par de vizinhos mais próximos; 

entretanto, em nosso modelo não haverá conservação do parâmetro de ordem.

1.2 Sobre o m odelo

Em 1925 Ising [7] propôs um modelo simples para investigar o ferromagnetismo, obtendo 

sucesso somente para o modelo em uma dimensão, que não apresenta qualquer transição 

de fases. Apesar de se tra ta r de um modelo simples, a sua solução em duas dimensões 

não é trivial. Em 1944 Onsager [8] obteve a solução exata para  o modelo de Ising em



duas dimensões (a campo nulo), sendo este caracterizado por uma transição de fases a 

temperatura finita. O modelo de Ising em três dimensões não possui solução exata, só 

podendo ser estudado utilizando métodos aproximativos. A sua simplicidade faz com que 

este modelo seja muito estudado principalmente na investigação de fenômenos cooperativos.

O estudo da dinâmica deste modelo foi feito por Glauber [1] em 1963, que apresentou 

uma descrição estocástica para a dinâmica do modelo, ou seja, como este é um modelo 

que não possui uma dinâmica intrínseca, postulou uma dinâmica que satisfaz o princípio da 

reversibilidade microscópica para a evolução do sistema em direção aos estados de equilíbrio.

No modelo de Ising temos um conjunto de spins que representa um sistema de partículas 

interagentes e localizadas nos sítios de uma rede, podendo suas variáveis assumir apenas dois 

valores. Os valores assumidos por essas variáveis estão associados às possiveis orientações 

do spin: para cima (+1), e para baixo (-1). Assim, o espaço de estados do sistema de spins 

é representado de uma forma geral pelo conjunto de 2N estados {a} =  {cr1,<j2, . . . , 07^}, 

ai =  ±1, sendo N  o número de pontos da rede. Em alguns casos, permitimos que em 

cada ponto da rede 3 ou mais estados sejam possíveis, como por exemplo as 3 componentes 

S z do spin S  = 1. Neste caso, representamos o conjunto de 3N estados possíveis por

{5} =  {‘S'i,<S'2, . . .  , S N},.Si = 0, ± 1.

O modelo que estudamos nesta dissertação é o modelo de Ising misto, com interações 

ferromagnéticas numa rede quadrada. A rede quadrada é dividida em duas sub-redes in- 

terpenetrantes, uma ocupada com as variáveis de spin que podem assumir dois valores, e a 

outra com as variáveis de spins que podem assumir três valores. A sub-rede 1 é constituída 

apenas de spins a = 1/ 2, cujas componentes são dadas por a  =  ± 1, e a sub-rede 2 por 

spins S  — 1, cujas componentes são dadas por S  =  0, ± 1. Os estados deste sistema são 

representados por {a, S}  =  {aí} cr2, • • • j S i , 52, . . . ,  SV}, ou seja, por um conjunto de 6^
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estados possíveis.

Este sistema é relevante para o entendimento, por exemplo, de certos bimetais molecu­

lares ferrimagnéticos que estão sendo atualmente sintetizados por vários grupos experimen­

tais na procura de um material cristalino estável, com um momento magnético espontâneo 

em baixas temperaturas [9]. As propriedades magnéticas desse modelo de Ising misto têm 

sido estudadas por vários métodos, tais como: expansões em séries de altas temperaturas 

[10, 11], grupo de renormalização [12], teoria efetiva de campo médio [13], simulações de 

Monte Cario e cálculo de matriz de transferência [14, 15]. Em todas essas situações apenas 

os estados de equilíbrio termodinâmico têm sido estudados.

Neste trabalho, vamos estudar alguns aspectos dinâmicos desse sistema, procurando 

pelos estados estacionários do modelo, obtidos a partir da evolução temporal da distribuição 

de probabilidade dos estados via equação mestra [16].

1.3 M étodo

Nesta seção descreveremos o método da equação mestra e as aproximações utilizadas 

para se resolver o problema.

1.3.1 Equação mestra

A equação mestra [16] descreve a evolução temporal da probabilidade dos estados do 

sistema, e é essencialmente uma equação de ganho e perda. Ela é escrita na forma

j t P(oc,t) = [-«> (a -» Oí')p(a,t) + w (a' -> a ) p ( a ' , t ) ] ,  (1.1)
{a}

onde p(o>,t) é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado a  no instante t, e {a} 

é o conjunto de todos os estados possíveis do sistema. w ( a  —> a!) representa a taxa de



transição, ou seja, a probabilidade, por unidade de tempo, de se ter um transição do estado 

a  para o estado a!. A unidade de tempo é tomada como sendo igual a 1. Devemos ter 

sempre ^  p (a, t) = 1 q
{a.}

53  w (a  "a ') = 5 3  w (a  " 0L') ~
{a} {q'}

Para os problemas que envolvem os estados de equilíbrio termodinâmico, o estado esta­

cionário de equilíbrio é encontrado quando o lim p ( a , t ) =  peq(a), obtido impondo-se at—> OC

condição de balanço detalhado, ou seja, para cada termo da soma na eq. (1.1) teremos que

a') peg (a') ( .
w (a! —► a) peq (a) ’

sendo peg (a) a distribuição de equilíbrio de Boltzmann, que depende da tem peratura do 

banho térmico. Em geral, com exceção do modelo de Glauber em uma dimensão, devemos 

usar métodos aproximados para quebrar a hierarquia de equações derivadas da equação 

mestra. Neste trabalho utilizamos a aproximação de campo médio e a aproximação de 

pares.

1.3.2 Aproximação de campo médio

A solução analítica do modelo de Ising bidimensional encontrada por Onsager requer um 

tratamento matemático bastante sofisticado, e por isso é comum mesmo para sistemas em 

equilíbrio se utilizar métodos aproximativos para a determinação de algumas propriedades 

críticas de modelos desse tipo.

A aproximação mais simples utilizada é a aproximação de campo médio. A idéia con­

siste em isolar um dado spin do sistema e assumir que todos os outros spins atuam  como 

um campo magnético médio que interage com o spin fixado. Esta aproximação exclui os



efeitos de flutuações que se estendem fora do comprimento de escala associado com a célula 

fixada da rede. O método inclui somente as flutuações que ocorrem na célula fixada, o que 

na realidade envolve somente uma partícula. O método é bem sucedido em reduzir o prob­

lema da mecânica estatística de muitos corpos naquele de um único corpo. Procedimentos 

deste tipo não são exatos, mas muitas vezes eles podem ser muito úteis. Eles são menos 

corretos, naturalmente, para sistemas próximos do ponto crítico, onde a cooperatividade 

nas flutuações se estendem até grandes distâncias. 0  método é interessante para descrever 

especialmente propriedades termodinâmicas na região de altas temperaturas, onde se espera 

que não haja mais correlações entre spins vizinhos mais próximos.

Para melhorar os valores dos acoplamentos críticos existem aproximações de campo 

médio mais sofisticadas. Estas são feitas quando fixamos mais de um spin, como por 

exemplo quando fixamos um par de spins vizinhos mais próximos, e consideramos o restante 

da rede como sendo um campo médio efetivo, que interage com este par. Esta aproximação 

reduz o problema da mecânica estatística de muitos corpos ao problema de dois corpos, 

e considera apenas as flutuações locais a nível do par de partículas, mas negligencia as 

correlações entre spins mais distantes.

No capítulo 2 aplicamos a aproximação de campo médio ao modelo de Ising com spins 

mistos, e determinamos o comportamento das magnetizações de sub-rede em função da 

temperatura.

1.3.3 Aproximação de pares
)

No estudo do modelo de Ising misto cinético utilizamos a aproximação dinâmica de 

pares, que é uma aproximação melhor que a de campo médio. Na aproximação de campo 

médio temos que a probabilidade p  (a , t.) é expressa como um produto das probabilidades de
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um único spin p (ai, t), ou seja, a probabilidade de que o i-ésimo spin assuma o valor <T;, no 

instante t, independe dos valores assumidos pelos demais spins da rede. Já na aproximação 

de pares dinâmica essa probabilidade é expressa em termos das probabilidades de pares de 

spins vizinhos mais próximos p  (a*, Sj, t ) ,  ou seja, a probabilidade de que os spins nos sítios

i e j ,  no instante de tempo t, assumam os valores <Jt e Sj ,  independentemente dos valores 

assumidos pelos demais spins da rede. Utilizamos essa aproximação nos capítulos 2 e 3, no 

cálculo dos valores médios que aparecem nas equações de movimento das magnetizações de 

sub-redes, e das funções de correlação de pares. Isto nos permitiu determinar o diagrama de 

fases deste modelo, o qual apresenta duas linhas contínuas de transições fora do equilíbrio: 

uma entre as fases ferrimagnética e paramagnética, e outra, entre as fases paramagnética e 

antiferrimagnética.

9



C apítulo 2 

D inâm ica de Glauber para o m odelo  

de Ising com  spins m istos 

ferrom agnét ico

2.1 Introdução

No estudo dinâmico de um sistema, devemos conhecer a forma como ele, partindo de um 

estado de não equilíbrio, se aproxima do equilíbrio no decorrer do tempo, ao contrário dos 

sistemas termodinânicos no equilíbrio. Em geral estes sistemas não possuem uma dinâmica 

intrínseca, por isso é necessário impô-la de uma forma artificial.

Neste capítulo vamos estudar o comportamento dinâmico de um sistema de Ising misto 

ferrimagnético. Esse sistema está sujeito a uma dinâmica que simula o contato com um 

banho térmico a uma dada tem peratura, e relaxa através da inversão de um spin por vez. 

Essa dinâmica é descrita pelo processo estocástico de Glauber, onde o parâmetro de ordem 

não é conservado.

Para melhor se compreender esse sistema de spins mistos, constituído por spins a = 1/2 

e S  =  1, estudamos inicialmente as probabilidades para um único spin o =  1/2 e para u m
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único spin S  = 1. Em seguida, analisamos o comportamento para o sistema constituído 

por duas sub-redes interpenetradas de spins ff e 5  na aproximação de pares dinâmica. 

Determinamos os estados estacionários do modelo e calculamos a dependência do parâm etro 

de ordem com a temperatura.

2.2 E statística  dependente do tem p o para o m odelo  

de Ising com  spins cr e S  diferentes.

2.2.1 Spin livre (a = 1/2)

Vamos assumir neste modelo a interação de um único spin com um reservatório térmico 

à tem peratura T,  na ausência de um campo externo, onde o spin muda aleatoriamente seus 

valores entre a = 1 e a = — 1, com uma mesma probabilidade de transição por unidade de 

tempo, de um estado para outro. Como os estados são equiprováveis, devido à ausência de 

um campo externo, a probabilidade de transição, por unidade de tempo, deve ser a mesma 

na transição de um estado o  para outro a' e vice-versa. Vamos chamar esta probabilidade 

de a/2.  A probabilidade p (a, t), que é a probabilidade do spin estar no estado cr no instante 

de tempo t , é obtida utilizando-se a equação mestra [16]:

dp(a. t)  1 . , 1 . „
— ——  =  - - Q >.p(<r,t) + - a p ( - a , t ) .  (2.1)

Como a  =  ±1 temos um par de equações que descrevem a evolução temporal de cada 

uma das funções p (a  =  ±1,£), sendo que estas funções devem satisfazer à condição de 

normalização:

p ( M )  + p ( - M )  =  1. (2.2)
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Por conveniência, vamos escolher a função

mxit)  =  p ( l , t ) - p ( - l , t )

=  ] £  ap ( a>O . (2-3)
<T=±1

que é o valor esperado do spin em função do tempo, isto é, a (t) é uma função estocástica 

tendo valores <r =  ±1. Assim, temos que

rrn (t) = (a (t) ) . (2.4)

Multiplicando-se a eq. (2.1) por <r, e somando-se sobre os valores possíveis de cr, obtemos

drrii (t)
dt

-am-í ( t ) . (2.5)

Esta é uma equação diferencial de primeira ordem de fácil solução. A sua solução é uma 

exponencial decrescente, com um tempo de relaxação l / a ,  ou seja,

m i (t) = mi  (0) e~at. (2.6)

Das eqs. (2.2) e (2.3) podemos obter as probabilidades individuais p  (±1, t) :

v ( l , t )  =  |  [1 + m 1 (f)], (2.7)

Í > ( - M )  =  |  [1 — m-i (t)]. (2.8)

Então, podemos escrever de uma forma geral que:

P (<M) =  !  [1 +  (*)] • (2.9)
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2.2.2 Probabilidade para um sistema de N spins (<7 =  1/2)

Para um sistema de N spins localizados e interagentes a * do tipo Ising (a — ±1), na 

ausência de um campo externo, a probabilidade p (crj, . . . ,  ai}. . . ,  aN\t) de encontrar o sis­

tema de spins no estado <j =  {(Tj,. . . ,  «r»,. . . ,  cr^}, no tempo í, pode ser escrita na seguinte 

forma:

P (^1) • ■ ■ j i • • • i &N\ t) = y  ] ^ai,a'y "*> 0  > (2-10)
K}

onde . é a função delta de Kronecker que apresenta a seguinte propriedade: é igual a 1 

se <Tj =  o\ e 0 se cr* ^  —cr'. A soma na eq. (2.10) é sobre todos os estados possíveis dos spins 

a' =  {a[, <j '2, . . . ,  <JrN}- Os índices nas variáveis de spin denotam posições na rede; assim, i 

e j  indicam os vetores posição J\ e T j  dos sítios de uma rede cristalina. Introduzindo a 

representação da função delta.de Kronecker ôaua' =  |  (1 +  ^cr') na eq. (2.10), obtemos a 

seguinte identidade:

p(a1,...,eri, . .. ,aN;t) = ^  (X +  a' ai ) '' * (X +  ^ < 4 > P ( ^ í , - , ° k ;  0  • (2-H)
 ̂ {cr'}

Podemos definir algumas funções que representam os valores esperados das variáveis 

estocásticas a* (i) em fanção do tempo. Assim, o valor esperado de Oi (t ) é dado por:

mi = (<Ji (0 )

=  S oríP(°ri’ ---><r*>---’í7jvií) ’ (2-12)
M

onde a soma é sobre todas as configurações de spins da i'ede. Também podemos escrever

13



uma função para o valor esperado do produto dos spins at (/,) ak (t):

rik (t) = {(Ti (t ) (jfc (/.))

=  (2-13) 
M

Da mesma forma, podemos definir o valor esperado para os produtos de três, quatro, 

etc., spins da rede.

A probabilidade, eq. (2.11), pode ser escrita agora como uma expansão geral de seus 

momentos: das magnetizações e das funções de correlação envolvendo dois até N spins no 

tempo [l], onde a eq. (2.9) para um único spin é um exemplo trivial da expansão. Logo

p {ax, ..., (Ti,..., aN-t) = < 1+ Ví^ í  (t) +  <Ji<Jkr ik (<) +  •••>• (2.14)
1 { i i+k J

As probabilidades para um único spin, ou para um dado par de spins, são escritas na 

seguinte forma:

Pifa ,*)  =  E  P Íau - ■ ■ >aN , t ) , (2.15)

Pik{°iVk]t) = p{cr \T-■ , (2.16)
{a^aitak}

onde a soma na eq. (2.15) é feita sobre todas as variáveis de spins exceto para a variável 

(Ti, e na eq. (2.16) exceto para as variáveis (Ti e a  Se estas somas forem feitas usando-se 

a eq. (2.14) para p  (<7i,. . . ,  aN\ t ) teremos

Pi{vi,t) = ^ [ l  + (Timi(t)], (2.17)

Pik ((Ti, <rk\ t) = ^  [1 +  Oirrii (t) +  akm k (t) +  (Ji<rkrik (t)}. (2.18)

14



2.2.3 Spin livre (S  = 1)

Vamos considerar um único spin S  = 1 na ausência de um campo externo e em contato 

com um reservatório de calor à tem peratura T.  Para S  = 1, as componentes de spin podem 

assumir os valores 0 e ±1. Podem ocorrer as seguintes transições:

< 0 ' • 

o - lV /

Como não existe um campo externo sendo aplicado, estes três microestados são equipro-

váveis; então a probabilidade de transição, por unidade de tempo, de um dado estado para

outro qualquer deve independer dos estados considerados, e deve ser a mesma para qualquer

estado inicial e final. Vamos chamar esta probabilidade de transição de u.

Devemos achar as equações que determinam a evolução temporal de cada um a das

funções p (S = ±1, t) e p ( S  =  0,t), que descrevem a probabilidade de o spin estar no estado

/
S  no instante de tempo t. E claro que estas probabilidades devem estar normalizadas, isto 

é, em qualquer instante de tempo elas devem satisfazer a seguinte relação:

p ( S  = l , t )  + p { S  = 0,í) + p { S  =  —1, í) =  1. (2.19)

(i) evolução temporal de p (S  — 1, t):

Se o spin estiver inicialmente no estado S  =  1, então num instante posterior ele pode 

passar para os estados S  =  0 ou S  =  —1. Devemos ter uma contribuição de —2uip (5  =  1, t) 

para a quantidade mas, inicialmente, o spin pode estar no estado S  — Oon S  = — 1

e sofrer uma transição para o estado 5  =  1 nos dando a contribuição u>p (S = 0, t) +  

ujp(S = — l , í )  para a quantidade Obtemos a seguinte equação diferencial, para a
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evolução temporal de p (S = l , i ) :

dP<yS dt 1 ~  =bJ,P{S  = Q , t ) ^ o jp { S  = - l , i ) - % J p { S  = \ , t ) .  (2.20)

Podemos reescrever esta equação na  forma:

dP^ d t  =  u p ( S  = 0 , t ) + w p { S  = - l , t ) - 3 u > p { S  = l , t )  + wp{S = l t t)

= u - 3 u p ( S  = l , t ) .  (2-21)

Observamos que o fator 3 que aparece na eq. (2.21) é justam ente 25+1, com S  =  1, que é 

o número de estados acessíveis. É claro que devemos encontrar dp̂ ~ 0,t  ̂ =  oj — 3uip (S  — 0, t) 

e = u > -  3 ojp CS = - 1 ,  t).

(ii) evolução temporal de p (S  = 0 ,t):

Da mesma forma, podemos ter o estado inicial sendo S  — 0, e as transições possíveis 

são S  =  0 —► S  =  ±1 dando uma contribuição da forma —2a>p(S = 0,í); mas se o estado 

inicial for um dos S  = ±1 então ujp (S  =  1, t) +  u>p (S = — 1, t) contribui para o aumento de 

p (S  = 0, t). Assim:

dP ( S  °>^ =  cop(S =  l , í) + u p ( S  =  —l,i) — 2 up ( S  =  0, í)
(Lo

= u  \p (S = l , t )  + p (S = Q,t) + p (S = - l , t ) ]  -  3ujp(S = 0 ,t)

d p (S  = 0 ,t)
dt

=  u - 3 u p ( S  = 0 , t ) ,  (2.22)

como era de se esperar.

(iii) evolução temporal de p ( S  = — l , t ) :
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Usando as eqs. (2.19), (2.21) e (2.22), temos:

p ( S  =  1,1) +  p ( S  =  0 , t ) + p ( S  = —1,0 = 1,

dp (S = — 1, t) d p (S  = 0, /) dp (S = 1, t) 
dl dl dl

logo

ou

como era esperado.

Então podemos escrever de uma forma geral que

(2.23)

— ~ dt M - =  - 2 "  +  3u, [1 -  p (S = - 1 ,  í ) ] , (2.24)

—  S  d t ~ -—  = u  -  3wp(S = - l , t ) , (2.25)

+  3 u j p ( S , t ) = u ,  (2.27)

dt

ou

dp (S, t) 
dl

que é uma equação diferencial linear de primeira ordem não-homogênea, fácil de se resolver. 

A equação homogênea associada a esta é

^ ^ - + 3 o j p ( S , t )  = 0, (2.28)

cuja solução é

ph (S, t) = po (S, t =  0) e“3a;í. (2.29)
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Uma solução particular é da forma pp (S, t) = c.ie,

3 ujcte = D =$■ cie =  - .
O

Logo, a solução mais geral é da forma

p  (S , t) =  po (S , t = 0) e 3wt +  ^ ,

sendo que 5  =  0, ±1.

Se, por exemplo, o spin está inicialmente em S  =  0, então p (S = ±1,0) =  0 

p ( S  — 0,0) =  1, teremos:

0 — Po (S — 1, 0) +  -  =» po (S  — 1,0) — — - ,

0 Po (S  — —1, 0) +  -  =>- po (S  — —1,0) — —- ,  

1 = P o ( S  =  0,0) +  ̂ ^ p o ( S  =  0,0) =

e as equações de evolução temporal para as probabilidades são:

p ( S = l , í )  =  - j e - “  +  5,

P (S  =  0,Í) =  j e - 3" ' + i ,

p ( 5 = - l , í )  =  - i e - 3“' +  i

Podemos ver que

=  1 (-1 -1 +1) =  i ,
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como era de se esperar.

Podemos também calcular o valor esperado de S:

<s(t» = ZSpís.t)
s

= \p{S = l ,0)  + 0p(S  = 0 , 0 ) - p ( S  = - l t 0)] e -3“*

=  (S (0)) e~3íJt. (2.38)

2.2.4 Probabilidade para um sistema de N spins (S =  1)

Vamos agora considerar um sistema de N spins S  — 1 localizados e interagentes, cujas 

componentes são S  =  0,±1,  na ausência de um campo externo. O conjunto de va-lores 

{ S i , Sn } designa um possível estado para o sistema, sendo estes estados não são neces­

sariamente equiprováveis, devido às correlações existentes entre os spins.

Consideremos o estado { S i,..., Si , .... S ^ } que ocorre com probabilidade p ( S \ , S f , ; t) 

no instante de tempo t. Da mesma forma que para os spins a  =  dbl, podemos escrever a 

seguinte equação para a probabilidade:

p ( S 1, . . . ,S i , . . . ,SN;t) = ^ 2  6Sl!s!l ---ôsi,si---ôsN,s'NP (S1! , S l , ..., S'N; t ) , (2.39)
{S'}

onde deve ser igual a um se Si =  S't e zero se Si 7̂  S[. Devemos então determinar a 

função delta de Kronecker para S  = 1.

D eterm inação da função S s .^s i

Para determinarmos esta função devemos expandi-la em séries de potências de Sl e S[ 

e calcular os seus respectivos coeficientes. Então, vamos escrevê-la na seguinte forma:

<5..,,; =  a  +  j8 (Si +  5 ')  +  7 (S f  +  S '2) +  6 (& S '2 +  f f t f )
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-fwSiS; + o (SiStf + o (s? + sf) + o  (s^f  + • • •, (2.40)

onde desprezamos na expansão termos de ordem superior ou igual à terceira ordem, porque 

para qualquer potência ímpar S fn+i = S fnSi — Si, e para qualquer potência par

c2n+2 _  c2n ç2 _  02
■

Portanto, se fizermos Si — 0 e S[ =  ü, ±1, encontraremos os valores de a, (3 e 7 , ou seja, 

a  =  l,/3 =  0 e 7 = - 1; assim a função delta fica na forma:

«**  = 1 -  (s? + s ? )  + í  (SiS? + SIS!) + + e (S iS tf . (2.41)

Considerando-se agora os outros valores de Si = ±1 determinamos 6,u  e 0. os quais 

tomam os seguintes valores: <5 =  0, u> = 1/2 e 9 =  3/2, e ficamos finalmente com a expressão:

4 ^ - l - ( S ?  +  S ? ) + í & S 5  +  §(ÍW>S)*. (2.42)

Somando-se sobre todos os valores de Si e S- temos

E  Ss„s[ =  3. (2.43)
Si,Si

Então podemos escrever os valores médios das variáveis estocásticas Si (í) e S f  (t) em 

função do tempo:

rrii(t) = (Si(t)) = Y / Sip ( S i , . . . , S i , . . . ,SN ] t ) , (2.44)
{s}

Qi(t) = ( S ? ( 0 )  = £  (2.45)
{£}

onde as somas são realizadas sobre todas as configurações dos spins.
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Da mesma forma podemos calcular as funções de correlação,

z* (i) =  {St (t ) Sk (t)) = E  S^ P  ( $ SW;  i ) ,
i s }

(0  =  (5? (t) S t  (0 )  = E  (Si, -  , í) •
{*•}

(2.46)

(2.47)

Assim, a probabilidade p  (<Si,..., ,S’j , ..., Sn ] t) pode ser escrita como uma expansão em 

ternios das funções de correlação de um, dois, três, etc. spins, ou seja,

£  {[i -  s? -  s;2 + is.s; + |s?sf] x • •

•■■x [ l - ^ - S S  +  i a ^  +  l & S S ] }  

* P  (*̂ 1) ■■■> ■ (2.48)

Expandindo a expressão anterior:

i -  E  E  S i $ k -  E  & ( * ) + E  (0

1 
+ 2

3 
+  2

E ^ w + 2

£  tf®  W +  5 E  s ? s » V  W
ij=k

+ (2.49)

onde apenas alguns termos da expansão são exibidos.

Vamos considerar o caso de um único spin, ou seja, Pi (Si, t). Podemos escrever que

ou ainda,

P i(S i , t )=  E  p ( S i , - , S N',t)

f t O M  = E  W t â » * )s 1.

(2.50)

(2.51)

21



e substituindo a eq. (2.42) na equação acima temos:

Pi (Si.t) = £  [i -  (s? +  s?) + ks; + 1 (&s;)2] p ( s ; , ‘ ) • (2-52)
5 ! J

Definindo-se alguns valores esperados, como nas eqs. (2.44) e (2.45), só que agora para 

um único spin Si, teremos:

m, (t) =  (S, (í)> = E  S>P‘ () . <2'53)s,

e

« W  =  t ó ( 0 ) = E S ? í M -  (2-54)
S i

Logo, a eq.(2.52), toma a seguinte forma:

Pi (Si, t) =  1 — S f  +  i s (mi (í) -  ( l  -  5 s ? )  ?i ( t ) . (2.55)

Note que pi (Si , t ) está normalizada,

J 2 P i ( S i , t )  = l. (2.56)
Sf

2.2.5 Par de spins a =  1/2 e S  =  1

Vamos considerar apenas um par de spins vizinhos <7 =  1/2, com estados a  =  ±1, e 
(

S = 1, com estados <S =  0, ± 1. A probabilidade de encontrarmos este par de spins num 

estado qualquer no instante de tempo t  é dada pela seguinte equação:

p (a, S ; í ) = E  S ^ . f s,s'P (&, S’; i ) , (2.57)
a ' , S '
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onde

<W' =  ^  (1 +  a a ) , (2.58)

6s,s> =  1 -  (S 2 + S'2) + ^ S S '  + \  (.SS')2 . (2.59)

Efetuando-se os produtos que aparecem na eq. (2.57), ficamos com a seguinte expressão 

para a probabilidade do par (a, S)  no instante t:

p(o,s-,t) =  i [ i  + <T(<T(t)) +  i s < s ( i ) ) - s 2 - ( s 2W)

+ § S2 (S 2 (í)) +  i a S  <ff (í) S  (í)> -  ffS2 (í))

- f f  (ff (t) S 2 (!)) +  ^ffS2 (ff (t) s 2 (t)) (2.60)

Esta probabilidade também está normalizada, ou seja, se somarmos sobre todos os 

estados do sistema, em qualquer instante de tempo, ela satisfaz a seguinte relação:

£ p ( < r , S ; t )  =  1. (2.61)
<r,S

Os valores esperados que aparecem na eq. (2.60) têm a seguinte forma:

m i (t) = (a (t)) =  £  ap (a, S ; t ) , (2.62)

m 2 (t ) = {S(t)) = J 2  Sp (a, S \ t ) ,  (2.63)
{<7,S}

í ( i )  =  (.S2 (<)) =  E  S ' p f r S i t ) ,  (2.64) 

R  (t) =  (ff (t) S  (í)> =  E  (^ 5; i ) , (2.65) 

4l (í) =  (ff (t) S2 (t)) =  E  V&P (tf, S: i) ■ (2.66)
{ cr,S}
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Assim, a eq. (2.60) pode ser escrita da.seguinte forma:

1 +  arrii (t ) +  \ s m 2 (t) -  S 2 -  ( l  -  q (t )

+ ^ a S R  (t ) -  a S 2m 1 (t) -  a ( l  -  ^ S 2 ĵ qx (t) . (2.67)

2.3 O m odelo

Consideremos um modelo de Ising ferromagnético em uma rede quadrada na ausência 

de campos externos e descrito pela Hamiltoniana:

H  = - J Y s  S í<Tj , (2.68)
(*.j)

onde a soma é feita sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos, sendo que Si pode 

assumir os valores (0,±1) e Oj os valores (±1). Cada spin S  tem somente spins do tipo a 

como primeiros vizinhos e vice-versa. O spin S  e a  pertencem a duas sub-redes interpene- 

trantes. J  é a constante de troca: se J  > 0 a interação entre os spins é ferromagnética, e 

se J  < 0 a interação entre os spins é do tipo antiferromagnética.

O contato com o banho térmico à tem peratura T  é simulado pela dinâmica estocástica 

de Glauber onde ou o spin <Jj ou St podem mudar de estado na unidade de tempo.

Para uma dada configuração dos spins p(a , t )  é a probabilidade de se encontrar, 

no instante de tempo í, os spins a — . . . ,  ctjv} em uma dada configuração. Assim, 

W g (<j  c/ )  é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transição do estado 

<t para o estado cr7, onde um dos spins <Tj pode mudar o seu estado de <Tj para —cr*. Da 

mesma forma, definimos Wg (S —»• S') como sendo a probabilidade por unidade de tempo 

de que um dado spin St possa mudar o seu estado para outro estado 5■. Finalmente, vamos 

supor que Wg (ct —+ cr', S  —>■ S ') represente a probabilidade por unidade de tempo para um
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dado par de spins primeiros vizinhos onde um ou outro spin pode mudar de estado.

2.3.1 Equação de movimento para a magnetização de sub-rede cr

A evolução temporal de p (a, t) é dada pela seguinte equação mestra:

cr'

+  E VM0-'-+cr)p(0- ' ,*)> (2.69)
a ’

onde W g {ff ff1) é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transição do 

estado a  para o estado a' no instante t, sendo que todos os spins {Si} da sub-rede S  não 

mudam de valor nesse instante.

Para o processo de Glauber que estamos considerando:

W q (ff ff) ^ 2,̂ 2 • • • • ■ - õ < T i (</), (2.70)
3=i

onde ujj (ff') é a probabilidade por unidade de tempo de se inverter o spin do sítio j ,  e para 

a qual adotamos a prescrição de Metropolis [21]

ojj (cr) = min [1, exp (—f3 A E j ) \ , (2-71)

sendo A E j  a variação na energia do sistema após invertermos o j-ésimo spin, e /? =  1 /k sT .  

Utilizando a condição de normalização:

£  {ff -  a') = £  WG {</-+<r) = 1, (2.72)
a '  a '
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a eq. (2.69) toma a seguinte forma:

d N
—p (cr, t) = - p  (cr, t ) +  Y s Y l  6° iK Sn ,<7' ■ • • <^,-<7' ■ • • [o ')p{o\  t ) . (2.73)

a' j=1

Fazendo-se a soma sobre a' no segundo termo da equação acima obtemos

d N
—p (a, t) =  - p  (a, t) +  J 2  (*) P &  t ) , (2.74)

onde ã  =  (crj, cr2, . . .  , —CTj, . . . ,  cr^) denota uma configuração de spins igual à configuração 

cr, com exceção do j-és imo spin o qual assume o valor —<Jj na configuração ã.

Definimos o valor esperado de um a função qualquer dos spins A  (cr) como:

(A(<r)) =52 A (ff)P (<*>*)■ (2-75)
<7

Utilizando as eqs. (2.74) e (2.75), podemos determinar a expressão para a evolução 

temporal de (A (cr)):

j  (A(a))  =  -  (A(a))  + J 2 T ,  A (°r) u}j ( ° ) p ( õ , t ) . (2.76)
a j=1

Podemos reescrever a equação acima mudando a soma no segundo termo da equação 

de uma soma em cr para uma soma na configuração na qual o j>-ésimo spin assume o valor 

—(Jj, então:

j  {A (a)) =  -  (A (cr)) +  £  (A (õ) u ,  M ) . (2.77)
3=1

Agora vamos escolher A  (cr) =  crfc, cujo valor esperado é (A (cr)) =  (a*) e,

<Tfc se 7 ^  k
A ( ã ) =  [ T

-<jfc se j  =  k

26



Podemos escrever a relação acima de uma forma mais compacta:

A (Õ) = ak -  2ak6jk. (2.78)

Substituindo a eq. (2.78) na eq. (2.77), obtemos

4  (o*) =  -  (tffc) +  £  (akUJi (ff)) _  2 £  (vkSjkWj (tf)) • (2.79)
at j=i j =i

N
Como X] (tf) =  1, podemos finalmente escrever que 

i=i

^  (tffc) =  - 2  (tffcWfc (tf)) • (2.80)

2.3.2 Equação de movimento para a magnetização de sub-rede S

A evolução temporal para a distribuição de probabilidade dos spins da sub-rede S  deve 

ser escrita na forma:

j tp(s,t) =  - x ; w 0 ( s - . s ' ) P (s,i)

+  E ^ o ( S ' ^ S ,)p(S ' ,< ) ,  (2.81)
S'

onde W q (S —»■ S') é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transição do 

estado S  para o estado S', se todos os spins da sub-rede a  permanecerem fixos, no instante 

de tempo t. Se apenas um dado spin da sub-rede S  muda em cada instante, temos a seguinte 

dinâmica de Glauber:

Wa ( f f  -  5) = f ;  6sus[6s2,s> • - - 6 $  • • • ( f f ) , (2-82)
3=1
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onde uij (S ') é a probabilidade, por unidade de tempo, de se mudar o estado do spin do sítio 

j .  Vamos assumir a mesma prescrição de Metropolis definida anteriormente. Aqui também 

temos que

£  Wa (S  -* f f )  = £  Wo ( f f  S)  =  1. (2.83)
S' S

Temos, portanto, que

j ,V  (S,t)  = - p  (S , t) + ósi ,s[6s2,s!, ■ ■ ■ Ss $ • • ■ (S ')p (S1, t ) . (2.84)
s 1 j=i

Finalmente, somando sobre todos os estados S ' temos

í p ( S , t )  = - p i S ^ + Y ^ U j i S ^ p i S ^ t ) , (2.85)
a z  j = i

onde S' = (jSi, S ‘2, • • •, S j , . . . ,  »SV) indica uma configuração de spins igual à configuração 

S1, com exceção do j-ésimo spin o qual assume o valor Sj na configuração S'.

O valor esperado de uma função A  (S ) é dado por:

( A ( S ) ) = Y : A ( S ) p ( S , t ) ,  (2.86)
s

logo

dt

Podemos reescrever a equação acima mudando-se a soma no segundo termo da equação

d (A(S))  = - ( A ( S ) )  + ' £ Y . A ( S ) u , j ( f f ) p ( f f , t ) .  (2.87)
S j=1

anterior de uma soma em S  para uma soma na configuração S 1, obtida de S  quando o spin 

Sj  muda para Sj:

± ( A { S ) )  = -  (A (S)) +  £  { A ( f f )Uj ( S ) ) . (2.88)
az j=1
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Fazendo-se A  (S) = S k-, onde o valor esperado (A (S)) = (St), temos:

r

Sk se j  yé k 

S k se j  = k

que pode ser escrita em geral na seguinte forma:

A (S ' )  = S k + (Sk - S k) 6 j k . (2.89)

Desta forma temos que

J  (Sk) = -  (Sk) +  £  ( S ^ i  (S)) + £ ( ( & -  S t) (S)) . (2.90)
3 =  1 J  =  1

JV
Lembrando que Uj (S) =  1, finalmente podemos escrever que 

j=i

^ ( S t >  = ( ( S * - S * ) w » ( S ) ) .  (2.91)

Analogamente, se A (S ) =  a equação de movimento toma a seguinte forma:

|  ( t f )  =  ( ( t f  -  t f )  ( S ) ) . (2.92)

2.3.3 Equação de movimento para a função de correlação cr S

Vamos agora considerar um par de spins vizinhos mais próximos cr2 e Sm onde, ou o spin 

cr;, ou o spin Sm possam mudar no instante t. A equação de movimento para a probabilidade 

p  (cr, 5; í) de se encontrar o sistema no estado (cr, S1) =  (crl5. . . ,  <j;,. . . ,  aN\ S i , . . . ,  Sm, . . . ,  Sn ) 

no instante t é dada por:

y p ( a , S - t )  =  -  £  W G ( a , S ^ a ' , S ' ) p ( a , S - t )
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+  5 2  W g (a '>s> a > S )P Ía '> s '> 0  > (2-93)
a ' , S '

onde W g (v , S  —*■ cr', S f) é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transição 

do estado a para o estado cr', ou do estado S  para o estado S ' . Esta probabilidade pode ser 

escrita como uma soma de duas probabilidades: uma referente a transição em cr e a outra 

associada a uma transição em S. Então podemos escrever que:

W G (a, S  -  a ', S') = W G (a, S  -> cr', S)  +  (a, S  -  a, S ' ) , (2.94)

onde

WG (a' ,S '  -* a, S) = 5 2  [s<n ,*í • • • 8̂ ,-a'á • • -6*N,o N 
j,k=i

s 8■ ■ ■ vaJ -■Vj • • • UVN,V[

6Sk,S'k ■ ■■ ■ ôsN,s'NUj

6 6■ uaN,a'N

X ^S1,S^S2,Ŝ  ■ ■ ■ ôSk,sí • • • ôsN,s'Nv k (S') , (2.95)

sendo que Uj (cr) e u k (S) são as probabilidades por unidade de tempo definidas nas seções 

anteriores e que são dadas pela prescrição de Metropolis.

Usando aqui também a condição de normalização:

£  W G (a, S  -  a ', S') = £  WG (a, S  -* a', S') =  1, (2.96)
a'S' a,S

a eq. (2.93) pode ser escrita como:

d N 
TiP (a , S \ t )  = - p (a ,S ' , t )  + 5 2 u j (? )p (?> s '>t) 
ai i=i 

N
+ 5 2 UJk (S)p(cr ,S - , ty  (2.97)

fc=i
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Vamos calcular a equação de movimento para o valor esperado de um par de spins 

vizinhos mais próximos, ou seja, vamos considerar a função A  (a, S ) =  <JiSm, onde apenas 

um ou outro spin pode mudar na unidade de tempo. Para isso definimos o valor esperado 

de A  (a, S ):

(A (a, S ) ) = Y , a  (ff. S) P (<r, S; t ) . (2.98)
<7,S

Assim a eq. (2.97) torna-se

ÉL
dt

N
(A (a, S)) = - ( A ( a , S ) )  + Y 2 2 A (a ’S ) u j ( a )P (õ ’S ' t )

<T,Sj= 1
N

+ 5 3 5 3  A  (a >s ) ( ^ )  p  (ct> S ’ ■
<T,Sk=1

(2.99)

Através de uma mudança de variáveis nas duas somas acima podemos escrever que:

± - (A (o ,S ) )  =  -(A (< r ,S ))  + j t ( A ( ã , S ) u , j ( a ) )
ai j=1

+ Z { A ( a , S ) u , * ( S ) ) . (2.100)
fc=i

Podemos agora particularizar A  (a. S) para <JiSm para determinar (<JiSm). Antes pode­

mos escrever as seguintes representações para as funções A  (ã, S)  e A  (a, S') associadas à 

inversão de um único spin do par por vez:

O-lSm se j  ±  l 

se j  l

A ( a , s )  =
<TiSm se k ^  m  

<JiSm se k — m
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Em geral, elas podem ser escritas ainda da seguinte forma:

A (ff, S) = (<Ti -  2(TiSji) Sm, (2.101)

A (a, s) = [sm + ( s m -  Sm) 5&m] (2.102)

Substituindo essas representações na eq. (2.100) teremos:

4  (ffiSm) =  - 2  (aiSmôjiUj (a)) + (a t (Sm ~  Sm) Skmu k (S ) ^ . (2.103) 
at j=1 k=1

Portanto, ficamos com a seguinte expressão para a evolução temporal da função de 

correlação entre spins primeiros vizinhos:

^  (oiSm) =  - 2  (aiSmUJi (cr)) +  (§m ~  Sm) (5 ))  • (2.104)

Podemos notar que se A  (a, S) = (T[S^. teremos:

j t {a lS2m) =  - 2 { a lSlu,,(cr)) +  (a l (S2m -  S2m)«,m ( S ) ) . (2.105)

Finalmente, apresentamos as seguintes equações que descrevem a evolução temporal 

das magnetizações e das funções de correlação entre primeiros vizinhos, para o modelo de 

Ising com spins mistos, a = 1/2 e S  = 1, quando apenas excitações de um único spin são 

permitidas em cada instante de tempo:

(crk) = A k, (2.106)

|  <5*> =  B k, (2.107)
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d

<a,Sm) =  A lm, (2.109)

d t { < r A )  = B lm, (2.110)

( S l )  = Ck, ' (2.108)
dt

d
dt

d

onde

A k =  - 2  (crkLük (cr)) , (2.111)

B t = ( ( S t - S t ) a k ( S ) ) ,  (2.112)

Ct  = ( ( S l - S l ) u , k ( S ) ) ,  (2.113)

Aim = - 2  (<7[Smu>i (a)) + (tJi -  S,r,'j uim (S) j , (2.114)

B lm = - 2 { a ,S l iü l (a)) + (a l ( S l - S l ) u lm { S ) ) .  (2.115)

Para encontrarmos as soluções estacionárias deste sistema de equações, primeiramente 

temos que calcular os valores esperados que aparecem no lado direito do conjunto de 

equações (2.106)-(2.110). Para isso utilizaremos as probabilidades p (a, t ) ,p  (S , t) e p (a ,  5; t) 

definidas anteriormente, e métodos aproximados serão empregados para avaliar os valores 

esperados que aparecem no lado direito dessas equações. Com isso poderemos determinar 

a dependência do parâmetro de ordem e das funções de correlação em função da tempe­

ratura para os estados estacionái'ios (t —> oo) desse modelo misto de spins com interações 

ferromagnéticas.

2.4 A proxim ação de cam po m édio

Todas as expressões desenvolvidas anteriormente são exatas, ou seja, se conhecessemos 

exatamente a probabilidade para os estados do sistema no instante t, p (a, S ; t), poderíamos
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calcular todos os valores esperados de interesse que aparecem no lado direito das equações 

(2.111) a (2.115). No entanto, à medida que cresce o número de spins do sistema, a 

probabilidade torna-se bastante complexa, envolvendo correlações de dois, três, etc., spins. 

Portanto, empregamos algum tipo de aproximação para cálcular os valores esperados.

A mais simples aproximação conhecida é a de campo médio, onde escrevemos p (a, S ; t) 

como um produto das probabilidades de cada spin, ou seja,

P (cr, S\ t) = > (2.116)

onde a probabilidade que um dado spin assuma um dado valor no instante t  é independente 

dos valores assumidos pelos outros spins. Essa aproximação dinâmica de campo médio, 

quando usada em conexão com a taxa de transição de Metropolis fornece resultados para 

os estados estacionários que não são os mesmos observados no equilíbrio [17]. Por exemplo, 

para o modelo de Ising em uma rede quadrada a tem peratura crítica obtida por esse pro­

cedimento é igual a A:bTc/  J  =  1.58, enquanto que o valor obtido para o estado de equilíbrio 

na aproximação de campo médio é k s T / J  — 4.0. Na próxima seção consideraremos a 

aproximação de pares dinâmica, e nesse caso os resultados obtidos coincidem com aqueles 

obtidos no equilíbrio termodinâmico [17]. Antes de passarmos para a aproximação de pares 

dinâmica convém determinarmos as magnetizações das duas sub-redes na aproximação de 

campo médio para a situação de equilíbrio termodinâmico. Nessa aproximação, cada spin er* 

interage com o valor esperado dos spins da outra sub-rede. Desta forma, podemos escrever 

que:

1 1
rriy = - t a n h -  (/3zJm,2) ,  (2.117)

Á Át

2sinh (PzJrrii) rn
2 2 cosh(/3zJmi) +  1 ’  ̂ ^
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onde (5 =  1 /k s T  e z  é o número de coordenação da rede. Nestas equações mj =  (a), onde 

a  =  ± 1/ 2, e m 2 =  (S) onde S  — 0, ± 1.

Na figura 2.1 apresentamos o gráfico das magnetizações das sub-redes rrii e ra2 em função 

da tem peratura reduzida. A tem peratura crítica obtida nessa aproximação de campo médio 

é igual a kBTc/2 z J  = 0.40825.

Figura 2-1: Magnetizações m  1 e m-i em função da tem peratura reduzida 9 =  k g T /2 z J  na 
aproximação de campo médio.

2.5 A proxim ação de pares

Nesta seção utilizaremos a aproximação de pares que melhora os resultados obtidos na 

aproximação de campo médio, já  que a correlação entre spins primeiros vizinhos são levadas 

em consideração. Nesta aproximação a probabilidade p ( a ,S ] t ) é expressa em termos das 

probabilidades de pares de vizinhos mais próximos p (cr̂ , Sk; t), isto é, da probabilidade de 

que o par de spins vizinhos mais próximos <Tj e Sk assumam seus valores, independentemente
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dos valores assumidos pelos demais spins do sistema. Para efetuar esses cálculos procedemos 

da seguinte forma:

1 - Consideramos um bloco A formado por um spin central, cr*, e seus z  primeiros 

vizinhos (figura 2.2), e definimos Pa como sendo a probabilidade do bloco A.

Çs*

Q -0 «
° i $>4

O q

Figura 2-2: Configuração esquemática de um bloco do tipo A, com spin central <T; e seus 
primeiros vizinhos, numa rede quadrada.

Essa probabilidade pode ser escrita como o produto entre a probabilidade de que o spin 

central em i assuma o valor cr*, isto é, P  (cr*) e que P  (cr* | Sn, S n , . . . ,  SiZ) seja a proba­

bilidade condicional de que seus 2 primeiros vizinhos assumam os valores 5*i, 5*2, • • •, SiZ. 

Podemos então escrever que

Pa = P  (<r<) P  (<r* | Sii, 5*2, • • •, Siz) . (2.119)

As probabilidades condicionais podem ser expressas como um produto de probabilidades 

dos diferentes pares de spins tendo o spin central o valor a f.

P  (en | Sn, Si 2, . . . , S iz) = P  (ai \ Sa ) P  (fff \ S a ) . . . P  (cr* | Siz) , (2.120)

sendo que para cada uma das probabilidades condicionais individuais da equação acima
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podemos escrever que

P ( o i |S i t ) =  P{p , ' Sf ’ k = l , 2 , . . . , z .P  (ffi)
(2 .121)

Então Pa pode ser escrita da seguinte forma:

p a = p {°í) n
P ( ( T í , S i k )

P &) 
(PV  de i)

(2 .122)

onde (P V  de i) indica os primeiros vizinhos de i.

Da mesma forma se o spin central pertencer à outra sub-rede (figura 2.3), a probabilidade 

para o cluster assim formado será

p a = p (Sí ) n

(PV  de i)

P ((TitçSj)

P ( S J  '
(2.123)

Q

9a,i1

O°i2 jSf O,i4

Figura 2-3: Configuração esquemática de um bloco do tipo A, com spin central Si, e seus 
primeiros vizinhos, numa rede quadrada.

2 - Agora vamos considerar um bloco B formado por dois spins que são primeiros 

vizinhos, Gj pertencente à sub-rede a, e Sk pertencente à sub-rede S, e seus respectivos 

(z — 1) primeiros vizinhos (figura 2.4).
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9 s,-í Ç>ak1

Q
Sj2 Oi O

0 Sy3 ^ A 3

Figura 2-4: Configuração esquemática de um bloco do tipo B.

Desta forma, a probabilidade para esse bloco de spins pode ser escrita como:

Pb  Pjk (ffjt Sk) P  (ffjj Sk | Sji, Sj2, • • • j Sj(z—í), o"kij &k2-, • • • i &k(z-1)  ̂ ■ (2.124)

Nesta aproximação, a probabilidade condicional é expressa como um produto de pro­

babilidades condicionais de pares, como foi feito anteriormente para a probabilidade P 4.

Então

P  ( f f j j  S k  | S j x ,  S j 2 ,  - • • , S j ( z — 1 ) ;  f f k h  f fk2i • ■ • > &k(z—1)^  —

P  (aj | Sfl)  P  (aj | Sj2) . . .  P  (aj \ S j(z.  1}) P  (Sk \ aki) P  {Sk | crk2) . . .  P  ( s k | .

(2.125)

Substituindo-se as eqs. (2.119) e (2.120) na equação acima temos

P  __ P  írr Q } TT ^  TT P j k ( a h£>k)Pb Pjk{Vj,bk) 11 o  / x 11
«  P i M  i t  P *(S t)  '

(PV  d e  j )  (P V  d e  k)

(2.126)

2.6 D eterm inaçao das equações de m ovim ento

Agora vamos resolver o sistema de equações acopladas da seção 2.3 utilizando a apro­

ximação de pares na qual a probabilidade pode ser escrita em termos das probabilidade de
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pares de spins.

Dividimos a rede em duas sub-redes, e procuramos soluções tais que m \ — (ai) para 

qualquer spin pertencente à sub-rede 1, m 2 =  (<St) , q = {Sf) para qualquer spin pertencente 

à sub-rede 2 e R  = ((?iSi), q\ =  (cr/S?) para qualquer par de spins primeiros vizinhos ai e 

Si. Podemos escrever as probabilidades para um único spin, Pj (a{) e P2 (S2), e para um 

par de spins vizinhos mais próximos como:

Pl  (o-l) = -(1  + 01771].),

Pi (52) =  1 +  i s 2m 2 -  $1 -  ( l  -  ?S ? )  q,

(2.127)

(2.128)

P12 i  1 +  +  ^ S 2m 2 -  S 2 -  ^1 -  q

1 / 3
+ - t 7 1 S ,2-R  -  -  a i  í  1 -  - S l ) <?i (2.129)

onde (X\ e S2 são spins de um par de spins primeiros vizinhos pertencentes às sub-redes 1 e 

2, respectivamente. O primeiro bloco considerado é do tipo A, descrito na seção anterior, 

e consiste de um spin central <j\ pertence à sub-rede 1 com spins primeiros vizinhos Si 

pertencentes à sub-rede 2; o segundo bloco considerado também é do tipo A, com um spin 

central S2 pertencente à sub-rede 2 com spins primeiros vizinhos <7/ pertencentes à sub-rede 

1; por fim, o terceiro bloco é do tipo B e consiste de dois spins primeiros vizinhos a-y e S2 e 

de seus respectivos primeiros vizinhos. As probabilidades para estes blocos são dadas pelas

expressões:

P a  =  P i M  II
(PV  d e  1)

P a  =  P t (S2) I I
(PV  d e  2)

P u f r u S i )

P i M  ’

P12 (o~<> S 2) 
P2(S2) ’

(2.130)

(2.131)
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p  -  p  ( n  q  \  TT P n  T I P nPb P 12K S 2) n  p i(a j)  I I  p 2(íS2) • (2-132)
( P V  d e  1) ( P V  d e  2 )

Inserindo essas expressões para as distribuições de probabilidades podemos avaliar os 

valores esperados encontrados no lado direito das equações (2.111) a (2.115).

Após algumas manipulações algébricas, podemos mostrar que a evolução temporal das 

magnetizações de sub-rede, m\ e m,2, do parâmetro q. e das funções de correlação entre 

primeiros vizinhos, R  e qi, são dadas pelas seguintes equações:

=  Ai {mi,rri2,R ,q ,q i ) , (2.133)

^ m 2 = B 2 (m 1,m 2,R ,q ,q 1) , (2.134)

^ q  = C2 (m1,m 2,R ,q ,q 1) ,  (2.135)

~^R  -  A 12 (m 1,m 2,R ,q ,q i ) , (2.136)

=  B 12(m u m 2, R ,q ,q 1) . (2.137)

Obtivemos as seguintes expressões explícitas para os fatores que ocorrem no lado direito 

das equações (2.133) a (2.137), onde rrii — (cri), m 2 — (S2), q — {S2), R  =  (o~iS2) e 

<?i — (o’i ‘S’1). Vamos definir, por conveniência, as quantidades x\  =  P1 (+), yi =  Pj (—),

2̂ — Í2(+ )j U2 — A ( —), 2̂ = -̂ 2 (0), 2  = P\2 (“I t") j — P\2 (H---), 2̂ = P\2 (--- 1"))

o; =  P12 (---- ), Qi =  P12 (+0), e (72 =  -P12 (—0)- Então as eqs. (2.127) - (2.129), ficam

z i  =  ^ ( l  +  m i ) ,  (2.138)

2/1 =  \  (1  ~  ^ 2) , (2.139)

^2 =  ^ ( w 2 +  ç),  (2.140)
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y-i =  \  {~m 'i +  ?)» (2.141)

z2 = l - q ,  (2.142)

z  = J  (m2 +  q +  R  + ) ,  (2.143)

i?! =  1 ( - m 2 +  q - R  + qi) , (2.144)

u2 =  i  (m2 +  g -  / ? -  ç i ) , (2.145)

ui =  — (-TU2 + q + R  — qi) , (2.146)

£1 =  ^ (! +  m i “  ? _  í i )  > (2.147)

£2 =  ^  (1 -  m 1 -  q + qi) . (2.148)

Definindo-se ainda o parâmetro adimensional rj =  exp (~ 4 J /k BT), temos na apro­

ximação de pares,

A 1 (m 1; m 2, R, q, <7i) =  +  6 z2v2 

+4rjzgl +  12 z g \v x +  12 zgxv \ + 4 zv \ + g \  + 4g\vx +  6gjv2

+4(7ií'i +  v f)
CS

-|—- (??4o;4 -1- 4ifc j3g2 +  4rfu3v2 +  §r\lu ig\ +  12r]Lü2g2v2 +  6a)2v \  
Vi V

+4rjug% +  12ug%v2 + I2ujg2v2 +  4 a + g2 +  4g\v2 +  §g\v\ 

+4g2vl + v ty ,  (2.149)

B 2 (m ,, m 2l fí, q, qi) =  ( V *4 +  <?V +  8»I2A ,2 +  ^ « 2  +  +  12ot2 +  3 ^ )

+  -^ C2?74aj4 +  f]2u>4 +  Srfu3Vi +  47/a;\>1 +  18a;2Wj +  12lüv3 +  3vf) 
2/2 V
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+  3 ^ 9 i9'-í 4?7<7̂<72 +  4(7^2 — 4g!92

+01 — ^2)  > (2.150)

C2 (mi, m2, -ß, q, q\) = — 3 (í?2̂  +  4r/z3v2 + §z2vl +  4zv \ + 1^)

— \  (r}20JA + 4rju3v\ + §oßv\ + 4ujv\  + uf)
m  v '

+ ~ | t y #2 +  V29i +  ^V9idl +  4770102 +  4^02 +  4gigl

+9Í + 9 Í ) ,  (2.151)

2 
Ai2 {mu  m2> Ä, <?, gi) =  - 5  (-^í4^4 ~  3fjVffi -  2r?z3vx -  3t?22 2£ 2 _  3r^2^  -  rçzp?

+320iv2 +  2zu3 4- 5 i^i +  3 g\v\ +  3g ivf +  vf)

2
+ " 3  "  3í73w302 -  2r/2u 3v2 -  3r)2uj2gl -  3riuj2g2v2 -  770̂

2/1 v

+3ug2v2 +  2uv3 4- g%v2 4  3g\v\ +  3g2v2 4- v2)

+-^3 (-27f z 4, -  7fz*  -  Ar]2zsV2 -  2rjz3v2 + 6zv% 4  3v2) x2
A

4—r (—27]4u;4 — 7]2u;4 — Arq2u 3v1 — 2ï)uj3Vi 4  §uv\ +  3u4)
2/3 V '

+ \  (~V29Í -  V29i -  2V9i9l -  2Ä  +  2^i^2 +  2pi03 
^2

+SÎ+9Î). <2162)

-B12 (m i , '"'2, R ,q ,q i) =  -  (í?424 +  %r?z3g1 +  4r/W'i +  %rfz2g\ 4- Qr/^ffiVj +  rjzg\
X \

+6z2vj 4- 6zgjv ! +  9z0it»i 4  Azv3 4  g\vy + 3g\v\ 4  3#iü3 +  v f)

2
4 - s  (77V 1 +  3t)3uj3g2 4  Ar)2u 3v2 4  3 r fJ 2g\ 4  9rju2g2V2 4  rjug3 

V i K

+6u 2v2 4- 6ujg2v2 4- Qojg2v2 4  Auiv\ +  g2v2 4  3g\v\ 4  3g2v\ 4  v^j
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+ ~ 3  ( ~ rl2z 4 -  2 rjzzV2 +  2zv% +
X~2

+ ̂  f—r)2u A — 2t}üj3Vi + 3cvvj + vf)
V 2

+ \  { - r f í h  +  V29i ~  2VfJ\íh + 2rlíÂíJ2 +  2g\gt -  2g^gl 
Z 2

+9Í -  ÍÂ) ■ (2.153)

Para cada valor da tem peratura determinamos as soluções estacionárias para o sistema 

de equações acima utilizando o método de Runge-Kutta de 4- ordem [18].

Na figura 2.5, exibimos o comportamento das magnetizações de sub-rede m \  e em 

função da tem peratura reduzida 0 = k s T /2 z J .  A tem peratura crítica que obtemos na 

aproximação de pares é igual a 6C =  0.3068. Esse valor é menor que o encontrado na 

aproximação de campo médio, onde obtivemos o valor 6C = 0.408. Podemos comparar 

esses resultados com outros encontrados na literatura: Siqueira e Fittipaldi [19], utilizando 

uma teoria efetiva de campo médio incluindo correlações obtiveram 9C =  0.198; Schofield 

e Bowers [12], através do grupo de renormalização no espaço real obtiveram 0C =  0.182; 

Bowers e Yousif [11], através de expansões em séries obtiveram 9C =  0.244; Verona de 

Rezende, Sá Barreto e Plascak [20], utilizando o grupo de renormalização de campo médio, 

com blocos de até 4 spins obtiveram 9C = 0.322, enquanto que Buendia e Novotny [14] 

através do método de Monte Cario e da técnica da matriz de transferência determinaram 

o valor 9C = 0.25.

Portanto, a aproximação de pares dinâmica que empregamos, como já  era esperado, 

fornece um resultado para a tem peratura crítica que é menor que aquela prevista pela 

teoria de campo médio, e um pouco acima dos melhores resultados obtidos empregando 

teorias mais sofisticadas, como por exemplo, expansões em séries de altas temperaturas.

Mostramos ainda nas figuras 2.6 e 2.7 a dependência dos valores esperados q, R  e q\
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Figura 2-5: Magnetizações mj e m 2 em função da temperatura reduzida 9 — kBT / 2 z J  na 
aproximação dinâmica de pares.

em função da tem peratura reduzida. Notamos que q = (Sf) decresce com 9, permanecendo 

aproximadamente independente da tem peratura para valores grandes da mesma. Em altas 

temperaturas, os spins tornam-se independentes, e o spin Si pode assumir com a mesma 

probabilidade os seus três valores possíveis, 0 e ± 1. Logo, como vemos, (Sf) =  2/3 se 

9 >  9C.

Por outro lado, a função de correlação intersub-redes R  — (ciSi) decresce com a tem ­

peratura e para 9 = 29 c assume um valor que é cerca da metade do valor determinado 

na tem peratura crítica. Finalmente qj = {(TiSf) tem um comportamento semelhante ao 

observado para as magnetizações de sub-rede, e se anula exatamente em 9 = 9C.
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0

Figura 2-6: Parâmetros R  = (crS) e q = (S2) em função da temperatura reduzida 0 — 
kBT/2zJ .

0

Figura 2-7: Comportamento do parâmetro qj =  (crS'2) em função da temperatura reduzida 
9 = kBT/2zJ.
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C apítulo 3 

Dinâm icas com petitivas no m odelo de 

Ising m isto ferrom agnético

3.1 Introdução

Estudaremos agora a resposta do sistema quando este é submetido a dois processos es- 

tocásticos dinâmicos competitivos: um dos processos simula o contato com o banho térmico 

a uma dada temperatura fixa, e o outro processo é devido a transições que independem da 

tem peratura. Neste caso podemos pensar em absorção de energia pelo sistema de spins 

devido a um fluxo de energia eletromagnética sobre o sistema [22, 23].

A primeira dinâmica é o pi'ocesso estocástico de Glauber descrito no capítulo anterior. 

Neste capítulo descreveremos uma dinâmica semelhante a de Glauber, mas onde são inver­

tidos simultaneamente um par de spins vizinhos mais próximos. Este processo estocástico 

simula um fluxo contínuo de energia sobre o sistema, que privilegia os estados de mais 

alta energia do mesmo. Quando o sistema está sujeito somente a este processo, o estado 

estacionário que esperamos é de um estado de máxima energia.

Vamos investigar uma característica interessante associada à competição entre dois pro­

cessos, que é o aparecimento do fenômeno de auto-organização. No caso do processo in­
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dependente da tem peratura ser o de Kawasaki (parâmetro de ordem se conserva) Tomé 

e de Oliveira [5], através da aproximação de pares, e Grandi e Figueiredo [24] através de 

simulações de Monte Cario mostraram que, dependendo do fluxo de energia sobre o sis­

tema, ele passa pelas fases ferromagnética, paramagnética, e finalmente se auto-organiza 

em uma estrutura antiferromagnética. Utilizaremos aqui também o formalismo da equação 

mestra, e a aproximação de pares dinâmica para a determinação do diagrama de fases para 

os estados estacionários do sistema, no plano tem peratura versus parâmetro de competição 

entre as duas dinâmicas.

3.2 Equação de m ovim ento para a m agnetização de 

sub-rede a

Em primeiro lugar vamos calcular a evolução temporal de p (a ,S ] t) ,  que é determi­

nada aqui da mesma forma como realizado no capítulo anterior. Inicialmente escrevemos a 

equação mestra:

~ p ( a , S ] t ) =  -  52  W GD(v ,S  ^  a',S')p(cr,S-,t)
a l  a ' , S >

+  £  WaD (a', S' -> a, S )p  (</, S-, t ) , (3.1)
<r',S'

onde W gd (&, S  —► a ' , S') é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transição 

simultânea de dois spins vizinhos mais próximos, o sistema mudando do estado (<j, S) para 

o estado (a ' , S Esta probabilidade está associada a um processo que simula um fluxo 

contínuo de energia sobre o sistema, e que privilegia os estados de mais alta energia do 

mesmo. 0  sistema absorve esta energia através da mudança simultânea de um par de spins 

vizinhos mais próximos. Este processo é similar ao processo de Kawasaki (troca entre dois
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spins primeiros vizinhos) utilizado por Tomé e de Oliveira [5] em sistemas ferromagnéticos, 

porém, em nosso caso, não há conservação do parâmetro de ordem. Esta probabilidade 

pode ser escrita da seguinte forma:

W co  K S '  <r, S) =  £  ■ ■ ■6
j,k=í

x 6S l <5s2,<?' ■ ■ ■ àSk,sk ■ • • àsN,s'NUjk (o7, S ' ) , (3.2)

onde oJjk (cr' , S')  é a probabilidade, por unidade de tempo, de se mudar os spins dos sítios 

j  e k  simultaneamente. O fluxo de energia para dentro do sistema é dado pela seguinte 

prescrição:

U j k  (<T, S )  =

0, se A E jk <  0

1, se AEjk > 0 ,

sendo A E jk a variação na energia após mudarmos os spins j  e k . 

Utilizamos aqui também a condição de normalização

£  (a, S  -  a ', 5 ') = £  WGD (a, S  ^  a', S') = 1. (3.3)
a' ,S ‘ a,S

Então podemos escrever a eq. (3.1) da seguinte forma:

j fP (a i t) — P ( (Ji S ] t ) +  5 3  5 3  î,<rĴ £r2,<T2 • • • • • • à<7N,<r'N
a',S'j,k=1

X^Si,6’̂ 52,s' • • • sk,sk ■ ■ ■ ÕsN,s'NUjk (&', S') p (a1, S'\ t ) , (3.4)

que, quando somamos sobre todos os estados a' e S' , resulta na seguinte equação: 

d N
—p (a ,S ] t)  = - p ( a ,S ] t )  + 53  wj k ( ã , s ) p ( ã , S ; t ) ,  (3.5)

j,k=i

onde ã  =  (cri, cr2, . . . ,  —(Tj,. . . ,  crN) e S  — (»Si, S2, ■ ■ ■ , Sk, • • •, <Sjv) denotam as configurações
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de spins iguais às configurações <j e S, com exceção dos spins j  e k, os quais assumem os 

valores —<7j e S k nas configurações õ  e S.

Denotando por (A (a, S )) o valor esperado da função de estado A  (a, S ),

(A (a ,S ))= T T A {* ,S )p {< r ,S - , t ) ,  (3.6)
a,S

e utilizando a eq. (3.5), podemos escrever que:

í ( A ( a ,S Í ) )  = - (A (< j ,S ) )+  Y . E  A (o ,S )L ,l t ( ã , s ) p ( è ,S - , t ) .  (3.7)
al a,Sj,k=l

Se mudarmos a soma no segundo termo da equação acima, de uma soma em a  e S  para 

uma soma nas configurações nas quais os spins j  e k  assumem os valores —aj e Sk, teremos

± ( A ( a , S ) )  = - ( A ( a , S ) ) +  £  ( A ( 9 ,S ) u , j t {<7,S)). (3.8)
ãl j,k= 1

O que desejamos é calcular a equação de movimento para um único spin, quando esse 

spin e seu vizinho mais próximo mudam simultaneamente. Vamos então definir A  (cr, S) — 

<Ji, e o seu valor esperado por (A(a, S )) =  (cr/) , ou seja,

a (~ I ai s e ^ í
{ -Oi  se j  =  Z

Podemos então escrever uma relação para A  (ã, S )n a  forma

A (ã, § )  = cri -  2ai6jt. (3.9)

Se substituirmos a eq.(3.9) na eq.(3.8), teremos:

4  to )  =  -  (<Ti) +  t o wjfc t o  S)) “  2 E  t o ^ i f c  to  $)) • (3-10)
j,k=1 J,fc=l
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N
Como Ujk S)  =  1, a equação acima fica: 

j,k=1

j t (a,) =  - 2  Y j (w *  (<7>‘S)) • (3-n )
k

(PV  d c  l)

onde (P V  de l) indica que a soma é feit.a sobre todos os spins que são primeiros vizinhos 

de l, ou seja, que se encontram na sub-rede S.

3.3 Equação de m ovim ento para a m agnetização de 

sub-rede S

A equação de movimento para o spin S  é calculado aqui utilizando a eq. (3.8). Para 

isso vamos definir A  (a, S) — Sm , e seu valor esperado (A (a, S)) — (Sm) e, portanto,

A  (ã, S )  =
Sm se k  7̂  m  

Sm se /e =  m

A função A  (õ ,S ^  é definida da seguinte forma:

A ( ã , S )  = Sm + ( S m - S m) ô km, (3.12)

e substituindo a eq.(3.12) na eq.(3.8), temos que

J  (Sm) = -  (Sm) + £  (Smu jk (a, S )) +  £  ( ( S m -  Sm) 6kmu jk (a, S ) \ . (3.13)
J,fc=1 j,k=1

NSendo que <̂ jk (cr, 5) =  1, a equação anterior tom a a seguinte forma:
j,k=1

Jt {sm)= J2  {(Sm-Sm)ujm(a,S)). (3.14)
(PV  d e  m )

Utilizando o mesmo procedimento, podemos também escrever que A  (cr, S) = Sfn e a
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equação de movimento correspondente fica

á  
dl

(PV  d e  m )

onde (P V  de m)  indica que a soma deve ser feita sobre todos os spins primeiros vizinhos 

de Sfji*

3.4 Equação de m ovim ento para a função de correlação  

de spins a  e S

Podemos então calcular a equação de movimento para um par de spins primeiros vizi­

nhos. Para isso vamos considerar A ( a , S ) =  o~iSm , e o seu valor esperado {A (a, S)) = 

(ciSm) e definir uma função para A (õ, S )  que tem a seguinte forma:

<JiSm s e j ^ l e k ^ m  

—<Ji Sm se j  = l e k — m
A(ã,s) =

e então esta função fica definida da seguinte maneira:

A  (cr, S )  — CTiSm 2(71 (̂ Sm SjYij $jl$km CTi (j3m Sfn) &hm 2(JiSTn6j(, (3.16) 

e agora podemos substituir a eq. (3.16) na eq. (3.8) e teremos

^  (<riSm) = - 2  (ai (§m ~  Sm) 6ji6kmujjk (a, £ ))

+  £  (a l ~  S™) ÕkmUjk (CT, S )) 
j,k=1 

N
- 2  £  (alSmSjlu;j k (a ,S )) .  (3.17)

j,fc=i

Utilizando a propriedade da função delta na equação anterior, ou seja, os termos não
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~  (<JlSm) =  - 2  ( f f t fS m -S m )w im (< r,S ))  

+ 53 (Sm -  Sm) u)jm (a , 5)) 
i=l 

N  

- 2  53  {piSmUik {<?, S ) ) . (3.18)
fc=i

Podemos ainda fazer alguma manipulação algébrica no segundo e terceiro termos do 

lado direito da equação anterior, ou seja, retirando da soma em j  o termo quando j  — l, e 

na soma em k  o termo k  =  m. Teremos, portanto,

nulos são aqueles para os quais j  — l e k =  m, então a eq. (3.17) fica da seguinte forma:

J  (<JlSm) =  - 2  (ai ( § m  -  Sm) Ulm (<J, S))dt 

+  (cri (sm -  Sm) UJtm (a, S ) )  + 53 {°l (pm - Sm) UJjm (cr, S ))

- 2  (aiSmUJim (a, S ) ) - 2  53  (<7iSmvik (cr, S ) ) .  (3.19)

Portanto, ficamos com a seguinte expressão para a evolução temporal da função de 

correlação:

“  ((JlSm) =  (̂7/ <̂S>n (cr, '5')^

"t" 5 y (j^rn Sm) UJjm (<7,5)^

( P K  d e  m )

- 2  5 3  (<riSmu>lk(<r,S)). (3.20)
k^m

(PV  d e  /)

Da mesma forma, se A (cr, 5) =  (fiS^, teremos

+

( P V  d e  m )
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- 2  ' £  ( f f ,S £ w t t ( < r ,S ) ) .  (3 .2 1 )
k^m

(PV de I)

Finalmente, podemos escrever as equações que descrevem a evolução temporal das mag­

netizações e das funções de correlação entre primeiros vizinhos, para o modelo de Ising com 

spins mistos, quando ocorrem excitações simultâneas de dois spins vizinhos mais próximos 

em cada instante de tempo:

J t  W  =  A ,  (3 .22)

d

onde

dt

d_
dt

(Sm) =  E m , (3.23) 

( S l )  =  Fm, (3.24)

d
J t  (cTiSm) =  A m , (3.25)

j t  { < ? Á )  =  E lm , (3.26)

D i =  ~ 2  5 2  (* M k (c r ,S ) ) ,  (3.27)
k

(PV de í)

E m =  H  ( ( 5 m -  Sm)  (a, 5 ) )  , (3.28)
(£>V‘ de TjT.)

Fm== S  (3.29)

(■PV d e  m )

Dlm — "  ĈTj (j5m +  Srr ĵ Ci>im (cr, S)^

+  Z  ( CT‘ ( ‘5m -  Sm)  0Jjm {a, S ))
( P U  d e  m )

■2 5 2  {viSmVik ( a , S ) ) , (3.30)

( P V  d e  l)
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Elm — ~ \Ví -r .S'̂ t j  (o. S) 'l

+  £  (<’i (§m -  Sl )  " i«* ‘’ t)
jV I  

( P V  d e  m )

“ 2 5 3  {al^mWlk (&> £ ))  ■ (3.31)
fĉ m

( P K  d e  0

Os valores esperados dados pelas equações (3.27) a (3.31) estão listados no apêndice A, 

e foram obtidos utilizando-se as equações (2.130) a (2.132) da aproximação de pares.

3.5 C om petição entre os dois processos dinâm icos

Nesta seção apresentaremos um estudo da competição entre as duas dinâmicas e$- 

tocásticas que foram estudadas anteriormente para o modelo de Ising misto ferromagnético. 

A dinâmica estocástica que é simulada pelo processo de Glauber de inversão de um único 

spin por vez ocorre com probabilidade p. A outra dinâmica, que simula um  fluxo contínuo 

de energia sobre o sistema, privilegiando os estados de mais alta  energia, e que está as­

sociada à mudança simultânea de um  par de spins vizinhos mais próximos, ocorre com 

probabilidade (1 — p).

As equações de movimento que descrevem o efeito conjunto desses dois processos podem 

ser escritas na seguinte forma:

— rrii =  p A x (mi, m 2, R, q, çi) +  (1 -  p) D x (ma, m 2, R, q, ) ,  (3.32)

d
— m 2 =  pB2 {m1,m 2,R ,q ,q 1) +  {l -  p) E i im ^ m ^ R ^ q ^ q x ) , (3.33)

j^q  = pC2 (mi, m 2, R, q, qi) +  (1 -  p) F2 (m u m.2íR , q, qi) , (3.34)

d
- r R  = p A 12 (m u m 2,R ,q ,q i)  + ( l - p ) D 12 (m1,m 2,R ,q ,q 1) ,  (3.35)
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^ ? i  =  P&12 {m i , rn2,R , q, qi) +  (1 -  p) E 12 (?r?i, m 2, R, q, gx) . (3.36)

3.5.1 Estados estacionários: diagrama de fases

As soluções estacionárias das equações (3.32) a (3.36) não podem ser obtidas analitica­

mente. Para fazermos este estudo utilizamos aqui também o método numérico de Runge- 

K utta de 4- ordem, como feito anteriormente, para resolver as equações de movimento 

somente para o processo de Glauber.

De imediato, observamos que as soluções estacionárias para esse sistema de equações 

diferenciais nos levam a três tipos de fases, identificadas pelos valores dos parâmetros de 

ordem. Definimos estas três fases da seguinte forma:

1 - Fase Ferrimagnética (F): m \  ^  m 2, e ra i,m 2 > 0;

2 - Fase Paramagnética (P): m,\ =  m 2 — 0;

3 - Fase Antiferrimagnética (AF): m \  ^  m 2, raj < 0 e m2 > 0.

Na figura 3.1 podemos observar duas linhas de transições de fases que separam as fases 

definidas acima. A transição entre as fases ferrimagnética e paramagnética é contínua, bem 

como aquela entre as fases paramagnética e antiferrimagnética, ou seja, os parâmetros de 

ordem vão continuamente a zero ao se passar de uma fase para outra.

Notamos que para Q — 0(p = 1), o estado estacionário coincide com o estado de 

equilíbrio, como visto no capítulo anterior, e a tem peratura crítica é 6C =  0, 3068, que 

é a temperatura crítica de equilíbrio obtida na aproximação de pares.

Observamos que a competição entre os dois processos torna-se efetiva já  para valores de 

p  ligeiramente menores que 1. Podemos verificar que:

a) Para 0 < 9C, e para valores pequenos do parâmetro de competição Q, o processo de 

Glauber é o dominante, e a fase ferrimagnética é estável abaixo de um certo valor crítico
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Figura 3-1: Diagrama de fases do sistema de Ising misto ferromagnético, com dinâmicas 
competitivas, obtido através da aproximação de pares dinâmica. 77 =  exp (—1/20), onde 
6 — kBT /2 z J  é a temperatura reduzida do banho térmico, e Q — (1 — p) é o parâmetro 
de competição entre os dois processos. F , P e  AF  representam as fases ferrimagnética, 
paramagnética e antiferrimagnética, respectivamente.

do parâmetro de competição. Mesmo para 6 = 0, note que a mudança de dois spins 

simultaneamente destrói facilmente o estado estacionário ferrimagnético. O valor crítico 

para 9 =  0 é Qc = 0.04.

b) Acima deste valor crítico do parâmetro de competição, o fluxo de energia destrói o 

estado ordenado ferrimagnético, e então passamos para a fase paramagnética correspon­

dente ao estado estacionário completamente desordenado, onde as magnetizações de ambas 

as sub-redes se anulam.

c) Aumentando-se ainda mais o fluxo de energia, passamos por um outro valor crítico do 

parâmetro de competição, para o qual a fase paramagnética se torna instável e aparece uma 

fase do tipo antiferrimagnética. Note que a fronteira de fases entre as fases paramagnética 

e antiferrimagnética é quase que independente da temperatura, o que evidencia o carácter
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dominante do processo de inversão simultânea de dois spins, escolhido para ser independente 

da temperatura. 0  valor crítico de Q para a transição para-antiferrimagnética, para T  = 0, 

é Qc = 0.54.

0 ,0  0 ,2  0 ,4  0 ,6  0 ,8  1 ,0

Q

Figura 3-2: Magnetização m \  =  (cr) em função do parâmetro de competição para dois 
valores diferentes de temperatura.

Na figura 3.2, observamos o comportamento da magnetização de sub-rede a , m \  =  (a), 

em função do parâmetro de competição para dois valores diferentes de tem peratura, um 

abaixo e outro acima de 6C . Se observarmos o comportamento abaixo da tem peratura 

crítica, notamos que a magnetização m \  parte de um valor igual a 1/ 2, para o parâmetro 

de competição Q — 0, e decai continuamente à medida que o parâmetro de competição au­

menta, e passa a ser igual a zero acima de um certo valor crítico do parâmetro de competição, 

caracterizando um estado estacionário desordenado, e depois diminui continuamente até

— 1/2, para valores grandes do parâmetro de competição Q. Já  para temperaturas acima 

da tem peratura crítica, a magnetização começa com um valor igual a zero para o parâmetro



de competição igual a Q — 0, ou seja, começa num estado desordenado e permanece neste 

estado até um certo valor crítico do parâm etro de competição, e depois assume valores 

decrescentes, atingindo finalmente o valor m \ = —1/2 para Q —+ 1, ou seja, quando apenas 

a mudança de dois spins é o processo que permanece.

Q

Figura 3-3: Magnetização m 2 =  (S ) em função do parâmetro de competição para dois 
valores diferentes de temperatura.

Agora, se observarmos a figura 3.3, percebemos que o comportamento de ra2 =  (S) é 

semelhante ao de m j, diferenciando-se apenas quanto aos valores assumidos quando a tra­

vessamos a fronteira entre as fases paramagnética e antiferrimagnética: quando m-y < 0 , 

m 2 passa a ser positivo.

Nas figuras 3.4, 3.5 e 3.6, exibimos, por uma questão de completeza, o comportamento 

das funções R  =  (a S }, q =  (S 2) e q\ — {a S 2) em função do parâmetro de competição 

Q. Desta forma, podemos concluir que esse sistema exibe claramente o fenômeno de auto- 

organização: quando não há um fluxo de energia sobre o sistema, observamos uma fase
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Figura 3-4: Função de correlação R  = (aS) em função do parâmetro de competição, para 
dois valores diferentes de temperatura.

ferrimagnética estável para 0 < 0C. Porém, quando um pequeno fluxo de energia é aplicado,

o estado ferrimagnético torna-se instável devido à mudança simultânea de pares de spins 

vizinhos, e passamos para uma fase paramagnética. Aumentando-se ainda mais o fluxo de 

energia, a fase paramagnética torna-se instável e, acima de um determinado valor crítico do 

fluxo, surje uma nova fase ordenada, do tipo antiferrimagnética. Esperamos que simulações 

de Monte Cario possam caracterizar melhor essas transições, especialmente a pequena área 

ocupada pela fase ferrimagnética no diagrama de fases.
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Q

Figura 3-5: Parâmetro q — (S2) em função do parâmetro de competição, para dois valores 
diferentes de temperatura.

Q

Figura 3-6: Gráfico do parâmetro q\ =  {<7»S2) em função do parâmetro de competição, para 
dois valores diferentes de temperatura.
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C apítulo 4

Conclusões

Neste trabalho estudamos os estados estacionários de um modelo de Ising cinético, com 

spins mistos cr =  1/2 e S  =  1. Consideramos o modelo em duas sub-redes interpenetrantes, 

uma composta pelos spins cr =  1/2 e a outra pelos spins S  = 1. As interações são assumidas 

ferromagnéticas e apenas interações entre primeiros vizinhos foram consideradas. O modelo 

foi estudado através do formalismo da equação mestra e empregamos a aproximação de 

pares para desacoplar as equações de movimento. A evolução do sistema em direção aos 

seus estados estacionários foi obtida através da competição entre dois processos estocásticos: 

transições que envolvem um ou dois spins vizinhos mais próximos na unidade de tempo. 

No processo dinâmico envolvendo uma mudança no estado de um  spin da sub-rede cr ou da 

sub-rede S, a transição ocorre de acordo com a dinâmica de Glauber. Se esse fosse o único 

processo dinâmico presente o estado estacionário seria o estado de equilíbrio. Entretanto, 

admitimos a presença de uma segunda dinâmica que envolve a mudança simultânea de 

dois spins vizinhos mais próximos a  e S. Neste caso, essa mudança privilegia os estados 

com maior energia, independentemente da tem peratura do banho térmico. Dependendo do 

peso de cada um desses processos os estados estacionários do sistema podem ser do tipo 

ferrimagnético, paramagnético ou antiferrimagnético. A fase ferrimagnética ocupa uma
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região muito pequena do diagrama de fases. Ela é estável apenas se a probabilidade de 

um par de spins vizinhos mais próximos absorver energia de uma fonte externa for muito 

menor que a probabilidade de um spin relaxar no banho térmico. As transições encontradas 

são todas contínuas, e o sistema exibe o fenômeno de auto-organização. Além do diagrama 

de fases determinamos o comportamento das magnetizações de sub-rede e das funções de 

correlação em função da tem peratura e do parâmetro de competição entre os dois processos 

estocásticos.

Em trabalhos futuros pretendemos utilizar métodos mais sofisticados como, por exem­

plo, efetuar simulações de Monte Cario nesse sistema com objetivo de confirmar ou não 

a existência do fenômeno de auto-organização. Pretendemos também através dessas sim­

ulações encontrar os valores dos expoentes críticos estacionários v,[3 e 7  e, inclusive, o 

expoente crítico dinâmico z , e verificar qual é a classe de universalidade desse modelo, já  

que a dinâmica não é simplesmente do tipo spin para cima, spin para baixo.

Outro problema de interesse é a inclusão da anisotropia de campo cristalino do tipo

D S?. Para os estados de equilíbrio surgem fenômenos interessantes, como o apareci-
i

mento de um ponto de compensação, onde a magnetização resultante é nula abaixo da tem ­

peratura crítica, e do ponto tricrítico, onde a linha de pontos críticos termina e a transição 

passa a ser de primeira ordem. Pretendemos investigar o comportamento dinâmico desses 

pontos.
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A pêndice A  

Expressões para os valores m édios da  

aproxim ação de pares.

Neste apêndice apresentamos as expressões explícitas para as funções definidas nas eqs. 

(3.27) a (3.31), obtidas utilizando a aproximação de pares dinâmica, e as variáveis rcj, x 2, 

z2, 2/1 j y2, i>i, v2, z, lo, gi e g2, definidas na última seção do capítulo 2. Temos, portanto, 

que:

Dy {mu m 2,R ,q ,q i)  =

8
^ 3  ~>3

(2 z 7 +  6z6v2 +  &z5vl  +  6z*gi + !Sz5g!V2 + ISz^givl

+§z&v\ +  18z5ut^2 +  6z5gf + 1824piU2 +  Vlz5gxV\ + 36z4giviv2 

+ 6 z 5v  \ + 2 z4g\ + 6z4glvi +  3zAg\v\ + 6z3 g\v2 + z 4v \  +  3z3 gxv\ 

+9zAvivl + 9z3g \ v ^

(2 z3g\ +  6z3g31g2 +  6z 3g\g\ +  2z3gig\ +  18 z 2g$g2 + 18 z 2g\g\
~ 3  ~3 X1Z2

+6z2glgl +  I8z2v!g3g2 +  18 z 2vxg\g\ +  l%zg\g2 +  18 zg\g\ +  3z2v1glg2 

+3zg\g\ +  18zvxglgl +  §zvyg\g\ +  3zv2g1gl +  3 g\g\ +  g\g\ +  3 vxg\g\ 

+3z2vlg4 + 3zg* +  6zvxgl +  18zv1g*g2 + 3zv2g4 +  g\ + 3g\g2 +  3vxg fj
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— (§ z 3v\u) 4- 6z 3v 2co2 +  2 z 3V\uj3 +  \&z2v]g}UJ +  18z 2v \g x u 2 
x \y 2 v

+ 6 z 2v1gitü3 + 18z2v\üj2 +  6 z2v 2u>3 4- 18^t;^w2 + §zvig\uj3 

+ 36zv3g!U>2 + 12zv2g1cv3 + 6 zv3u 3 +  6vlg3u 2 + 2v^g\uj3 + 6v2g2u 3 

+ 3 v3giU3 + z 3v \  +  3z2v\g i + 9z2v^uj +  9zv\g\w)  

g
H—=—=• Í2u>7 +  60;%! +  6üj5v? +  6u>eg2 +  18u>5g2Vi +  18u)Ag2v\  + 6uj6v2

y \y \  v

+ 18co-'5wi 2̂ +  +  18ijjAglvi +  I2u5g2v2 +  360/ ( 72̂ 1̂ 2 +  6uòvl

+2uAgl +  §ujig2v2 +  3ujig2v\ +  QuPg^vi +  +  3u)3g2v\  +  9ijjí v2v2 

+<èuj3g lvf)

+ ^ 3  í 2̂ '3̂  +  6w% i  +  6w'3g\g\ +  2w3020? +  +  18u 2g\g\
V\zi

+<ouj2g \g \  +  \8 u ? v 2g \g x +  18o)2v 2g \g \  +  \& ug\gx +  18^ 2^1 +  ^ l v 2g%g\ 

+ 3 u g \g \  +  \ 8 u v 2g \g \  +  § u v 2g \g \  +  3 u v \g 2g \  +  3 g \g \  +  g \g \  +  3v2g \g \

g
H— g—g (Guj^v^z 4  6 to3v2z 2 2 uj3v 2z 3 -|- 18uj2v3g2z  -|- 18co> v2g2z2 -f- Qu>2v2g2z 3 

V\x ï

+18o;2î;3̂ 2 4  6lü2v2z3 4  18 ivv2g2z 2 +  §u;v2g2z 3 + 3§ujv2g2z 2 4  12ujv2g2z 3 

-̂6lüv2z3 4  6v2g lz 2 + 2v2 g \ z 3 +  &v\g\z3 +  3v\g2z 3 4  u 3v2 4  3uj2v2g2 

+9 u;2V2z + 9ujv\g\z) ,

E 2 ( m 1, m 2, JR ,ç ,g i )  =

4 /
— 5 — 3 Í3z 7 4  9z6v2 4  9z5ij2 +  z^v3 4  9z6gi 4  27z 5g \v2 4  27,z4<?iî;2 

x \x 2

+ §z&v 1 +  3z3g-±v\ +  9zei ’i +  27z5ViV2 4  9z4vivl 4  9z5#2 +  27 zAg2v2



-\-9z3g2v% +  I8z5g iv i +  54z4givyv2 +  9zhi>2 +  3 z 4g3 +  9z3g%V2 

+ 9 zAg \v ! +  6z4g1v ‘f j

4 (3 zV íh02  +  3zg3g l  +  IS z v ^ g *  +  Ç>z\hg\(j\ +  3 zr%gx&

+3^1 g\ + g\gl + 3vig3g32 -  ẑ2v}g4 -  3z</i -  6zvjgf -  18 21>1 ^ 2  

-3 zu fo í - g \ -  3g\g2 -  3v1gty

(9z3vfu  + 9z3v2lü2 + 3z3v\U)3 +  27 z 2v \g iu  + 27z 2v 2g \u 2
X \y l

+ 9 z2v1giu 3 +  27 z 2v3u 2 +  9 z 2v 2u 3 +  27zv2g2u 2 +  9 zv ig lu 3 

+ 5 4 zvfg iu 2 +  18zv\g \u 3 +  9zv3lo3 +  9 v\g\u)2 +  3vig\uj3 +  9 v \g \u 3 

+6vlgiuj3 +  z 3v \ +  3z2v4gi +  9 z 2v4u  +  9 zv \g \u )

-Y ~3 (3 ^7 +  9uQv\ +  9ubv \ +  u 4v \ +  9u6g2 +  27u5g2v\ +  27 uj4g2v\y 1 y 2
-|-6 uj î>2 ~t~ 3uj3 g2 v 3  -f- 9 uĵ V2  “f- 27üS>v \v 2 9 cj4 V2 V2 -I- 9u)'*g2  -t- 27uj4 g2vi 

+ 9 u 3 g 2v \  +  18íl)5̂ 2̂ 2 +  54o>4#2̂ i^2 +  9uj5 vI +  3u4g 3  +  9 oo3 g\v\ 

+ 9 u 4g^v2  +  6 u 4 g2 vf)

4 (3u)2v2g2g\ + 3ug \g \  +  18wv2glgl +  6ujv2g2gl +  3uvlg2g\y\4

-\-3glg] + g\g\ +  3v2g\gl -  3u2v2g2 -  3u g \ -  §uv2gl -  I 8uv2g\gi 

- 3 u v 2g4 - g \ -  3g\gx -  3v2gf)

4 3 Í9uj3vIz +  9a)3v \ z 2 +  3a>3y223 +  27u2v\g2z  +  27u2v\g2z 2 
« >y\x  2

+ 9 u 2v2g2z 3 +  27u 2v%z2 4- 9a>2v \z 3 +  27 iov \g \z2 +  9u>v2g2z 3

+54ojvlg2Z2 +  18uv2g2z 3 +  9aw323 +  9v2g2z 2 +  3v2g2z3 +  9v2g2z3

+ 6 v2g2z3 +  u>3v2 +  3 a ; \ ’2#2 +  9u>2v2z  +  9uw%g%z) , (A.2)
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— 3 3 W  +  3z6V2 +  3z hv \  +  z 4v \  +  3zfígi +  9zbgi v2 +  9z4gxv lx \x 2

+3^6i’i +  Zz3g\v\ + 9z6Vi +  9z5vxv2 +  9z4v1vl +  3 z bg\ +  9z4gfv2 

+9zz g\v\  +  ßz5g1vi + 18 z*g\V\V2 +  3 z 5vf +  z4gf- + 3 z3g\v2 

-\-3z4g\v\j

+ X 3  (3z2̂ i0i02 +  Zzglgl +  í& zv^ lg l  +  §zvig\gl +  Zzv\gx$  

+3^102 +  g\gl +  3^x0102 -  3z2v1g\ -  3zg\ -  ^zvxg\ -  l%zvig\g2 

—3zv^g^ ~  0 i — 30102 — 3 í;i0 i^

— ^-3 (z zv\u) +  3z 3v\uj2 +  3z 3v \u  +  z 3v f +  3z2vfgx +  9z2v3g1cj 
X lV2

+9zlv\giüJl +  3z2Wi0iü;3 +  9ziv \u  +  9z2^ a ;2 +  3-22^2o;3 +  9zg\v\u) 

+9 zv\g\u32 + 3zvig^u3 +  18^ i0 io ;2 +  ^zv^g^uj3 +  3zv fu3 

+3 v\glu32 +  vig\uj3 +  ^?0 i^3)

u 7 +  3o;6?;! +  3o;5 v \  +  u}4v\ + 3u6g2 +  9^502Wi +  9u;402t>2 

+3cü6v2 +  3u)3g2v\  +  9u 6v2 +  9ubv1v2 +  9uj4v2v2 +  3ujbg\ +  9w40ft>i 

+9w30 |f 2 +  6u5g2v2 +  18uAg2ViV2 + 3u>5v% +  g\ +  3a;302^i 

+3üJiglv2)

+ v Í 4  í3̂ 2̂  + 3u;9' g? +  18üw2020i +  &uv2g\g\ +  3wv20203 

+302.9? +  g\g\ +  ^ 2g\gl -  3up-v2g\ -  3ug% -  6uv2g52 -  l%u)v2g\gx

4 ,

66



3uiv2g2 9 2 3g2gi 3v2g2)

— -̂3 (uj3vIz  +  3uj3v \z 2 +  3uA;2-õ +  v 3v2 +  Su;2?;.4̂  +  9u2v3g2z 
y \ x  2

+9u)2v2g2z 2 +  3uj2v2g2z '3 +  9u;2i>2£ +  9w27J2̂ 2 +  3u2v \z3 +  9uig2v2z 

-\-9uv\g\z2 +  3uv2g \z3 +  18ui>lg2z2 +  6ujv2g2z3 +  3cúv\z3 

+ 3v2g3z 2 +  v2g \z3 +  v \g \z3) , (A.3)

D\2 (m i,m 2,R ,q ,q i) =

}  „ f—24z7 — 54^6f2 — 36z5v% — ôz4^  — ßOz6#! — 126z5giv2 
x\x \ \

—72z4givl — 12z3givl — 48 z6vi — 90z5ViV2 — 36z4viv% — 48 z5gj 

—90 z4g2v2 — 3§z3g\v2 — 72zbgxvi — W èz^g^Vi — 24 zòv\

- 12z Agl -  18z3g\v2 -  24zAgjv1)

+ T 3 (-ô tP vid í -  Qz9i +  ^ z v xg{g2 +  3zv\g\  +  6gxg2 + 6vxĝ  x rz2

-2A z2v1gxgl -  24zg\g\ -  72zvxg\g\ -  3§zvxg\g\ -  12zv\gxg\

- I2 g lg l  -  9g\g\ -  \2vxg\g\ -  12z3̂  -  3§z3g\g2 -  3§z3g\g\

- \ 2 z 3gxg\ -  3<òz2v lg\g2 -  3<òz2v1g\g\ -  24z 2g\ -  72z 2g\g2 

- 7 2 z 2g\gl -  24z 2g\g\ -  36zg\g2 -  3§zg\g\ -  6̂ 2#4)

H— ^ - 3  í —18z 3v\lü — 36z3v 2uj2 — 18z3v xu)3 — 36z2v3ui2 — 30z2v\lu3
x iy2

— 18z2vlgiLü — 72z2i%gitü2 — A2z2vigxu;3 — 6 zv fu 3 — 3 Ç>zv\g\oj2 

—30zv1gfüj3 — Ç>v\gxu 3 — 6v2gfuj3 +  18 z2vxu  +  §z2v\gi +  I8zg\v\u  

—36zvjg1uj3 — 6vxgfu3)
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H—3-3 ( —24a;7 — 54o;6?;] — 36a/?;2 — 6u/4v3 — 60u>e,g2 — 126ujhg2Vi
y\y%

—72a;4g2v \ — I2w3g2v \  — 48uj6v2 — 90a;5t;1 v2 ~  SQui v̂-iv  ̂— 48>uf>g2 

—90a;4̂ 2^i — 36iv3g2vi — 12u?g2v2 — lO SaA^jt^ — 24oj5v2

— 12a;4£2 — 18<̂ 3 g2Vi — 24ujAg \v2sj

+ T 3 ( -6 w 2ü202 -  +  36u>v2g2gi +  3uw%g% +  %g\gi +  6v2g%
Vlz2

-2 4 u 2v2g2g\ -  24aig\g\ -  72u v2g\g\ -  3§ujv2g\g\ -  \2uvlg2g\

-1 2 g\g\ -  ÿg2g] -  12v2g\g\ -  12a? g \  -  36aP g ^  -  36a)3g2g2

-12a )3g2g\ -  3&u2v2glg-y -  3§u)2v2g\g\ -  24a;2#2

—72uj2g2gi -  72a?g\g \  -  24a;2#2#3 -  36aig\gx -  3 6 a ;^ 2 -  6am2gfj

H— ^ - 3  18a;3?;22 — 36uj3v2z 2 — Ï8uj3v2z 3 — 36uj2v2z 2 — 30a)2v \z3 — 18uj2v%g2Z
yi*2

-72üJl v \g2z l — 42ußv2g2z 3 -  6lüv2z3 — 36am \g \z2 — 30a)v2g \ z 3 -  %v2g2z 3 

—§v2g \z 3 +  18u 2v2z +  Quj2v2g2 +  18a)g2v \z  — 36a;w|g2z 3 — §v2g \z3)  , (

£ 12  (m i,m 2,i?,g ,gx) =

- J -3 ( - I 827 -  48z% 2 -  42z5v2 -  4z4^  -  4226̂  -  108z59lv2 
x lx 2

—9QzAg\v\ — 6z3giv% — 54z6v\ — 144z5viv2 — 54z4v jv2 — 30 zhg\ 

-72z*gfv2 -  I8z3g\vl  -  84zbgxvx -  216z4givxv2 -  b4z5v\ -  6z4gf 

- 1 2 z 3glv2 -  SÔ 4#2̂  -  18z^givfj

+ - F 3 ( ~ 8z3g î -  3^ 3gÏ9 2  -  48z 3g lg l -  12z 2g \ -  72z2g\g2
X^Z2

—\Q8z2g\gl — I44z2v1gjgl -  3§zg\g2 -  72zgfg2 -  lOS^i#3.^

~6g\g22 -  20z3gl932 -  48z2g]g\ -  3Qz2vxgigl -  18zg\g32 -  48zvrg\g\
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S O z v f a g l  -  Ag\gl -  18vig\g\ -  I2z2vxg\ 12zg \vx 72zv}g4g2

+2g \ -  !Q8z2v1g\g2 -  I2zvfgf)
1

-I— 5—3 ( —10z 3v \ — 48z:iv'̂ u> — 42z 3v2u>2 — 24z1v\gy — 10822?;3<yiaj 
XlV2

—90z2v\g1u)2 -  72z 2v \u  -  126 z2v 3uj2 -  36^1?’̂  -  180^?.^^

—&g\v\u2 —  12 z 3 V i u j 3 — 24z2giV\uJi — 3 6z2v2u 3 — I2zvig\u>3 

—48zv2g\(jj3 — 3 %zv\u3 — 12 v \g \u 3 — 54 zv\g\u)2)

-I— 3—3 ( — 18u7 — 48o;6í/i — 42uj5v 2 — 4u>4v3 — 42uP g2 — lQ8iúJg2Vi 
x lx 2

—90u>4g2v 2 — 6u)3g2vf — 54uj6V2 — 144u5viv2 — 54u4v2vl ~ 3Qubg\

—72u)4g\vi — YèJig\v\ — 84of>g2v2 — 216u>4g2viv2 — 54cu5v2 — 6cj4g$

— 12íú3g\vi — 3Qu)4g\v2 — 18co4g2v2)

+ 4 l  (-8w 3Í24 -  36wV2gi -  48u>3g\gl -  1 2 -  72oßgig, -  108J g f â
X\Z%

- I 4 4 u 2v2g \g \ -  36a)g\gx -  72hjg\g\ -  108aw2.92á^ -  6g lg \ -  2Qzzg1g l 

- 4 8 z 2g2g l -  30z ^ v ^ g l  -  18zg \g \  -  48zv1g}g32 -  3Qzv\g-íg l -  4g2g3 

-1 8 v 2g lg l -  12a;2ü202 ~  12 ^ 02^2 -  72uv2glg1 +  2g\ -  108a)2v2g\g\

-1 2 aw 2g4)

-{—^-3 (—l0u)Zv2 — 48o;3t;2^ — 42a>3Ü2Z2 — 24tu2v2g2 — lOSa;2̂ ^  
x \Vt.

—90a>2v%g2z2 -  72o>2í;22 — 126üj2v%z2 — 36uglvzz  -  180cuvlz2g2

S g ^ v l z 2 -  12a;3w223 -  24w2g2v2z3 -  3§u2v \z3 -  12cvv2g2z3

—48u)v2g2z 3 — 36ujv2z3 — 127;202z3 — 54aw 2g2z 2)  . (A-5)
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