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“A verdadeira légica deste mundo esta no célculo de probabilidades ”

James Clerk Maxwell

“Right at the start we have to make a statement which you
are certanly familiar with. But is necessary to repeat it again and again. It is that science
does not try to explain, nor searches for interpretation but primarely constructs models. A
model is a mathematical construction, which supplemented with some verbal explanation,
describes the observed phenomena. Such a mathematical construction is proved if and only
if it works, that is it describes precisely a wide range of phenomena. Furthermore it has
to satisfy certain aesthetic criteria, i. e. it has to be more or less simple compared to the

described phenomena.

J. Von Neumann

iv



Vv

A meus pais, a minha av6 Odette M. Holler

e in memorian do meu avo Walter Holler



Agradecimentos

Agradego em primeiro lugar a minha mae Edla Holler Godoy e a minha avé Odette
Machado Hoéller, pela grande contribuicdo que deram a minha formacao tanto durante o
periodo de graduagao, sendo que neste me acompanharam de perto, quanto durante o
mestrado. A meu pai Geraldo Godoy Filho pelo seu incentivo e ajuda durante estes anos.

Em especial ao prof. Dr. Wagner Figueiredo, por ter me aceito como seu orientando, e
por ter me dado o privilégio de trabalhar ao seu lado, onde me beneficiei muito com suas
dicussdes e experiéncia tanto em fisica como pessoal, e em outros assuntos que tivemos
durante estes anos.

Aos profs. Dr. Alberto S. Arruda e Msc. Gilberto Haas, por terem me convencido a vir
para Florianépolis e em especial para trabalhar com o Wagner.

Ao prof. Dr. Ronald Dickman, por muitas discussdes que tivemos principalmente na
parte final deste trabalho.

Ao Gilberto Honicke, por sua ajuda e explicagdes sobre programagao em fortran e sobre
o uso do latex.

Ao meu primo Kurt R. Héller, por sua hospedagem e acolhimento em sua casa, e a sua
esposa Dalila Sumar pelo seu tramento carinhoso, e também a seu filho Guilherme Sumar
meu companheiro de quarto durante um certo tempo e das noitadas.

Aos amigos e colegas de sala Altamiro Q. Schervenski, Carlos R. da Silveira, F4bio L.

vi



Veiga, Marcio A. Fiori, pelo prazer de trabalhar ao lado deles, pelas discussGes relacionadas
tanto a fisica quanto & vida, pelo companherismo, pela divisao e ajuda na solugdes de
problemas particulares e por todo o apoio que me deram ao longo destes anos na dificil
realizacao desta dissertacao.

A todos os outros colegas da pds graduagao que conviveram comigo durante a realizagao
deste trabalho. |

Aos funcionérios da secretaria da Pds-Graduacao Telma, Sonia, Malvina, por estarem
sempre a disposi¢ao para me auxiliar e orientar quando necessério.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPg), pelo apoio
financeiro dado a este trabalho.

E por dltimo o meu agradecimento a todas as pessoas que direta ou indiretamente
tenham contribuido para a realizagdo deste trabalho e que por ato involﬁntario eu nao as

tenha citado.

vii



Resumo

Neste trabatho estudamos os estados estacionarios de um modelo de Ising cinético fer-
romagnético com spins mistos o = 1/2 e S = 1. Para uma melhor compreensao do modelo
estudamos inicialmente o problema para um tinico spin ¢ ou S em contato com um banho
térmico. Em seguida, consideramos o modelo de Ising com spins mistos em duas sub-redes,
e determinamos a evolucao temporal para a probabilidade dos estados do sistema. Uti-
lizamos duas taxas de transicao que competem entre si: uma associada ao processo de
Glauber que descreve a relaxagdo do sistema através da mudanca de estado de um tinico
spin em cada instante, e outra, associada & mudanca simultanea de estado de um par de
spins vizinhos mais préximos, que simula a absorcao de energia pelo sistema. Utilizando
a aproximag¢ao de pares dinamica, determinamos a evolugao temporal das magnetizagdes
de sub-rede e das fungdes de correlacao entre primeiros vizinhos. Encontramos o diagrama
de fases para os estados estacionirios do modelo, e mostramos que ele exibe duas linhas
de transigao de fases continuas: uma separando as fases ferrimagnética e paramagnética, e

outra separando as fases paramagnética e antiferrimagnética.
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Abstract

In this work we have studied the stationary stateé of a kinetic Ising model with mixed
0 =1/2 and S = 1 Ising spins with ferromagnetic interactions. For a better understahding
of the model we first considered the o and S single spin problem in a heat bath. Next, we
considered the mixed spin Ising model in two sublattices and we found the time evolution for
the probability of the states of the system. We employed two transition rates which compete
themselves: one associated with the Glauber process, which describes the relaxation of
system through a single spin flip in a unit of time, and the other, associated with the
simuitaneous flipping of a pair of neighbor spins, which simulates the input of energy into
the system. Using the dynamical pair approximation, we determined the equations of
motion for the sublattice magnetizations and for the correlation functions between first
neighbors. We found the phase diagram for the stationary states of the model, and we have
shown that it exhibits two continuous transition lines: on.e line, between the ferrimagnetic
and paramagnetic phases, and the other, between the paramagnetic and antiferrimagnetic

phases.
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Capitulo 1
Introducao

Nesta dissertagao estudamos um modelo de Ising numa rede com spins mistos fora do
equilibrio termodinamico. Derivamos as propriedades termodinamicas do sistema para os
estados estacionarios na aproximagao de campo médio e na aproximagao de pares dinamica.
A evolugéo dinamica do sistema é governada pelo processo estocéastico de Glauber [1], onde
em cada instante de tempo apenas um spin muda sua orientagao devido ao contato do
sistema com o banho térmico. No capitulo 2 descreveremos esse processo para spins ¢ = 1/2
eS=1.

No capitulo 3 estudaremos uma dinamica que simula a injegao de energia no sistema:
assumiremos que o sistema pode absorver energia toda vez que um par de spins vizinhos
mais préximos mude de configuragao. Se as dinamicas que envolvem transi¢cdes de um e dois
spins a0 mesmo tempo competem entre si, poderemos observar o interessante fendmeno da

auto-organizagao.

1.1 Sistemas fora do equilibrio

O estudo de sistemas fora do equilibrio termodinamico tem-se mostrado de grande in-

teresse em varios ramos das ciéncias naturais e até mesmo nas ciéncias sociais tais como:



Fisica, Quimica, Biologia, Economia e Sociologia [2, 3, 4]. Existe uma gama de sistemas
fora do equilibrio termodinamico que vém sendo estudados recentemente com o objetivo de
descrever varios fendmenos de interesse tais como reagdes quimicas, catalises heterogéneas,
dindmica de populagdes, processos de ordenamento, etc.. Os sistemas fora do equilibrio
ainda se encontram numa fase de poucas certezas, porque ainda nao foi possivel desen-
volver uma teoria que descreva os fendmenos associados a esses sistemas de uma forma
unificada, como ocorre para os sistemas em equilibrio onde se teve um avango muito grande
usando a teoria de Gibbs.

Um problema crucial para descrever um sistema fora do equilibrio estd no fato de nao
conhecermos a priori a distribuicao de probabilidades do estado estacionario, ao contrario
dos sistemas em equilibrio, onde esta é dada pela distribuicao de Boltzmann. Um fator
primordial na evolugao dinamica para sistemas em equilibrio esta relacionado com o fato
de que as taxas de transi¢oes obedecem ao principio da reversibilidade microscépica com
;espeito a um determinado Hamiltoniano. ‘

Esses sistemas fora do equilibrio termodinamico apresentam em geral transi¢oes de fases
muito parecidas com as transi¢oes de fases continuas observadas nos sistemas em equilibrio;
por isso, também exibem algumas particularidades comuns aos sistemas em equilibrio como
a existéncia de pelo menos um parametro de ordem, correlacoes de longo alcance, e singu-
laridades caracterizadas por um conjunto de expoentes criticos.

Mesmo assim, ainda existem muitas questoes em aberto com relagao a natureza das
transigoes de fases em temperaturas finitas nesses sistemas, principalmente quanto a clas-
sificagdo desses sistemas numa classe de universalidade como aquela que ocorre com os
sistemas em equilibrio termodinamico.

No estudo das transigdes de fases em sistemas fora do equilibrio termodindmico sao



empregados varios métodos aproximativos e computacionals tais como: teoria de campo
médio, aproximacao de pares, teoria do grupo de renormalizagao, expansdes em séries e
simulagdes de Monte Carlo, sendo que dentre estes o mais poderoso é aquele que emprega
simulagGes computacionais, embora sempre que possivel os métodos analiticos se fazem
necessarios.

Nesta dissertagdo empregamos um método analitico que é a aproximagio de pares
dinédmica no estudo da cinética do modelo de Ising misto. Esse sistema est4 sujeito a
duas dinamicas, que competem entre si: enquanto uma simula o contato do sistema com
um banho térmico & temperatura fixa, através da mudanca do estado de um tnico spin
em cada instante de tempo, a outré. simula um fluxo de energia sobre o sistema, com a

mudancga simultdnea de dois spins, originando assim uma situagao de nao equilibrio.

1.1.1 Competigao entre dois processos estocasticos

Vamos agora descrever a evolugao dos estados de um - sistema quando este est4 sob a
influéncia de duas dindmicas que competem entre si, provocando transi¢oes estocésticés
nesse sistema. Estas transigdes podem ser devidas ao contato do sistema com um banho
térmico a uma temperatura fixa, ou quando este recebe um fluxo de energia que privilegia
os seus estados de mais alta energia, provocando assim uma competicao entre a tendéncia
de relaxar para os estados de equilibrio termodinamico e aquela de aumentar a energia.

A combinagao desses dois processos referidos anteriormente obriga o sistema a evoluir
para um estado estaciondrio de nao equilibrio qué pode diferir de um estado de equilibrio.

Tomé e de Oliveira [5] investigaram a competicdo de duas dinamicas num modelo de
Ising ferromagnético, no qual o sistema é governado por dois processos estocdsticos sendo

um deles o de Glauber (spin flip) [1], que ocorre com probabilidade p, em que os estados do



sistema evoluem no tempo devido & inversao de um tnico spin de cada vez, em conseqiiéncia
do contato do sistema com um banho térmico a uma temperatura fixa. O outro processo
é .governado pela dindmica de Kawasaki (spin ezchange) [6] em que os estados do sistema
evoluem devido & troca entre spins vizinhos antiparalelos, o que simularia um fluxo continuo
de energia sobre o sistema, e que ocorre com probabilidade (1 — p). Eles construfram o
diagramé de fases do modelo e observaram o surgimento do fenémeno de auto-organizagao.
Este fenomeno é muito observado e estudado em outros sistemas fora do equilibrio [2, 3.
Eles mostraram que, se aumentarmos o fluxo de energia para dentro do sistema, ele
evoluird continuamente de um estado ferromagnético para um estado paramagnético, e se
continuarmos a aumentar ainda mais o fluxo de energia o sistema se auto-organizarid em uma
fase antiferromagnética. Investigamos neste trabalho a competigao entre duas dinamicas
no modelo de Ising misto ferrimagnético: a primeira delas € similar a citada anteriormente,
ou seja, é do tipo de Glauber, que ocorre com probabilidade p, e a segunda é semelhante
3 usada por Tomé e de Oliveira no estudo de sistemas ferromagnéticos, s6 que aqui ocorre
a mudanga simultanea de um par de spins vizinhos mais préximos, com probabilidade
(1 — p). A semelhanga se d4 porque em ambos os modelos favorecemos a absor¢ao de energia
pelo sistema sempre que mudamos simultaneamente um par de vizinhos mais préximos;

entretanto, em nosso modelo nao haverd conservagao do pardmetro de ordem.

1.2 Sobre o modelo

Em 1925 Ising [7] propds um modelo simples para investigar o ferromagnetismo, obtendo
sucesso somente para o modelo em uma dimensao, que nao apresenta qualquer transicdo
de fases. Apesar de se tratar de um modelo simples, a sua solugao em duas dimensdes

nao é trivial. Em 1944 Onsager [8] obteve a solugido exata para o modelo de Ising em



duas dimensdes (a campo nulo), sendo este caracterizado por uma transicao de fases a
temperatura finita. O modelo de Ising em trés dimensdes nao possui solucéo exata, sb
podendo ser estudado .utilizando métodos aproximativos. A sua simplicidade faz com que
este modelo seja muito estudado principalmente na investigagao de fenémenos cooperativos.

O estudo da dindmica deste modelo foi feito por Glauber [1) em 1963, que apresentou
uma desérigéo estocéstica para a dindmica do modelo, ou seja, como este é um modelo
que ndo possui uma dinamica intrinseca, postulou uma dindmica que satisfaz o principio da
reversibilidade microscdpica para a evolugao do sistema em diregao aos estados de equilibrio.

No modelo de Ising temos um conjunto de spins que representa um sistema de particulas
interagentes e localizadas nos sitios de uma rede, podendo suas variaveis assumir apenas dois
valores. Os valores assumidos por essas varidveis estao associados as possiveis orientagdes
do spin: para cima (+1), e para baixo (-1). Assim, o espago de estados do sistema de spins
é representado de uma forma geral pelo conjunto de 2V estados {o} = {01,03,...,05},
0; = %1, sendo N o nimero de pontos da rede. Em alguns casos, permitimos que em
cada ponto da rede 3 ou mais estados sejam possiveis, como por exemplo as 3 componentes
5% do spin S = 1. Neste caso, representamos o conjunto de 3" estados possiveis por
{S} = {Sl, «?2, co ,SN},. S,, = O, +1.

O modelo que estudamos nesta dissertacao é o modelo de Ising misto, com interagdes
ferromagnéticas nuﬁqa rede quadrada. A rede quadrada é dividida em duas sub-redes in-
terpenetrantes, uma ocupada com as varidveis de spin que podem assumir dois valores, e a
outra com as variaveis de spins que podem assumir trés valores. A sub-rede 1 é constituida
apenas de spins ¢ = 1/2, cujas componentes sao dadas por ¢ = %1, e a sub-rede 2 éor
spins S = 1, cujas componentes sdo dadas por S = 0,£1. Os estados deste sistema sdo

representados por {0, S} = {0,09,...,0n;51,Ss,...,Sn}, ou seja, por um conjunto de 67



estados possiveis.

Este sistema é relevante para o entendimento, por exemplo, de certos bimetais molecu-
lares ferrimagnéticos que estao sendo atualmente sinfetizados por varios grupos experimen-
tais na procura de um material cristalino estivel, com um momento magnético espontaneo
em baixas temperaturas [9]. As propriedades magnéticas desse modelo de Ising misto tém
sido estudadas por varios métodos, tais como: expansaes em séries de altas temperaturas
[10, 11], grupo de renormalizagao [12], teoria efetiva de campo médio [13], simulacdes de
Monte Carlo e cilculo de matriz de transferéncia [14, 15]. Em todas essas situacdes apenas
os estados de equilibrio termodinamico tém sido estudados.

Neste trabalho, vamos estudar alguns aspectos di-némicos desse sistema, procurando
‘pelos estados estacionérios do modelo, obtidos a partir da evolugao temporal da distribuicao

de probabilidade dos estados via equagio mestra [16].

1.3 Método

Nesta secao descreveremos o método da equagao mestra e as aproximacgoes utilizadas

para se resolver o problema.

1.3.1 Equacgao mestra

A equagdo mestra [16] descreve a evolugdo temporal da probabilidade dos estados do

sistema, e € essencialmente uma equagao de ganho e perda. Ela é escrita na forma

2 p(at) =% (e~ @)p(en +ul o) p@.) (L1)

onde p (o, t) é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado & no instante ¢, e {a}

é o conjunto de todos os estados possiveis do sistema. w (o — ') representa a taxa de



transicdo, ou seja, a probabilidade, por unidade de tempo, de se ter um transigao do estado

o para o estado o/. A unidade de tempo é tomada como sendo igual a 1. Devemos ter
sempre Y. p(a,t)=1e
{a}
Swla—eo)=) wl@—d)=1 (1.2)
{a} {o'}
Para os problemas que envolvem os estados de equilibrio termodinamico, o estado esta-
cionério de equilibrio é encontrado quando o tll»rg p(a,t) = pe, (@), obtido impondo-se a

condicao de balanco detalhado, ou seja, para cada termo da soma na eq. (1.1) teremos que

w(a — o) =peq(a’)
w(d =) pegla)’

(1.3)

sendo pe, (@) a distribuicao de equilibrio de Boltzmann, que depende da temperatura do
banho térmico. Em geral, com excegao do modelo de Giauber em uma dimensao, devemos
usar métodos aproximados para quebrar a hierarquia de equagdes derivadas da equagao
mestra. Neste trabalho utilizamos a aproximagao de campo médio e a aproximagao de

pares.

1.3.2 Aproximagao de campo médio

A solugao analitica do modelo de Ising bidimensional encontrada por Onsager requer um
tratamento matematico bastante sofisticado, e por isso € comum mesmo para sistemas em
equilibrio se utilizar métodos aproximativos para a determinagao de algumas propriedades
criticas de modelos desse tipo.

A aproximagado mais simples utilizada é a aproximacgao de campo médio. A idéia con-
siste em isolar um dado spin do sistema e assumir que todos os outros spins atuam como

um campo magnético médio que interage com o spin fixado. Esta aproximaggo exclui os



efeitos de flutuagdes que se estendem fora do comprimento de escala associado com a célula
fixada da rede. O método inclui somente as flutuacoes que ocorrem na célula fixada, o que
na realidade envolve somente uma bartl'cula. O método é bem sucedido em reduzir o prob-
lema da mecanica estatistica de muitos corpos naquele de um tinico corpo. Procedimentos
deste tipo nao sao exatos, mas muitas vezes eles podem ser muito tteis. Eles sio menos
corretos, naturalmente, para sistemas préximos do ponto critico, onde a cooperatividade
nas flutuagdes se estendem até grandes distancias. O método € interessante para descrever
especialmente propriedades termodinamicas na regiao de altas temperaturas, onde se espera
que nao haja mais correlagoes entre spins vizinhos mais préoximos.

Para melhorar os valores dos acoplamentos criticos existem aproximagoes de campo
médio mais sofisticadas. Estas sdo feitas quando fixamos mais de um spin, como por
exemplo quando fixamos um par de spins vizinhos mais préximos, e consideramos o restante
da rede como sendo um campo médio efetivo, que interage com este par. Esta aproximacao
reduz o problema da mecénica estatistica de muitos corpos ao problema de dois corpos,
e considera apenas as flutuagGes locais a nivel do par de particulas, mas negligencia as
correlagoes entre spins mais distantes.

No capitulo 2 aplicamos a aproximagao de campo médio ao modelo de Ising com spins
mistos, e determinamos o comportamento das magnetizagoes de sub-rede em fungao da

temperatura.

1.3.3 Aproximacgao de pares

No estudo do modelo de Ising misto cinético utilizamos a aproximagdo dinamica de
pares, que é uma aproximagao melhor que a de campo médio. Na aproximagao de campo

médio temos que a probabilidade p (¢, t) é expressa como um produto das probabilidades de



um tnico spin p (03, 1), ou seja, a probabilidade de que o i-ésimo spin assuma o valor g;, no
instante t, independe dos valores assumidos pelos demais spins da rede. J& na aproximacao
de pares dinamica essa probabilidade é expressa em termos das probabilidades de pares de
spins vizinhos mais préximos p (0;, S;,1), ou seja, a probabilidade de que os spins nos sitios
i e j, no instante de tempo ¢, assumam os valores 0; e S;, independentemente dos valores
assumidos pelos demais spins da rede. Utilizamos essa aproximacao nos capitulos 2 e 3, no
célculo dos valores médios que aparecem nas equagoes de movimento das magnetizagdes de
sub-redes, e das fungoes de correlagao de pares. Ist§ nos permitiu determinar o diagrama de
fases deste modelo, o qual apresenta duas linhas continuas de transicoes fora do equilibrio:
uma entre as fases ferrimagnética e paramagnética,. e outra, entre as fases paramagnética e

antiferrimagnética.



Capitulo 2

Dinamica de Glauber para o modelo
de Ising com spins mistos

ferromagnético

2.1 Introducgao

No estudo dinadmico de um sistema, devemos conhecer a forma como ele, partindo de um
estado de ndo equilibrio, se aproxima do equilibrio no decorrer do tempo, ao contrario dos
sistemas termodinanicos no equilibrio. Em geral estes sistemas nao possuem uma dinamica
intrinseca, por isso é necessirio imp6-la de uma forma artificial.

Neste capitulo vamos estudar o comportamento dinadmico de um sistema de Ising misto
ferrimagnético. Esse sistema estd sujeito a uma dindmica que simula o contato com um
banho térmico a uma dada temperatura, e relaxa através da inversao de um spin por vez.
Essa dinamica é descrita pelo processo estocéastico de Glauber, onde o parametro de ordem
nao é conservado.

Para melhor se compreender esse sistema de spins mistos, constituido por spins ¢ = 1/2

e S =1, estudamos inicialmente as probabilidades para um tnico spin ¢ = 1/2 e para um

10



~Unico spin S = 1. Em seguida, analisamos o comportamento para o sistema constituido
por duas sub-redes interpenetradas de spins ¢ e S na aproximacao de pares dindmica.
Determinamos os estados estacionarios do modelo e calculamos a dependéncia do pardmetro

de ordem com a temperatura.

2.2 Estatistica dependente do tempo para o modelo

de Ising com spins o e S diferentes.
2.2.1 Spin livre (0 =1/2)

Vamos assumir neste modelo a interagéo de um tnico spin com um reservatério térmico
a temperatura 7', na auséncia de um campo externo, onde o spin muda aleatoriamente seus
valores entre ¢ = 1 e 0 = —1, com uma mesma probabilidade de transigdo por unidade de
tempo, de um estado para outro. Como os estados sao equiprovaveis, devido 3 auséncia de
um campo externo, a probabilidade de transi¢ao, por unidade de tempo, deve ser a mesma,
na transi¢ao de um estado ¢ para outro ¢’ e vice-versa. Vamos chamar esta probabilidade
de /2. A probabilidade p (0,1), que é a probabilidade do spin estar no estado ¢ no instante

de tempo t, é obtida utilizando-se a equagao mestra [16]:

dp(o,t) 1 1
— = —-2ozp(cr,t) + 2ap( g, t). | (2.1)

Como ¢ = £1 temos um par de equagdes que descrevem a evolucao temporal de cada
uma das fungdes p (0 = £1,1), sendo que estas fungdes devem satisfazer & condicdo de

normaliza¢ao:

p(1,t) +p(-1,t) =1. : (2.2)
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Por conveniéncia, vamos escolher a funcao

m (t) = p(l)t) _p(_lat)

= Y oplol), (2.3)

o==+1

que € o valor esperado do spin em funcdo do tempo, isto é, o (t) é uma fungéo estocéastica

tendo valores o = +1. Assim, temos que
m (t) = (0 (). (2.4

Multiplicando-se a eq. (2.1) por ¢, e somando-se sobre os valores possiveis de o, obtemos

dmll (t)
dt

= —amy (). (2.5)

Esta é uma equagao diferencial de primeira ordem de facil solugdo. A sua solugio é uma

exponencial decrescente, com um tempo de relaxacio 1/a, ou seja,
my (t) = my (0) e (2.6)

Das egs. (2.2) e (2.3) podemos obter as probabilidades individuais p(£1,¢) :

pLY) = 1+m ), (2.7)
p(-11) = Zl1—m (). (2.8)

Entao, podemos escrever de uma forma geral que:

p(at) = % [+ oma (2)]. | (2.9)
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2.2.2 Probabilidade para um sistema de N spins (¢ = 1/2)

Para um sistema de N spins localizados e interagentes o; do tipo Ising (0 = £1), na

auséncia de um campo externo, a probabilidade p(ay,...,0;,...,0n;t) de encontrar o sis-
tema de spins no estado o = {0y,...,0;,...,0n}, no tempo t, pode ser escrita na seguinte
forma:
(o a; on;it) =) 85,0005, 050 Opat D(O1, ey Ohy ey Oy B) (2.10)
plO1,..-,04...,0N; 01,0y V04,0, o’N,UNp 1Y YN ’ .
{0}

onde 8,, 51, € a fungao delta de Kronecker que apresenta a seguinte propriedade: é igual a 1
se 0; = 0, ¢ 0se g; # —0;. A soma na eq. (2.10) é sobre todos os estados possiveis dos spins
o ={o},0,,...,0%}. Os indices nas variiveis de spin denotam posi¢des na rede; assim, i
e j indicam os vetores posigio 7; e T; dos sftios de uma rede cristalina. Introduzindo a
representagdo da fungao delta de Kronecker &, 41 = (1 + 0:0}) na eq. (2.10), obtemos a
seguinte identidade:
1 :
(01,3 04y ey O3 ) = oN > (14+0109) - (L4 0n0oN) P(01, s Tls oy 03 T) . (2.11)
{o'} '
Podemos definir algumas fungdes que representam os valores esperados das varigveis

estocésticas o; (t) em fungao do tempo. Assim, o valor esperado de o; (t) é dado por:

m; = {0i(t))

= za,-p(al,...,ai,...,aN;t), ' (2.12)
{o} .

onde a soma é sobre todas as configuragdes de spins da rede. Também podemos escrever
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uma funcéo para o valor esperado do produto dos spins ¢; (1) oy (t):

ri (t) = {0y (t) ox (1))

= Y oopp (01,0500, 0N L) (2.13)
{o}

Da mesma forma, podemos definir o valor esperado para os produtos de trés, quatro,
etc., spins da rede.

A probabilidade, eq. (2.11), pode ser escrita agora como uma expansao geral de seus
momentos: das magnetizages e das fungbes de correlagao envolvendo dois até N spins no

tempo [1], onde a eq. (2.9) para um tnico spin € um exemplo trivial da expansao. Logo

. .
p(O’l,...,O'i,...,O'N;t) :2—N{1+ E g;m;, (t)+ E T;0rT ik (t)+} (214)
?’ ik |

As probabilidades para um tnico spin, ou para um dado par de spins, sao escritas na

seguinte forma:

pi(03,t) = Y p(on,...,0m;t), (2.15)
{o#0:}
Dik (O-i’O'k; t) = Z D (Ula .5 0N, t) 3 (216)
{o#0i,0k}

onde a soma na eq. (2.15) é feita sobre todas as varidveis de spins exceto para a varidvel
0i, e na eq. (2.16) exceto para as varidveis 0; e 0. Se estas somas forem feitas usando-se

a eq. (2.14) para p(0y,...,0nN;t) teremos
1

1
D (03,003 1) = 1 1+ o;m; (t) + oxmy (t) + 05057 (2)] (2.18)
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2.2.3 Spin livre (S=1)

Vamos considerar um tnico spin § = 1 na auséncia de um campo externo e em contato
com um reservatdrio de calor & temperatura T'. Para S = 1, as cornpoﬁentes de spin podem
assumir os valores 0 e 1. Podem ocorrer as seguintes transigoes:

T=|
0=7
0=]

Como nao existe um campo externo sendo aplicado, estes trés microestados sao equipro-
vaveis; entao a probabilidade de transigio, por unidade de tempo, de um dado estado para
outro qualquer deve independer dos estados considerados, e deve ser a mesma para qualquer
estado inicial e final. Vamos chamar esta probabilidade de transi¢io de w.

Devemos achar as equagbes que determinam a evolugao te;mporal de cada uma das
fungdes p (S = £1,t) e p(S = 0,1), que descrevem a probabilidade de o spin estar no estado
S no instante de tempo t. E claro que estas probabilidades devem estar normalizadas, isto

é, em qualquer instante de tempo elas devem satisfazer a seguinte relagéao:
p(S=1t)+p(S=0,t) +p(S=-1,t) =1L (2.19)

(i) evolugéo temporal de p (S = 1,¢):

Se o spin estiver inicialmente no estado S = 1, entdo num instante posterior ele pode

passar para os estados S = 0 ou S = —1. Devemos ter uma contribuigao de —2wp (S = 1,1)
para a quantidade i’is—d?); mas, inicialmente, o spin pode estar noestado S =0ou S = -1

e sofrer uma transi¢do para o estado S = 1 nos dando a contribuigdo wp (S = 0,t) +

wp (S = —1,t) para a quantidade dl(s;—“). Obtemos a seguinte equagao diferencial, para a
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evolugao temporal de p (S = 1,t):

dp (S =1,1)

7 =wp(S=0,t)+wp(S=-1,1) - 2wp(S=1,1). (2.20)

Podemos reescrever esta equagao na forma:

7 = wp(S=0,t)+wp(S=-1,t)— 3wp(S=1,t)+wp(S = 1,1)

= w—3wp(S=1,1). . (2.21)

Observamos que o fator 3 que aparece na eq. (2.21) é justamente 25+1,com S =1, que é
o niimero de estados acessiveis. E claro que devemos encontrar gg(%#) =w—3wp (S =0,t)

e L — y — 3up (S = —1,¢).
(i1) evolugdo temporal de p (S = 0,t):
Da mesma forma, podemos ter o estado inicial sendo S = 0, e as transi¢Ges possiveis
sa0 S = 0 — § = £1 dando uma contribuicao da forma —2wp (S = 0,t); mas se o estado

inicial for um dos S = %1 entdo wp (S = 1,t) + wp (S = —1,t) contribui para o aumento de

p(S =0,t). Assim:

M‘Sid;yl = wp(S=11)+wp(S=-1,t) - 2wp(S =0,t)
= wp(S=11+p(S=01)+p(S=-1,1) - 3uwp(S=0,1),
d_p_(_l-sd_:—o,—t) = w—3wp(S=O,t), (2.22)

como era de se esperar.

(iii) evolugdo temporal de p (S = —1,1):
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Usando as egs. (2.19), (2.21) e (2.22), temos:

p(Agz 17{/) +p(x9= 0,t)+p(19: —’1,t) == 1,

dp(S=-1t)  dp(S=0,t) dp(S=1,1)

dt YT dt - 2%
logo
p( - ) 9w 3w[l—p(S=—1,1)], (2.24)
ou
dp (LS’ - —17 t)
o =w—3wp(S=-1,t), (2.25)
como era esperado.
Entao podemos escrever de uma forma geral que
dp (S,1)
raiel e wp (S,t); S=0,%1, (2.26)
ou
d t .
P | g (S8) = w, (2.27)

dt
que é uma equagao diferencial linear de primeira ordem nao-homogénea, facil de se resolver.

A equagao homogénea associada a esta é

dp(5,Y) fjf, ) + 3wp (S,t) =0, (2.28)
cuja solugao é
pr(S,t) = po (S,t = 0)e™>". (2.29)

17



Uma solugao particular é da forma p, (S,t) = cte,

wete = w = cle =

Logo, a solugao mais geral é da forma

sendo que S = 0, £1.

Se, por exemplo, o spin estd inicialmente em S = 0, entdo p (S = +1,0) =0 e

PRp

1
p(S,t) =po (S,t =0) e 3t 4 3

p(S =0,0) =1, teremos:

1
0=po(S=1,0)+==po(5=1,0)

3

1 1
Ozpo(S:—l,O)-l-— ipo(S:“‘l,O):—g,

3

1

1 2
1=p0(S.~.—0,0)+—=>po(S=0,0)=§,

3

e as equagoes de evolugao temporal para as probabilidades sao:

Podemos ver que

1 1
p(S=11)= —ge‘3wt+ =

2 1
p(S=0,t)= '3‘6_3“’t + —

v 1
p(S=-11t)=—ze "+

3

18

37

3’
1
3.

b

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)



como era de se esperar.
Podemos também calcular o valor esperado de S:
(S@®) = > Sp(S.1)
3

= b(5=1,0)+0p(5=0,0)—p(5=_1,0)16—3wt

= (5(0))e ", _ (2.38)

2.2.4  Probabilidade para um sistema de N spins (S = 1)

Vamos agora considerar um sistema de N spins S = 1 localizados e interagentes, cujas
componentes sao S = 0,41, na auséncia de um campo externo. O conjunto de va-lores
{8, ..., Sy} designa um possivel estado para o sistema, sendo estes estados nao sao neces-
sariamente equiprovaveis, devido as correlacoes existentes entre os spins.

Consideremos o estado {5y, ..., S;, SN} que ocorre com probabilidade p (54, ..., S;, ..., Sy; t)
no instante de tempo t. Da mesma forma que para os spins ¢ = *1, podemos escrever a
seguinte equacao para a probabilidade:

P(S1,. iy SN ) =) 8y 51 85,.81--055, 50,0 (S15 -+, Sy ey Sis t) (2.39)
{s'}
onde g, 51 deve ser igual a um se S; = S; e zero se S; # S;. Devemos entao determinar a

fungao delta de Kronecker para S = 1.
Determinagao da fungao 4g, s

Para determinarmos esta fungdo devemos expandi-la em séries de poténcias de S; e S|

e calcular os seus respectivos coeficientes. Entao, vamos escrevé-la na seguinte forma:

Bawy = 0+ P(Si+S)+7(SI+S7)+6(S:8” + SiS7)
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+wSiS,+0(SiS)” + 0 (82 + 87) +0(5i8)° +- -+, (2.40)

onde desprezamos na expansao termos de ordem superior ou igual a terceira ordem, porque‘
para qualquer poténcia fmpar S2"H! = S2"S; = S;, e para qualquer poténcia par
S§nt2 — §nG2 — G2,

Portanto, se fizermos S; = 0 e S! = 0, +1, encontraremos os valores de @, 3 e 7, ou seja,

a=1,04=0ey=—1; assim a fungao delta fica na forma:
855y =1~ (S2+S2) +6(S:87 + SiS?) +wSiS{ + 0 (SiS))*. (2.41)

Considerando-se agora os outros valores de S; = £1 determinamos §,w e 6, os quais

tomam os seguintes valores: 6 = 0,w = 1/2 e 8 = 3/2, e ficamos finalmente com a expressso:
2 2 1 U 3 1\2
8sos=1— (S?+S7) + 5550+ 5 (Si5)° (2.42)
Somando-se sobre todos os valores de S; e S} temos

> bs.s1 =3 (2.43)

i,/

Entao podemos escrever os valores médios das varidveis estocdsticas S; (t) e S? (t) em

funcao do tempo:

{s}
g: (1) = (SE()) =2 S2p(S1, - Siy - Swit) (2.45)
)

onde as somas sao realizadas sobre todas as configuragdes dos spins.
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Da mesma forma podemos calcular as funcoes de correlacao,

Zik (t) = <Sz (t) Sk (t)) =Z SiSkp (S] 5 erey Si, ceey SN;.t) ,

(2.46)
=1

g (8) = (ST () SE (1)) =3 SISIP(S1, iy e Swi 1) (2.47)
=)

Assim, a probabilidade p (Si, ..., S;, ..., Sv;t) pode ser escrita como uma expanséo em

termos das fungdes de correlagdo de um, dois, trés, etc. spins, ou seja,

1
p(S1,r S Snit) = 3 {[1 — S} 5P+ S5+ gsfsgz] X oo
&

1
. [1—3,2\,—5}3+§SNS§V+%S§,S§3]}

XP (81, -y Sy s Sn3 B) - (2.48)

Expandindo a expressao anterior:

p(S1,.. Siyoer, S t) = {1— Z S24 Z 5282~ Z g () + Z agix (t)
i ik : i#k

1 1
+- Z Sim; (t) + 5 Z SiSrzx (t)
215 2 iZr

3 3
+§ Z Sig: (t) + 5 Z S2S%qu ()| + - } , (2.49)
|5 itk _

onde apenas alguns termos da expanséo sao exibidos.

Vamos considerar o caso de um tinico spin, ou seja, p; (S;,t). Podemos escrever que

pi (S,;,t) = Z p(Sl,...,SN; t), (250)
{s#3i}
ou ainda,
i (Si,t) =Y 85,50 (Sht), (2.51)
S

21



e substituindo a eq. (2.42) na equagao acima temos:

3

pi (Siyt) =Y [1 — (S2+87)+ %s,-s; + 5 (s,.s;)?} p(8.1). (2.52)

st

Definindo-se alguns valores esperados, como nas eqgs. (2.44) e (2.45), sé que agora para

um \nico spin S;, teremos:

m; () = (S (8)) =) Sipi (Si,t), (2.53)

g (t) = (S2(t)) = S?p(S,1). (2.54)

. Si
Logo, a eq.(2.52), toma a seguinte forma:
g 1 3 2
pe(Sit) = 1= 52+ 38mi () - (1- 357 4 ®). (2.55)
Note que p; (S;,t) estd normalizada,
Z P (Sz‘,t) =1. (256)
s '

2.2.5 Pardespinsc=1/2eS=1

Vamos considerar apenas um par de spins vizinhos ¢ = 1/2, com estados ¢ = %1, e
S = 1, com estados S = 0,%1. A probabilidade de encontrarmos este par de spins num
estado qualquer no instante de tempo ¢ é dada pela seguinte equagao:

Y4 (O', S, t) = Z 6070155’5117 (OJ, SI, t) s | (257)

a',S!
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onde

(1+00"), : (2.58)

bo,00 =

Do =

S
s, =1 (S +57) + %ss’ +5(88)". (2.50)

Efetuando-se os produtos que aparecem na eq. (2.57), ficamos com a seguinte expressao

para a probabilidade do par (o, S) no instante t:

P50 = 3[1+00E) +35(5O) -5~ (1)
+gs2 (s2 () + %GS (o) S (1)) — oS (o (1))

—o (o) S2(t)) + 2052 (o () 8? (t))] . (2.60)

Esta probabilidade também estd normalizada, ou seja, se somarmos sobre todos os

estados do sistema, em qualquer instante de tempo, ela satisfaz a seguinte relagao:

> p(o,S;t)=1. (2.61)

Os valores esperados que aparecem na eq. (2.60) tém a seguinte forma:

m ()= (e ) =3 op (0, 5:1), (2.62)
ma (t) = (S (¢)) ={§} Sp(,5;1), (2.63)
q(t) = (5 (1)) =2 Se0.850, (2:64)
R(t)= (o (t) S(t)) ={§} oSp (0, S;t) : | (2.65)
q ) = (o (t)S* (1)) ={§} aS% (0, 5;1). (2.66)
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Assim, a eq. (2.60) pode ser escrita da seguinte forma:

plo,S;t) = % 1+ omy (t) + %qu (t) — S* — (1 — g§2> g (t)
+30SR (1) ~ 08%m (1) - 0 (1 - 252) @ (t)} . (2.67)

2.3 O modelo |

Consideremos um modelo de Ising ferromagnético em uma redé quadrada na auséncia

de campos externos e descrito pela Hamiltoniana:
H=-J S, (2.68)
(4,9)
onde a soma ¢é feita sobre todos os pares de spins primeiros vizinhos, sendo que S; pode
assumir os valores (0,11) e g; os valores (£1). Cada spin S tem somente spins do tipo o
como primeiros vizinhos e vice-vgrsa. O spin S e o pertencem a duas sub-redes interpene-
trantes. J é a constante de troca: se J > 0 a interagao entre os spins é ferromagnética, e
se J < 0 a interagdo entre os spins é do tipo antiferromagnética.

O contato com o banho térmico a temperatura T' é simulado pela dindmica estocéstica
de Glauber onde ou o spin ¢; ou S; podem Iﬁudar de estado na unidade de tempo.

Para uma dada configuragao dos spins {o,}, };(a,t) é a probabilidade de se encontrar,
no instante de tempo t, os spivns o = {01,...,0n} em uma dada configuragdo. Assim,
We (6 — ¢’) é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transigado do estado
o para o estado ¢’, onde um dos spins ¢; pode mudar o seu estado de o; para —g;. Da
mesma forma, definimos W (S — S’) como sendo a probabilidade por unidade de terﬁpo
de que um dado spin S; possa rr.mdar o seu estado para outro estado S). Finalmente, vamos

supor que Wg (0 — ¢',§ — §’) represente a probabilidade por unidade de tempo para um
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dado par de spins primeiros vizinhos onde um ou outro spin pode mudar de estado.

2.3.1 Equacao de movimento para a magnetizagao de sub-rede o

A evolugdo temporal de p(o,t) é dada pela seguinte equagdo mestra:

GO = T Welo—)p(e,t)

+ > WG (o' = o)p(d,t), (2.69)

onde Wy (o —>‘0’) ¢ a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transicao do
estado ¢ para o estado ¢’ no instante t, sendo que todos os spins {S;} da sub-rede S nio
mudam de valor nesse instante.

Para o processo de Glauber que estamos considerando:

N
WG (0" - (T) =Z 5,,1,(,; 502,05 e 503.,_.0; - (5,,N:ajij (GJ) , (2.70)

j=1

onde w, (0') é a probabilidade por unidade de tempo de se inverter o spin do sitio 7, e para

a qual adotamos a prescri¢ao de Metropolis [21]
wj (0) = min [1,exp (- BAE;)], (2.71)

sendo AE}; a variagao na energia do sistema apés invertermos o j-ésimo spin, e 8 = 1/kgT.

Utilizando a condigao de normalizagao:

Z We (0 — o) =Z; We (o' —0) =1, (2.72)
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a eq. (2.69) toma a seguinte forma:

N

d . /
Zl-zp (0‘, t) = —p (0’, t) + ZZ:I (501’01502,05 e (SU].,,U; . 6aN,a}ij (Cf )p ((T’, t) . (2.73)
o' j=

Fazendo-se a soma sobre ¢’ no segundo termo da equagao acima obtemos

d N
7P ) = —p(ot)+ > w; (@) p(3,1), (2.74)
Jj=1
onde & = (04,09, ..., —0j,...,0n) denota uma configuragao de spins igual & configuracao

o, com excecao do j-ésimo spin o qual assume o valor —0; na configuragéo .

Definimos o valor esperado de uma fungéo qualquer dos spins A (o) como:

(A(0)) =>_A(o)p(o,t). | (2.75)

Utilizando as eqs. (2.74) e (2.75), podemos determinar a expressdo para a evolucio

temporal de (A (0)):

4 (4(0) =~ (o) + S AW @p@. . (27)

Podemos reescrever a equagdo acima mudando a soma no segundo termo da equacao
de uma soma em ¢ para uma soma na configuracao na qual o j-ésimo spin assume o valor

—0;, entao:
L (4(0) = —{A(0)) + 3 (4 () w; (0)). (2.77)

=1

Agora vamos escolher A (o) = oy, cujo valor esperado é (A (o)) = (%) e,

A(F) = orsej#k

—opse j=k
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Podemos escrever a relagao acima de uma forma mais compacta:
A ((7) = O — 20k(5jk' (278)

Substituindo a eq. (2.78) na eq. (2.77), obtemos

d

N
= (o) = — {o}) + Z oxw; (o)) — 2 {oxbw; (o (2.79)

Jj=1

N
Como Y. w; (o) =1, podemos finalmente escrever que
j=1

d
o (o) = =2 {opwy (0)) - (2.80)

2.3.2 Equagao de movimento para a magnetizagao de sub-rede S

A evolugao temporal para a distribuigao de probabilidade dos spins da sub-rede S deve
ser escrita na forma:

d ,
Zp(S0) = ~ X We(S—8)p(S,1)
SI

+3 We(S' = S)p(S,1), | (2.81)
s’ .

onde Wg (S — §') é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transi¢ao do
estado S para o estado S’, se todos os spins da sub-rede ¢ permanecerem fixos, no instante
de tempo t. Se apenas um dado spin da sub-rede S muda em cada instante, temos a seguinte
dinidmica de Glauber:

N
WG (S, - S) :Z 651:51652’55 “a 6Sj,§j e 6SN:S§ij (S,) s (282)

=1
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onde w; (5') é a probabilidade, por unidade de tempo, de se mudar o estado do spin do sitio
j. Vamos assumir a mesma prescrigao de Metropolis definida anteriormente. Aqui também

temos que

S We(S— )= Ws(§—=85) =1 (2.83)

S

Temos, portanto, que

d N
Zﬁp (S, t) = —p (S, t) + ZZ (SS] ,S{(SSQ,Sé - 6Sj,§j e 651\,’5&&)3‘ (S’)p(Sl, t) . (284)
S j=1 ,

Finalmente, somando sobre todos os estados S’ temos

Edip(S,t) = —p(S,t)+ X_j w; (8" p(S,1), (2.85)

onde S’ = (Sl, Sy, ... ,§j, . ,SN) indica uma configuragao de spins igual & configuragao
S, com excegao do j-ésimo spin o qual assume o valor gj na configuragio S'.

O valor esperado de uma fungéo A (S) é dado por:

(A(S) =X AS)p(S,1), (2.86)
logo
G ) =~ (AN + T3 A(S)s () (5'1). (287

Podemos reescrever a equagao acima mudando-se a soma no segundo termo da equagao
anterior de uma soma em S para uma soma na configuragao S’, obtida de S quando o spin
S; muda para S;:

N

% (A(S))y =—(A(S) + D (A(S)w; (9)). | (2.88)

i=1
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Fazendo-se A (S) = Sy, onde o valor esperado (A (S)) = (Sk), temos:

A(S) = Spsej#k
N gksej-—-k ,

que pode ser escrita em geral na seguinte forma:

A (S’) - Sk + (gk - Sk) 6jk . (289)
Desta forma temos que
3150 = =60+ L 5w )+ L (8- 8) 8y (9)). (290)

N
Lembrando que Y. w; (S) = 1, finalmente podemos escrever que
Jj=1

4

= (Se) = (8 = 5x) wi (9)). (2.91)

Analogamente, se A (S) = 52, a equagio de movimento toma a seguinte forma:

% (st) = (8% = Si) wr (9)) (2.92)

2.3.3 Equagao de movimento para a funcao de correlagao o S

Vamos agora considerar um par de spins vizinhos mais préximos o; e S, onde, ou o spin
g1, 0uU0 spin S, possam mudar no instante t. A equagao de movimento para a probabilidade
p (0, S;t) de se encontrar o sistema no estado (0, 5) = (04,...,01,...,0n;51, ..., Sm,-- -, SN)
no instante t é dada por:

d !
Eip(a’s’t) = - UIZS’ VVG (O',S—)U,,S)p(O',S;t)
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+ Y We(d,58 —0,8)p(d,851), (2.93)

'8!

onde W¢ (0,5 — ¢',5") é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transicao
do estado o para o estado ¢’, ou do estado S para o estado S'. Esta probabilidade pode ser
escrita como uma soma de duas probabilidades: uma referente a transicdo em ¢ e a outra

associada a uma transicao em S. Entdo podemos escrever que:

We (0,5 —d',8)=Wg (6,5 = d',S)+ Wg (0,5 —0,5), (2.94)
onde
v .
Wo (0,8 —=0,8) = 3 ooty -6sym0t - Bonol
k=1

X 551’5i652’55 ce 65}:951. .

+ 501,04 5,,2,(,; e 5%.,0; .. 6"1\’"’5\1

X 65._,’5'1652’55 e 65’9’31,: . 6SNvS;Vwk (S,)] s (295)

sendo que w; (0) e wy (S) sdo as probabilidades por unidade de tempo definidas nas segdes
anteriores e que sao dadas pela prescrigdo de Metropolis.

Usando aqui também a condigao de normalizagao:

S Wa (0,8 — o, 8) =% Wa (0,8 — o', 8) =1,  (2.96)

'S’ a,S

a eq. (2.93) pode ser escrita como:

d N

7=l

+ z_j wi (S)p (0, 5;1). (2.97)
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Vamos calcular a equagdo de movimento para o valor esperado de um par de spins
vizinhos mais préximos, ou seja, vamos considerar a fungéo A (¢, S) = 0,S,, onde apenas
um ou outro spin pode mudar na unidade de tempo. Para isso definimos o valor esperado
de A(o,S):

(A(0,8)) =)_ A(0,5)p(s,5:1). (2.98)

a,S
Assim a eq. (2.97) torna-se

L(40,8) = —(AGS)+ T3 A(0,5)w()@,51)

0,S3=1

+ Zi Ao, S)ws (5’) P (0, S; t) . (2.99)

o,Sk=1

Através de uma mudanca de varidveis nas duas somas acima podemos escrever que:

N
gi (A(0,8)) = —(A(s,S))+ z_:l (A (3, 8)w;(0))

+ é <A (0, §) W (S)>- (2.100)

Podemos agora particularizar A (o, S) para 0,5y, para determinar (0;Sm,). Antes pode-
mos escrever as seguintes representacdes para as fungoes A(G,S) e A (0, S) associadas &
inversdo de um inico spin do par por vez:

01Sm se j #1

—0Spsej=1 ,

46.5) {

01Sm se k #m

01Sm se k=m

A(a,§)={
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Em geral, elas podem ser escritas ainda da seguinte forma:

A (5’, S) = (0’1 - 20’1(5]'1) Sm, (2101)

A(0,5) = [Sm + (Sm = Sm) b1 0. (2.102)
Substituindo essas representagdes na eq. (2.100) teremos:

jt = -2 Jé (01Smbiw; (0)) + 3 {01 (Sm = Sim) Brmtc (S) ) - (2.103)

Portanto, ficamos com a seguinte expressao para a evolugao temporal da funcéo de

correlagao entre spins primeiros vizinhos:

d

= (015 m) = =2 (0151 (0)) + (01 (S = Sim) o (9)).- (2.104)

Podemos notar que se A4 (0, S) = 0,52, teremos:

4 (582) = ~2 (0521 (0)) + (o0 (8% — SB) wm (5)). (2.105)

Finalmente, apresentamos as seguintes equagOes que descrevem a evolugdo temporal
das magnetizages e das fungbes de correlacao entre primeiros vizinhos, para o modelo de
Ising com spins mistos, 0 = 1/2 e S = 1, quando apenas excitagoes de um unico spin séo

permitidas em cada instante de tempo:
d .
- (o%) = A, (2.106)

o (S;) = B, (2.107)
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onde

dt
d
H—t' <O'ISm> Alm,
d
T <01572n> Bim,

Ay = —2{oywy (0)),

Bk = <(§k — Sk) Wy (S)> ;
Cr = (52 - 82)we (9)),
A = =2 (0151 (0)) + (01 (Sin = Sm) wim (S)),

Blm = —2 <olS,%Lwl (U)> + <0'1 (57271 - S,zn) Wm (S)> .

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)
(2.112)
(2.113)
(2.114)

(2.115)

Para encontrarmos as solugGes estacionarias deste sistema de equacoes, primeiramente

ferromagnéticas.

2.4 Aproximagao de campo médio

temos que calcular os valores esperados que aparecem no lado direito do conjunto de
equagdes (2.106)-(2.110). Para isso utilizaremos as probabilidades p (¢,t),p (S,t) e p (o, S; 1)
definidas anteriormente, e métodos aproximados serao empregados para avaliar os valores
esperados que aparecem no lado direito dessas equagtes. Com isso poderemos determinar
a dependéncia do pardmetro de ordem e das fung¢Ges de correlagdao em fungdo da tempe-

ratura para os estados estacionérios (t — 00) desse modelo misto de spins com interagdes

Todas as expressoes desenvolvidas anteriormente sao exatas, ou seja, se conhecessemos
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calcular todos os valores esperados de interesse que aparecem no lado direito das equagoes
(2.111) a (2.115). No entanto, & medida que cresce o nmimero de spins do sistema, a
probabilidade torna-se bastante complexa, envolvendo correlacdes de dois, trés, .etc., spins.
Portanto, empregamos algum tipo de aproximacao para calcular os valores esperados.

A mais simples aproximagcio conhecida é a de campo médio, onde escrevemos p (o, S; )

como um produto das probabilidades de cada spin, ou seja,

p(0,S;t) = (INI p(oj,t )(Hp(sz,t)> | (2.115)

onde a probabilidade que um dado spin assuma um dado valor no instante ¢ € independente
dos valores assumidos pelos outros spins. Essa aproximagao dinamica de campo médio,
quando usada em conexdo com a taxa de transi¢do de Metropolis fornece resultados para
os estados estacionérios que nao sdo os mesmos observados no equilibrio [17]. Por exemplo,
para o modelo de Ising em uma rede quadrada a temperatura critica obtida por esse pro-
cedimento é igual a kgT,/J = 1.58, enquanto que o valor obtido para o estado de equilibrio
na aproximagao de campo médio é kgT/J = 4.0. Na préxima segdo consideraremos a
aproximagao de pares dinamica, e nesse caso os resultados obtidos coincidem com aqueles -
obtidos no equilibrio termodinamico [17]. Antes de passarmos para a aproximagao de pares
dinamica convém determinarmos as magnetizagdes das duas sub-redes na aproximagao de
campo médio para a situagao de equilibrio termodinamico. Nessa aproximagao, cada spin o;

interage com o valor esperado dos spins da outra sub-rede. Desta forma, podemos escrever

que:
1 1
m =g tanh 3 (BzJmy), (2.117)
2sinh(BzJm,)
g = 2.118
2 2cosh(BzJm;) + 1’ ( )
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onde = 1/kgT e z é o niimero de coordenagao da rede. Nestas equagdes m; = (o), onde
o =%1/2,emy=(S) onde S =0, +1.

Na figura 2.1 apresentamos o grafico das magnetizagoes das sub-redes m; e m, em funcao
da temperatura reduzida. A temperatura critica obtida nessa aproximacao de campo médio

é igual a kgT./2zJ = 0.40825.

1,0 @p———nm

o
(o]
T 17

Figura 2-1: Magnetizagdes m; e my em fungdo da temperatura reduzida 8 = kgT'/2zJ na
aproximacao de campo médio.

2.5 Aproximagao de pares

Nesta secao utilizaremos a aproximagao de pares que melhora os resultados obtidos na
aproximagao de campo médio, j4 que a correlagao entre spins primeiros vizinhos sio levadas
em consideragdo. Nesta aproximagdo a probabilidade p (¢, 5;t) é expressa em termos das
probabilidades de pares de vizinhos mais préximos p (03, Sk;t), isto é, da probabilidade de

que o par de spins vizinhos mais proximos o; e Sy, assumam seus valores, independentemente
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dos valores assumidos pelos demais spins do sistema. Para efetuar esses cdlculos procedemos
da seguinte forma:
1 - Consideramos um bloco A formado por um spin central, o;, e seus z primeiros

vizinhos (figura 2.2), e definimos P4 como sendo a probabilidade do bloco A.

Osis
O0——=0
S o Sia
Os

Figura 2-2: Configuragao esquemética de um bloco do tipo A, com spin central o; e seus
primeiros vizinhos, numa rede quadrada.

Essa probabilidade pode ser escrita como o produto entre a probabilidade de que o spin
central em ¢ assuma o valor o3, isto é, P(0;) e que P (0; | Si1, Sia,...,Si;) seja a proba-
bilidade condicional de que seus z primeiros vizinhos assumam os valores S;;, Sz, - . ., Si,.

Podemos entao escrever que
Py = P (0:) P(0: | Si1, Siz, - -+, Si2) - (2.119)

As probabilidades condicionais podem ser expressas como um produto de probabilidades

dos diferentes pares de spins tendo o spin central o valor o0;:
P(0i| Si1,Si2,--.,Si) = P(0: | Si1) P(0i | Sia)... P(0: | Siz), (2.120)

sendo que para cada uma das probabilidades condicionais individuais da equagao acima
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podemos escrever que

P (O'z', Si}\-,)
P(o;| Sy) = —"——=, k=1,2,...,z. i
(U I S k) P (O'z) 3 & (2 121)
Entdo P, pode ser escrita da seguinte forma:
P(O-iasi ) ‘

(PPV dez)

onde (PV de 7) indica os primeiros vizinhos de 1.
Da mesma forma se o spin central pertencer & outra sub-rede (figura 2.3), a probabilidade

para o cluster assim formado seré

P (0, Si)

Pi=P(S) [ P(S) (2.123)
(Pdee %)
O”n
O“-'z ‘Sa‘ 0":4
O"is

Figura 2-3: Configuragao esquemaética de um bloco do tipo A, com spin central S;, e seus
primeiros vizinhos, numa rede quadrada.

2 - Agora vamos considerar um bloco B formado por dois spins que sdo primeiros
vizinhos, 0; pertencente & sub-rede o, e S pertencente a sub-rede S, e seus respectivos

(2 — 1) primeiros vizinhos (figura 2.4).
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OS;'J OOA ]
Q ® O
Sz o Sk %2
O Sjs o Ok3

Figura 2-4: Configuracao esquemitica de um bloco do tipo B.

Desta forma, a probabilidade para esse bloco de spins pode ser escrita como:
Py = Py (0j,5) P (Uj,sk | Sj1,Sj2,- -+ Sj(z—1), Ok1, Ok2; - - - :Uk(z—l)) : (2.124)

Nesta aproximagao, a probabilidade condicional é expressa como um produto de pro-
babilidades condicionais de pares, como foi feito anteriormente para a probabilidade Pj,.
Entao

P(%',Sk | Sjt,Sj2,- - ,Sj(z—1),0k1,0k2,~--,Uk(z—l)) =

P(O’j I Sj])P(O’j I sz) .. .P(O’j | Sj(z—])) P(Sk | O'kl)P(Sk I O'kz) .. P(Sk I Uk(z—l)) .

(2.125)
Substituindo-se as egs. (2.119) e (2.120) na equagao acima temos
: A Py (0" S,) Py, (Ul Sk)
Pg = P; (0,5 e e 2.126
wlons) I =Gy I =) (2:126)
(PV de j) (PV de k)

2.6 Determinagéo das equagoes de movimento

Agora vamos resolver o sistema de equagdes acopladas da se¢@o 2.3 utilizando a apro-

ximagao de pares na qual a probabilidade pode ser escrita em termos das probabilidade de
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pares de spins.

Dividimos a rede em duas sub-redes, e procuramos solugGes tais que m; = {0;) para
qualquer spin pertencente 3 sub-rede 1, my = (S;) , ¢ = (S?) para qualquer spin pertencente
i sub-rede 2 e R = (0,S;), ¢1 = (0,S?) para qualquer par de spins primeiros vizinhos o, €
S;. Podemos escrever as probabiiidades para um unico spin, P, (g,) e P (S;), e para um

par de sbins vizinhos mais préximos como:
1
P] (0'1) = 5(1—*-(7177’1,1), (2127)

1 3 '
Py(S2) = 1+ 58m; — 5} - (1 - 55;) g (2.128)

1 1 3
P12(0'1,S2) = —2- 1+01m1+532m2—33—<1——2«522)q

1 3 :
+§0'152R - U]ngl — 01 <1 — *2—53) Q]} s (2129)

onde 07 e Sy sao spins de um par de spins prifneiros vizinhos pertencentes as sub-redes 1 e
2, respectivamente. O primeiro bloco considerado € do tipo A, descrito na se¢do anterior,
e consiste de um spin central 03 pertence a sub-rede 1 com spins primeiros vizinhos S;
pertencentes a sub-rede 2; o segundo bloco considerado também é do tipo A, com um spin
central S, pertencente a sub-rede 2 com spins primeiros vizinhos o, pertencentes a sub-rede
1; por fim, o terceiro bloco ¢ do tipo B e consiste de dois spins primeiros vizinhos oy e Sy e

de seus respectivos primeiros vizinhos. As probabilidades para estes blocos sdo dadas pelas

expressoes:
Py (01, Si) |
.PA = P (01) H B (o) (2.130)
_(PV del)
Py (01, 53)
P, = PB (S — 2.131
A 2 ( 2) l:[ P, (Sz) ( )

(PV de 2)
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Pio(04,5i) Py (04, S9)

vPB =P12 (0’1,52) 1;]2: —FR&]—)"— II}]: —’P';(TS,Z—)_ (2.132)
(PV de 1) (PV de 2)

Inserindo essas expressdes para as distribui¢oes de probabilidades podemos avaliar os
valores esperados encontrados no lado direito das equagdes (2.111) a (2.115).

Apés algumas manipulagoes algébricas, podemos mostrar que a evolugao temporal das
magnetizagoes de sub-rede, m; e ma, do parametro ¢, e das funces de correlacao entre

primeiros vizinhos, R e ¢, sdo dadas pelas seguintes equagoes:

d

Em‘l = Al (mlam’27 R:Q:Ql) s (2133)
d }
Em2 = B2 (ml7m27 R7 anl) ’ (2134)
d .
79= Cy (ma,me, R, q,q1) , (2.135)
d .
aR = A12 (m11m27 R7 q, QI) ) (2136)
d
%ql = Bl2 (mla My, R7 q, ql) . (2137)

Obtivemos as seguintes expressoes explicitas para os fatores que ocorrem no lado direito
das equagdes (2.133) a (2.137), onde m; = {(01), ma = (S2), ¢ = (S%), R = (0152) e
q1 = (0157). Vamos definir, por conveniéncia, as quantidades z; = P (+), y1 = P, (-),
T2 = P (+), 2 = P(-), 22 = P(0), z = P12(+_+), v = P (+-), v2 = P (—+),

w= Py (——), g1 = P15 (+0), e g, = Py5 (—0). Entdo as egs. (2.127) - (2.129), ficam

1
o |
n=3 (1-ma), (2.139)
1
Ty = -2‘ (m2 + q) , (2.140)
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1 .
y2 = 5 (-m2+q), | (2.141)
n=1-g ' | (2.142)
1
2= (m+a+R+aq), (2.143)
1
(1 =Z(—m2+q—R+<h), (2.144)
1
v =7 (me+q-R-aq), (2.145)
1
w= Z(—m2+Q+R—<h), ' (2.146)
1
gr=50+m-qg-a), (2.147)
1
g2 = 5(1 —mi—g+aq). (2.148)
Definindo-se ainda o pardmetro adimensional 7 = exp (—4J/kgT), temos na apro-
ximagao de pares,
2 (44 3.3 2,3 2.2 2 .2 2,2
Al (ml,msz,q,ql) = _:'1?; (’I} z +4’I’] 2 g1 +47] AN SY +6'I’] 2°gy + 127’]4 givy +6.a Y

1
+4nzg} +122g%v, + 1229101 + 4203 + g1 + 4g7v; + 64503
+4g1'uf + v'f)

2 2 2

+33 (n'w* + 41w gy + 4n*wv, + 61w g3 + 120w gavs + 6wPv)
Ui

Fdnwgd + 12wgivs + 12wgavs + dwvl + gy + 4g3vs + 6gavs

+4ga03 +3) (2.149)
1
B, (my,ma, R,q Q) = —73 (27) 24+ 022t + 8n22Puy + dn2lus + 182202 + 12203 + 317;‘)
I ) » 1 /12
-|--1§ (277 w + n?w?t + 8nwivy + AWy + 18wl + 12wvd + 3’03‘)
Y2
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1 : : : .
5 (g — °01 + 0193 — 4ngig: + 49102 ~ 491}
2

+gi— ), (2.150)

lgzw‘ "“Sw‘ = Si»l =
—~~

N

N

Cy (ma, m2, R, q,q1) = 022t + 4n2vs + 62702 + 4203 + v;‘)

20t + 47]&)37)1 + Gw“”vf + 4(;.11}? + 'u;‘)

+— (n?gs + "] + Angig5 + dngigs + 4930 + 49163

+gt+93), | (2.151)

2 |
Ayp (my,mg, R, q,q1) = p (—n*z* = 31’21 — 2’20, — 30?27} — 3nzPgrvy — mzgl

+32g102 + 2205 + ghvr + 397} + 3910} + ’Uii)

+{,2'§ (—n'w* - 30wy, — 2n’wPu, — 3n’wPe] — 3wy — nuwgh
+3wgav2 + 23 + 93vs + 39303 + 3gau3 + of)

_|_.:.B.1§ (—277454 — 022t — dn?2Puy — 2nz3v, + 6205 + 3v§)

+—1§ (—2n4w4 — nlw* — 4n?ulPu; — 2P + 6wl + 31)‘%)
Y2

1 |
+— (~1"gs — 7’61 — 2913 — Inglgs + 2102 + 20193

2 .

+gt +93). (2.152)

2
(77424 + 308231 + 42280 + 3072202 + In2lg1vn + nzgh

Bl?(ml)m27R)q7q1) = _'—5
I

+62%02 + 62¢%v; + 929107 + 4203 + g3vy + 3gh? + 3¢103 + 'u‘li)

2
+&—§ (774@4 + 3%w3gs + 4n%wvs + 30762 + Iwlgeve + NwYs
(A

+6w2 + bwglvy + Iwgav? + 4wl + gavs + 3g3v3 + 3gov5 + vg)
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+ (—71224 — 2n2Puy + 2205 + vg)

+ (——772w4 - 277@%1 + 3wv§‘ + vf)

<
| = Sl = 8| =

(—n*gs + n’gt — 209193 + ng392 + 2939: — 29193

o
+gi—g3). (2.153)

Para éada valor da temperatura determinamos as solugoes estacionérias para o sistema
de equagles acima utilizando o método de Runge-Kutta de 42 ordem [18].

Na figura 2.5, exibimos o comportamento das magnetizagGes de sub-rede m; e my em
funcao da temperatura reduzida 6 = kgT/2zJ. A temperatura critica que obtemos na
aproximagao de pares é igual a 6, = 0.3068. Esse valor ¢ menor que o encontrado na
aproximagao de campo médio, onde obtivemos o valor 6. = 0.408. Podemos comparar
esses resultados com outros éncontrados na literatura: Siqueira e Fittipaldi [19), utilizando
uma teoria efetiva de campo médio incluindo correlacoes obtiveram 6, = 0.198; Schofield
e Bowers [12], através do grupo de renormalizagido no espago real obtiveram 6, = 0.182;
Bowers e Yousif [11], através de expansdes em séries obtiveram 6, = 0.244; Verona de
Rezende, S4 Barreto e Plaécak [20], utilizando o grupo de renormalizagao de campo médio,
com blocos de até 4 spins obtiveram 6. = 0.322, enquanto que Buendia e Novotny [14]
através do método de Monte Carlo e da técnica da matriz de transferéncia determinaram
o valor 6, = 0.25.

Portanto, a aproximag¢do de pares dinamica que empregamos, como j& era esperado,
fornece um resultado para a temperatura critica que é menor que aquela prevista pela
teoria de campo médio, e um pouco acima dos melhofes resultados obtidos empregando

teorias mais sofisticadas, como por exemplo, expansGes em séries de altas temperaturas.

Mostramos ainda nas figuras 2.6 e 2.7 a dependéncia dos valores esperados ¢, R e ¢
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Figura 2-5: Magnetizagoes m; e my em funcdo da temperatura reduzida 6 = kéT /2zJ na
aproximacao dinamica de pares.

em funcao da temperatura reduzida. Notamos que q = (5?) decresce com 6, permanecendo
aproximadamente independente da temperatura para valores grandes da mesma. Em altas
temperaturas, os spins tornam-se independentes, e o spin S; pode assumir com a mesma
probabilidade os seus trés valores possiveis, 0 e £1. Logo, como vemos, (S2) = 2/3 se
0> 0.

Por outro lado, a fungéo de correlagao intersub-redes R = (0,5;) decresce com a tem-
peratura e para 6 = 20, assume um valor que é cerca da metade do valor determinado
na temperatura critica. Finalmente ¢; = (0,S?) tem um comportamento semelhante ao

observado para as magnetizagdes de sub-rede, e se anula exatamente em 8 = 4,.
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Figura 2-6: Parametros R = (0S) e ¢ = (S?) em funcéo da temperatura reduzida 6 =
kgT/2zJ.
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Figura 2-7: Comportamento do parametro q; = (0S2) em fungao da temperatura reduzida
0 = kgT/22J.
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Capitulo 3

Dinamicas competitivas no modelo de

Ising misto ferromagnético

3.1 Introducao

Estudaremos agora a resposta do sistema quando este é submetido a dois processos es-
tocésticos dindmicos competitivos: um dos processos simula o contato com o banho térmico
a uma dada temperatura fixa, e o outro processo é devido a transi¢oes que independem da
temperatura. Neste caso podemos pensar em absorgao de energia pelo sistema de spins
devido a um fluxo de energia eletromagnética sobre o sistema [22, 23].

A primeira dindmica é o processo estocdstico de Glauber descrito no capitulo anterior.
Neste capitulo descreveremos uma dinimica semelhante a de Glauber, mas onde sao inver-
tidos simultaneamente um par de spins vizinhos mais préximos. Este processo estocédstico
simul_a um fluxo continuo de energia sobre o sistema, que privilegia os estados de mais
alta energia do mesmo. Quando o sistema esta sujeito somente a este processo, o estado
estacionario que esperamos é de um estado de maxima energia.

Vamos investigar uma caracteristica interessante associada & competicao entre dois pro-

cessos, que é o aparecimento do fendmeno de auto-organizagao. No caso do processo in-
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dependente da temperatura ser o de Kawasaki (pardmetro de ordem se conserva) Tomé
e de Oliveira [5], através da aproximagdo de pares, e Grandi e Figueiredo [24] através de
simulagoes de Monte Carlo mostraram que, dependendo do fluxo de energia sobre o sis-
tema, ele passa pelas fases ferromagnética, paramagnética, e finalmente se auto-organiza
em uma estrutura antiferromagnética. Utilizaremos aqui também o formalismo da equacao
mestra, e a aproximagao de pares dinamica para a determinagao do diagrama de fases para
os estados estaciondrios do sistema, no plano temperatura versus parametro de competicao

entre as duas dinamicas.

3.2 Equacao de movimento para a magnetizacao de
sub-rede o
Em primeiro lugar vamos calcular a evolugio temporal de p (o, S;t), que é determi-

nada aqui da mesma forma como realizado no capitulo anterior. Inicialmente escrevemos a

equagao mestra:

d ! !
g (0,8;t) = — > Wgp(0,5—d,5)p(0,5;t)
a',S!
+ > Wep(d',8' —0,5)p(d,5';t), (3.1)
o', 8’

onde Wgp (0,S — o', S’) é a probabilidade, por unidade de tempo, de ocorrer uma transicao
simultanea de dois spins vizinhos mais préximos, o sistema mudando do estado (o, S) para
o estado (¢/,S’). Esta probabilidade estd associada a um processo que simula um fluxo
continuo de energia sobre o sistema, e que privilegia os estados de mais alta energia do
mesmo. O sistema absorve esta energia através da mudanga simultanea de um par de spins

vizinhos mais préximos. Este processo é similar ao processo de Kawasaki (troca entre dois
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spins primeiros vizinhos) utilizado por Tomé e de Oliveira [5] em sistemas ferromagnéticos,
porém, em nosso caso, nao hd conservacao do parametro de ordem. Esta probabilidade
pode ser escrita da seguinte forma:

' N
! !
Wep (0,8 —0,8) = > b01,01002,04 - - - 5"1,—0} SR

Jk=1

X(SS],Si(SSQ,Sé L. 5Sk7§k ce 5SN,5'}ijk (0”, S,) s (32)

onde wy;, (0, S') é a probabilidade, por unidade de tempo, de se mudar os spins dos sitios
J e k simultaneamente. O fluxo de energia para dentro do sistema é dado pela seguinte

prescrigao:
0, se AEjk S 0

Wik (O’,S) =
! 1, se AEjk >0 5

sendo AF;; a variacdo na energia apés mudarmos os spins j e k .

Utilizamos aqui também a condigao de normalizacao

Y Wap (0,8 — ',8) =Y Wep (0,5 = o', 8) = 1. (3.3)

g’,s! g,S

Ent&o podemos escrever a eq. (3.1) da seguinte forma:

d N
—p(0,851) = —p(o,5;t) + ZS .;1 Sor0180205 -+ Bozr-ot -+ Saaty -
c',8'5,k=
X631,S£6$2,Sé N 6Sk7§k . 6S'N,S;ijk (OJ, Sl)p (OJ, S,, t) y (34)

que, quando somamos sobre todos os estados ¢’ e §', resulta na seguinte equacgao:

d N o s
p (0,5:;t) = —p(0,S;t)+ > win (O',S)p (O’,S; t) , (3.5)
Jk=1
onde ¢ = (01,09,...,—0j,...,0n) € S = (Sl, Soy.vrySkyeen, SN) denotam as configuracgoes
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de spins iguais as configuragdes g € S, com excegao dos spins j e k, os quais assumem 0s
valores —g; e .§k nas configuragdes 7 e S.
Denotando por (A (0, S)) o valor esperado da fungio de estado A (7, 5),

(A(0,8)) =>_ A(0,8)p(s,S;t), - (3.6)

g,8

e utilizando a eq. (3.5), podemos escrever que:

L A8 =- AN+ Al 9w (3,58)p(,51).  67)

dt . 7,5 7,k=1 :

Se mudarmos a soma no segundo termo da equacao acima, de uma soma em o e S para

uma soma has configuragdes nas quais os spins j e k assumem os valores —ag; e Si, teremos

d N .
5 (A, 5)} == (A(0,8)) + %:jl (A(3,58) wix (0,9)). (3.8)

O que desejamos é calcular a equagdo de movimento para um Unico spin, quando esse
spin e seu vizinho mais préximo mudam simultaneamente. Vamos entéo definir A (g, 5) =

0y, € o seu valor esperado por (4(a, S)) = {o7) , ou seja,

oyse j#£1

—oyse j=1

A (6, §) =
Podemos entao escrever uma relagao para A (5, §)na forma
A (5’, §) =0 — 20’1(5]'1. ' (39)

Se substituirmos a eq.(3.9) na eq.(3.8), teremos:

% (o) = — (o) + ';1 {(owjx (0,5)) — 2 _:z_;l (a16;w;1 (0, 5)) - (3.10)
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N
Como
k=

I

. wik (0,5) = 1, a equagdo acima fica:

d
E(0’>=_2 > {owi (0,8)).

k
(PV dcl)

(3.11)

onde (PV del) indica que a soma é feita sobre todos os spins que sao primeiros vizinhos

de I, ou seja, que se encontram na sub-rede S.

3.3 Equacao de movimento para a magnetizacao de

sub-rede S

A equagio de movimento para o spin S é calculado aqui utilizando a eq. (3.8). Para

isso vamos definir A (0, S) = Sn, , e seu valor esperado (A (0, S)) = (Sm) e, portanto,

o~

Smsek=m

A(&,S')E{ Sm se k£ m
A funggo A (5, 5) é definida da seguinte forma:
A(3,5) = S+ (Sm — Sm) Stm,

e substituindo a eq.(3.12) na eq.(3.8), temos que

d N N

=5 (5m) == (Sm) + X0 (Smwie (0,9)) + 3 ((Sm — Sm) Smwie (0, S)>

5k=1 J.k=1

N 1
x wik (0,5) = 1, a equagdo anterior toma a seguinte forma:

Sendo que

Js

G5 = 2 ((Ba=Sn)um(5).

3
(PV de m)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Utilizando o mesmo procedimento, podemos também escrever que A(0,S) = 52, e a
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equagao de movimento correspondente fica
d o o
Z (8= X ((Bn-Sn)wm(0.9)). (3.15)
(PV ile m) :
onde (PV de m) indica que a soma deve ser feita sobre todos os spins primeiros vizinhos

de S,,.
3.4 Equacao de movimento para a funcgao de correlacao

de spins 0 e S

Podemos entdo calcular a equacao de movimento para um par de spins primeiros vizi-
nhos. Para isso vamos considerar A (0, S) = 0,Sn , e o seu valor esperado (A(0,S5)) =

(61Sm) e definir uma fungao para A (5, g) que tem a seguinte forma:

01Smse j#lek #m

—algmsej=lek=m ,

A (5, §) =
e entdo esta fungao fica definida da seguinte maneira:
A <5’, g) = O-lSm — 20’1 (S'm - Sm) 6jl6km + a; (gm - Sm) 6km - 2alSm6jly (316)

e agora podemos substituir a eq. (3.16) na eq. (3.8) e teremos

d Y 5
7 (O1Sm) = —2 ‘;1 <al (Sm - Sm) 8510kmw;k (0, S)>
4, k=
N ~
+ Z <Ul (Sm - Sm) 6kmwjk (J; S)>
k=1
3 - |
—2 Z <0'1Sm(sjla)jk (U, S)> . (317)
G k=1

Utilizando a propriedade da fungao delta na equagao anterior, ou seja, os termos nao
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nulos sao aqueles para os quais j = [ e k = m, entio a eq. (3.17) fica da seguinte forma:

%(msm) — —2(01 (Sm = ) 0im (0, 9))

+§j< (Sm = Sm) wim (,5))

Jj=

-2 i 0’1 mwm (0' S)) (318)

=1

Podemos ainda fazer alguma manipulacao algébrica no segundo e terceiro termos do
lado direito da equagdo anterior, ou seja, retirando da soma em j o termo quando j =1, e

na soma em k o termo k = m. Teremos, portanto,

d

p (01Sm) = —2 <al (§m - Sm) Wim (0, S)>_
+(01 (Sm = Sm) wim (0,5)) + ; (01 (8m = Sm) wim (0, 5))
~2(01Smwim (0, 5)) — 2 ) {o1Smwik (0, 5)) . (3.19)
k#m

Portanto, ficamos com a seguinte expressao para a evolugao temporal da funcao de

correlacao:

d

ai (01Sm) = — <Uz (§m + Sm) wim (0, S)>
| + Z <01 (gm - Sm) Wim (o, S’)>
(PV de m)
-2 Y (0Smwn(o,8)). (3.20)
| (PV ae 1)

Da mesma forma, se A (0, S) = 0152, teremos

<O’IS2 > = - <0’1 (§12n + ng) Wimn (O', S)>
+ ) <0’l (gfzn - S,2n) Wim (0, S)>
(ijjle m)
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ktm

-2 Z <0;Smwm a, S)> (321) |
(PV de 1) '
Finalmente, podemos escrever as equagoes que descrevem a evolucao temporal das mag-

netizagdes e das fungdes de correlagdo entre primeiros vizinhos, para o modelo de Ising com

spins mistos, quando ocorrem excitagdes simultaneas de dois spins vizinhos mais préximos

em cada instante de tempo:

d
pT {o1) = Dy, (3.22)
5t Sm) = Em, (3.23)
& (s2)=Fn 3.24
dt mj/ = ™My ( . )
d
"d_t (U!S'm.> = Dlmy (325)
d 9 :
‘C‘l‘—t <O'sz> = Elm) ‘ (326)
onde
Di=—2 3 (own(o,9), (3.27)
(Pdee 1))
Z_ <(§m - m) wjm (0, S')> ; (3.28)
(Pv Jde ™m)
Y ((Bh-8h)wm(0,9), (3.20)
(Pv J;ie m)

Dlm = -~ <Ul (gm + S’m) Wim (0) S)>

+ Z (a, (S m) Wim (o, S)>

#1
(PV de m)

~2 > {oiSmwi (0,9)), (3.30)

k#m
(PV de l)
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E.lm = - <0’1 (ggl + an) Wirn, (O’, S)>

+ 3 (o (8% - SE)wim (0,9))
(Pij;Ie m)

-2 5 <01531w1k(0‘,5)>- (3.31)

k#£m
(PV de i)

Os valores esperados dados pelas equagdes (3.27) a (3.31) estao listados no apéndice A,

e foram obtidos utilizando-se as equagdes (2.130) a (2.132) da aproximagao de pares.

3.5 Competicao entre os dois processos dinamicos

Nesta secao apresentaremos um estudo da competicdo entre as duas dinamicas es-
tocasticas que foram estudadas anteriormente para o modelo de Ising misto ferromagnético.
A dindmica estocédstica que é simulada pelo processo de Glauber de inversao de um tnico
spin por vez ocorre com probabilidade p. A outra dindmica, que simula um fluxo continuo
de energia sobre o sistema, privilegiando os estados de mais alta energia, e que estd as-
sociada & mudanga simultdnea de um par de spins vizinhos mais préximos, ocorre com
probabilidade (1 — p).

As equagdes de movimento que descrevem o efeito conjunto desses dois processos podem

ser escritas na seguinte forma:

d

2 = pA1 (m1,ma, R, ¢, q1) + (1= p) D1 (ma,me, B, g, 1) (3.32)
d
Eim2 = pB2 (mh r R7 q, QI) + (1 - p) E2 (m17 ma, R) q, 91) ’ (333)
d .
aq = pG2 (mb m2,R, q, ql) + (1 - p) F2 (ml7m’2aR’ q, ql) » (334)
d _ .
ER = pAl2 (m1>m2: R, q, ql) + (1 - p) D12 (mla ma, Rv q, ql) ) (335)
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d \
a‘h = pBia (my,me, R, q,q1) + (1 - p) By (my,ma, R, q, q1) - (3-36)

3.5.1 Estados estacionarios: diagrama de fases

As solugdes estacionarias das equagoes (3.32) a (3.36) ndo podem ser obtidas analitica-
mente. Para fazermos este estudo utilizamos aqui também o método numérico de Runge-
Kutta dé 42 ordem, como feito anteriormente, para resolver as equagbes de movimento
somente para o processo de Glauber.

De imediato, observamos que as solugdes estacionérias para esse sistema de equacdes
diferenciais nos levam a trés tipos de fases, identificadas pelos valores dos parametros de
ordem. Definimos estas trés fases da seguinte forma:

1 - Fase Ferrimagnética (F): my # ms, € my, my > 0;

2 - Fase Paramagnétiéa (P): my = my = 0;

3 - Fase Antiferrimagnética (AF): my # my, m; <0 e my > 0.

Na figura 3.1 podemos observar duas linhas de transi¢des de fases que separam as fases
definidas acima. A transigao entre as fases ferrimagnética e paramagnética é continua, bem
como aquela entre as fases paramagnética e antiferrimagnética, ou seja, os parametros de
ordem. vao continuamente a zero ao se passar de uma fase para outra.

Notamos que para @ = 0(p =1), o estado estacionério coincide com o estado de
equilibrio, como visto no capitulo anterior, e a temperatura critica é 6, = 0,3068, que
é a temperatura critica de equilibrio obtida na aproximagao de pares.

Observamos que a competicao entre os dois processos torna-se efetiva j4 para valores de
p ligeiramente menores que 1. Podemos verificar que:

a) Para 6 < 6., e para valores pequenos do pardmetro de competicdo (), o processo de

Glauber é o dominante, e a fase ferrimagnética é estdvel abaixo de um certo valor critico-
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Figura 3-1: Diagrama de fases do sistema de Ising misto ferromagnético, com dinamicas
competitivas, obtido através da aproximagéo de pares dinamica. n = exp(—1/26), onde
§ = kpT/22J é a temperatura reduzida do banho térmico, e @ = (1 — p) é o parametro
de competicido entre os dois processos. F,P e AF representam as fases ferrimagnética,
paramagnética e antiferrimagnética, respectivamente.

do parametro de competicgo. Mesmo para 6 -= 0, note que a mudanga de dois spins
simultaneamente destrdi facilmente o estado estacionario ferrimagnético. O valor critico
para 0 =0 ¢é Q. = 0.04.

b) Acima deste valor critico do parametro de competicao, o fluxo de energia destréi o
estado ordenado ferrimagnético, e entao passamos para a fase paramagnética correspon-
dente ao estado estaciondrio completamente desordenado, onde as magnetizagoes de ambas
as sub-redes se anulam.

c) Aumentando-se ainda mais o fluxo de energia, passamos por um outro valor critico do
parametro de competigao, para o qual a fase paramagnética se torna instdvel e aparece uma
fase do tipo antiferrimagnéj:ica. Note que a fronteira de fases entre as fases paramagnética

e antiferrimagnética é quase que independente da temperatura, o que evidencia o caricter
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dominante do processo de inversao simultanea de dois spins, escolhido para ser independente

da temperatura. O valor critico de () para a transigao para-antiferrimagnética, para I’ = 0,

éQ, = 0.54.
0.6
—Oo— @ =0.15
—O0— g=04
0.4 b
02 }o
Q
Figura 3-2: Magnetizacdo m; = (o) em fungdo do parametro de competicdo para dois

valores diferentes de temperatura.

Na figura 3.2, observamos o comportamento da magnetizacdo de sub-rede o, m; = (o),
em funcdo do parametro de competicdo para dois valores diferentes de temperatura, um
abaixo e outro acima de 6, . Se observarmos o comportamento abaixo da temperatura
critica, notamos que a magnetizagdo m; parte de um valor igual a 1/2, para o pardmetro
de competicao ) = 0, e decai continuamente & medida que o pardmetro de competicdo au-
menta, e passa a ser igual a zero acima de um certo valor critico do parametro de competicao,
caracterizando um estado estacionario desordenado, e depois diminui continuamente até
—1/2, para valores grandes do parametro de competigdo ). J4 para temperaturas acima

da temperatura critica, a magnetizagao comega com um valor igual a zero para o parametro
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de competicao igual a () = 0, ou seja, comega num estado desordenado e permanece neste
estado até um certo valor critico do parametro de competigao, e depois assume valores
decrescentes, atingindo finalmente o valor my = —1/2 para Q — 1, ou seja, quando apenas

a mudanca de dois spins é o processo que permanece.

0.8

—— T e

0,6

04 o

0,2

l I
0-0 I OO L I O e T L T T

0,0 0,2 0,4

Q

Figura 3-3: Magnetizagdo my = (S) em fungdo do pardmetro de competi¢do para dois
valores diferentes de temperatura.

Agora, se observarmos a figura 3.3, percebemos que o comportamento de my = (S) é
semelhante ao de m,, diferenciando-se apenas quanto aos valores assumidos quando atra-
vessamos a fronteira entre as fases paramagnética e antiferrimagnética: quando m; < 0,
™Mo passa a ser positivo.

Nas figuras ‘3.4, 3.5 e 3.6, exibimos, por uma questao de completeza, o comportamento
das fungdes R = (0S), ¢ = (S e q1 = (052).em fungdo do parametro de competicio
Q. Desta forma, podemos concluir que esse sistema exibe claramente o fendmeno de auto-

organizagao: quando nao hd um fluxo de energia sobre o sistema, observamos uma fase
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Figura 3-4: Fung3o de correlagdo R = (0S) em fungdo do parametro de competicao, para
dois valores diferentes de temperatura.

ferrimagnética estéavel para § < .. Porém, quando um pequené fluxo de energia é aplicado,
o estado ferrimagnético torna-se instavel devido & mudanga simultanea de pares de spins
vizinhos, e passamos para uma fase paramagnética. Aumentando-se ainda mais o fluxo de
energia, a fase paramagnética torna-se instdvel e, acima de um determinado valor critico do
fluxo, surje uma nova fase ordenada, do tipo antiferrimag‘néfica. Esperamos que simulagGes
de Monte Carlo possam caracterizar melhor essas transigoes, especialmente a pequena 4rea

ocupada pela fase ferrimagnética no diagrama de fases.
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 3-5: Parametro g = (52) em fungao do parametro de competigéo, para dois valores
diferentes de temperatura. '

0,6
:[ —O0—6=015

—0— @ = 0.4

Figura 3-6: Grafico do parametro ¢; = {(0.5?) em fungdo do paradmetro de competicéo, para
dois valores diferentes de temperatura.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho estudamos os estados estacionéarios de um modelo de Ising cinético, com
spins mistos 0 = 1/2 e § = 1. Consideramos o modelo em duas sub-redes interpenetrantes,
uma composta pelos spins ¢ = 1/2 e a outra pelos spins S = 1. As interagGes sdo assumidas
ferromagnéticas e apenas interacdes entre primeiros vizinhos foram consideradas. O modelo
foi estudado através do formalismo da equagdo mestra e empregamos a aproximacao de
pares para desacoplar as equagdes de movimento. A evolugao do sistema em direcao aos
seus estados estacionérios foi obtida através da competicao entre dois processos estocésticos:
transigbes que envolvem um ou dois spins vizinhos mais préoximos na unidade de tempo.
No processo dinamico envolvendo uma mudanga no estado de um spin da sub-rede ¢ ou da
sub-rede S, a transigdo ocorre de acordo com a dinamica de Glauber. Se esse fosse o 1inico
processo dinamico presente o estado estacioﬁério seria o estado de equilibrio. Entretanto,
admitimos a presenca de uma segunda dindmica que envolve a mudanca simultanea de
dois spins vizinhos mais préximos ¢ e S. Neste caso, essa mudancga privilegia os estados
com maior energia, independentemente da temperatura do banho térmico. Dependendo do
peso de cada um desses processos os estados estaciondrios do sistema podem ser do tipo

ferrimagnético, paramagnético ou antiferrimagnético. A fase ferrimagnética ocupa uma
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regiao muito pequena do diagrama de fases. Ela é estavel apenas se a probabilidade de
um par de spins vizinhos mais préximos absorver energia de uma fonte externa for muito
menor que a probabilidade de um spin relaxar no banho térmico. As transicdes encontradas
sao todas continuas, e o sistema exibe o fendmeno de auto-organizagao. Além do diagrama
de fases determinamos o comportamento das magnetizagoes de sub-rede e das fungdes de
correlagéb em fungao da temperatura e do parametro de competigao entre os dois processos
estogé,sticos.

Em trabalhos futuros prefendemos utilizar métodos mais sofisticados como, por exem-
plo, efetuar simulacdes de Monte Carlo nesse sistema com objetivo de confirmar ou nao
a existéncia do fendmeno de auto-organizagao. Pretendemos também através dessas sim-
ulacdes encontrar os valores dos expoentes criticos estaciondrios v, e v e, inclusive, o
expoente critico dindmico z, e verificar qual é a classe de universalidade desse modelo, j4
que a dinamica nao é simplesmente do tipo spin para cima, spin para baixo.

Outro problema de interesse é a inclusao da anisotropia de campo cristalino do tipo
D3 S?. Para os estados de equilfbrio surgem fendmenos interessantes, como o apareci-

k3 .
mento de um ponto de compensacao, onde a magnetizagao resultante é nula abaixo da tem-
peratura critica, e do ponto tricritico, onde a linha de pontos criticos termina e a transigao
passa a ser de primeira ordem. Pretendemos investigar o comportamento dindmico desses

pontos.
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Apéndice A

Expressoes para os valores médios da

aproximacao de pares.

Neste apéndice apresentamos as expressGes explicitas para as fungdes definidas nas egs.
(3.27) a (3.31), obtidas utilizando a aproximagao de pares dinamica, e as varidveis z;, s,
29, Y1; Y2, V1, Ve, 2, W, g1 € gy, definidas na dltima segao do capitulo 2. Temos, portanto,

que:

Dl (ml)m21 R)Q: ql) =

3 (227 + 6280y + 6251)% +62%g; + 182°g1v2 + 1824911)%
LTy

16250, + 1825010y + 62°g% + 182%g%us + 122°g1v; + 362*g1010,
+625ﬁf + 224% + 62%g2u; + 32 g1v? + 62°gSus + 205 + 32%g1v3
+9z%v5 + 9z3gf'u§)

—x—;—g; (22%% + 62°03g2 + 62°9303 + 22° 0103 + 18279102 + 182°G10)
16220793 + 182201630, + 182%01970% + 18230 + 1829193 + 32° 01019,

‘ 3.3
+326%93 + 182016392 + 62v19203 + 3203195 + 39793 + 9192 + 3v1919;

: 6
+32%vg% + 3248 + 62197 + 182019792 + 3207g1 + g1 + 39192 + 3’0191)
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8
—— (6z3vi"w +62%030% + 22%00° + 182%0}giw + 182%0}giw?
i3 1 |

+6220,g10° + 182%03w? + 62%03w® + 18202 ¢7w? + 620, 93w’
+362vfglw2 -I—'12zvfglw3 + szfw?' + 6vfgfwz + 2vlgi9’w3 + 6vfgfw3
+303g10% + 220} + 32%utg; + 9220 w + 9zv?gfw)

8

+y3y3 <2w7 + 6wSvy + 6wv? + 6wlgy + 18w gyu; + 18w gyv? + 6wlu,
1Y

+18wiuyug + 6w5g§ + 18w4g§?)1 + 12w592U2 + 36&)4{]2’{)1’02 + 6w5vg
+2wg3 + 6w gluy + 3whge? + 6w giuy + WP + 3wigar? + Jwtuyu?
—|—9w3 2 2)

9oty

8
o5 (2700 + 6ugig + 60105 + 2201 + 1867030, + 1867g3}
142

2

+6w?g2g? + 18w vagigr + 18w uagags + 18wghgr + 18wgsgt + 3w vagagh

+3wgags + 18wuagsgl + bwuagagt + 3wvdgagt + 39595 + 9393 + 3vagsg’

+3wuagh + 3wgs + Bwuegs + 18wingsgr + Swulgs + gy + 3g5g1 + 3v2gg)

8 o
+-—53 (6w3vgz + 6w311§z2 + 203092° + 18w2vgg2z + 18w2v§ggz2 + 6w2v292z3

Yyirs

+18wud 2% + 6w?vi2® + 18wulgez? + bwuagsz® + 36wvygez® + 12wvigy2®

+6wud2® + 6v2gsz® + 209g52° + Buigaz® + 3udge2® + Wiy + 3wvigs

+9w?vsz + 9wv§g§z) :

E2 (m17m2> R> q, ql) =

s _
33 <3z7 + 9250, + 9z5v§ + z4vg + 9z691 + 2735911)2 + 27z4glv§
172

+62%; + 32°g105 + 92501 + 272510 + 92%00] + 9267 + 27220,
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+92°g2u3 4 182°gyv; + 54z*grv1vs + 92°v7 + 32%gE + 92°g3u,
+921g2u, + 62%g, vf)

_|_

’r;zg (3221119193 + 32395 + 182116595 + 620195 g5 + 32019105

+3¢392 + glgs + 3ui1glgl — 322197 — 3zgf — 6219y — 182019192
~3z0ig} - o] — 39792 — Burg})

+—x;—yg (stvfw + 92%0%w? + 3230w 4 272%0dg1w + 272702 g1w?

+92%v191w° + 272%03w® + 92%0iw® + 27203 ghw? + 9zu1giw’

+54z203g1w? + 18202 g10° + 9203w® + 902 g3w? + Bu1g3w? + 9P gu®

+6v3g10° + 2%0] + 32%vigr + 92%viw + 9zv§’g%w)

4
+—=5—3 (3w7 + 9wbuy + 9w5vf + w4vi’ + 9wgy + 27WOgovy + 27w4g2vf

iy

+6w0vy + 3w3gyv? + 9wy + 27TWP vy + Iwtvev] + WPl + 27w glu,

190920 + 18w gavy + 54wigovivs + 92 + 3wied + wigdu,
+9wig2uy + 6w4g2v§)

+@ (3‘#2'02929? + 3wggs + 18wuygsg? + 6wuygags + 3wvigags
36307 + gig? + Buaglgl — JwPungs — 3t — 6wvag} — 18uvaglo;
—~3wiig} — g3 — 39591 — 3vag5)

—-3—/—%; (9w3vgz + 9wPv22? + 3uiuy2® + 27w2v§gzz + 27Twvlgy2?
+9wyg92° + 27Tw32? + I022® + 2Twulgl2?® + wuagl2®

+54<uvgggz2 + 18wv2gyz® + Qwvgz3 +9v3g32% + 3'0293 2+ 9v3g32°

+603g22° + Wl + 3wusge + w2 + YWl ggz) :
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Fy(my,ma, R, q,q1) =

4 .
- 233 (z7 + 32%; + 32502 4 %03 + 325g; + 925¢,v, + 929,03

+32°%0 4+ 32°g103 + 92%0; + 92%v10y + 92%0102 + 32%¢2 + 924 P,
+92°g203 + 625g,u1 + 1824 gyu10y + 32507 + 242 + 32°¢ v,
~|—3z4g?v1)

+x—§% (322019193 + 32935 + 182019343 + 62016203 + 32039193

- 430392 + 9193 + 3v19395 — 32%v1g7 — 3290 — Bzu1g} ~ 182u1gg,
—32v3g1 — ¢] — 3302 — 3u147)

—@ (z%fw + 32%0w? + 3233w + vt + 3;201191 + 9223 gw
492207 g1w? + 32%v1g10° + 92%0fw + 92%03w? + 3220w + 9zg303w
+920292w? + 320, 93w + 18203g1w? + 6207910 + 3203w’

+3vg3w” + vigiw® + vigiw®)

y; 7 (w7 + 3wbu; + 3wv? 4+ W} + 3wlgs + 9w592v1 + 9wgev?
+3wCuy 4 3wl gavd + 9wy + IwPvivp + Iwvgr] + 3w®gs + Iwiglu,
+9u3g202 + 6wPgovy + 18wigovivs + 3wl + wigs + 3uwigiu
+3w4g§v2)

4
A (30029203 + Bwgigs + 18wv2g397 + Bwiagzgn + Swrsga0y
J172

+3g3¢% + gig% + 3vy93g3 — Bwvygs — Bwgs — bwuagh — 18wusghg:
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’3‘””%93 - 9; - 39391 - 31)2.(13)

——=3 (wsvgz + 3wi22? 4 3wz + wPuy + 3wPuygs + Iwvigyz
Yi%,

+9uw?v2gy2? 4 3wlvegez® + dwugz + 9w 2? + 3wiviz® + Quwgavsz
+9wv2g2 2% + Bwuaglz® + 18widgez? + Bwusgez® + 3wus

303032 + 032 + 02g22?)

D1y (ma, me, R, q,q1) =

3,3

(—2427 — 54280, — 362°0} — 62%0} — 602, — 1262°g;v,
xlmQ

~722%g1v3 — 1223103 — 482%0; — 902°v,vp — 362%v,v2 — 482542

—902*g?vy — 362%¢202 — 722°g1v) — 10821 g1v1v9 — 242502

—122%¢3 — 182%g3v, — 24z4gfv1)

1
e (—6z2vlgj1 — 6248 + 362v1g192 + 32vig) + 6959 + 6u1 g5

-—24221)19192 — 24zg%gg - 722vlg?g§ — 36zvlgfg§’ — Iszfglgg

—12g793 — 99195 — 12v193 g5 — 122°g1 — 362°g3 g, — 362°¢3 3

—1223g195 — 362201939, — 3627019295 — 24277 — T22%glg,
—7222_gfg§ — 2422293 — 3629392 — 36297 gs — szufgf)
1

+—=— (—1823vfw —3623v2w? — 182%v;w° — 362%03w? — 302%03W?
T1Y2

—182*v3giw — 722202 g1w? — 422%01910° — 6203w — 36207 giw?

—30zv193w® — 603 g1w® — 6V g2w? + 182%viw + 622 g + 182¢203w

—362v2g1w? — 6vlgfw3)
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1
+m (——24(4)7 — 54w%; — 36w™v? — 6wv? — 60wlgy — 126w gy,

— 72w g0} — 120°gav] — 48whvy — 90wPv1vy — 36w vyv? — 48wg?

_90w4g§’01 - 3660393'0% — 72(4)592?)2 — 108w4g2v1v2 - 24(.05'03

—12u*g3 — 18°gfvy — 24w gty )
1
+—5 (—6602112954 — 6wgs + 36wvagigy + Swuigh + 69591 + 6uags

Y129

— 24050097 — 24w gl g3 — T2wvag3g? — 36wusglyd — 12widgegd

—12g59% — 99595 — 12vog3g3 — 12u°3gs — 36wg3g, — 36wiglg?

—12w?gag? — 36w vagagr — 36wuagigs —~ 24wy}

—72uw2glg; — T2wg3g? — 24w?g2g® — 36wglg; — 36wgig? ~ 6wv§g§)

1 3,3 3,22 3 .3 2,32 2,93
+&§;§ (——18w V32 — 36w’ vp2° — 18w’ve2” — 36w vy2” — 30w v 2° — 18w2vggzz

— 72wl ge2® — 420 pga2® — BwV32® — 36wrigsz? — 30wuaghz® — Budgy2d

—6v3g22° + 18w?v}z + 6wvsg, + 18wghusz — 36wuigy2® — 6vzg§’z3) : (A4)

E12 (ml, ma, R’ q, ql) =

1

iz}

(—1827 — 482%v, — 422°0F — dz*vp — 422°g; — 1082°gymy
—902%g1v2 — 62°g1v3 — 54250 — 1442500y — 5420105 — 302°g2
—722% g%, — 182%g202 — 842°g1vy — 2162 g1uvy — 542°0} — 62%¢3
~122%g3vy — 3024 g2v; — 18249111%)

1

+—53 <—82?’g§1 — 362%g3gs — 482°g2g2 — 1227 — 722%g1ge
123

~10822g3¢3 — 1442%v,g%¢% — 362939, — 72291935 — 1082163 g;

—6g%92 — 202°9,93 — 48229293 — 3022019195 — 1829395 — 482114793
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1 5
—3020}g193 — 49193 — 18v1g3g3 — 122"vig1 — 1220101 — T2zuyglg,
+2g7 — 1082%u,g7 gy — 12zv129§‘)
g (—102% — 482%0dw — 422%}w” — 242"vig) — 1082 g,
T1Y2 .
~002202g1w? — T22%%w — 1262%03w? — 362g1vw — 180z1fwy,

—Ggi”vfw2 - 1223vw° — 24z2glv1w3 - 36Z2U12W3 - 122?19?‘03

~482v2g1w® — 362030 — 120242 — 54zvfgfw2)

1 5
+—— (—18w” — 48uwlu; — 42w — 4w*t? — 42w, — 108w gy,
33 1 1

—90wigov? — Buwgard — 54050, — 14405002 — Bdwv? — 30w®g2
—T2uwtg2u; — 18w3g2u2 — 8400 gyuy — 216w gav1vs — 54wl — Bwigd

—12w3g3v; — 30wiglv, — 18w4g2v§)

1 .
+_x?z§' (—8w3g§ — 36wigagr — 48wg2g2 — 12w%g5 — 72w g5g) — 108wg5g;

—144wngigs — 36wgsgr — T2wgsgt — 108wuygdgs — 69597 — 202°g1g;
—482%¢%g3 — 302%v19:95 — 18293 g3 — 482v192¢3 — 302029195 ~ 4956}
—18v2g3 g3 — 12wvags — 12wgavy — T2wr2g5g; + 295 — 108w?veg5 g1
—12wv§g;1)

1
z}ys

—90wvige2® — T2whz — 126wud2? ~ 36wgivdz — 180wusz2gs

_I_

(—100%vf — 48wz — d2wPv2z? — 24wulg, — 108wvlga2

—6g5v22® — 120°02° — 24w?gyvy2° — 3600223 — 12wu,g32°

— 48wVl g2 — 36wz — 1202g22° — 54wv§g§z2) ) (A.5)
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