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digo que as maquinas sdo uteis porque, ao trabalhar para nos,

um dia nos deixardo mais tempo livre para fazer ciéncia.”

Henri Poincaré

“...¢ melhor prover a busca incessante e interminavel,

do que descrer da mente humana.”

Stephen W. Hawking
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Abstract

In this work we use a suitable variational method to obtain the ground state energy eigen-functions
in relativistic nuclear problems. We study the “He nucleus and we reproduce the results of the
TIMORA program, which describes the Walecka model in a relativistic Hartree approximation
solving the Dirac single-particle equation numerically. We use MINIMAX variational method in
order to obtain an approximate solution to the same Dirac equation. We show that the MINIMAX
method is suitable to solve this problem. Our motivation is to verify the viability of using the

saddle-point variational method in other systems.



Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ aplicar um método variacional adequado para obter a energia e a fungdo
de onda do estado fundamental em problemas nucleares relativisticos. Nos estudamos o nicleo do
atomo de hélio (*He) e buscamos reproduzir o resultado obtido pelo codigo Timora, que descreve o
estado fundamental do nicleo de hélio (*He) através do modelo de Walecka utilizando a
aproximagdo de Hartree relativistica, resolvendo numericamente a equagio (diferencial) de Dirac de
particula independente. Utilizamos o método variacional NHNIMAX para obter uma solugdo
aproximada da mesma equagdo de Dirac. Mostramos que o método MINIMAX ¢é o método
variacional adequado a solugdo da equagdo de particula independente. A motivagdo para este
trabalho € verificar a viabilidade de aplicagdo do método variacional de ponto-de-sela em outros

sistemas de interesse.



Introducio

O objetivo deste trabalho € obter o valor da energia de particula independente para o estado

Ls Y do nucleo de hélio (‘*He) tomando como referéncia os resultados obtidos pelo codigo Timora.
2

Vamos apliqar o modelo de Walecka na aproximag¢do de Hartree relativistica. Nesta aproximagio o
problema se reduz a solu¢do de uma equagdo de Dirac sujeita a um potencial auto-consistente e esse
potencial foi obtido por Brockmann [1]. Verificamos que uma boa escolha para as fungdes que
compdem a base € muito Gtil para o célculo deste potencial e também observamos o comportamento
de nossos resultados para diversas dimensdes de base e constatamos que os resultados melhoram a
medida que a dimensdo da base aumenta. Uma analise detalhada dos resultados esta descrita no
capitulo 7.Uma breve discussdo sobre o modelo de Walecka pode ser encontrada no capitulo 2.

Para a descri¢io do estado fundamental do nicleo do *“He vamos obter a solugdo da equagio
de Dirac de particula independente aplicando o método variacional de ponto-de-sela (SPV), onde
vamos tomar uma base formada pelos polinémios de Laguerre, ou seja, as solu¢des do oscilador
harmonico tridimensional. Em principio, qualquer conjunto de fun¢des ortogonais pode ser
escolhido, porém, os polindmios de Laguerre sio adequados aos calculos numéricos e também
apresentam propriedades matematicas bem conhecidas. Algumas destas propriedades podem ser
verificadas no apéndice 1.

O método SPV nos permite efetuar muitos dos célculos analiticamente. No entanto, como o
potencial € do tipo auto-consistente, utilizamos uma rotina numeérica, programada em linguagem
FORTRAN [2][3], que nos permite obter o potencial auto-consistente e também observar o
comportamento dos resultados para varias dimensdes de base.

A aplicagdo de método SPV requer uma parametrizagio bem caracteristica. Esta
parametrizagdo consiste em inserir dois pardmetros variacionais, um que minimize a solugio da
energia relativamente a componente grande e outro que maximize a solugdo da energia

relativamente a componente pequena. Uma vez escolhida esta parametrizagdo, € através de rotinas



numéricas que sdo feitos os procedimentos variacionais, ou seja, o calculo auto-consistente do
potencial e o zero das derivadas (em relagdo aos pardmetros escolhidos) do funcional de energia.
Uma descrigdo mais detalhada sobre o método SPV ¢ apresentada no capitulo 1. Os detalhes dos
procedimentos numéricos estdo descritos no capitulo 6.

Como grande parte dos calculos sdo feitos analiticamente, torna-se inevitavel a apresentagdo
dos detalhes matematicos. Assim, por conveniéncia, em varios momentos serdo apresentados
apenas os resultados mais importantes. Ao leitor interessado, o apéndice 2 foi destinado a esclarecer
os detalhes matematicos. O apéndice 3 foi inserido com o objetivo de oferecer algumas informagdes

basicas adicionais. La encontra-se uma breve discussdo sobre a equagio de Dirac.



Capitulo 1
Método Variacional de Ponto-de-Sela (SPV)

Os métodos variacionais sdo extremamente aplicados nos mais variados sistemas fisicos. Em
particular, para sistemas quénticos de muitos corpos, o uso destes métodos é extremamente Util,
pois torna possivel uma solugdo aproximada destes sistemas onde a solugdo exata € impossivel.
Como exemplo podemos citar a solugdo para o atomo de hélio[4], onde o uso de uma
parametrizagdo adequada e uma posterior minimizagdo do valor esperado do hamiltoniano fornece
uma melhor aproximagio para o valor da energia do estado fundamental.

Contudo, sistemas quanticos relativisticos sdo descritos pela equagdo de Dirac, e neste caso,
o método variacional ndo pode ser aplicado como no caso da equagdo de Schroedinger devido a
existéncia dos estados de energia negativa, ou seja, ndo ha um valor minimo para a energia, o que
inviabiliza a aplica¢@o dos procedimentos variacionais usuais. Uma alternativa para contornar esta
dificuldade € a utilizagdo de dois parametros variacionais na descri¢do do estado, um que minimize
com relagdo aos estados de energia positiva, € outro que maximize com relagdo aos estados de

energia negativa. O procedimento variacional adequado a equagdo de Dirac ¢é entdo [5]:

E =min maxM
g ! <l//!(//>

onde H ¢ o hamiltoniano de Dirac e g e f sdo os componentes grande e pequeno do spinor ¥ .
Assim, obtém-se um ponto de sela para a energia (em fungdo destes pardmetros). Este método é
conhecido como Método Variacional de Ponto-de-Sela (SPV). Nas ultimas duas décadas o SPV

ganhou certa formalidade matematica [5] e foi aplicado na descri¢do de varios sistemas [6][7][8].



Capitulo 2
Modelo de Walecka na Aproximacfo de Hartree Relativistica

A interagdo forte entre os nucleons é gerada pela troca de mésons. Esta interagdo nucleon-
nucleon (N-N) é predominantemente atrativa a longas distdncias e repulsiva a curtas distancias. O
modelo de Walecka est4 baseado na troca de mésons entre os nucleons. A motiva¢do para este
modelo de troca de particulas ¢ forte, porque as evidéncias experimentais comprovam a existéncia,
na natureza, de varios tipos de mésons. A tabela abaixo ilustra alguns mésons, sendo que os valores

apresentados para as massas € para as constantes de acoplamento ndo sdo rigorosamente fixos.

2

Méson Isospin Massa (Mev) Acoplamento ( i’—” )
- 1 138.7 14,19
n 0 5485 3,09
c 0 570 6,97
s 1 960 0,33
p 1 763 0,43
® 0 7828 9,92

Tabela 2.1 - Principais mésons com suas respectivas massas e constantes de acoplamento g, segundo Ref. [1]

Para reproduzir qualitativamente as propriedades basicas da interagdo N-N [9] ¢
suficiente considerar a troca de dois mésons: Omega e sigma. Assim, o potencial central efetivo [9]

para a interagdo N-N pode ser considerado como

2 —myr 2 -mgr
y 826" 8¢ 1
T Ax r dr r (2.01]

onde r é o moédulo do vetor que define a posigéo relativa entre dois nucleons.



Para valores apropriados das constantes de acoplamento (g, e g,) e das massas (m, €

m_ ), este potencial ¢ atrativo a longas distdncias e repulsivo a curtas distancias, de acordo com a
forga nuclear observada, e neste trabalho vamos considerar apenas estes dois mésons. Nio
levaremos em conta a troca de pions, pois este efeito € nulo devido ao fato de termos spin zero no
estado fundamental e 0 méson 7 (pi) possuir spin unitario, ndo ocorrendo entdo o acoplamento. De
acordo com a ref.[9], a densidade Lagrangeana que descreve as propriedades dindmicas do ntcleo,

levando em conta o potencial efetivo [2.01], é dada por

o 1 1 1
L =oly, (" -g, V") —(M —ga¢)]¢+5(6,1¢8"¢—m§¢2)—ZFwF “ +§minV“ +dL,
[2.02]

onde ¢ — ¢(x,1) € o campo do méson escalar o, V, —V, (¥,f) € o campo do méson vetorial © e

¢ — ¢(%,1) é o campo do nucleon. Temos ainda,
Fw = aqu - 6UV# . [2.03]

O fator OL contém os contratermos gerados pela renormalizagdo, necessarios em qualquer
teoria quintica de campos. Este termo sera negligenciado daqui em diante e isto pode ser feito sem
perda de generalidade pois as constantes de acoplamento podem ser ajustadas de maneira a
reproduzir os efeitos deste termo. As equagdes para os campos sdo obtidas a partir da equagédo de

Euler-Lagrange,

0

oL _9L _, .
p a(ai,qi) 3, ; [2.04]

onde ¢, sdo as coordenadas generalizadas, ou seja, os campos: ¢, =¢, g, =V, e ¢, =@ .



A Lagrangeana dada por [2.02] pode ser escrita mais convenientemente na forma
L, =py,i0"0 - 98,y V"0 -g (M - g, p + = 6 $0"9 —Em 247+

1 1

—ZhﬂuF““ +3 myV V" + 8L

a partir da qual vamos obter as equagdes de campo dos mésons considerados e do nucleon.

Para g, =¢ teremos

{ oL _|_ar _,
"l o(0,4)| o4
oL

_9L  _ 5
MO TR

0
> ——=0g,0 —-m;¢
e entao

(0,0" +ml)p =g, 00 .

Esta é a equagdo de Klein-Gordon, com fonte de mésons escalares (g, ®¢ ) que nos da a

dindmica do campo dos mésons sigma.

Para g, =V, teremos:

0 [ oL } oL =0, [2.05]
o0 V,) | oV,
oL
a(a a(a Vy )[ A wh ] [2.06]

onde substituindo [2.03] na expressdo acima obtemos

a(a [ Ve vove-o,00v" -0,7,0V" + o,v,0v")|



Na expressdo anterior, o termo entre colchetes deve ser escrito de forma conveniente para
« . . r, . 12
que possamos efetuar corretamente as derivadas. Para isto vamos aplicar a métrica g*“° para

obtermos V'* = g#’V . Assim:

( J.g"g"0.V, ~0,V,8" g7 oV, —8,V,g" 8oV, +0,V,8” g3,V ),

onde derivando em relagdo a 6KVﬂ' obtemos 4F " . Substituindo este resultado em [2.06]

obtemos:

oL
5.V = . [2.07]

oL

Para o termo Y% teremos:
u

8;,, (—- qo_}/ﬂng“(p + %miV”V”)

a _ _ ) » —_
= (— PV u8.,8""Vyo + %mZ,V,,g"“V;),
e portanto:
oL o y
:(_ gw¢y#¢+me#). [2.08]
oV,

Inserindo os resultados [2.07] e [2.08] na equagdo [2.05] obtemos:

B, F¥* +miV* =g . 0r"e .

~ . <A . c c e A H _ — U
Esta equagio nos da a dindmica do campo dos mésons vetoriais dmega, onde B” = @y “¢p

¢ a corrente baridnica.



Para g, =@ teremos:

oL oL
Iz — | ——:O,
0(0,¢)| 09
- _6LT= 0
0(0,9)
oL An 4 ’
bt Y, i0"0 -y, 8.V "0 - (M - g ¢ )
eportanto:
[y“Go,-g,V,)-(M-g.#)lp=0. [2.09]

Esta € a equagdo de Dirac que nos da a dindmica do campo do nucleon, levando em conta a
troca do méson sigma e 6mega. A dindmica dos campos dos mésons (sigma e 6mega) e do campo

dos nucleons ¢, entdo, descrita pelas equagdes abaixo:

(0,0" +ml)p =g, 00,
O F™ +mV*" =g, 0v"p, [2.10]

[y*(0,-g,V,)—-(M-g,4)p=0.

O ponto de partida para o formalismo de Hartree relativistico € a densidade Lagrangeana de
campo médio, o qual é obtida a partir de [2.02], substituindo os operadores de campo dos mésons

por campos classicos. Entdo:

- 1 1
L, =9liy,0" =g,y V" — (M~ g,8)lp —-1(V4,)* +m ¢y ]+5[(VV0)2 +m V).



Restringiremos nossa descri¢do a um niicleo esférico simétrico e portanto com momento
angular total nulo. As equagdes de campo derivadas da Lagrangeana acima seguem imediatamente.

A equacdo de Dirac para o campo do nucleon é:

{iy,0" =g,y V,(r)—[M - g,4,(r)o(x*)=0, [2.11]

onde os campos dos mésons estdo escritos como fun¢des de posigdo, de acordo com a simetria
esférica assumida. Aqui o campo do nucleon ¢ ainda um operador e os campos de mésons sao

classicos. Uma vez que [2.11] € linear, podemos escrever as solu¢Ges na forma de ondas planas
p(x") = p(x)exp[-iEt]. Assim:

hy(x) = Ey(x),

onde,

h=[-id -V - g,V, + B(M — g,8,)], 2.12]

¢ o hamiltoniano de Dirac de particula independente. De acordo com ref.[10] e ref[1], a fung¢do de
onda de particula independente para um potencial central, o qual é o caso em questdo, pode ser

escrita na forma

I,G(r)
l//ﬂ (x) = o ;‘(r) ¢[]’m(;)§m§ 5 [213]
o-r

v

onde G(r) (componente grande) e F(7) (componente pequeno) compdem a parte radial da fungdo de

onda total, £ g ¢ a fungdo de isospin e os harmdnicos esféricos vetoriais sdo definidos por

D tjm (7) = Z ({m, %ms

jm )Yémt (;’)) ﬂ,m

s 2

onde?, tm, (¥) sdo os harmdnicos esféricos e ¥ m, S30 as fun¢des de spin. Detalhes adicionais para

[2.13] serdo apresentados no capitulo 4.

10



Capitulo 3
Funcional de Energia na Aproximagio de Hartree p/ o Nucleo do “He

Os operadores de campo dos nucleons serdo expandidos em um conjunto completo de

estados estacionarios [11]:

w(x)=) Lf, (R)exp(~ik,;1)b, + g, (X)exp(iE t)d]],
A

w'(x) =D [f1 (F)exp(iE,1)b] + g} (X) exp( ~iE ,1)d,]. [3.01]
A

Em [3.01], f,(¥) e g,(X¥) sdo conjuntos completos de spinores de Dirac, b, e b}

representam os operadores de aniquilagio e criagdo de nucleons no estado A, ¢ d, e d)
representam os operadores de aniquilagdo e cfiag:ﬁo para os correspondentes estados de anti-
nucleons. Um vez que ndo vamos considerar a contribuigdo do mar de Dirac, a parte dos anti-
nucleons sera omitida daqui em diante nas expressdes dadas por [3.01]. De acordo com Brockmann

[1], o operador hamiltoniano em segunda quantizagédo ¢ dado por

H= [yl (FXE b+ pM)y,(3)d’xb b, + [3.02]
AL
1 . . . .
+ 5 _[V/I'(xl)l//;'(xz)V,l,z'(r)V/ﬁ(xz)‘/’z(xl)d3x1d3x2b}:'b;’bﬁbz >
228,08

onde r=|% —%,|.

11



A notagdo de segunda quantiza¢do gerara automaticamente todos os termos de troca na

expressdo para o valor esperado do hamiltoniano. Assim, o valor esperado para a energia, ou seja,
EQyi.v.)=y|H|y),sers
4
3. AV~ =t
Ewlw) =[xy (F)Ya-p+ MW, (¥)+
=1
1 — = = -
+ 5 Z Id3x1d3le//§ (X, )‘//:{ G )Wy (P, G 4 (X,) [3.03]
A4

1 . - - -
h Ez J‘ d’xd’x,y ], €N (X)W 0 (P, (X)) 5 (X,)
PA

. J
T

termo de troca
Na aproximagdo de Hartree, o qual € o caso considerado, o termo de troca é descartado.

Desprezando-se o termo de troca e consequentemente a dependéncia na energia, o potencial

presente em [3.02] [1],

rimg - (E, - E; 1Y

Ve ) =527,y Qo @ @22

: exp{—r[m? -(E, - E,)* ]}
_%70(1)}/0(2) Xp{ r[ma' ( A /1) ]} ,
T r

assumira a forma:

g2

V)= E2 1,07, Opo @ @) R oy 1y, ) SPCTET)

[3.04]

12



A fungdo de onda para o estado fundamental ¢ obtida tomando-se o determinante de Slater:

2 1
@) =] [5i[0)=—=detly, ),
a=l1 \/4'
onde y, € o n-ésimo estado de particula independente, o qual detalharemos no capitulo 4. Vamos
observar que a equagdo de particula independente surge da imposigdo de que a fungido de onda ¥/,

minimize o funcional de energia com a restricdio de 1, ser normalizada, ou

seja,J.d"’xt//;r()_c’)t//X()'c’) = 1 . Portanto:
rEV(‘/’;T:‘/’;.):E('//L'//,l)_zgajd3xl//}:'//z, [3.05]
P

onde g, sdo os multiplicadores de Lagrange. O principio variacional que determina y, pode ser

escrito como:

o

— FEw!l.w,)=0.
5[//;()_5,) (‘/ji W}L)

Portanto, teremos:

5 -
_ = F(wT =
5[//}(3”) (W/’l)W},)
b)) o
—— % Ewlw.)- % [dPxy (R, (F)=0. 3.06
51//;()_5,) Wi,v,) ;51 5]//;()_5,)[ xy (X, (%) [ ]

Para o calculo da derivada funcional vamos usar a propriedade

)

—— Wi (X)=6,,06(3-%
(SW;()?,)'//A(X) w0 (X' —X). [3.07]

13



Desprezando-se o termo de troca em [3.03], obtemos:

_°
Sy (X))

5]

4
Ely) =2 [d’x———yl(E)Na@ b+ My, (%) +
A=1 OWﬁkx)

IR 5w§ Gy VL EWLE G - m G @)l

Usando a propriedade [3.07] obtemos:

1 = (57 1
5WL(J?’)E(%“’%) @-p+ M)y, (X)+

+ 1 ; [&x GV E-%, W, E (B + [3.08]

M % ;ICPXIV/I (fl)V(fl —55)1///1 (%, )V/ﬁ (x") ,

onde podemos observar que as integrais tornaram-se independentes. Trocando as varidveis mudas,

podemos escrever:

WE(I//L%) =@ -p+ My, (3)+

+ Y [xyl W E -5, G, E).

Para o segundo termo em [3.06] temos:

S oesfaix gt b LG (D)= v, (B

W op(X

14



Rescrevendo [3.08] obtemos:

0=(a-p+ BM)y,(X)+

+ 211: Jd3x1WI (il)ti - 551')///1 (551)‘///; (x) +

—e,v , (%)
Definindo
7®=2 [@xy G (F -3, G, ), [3.09]
podemos escrever
(@ p+ BM + T (ENw ,(3) = £, ,(3), [3.10]

hl//ﬂ(i) = 8ﬂl//ﬂ(5é).

A expressdo acima € a equagdo de Dirac de particula independente, onde a auto-consisténcia
para o potencial pode ser claramente observada em [3.09]. Vamos procurar uma solugdo
aproximada para [3.10] usando o método variacional de ponto-de-sela, adequado a descrigio do

nucleo do “He.

15



Capitulo 4

Fung¢do de Onda de Particula Independente para o Estado 1s,

A fun¢io de onda de particula independente deve ser solugdo da equacdo de Dirac [3.10],

onde a forma geral no caso de um potencial central é usualmente dada por [2.13]. Assim:

.G(r)

1

y (%) = A ’};(,,) Dt Emy [4.01]
O r

¥

onde o indice S representa o conjunto de nimeros quinticos (n,f, me,ms,mﬁ) que caracterizam o

sistema e X € o vetor posi¢do (em nossa descri¢do adotaremos o sistema esférico). O numero
quantico principal n estd implicito nas fungdes G( r ) (componente grande) e F( r ) (componente

pequeno), como veremos posteriormente. Vamos admitir a condigdo de normalizagdo dada por
Jaxy @y, @ =1, [4.02]

3. N e . .
onde d"x ¢ o elemento de volume. As fungdes de spin e isospin sio normalizadas, ou seja:

X X =1
£l =1 s

com ms:i% e m‘f:iy2

16



Para o estado fundamental do nucleo de “He com os quatro estados ocupados temos, na

aproximacio de Hartree relativistica

V/ﬂ(f) = ;7(},) Yoo (;)stfmg . [4.04]

Para o calculo da norma utilizamos a condi¢ido dada por [4.02]. Em coordenadas esféricas teremos:

] V5 2
jrzdrj‘sen 0d o I!//},(f)l//ﬁ(f)d¢ =1,
0 0

0

[arriary (G ,(x)=1,
[

e levando em conta [4.03] e [4.04] teremos

.G(r)
\ o ( Gry  _F@®) 1 ! 1
d 1 =d3xl -i =2 . =t et v _ T
j XWﬁ(x)Wﬁ(x) J‘ X( 1 » ,OF ; Jm msémr O.?F(”) \/Z}?lm:gmg,
r

r s

Juoa{o )1

2 2 :
0 4

Portanto, a condigdo de normalizagio para o estado fundamental do “He no sistema de

coordenadas esféricas é dada por:
far G ()2 + F(r)*)=1. [4.05]
0

Agora vamos utilizar a forma da fungdo de onda dada por [4.04] para calcularmos os termos da
equagdo de Dirac dada por [3.10].
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— Termo Cinético:

Relto)
@ P, () =(@ -ﬁ)L e JYOO Gy,

o-r
r

o _ N . . .
Oj ,onde 6(o,,0,,0,)sd0 as matrizes de Pauli. Assim:
o

As matrizes @ sdo dadas por @ = [

Qi

o G-pe-nt)
(ap)l//ﬂ(f): G(I")r JYoo(”)Zm;‘fmg.

io-

!

r
Aqui vamos usar as propriedades [9]

G D) (PP (F) = l[;%f(r) ¥ %(1 + k)f(r)}(c? ) (F)

I

(6PN 1) f(r),, (F) = l[

I

%, 1 A -

—a—f(r) +—(1-k)f (r)}c%m (r),
4 r

onde

LU= s
G- i=t-4

lembrando que para o caso em questdo temos £ =0, j= % e portanto k& = —1. Assim obtemos:

1[11«“@) +3F(r)}

> = =N_|ildr r r o r A

(a p)y/ﬂ(‘x)_ iG(r)O__.F YOO(r)stgmé . [406]
dr r
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Podemos escrever a [4.06] em uma forma mais conveniente, bastando para isto efetuarmos

as derivadas radiais.

dFp) 2F) d( )F() Ay 2F(r) 1( F(ry+ F(r)j [4.07]
dar r r r r Fdr |
d6r)_d 14 1fd 95))

.t W(fx) an_[man_r | [4.08]

Usando [4.07] e [4.08] em [4.06] obtemos a expressdo para o termo cinético. Assim:

11 F(
ir (d By~ ;r)) A
Yoo (F)X m, S m, . [4.09]

(@ Py, (X) = 1( G(r))~ A
— O'.r
r
— Termo de Massa:
.G(r) M G(r)
BM y , (%) (1 0%4 T Yoo () & v Yoo ()2 & [4.10]
‘) = 00 V4 me 00 Zm mg' !
’ 0 -1 | 2 SF() I )
N r \ roJ

Para o célculo do termo de potencial é conveniente separa-lo nas partes escalar e vetorial, ou

seja, V=V +V,.

— Termo do Potencial Escalar:

o"xl xl

VSV/ﬂ(’?) = Z_Id3x1WI(5él)( fd 70(1)T—lj70‘//1(551)‘//ﬂ (x),

onde|¥,| =7, . Aqui lembramos que 7,(1) atuaem ¥, (¥,) e Yo atuaem v ,(%).
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Entao:

—malil—ﬂ

2
- . €
Vs p(x)=—4 %Id%lwl(%)yo(l)m (xl)“l_._—

X
Xl—fl 70Wﬁ( )

X

- - & Jde (G(rly _F(n)? g mol®F]

2 2 = =
T Y Arx 2 " %, - X|

4

I.G(r)

1 0 7 .
X 0 -1 F () Yoo(r)lm;é:m,;a

onde vamos escrever o potencial escalar auto-consistente como

G -7

r

2 3 2 2 —mﬁlic’l—ic’l
- g, (&, (G(n)” F(n) e
Ve(x)=—=22 -
s (%) 7 I47z( rn? r’ %, - %| [4.11]
com[ic'[ =r . Assim:
Vw , (%) VS(X)IGY) Yoo (F) 0 € [4.12]
S‘//ﬁ X)= oo \ Zm: me " :
_y, (%)e -7 1)
r

— Termo Direto do Potencial Vetor:

No termo direto do potencial vetor temos a expressdo y,(1)y,(1)y,7*, onde y, sdo as

matrizes de Dirac definidas no apéndice 3. Desenvolvendo obtemos:

7oy, Wror” =7y’ + 7.y, My oy + 7, Wy, Wyer® + oDy, My or?®.

[4.13]

20



Podemos rescrever [4.13] na forma

3
YoroM708" 70 + D 70y (Dyog%y, =V, + V).

k=1

Aquiusamos ¥* = g*"y, onde g*" ¢ a métrica, definida por

1 0 0 0
g |0 7100
00 -1 0
00 0 -1

Assim:

VV, = 70(1)70(1)70g0070,

V=yoeMy Wrog 7 +7oMyr,Wyeg 2y, + 7Dy Wy Prs .

!
Desenvolvendo o termo V7, obtemos

vy =roMxyg =11)x1,

onde 1(1) € a matriz unitaria que atua na particula de coordenadas com indice 1. A contribui¢do de

" . - , . .
V) para a energia (no caso em questdo) é nula, ou seja, <VV"> = 0 . Portanto, o termo direto do

potencial vetor sera

4 2 —mwl;‘v'l—i[
Vow (8= [xyl(F )( i“; . \70!//,1 E W (%)
A=l

% -3 )
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Entdo:

—m |x1 x|

2
oy 5 (8) = 4 g [ Loy (R) o

gZ’ de13 G(l’l) F(’ﬁ)z\e mo |%-%|
/4

— X
Ar r? r? %, — |
G (r)
- .
X ~ ? F(;,.) YOO(r)zm:érmg '
r
Aqui vamos escrever o potencial vetor auto-consistente como
2 3 2 12 -m, |% - |
ooz Ba (dx (G F(r) Ne ol
y (X) = 2t 2 - = [4.17]
r 7 4w 4 h le - x|
&
Entio,
G(r
@&
V(D () = ) e s F( ry [Fo PV, S0, [4.18]

Rescrevendo a equag@io de Dirac de particula independente dada por [3.10], usando os

resultados [4.09], [4.10], [4.12] e [4.18]. Obtemos ent3o:

11(‘1 Fry+ 2O ag SO Ly (5, S0 )+V( )i G(’”)
i d - er ’ F g F(r F’ YOO (”;).stémg =
_(_G(r)— (’))5,;_]\45.? (r)—Vs(f)c?-?Lwy(f)&.?L)
r\ dr 4 v ” -
I.G(r)
=& - A;:‘(r) Yoo(’:)lmjfmg-
o -r
ro )
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A equag@o anterior pode ser escrita como:

_dF(r)  F(r)
s

= + (M +V+V, )G (r)=¢6,G(r),
»

dG (r)
dar

_G(r)_(M+VS_VV)F(r)=£ﬂF(r).
r

Entdo a forma matricial equivalente para o sistema de equagdes [4.19] ¢:

_a
JA 4 e s E (e M

A SJala 0 ol o el o )
—mz%@— ; LO+0,(M+V @+, 0 =62,

G . . .
onde usamos y = (Fj e o, sdo as matrizes de Pauli. Definindo o operador

H:—iazé——ﬁ+o—3(M+VS)+lV,,,
dr r

obtemos a equagio matricial equivalente para [4.19]
Hy = ey

Agora, vamos obter os elementos de matriz para este hamiltoniano.
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Capitulo 5
Calculo dos elementos de Matriz para o Estado 1s.,

Em nossa descrigdio vamos tomar uma base formada por auto-estados do oscilador

harmonico tridimensional. Entdo:

M

G Z -x,”(ﬂm
V’:( }" "y, , [5.01]

E D Yk
n=0

onde ¢, e y, sdo auto-estados normalizados do oscilador harménico tridimensional e m,n

n

especificam a dimens@o da base. De forma equivalente teremos

IR RS WA

). [5.02]

onde [1) E@ e |4)

W)

Usando [5.02] em [4.21] obtemos

. d o s
(_10-2?I__+03(M+VS)+1I/VJ(me¢m +Zynln Jz
r r m=0 n=0
\
—8(2xm¢mlT)+Zynznl¢ ) [5.03]
m=0 n=0

24



Usando a forma do operador H definida por [4.20], obtemos os elementos de matriz. Os

detalhes matematicos estdo feitos no apéndice 2, Se¢do 1. A equagio matricial €:

M+V,+V, /4 x)  (x
W M -V)hy) ) 1504]
onde
Xo
CH
Yy B Yo ’
Yn

M+Vs+V,|0,),

(M+ VS + VV)m,n = <(0m

(M+I/S_VV)m,nE<ZmIM+VS'_VV‘Zn>> [505]

-1,
9 ~lo.)

(W) mn <¢m

W) =X

onde M ¢ a massa do nucleon, V; ¢ o potencial escalar definido por [4.11], V, é o potencial

vetorial definido por [4.17] e W é o termo cinético, explicito na expressdo acima. As fung¢des

radiais, @, € y,, sdo auto-estados do oscilador harmdnico tridimensional definidas no apéndice 1.
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Assim; de acordo com [A1.04] (1é-se apéndice 1, equagdo 4) e [A1.05], teremos.

2
azr

@,.(r)= um,e=o(r) = An,f:Ore_ 2

i k,-o(_ 1)i(a2r2)i

_alr® g , o, [5.06]
Za(r) =1, (r)=B,, 1’ * 3 k(-1)/(a’r®)’
j=0

T(n+0+3)( 001
onde kf= ( /2)(n+t+/2}

il n-—i

A constante a em [5.06] define o inverso do comprimento do oscilador. Em nossa

&« b4

descrigdo tomaremos “a ” como o pardmetro variacional no linear. Abaixo estdo os resultados
dos elementos de matriz dados por [5.05]. Os detalhes matematicos estdo no apéndice 2, segdo 2. As

normas 4, € B, sdo dadas por

2a’m! 2a’m!
A, = —— B, = . 5.07
" AT(m+ 34) T(m+34)° o7l
2 2

Para os termos {g,, |l|zn) e (Xn |l @,) teremos:
r 2

1 A B, " " o
<¢m |7lln>= >3 ;0 2, kiOk_l,.(—l) /1“(%+ i+ ]),

1 B A &< "y S
(Znl-l0.)= =55 ;Fok}k,‘-’(—l)' ’F(%+l+ J).
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Para os termos (@, ‘%rlln> e (%, |%r]¢>n) teremos:

d _ A,,,Bn ", St i 1 (3// ] A
<(p”“/l'r Z">_2(a2)%§j=0kik}( IV, I+A)F HHi+ ),
(Tl Y l02) = 222 3 S k-1 (= 1= RT3y + 1+ 1)
dr 2(02)A i=0 j=0

Os termos (@, [Vs|0.,). (@0, Vi @.). (£ WVslx.) € {x. Vo] x.) sdo dados abaixo:

)
m a B L
* Z Z Z z kiok«?k;)'k/g'(_QQ)H]w i xaxﬂAa A/? x ]iij,a'ﬂf’ +

Zm: i ZH: ZV: kl.ok;.)k:l,ki,(—az)””"'W'yﬂyVBﬂBv X I;LMW} ’

: A4,4,82
<¢m ‘VVI¢ >:+ m ﬂngm
m n m n o« B o
X3 DD D Kk kK (—at) T x x Ay Ay X T g ¥
i=0 j=0 a=0 =0a'=0 g'=0

izni v kiok(.)klrklr(_az)i”ﬂl,w'y,,y B R X[w 1

Jrru v v e utv i+ju v’ [ .
i=0 j=0 u=0v=0 u'=0v'=0 J
BmBngO'
<Zm ‘VS Zn> - ju
m n m n a f 1114040 ,
2Ni+j+a'+f’ o
X Z Z Z Z kikjka'kﬁ'(—a ) Jraceh xaxﬂAaAﬂ X I2+i+j,a+ﬂ +

m I
17141 1 2Nitjru'+v o 1
B Z Z Z Z kikjkﬂ'k"'( a’) y#yVB,UBV % 12+i+j,u’+V’J »
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Yy

Xn) =+

2
<Zm BmBnga X
T

m n m n o ﬁ
XA Kk kg (—a?) I x x g A Ay X TS, s+
i=0 j=0 a=0 f=0a’=0 f'=0
m n m n M |4 ] | 2 ini .,
I+ j+u+v (e}
+ ZZZ k ,u’kv’(_a ) s yyva,uB X[2+I+J JAES
i=0 j=0 pu=0 v=0 p'=0v'=0 J

. 17 ~ . .
onde a integral {,, que aparece nas expressdes acima, é dada por

_n2 2 2 _n2 2
1 S Pn v, te P
47 4 2

s,

>

7 = J‘d3x1 d3x2r2

e sua solugdo esta detalhada no apéndice 2, segdo 3.

Note que os elementos de matriz dos potenciais (escalar e vetorial) dependem dos
coeficientes x,, e y,, o que indica a necessidade do calculo auto-consistente. O passo seguinte sera

obter numericamente os elementos de matriz e entdo diagonalizarmos a matriz [5.04]. Os detalhes

dos procedimentos numéricos estdo descritos mais claramente no capitulo 6.
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Capitulo 6
Tabela de Parametros e Algoritmo Numérico

A tabela abaixo fornece os valores para os pardmetros utilizados na rotina numérica, os
quais s@o os mesmos utilizados pelo codigo TIMORA, com exceg@o do inverso do comprimento do

oscilador, “ a ”, que é determinado variacionalmente.

Parametro Valor (MeV)
Massa do Nucleon 939,000
Massa do méson escalar 520,000
Massa do méson vetorial 783,000
Acoplamento g, 10,470
Acoplamento g, 13,800
Inverso do comprimento do oscilador (a) 126,288

Tab. 6.1 — Valores atribuidos aos pardmetros utilizados na rotina numérica.

Um dos pardmetros variacionais € tomado como o inverso do comprimento do oscilador

~n - . A . m o . .
harmdnico, definido no apéndice 1 como a = ‘/_h_ , 0 qual aparece explicitamente nos elementos

de matriz calculados no capitulo 5. O outro pardmetro variacional escothido € o coeficiente X,, da

expansdo, também definido no capitulo 5, dados por [5.01]. Devemos observar que a escolha de

X, tem que satisfazer o vinculo fo, +ny =1. Quando efetuamos a diagonalizagdo do
m n

hamiltoniano escolhemos (dentre os estados de energia positiva) o de menor energia. O calculo do

minimo em relagdo ao pardmetro ndo linear, @ (inverso do comprimento do oscilador), mostrou
pouca dependéncia com a dimensdo das bases ¢, e y,. Por este motivo, nos resultados
apresentados no capitulo seguinte, o valor de @ usado foi calculado no caso onde a dimensdo das
bases ¢, € yx, eram iguais a unidade. Isto pode ser verificado no algoritimo abaixo representado.

Em linhas gerais, o procedimento numérico € efetuado de acordo com o esquema que segue.
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Definica T - Escolha inicial
elini¢ao entativa para o ara x_ e
do tamanho |——p—— valor inicial do —> P " y"c’l. .
da base comprimento do com , a cor; 1¢ao
mn=1 oscilador PRIEDWIES
—>
Loop para Diagonalizagdo do

0 parametro a

hamiltoniano

!

Saida:

x,, (saida) = x,, (entrada) < Energia, x, e y, (saida)

Y

Diagonalizagéd do hamiltoniano -
garante que x, (saida) # x, (entrada)

0
—F(a,x,,y,)=0
o (@.x,,y,) il

0
—F(a,x,,y,)=0
oy

n

4 Obtengdo do valor para a energia Auto consrlstenma
do estado Els,, e fundamental x,, (saida)
mmn=1 l<mmn<o6
A 4
0
—FE(a,x,)#0 iE(ar,xm):O >
oa oa
- Energia para o estado Elsy, e fundamental obtida
Loop da < variacionalmente
base - ponto-de-sela para a energia no espago dos
parametros
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Capitulo 7

Analise dos Resultados € Conclusdes

Para o nosso problema, escolhemos as solug@o do oscilador harménico tridimensional, cujas
funcSes sdo os Polinomios de Laguerre. Os parametros variacionais sdo tomados como sendo o

inverso do comprimento do oscilador (chamado pardmetro ndo linear) e os coeficientes x,, e y, da

expansdo de G(r) e F(r), dados por [5.01], chamados pardmetros lineares.

Para testarmos a confiabilidade do método SPV é necessario que possamos comparar 0s
resultados obtidos a partir dele, com resultados obtidos por outros processos, para 0 mesmo
problema. A descrigio para o estado fundamental do *He foi obtida através do codigo Timora.
Através deste codigo se obtém a solugdo numérica para o sistema de equagbes diferenciais
acopladas [4.19]. Os resultados obtidos a partir deste método serdo tomados como referéncia para
avaliar os resultados obtidos pelo método SPV.

Primeiramente vamos comparar as caracteristicas da solu¢do obtida pelo TIMORA com as
solugdes obtidas pelo SPV. Numericamente, testamos bases com dimensdo de 1 até 6, onde
obtivemos uma boa convergéncia. Deve-se observar que uma base com dimensdo 1 significa um
termo para o componente grande, G(r), e um termo para o componente pequeno, F(r). Nas
figuras que seguem, as linhas cheias representam a solugdo obtida pelo c6digo TIMORA e as linhas
pontilhadas representam a solugdo obtida pelo SPV. As figuras, 7.1-a e 7.1-b, mostram o
comportamento dos componentes, grande e pequeno, representadas em uma base com dimensio 1.
Embora o comportamento qualitativo seja razoavel para os dois componentes, notamos uma leve
modificag¢@o no pico, em torno de r =1,5 fin, e acentuadas modificagbes em torno de » =5 fim para
o componente grande. O componente pequeno apresenta um comportamento com diferengas mais

acentuadas com relagdo a fun¢io de onda exata (Timora).
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G(r)

r (fm)

Fig. 7.1-a — Grafico comparativo entre 0 componente grande obtido pelo Timora ¢ SPV (1x1).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r (fm)
Fig. 7.1-b — Grafico comparativo entre 0 componente pequeno obtido pelo Timora e SPV (1x1).

32



Na tabela 7.1, abaixo, estdo mostrados alguns valores que mostram os desvios da solugéo
obtida pelo SPV em relagdo a solug@o obtida pelo codigo Timora. Como podemos observar, a
regido em torno do pico esta sensivelmente deslocada e 0 mesmo acontece para a regido em torno

de r=5fm . Este comportamento contribui substancialmente para um resultado pouco satisfatorio

para o valor da energia (o que pode ser observado na tabela 7.4).

G F(@
Componente Grande Componente Pequena
r (fm) Timora SPV (1x1) r (fm) Timora SPV (1x1)
1,50 0,70779 0,72130 0,50 -0,01144 -0,00826
1,55 0,70861 0,72250 1,00 -0,03652 -0,02834
1,60 0,70794 0,72210 2,00 -0,06330 -0,06133
5,50 0,05527 0,00855 3,00 -0,04229 -0,04956
6,00 0,03701 0,00287 4,00 -0,01997 -0,02101
6,50 0,02478 0,00086 5,00 -0,00873 -0,00520
7,00 0,01659 0,00023 6,00 -0,00380 -0,00078
7,50 0,01110 0,00005 7,00 -0,00166 -0,00007
8,00 0,00743 0,00001 8,00 - -0,00073 -0,000004

Tab. 7.1 — Valores comparativos entre as solugdes obtidas pelo cédigo Timora e SPV (1x1)
para os componentes grande e pequeno.

Nas figuras 7.2-a e 7.2-b, observamos os componentes, grande e pequeno, tomados com 4
elementos na base. Como podemos observar, o comportamento da solugdo obtida pelo codigo
Timora ja € bem reproduzido, apresentando uma sutil variagdo entre ¥=50fm e r=9,0fm.
Podemos observar que na regido do pico ja temos um bom comportamento. Isto se reflete no valor
esperado para a energia do estado fundamental que ja apresenta boa concordancia com o valor
exato. O componente pequeno ainda apresenta suaves modificagdes no pico, em tomo de

r=20fm,etambémentre r =50fm e r=9,0fm.
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G(1) o03-

Fig. 7.2-a — Grafico comparativo entre 0 componente grande obtido pelo Timora e SPV (4x4).

0,01

0,00
-0,01
-0,02 A
-0,03
F(r) ]
-0,04

-0,05

-0,06
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r (fm)

10

Fig. 7.2-b — Grafico comparativo entre a componente pequeno obtido pelo Timora e SPV (4x4).
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Conforme podemos observar através da tabela 7.2, o pico do componente grande, expandido
com 4 elementos na base, ja se apresenta bem comportado; a leve modifica¢@o observada na regido
além de » =5 fm ndo afeta drasticamente o valor da energia (ver tabela 4). O componente pequeno
ainda apresenta o pico levemente deslocado e também ha uma consideravel vaiagdo além de

r=6fm.

G@® F@
Componente Grande Componente Pequena
r (fm) Timora SPV (4x4) r (fm) Timora SPV (4x4)
1,50 0,70779 0,70690 1,50 0,05743 0,05748
1,55 0,70861 0,70800 1,80 0,06291 0,06343
1,60 0,70794 0,70770 2,00 0,06330 0,06400
5,00 0,08248 0,08489 2,20 0,06145 0,06216
5,50 0,05527 0,05214 5,00 0,00873 0,00937
6,00 0,03701 0,02855 6,00 0,00380 0,00318
7,00 0,01659 0,00580 7,00 -0,00166 -0,00064
8,00 0,00743 0,00069 8,00 -0,00073 -0,00007
9,00 0,00333 0,00005 9,00 -0,00032 -0,000005

Tab. 7.2 — Valores comparativos entre as solugdes obtidas pelo cédigo Timora € SPV (4x4)
para os componentes grande e pequeno.

Nas figuras 7.3-a e 7.3-b, temos representados os componentes, grande e pequeno, em uma
base com 6 elementos. Como podemos observar, o comportamento tanto do componente grande
quanto do componente pequeno, sdo muito bem reproduzidos. Praticamente ndo ha variagdes nos
picos. Ocorrem apenas pequenas alteragdes para a regido além de » =5,0 fin. Isto reproduz o valor
esperado para a energia de particula independente em boa concordancia com o valor obtido através

da solugdo exata (Timora), o que pode ser observado na tabela 4.
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G(r)

Fig. 7.3-a — Grafico comparativo entre o componente grande obtido pelo Timora ¢ SPV (6x6).

r (fm)

Fig. 7.3-b — Grafico comparativo entre o componente pequeno obtido pelo Timora e SPV (6x6).
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Na tabela 7.3 estdo mostrados alguns pontos que mostram quantitativamente o bom
comportamento para os componentes grande e pequeno. Este bom comportamento nos fornece um
excelente resultado para a energia de particula independente, listado na tabela 4. Podemos constatar
que a regido do pico esta em excelente concordancia com a solugio exata, tanto para 0 componente
grande, quanto para o componente pequeno. As pequenas variagdes que se apresentam para a regido

além de r =5,0 fm pouco influenciam os resultados.

G F (@)
Componente Grande Componente Pequena
r (fm) Timora SPV (6x6) r (fm) Timora SPV (6x6)
1,50 0,70779 0,70690 1,90 0,06342 0,06355
1,55 0,70861 0,70780 1,95 0,06343 0,06355
1,60 0,70794 0,70730 2,00 0,06330 0,06340
5,00 0,08248 0,08169 5,00 0,00873 0,00860
6,00 0,03701 0,03501 6,00 0,00380 0,00416
6,50 0,02478 0,02159 6,50 0,00251 0,00286
7.00 0,01659 0,01217 7,00 0,00166 0,00179
7,50 0,01110 0,00609 7,50 -0,00110 -0,00098
8,00 0,00743 0,00267 8,00 -0,00073 -0,00046

Tab. 7.3 — Valores comparativos entre as solugdes obtidas pelo codigo Timora e SPV (6x6)
para os componentes grande e pequeno.

Método Aplicado Els (MeV) Egs (MeV) Overlap <\PSPV I \I’Timora>
SPV — (1x1) -14,793841 -4,632589 0,994663
SPV - (2x2) -14,382087 -4,326053 0,995170
SPV - (3x3) -13,841051 -4,815366 0,999060
SPV — (4x4) -13,593691 -4,895044 0,999815
SPV- (5x5) -13,497845 -4,874433 0,999874
SPV — (6x6) -13,490583 -4,909367 0,999967
Codigo Timora -13,457000 -4,892000 ---

Tab. 7.4 - Valores para a energia de particula independente para o estado 1s Y e Overlap entre

1
2

a fungio de onda obtida pelo SPV ¢ a fungido de onda obtida pelo codigo Timora .
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Através da tabela 7.4 podemos observar que o valor para a energia se torna razoavelmente
bom a partir de uma base (4x4), e um excelente resultado ja é obtido com uma base (6x6). E
interessante observar que apenas com uma base (1x1) o comportamento qualitativo da fun¢do de
onda ja é bem reproduzido, conforme ilustrado pelas figuras 7.1-a e 7.1-b. Isto pode ser entendido
se observarmos o comportamento dos coeficientes da expansdo das fungdes da base através da
tabela 7.4. Podemos também constatar que o componente grande realmente predomina devido a

magnitude do coeficiente do primeiro termo da expansdo, em qualquer ordem..

Ordem da Expansio X, Vn
1 -0,995841 0,091107
1 -0,995814 0,090859
2 -0,008154 -0,005677
1 -0,993408 0,088233
2 -0,045467 -0,007530
3 -0,055580 0,011904
1 -0,991761 0,086945
2 -0,085170 -0,007079
3 -0,068602 0,010343
4 -0,024554 0,000667
1 -0,991440 0,086632
2 -0,061645 -0,006774
3 -0,069510 0,010161
4 -0,027324 0,000576
5 -0,003106 0,002326
1 -0,991167 0,086540
2 -0,062420 -0,006821
3 -0,071081 0,010040
4 -0,029821 0,000350
5 -0,007679 0,001931
6 -0,006946 0,000489

Tab. 7.5 - Valores dos coeficientes da expansio; x , , para 0 componente grande, e y, , para o
componente pequeno.
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Conclusoes

Pode-se constatar que a aplicagdo do método SPV fornece bons resultados, embora a
convergéncia tenha exigido uma base relativamente grande. A sutileza da convergéncia pode ser
uma caracteristica inerente ao conjunto de fungdes escolhidas para compor a base e isto talvez seja
contornavel escolhendo outro conjunto de fun¢des ortogonais para compor a base. De qualquer
forma, uma parametrizagdo mais rigorosa da fungdo de onda nos possibilitaria reproduzir bons
resultados com uma base (1x1), o que € excelente do ponto de vista numérico para calculo de

observaveis.

Uma das vantagens do método SPV é a possibilidade de se efetuar muitos dos
calculos analiticamente, exceto o do calculo para o potencial o que também pode ser amenizado
pela escolha de uma base formada por um conjunto de fungdes mais convenientes. Por exemplo o
uso de uma base de exponenciais (SLATER), nos permitiria o calculo analitico do potencial,
tornando a parte numérica muito mais simples, pois evitaria o calculo numérico de integrais, o que
consome consideravel tempo computacional.(a rotina leva cerca de 10s para um hamiltoniano

12x12)

Outra vantagem do procedimento variacional é o fato de podermos fixar o valor do

[13

pardmetro “ a ”. Isto acelera a convergéncia do calculo da energia, nos permitindo uma boa
aproxima¢do com poucos estado de base. (conforme tabela 7.4 uma base formada com apenas uma

componente ja fornece um resultado razoavel).
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Apéndice 1
Oscilador Harménico Tridimensional

A fung¢@o de onda de particula independente pode ser escrita como um produto das solugdes,

radial e angular, uma vez que a simetria do potencial (central) € esférica [11]. Assim, teremos:

@(F)=R(r)Y(0,p).

u(r)

A estrutura da equagdo diferencial nos sugere tomar a fungdo radial na forma R(r) =
r

com o intuito de simplificar a obtengdo da solugdo. Entdo, a equagdo que descreve o movimento

radial sera dada por:

h* d?

(4 +1))‘12
2m dr? 2

u(r)+ [ + V(r)}u(r) = Fu(r), [A1.01]

onde ¥V (r) = %ma)zr2 ,

Para a descrigéo de sistemas com estados ligados (E < O), algumas condi¢Ges para a

fung@o radial devem ser levadas em conta, tais como:

u(r)- o,

r—>

u(0) =10
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A escolha feita para R(r) nos leva a seguinte condi¢ido de normalizagdo:

:".irza’r|R(r)|2 = ]:uz(r)dr =1. [A1.02]

0 4]
Tomando a forma para o potencial do oscilador harménico na equacdo [A1.01], obtemos a equagéo

radial de Laguerre, cuja solugéo ¢ dada por:

a®r?

—_— 1
u,,(ry=A,,r"e ? Li% (a’r?), [A1.03]

I . ~ mw , . . vy 4
onde 4, , é um fator de normaliza¢do, a = ¢ o inverso do comprimento do oscilador
n, b A
1

1
harmdnico e Lf:é (a’r?) sio os Polindmios Generalizados de Laguerre. Segundo ref.[1], os

polindmios generalizados de Laguerre podem ser escritos explicitamente na forma
L“% 22_nke WV (a2r?)
. 2(@’r?)=) k(1) (@r?) [A1.04]
i=0

com

i

T(n+ 4+ 372) 04 1
j - - A (i’l +n ;:AJ_ ALOS]

A condigdo de ortogonalidade pode ser facilmente obtida [1]. Assim:

e s T(n+x+1)°
[ze L@ (2)dz =5, ( o ) | [A1.06]
) !

Os auto-valores de energia para as correspondentes auto fungdes [A1.03] sio dados por:

E = hco(2n +4+ %)
As expressdes [A1.03], [A1.04], [A1.05] e [A1.06] sdo usadas no capitulo 5.

41



Apéndice 2

Detalhes dos Calculos Matematicos

Segﬁo 1 - Obtencaio da equagio matricial [5.04] do capitulo 5.

Definindo a notagdo ¢M|T>E|¢m,7> com m=1.M e x,

)=|2,¥) com n=1..N, o

elemento de matriz de [5.03] é entdo

(oo Tl T) - (Tl

1) - D foutllznd) =l [
(o) - (o et (e TlHizo Yo oMz | 3|
<Z Hl-‘I‘(DO,T> <Z ‘J’l[-.l'(DMa) < 0> > - <Z0>¢ - J’) y.o y.o
(- YH| 00, T) - (z MAen.T) (x ‘L,H‘Zo O (e H ) fow ) o
Lembrando que o operador hamiltoniano em [5.20] tem a forma
. d o ; .
H=-ioc,———+o,(M+V)+1WV,.
dr r
Como
(Mo [¥) =1 (o) =1 (o [V) =0 (Mo [P =0
(Tea|T)=0 (Merz[4) = -1 (Voo 1) =1 (Yoo ¥) =0
(s |1} =0 (tos[¥) =1 (Pers[4) =0 (Tors| 1) =1

obtemos entdo a equagdo matricial,

M+V+V, w x)  [x
o)D)

onde M ¢ a massa do nucleon, V' é o potencial escalar definido por [4.11], V, ¢ o potencial

vetorial definido por [4.17] e W € o termo cinético, cuja forma é claramente observada em [5.05].
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Seclo 2 - Calculo das constantes 4, e B, dadas em [5.07] e dos elementos de matriz [5.05]

<¢%ﬂ qon> ::éimn)

a2r2

IdrA re —TL%(a%ﬂ)Anre 2 L%(a%z) =6,
0

>

@0

A, 4, [rre e L (@)L (@t rydr = 5, ,

m
0

Aqui fazemos a mudanca de variaveis

b
y=ar* r=2_ , dr=1 11 ,
a 2y/2a
A4, ooy He B ar =5,
0

Podemos verificar que a integral a ser resolvida é simplesmente a condigdo de ortogonalidade para

os polindmios de Laguerre. De acordo com [A1.06], temos:

C(m+ 3.y
14m14n 1 3 é;m n //2; = éiw no
2a ’ m! ’

4 = 2a’m!
" T(m + %)3
De maneira semelhante teremos:

(X |X0) =8

alr?

@ alr?
- 3 -——— 3
JdrB .rle 2 LMA(aZrZ)Bnrze 2 LnA(aer)=§m,n,
0

BB, [rie L (a*F*) L) (a%r)dr =5,

m
0
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Fazendo uma mudanga de variaveis semelhante obtemos:

BmBn;—I—S yhe L ()L (pydr =5, , .
a 0

e entdo, de acordo com [A1.06]:

T(m+34)°
BB 16,,( ,/2):5m,
m

m n 3 m,
2a

no>

B - 2a’m!
"o Tm+ 35y

— Calculo do elemento (g, lli Xn):
r

aZrZ

= IdrAmre 2 L;A(azrz)anrze
r
0

2.2
ar
23
2 A 2.2
L2 (a’r?)
onde os polindmios sZo dados explicitamente por [A2.01]. Entdo:

= 4,B,[r?e™ Y k(-D)'(a* )Y kL(=1)! (a?r?) dr
0 j=0

i=0

Aqui lembramos que k; € dado por [A2.02]. Na integral acima vamos também definir. Entio:

= AmBnZ kiok}(__1)i+ja2i+2jJ'r2+2i+2je_a2rzdr
i=0 j:O O 5
n r(2+2’;2]+1)
Op! i+j 2042
= AmBn =0 j=0 k,‘ k_]-(—l) Ta J 2(2+2i+2j+1)
’ 2a 2
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Assim:

A,B, & & "
%]Zn): a2 2 k(D) jr(/+l+]

i=0 j=0

(@,

— Calculo de (y,, |

1 .
;¢n>'

1 C . 1
Podemos facilmente observar que o calculo de ( Im |— (pn> ¢é praticamente analogo a (qom |—
r r

Xn)-
Assim;

= L/(azrz)

<Zm}l %)ZId”erze 2 L/(azrz) A re
r 0

. " 1
onde, levando em conta os mesmos passos anteriores para obtengdo de <¢)m l—} Z,,) , obteremos:
r

n

1 B,A, & L o
(Zm|7|¢n>= ar PIDIHACIE ’F(3/2+l+ J).

i=0 j=0

— Céleulo do termo (g, |%r

X))

T drA re— 2 L/(azrz)cyr B, r e— 2 Lé’azrz)}

Na integral acima, a derivada do produto nos da:

= AmBn‘[drre 2 L/(azrz) 2re 2 L/(aZr )+
0

_a r 3 __(121‘2 d 3
-r’a’e 2 L%(a2r2)+r2e 2 ;—LnA(azrz)
¥
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Agora, escrevemos a integral acima com a soma das integrais.
[ % %
_ 2 -a* ¥’ y/ap 2.2 57 .2
=A,B, 2_[7’ e L2(a’r”)L7?(a"r”)dr +
0

a2jr4e‘“ 1% (aPr?) L (@ P Ydr +

<

+ Tr3e_“2’2L:nA(a ) L/(a )dr}.

Para resolvermos as integrais basta utilizarmos forma explicita para os polindmios de Laguerre,
dadas por [A1.04].

m n 2Ni+j
— 017 1\i+J (a ) 3 . )
_A’"B"{zz kikj( L) 2(a2)%+i+jr(/2+l+j)+

X

m 2Ni+J
SR emnen O g )

i=0 j=0 2(a2)52+i+j
m n i+

+2 kCk(=1)"7 (a?) (3/+z'+ j
;0 j=0 ’ 2(a 2)/+’+J ) ’

onde utilizando a propriedade das fungdes Gamma — T'(n+1) = nl'(n7) , obtemos:

ZZk k(- 1)’”(]—1+/)F(/+1+]}

d
o>
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— Calculo de (g, |%r

9,):

O calculo para estes elementos de matriz sdo muito semelhantes aos calculos feitos para obtengdo

de (o, i%r

= IdrB mrze_#L?é(azrz)%r {Anre_%iL%(azrz)} |

)(,,>, ou seja:

Refazendo os mesmos passos para o calculo de <¢m l%r

X ) Obteremos:

n

B, A, i . o
Yl ) =222 37 S kS (1) (=i = T (34 i+ )

2(a?) 5

— Clculo do termo (@,

?,)

2 2 2

_—_TdrAmre 2 L/(azrz)V (r)4, re 2 L/(azrz)

onde vamos utilizar a notagdo V(r) para o termo de potencial escalar dado por [4.11]. Assim:

4 r 2

szrAmre"%Lfn/Z(a )( ]j dx '(G(f;) Gl ] i A,,re_ ; L/z(aer\

onde 7 =|x

, r'=|%"| e r=|%.Entio:

v

22 3.0 "2 2 m_¥
— _/47'1147’ g_a'J.’/ﬂdre—aerL:é(a2r2)L:é(a2r2)XJ‘d X (G(}:z) _ F(};z) Je
T % 4r r ¥
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Tomando as expressdes para G(r') e F(r') temos:

—> rrZ =
F(r' 2 n n 2023
. (’2) — xﬂvavar’ze aerL?(a2 IZ)L/(aZ 12)
r p=0 v=0

onda vamos, daqui em diante, omitir os limites das somas. Assim:

Irzdre _azrzL:nA(azrz)L:A(azrz)x

0

2
= -4 4 &
w

(Z X XA, A, e " L/(a2 '2)]/(a2 )+
a.p

—I)I r

‘Z ¥, ¥,B,B,re™ 1 (a?r )L (a’r 'Z)J

Agora, vamos organizar as integrais, separando a soma das integrais.

— 1—4—1‘4— Zx xﬂA Aﬂj “dre - L/(a )Li/z/(azrz)x
T

3 r
J'd —ar L}é(a2 'Z)L%(az !2)+
47r
=Y BB, [rdre T L (@) @)
sV 0

_maf

3
XJ._d__ -a% L/z(GZIAIZ)L/z(GZ 12) 4
47
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Tomando os polindmios em suas formas explicitas teremos:

2 m n [23 B
:—AmAnga{ Z Zk k k k ( 1)1+]+a+ﬂ( )1+]+a+ﬂx xﬂA A x

o gt (DX e o €
j R bl G A=

0

|4

= i+ j+u v’ i+j+u'+v’
DX kel kel (< 1) @2y y y BB, X

(’,,Z)H—Je (rIZ)/l'l'Ve —
4r ' r

3 3 -m ¥
XO]Ad a i+j ,—a’r’ J.d X '+ —a*r? € "t

A solug@o detalhada para as integrais duplas € feita na seg¢do 3. La temos definida uma fungdo

geradora

3 3 -M 7
]77 — Id X J‘d X 2s _—ar®_ 12t —ar'? e !
st

4 4 ’ [AS.01]

cuja solugdo é descrita também neste apéndice. Entdo:

AAg>
<¢m VS ¢n>:_—¢><
/2
m n m n p
x S KOS (a0 5y dy X T +

i=0 j=0 a=0 B=0a'=0 '=0

n

M=

=0 j=0 u=0v

S S KKK KL (—a?) Yy 3 BB, X 1,

0 u'=0v'=0
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—> Caleulo do termo (¢, [V, |, ):

A estrutura matematica do termo direto do potencial vetor ¢ a mesma do termo de potencial
escalar, a menos de sinais e da constante de acoplamento. Portanto, verifica-se que o resultado é

analogo, a menos dos sinais e da constante de acoplamento. Assim

2
+ AmAnga) X

(oulVilo,) =+ 722

n 23

3N S S KOO (—a?) I x4 Ay X IO

i=0 j=0 a=0 B=0a'=0 #'=0

=

|4

Z,u: Z kiok;)k}/k;’ (_az)i+j+/u’+v’y‘uva,uB X 11?—/,;1 +v’ } .

’

i=0 j=0 pu=0 v=0 py'=0v'=

o

— Caleulo do termo (7,

VSIZn>:

2

drB r’e ¥ L/(azrz)V (r'\B,r’e 2 L/(azrz)

O'-—-.S

onde vamos refazer todos os passos feitos anteriormente para o calculo de ((om

Vsl@,). A tnica

diferenga relevante aparece quando chegamos em:

" (G  F@')

12 12 —
0 ¥ 4 4

--B B g j Pdre” L2 (a*r*) L2 (a*r?) f
7w
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Usando novamente as expressdes para G(r') e F'(r"), obteremos:

2 ®
=-B, B, —gij. ridre ‘”2'2L%(a2r2)LiA (a*r?) x

T %

« [ & (Zx x5 4,4, e " L/(a!2 '2)L?(a2r'2)+

Az \ o7

_Zy#va#Bvrﬂe—ar L/(Cl2 rZ)LiA(aZ 12))
y7R%

Assim, obteremos:

B B,,gcr

<Zm IVS 7

Xn) =

B Py
D kik kg kg (—a?) P x xp A, Ay x T3

Jra 2+z+ja+ﬂ+

n a
]

i=0 j=0 a=0 =0 a'=0 f'=0

—> Calculo do termo < X |V,, ;(,,) :

Novamente, verifica-se que o resultado é analogo, a menos dos sinais e da constante de

acoplamento.

>

B Bng,,

V,

(Vi 20) =+

n m n a f o
DD kkk kg (—a®) T x x A, Ay < T]

2+z+1a+ﬁ+
a=0 =0a'=0 g'=0

i ngb
<

j:

M-
M-
\M<

klk k), k,(—a®)* "™y y B,B, ><12+,+,,,+v}.
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Segﬁo 3 - Solugio para a integral que aparece nos elementos de matriz [5.05], calculados na

secdo 2.
3 3 -M _r
7 d _)(,‘1 d x2 1,.23 _ﬂzrlz 2t —ﬂ2r22 e 7
s = pe Ar € r, ¢ B [A2.01]

Aqui apresentamos os detalhes matematicos para a solugdo da integral acima. Por mera

conveniéncia redefinimos algumas varidveis. Vamos resolver a integral acima considerando que

>

apenas valores pares para s e f aparecem em nossas expressdes. Temos ainda r =‘Fl —F,

F=(x,y,z)eF =(x,,2, ). Vamos comegar fazendo a mudanga de escala

d’u d’u
_ . d’x, :——31 i d’x, = 32 .
u, = :Brz :3 ﬂ

[A2.02]

M, l#4; —ﬁy2
e B

n 1 Id3u1 Id3u2 1 25 —u? 1 2t —uy’

I, = u e u, e xpf
st 2 3 3 2s N 2t 2 - -
(47T) o4 g p B Iul - uzl
[A2.03]
Vamos escolher:
1 ﬁ_ﬁ+f_ ﬁz—p2+12—+,37
p = _(ﬁl + ﬁz) ! 2 ! 4
2 > - 7 2
Fo=i, -, i,=p - il=p*+l__5.F
1 2 9 2 P 4 P
Entdo a integral [A2.03] pode ser escrita na forma:
M, r
s t 2 "
7 1 1 - 2 I’2 > 2 I’2 & - _(2.02‘*‘%) e 4
Y = s | T AP P+ B || PP pF | e —
(4z) p 4 4 r
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Uma vez que ¥ e p sdo arbitrarios podemos escolher orientagdes convenientes, assegurando

apenas, que descrevam todo o volume. Uma possivel escolha é:

N
Il

p-F = prcosd

N
Ryl

S/

Desta maneira obtemos:

2 s
moet 1 jdfjdﬁ(p2+%+prcos€] .

st (472_)2 ﬂ5+2s+2t
M
—(2p2+522—) e 7%

2 t
x(p2+%—prcos9)xe X —

2
reeL . . . .
Vamos escrever os termos p~ + ”y + p -7 na forma binomial, cuja forma geral é dada por:

(@+b) =3 (kjab

i=0

Assim:

i=0

[ )erme] S o2

K p +_4_j LCpr cosa)] _ 2@( 7 *TJ (1Y (oreos6)

J=0
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Obtemos entdo:

1 s ' s t B B r2 S+t—i—j
lsnt: (4ﬂ_)2 S5+2s+2¢ Z( J[jjjd?’jdp ’02+_4— *

i=0 j=0
.2 _M’IV
. o > L e B
x(—l)’(prcos ) "' xe P xe? x —

s

Assim:

s t f_z_ M.r o
R 1

de'a( ) - (-1)(pcos 8)"7 xe 2"

Primeiramente vamos resolver a integral em dg, onde novamente vamos aplicar a forma binomial.

Assim, obtemos:

S+t-i—j

2 2z T
2 ¥ —2p2 i+j
+— e do|sen@db cosl
Pt g ¢£ _

+j

-1 [ pdp.p
0

Vamos efetuar as integrais acima, as quais se tornaram triviais.
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Obtemos:

—>Td¢=2n)
0

- Tsen 0df cos '/ = ———fdx.x”j _
0

S+i-i—j

4

L 1
+j+1 |F
x'tJ

_ 1 _ (_1)i+j+l

i+ j+1|

% 2
—> j‘pzdp.pi”(p2 + r_] e 2P =
0

w
—
N
p ——
[\®)
Ul
+
N
T
+
[\
F4«
/’_”“\
)

i+7+1 7

24-2k o

o L
‘[dp'p2+1+j+2ke 2p
0

bl
M-
TN
E BN
Ne———
—
N |

2““FGiiii+k+q
r) 2

l+i+j

2

+k+2

LiJeford
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i+j+1

_{__1\itjH
=D ijﬂ

r 20-2k rz MV
Id?(?j e? xe By piti-i
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Agora vamos resolver a integral em 47 . Uma vez que o vetor 7 € fixo na diregio z, ele ndo

apresenta componentes em relagdo as coordenadas ¢ e 6. Entao:

o 20-2k rPBIM 0y 4
(r —

- IrzerE r e j'd¢ Jsen@d@
0 0

© r*B-2M,r
. J'drr1+z+1+2€—2ke 28

0

271 %2

= ~26-2k

A solucdo para a integral em dr somente é viavel numericamente. Contudo, podemos escrevé-la

em uma forma mais adequada. Escolhendo 7 =+/2 y' teremos;

471- y 2%(2+i+j+2£—2k) © o y'ﬂ
_ v’ r(l+i+ j+20-2k) y'2 7 B
- 22@-21« Yy e’ e
0

Agrupando os resultados para a integral em dp e para a integral em dF obtemos:

8%2 s t 7 S . 1_ _1 i+j+1
Ig,f (4 )2 5+25+2t ~ ZZ (_ l)lx ( )

0 j=0 k=0 l+]+1

+h+1 y(2+i+j+2£—2k)oo Lait iv20—2k) 72 Mﬁy’ﬁ
x 2 2 Idy'-y'( +i+j+24-2 )ey e B

Trie7
) +k+2+20-2k

Agrupando os termos semelhantes e substituindo £ = s +¢—i— j, obtemos:
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- sH—i—j S+t—i—j 1 ( 1)1+]+l
]st - (\/—ﬂ)/+s+r ZO]ZO ; ( j( k l+j+1 J
J_

2

% F(l + 12"‘ J Ty 1] % jdyr.y!(l+i+j+2£—2k)ey' e 7
0

onde a integral em a@y’ é resolvida numericamente. Assim:

i+j+1

TV H ;
X(;Q_)Xr(ﬁizu+k+1jx1(1+z+j+26—2k),

onde usamos

V2

Mny 5

1(6)= L@'w)ye

x no, .
A expressdo I s, € usada para calcular os elementos de matriz que dependem do termo de

potencial escalar e do termo direto do potencial vetor.
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Apéndice 3

Equacdo de Dirac

A descri¢do quéntico relativistica para uma particula deve satisfazer varias condigdes:

primeiro, nds precisamos estar aptos a definir uma densidade de probabilidade real e positiva,
Q(x,1), a qual a integral de volume I O(x,H)d’x =1 é um Escalar de Lorentz; segundo, a
probabilidade total de encontrar uma particula em algum lugar do espago tem que ser uma

constante, ou seja, (%t).[ Q(%,0)d’x = 0. Isto sera automaticamente satisfeito se existir um quadri-

vetor densidade de corrente, j* =(Q,J), que seja uma quantidade conservada, para o qual

: u_ 0 o -
éx—"ﬂ =0,J" 251 +V.j=0

Finalmente, o principio da correspondéncia demanda que particulas livres, de massa M,
obedegam a relagdio E* = p> + M?, entre energia E e momento p. Para termos uma densidade de

probabilidade positiva definida, temos de requerer uma equagdo de primeira ordem no tempo e isto

implica em uma equagdo dindmica na forma
. 0 . -
i—Y(x,1) = HY (¥,t),
ot
onde W (x,t) ¢ a fungdo de onda e H é o operador hamiltoniano. Contudo, ao utilizarmos a

correspondéncia usual £ > H — i %t e p—iV, somos levados a relagbes entre segundas

derivadas. Isto ¢ similar a situagdo em eletrodindmica classica, onde as equag¢des de campo que
acoplam E e B sio de primeira ordem nas derivadas de espago e tempo, ainda que cada
componente do campo eletromagnético livre satisfaga uma equagdo de onda em segunda ordem.
Procedendo em analogia, nos expressamos a fungdo de onda relativistica como um campo
multicomponente W, (¥,7), comn = I, 2, 3, ..., N, os quais suas componentes sio acopladas por
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uma equacdo dindmica que ¢ linear nas componentes ¥, e contém somente primeiras derivadas. A

forma geral para esta equagio €

- i%lpm(fat) = —iamn 'Van(f:t) + Mﬂmn\Pn(f’t) > [A3.01]

Aqui os coeficientes (a),,a’,,a.,) e B, sio matrizes NxN.

mn? mn? mn
Para determinarmos os coeficientes das matrizes, ndos vamos impor as condi¢cGes que

seguem: definimos a densidade de probabilidade positiva e real, Q=¥,¥, =¥"¥, onde

introduzimos a notagdo

P=| | e ¥ =¥, 7)),

n

e entdo, a0 impormos (%t)i’“l’ =0 eusando [A3.01] teremos:

i%qﬂ‘w = iV (P TaW )+ (VYY) (z —a )W+ MY (B - B

Para garantir a hermiticidade do hamiltoniano precisamos impor a'=a e A= . Assim:

i%LPT‘P =—iV-(¥'a¥). [A3.02]

Definindo o vetor densidade de corrente como j=¥'a¥, e substituindo em [A3.02]

resgatamos a equacdo da continuidade, ou seja,
. 6 + . t a =
i~ I IV (P a‘P)—O»AtQ+V-] =0

Considerando a relagdio relativistica entre energia e momento, usando E —i %l e

p =-iV, atuando em um estado ‘¥ teremos:

2
E*=p’+M? _’%W:(‘V”Mz)‘l’. [A3.03]
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Agora, usando [A3.01] obtemos:
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= _%(a"af + @ WV —iM(Ba’ +al V'Y + MY

A equagdo acima nés levara a [A3.03] se:

ada’+ala = {(z",a”}: 287
Ba’ +a'p = {,B,a’ =0
@) =p"=1

[A3.04]

Estas relagdes juntamente com as relagdes, o' =a e B' =, definidas anteriormente,
implicam que &’ e B sejam matrizes com dimensio minima para N = 4, e esta escolha foi tomada

originalmente por Dirac. Uma notagdo usualmente utilizada para as matrizes ¢’ e f ¢ definida

P 0 o =I 0
o ) er s %)

0 0 1 0 .
onde utilizado a notagdo: 0= (O Oj , I= [O J e o'sdo as matrizes de Pauli (2x2).

por:

Agora nés podemos introduzir uma notagdo covariante através da defini¢do de quatro
matrizes y“,u=0]123 taisque: y°=8 e 7=(",y%,7’) = Ba’. Com esta notagio, a equagio
[A3.01] pode ser escrita em uma forma compacta dada por:

iy, 0" ~M)¥ =0,

onde y* =g"y, =(r,,7). Aqui g é a métrica definida por

1 0 0 0
g o]0 7100
00 -1 0/
00 0 -1

e as relagdes de anti-comutagdo , [A3.04], serdo agora dadas por:
Yyt +ytyt ={rtyt =2g"
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