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RESUMO

Neste trabalho, estudamos uma modificação da Integral de Riemann, a

Integral Henstock-Kurzweil, ou Integral de Riemann Generalizada, ou ainda, Integral

“Gauge”(denotamos Integral R*). Mostramos o Teorema de Hake e o Lema de Saks-

Henstock, e estes servem como ferramentas na aplicação da Integral R*. Esta integral

contrasta com outras integrais, em particular com respeito a formulação do Teorema

Fundamental do Cálculo, e sua respectiva classe de funções integráveis.

Nós provamos que a Integral R* permite um elegante Teorema

Fundamental e concluímos que integra uma classe maior de funções que a integral de

Lebesgue, a qual generaliza.
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ABSTRACT

In this work, we study a modification of the Riemann integral, the

Kurzweil-Henstock or Gauge or R* Integral. We prove Hake’s Theorem and the Saks-

Henstock Lemma; which are important tools in applications of the  R*-integral. This

integral is compared it with other integrals, in particular with  respect to formulation of

The Fundamental Theorem of Calculus, and regarding  their respective classes of

integrable functions.

We show that the R*-integral permits a simple Fundamental Theorem

and integrates a larger class of functions than the Lebesgue integral, which it

generalizes.
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INTRODUÇÃO

Bons livros de Análise (Lima, Royden, Rudin, Bartle) colocam a Integral

de Lebesgue como essencial. Segundo Burkill  “Há muito tempo é evidente que todo

usuário do Cálculo Integral, seja da matemática pura ou aplicada, deve interpretar

integração no sentido de Lebesgue. Alguns princípios simples então dirigem a

manipulação de expressões contendo integrais”.

Recentemente surgiu uma simples modificação da integral de Riemann,

chamada então de Integral Henstock-Kurzweil, de Riemann Generalizada, ou ainda

“gauge” (denotaremos integral R*), que faz com que a integral resultante seja mais geral

que a integral de Lebesgue.

O objetivo desta dissertação é o de desenvolver propriedades desta

integral, R*, encontrando princípios simples que a dirijam, e compará-la com outras

integrais (Riemann, de Lebesgue, Denjoy, ...).

No primeiro capítulo, generalizamos a derivada ordinária através de uma

parametrização adequada da variável, tornando a composta derivável. O objetivo de

definir a Derivada Paramétrica é enunciar no Capítulo II um Teorema Fundamental do

Cálculo mais abrangente. Também fizemos um estudo detalhado da Função de Cantor,

que é um exemplo de uma função não derivável que permite derivada paramétrica.
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No segundo capítulo, usando somas  de Riemann, definimos Integral R*

através de uma ligeira modificação da Integral de Riemann. A relação entre a integral

assim obtida com a Derivada Paramétrica fica estabelecida através de uma formulação

do Teorema Fundamental do Cálculo. Veremos que os teoremas de convergência

válidos para integral de Lebesgue são válidos também para integral  R*, e o teorema de

Hake, que diz que se a integral imprópria existe, então a integral existe no sentido  R*.

O terceiro capítulo consta de um rápido estudo das definições e teoremas

provenientes da Teoria de Integração no sentido  Lebesgue e Denjoy no contexto da

análise real. Esse capítulo é simplesmente um embasamento teórico para que

posteriormente seja discutida a equivalência entre a Integral de Denjoy e a integral R*.

São vistos também princípios simples da Integral de Lebesgue: os Três Princípios de

Littlewood.

Finalmente, concluímos então este trabalho com comparações entre  a

integral  R* e as integrais de Lebesgue, Denjoy e Riemann. Para isto, nos valemos de

exemplos que elucidam estas diferenças  e posicionamento de alguns autores.
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Capítulo I

DERIVADAS E FUNÇÃO DE CANTOR

 Robert G.Bartle [2], relaciona  a Integral de Riemann Generalizada com

a Derivada Ordinária através do Teorema Fundamental do Cálculo, enquanto que Jack

Lamoreaux e Gerald Armstrong [8], definem a Derivada Paramétrica (também chamada

Derivada Generalizada), e a relacionam com a Integral de Riemann Generalizada. Este

teorema será enunciado e demonstrado no Capítulo II. Como toda função que possuí

derivada ordinária, possuí também derivada paramétrica, optamos pelos trabalhos de

Armstrong no que diz respeito ao Teorema Fundamental do Cálculo. Temos assim um

resultado mais forte e por isso mais elaborada sua demonstração.

Neste capítulo, inicialmente retornaremos a Teoria da Derivada Ordinária

vista nos Cursos de Cálculo e Análise. Apoiados nas definições e principais resultados

desta teoria passaremos então para o nosso objeto de estudo deste capítulo que é a

Derivada Paramétrica. Veremos que algumas funções que não possuem derivadas,

parametrizando a variável, suas compostas podem ser deriváveis.

Finalmente, fecharemos este  capítulo  com um estudo detalhado do

Conjunto de Cantor e da Função de Cantor,  tendo em vista que a função de Cantor,
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segundo Armstrong [8],  é um exemplo de uma função que não possuí derivada, mas

que através de uma parametrização adequada da variável, a composta é derivável, ou

seja, a função de Cantor possuí derivada paramétrica.

1.1 Derivada Ordinária

Veremos a seguir, de acordo com Elon Lages Lima, algumas definições e

teoremas a respeito de derivada ordinária,   sendo que as demonstrações dos teoremas

podem ser encontradas em [9].

Dizemos que um ponto  a ∈R  é um ponto de acumulação do conjunto

X ⊆ R  quando toda vizinhança  V do ponto a, contém ao menos um ponto de  X

diferente de a, ou seja,  para todo ε>  0, o conjunto ( ) { }( )aXaa −ε+ε− I,  não é vazio.

Denotaremos por  Χ′  o conjunto dos pontos de acumulação de X.

Uma outra definição importante para derivada é a de função contínua.

Uma função real  f definida no conjunto X⊆ R  é contínua no ponto a ∈R quando,

para todo ε 0> , existe um δ 0>  tal que se Χ∈x  e <0 <− ax δ então

ε<− )()( afxf .  Dizemos  ainda que  f é contínua, se  f é contínua em todo ponto do

conjunto  X.
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Definição:  Sejam   f : X → R  e  a  um  ponto de  X que é ponto de acumulação de X,

isto é,  Χ′Χ∈ Ia .  A derivada ordinária, ou simplesmente derivada, da função  f no

ponto  a, quando existe, é o limite  
ax

afxf
ax −

−
→

)()(
lim  e denotamos este limite por  )(af ′ .

Dizemos então que  f  é derivável  no ponto a .

 Quando  f é derivável em todo ponto de X, dizemos que f é derivável.

Define-se, equivalentemente,  )(af ′  como  
h

afhaf
h

)()(
lim

0

−+
→

.

Proposição: Se  f : X → R  é tal que  0)( =′ xf   para todo  Χ∈x , então f é uma função

constante, ou seja,  kxf =)(  para todo  Χ∈x , onde  k é uma constante real.

Teorema: Sejam     f , g : X → R deriváveis no ponto  Χ′Χ∈ Ia . As  funções  ,gf +

,gf −  gf .   e   g
f   (caso 0)( ≠ag )   são deriváveis no ponto  a  e as derivadas destas

funções são dadas por:

);()()()( agafagf ′+′=′+

 );()()()( agafagf ′−′=′−

)()()()()().( agafagafagf ′−′=′   e

[ ]2)(

)()()()(
)(

ag

agafagaf
ag

f ′−′
=

′





  .

Enunciaremos a seguir a Regra da Cadeia, sendo esta de grande

importância para Derivada Paramétrica.
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Teorema: Sejam  f: Χ  → R,  g: Y → R,  Χ′Χ∈ Ia , Υ′Υ∈= Ibaf )(  e Υ⊆Χ)(f .

Se  f  é derivável no ponto  a  e g é derivável no ponto b, então   :fg o X → R  é

derivável no ponto a,  e  ( ) )()()()( afafgafg ′′=′o .

Corolário:  Seja   f : X → Y uma função bijetora, com inversa    Χ→Υ= − :1fg  . Se

f é derivável no ponto  Χ′Χ∈ Ia   e  g é contínua no ponto  )(afb =   então  g  é

derivável no ponto  b  se, e somente se,  0)( ≠′ af . Caso afirmativo  )(
1)( afbg ′=′  .

1.2 Derivada Paramétrica

Definição: Seja  a  função  F: [ ]ba,  → R. Dizemos que F  tem uma derivada paramétrica

f  se, e somente se,  existe uma função derivável, sobrejetora e estritamente crescente

[ ] [ ]b,a,: →βαφ  onde  α, β  são números reais e tal que φoF   tem uma derivada

ordinária  em  [ ]βα,  definida por  ( ) ( ) )()()( ttftF φ′φ=′φo .

Segue da definição que toda função que tem derivada ordinária, admite

derivada paramétrica.  Basta tomar  [ ] [ ]baba ,,: →φ  dada por  tt =φ )( . Em outras

palavras, a derivada paramétrica generaliza a derivada ordinária.

A derivada paramétrica não necessita ser única  pois se  [ ]→baF ,: R é

tal que admite derivada paramétrica f, então existe  uma função derivável, sobrejetora,
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estritamente crescente  [ ] [ ]ba,,: →βαφ   tal que  φoF    tem derivada  ordinária . Se

existe  [ ]bat ,0 ∈    tal  que 0)( 0 =φ′ t ,  como ( ) )t()t(f)t()F( 000 φ′φ=′φo   isto implica

que  0)()( 0 =′φ tF o , independente do valor que  f assume em )( 0tφ .

Por outro lado, a proposição seguinte nos aponta um resultado quando  0t

é tal que  0)( 0 ≠φ′ t .

Quando  uma  função  [ ]→baF ,: R possuí derivada paramétrica  e

[ ] [ ]ba,,: →βαφ    é uma função  derivável e estritamente crescente tal que  φoF

possuí derivada ordinária dizemos que  φφ   é uma  representação paramétrica de F.

Proposição: Seja  [ ]→baF ,: R  uma função que possuí derivada paramétrica e seja

[ ] [ ]ba,,: →βαφ  uma representação paramétrica de F. Se  0)( 0 ≠φ′ t  então a derivada

paramétrica  f   no   ponto  )( 0tx φ=  é a derivada ordinária de  F .

Prova: Seja  [ ]→baf ,:  R uma derivada paramétrica  da  função [ ]→baF ,:  R  e

[ ] [ ]ba,,: →βαφ  uma representação paramétrica de F. Assim,  ( ) ( ) )()()( ttftF φ′φ=′φo .

Seja  0t  tal que  0)( 0 ≠φ′ t .  Fazendo  )(tx φ= ,

0

0 )()(
lim

0 xx
xFxF

xx −
−

→
   =  

)()(

))(())((
lim

0

0

)()( 0 tt
tFtF

tt φ−φ
φ−φ

φ→φ

         =    
)(

)(
.

)()(

))(())((
lim

0

0

0

0

0 t
t

tt
tFtF

tt φ′
φ′

φ−φ
φ−φ

→

         =   [ ] 







−

φ−φ
⋅

φ′φ−φ
φ−φ

→→
0

0

00

0 )()(
lim

)()()(

))(())((
lim

00 tt
tt

ttt
tFtF

tttt
 

          =   
0

0

0

))(())((
lim

)(
1

0 tt
tFtF

t tt −
φ−φ

φ′ →



8

           =  
0

0

0

))(())((
lim

)(
1

0 tt
tFtF

t tt −
φ−φ

φ′ →

oo

= )()).((
)(

1
)()(

)(

1
00

0

0

0

ttf
t

tF
t

φ′φ
φ′

=′φ
φ′

o

= )())(( 00 xftf =φ .

Portanto   )( 0xF ′ = )( 0xf , ou seja, )( 0xf  é a derivada ordinária de F no ponto 0x .

Veremos a seguir algumas propriedades da derivada ordinária que valem

para derivada paramétrica.  Para demonstrar tais propriedades aplicaremos definições e

resultados vistos em 1.1.

Proposição:  Se a derivada paramétrica de F  é zero em cada ponto de [ ]ba, , então F é

constante.

Prova:   Seja   [ ]→baf ,:  R   a  derivada  paramétrica  de F  tal que 0)( =xf   para

todo [ ]bax ,∈    e   seja [ ] [ ]ba,,: →βαφ   sua representação paramétrica.  Então,

0)()( =′φ tF o , pois )())(()()( ttftF φ′φ=′φo . Logo  kF =φo  onde k é uma constante,

isto é , ktF =φ ))((  para todo  [ ]βα∈ ,t . Fazendo  )(tx φ= , temos que  kxF =)(  para

todo  [ ]bax ,∈ .

Usaremos daqui para frente a notação  F ′  para a derivada paramétrica da

função F, sem problemas de notação pois como vimos toda derivada ordinária  é

paramétrica.
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Proposição:  Se as funções  F  e  G  admitem derivadas paramétricas  e  k é um número

real, então:

(a) FkkF ′=′)(  

(b)  GFGF ′+′=′+ )(

(c)  GFGFGF ′+′=′⋅ )(

Prova:

(a) Seja  [ ]→baf ,: R  a derivada paramétrica da função [ ]→baF ,: R. E seja a

função [ ] [ ]ba,,: →βαφ   sua representação paramétrica. Assim fF =′   e

)())(()()( ttftF φ′φ=′φo . Logo,

[ ] [ ] [ ] [ ] )())()(()())(()()()()()()( ttkfttfktFktFktFk φ′φ=φ′φ=′φ=′φ=′φ ooo

Mas  [ ] φ=φ oo )()( kFFk . Então  )())(()()( ttkftkF φ′φ=′φo  e  Fkkf ′=  é uma

derivada paramétrica de  kF.

Armstrong[1] demonstra o seguinte teorema que será usado para

demonstrar os itens (b) e (c) da proposição.

Teorema:  Se  F  e  G  tem representações paramétricas diferenciáveis  φ   e  ϕ ,

respectivamente,  então existe uma função  θ   que é uma representação paramétrica

diferenciável para  F  e  G  simultaneamente.

Sejam  f , g  as derivadas paramétricas  de  F,  G  respectivamente.  Pelo

teorema anterior, existe uma representação paramétrica diferenciável  θ   para  F  e  G

simultaneamente. Logo,

)())(()()( ttftF θ′θ=′θo   e

)())(()()( ttgtG θ′θ=′θo .
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(b) ( )[ ] ( ) ( )[ ] =′θ+θ=′θ+ )()( tGFtGF ooo

     =  ( ) ( ) =



 ′θ+′θ )(tGF oo

  =  ( ) ( ) )()( tGtF ′θ+′θ oo =

  =  )())(( ttf θ′θ  +  )())(( ttg θ′θ  =

  =   [ ] )())(())(( ttgtf θ′θ+θ   =

  =   [ ] )())()(( ttgf θ′θ+ .

Portanto, ( ) GFgfGF ′+′=+=′+ .

(c) ( )[ ] ( ) ( )[ ] =′θθ=′θ )(.)( tGFtFG ooo

           =  ( ) ( ) ( )( ) )(tGFGF 



 ′θθ+θ′θ oooo

          =   ( ) ))(())(()())(( tFtGttf θ+θθ′θ )())(( ttg θ′θ

          =   [ ] )())(())(())(())(( ttgtFtGtf θ′θθ+θθ

          =   ( ) )()).(( ttFgfG θ′θ+ .

Portanto,  ( ) GFGFFgfGFG ′+′=+=′

1.3   A Função de Cantor

O Conjunto de Cantor C é um subconjunto do intervalo  [ ]1,0  que  é

obtido da seguinte forma:  removemos do intervalo  [ ]1,0 , o terço médio  






3

2
,

3

1
, depois
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removemos dos intervalos restantes  





3

1
,0  e 



 1,
3

2
 os respectivos terços médios








9

2
,

9

1
 e  







9

8
,

9

7
 ,  e  assim sucessivamente.  O Conjunto de Cantor C é o conjunto

que resta depois da remoção de todos os terços médios.

Proposição: O conjunto de Cantor C é fechado.

Prova: O complementar de C consiste de todos os intervalos que são retirados na

construção do conjunto de Cantor C ,  então é uma união (enumerável) de intervalos

abertos, que é aberto. Portanto o conjunto de Cantor C é um conjunto fechado.

O conjunto de Cantor C inclui todos os extremos dos intervalos

removidos, e também, pelo fato de C ser fechado, os limites de seqüência de tais pontos.

Um exemplo de um seqüência é a seguinte: Começamos  de  
3

1
 e pegamos o extremo

mais próximo no segundo passo  




 =−

9

2

9

1

3

1
,  e então pegamos o extremo mais

próximo no terceiro passo 




 =+−

27

7

27

1

9

1

3

1
 e assim sucessivamente. O limite deste

conjunto de pontos é  
4

1

8

1

8

3

81

1

27

1

9

1

3

1 =−=+−+− L ,  que não é extremo, pois  todos

os  extremos são  da forma  
n

a
3

 . O ponto 
4

1
 pertence ao conjunto  C,  pois C é

fechado. E assim também todo ponto de [ ]1,0  que é limite de uma seqüência de

extremos.

Proposição: O conjunto de Cantor C não contém intervalos.
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Prova: O tamanho total dos intervalos removidos  é  1
27

4

9

2

3

1 =+++ L . Portanto, o

conjunto C é um conjunto de medida nula, visto que a medida do intervalo [ ]1,0  é 1.

Nenhum conjunto de medida nula contém intervalo não degenerado, pois caso contrário

a medida deste conjunto seria maior que zero. Portanto, o conjunto C  não contém

intervalos.

Definição:  Um conjunto  E  é  perfeito  se é fechado e não possuí nenhum ponto que

não seja  ponto de acumulação.

Proposição: O conjunto C é um conjunto perfeito.

Prova:  Seja  x  um elemento do conjunto C.

Se  x é um limite de uma seqüência não constante de extremos, então x é um ponto de

acumulação de C. Se  x é um extremo,  temos que x pode ser escrito como 
03n

a
. Assim

à esquerda existe o intervalo 



 −

00 3
,

3

1
nn

aa
 do qual será retirado o intervalo






 −−

++ 11 00 3

13
,

3

23
nn

aa
, restando à esquerda de 

03n

a
 o intervalo 



 −

+ 00 3
,

3

13
1 nn

aa
 do qual será

retirado o intervalo 




 −−

++ 22 00 3

19
,

3

29
nn

aa
, restando então á esquerda de 

03n

a
 o intervalo





 −

+ 00 3
,

3

19
2 nn

aa
 e assim sucessivamente restarão os intervalos cujos extremos esquerdos

são da forma 
nn

n a
+

−
03

13
, L,2,1,0=n . Mas  

0000 33

1
lim

3.3

3
lim

3

13
lim

nnnnnn

n

nnn

n

n

aaa =−=−
+∞→∞→+∞→

.

Portanto  
03n

a
  é um ponto de acumulação de  C.
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Como  C é fechado e todo ponto de C é ponto de acumulação de C, temos que C é

perfeito.

Definição: Um conjunto  E  é  raro se o seu fecho não contém pontos interiores.

Proposição: O conjunto de Cantor  C   é   raro.

Prova: Como o conjunto de Cantor  C  não possuí intervalos, não existe ponto em C tal

que esteja num intervalo aberto contido em  C, ou seja,  C não contém pontos interiores.

Também  C é o seu próprio fecho, pois  C é fechado.  Logo o conjunto de Cantor  C é

raro.

Proposição: Seja  p  um inteiro maior que 1,  e  x  um número real, 10 << x .  Então

existe uma seqüência  { } 1≥nna   de inteiros com  pan <≤0   tal que ∑
∞

=

=
1n

n
n

p

a
x   e esta

seqüência  é  única exceto quando  x  é da forma  
0np

q
 (com q inteiro e 

0np
q

irredutível), neste caso existem exatamente duas  seqüências.  Também  se  { } 1≥nna   é

uma seqüência de inteiros com  pan <≤0 ,  a série converge para um número real  x

com  10 ≤≤ x .

Se  10=p , a seqüência  ∑
∞

=

=
110n

n
na

x  é chamada a expansão decimal  de x. Para 2=p  é

chamada  de  expansão binária; e para  3=p , expansão ternária.

Prova:  Seja   x  um número real,  10 << x , e seja  p  um número inteiro maior que  1.

Seja  x  escrito no sistema de base  p, ou seja, L321,0 aaax = , pan <≤0   para todo  n.
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Assim,   ∑
∞

=

=++=
1

2

21

n
n
n

p

a

p

a
p
a

x L .

Se  x   é da forma  
0np

q
 onde  q é um número inteiro  e  0n um número natural ,

podemos escrever

  
0

0

0 2
21

n

n

n p

r

p
r

p
r

p
q +++= L

com  pqqr iii ⋅−= +1 ,  onde  qqn =+10
  e  iq  é o quociente da divisão  pq i ÷+1   com

1,2,,1, 00 L−= nni   .

Assim  x  pode ser escrito de duas formas:

∑
∞

=

=
1n

n
n

p

a
x  onde   nn ra =   para  0nn ≤   e  0=na  para  0nn > , e

∑
∞

=

=
1n

n
n

p

b
x    onde nn rb =   para  0nn < , 1

00
−= nn rb   e 1−= pbn  para  0nn > ,

pois,

LL +−+−+
−

++++=
++−

−
∞

=
∑ 211

1

2
21

1
000

0

0

0 111
nnn

n

n

n

n
n

n

p
p

p
p

p

r

p

r

p
r

p
r

p

b

p

p
p

p

r

p

r

p
r

p
r n

n

n

n

n

1
1

)1(
1 1

1

1

2
21

0

0

0

0

0

−

−

+
−

++++=
+

−

−
L

1

)1(1
11

1

2
21

00

0

0

0

−
⋅−+

−
++++=

+−

−

p
p

p
p

p

r

p

r

p
r

p
r

nn

n

n

n
L

x
p
q

p
q

p
p

p
q

nnnn
==+−=+−=

+ 0000

111
1

.
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Unicidade : Seja  x  um elemento de [ ]1,0   e ∑
∞

=

=
1n

n
n

p

a
x ,  ∑

∞

=

=
1n

n
n

p

b
x  suas expansões na

base  p. Vamos supor que estas duas expansões são diferentes.

Seja  { }nn ban ≠=Ν :min . Vamos supor que ΝΝ > ba . Então  1=− ΝΝ ba , pois caso

contrário  1>− ΝΝ ba  e consequentemente

−∑
∞

=1n
n
n

p

a ∑∑
∞

+Ν=
Ν

ΝΝ
∞

=

−
+

−
=

11

)(

n
n

nn

n
n

n

p

ba

p

ba

p

b

Mas,  11 −≤−≤+− pbap nn  o que implica   que  
Ν

∞

+Ν=
Ν

≤
−

≤− ∑ pp

ba

p n
n

nn 1)(1

1

.

Como  
ΝΝ

ΝΝ >
−

pp

ba 1
.  Então, 0

11

>− ∑∑
∞

=

∞

= n
n
n

n
n
n

p

b

p

a
,  o que é uma contradição.

Assim,  
Ν

∞

+Ν=

−=
−∑ pp

ba

n
n

nn 1)(

1

,   ou seja , 
Ν

+Ν
+Ν+Ν

−=
−

−

p
p

p
ba

1
1

1

1
11

,    logo 111 −=− +Ν+Ν pab .

Como, 1,0 11 −≤≤ +Ν+Ν pba , temos que  11 −=+Ν pb  e  01 =+Νa .

De  1=− ΝΝ ba  e 111 −=− +Ν+Ν pab ,  obtemos:

1111

11 1111
+Ν+Ν+ΝΝ+Ν

+Ν+Ν
Ν

ΝΝ =−+=−+=
−

+
−

pp
pp

p
p

pp

ba

p

ba
.

Então,

1
2

1)(
+Ν

∞

+Ν=

−=
−∑ pp

ba

n
n

nn .

O que implica que 02 =+Νa   e  12 −=+Ν pb  e assim sucessivamente, 0=na  e

1−= pbn  para  1+Ν≥n .  Portanto,  x é da forma  
1+Νp

q
.
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 Por outro lado, seja  { } 1≥nna  uma seqüência de inteiros com pan <≤0 . Assim, o maior

valor  que  ∑
∞

=1n
n
n

p

a
  pode assumir  é  quando  1−= pan  para todo  1≥n . Neste caso,

1
11
111

1 1

=
−

⋅−=−=∑ ∑
∞

=

∞

=n n
nn

n

pp
p

p
p

p

a
.   Portanto, a série   ∑

∞

=1n
n
n

p

a
 converge para um

número real  x  tal que  10 ≤≤ x .

Teorema : O conjunto de Cantor  C  consiste de todos aqueles números reais em  [ ]1,0

que tem expansão ternária  { } 1≥nna   tal que  1≠na  para todo 1≥n .

Prova:  Seja [ ]1,0∈x .  A expansão ternária de x, L321,0 aaax =  tem  o primeiro

dígito  11 =a   se, e somente se,  



∈

3

2
,

3

1
x , cujo interior é retirado no primeiro passo

da formação do conjunto de Cantor  C.  Também,  01 =a   e  12 =a  se, e somente se,





∈

9

2
,

9

1
x ; 21 =a  e  12 =a  se, e somente se, 



∈

9

8
,

9

7
x , cujos interiores  são

retirados no segundo passo da formação de C. E assim,  sucessivamente, temos que

{ }2,0,,, 121 0
∈−naaa L  e   1

0
=na  se, e somente se,  x pertence a algum intervalo fechado

cujo interior é retirado no  0n -ésimo passo na formação do conjunto de Cantor  C.

Restam portanto somente os extremos dos intervalos, mas estes são da forma  
np

q
, que

como já vimos , também possuem uma expansão ternária somente com os dígitos  0 e 2.

Obs.:  O conjunto de Cantor também é chamado de  Conjunto ternário de Cantor.
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Proposição: O conjunto de Cantor C é não-enumerável.

Prova: Para todo  ∈x  C ,  seja   L321,0 ccc   sua expansão ternária, onde  { }2,0∈nc

para todo L,3,2,1=n , e seja a função  :φ C → [ ]1,0  dada por L
222

,0)( 321 ccc
x =φ .

Vamos  verificar que  φ é sobrejetora. Seja  [ ]1,0∈y  , e seja  L321,0 bbb  sua expansão

binária. Então  L)2)(2)(2(,0 321 bbbx =   é um ponto  de  C  tal que  yx =φ )( .

Portanto,  o conjunto de Cantor  C é não-enumerável.

Observação: Existe uma correspondência  biunívoca entre o conjunto de Cantor  C  e o

intervalo  [ ]1,0  .

Prova:  A função  φ  não é  injetora, pois para os pares de  elementos  1x   e  2x   cujas

expansões ternárias são da forma  LL 0222,0 211 iaaax =    e   2,0 212 iaaax L=   com

{ }2,0∈na para  in ,,2,1 L=  temos que,

)(1
222

,00111
222

,0)( 2
2121

1 x
aaaaaa

x ii φ===φ LLL  .

Seja  X  o  conjunto dos elementos de  C  que tem as expansões ternárias conforme  1x

e  2x . X é enumerável pois os elementos de X são os extremos dos intervalos, ou seja,

os elementos da forma  
n

q
3

. Porém, o conjunto Y=φ(X) consiste dos elementos  de

[ ]1,0  que são da forma 
n

q
2

.  Assim o conjunto  Y  também é um conjunto enumerável.

Sejam { }L,2,1 αα  e { }L,2,1 ββ  as respectivas enumerações dos conjuntos  X e Y.

Definamos a função  :ϕ  C → [ ]1,0    por  )()( xx φ=ϕ  para  Χ∉x   e  ii β=αϕ )(  para

L,2,1=i .
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A função ϕ   assim  definida é bijetora.

Teorema: Seja  x um número real em [ ]1,0  com a expansão ternária  { } 1≥nna , ou seja,

∑
∞

=

=
1 3n

n
na

x  onde  { }2,1,0∈na .  Seja  ∞=Ν   se nenhum dos  na  é igual a l,  e  seja

{ }1:min ==Ν nan . Seja  nn ab 2
1=  para  Ν<n   e  1=Νb .   Então  ∑

Ν

=1 2n
n
nb

 é

independente  da expansão ternária de  x (se  x tem duas expansões)  e a função  f

definida por   =)(xf ∑
Ν

=1 2n
n
nb

  é uma função contínua, monótona no intervalo  [ ]1,0 .

Além disto,  f  é  constante em cada intervalo contido no complemento do conjunto

Cantor C, e [ ]1,0: →Cf  é sobrejetora. (Esta função é chamada função ternária de

Cantor ).

Prova: Mostremos que  f  está bem definida, ou seja, ∑
Ν

=1 2n
n
nb

 não depende da escolha da

expansão ternária dos elementos de [ ]1,0 .

Seja  [ ]1,0∈x . Se  x  tem duas expansões ternárias,  x é da forma  
03n

q
, que como vimos

anteriormente, pode ser rescrito como  
0

0

0 3333 2
21

n

n

n

rrrq +++= L , com  { }2,1,0∈ir para

0,,2,1 ni L= .   Sejam     ∑
∞

=1 3n
n
na

  e   ∑
∞

=1 3n
n
nc

 as expansões ternárias de  x.

Assim,

∑
∞

=1 3n
n
na

0

0

333 2
21

n

nrrr +++= L    e                       (1)

∑
∞

=1 3n
n
nc

LL +++
−

++++=
++−

−

211

1

2
21

000

0

0

0

3

2

3

2

3

1

333 nnn

n

n

n rrrr
      (2)
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Se  ∞=Ν  em  (1), nn ab 2
1=  para  todo  n,

== ∑∑
∞

=
+

Ν

= 1
1

1 22 n
n
n

n
n
n ab

 
13

2
2
1

0

0

222 +
+++

n

nrrr
L = 

1

1

3
2

2
1

00

0

2

2

222 +

− ++++
nn

nrrr
L

=
00

0

2

1

222
1

3
2

2
1

nn

nrrr ++++ −
L ,

então, 0n=Ν  em  (2), nn cb 2
1=  para 0nn <   e  1

0
=nb

== ∑∑
=

Ν

=

0

11 22

n

n
n
n

n
n
n bb =+∑

−

=
+ 0

0

2

1

2

1

1
1 n

n

n
n
nc

00

0

2

1

222
1

3
2

2
1

nn

nrrr ++++ −
L .

Se  i=Ν ,   para algum  1,,2,1 0 −= ni L   em  (1), nn ab 2
1=  para  in <   e  1=ib

== ∑∑
=

Ν

=

i

n
n
n

n
n
n bb

11 22
=+∑

−

=
+ i

i

n
n
na

2

1

2

1

1
1 ii

irrr

2

1

222
1

3

2

2

1 ++++ −L

então,  i=Ν  em  (2)   e  nn cb 2
1=  para  in <   e  1=ib

== ∑∑
=

Ν

=

i

n
n
n

n
n
n bb

11 22
=+∑

−

=
+ i

i

n
n
nc

2

1

2

1

1
1 ii

irrr

2

1

222
1

3

2

2

1 ++++ −L .

Se   0n=Ν  em (1), nn ab 2
1=  para  0nn <   e  1

0
=nb

== ∑∑
=

Ν

=

0

11 22

n

n
n
n

n
n
n bb =+∑

−

=
+ 0

0

2

1

2

1

1
1 n

n

n
n
na

00

0

2

1

222
1

3
2

2
1

nn

nrrr ++++ −
L

então, ∞=Ν  em  (2) , nn cb 2
1=

 === ∑∑∑
∞

=
+

∞

=

Ν

= 1
1

11 222 n
n
n

n
n
n

n
n
n cbb ∑

∞

=
++

− +++++
1

11

1

3
2

2
1

000

0

2

1

2

0

222 i
nnn

nrrr
L

= 
00

0

2

1

222
1

3
2

2
1

nn

nrrr ++++ −
L .

Mostremos que  f é constante em cada intervalo contido no complemento do conjunto

de Cantor  C.
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Seja  




 +

00 3
1,

3 nn

aa  um intervalo retirado de  [ ]1,0  no  0n -ésimo passo na formação do

conjunto de Cantor.  Sejam  



 +∈

00 3

1
,

3
,

nn

aa
yx . Sabemos que  

03n

a
 pode ser escrito

como 
0

0

333 2
21

n

nrrr +++ L , com  { }2,1,0∈ir para 0,,2,1 ni L= .

Então,   
0

0

0 3

1

333

1
2
21

n

n

n

rrra +
+++=+

L     e   1
0

=nr .

Assim,   ∑
∞

=

=
1 3n

n
na

x    e   ∑
∞

=

=
1 3n

n
nc

y   onde   nnn rca =,   para  1,,2,1 0 −= nn L ,

             1,
00

=nn ca   e  { }2,1,0, ∈nn ca    para  0nn > .

Portanto,  )(
2

1

2222
)(

00

0 1

3
2

2
1

1

yf
rrrb

xf
nn

n

n
n
n =++++== −

Ν

=
∑ L .

Mostremos que  f  é monótona em  [ ]1,0 .  Para isto basta mostrar que  é crescente em  C.

Sejam  ∈yx,  C, com  yx < . Sabemos  que yx,  tem expansões ternárias ∑
∞

=

=
1 3n

n
na

x   e

∑
∞

=

=
1 3n

n
nc

y  com  { }2,0, ∈nn ca .

Seja   0n  tal que  
00 nn ac > .  Então,  2

0
=nc  e  0

0
=na .  Assim,  ∞=ΝΝ cb ,  e,

LL ++++++==
+

+

+

−
∞

=
∑ 2

1

1

1

3
2

2
1

1
0

0

00

0

22

0

2222
)(

n

n

nn

n

n
n
n

aaaab
xf

          LL ++++++<
+

+

+

−

2

1

1

1

3
2

2
1

0

0

00

0

22

2

222 n

n

nn

n caaa

)(
22

2

222 2

1

1

1

3
2

2
1

0

0

00

0 yf
cccc

n

n

nn

n =++++++=
+

+

+

−
LL .

Portanto,  f  é crescente em  C.
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Mostremos que   f ( C ) = [ ]1,0 .

Seja  [ ]1,0∈y . Então existe uma expansão binária de  y,  ou seja, ∑
∞

=

=
1 2n

n
nb

y , onde

{ }1,0∈nb   para todo  n.

Para   ∑
∞

=

=
1 3

2

n
n
nb

x  ∈ C,  yxf =)( .

Mostremos que  f é contínua.

Nós precisamos provar a continuidade somente no conjunto de Cantor  C, pois  f  é

constante em cada intervalo de  [ ] \1,0 C.

Seja  ∈x C  e  seja  0∈> . Existe  ∈0n N  tal  que  ε<
02

1
n

.

Tomemos   
03

1
n

=δ  .  Então para todo  ∈y C tal que  δ<−< yx0  nós temos

03

1
n

yx <− .  Logo, se  ∑
∞

=

=
1 3n

n
na

x   então, ∑∑
∞

=

−

=

+=
0

0

33

1

1 nn
n
n

n

n
n
n ca

y ,  onde  { }2,1,0, ∈nn ca ; e

( ) ε<≤−=−−=− ∑∑ ∑ ∑
∞

=
+

∞

=

−

=

∞

=
+++ 0

0

0

0
2

1

2222
)()(

1
1

1

1
111 n

nn
n

nn

n

n

n nn
n
n

n
n

n
n cacaa

yfxf  .

Portanto,  f  é contínua.
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Capítulo II

INTEGRAL DE RIEMANN GENERALIZADA

Neste capítulo será definida a Integral de Riemann Generalizada, também

chamada de Integral “Gauge” ou Integral de Henstock (denotaremos R*-Integral).  Para

isto, definiremos a Integral de Riemann vista nos cursos de Cálculo, pois toda função

Riemann integrável é Riemann integrável Generalizada. Daqui para frente será usado o

termo “gauge integrável” ou  “R*-integrável” e a integral Riemann Generalizada da

função  f   no  intervalo [a,b ]  será denotada por   ∫
b

a
dxxf )(  , sem problemas de notação

pelo motivo visto acima. Também serão provados o Teorema da Unicidade e o Critério

de Cauchy.

Num segundo momento, será enunciado e demonstrado o Teorema

Fundamental do Cálculo, estabelecendo assim uma relação muito estreita entre Integral

de Riemann Generalizada e Derivada Paramétrica.

Nos últimos subtítulos  serão vistos teoremas de Mudança de Variável e

os Teoremas de Convergência Monótona e Convergência Dominada, estes últimos

muito importantes dentro da Integração de Lebesgue. Faremos ainda um estudo de
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Integrais Impróprias e veremos que enquanto existem funções que não são Riemann

Integráveis, mas possuem integrais impróprias; o mesmo não ocorre referindo-se a

Integral de Riemann Generalizada.

2.1 Integral de Riemann

Seja  ][ b,a  um intervalo fechado em R. Uma partição de ][ ba,  é uma

coleção finita de intervalos fechados ][ kk xx ,1− , n,...,k 21= ; tais que

bx...xxa n =<<<= 10 . Escolhemos um número kz  , em cada intervalo ][ kk xx ,1− ,

que chamaremos “etiqueta”. Resultando assim uma “partição etiquetada”

[ ]{ }nkxxz kkk ,...,2,1;,, 1 =−  do intervalo ][ ba, .

Assim,  ))(( 1
1

−
=

−∑ k

n

k
kk xxzf   é uma soma de Riemann da função f  no

intervalo ][ ba, . O número  A  ∈ R é a Integral de Riemann de f : ][ ba, → R se para

todo 0>ε , existe um número 0>δ  tal que, se [ ]{ }nkxxz kkk ,...,2,1;,, 1 =−  é uma

partição etiquetada do intervalo ][ ba,   com  <0 1−− kk xx <δ  para  nk ,...,2,1=   então,

Axxzf k

n

k
kk −− −

=
∑ ))(( 1

1

< ε.
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2.2  Medidor

Para definirmos a “Integral de Riemann Generalizada”, precisamos de

um medidor conforme definição abaixo; sendo que este medidor tanto pode ser uma

coleção de intervalos abertos, como uma função estritamente positiva .

Vamos definir um  medidor  γγ   do intervalo  ][ ba,  da seguinte forma:

para cada   p ∈ ][ ba,  escolhemos um intervalo aberto γ(p) que contém  p no centro.

Dizemos que uma partição etiquetada [ ]{ }nkxxz kkk ,...,2,1;,, 1 =−  de  ][ ba,  é γ-fina se

para cada  nk ,...,2,1=  o intervalo ][ kk xx ,1−  é um subconjunto do intervalo γ( kz ).

Podemos também definir um medidor  δδ  em um intervalo  ][ ba,  como

uma função estritamente positiva, cujo domínio é o intervalo ][ ba, . Fazendo

( ))(),()( xxxxx δ+δ−=γ  para cada  x em ][ ba, , verificamos a equivalência entre essas

duas definições.

Vimos que existe uma relação muito estreita entre medidores em

intervalos e partições etiquetadas de intervalos. Neste sentido formalizaremos o seguinte

resultado:

Proposição: Dado um medidor qualquer  γγ   em ][ ba, , existe uma partição etiquetada

em ][ ba,  que é  γ-fina.
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Prova:  Seja γ um medidor em ][ ba,  e seja o conjunto E ={ existebax :],(∈ uma

partição etiquetada de [ ]xa,  que é γ- }fina . E não é vazio pois pegando  )(ax γ∈  com

xa < , etiquetamos [ ]xa,  com  a . O resultado é uma divisão etiquetada  γ-fina de [ ]xa, .

Seja =y sup E . Existe  ∈x  E tal que )(yx γ∈  e yx < . Pela definição do conjunto E ,

existe uma divisão etiquetada  γ-fina de [ ]ya, . Então  ∈y E .

Vamos provar que  by = . Suponhamos que  by < . Assim  o conjunto

≠γ ),()( byy I Ø.  Seja  ),()( byyw Iγ∈ . Adjacente a alguma divisão etiquetada de

[ ]ya,  que é γ-fina  tem-se o intervalo [ ]wy,  etiquetado com  y. Então ∈w E , mas

yw >   contrariando a suposição de que  sup=y E.  Como yb ≥ , by = .

2.3 Integral de Riemann Generalizada

Seja  f uma função real definida no intervalo [ ]ba, . O número I é a

integral R* de  f  em [ ]ba,   se, dado  ε 0> , existe um medidor γ  tal que, se

[ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1  é uma partição etiquetada γ-fina de [ ]ba, , então

))(( 1
1

−
=

−−Ι ∑ k

n

k
kk xxzf  <  ε.
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Denotaremos por R* [ ]( )ba,  o conjunto das funções que são R*-

integráveis no intervalo  [ ]ba,  e  I ∫=
b

a
dxxf )(  , não havendo problema com esta

notação pois toda função que é  Riemann integrável  em [ ]ba,  é  R*-integrável em

[ ]ba, .  De fato, seja  f : [ ]ba, → R  e  A sua  integral de Riemann. Assim, dado ε 0> ,

existe  0>δ  tal que se [ ]{ }nkxxz kkk ,...,2,1;,, 1 =−  é uma partição etiquetada de

[ ]ba, com <0 1−− kk xx <δ  para  nk ,...,2,1=  então, Axxzf k

n

k
kk −− −

=
∑ ))(( 1

1

<  ε.

Logo existe um medidor δ , δ=δ )(x  constante.

Portanto,  f  é  R*-integrável.

A seguir trabalharemos com uma função que é R*-integrável, porém não

é Riemann integrável. Com a afirmação provada anteriormente, e o referido exemplo,

percebe-se que ampliamos nosso campo de trabalho, ou seja, o conjunto de funções

integráveis, passando de Riemann para Riemann Generalizada, sem que fosse necessária

uma grande teoria prévia.

Exemplo:  Seja a função  f: [ ]1,0  → R dada por  1)( =xf  para  x racional  e  0)( =xf

para  x   irracional.  Vamos mostrar que  f [ ]( )1,0*R∈ .

Seja  ε 0>  e seja  { } 1≥kkr  uma enumeração dos racionais do intervalo

[ ]1,0  . Definamos o medidor  γγ  da seguinte maneira:






 ε+ε−=γ

++ 11 2
,

2
)(

iiiii rrr   para ,...2,1=i       e

( )2,1)( −=γ x  para  x  irracional.
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Seja [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1  uma partição etiquetada   γ-fina.  de [ ]1,0 .

Se kz  for racional, kz ir=  para  algum i natural e então

  [ ] =γ⊂− )(,1 kkk zxx 




 ε+ε−=γ

++ 11 2
,

2
)(

iiiii rrr .

Logo,    )(1))(( 11 −− −=− kkkkk xxxxzf
iii 222 11

ε=ε−−ε≤
++

.

Se   kz   for irracional, .0)(0))(( 11 =−=− −− kkkkk xxxxzf

Portanto, reordenando  { } 1≥kkr  de forma que  os  kz ’s coincidentes sejam os primeiros

termos da seqüência, temos

))(( 1
1

−
=

−∑ k

n

k
kk xxzf  <  <

ε∑
=

n

k
k

1 2
 ε.

Portanto, ))((0 1
1

−
=

−− ∑ k

n

k
kk xxzf  <  ε   e   0)(

1

0
=∫ dxxf .

Esta função não é Riemann integrável porque é sempre descontínua, mas

é Lebesgue integrável, tendo em vista que 0≠f  somente num conjunto de medida

nula. Veremos mais tarde, no capítulo III, Integral de Lebesgue e medida de conjuntos.

Teorema da Unicidade: Se [ ]baf ,: → R é R*-integrável então sua integral ∫
b

a
f é

única.

Prova:   Sejam A = ∫
b

a
f   e  B = ∫

b

a
f .  Dado   ε > 0, existem medidores  α  e  β  tais que

se  [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1   é uma partição etiquetada  α-fina de [ ]ba, , então
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Axxzf k

n

k
kk −− −

=
∑ ))(( 1

1 2

ε<    e se [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1 é uma partição β- fina de

[ ]ba, ,  então  Bxxzf k

n

k
kk −− −

=
∑ ))(( 1

1 2

ε<   .

Para cada  [ ]baz ,∈  , seja )()()( zzz βα=γ I .  γ é um medidor em [ ]ba,  pois )(zγ  é um

intervalo aberto, visto que é a intersecção de dois intervalos abertos.

Sabemos também que existe uma partição etiquetada de [ ]ba, , [ ]{ }pkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1

que é γ-fina. Logo esta partição também é  α-fina  e  β-fina, pois

[ ] )()(,1 kkkk zzxx α⊆γ⊂−   e  [ ] )()(,1 kkkk zzxx β⊆γ⊂− .

Assim,

=− BA BxxzfxxzfA kk

p

k
kkk

p

k
k −−+−− −

=
−

=
∑∑ ))(())(( 1

1
1

1

≤   ))(( 1
1

−
=

−− ∑ kk

p

k
k xxzfA + ))(( 1

1
−

=

−− ∑ kk

p

k
k xxzfB

<  =ε+ε
22

ε

Como  ε   é arbitrário,  BA = .

Vimos acima um importante resultado válido para funções Riemann

integráveis, que é válido também para funções  R*-integráveis. O próximo resultado a

ser demonstrado é o famoso  Critério de Cauchy, visto nos cursos  de  Integral de

Riemann. Este critério nos dá condições  de decidir se uma função é R*-integrável, sem

conhecer o valor de sua integral.
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Critério de Cauchy:  A  função [ ]baf ,:  → R  é  R*-integrável se,  e somente se,  para

todo ε 0>  existe um medidor γ tal que para quaisquer partições etiquetadas

[ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1   e  [ ]{ }mkxxz kkk ≤≤− 1;ˆ,ˆ,ˆ 1   γ-finas  de  [ ]ba,   tem-se

ε<−−− −
=

−
=

∑∑ )ˆˆ)(ˆ())(( 1
1

1
1

kk

m

k
kkk

n

k
k xxzfxxzf .

Prova:  Seja  f : [ ]ba,  → R uma função integrável  em  [ ]ba,   e  I ∫=
b

a
dxxf )( .

Dado  ε 0>  , existe um  medidor  γ  em  [ ]ba,  tal  que  se  [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1  é

uma partição  etiquetada  γ-fina  de  [ ]ba,  então  ))(( 1
1

−
=

−−Ι ∑ kk

p

k
k xxzf ε< .

Sejam    [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1    e   [ ]{ }mkxxz kkk ≤≤− 1;ˆ,ˆ,ˆ 1    partições etiquetadas

γ-finas  de [ ]ba, .  Assim,

=−−− −
=

−
=

∑∑ )ˆˆ)(ˆ())(( 1
1

1
1

kk

m

k
kkk

n

k
k xxzfxxzf

Ι−−+−−Ι= −
=

−
=

∑∑ )ˆˆ)(ˆ())(( 1
1

1
1

kk

m

k
kkk

n

k
k xxzfxxzf

Ι−−+−−Ι≤ −
=

−
=

∑∑ )ˆˆ)(ˆ())(( 1
1

1
1

kk

m

k
kkk

n

k
k xxzfxxzf

22

ε+ε<  = ε.

Por outro lado, dado  ε 0> , existe  um medidor  γ tal que  para quaisquer partições

etiquetadas [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1    e   [ ]{ }mkxxz kkk ≤≤− 1;ˆ,ˆ,ˆ 1    γ-finas  de [ ]ba,  temos

)ˆˆ)(ˆ())(( 1
1

1
1

−
=

−
=

−−− ∑∑ kk

m

k
kkk

n

k
k xxzfxxzf ε<
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Assim, para  cada  n  existe um medidor  nδ   tal que se [ ]{ }n
n
k

n
k

n
k pkxxz ≤≤− 1;,, 1    e

[ ]{ }n
n
k

n
k

n
k qkxxz ≤≤− 1;ˆ,ˆ,ˆ 1  são  partições etiquetadas  nδ -finas de  [ ]ba,    então,

)ˆˆ)(ˆ())(( 1
1

1
1

n
k

n
k

p

k

n
k

n
k

n
k

p

k

n
k xxzfxxzf

mn

−
=

−
=

−−− ∑∑ <
n
1

.

Tomemos uma seqüência de medidores da seguinte forma:

M

I

M

I

)()()(

)()()(

)()(

1

212

11

zzz

zzz

zz

iii δγ=γ

δγ=γ
δ=γ

−

 e assim sucessivamente para todo i natural e para todo [ ]baz ,∈ .

Para cada  n natural, seja  [ ]{ }n
n
k

n
k

n
k pkxxz ≤≤− 1;,, 1   uma partição etiquetada  nγ -fina de

[ ]ba, . É claro que esta partição também é  nδ -fina  pois   )()( zz nn δ⊆γ   para  todo

[ ]baz ,∈  .

A seqüência de somas 
1

1
1

))((
≥

−
= 








−∑
n

n
k

n
k

p

k

n
k xxzf

n

   é de Cauchy  pois  dado  ε 0> ,

tomemos  0>Ν  tal que  <
Ν
1 ε.    Sejam  i, j números naturais  com Ν≥ji, .  Vamos

supor que  .ji <   Temos que  )()( zz ij γ⊆γ .  Assim a partição  [ ]{ }j
j
k

j
k

j
k pkxxz ≤≤− 1;,, 1

que  é  jγ -fina   também é  iγ -fina . Portanto,

))(())(( 1
1

1
1

i
k

i
k

p

k

i
k

j
k

j
k

p

k

j
k xxzfxxzf

ij

−
=

−
=

−−− ∑∑  <
Ν

≤< 11

i
ε.
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Logo, esta  seqüência de somas é convergente pois  é uma seqüência de números reais.

Seja A  
∞→

=
n
lim ))(( 1

1

n
k

n
k

p

k

n
k xxzf

n

−
=

−∑ .  Dado  ε 0> , tomemos  Ν  tal que  
2

1 ε<
Ν

  e  se

Ν≥n   então      ))(( 1
1

n
k

n
k

p

k

n
k xxzfA

n

−
=

−− ∑ .
2

ε<

Seja  [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1  uma  partição etiquetada  Nγ -fina  de  [ ]ba, .

 Então,  

       =−− −
=

∑ ))(( 1
1

kk

n

k
k xxzfA

         = ))(())(())(( 1
1

1
1

1
1

−
=

Ν
−

Ν

=

ΝΝ
−

Ν

=

Ν −+−−−− ∑∑∑
ΝΝ

kk

n

k
kkk

p

k
kkk

p

k
k xxzfxxzfxxzfA

        ≤ ))(( 1
1

Ν
−

Ν

=

Ν −− ∑
Ν

kk

p

k
k xxzfA  + ))(())(( 1

1
1

1
−

=

Ν
−

Ν

=

Ν −−− ∑∑
Ν

kk

n

k
kkk

p

k
k xxzfxxzf

                    <
Ν

+ε 1

2
 <  

22

ε+ε
 =  ε.

Portanto  f   é   R*-integrável  e  ∫
b

a
dxxf )(  = A .

Teorema: Sejam  f   e   g   funções  R*-integráveis  em  [ ]ba, .  Então,

(a)    kf   é R*-integrável  em  [ ]ba,   e  ∫∫ = b

a

b

a
fkkf  para todo  ∈k R ;

(b) gf +  é  R*-integrável  em    [ ]ba,    e  ∫∫∫ +=+ b

a

b

a

b

a
gfgf )( ;

(c) se  gf ≤   quase sempre em  [ ]ba, , então  ∫∫ ≤ b

a

b

a
gf .

Prova: Gordon [7]
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Teorema: Seja  [ ]→baf ,: R . Se 0=f  quase sempre em  [ ]ba, , então  f é R*-

integrável em  [ ]ba,   e  0=∫
b

a
f .

Prova:   Seja  [ ]{ }0)(:, ≠∈= xfbaxE  e para cada inteiro positivo n, seja

{ }.)(1: nxfnExEn ≤≤−∈=  Estes conjuntos são disjuntos e todos tem medida nula.

Para cada  n escolhemos  um  conjunto  aberto  nO   tal que  nn OE ⊆   e  ( ) nn n
O

2
ε<µ .

Definamos um função positiva δ  em  [ ]ba,  por:

[ ]




∈ρ
−∈

=δ
nn ExOx

Ebax
x

),~,(

,,1
)(     .

                                    onde   { }nn OyyxOx ∈−=ρ :inf)~,(  .

De acordo com Royden[12], definiremos a seguir conjuntos de medida

nula. Estes conjuntos serão citados com freqüência no capítulo III (Integral de

Lebesgue) e na proposição abaixo.

Definição: Um conjunto A⊂ R é um conjunto de medida nula se pode ser coberto por

uma coleção enumerável de intervalos abertos, cujo tamanho total é arbitrariamente

pequeno, isto é, dado  0>ε ,  existe uma seqüência de intervalos abertos { }nnΙ  tal que

n
n

Ι⊂Α
∞

=1
U   e  ( ) ε<Ι∑

∞

=1I
nl .

Uma propriedade é dita acontecer quase sempre (abreviatura q.s.) se o

conjunto de pontos onde esta propriedade falha acontecer é um conjunto de medida

nula.
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Dizemos que uma função [ ]→baf ,: R é limitada se existe um número

M>0 tal que  Μ<)(xf  para todo [ ]bax ,∈ .

Proposição: Sejam  f , g funções definidas no intervalo [ ]ba,  tais que f-g é limitada. Se

f  é  R*-integrável  e  f =  g  quase sempre, então  g  é R*-integrável  e ∫∫ =
b

a

b

a
gf .

Prova:  Sejam as funções   f, g: [ ]→ba, R  e  M tal que Μ<− )()( xgxf , para todo

[ ]bax ,∈ .

Como f é R*-integrável, seja dxxf
b

a∫=Ι )( .

 Dado 0>ε , existe um medidor γ tal que se [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1  é uma partição

etiquetada γ-fina de [ ]ba, , então 
2

))((
1

1

ε<−−Ι ∑
=

−

n

k
kkk xxzf .

O conjunto D= [ ]{ })()(:, xgxfbax ≠∈   é de medida nula. Logo, existe uma coleção

enumerável de intervalos abertos  { }nnΙ tal que  U
∞

=

Ι⊆
1n

nD   e  ( )
Μ
ε<Ι∑

∞

= 21n
nl  .

Vamos definir um medidor β  da seguinte maneira :

),()( xx γ=β   se  Dx ∉   e

)()( xx i γ∩Ι=β , com i  tal que ix Ι∈ , se Dx ∈

Seja  [ ]{ }mkxxz ikkk ≤≤− 1ˆ,ˆ,ˆ 1   uma partição etiquetada β-fina de [ ]ba, . Como

)()( xx γ⊆β para todo x, esta partição também é γ-fina.

Portanto,
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( )( ) =−−Ι ∑
=

−

m

k
kkk xxzg

1
1ˆˆˆ ( )( ) ( )( )∑ ∑

∉ ∈

−− −−−−Ι
Dkz Dkz

k k
kkkkkk xxzgxxzg

ˆ ˆ

11 ˆˆˆˆˆˆ

  = ( )( ) ( )( )∑ ∑
∉ ∈

−− −−−−Ι
Dkz Dkz

k k
kkkkkk xxzfxxzf

ˆ ˆ

11 ˆˆˆˆˆˆ +

    ( )( ) ( )( )∑ ∑
∈ ∈

−− −−−+
Dz Dz

kkkkkk
k k

xxzgxxzf
ˆ ˆ

11 ˆˆˆˆˆˆ

( )( ) ( )( )( )∑∑
∈

−
=

− −−+−−Ι≤
Dkz

k
kkk

m

k
kkk xxzgfxxzf

ˆ

1
1

1 ˆˆˆˆˆˆ

O primeiro termo é menor que 
2
ε

 pois a partição [ ]{ }mkxxz ikkk ≤≤− 1ˆ,ˆ,ˆ 1   é γ-fina.

De Μ<− )()( xgxf  para todo [ ]bax ,∈  , o segundo termo

( )( )( ) ( ) ( )∑∑∑ −−− −Μ=−Μ≤−−
∈∈

111 ˆˆˆˆˆˆˆ
ˆˆ

kk
k

kk
k

kkk xxxxxxzgf
DZDZ

mas  [ ] ikk xxx Ι⊆β⊂− )(ˆ,ˆ 1    e  ( )
Μ
ε<Ι∑ 2il

Portanto,

( )( ) ε=
Μ
εΜ+ε<−−Ι ∑

=
− 22

ˆˆˆ
1

1

m

k
kkk xxzg

e           dxxfdxxg
b

a

b

a ∫∫ = )()( .

2.4 Teorema Fundamental do Cálculo
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Existem vários enunciados do Teorema Fundamental do Cálculo com

respeito a integral de Riemann. Seguem abaixo alguns destes enunciados.

De acordo com Spivak [14], temos:

O Primeiro Teorema Fundamental de Cálculo:    Seja  f integrável em  [ ]ba, ,  e

defina  F em [ ]ba,  por  .)( ∫=
x

a
fxF    Se f é contínua em [ ]bac ,∈ ,  então  F  é

diferenciável em c, e  )()( cfcF =′ .

O Segundo Teorema Fundamental de Cálculo: Se f é integrável em  [ ]ba,   e  gf ′=

para alguma função g ,  então  )()( agbgf
b

a
−=∫  .

De acordo com Marsden e J.Hoffman [10], temos:

Teorema Fundamental de Cálculo: Seja  [ ]→baf ,: R contínua. Então  f   tem uma

antiderivada  F  e  )()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫ .

De acordo com Elon Lages Lima [9]:

Teorema Fundamental do Cálculo:  Seja  →Ι:f R contínua no intervalo  I .  As

seguintes afirmações a respeito de uma função  →Ι:F  R são equivalentes:

(1) F é uma integral indefinida de f , isto é, existe Ι∈a  tal que

∫+=
x

a
dttfaFxF )()()( ,  para todo  Ι∈x .

(2) F é uma primitiva de  f , isto é, )()( xfxF =′  para todo  Ι∈x .
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Enunciaremos a seguir o Teorema Principal  de acordo com Jack

Lamoreaux e Gerald Armstrong  [8] que estabelece uma conexão entre derivada

paramétrica e Integral de Riemann Generalizada. Sendo que este teorema também é

válido para derivada ordinária, visto que derivadas ordinárias são também derivadas

paramétricas. Robert G.Bartle [2] enuncia este mesmo teorema, porém somente para

derivada ordinária, sendo que o chama de Teorema Fundamental do Cálculo.

Para demonstrar tal teorema usaremos o seguinte resultado:

Lema: Seja F  definida no intervalo [ ]ba, . Se  F  tem derivada paramétrica  f com

representação  paramétrica  φ em  [ ]dc,   então, dado  [ ]dcp ,∈  e 0>ε , existe  0>δ

tal que se  δ+<<<δ− ptsp , então

).())()())((())(())(( ststpfsFtF −ε<φ−φφ−φ−φ

Prova: Seja  [ ]→baF ,: R  e  [ ]→baf ,:  R  sua derivada paramétrica com

representação paramétrica  [ ] [ ]badc ,,: →φ .

Dado  [ ]dcp ,∈ , pela definição de derivada paramétrica temos que

( ) )())(()( ppfpF φ′φ=′φo .  Aplicando  a definição de derivada ordinária nos dois

lados desta igualdade obtemos,

( ) ( )
pt

pt
pf

pt
pFtF

ptpt −
φ−φφ=

−
φ−φ

→→

)()(
lim))((

)()(
lim

oo

o que implica que,

0
)()(

))((
))(())((

lim =







−

φ−φφ−
−

φ−φ
→ pt

pt
pf

pt
pFtF

pt

Dado  0>ε , pela definição de limite, existe  0),( >εδ=δ p  tal que se  δ<−< pt0 ,

então,
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ε<
−

φ−φφ−
−

φ−φ
pt

pt
pf

pt
pFtF )()(

))((
))(())((

ou seja,

[ ] )()()())(())(())(( ptptpfpFtF −ε<φ−φφ−φ−φ .

Sejam  t, s  tais que  δ+<<<δ− ptsp .

 Assim,

( ) =φ−φφ−φ−φ )()())(())(())(( stpfsFtF

( ) ( ))()())(())(())(()()())(())(())(( pspfpFsFptpfpFtF φ−φφ+φ+φ−φ−φφ−φ−φ=

( ))()())(())(())(( ptpfpFtF φ−φφ−φ−φ≤ + ( ))()())(())(())(( sppfsFpF φ−φφ−φ−φ

)()( stpt −ε+−ε< = )()( stsppt −ε=−+−ε

Observação: O Teorema Fundamental de Cálculo para Integral de Riemann

Generalizada, pode ser enunciado e demonstrado através de uma equivalência entre

duas afirmações matemáticas, pois a Derivada Paramétrica e a Integral R* permitem

eliminar a hipótese de continuidade do Teorema segundo Elon Lages Lima.

Teorema Fundamental do Cálculo: Seja  f  uma derivada paramétrica de  F no

intervalo [ ]ba,  . Então  f  é  R*-integrável em  [ ]ba,  e  ∫ −=
b

a
aFbFdxxf )()()( .

Prova: Seja  F  uma função definida no intervalo  [ ]ba,   e  f sua derivada paramétrica.

Seja  φ  uma representação paramétrica em  [ ]dc, , ou seja, [ ] [ ]badc ,,: →φ   é uma

função derivável, estritamente crescente  e  φoF   é derivável.  φ é um homeomorfismo,

logo  1−φ  existe e é contínua.
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Dado  0>ε  e [ ]bax ,∈ . Seja [ ]dcxp ,)(1 ∈φ= − . Conforme  o lema acima, existe

( )cdp −
εδ=δ ,   tal que,  se  δ+<<<δ− ptsp   então,

)())()())((())(())(( st
cd

stpfsFtF −
−
ε<φ−θφ−φ−φ .

Como  1−φ  é contínua,  existe  0)(11 >δ=δ x  tal que se  11 δ<− xx   então,

δ<−φ − px )( 1
1 .

Para  cada  x ,  obtemos um  .0)(1 >δ x  Definimos um medidor  γ  em  [ ]ba,  dado por

))(),(()( 11 xxxxx δ+δ−=γ .

Seja  [ ]{ }nixxz iii ≤≤− 1:,, 1  uma partição etiquetada  γ-fina  de  [ ]ba, . Como

[ ] )(,1 iii zxx γ⊆− ,  ( ))(),(, 111 iiiiii zzzzxx δ+δ−∈− , ou seja, )(1 iii zzx δ<−  e

)(11 iii zzx δ<−− . Definindo  ic  e  it   por  )(1
ii zc −φ=   e  )(1

ii xt −φ= ,  para

ni ≤≤1 , temos que   )()()( 11
iii czx δ<φ−φ −−    e   )()()( 1

1
1

iii czx δ<φ−φ −
−

− , ou seja,

)( iii cct δ<−   e   )(1 iii cct δ<−− .  Mas  ii xx <−1 ,   logo   ii tt <−1    pois  φ é

estritamente crescente, e portanto  )()( 1 iiiiii ccttcc δ+<<<δ− − . Assim,  pelo lema

 )())()())((())(())(( 111 −−− −
−
ε<φ−θφ−φ−φ iiiiiii tt

cd
ttcftFtF .

Portanto,

( )∑∑∑
=

−−
=

−
=

−−−=−−−
n

i
iiii

n

i
iii

n

i
i xFxFxxzfaFbFxxzf

1
11

1
1

1

)()()()())()(()()(

    =  { }∑
=

−− −−−
n

i
iiiii xxzfxFxF

1
11 ))(()()(

        =  { }∑
=

−− φ−φφ−φ−φ
n

i
iiiii ttcftFtF

1
11 ))()())((())(())((
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    ≤    ∑
=

−− φ−φφ−φ−φ
n

i
iiiii ttcftFtF

1
11 ))()())((())(())((

    <    )( 1
1

−
=

−
−
ε∑ ii

n

i

tt
cd

 ε=−
−
ε= )( cd

cd
.

2.5 Mudança de Variável

De acordo com Bartle [2], enunciaremos dois teoremas que tornam válida

a “Fórmula da Substituição”. O primeiro dos teoremas demonstra-se aplicando o

Teorema Fundamental do Cálculo, enquanto que o segundo necessita de uma

demonstração mais elaborada.

Teorema:  Seja   [ ]→ϕ ba,: R  uma função diferenciável em [ ]ba,:=Ι  e seja F

diferenciável em  ( )Ιϕ .  Se ( ) ( )xFxf ′=  para todo   ( )Ιϕ∈x , então

( )
( )

( )
ϕ′ϕ=∫ ∫

ϕ

ϕ

b

a

b

a
ff o  .

Prova:  Como [ ]→ϕ ba,: R  é diferenciável e F é diferenciável em [ ]( )ba,ϕ , pela regra

de cadeia,  ( ) ( ) ( )( ) ( )xxFxF ϕ′ϕ′=′ϕo     para todo  [ ]bax ,∈ .

Seja  ( ) ( )xFxf ′=   para todo  [ ]( )bax ,ϕ∈ .

Assim, aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )dxxxFdxxxf
b

a

b

a
ϕ′ϕ′=ϕ′ϕ∫ ∫o
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        ( ) ( ) ( )( ) ( )( )aFbFdxxF
b

a
ϕ−ϕ=′ϕ= ∫ ooo

          ( )( ) ( )( )aFbF ϕ−ϕ=

       ( )
( )

( )
dxxF

b

a∫
ϕ

ϕ
′= = ( )

( )

( )
dxxf

b

a∫
ϕ

ϕ

Teorema: Seja ϕ  uma função diferenciável e estritamente crescente definida no

intervalo  [ ]ba,  .  Então f  é   R*-integrável em  [ ]( ) ( ) ( )[ ]baba ϕϕ=ϕ ,,   se,  e somente se,

( )ϕ′ϕof   é R*-integrável em  ( ) ( )[ ]ba ϕϕ ,

Neste caso ,       ( )
( )

( )
ϕ′ϕ=∫ ∫

ϕ

ϕ

b

a

b

a
ff o  .

2.6 Integrais Impróprias

Existem  exemplos importantes de funções que não são Riemann

integráveis num determinado intervalo  [ ]ba, , mas possuem integral imprópria. É o caso

da função  f : [ ]ba,  → R  dada por  0)0( =f   e   
x

xf 1)( =   para  10 ≤< x .

Esta função não é Riemann integrável, mas

.222lim2lim
1

lim
0

1

0

1

0
=−==

→→→ ∫ sxdx
x sssss

Além disso, esta função é R*-integrável  em  [ ]1,0 .

 Provemos então este fato:
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Dado  ε ,0>  seja o medidor  γ de [ ]1,0  dado por






 εε−
=γ

16
,

16
)0(

22

 e






 ε+ε−=γ
4

,
4

)(
zz

z
zz

zz  para  10 ≤< z .

A definição do medidor  γ é proveniente da seguinte análise:

A área da faixa limitada entre  ux =  e  vx =   é  uv 22 − . Vamos então analisar o

erro quando aproximamos   uv 22 −  por  ))(( uvzf −  com  vzu ≤≤ . Como f(0)=0

e 
z

zf 1)( =  para  10 ≤< z , define-se  ),0()( ∞⊆γ z quando 10 ≤< z .  Assim o

primeiro intervalo  da  partição  [ ]1,0 x   tem etiqueta  01 =z . Logo o erro entre  0=x  e

1xx =   é de  12 x .  Fazemos com que este erro fique muito pequeno  escolhendo  γ(0)

adequado,  pois  [ ]1,0 x  ⊆ γ(0).  Também o número de faixas não é previsível,  por isso

o erro em cada faixa deve ser estimado de maneira que a soma dos erros possa ser

controlada. Assim,

)(
1

22 uv
z

uv −−−  = ( ) ( )( )uvuv
z

uv +−−− 1
2

      = ( )uvz
z

uv −−




 −
2

     = ( ) ( )uvz
vuz

uv −−








+
−

2

Temos que  
z

zv +≤1   e  zvvz −=−    então,  
( )

z

zv
vz

−≤−  .

Também,   
z

zv +≤1    e    uzuz −=−    então,   
( )

z

uz
uz

−≤−  .
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Assim,

)(
1

22 uv
z

uv −−−  ( )uzvz
z

uv −+−−≤

                                    
( )

zz

uv

z

uzzv
z

uv 2−=





 −+−−≤ .

Voltando à demonstração:

Como ε é pequeno, podemos supor ε <  1. Assim,  ∉0 ( )zγ   quando 0>z   pois

0
4

1
44

>





−=−>ε− z

z
zz

z
zz

z .

Seja  [ ]{ }nkxxz kkk ≤≤− 1;,, 1  uma partição etiquetada  γ-fina  de  [ ]1,0 .

Temos  [ ]1,0 x ).( 1zγ⊆  Logo  01 =z . Portanto o erro para  a  primeira  faixa é menor

que  
2

ε
  pois

216
22))((22

2

1101

ε=ε<=−−− xuvzfxx .

Nas faixas seguintes, entre  1−= kxx  e kxx = , temos:

kk

kk
kkkkk

zz

xx
xxzfxx

2
1

11

)(
))((22 −

−−
−=−−−

            
kk

kk

zz

xx )( 1−−
< kk zz

2

ε

= )(
2 1−−ε

kk xx ,

ou seja, a soma dos erros é menor que 
2

ε
 pois,
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)1(
2

)(
2 1

2
1 xxx

n

k
kk −ε=−ε∑

=
− 2

ε< .

Portanto,

<−− ∑
=

−

n

k
kkk xxzf

1
1))((2 ε.

O teorema seguinte nos diz que sempre que a integral imprópria de uma

função  f  existe, sua integral também existe no sentido R*.  Este resultado, observa

Bartle em seu artigo, não é válido para integral de Riemann (como vimos no exemplo

anterior), nem para Integral de Lebesgue.

Teorema: Seja  f : [ ]ba, → R   R*-integrável em  [ ]bs,  para todo  ( )bas ,∈ . Então  ∫
b

a
f

existe  se, e somente  se,  ∫→

b

sas
flim  existe.  Neste caso, ∫

b

a
f = ∫→

b

sas
flim  .

Prova:   Seja  f: [ ]ba, → R   uma função R*-integrável  em [ ]bs,  para todo  [ )bas ,∈ .

Dado ε 0> , como ∫
b

a
f  existe, seja γγ  um medidor em [ ]ba,  tal que

3
))((

1
1

ε<−− ∑∫
=

−

n

i
iii

b

a
xxzff    sempre que [ ]{ }nixxz iii ≤≤− 1;,, 1   é uma partição

etiquetada  γ-fina  de [ ]ba, .

Tomemos  λ  tal que  )(aa γ∈λ+  e  ( )1)(3 +
ε

<λ
af

 .

Seja  ( )bas ,∈  tal que  λ<− as . Então, existe um medidor  sδ  tal que 

3
)ˆˆ)(ˆ(

1
1

ε<−− ∑∫
=

−

m

i
iii

b

s
xxzff  sempre que [ ]{ }mixxz iii ≤≤− 1;ˆ,ˆ,ˆ 1   é uma partição

etiquetada  sδ  -fina  de [ ]bs, .
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Definamos  sγ  por  )()()( zzz ss γδ=γ I  para  todo  [ ]bsz ,∈ .

Seja  [ ]{ }nixxz iii ≤≤− 1;,, 1  uma partição etiquetada  sγ -fina de [ ]bs, . Então

[ ] [ ]{ }nixxzsaa iii ≤≤− 1;,,,,, 1  é uma partição de  [ ]ba,  que é γ-fina pois ( ) ( )zzs γ⊆γ

para [ ]bsz ,∈  e [ ] [ ] ( )aaasa γ⊂λ+⊆ ,, .

Logo,

≤−∫ ∫
b

a

b

s
ff  ∑∫

=
−−−−−

n

i
iii

b

a
xxzfasaff

1
1))(())(( +

        + ∑ ∫
=

− −−
n

i

b

siii fxxzf
1

1 ))(( + ))(( asaf −

( )λ++ε+ε<λ+ε+ε< 1)(
33

)(
33

afaf

=ε+ε+ε<
333

ε.

Portanto,   ∫∫ =
→

b

a

b

sas
fflim  .

Para mostrar a outra parte do teorema, primeiro vamos enunciar e provar o seguinte

resultado:

Lema de Saks-Henstock: Seja   f : [ ]ba, → R  e ε 0> . Se  γ é um medidor  em  [ ]ba,

tal que  <−− ∑∫
=

−

n

i
iii

b

a
xxzff

1
1))(( ε  para toda partição etiqueta

[ ]{ }nixxz iii ≤≤− 1;,, 1 γ-fina de [ ]ba,   e  se  ∫
c

a
f   e  ∫

b

d
f  existem  para todo intervalo

[ ] [ ]badc ,, ⊆ . Então <−− ∑∫
=

−

m

i
iii

d

c
xxzff

1
1)ˆˆ)(ˆ(  2ε  para toda partição etiquetada

[ ]{ }mixxz iii ≤≤− 1;ˆ,ˆ,ˆ 1    γ-fina de [ ]dc, .
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Observação: Se [ ]{ }nixxzP iii ≤≤= − 1;,, 1 é uma partição etiquetada de um certo

intervalo  [ ]ba,  denotaremos  por  )(PfL  a soma ∑
=

−−
n

i
iii xxzf

1
1))(( .

Prova do Lema: Dado  ε 0> , sejam 1γ  e  2γ   medidores  em  [ ]ca,  e [ ]bd ,  tais que

2)( 1
ε<−∫ PfLf

c

a
  e   2)( 2

ε<−∫ PfLf
b

d
  para  quaisquer  partições etiquetadas 1P  e

2P  de [ ]ca,  e [ ]bd , ,  1γ -fina  e 2γ -fina, respectivamente. Podemos supor  )()(1 zz γ⊆γ

para  [ ]caz ,∈    e    )()(2 zz γ⊆γ  para  [ ]bdz ,∈ .  Fixemos  tais partições  e  seja  D

uma partição γ-fina  de   [ ]dc,  .  Assim   DPPP UU 21=  é uma partição etiquetada  γ-

fina  de  [ ]ba, .

Logo ,

)()()()( 21 PfLfPfLfPfLfDfLf
b

d

c

a

b

a

d

c
−+−+−≤− ∫∫∫∫

22

ε+ε+ε< =  2ε.

Voltando a demonstração do teorema:

Seja  f : [ ]ba, → R tal que  f é  R*-integrável em  [ ]bs,  para todo  ( )bas ,∈   e  tal que

∫→

b

sas
flim existe. Dado ε 0> , seja a seqüência decrescente de números  { } 1≥nnc , com

bc =0   e  acnn
=

∞→
lim .

Seja 1γ  um medidor em [ ]01,cc  tal que  ( ) 22
0

1

ε<−∫
c

c
DfLf   quando D é uma 1γ -fina

participação etiquetada de [ ]01,cc  .

Para  2≥n ,  seja nγ  um medidor em [ ]2, −nn cc  tal que  ( ) 12
2

+
ε<−∫

−

n

c

c

n

n

DfLf  quando

D  é uma participação nγ -fina de [ ]2, −nn cc .
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Definamos  γ  em  ( ]ba,   da seguinte forma:

( ) ( ) ( )∞γ=γ ,11 czz I   se ( ]bcz ,1∈

( ) ( ) ( )2, −γ=γ nnn cczz I se ( ]1, −∈ nn ccz   e 1>n .

Como acnn
=

∞→
lim , o medidor  γ  está definido em ( ]ba, .

Seja ( )bas ,∈  e seja  E  uma partição etiquetada γ -fina de [ ]bs, .

Para cada  n, seja nE  o subconjunto de  E cujas etiquetas estão em ( ]1, −nn cc . Somente

um número finito de conjuntos nE  são não–vazios, pois E tem um número finito de

etiquetas e os nE ´s são disjuntos dois a dois, pois os ( ]1, −nn cc  são disjuntos dois a dois.

Seja  nΙ  a união dos intervalos pertencentes a nE . Então nΙ  é um intervalo, pois os

intervalos de  nE  são adjacentes e fechados.

A partição  E é  γ-fina  em  [ ]bs, , logo para cada n, nE  é γ-fina  em ( ]1, −nn cc  . Mas pela

definição de  γ, nE  é nγ -fina.  Também , ( ]011 ,cc⊆Ι , e ( )2, −⊆Ι nnn cc  quando 1>n .

Assim, pelo lema concluímos que

( )
nnnEfLf

n
22

2
1

ε=ε<−
+

Ι
∫

Como   ( ) ( )∑
∞

=

=
1n

nEfLEfL ,   temos que

( ) ∑∫
∞

=

ε
<−

1 2n
n

b

s
EfLf

Para completar a definição de γ em [ ]ba, , isto é, definir ( )aγ , usaremos o limite da

integral em [ ]bs, .

Seja ∫→
=Α

b

sas
flim .



47

Escolhemos γ(a)  tal que ( )( ) ε<− asaf    e   ε<−Α ∫
b

s
f  quando ( )as γ∈ .

Portanto,  ( ) ε<−Α 3DfL   para toda participação etiquetada  D de [ ]ba,  que é γ-fina

visto que,

( ) ( ) ( )( ) ε=ε+ε+ε<−+−+−Α≤−Α ∫∫ 3asafDfLffDfL
b

s

b

s

Logo , ∫∫ →
=

b

sas

b

a
ff lim .

A proposição seguinte nos mostra que poderíamos suprir do teorema e  do

lema acima a hipótese de existência da integral de uma função num subintervalo de um

intervalo onde esta função é integrável.

Proposição: Seja  f : [ ]ba,  → R uma função R*-integrável  em  [ ]ba, . Então  f  é R*-

integrável  em qualquer  intervalo  [ ] [ ]badc ,, ⊆ .

Prova:  Seja  ∈f  R* [ ]( )ba,  . Dado  0>ε ,  pelo  Critério de Cauchy, existe um

medidor γ  em  [ ]ba,  tal que, se  1P  e  2P  são partições  γ-finas de [ ]ba, , então

( ) ( ) ε<− 21 PfLPfL .  Fixemos tais partições.

Seja o intervalo [ ] [ ]badc ,, ⊆  e sejam  1D   e  2D  partições  γ-finas de [ ]dc, . Definamos

as seguintes partições: 1S  que consiste dos intervalos 1P  à esquerda de  c  e do intervalo

[ ]cx, com etiqueta c, onde  x  é o maior dos extremos dos intervalos de 1P  tal que

cx ≤ . 2S  que consiste  dos intervalos de 1P  à direita de d  e do intervalo  [ ]yd ,  com

etiqueta  d , onde  y  é o menor dos extremos dos intervalos de  1P  tal que  dy ≥ .

Assim,  211 SSD UU   e  212 SSD UU  são  partições etiquetadas  γ-finas de  [ ]ba, .
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Portanto,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22121121 DfLSSfLSSfLDfLDfLDfL −−+=− UU

    ( ) ( )212211 SSDfLSSDfL UUUU −=

     < ε.

De acordo com Bartle, temos o seguinte teorema:

Teorema de Hake:  Uma função ∈f  R* [ ]( )ba,  se, e somente se,  ∈f  R* [ ]( )ca,  para

todo  ( )bac ,∈   e  ∫→

c

abc
flim existe  em  R.  Neste caso,  ∫∫ →

=
c

abc

b

a
ff lim .

Prova:  A demonstração deste teorema é uma aplicação direta do teorema e da

proposição vistos anteriormente.

2.7 Teoremas de Convergência

Os teoremas de convergência que são válidos para integral de Lebesgue,

também são válidos para Integral de Riemann Generalizada. Um resultado fácil de

mostrar é a proposição abaixo, as demonstrações dos teoremas seguintes podem ser

encontradas em  Robert M.McLeod [11].
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Proposição:  Se  { } 1≥nnf   é uma seqüência de funções  R*-integráveis em  [ ]ba,   que

converge uniformemente para  a  função f: [ ]ba, →R, então  f  é R*-integrável em  [ ]ba,

e  ∫∫ ∞→
=

b

a nn

b

a
ff lim  .

Prova:  Seja   f: [ ]ba, →R  e  { } 1≥nnf   uma seqüência de funções de   R* [ ]( )ba,   que

converge uniformemente para  f.

Para  cada  número natural  n,  existe um  medidor  nγ   em  [ ]ba,   tal que,  se  nP  é uma

partição etiquetada  nγ -fina  de  [ ]ba,   então,  
n

fPfL
b

a nn

1
)( <− ∫ .

Dado  0>ε , existe   1n  tal que  
3

1

1

ε<
n

.

Também, existe  2n  tal que  para todo  2nn ≥ ,  
)(3

)()(
ab

xfxf n −
ε<− ,  para todo

[ ]bax ,∈ .

Tomemos  { }210 ,nnmáxn = .

Seja   P  uma partição etiquetada  
0nγ -fina   de  [ ]ba, .

 Então,

∫∞→
−

b

a nn
fPfL lim)(  ∫∫∫ ∞→

−+−+−=
b

a nn

b

a n

b

a nnn fffPLfPLfPfL lim)()()(
0000

       ∫∫∫ ∞→
−+−+−≤

b

a nn

b

a n

b

a nnn fffPLfPLfPfL lim)()()(
0000

       



 −+−+−= ∫∫∫ ∞→

b

a n

b

a nn

b

a nnn fffPLfPLfPfL
0000

lim)()()(

        ( ) ( )∫∫ −+−+−=
∞→

b

a nnn

b

a nnn fffPLfPLff
0000

lim)()(

         < ∫ −
ε++−

−
ε

∞→

b

an abn
ab

ab )(3
lim

1
)(

)(3 0
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         <   ε=−
−
ε+ε+ε

)(
)(333

ab
ab

.

Logo,  ∫∫ =
∞→

b

a

b

a nn
fflim .

Teorema da Convergência Monótona:  Seja  { } 1≥nnf   uma seqüência de funções em

R* [ ]( )ba,  que é monótona crescente, isto é,

LL ≤≤≤≤≤ + )()()()( 121 xfxfxfxf nn   para todo  [ ]bax ,∈ ,

e seja   ∈=
∞→

)(lim)( xfxf nn
R  para  todo  [ ]bax ,∈ .

Então  f ∈ R* [ ]( )ba,   se, e somente se,  ∞<∫
b

a n
n

fsup .

Neste caso , ∫∫ ∞→
=

b

a nn

b

a
ff lim .

Teorema da Convergência Dominada:  Seja  { } 1≥nnf   uma seqüência de funções em

R* [ ]( )ba, ,  sejam  g, h ∈ R* [ ]( )ba,  tal que )()()( xhxfxg n ≤≤    para todo  [ ]bax ,∈ ,

e seja  ∈=
∞→

)(lim)( xfxf nn
R  para  todo  [ ]bax ,∈ .

Então,   f ∈ R* [ ]( )ba,    e ∫∫ ∞→
=

b

a nn

b

a
ff lim .
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Capítulo III

INTEGRAL DE LEBESGUE E INTEGRAL DE DENJOY

Este capítulo está em sua totalidade baseado nos livros: Royden [12]  e

Stanislaw Saks[13]. Os teoremas e proposições enunciados neste capítulo estão

demonstrados nestes livros.

Primeiro, faremos um breve estudo das definições e principais resultados

que envolvem Integral de Lebesgue no contexto de Análise Real: Álgebra de Conjuntos,

Teoria da Medida e Medida de Lebesgue. Citaremos também os três princípios de

Littlewood. Num segundo momento, veremos as relações entre Derivada e Integral de

Lebesgue. Depois, as definições de função AC, AC*, ACG e ACG*; como também a

definição de Integral Denjoy.

 Este capítulo tem como objetivo dar sustentação para a conclusão do

trabalho no Capítulo IV,  tendo em vista que uma das propostas desta dissertação é

mostrar que toda função que é Lebesgue Integrável, também é  R*-integrável.
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3.1 Álgebra de Conjuntos

Definição: Seja X um conjunto de números reais. Uma coleção A de subconjuntos de

X é uma Álgebra de Conjuntos se para quaisquer A,B ∈ A  temos: ∈ΒΑU A,

∈Α~ A  e ∈ΒΑI A .

Sendo que uma Álgebra de Conjuntos A será chamada de σ -álgebra se para qualquer

seqüência de conjuntos de  A,  { }iiA ,  tem-se que   U
∞

=1i
iA   está em  A .

Dizemos que um conjunto é σF  se é uma união enumerável de conjuntos

fechados e é um δG  se é uma intersecção enumerável de conjuntos abertos.

Definição: No conjunto de números reais, a coleção B de conjuntos Borel é a menor

σ - álgebra que contém todos os conjuntos abertos.

3.2 Medida de Lebesgue

Seja A um conjunto de números reais. Consideremos as coleções

enumeráveis { } 1≥Ι nn  de intervalos abertos tais que n
n

Ι⊂Α
∞

=
U

1

. Chamamos de medida

exterior de A,   m*A,  o ínfimo das somas dos tamanhos dos intervalos na coleção.
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Assim,   ( )∑ Ι=
Ι⊂

n
A

l
nU

infA*m .

Definição: Um conjunto E de números reais é chamado  mensurável  se para todo

conjunto Α  nós temos ( ) ( )EmEmm ~*** II Α+Α=Α .

Teorema: A coleção M de conjuntos mensuráveis é uma σ - álgebra . 

Prova: Royden [12]

Definição: Se E é um conjunto mensurável, a medida de Lebesgue,  Εm ,  é a medida

exterior de E.

Proposição: Seja { } 1≥Ε ii  uma seqüência de conjuntos mensuráveis.

Então,   ∑
∞

=

∞

=

Ε≤




 Ε

11 i
i

i
i mm U .

Se os conjuntos iΕ  são dois a dois disjuntos, então  ∑
∞

=

∞

=

Ε=




 Ε

11 i
i

i
i mm U .

Prova: Royden [12]

Proposição:   Seja  { } 1≥Ε nn  uma seqüência decrescente de conjuntos mensuráveis, isto

é,  uma seqüência  com  nn Ε⊂Ε +1    para todo n .  Se  1Εm    é finita ,  então

Prova: Royden [12]
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Definição: Uma função real estendida f   é dita ser mensurável Lebesgue   se o seu

domínio é um conjunto mensurável e se para cada número real α  o conjunto

( ){ }α>xfx :   é mensurável.

Definição: A função indicadora   Aχ   do conjunto   A  é a função dada por

( )




=χ
0

1
xA se

se
 

Α∉
Α∈

x

x

 É claro  que  Αχ  é mensurável se, e somente se, A é mensurável.

Definição:  Uma  função real  ϕϕ   é chamada  simples  se é mensurável e assume um

número finito de valores.  Se  ϕϕ   é simples e tem valores   nααα ,,, 21 L   então,

∑
=

Αχα=ϕ
n

i
i i

1

  onde  { }ii xx α=ϕ≡Α )(:

Definição: Um conjunto de números reais é dito  denso  se todo intervalo contem um

ponto de D.

As três próximas proposições são formalizações dos Três Princípios de

Littlewood  que podem ser expressados da seguinte forma:  Todo conjunto mensurável

é quase uma união finita de intervalos; toda função mensurável é quase uma função

contínua; toda seqüência convergente de funções mensuráveis é quase uniformemente

convergente.  Segundo Royden [12], Littlewood afirma que os outros resultados da

Análise Real que contém Medida e Integração são aplicações intuitivas destes

princípios.
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Definição: Dizemos que [ ]→bag ,: R  é uma função escada se existe uma partição

etiquetada { [ ] }niii ,,2,1;,1 L=ξξ −  e um conjunto { } ⊂= nic i ,,2,1; L R tal que

icxg =)(   para   ii x ξ<<ξ −1   com  ni ,,2,1 L=  .

Proposição: Dado um conjunto E, as seguintes cinco sentenças são equivalentes:

i. E é mensurável;

ii.dado 0>ε , existe um conjunto aberto  EO ⊃  com   m*( O ~ E) ε< ;

      iii.dado 0>ε , existe um conjunto fechado  EF ⊂  com   m*( E ~ F) ε< ;

     iv.existe um G em  δG   com  GE ⊂ , m*(G ~E ) = 0;

v.existe um F em  σF   com  EF ⊂ , m*(E ~F) = 0;

Prova: Royden [12]

Proposição: Seja   f   uma função mensurável em [ ]ba,  tal que  f  é infinita somente

num conjunto de medida nula. Então, dado 0>ε , existe uma função escada  g   e uma

função contínua   h  tal que

( ) ( ){ } ε<ε≥− xgxfxm :     e   ( ) ( ){ } ε<ε≥− xhxfxm :  .

Prova: Royden [12]

Proposição: Seja  E  um conjunto mensurável de medida finita, e  { }nnf  uma seqüência

de funções mensuráveis definidas em E.  Seja  f  uma função real tal que para cada  x

em E nós temos   )()( xfxf n → . Então dado 0>ε e  0>δ , existe um conjunto

mensurável  A ⊂ E  com   mA<δ  e um inteiro N tal que para todo  Α∉x  e  todo

Ν≥n ,   ε<− )()( xfxf n .
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Prova: Royden [12]

3.3 A Integral de Lebesgue

Seja  a função escada [ ]→ψ ba,: R  dada por  icx =ψ )(   para

ii x ξ<<ξ −1   com  ni ,,2,1 L=    onde os  sci '  são  constantes  e

{ [ ] }niii ,,2,1;,1 L=ξξ − é uma  partição de  [ ]ba, .  A integral de Riemann  de  ψ   é

( )∑∫
=

−ξ−ξ=ψ
n

i
iii

b

a
cdxx

1
1)( .

Proposição: Seja   f   uma função definida e limitada em um conjunto E de medida

finita.   f   é mensurável  se, e somente se,

dxxdxx
EfE

f ∫∫ ϕ=ψ
ϕ≥ψ≤

)(sup)(inf     para todas as funções simples ϕ   e  ψ  .

Prova: Royden [12]

Definição: Seja   f   uma função limitada mensurável definida em um conjunto E com

mE finita, definimos a integral de Lebesgue  de  f  sobre  E  por

( ) ( )dxxdxxf
EE
∫∫ ψ= inf

para toda função simples ψ  f≥ .
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Se  f  é  uma  função  não–negativa  mensurável  definida em um conjunto mensurável

E, nós definimos a integral de  f   sobre E  por

∫∫
≤

=
EfhE

hf sup

 onde h é uma função mensurável limitada tal que { }0)(: ≠xhxm   é finita.

Definição: Uma função f mensurável não negativa é chamada integrável ( Lebesgue )

sobre o conjunto mensurável  E  se   ∞<∫
E

f .

A parte positiva +f  de uma função  f   é dada por ( ) ( ){ }0,xfmáxxf =+ .

Similarmente, ( ) ( ){ }0,xfmáxxf −=−

Assim , −+ −= fff    e   −+ += fff .

Definição: Uma função   f   mensurável é dita ser integrável sobre E  se +f   e  −f  são

ambas integráveis sobre E .   Além disto,    ∫ ∫ ∫ −+ −=
E E E

fff .

Teorema de Convergência de Lebesgue: Seja g integrável sobre E e seja  { } 1≥nnf

uma seqüência de funções mensuráveis tal que   gf n ≤   para todo n em E .  Se

( ) ( )xfxf nn ∞→
= lim   para quase todo x em E,  então  ∫∫ =

E
n

E

ff lim .

Prova: Royden [12]
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Teorema: Seja  { } 1≥nng   uma seqüência de funções integráveis que converge q.s. para

uma função integrável g.  Seja { }nf  uma seqüência de funções mensuráveis, tais que

nn gf ≤   e  { } 1≥nnf  converge para   f   quase sempre.

Se  ∫ ∫∞→
= nn

gg lim ,   então  ∫ ∫∞→
= nnn

ff lim .

Prova: Royden [12]

3.4 Relação entre Derivada e Integral de Lebesgue

Dizemos que uma coleção de intervalos  ℑ    cobre um conjunto E no

sentido de Vitalli, se para cada   0>ε   e  qualquer   x   em E  existe um intervalo

ℑ∈Ι  tal que Ι∈x   e  ( ) ε<Ιl  .

Lema ( Vitalli ):  Seja  E  um conjunto de medida exterior finita  e  ℑ  uma coleção de

intervalos que cobrem E no sentido de Vitalli. Então dado  0>ε , existe uma coleção

disjunta finita  { }ΝΙΙ ,...,1   de intervalos em  ℑ  tal que ε<






 ΙΕ
Ν

=
U

1

~*
n

nm .

Prova: Royden [12]

Teorema:  Seja f  uma função real crescente no intervalo [ ]ba,  .  Então f  é

diferenciável quase sempre.  A derivada   f ′   é mensurável, e
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 ( ) ( ) ( )∫ −≤′
b

a
afbfdxxf  .

Prova: Royden [12]

Definição: Uma função f é de variação limitada em um intervalo 0Ι   se existe um

número finito M tal que  ( ) ( ) Μ<−∑
i

ii afbf   para qualquer seqüência de intervalos

não sobrepostos  [ ]{ }ii ba ,  contida em  0Ι .

Teorema: Uma função   f  é de variação limitada em [ ]ba,   se, e somente se, é a

diferença de duas funções reais monótonas em  [ ]ba,  .

Prova: Royden [12]

Corolário: Se  f   é de variação limitada em  [ ]ba,  ,  então  )(xf ′  existe para quase

todo  x em   [ ]ba, .

Prova: Royden [12]

Lema:   Se  f  é Lebesgue  Integrável  em  [ ]ba, , então a função  F definida por

 F(x) = ∫
x

a
dttf )(

é uma função contínua de variação limitada em  [ ]ba, .

Prova: Royden [12]

Teorema:  Seja  f uma função integrável em [ ]ba, , e suponha  ( ) ( ) ( )aFdttfxF
x

a
+= ∫ .

Então ( ) ( )xfxF =′   para quase todo x em [ ]ba, .
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Prova: Royden [12]

Definição: Uma função real  f  definida em [ ]ba,  é dita ser absolutamente contínua se,

dado 0>ε , existe 0>δ   tal que para toda coleção finita  de intervalos disjuntos

( ){ }nixx ii L,2,1,, =′  com  δ<−′∑
=

n

i
ii xx

1

, tem-se ( ) ( ) ε<−′∑
=

n

i
ii xfxf

1

.

Teorema:  Uma função F é uma Integral Indefinida se e somente se é absolutamente

contínua.

Prova: Royden [12]

Corolário: Toda função absolutamente contínua é a integral indefinida de sua derivada.

Prova: Royden [12]

3.5  Funções AC, AC*, ACG, ACG*

Definição:  Uma função finita F será dita função absolutamente contínua no sentido

amplo em um conjunto E ou absolutamente contínua em E ( AC ), se dado  0>ε ,

existe um   0>η   tal que  para toda seqüência de intervalos não sobrepostos

[ ]{ } 1, ≥kkk ba   cujos pontos finais pertencem a E, a inequação  ( ) η<−∑
k

kk ab   implica

( ) ( ) ε<−∑
k

kk aFbF  .
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Definição:  Uma função finita    F  será chamada função absolutamente contínua

generalizada no sentido amplo num conjunto E, ou simplesmente função

absolutamente contínua generalizada em E ( ACG ), se F é contínua em E e se E é a

união de uma seqüência finita ou enumerável de conjuntos  nE  em cada dos quais  F   é

AC.

Definição:   Uma função finita F é dita ser absolutamente contínua no sentido

restrito em um conjunto limitado E, ou AC* em E, se F é limitado em um intervalo

contendo E e se para cada 0>ε    corresponde um 0>η  tal que, para toda seqüência

finita de intervalos não sobrepostos { }rΙ   cujos pontos finais pertencem a E, a inequação

η<Ι∑
k

k    implica ( ) ε<ΙΟ∑
k

kF : , onde  O( )kF Ι:  é a oscilação da função F no

intervalo kΙ .

Definição: Uma função será dita absolutamente contínua generalizada em um

conjunto E  , ou  ACG* em E, se  a função é contínua em E , e  se E pode ser expresso

como uma união  de uma seqüência de conjuntos limitados   nE   em cada um dos quais

a função é   AC*.

Observação: Quando E é um intervalo, AC* em E coincide com AC e ACG*  com

ACG.
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3.6 Integral de Denjoy

Uma função de uma variável  f  será chamada  D-integrável  ( Denjoy

integrável ) em um intervalo   [ ]ba,=Ι   se existe uma função F que é ACG  ( contínua

absolutamente generalizada)  em Ι que tem    f   por sua derivada aproximada quase

sempre. A função F é então chamada D-integral indefinida de  f  em I .  Seu

incremento ( ) ( ) ( )aFbFF −=Ι  sobre o intervalo I é chamado D-integral definida de   f

sobre I e é denotado por

( ) ( )dxxfD
I
∫      ou   ( ) ( )dxxfD

b

a
∫ .

Similarmente, uma função f será denominada D*-integrável em um

intervalo [ ]ba,=Ι ,  se existe uma função F que é ACG*   ( contínua abasolutamente

generalizada no sentido restrito) em  E e  F tem   f   por sua derivada ordinária quase

sempre. A função F é então chamada D*-integral  indefinida de   f   em  iΙ .  A

diferença   ( ) ( ) ( )aFbFF −=Ι   é dita D*-integral   definida de  f  sobre I e é denotada

por

(D*) ( )dxxf
I
∫      ou    por      (D*) ( )dxxf

b

a
∫

Para  uniformidade  de notação,  a integral  Lebesgue  será

freqüentemente  chamada  L-integral.

Às integrais   D e  D*  são freqüentemente dados os nomes de integrais

Denjoy no sentido amplo, e no sentido restrito, respectivamente.



63

As relações  fundamentais entre os processos Denjoy e Lebesgue são dados a

seguir:

Teoremas

1º  -   Uma função  f   que é D-integrável em um intervalo I  é necessariamente também

D*-integrável em I e nós temos

(D*) ( )∫ =
I

dxxf  (D) ( )dxxf
I
∫

2º -   Uma função  f   que é L-integrável em um intervalo I  é necessariamente D*-

integrável em I e nós temos

(D*) ( )dxxf
I
∫  =  (L) ( )∫

I

dxxf

3º - Uma função  que é D-integrável e quase sempre não negativa em um intervalo I é

necessariamente  L–integrável em I .
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Capítulo IV

CONCLUSÕES

  Estudantes de graduação geralmente estudam Derivada Ordinária e

Integral de Riemann. Sabemos porém que estas não são adequadas para matemática

avançada pois existem muitas funções que não se enquadram em tais definições. Neste

trabalho, vimos que através de simples modificações , podemos obter generalizações

destes conceitos.

A função de Cantor  f  estudada  no capítulo I é uma função contínua, não

decrescente  em  [ ]1,0  que é constante em cada intervalo do complemento do conjunto

de Cantor  C.   Temos que  f: C →→ [ ]1,0  é sobrejetora, mas não e injetora. Caso fosse

injetora, como os conjuntos  C  e  [ ]1,0   são compactos (C é um subconjunto fechado de

um conjunto compacto),  f seria um homeomorfismo . Mas  C é totalmente desconexo e

[ ]1,0  é conexo. A função de Cantor f  é derivável quase sempre. De acordo com

Armstrong [8], esta função pode ser derivável através de uma parametrização. Assim  f
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possuí derivada paramétrica. Bruckner [4] faz uma discussão sobre “criar

diferenciabilidade” que ele resume através de alguns teoremas, entre eles o seguinte:

Teorema: Seja   F uma função definida em  [ ]1,0 . Uma condição necessária e suficiente

para existir um homeomorfismo sobrejetor  de  [ ]1,0  nele mesmo tal que  hF o  é

derivável é que  F seja contínua  e de variação limitada.

Aplicando este teorema na função de Cantor, obtemos o seguinte

resultado:

Corolário: A função de Cantor  f  pode ser transformada em uma função com

uma derivada limitada.

O reverso do Teorema Fundamental do Cálculo para Integral R*,

enunciado no Capítulo II, também é verdadeiro segundo Lamoreaux e Armstrong [8].

Para fazerem tal afirmação eles se utilizam do artigo “Parametric differentiation and the

Denjoy integral” de G.P.Tolstov . Neste artigo Tolstov prova que uma função F em

[ ]ba,  tem uma derivada paramétrica f  se, e somente se, é integrável em [ ]ba,  no

sentido Denjoy. Se valem também do fato que a Integral de Denjoy é equivalente a

integral de Riemann Generalizada de acordo com R. A .Gordon [7]. Ficando então

proposto o seguinte teorema:

Teorema Fundamental do Cálculo:  Seja  a função  F: [ ]ba,  → R.  A função  f  é  uma

derivada paramétrica de  F  em  [ ]ba,   se, e somente se,  f  é  R*-integrável. Neste caso,

∫ −=
b

a
aFbFdxxf )()()( .
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A função  F: [ ]1,0  → R  dada por  F(x) 
2

2 1
sen

x
x=  para  0≠x  e

F(0) 0=  é derivável em todo o intervalo [ ]1,0  . Assim Ff ′=   é R*-integrável em [ ]1,0

e  aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo  )0()1()(
1

0
FFdxxf −=∫ = sen1.  Mas

F não é absolutamente contínua  em  [ ]1,0 , logo  Ff ′=  não é Lebesgue integrável em

[ ]1,0 .( Para afirmar que  f não é Lebesgue integrável, poderíamos também olhar para

∫ ∞=
1

0
)( dxxf ). Portanto  f é um exemplo de uma função integrável no sentido

Riemann Generalizada, porém não Lebesgue integrável. Temos assim ampliado o nosso

conjunto de funções integráveis. Por outro lado, toda função R*-integrável cujo valor

absoluto tem R*-integral finita é Lebesgue integrável. Assim a integral R* acrescenta  a

L algumas funções cujos módulo tem integral infinita.

 Pode-se  mostrar que toda função que é Lebesgue integrável,  é  R*-

integrável. Utilizando um definição descritiva da integral de Lebesgue dada por

Sacks[13] mostra-se que toda função Lebesgue integrável é Denjoy integrável; e de

acordo com Gordon [7] mostra-se que integral de Riemann Generalizada é equivalente a

Integral de Denjoy.
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