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RESUMO

Neste trabalho, estudamos uma modificacdo da Integral de Riemann, a
Integral Henstock-Kurzweil, ou Integral de Riemann Generalizada, ou ainda, Integral
“Gauge’ (denotamos Integral R*). Mostramos o0 Teorema de Hake e o Lema de Saks-
Henstock, e estes servem como ferramentas na aplicacdo da Integral R*. Esta integral
contrasta com outras integrais, em particular com respeito a formulagéo do Teorema
Fundamental do Célculo, e suarespectiva classe de funcdes integraveis.

Nés provamos que a Integrd R* permite um elegante Teorema
Fundamental e concluimos que integra uma classe maior de fungdes que a integral de

Lebesgue, aqual generaiza.
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ABSTRACT

In this work, we study a modification of the Riemann integral, the
Kurzweil-Henstock or Gauge or R* Integral. We prove Hake’'s Theorem and the Saks-
Henstock Lemma; which are important tools in applications of the R*-integral. This
integral iscompared it with other integrals, in particular with respect to formulation of
The Fundamental Theorem of Calculus, and regarding their respective classes of
integrablefunctions.

We show that the R*-integral permits a simple Fundamental Theorem
and integrates a larger class of functions than the Lebesgue integral, which it

generalizes.
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INTRODUCAO

Bonslivros de Andlise (Lima, Royden, Rudin, Bartle) colocam aIntegral
de Lebesgue como essencial. Segundo Burkill “Ha muito tempo € evidente que todo
usuéario do Céculo Integral, seja da matematica pura ou aplicada, deve interpretar
integracdo no sentido de Lebesgue. Alguns principios simples entdo dirigem a
mani pul agdo de expressdes contendo integrais’.

Recentemente surgiu uma simples modificacdo da integral de Riemann,
chamada entdo de Integral Henstock-Kurzweil, de Riemann Generalizada, ou ainda
“gauge” (denotaremos integral R*), que faz com que aintegral resultante sejamais geral
que aintegral de Lebesgue.

O objetivo desta dissertacdo € o de desenvolver propriedades desta
integral, R*, encontrando principios simples que a dirijam, e compara-la com outras
integrais (Riemann, de Lebesgue, Denjoy, ...).

No primeiro capitulo, generalizamos a derivada ordinéria através de uma
parametrizacéo adequada da variavel, tornando a composta derivavel. O objetivo de
definir a Derivada Paramétrica € enunciar no Capitulo |1 um Teorema Fundamental do
Calculo mais abrangente. Também fizemos um estudo detalhado da Fungdo de Cantor,

que € um exempl o de uma funcéo néo derivavel que permite derivada paramétrica.



No segundo capitulo, usando somas de Riemann, definimos Integral R*
através de uma ligeira modificacéo da Integral de Riemann. A relacéo entre a integral
assim obtida com a Derivada Paramétrica fica estabelecida através de uma formulagdo
do Teorema Fundamental do Calculo. Veremos que 0s teoremas de convergéncia
vélidos paraintegral de L ebesgue sdo vaidos também paraintegral R*, e o teorema de
Hake, que diz que se aintegral imprépriaexiste, entdo aintegral existe no sentido R*.

O terceiro capitulo consta de um rgpido estudo das definicoes e teoremas
provenientes da Teoria de Integragdo no sentido Lebesgue e Denjoy no contexto da
andlise real. Esse capitulo € simplesmente um embasamento tedrico para que
posteriormente seja discutida a equivaléncia entre a Integral de Denjoy e aintegral R*.
Sdo vistos também principios simples da Integral de Lebesgue: os Trés Principios de
Littlewood.

Finalmente, concluimos entéo este trabalho com comparacGes entre a
integral R* e as integrais de Lebesgue, Denjoy e Riemann. Para isto, nos valemos de

exemplos que elucidam estas diferencas e posicionamento de alguns autores.



Capitulo/1

DERIVADASE FUNCAO DE CANTOR

Robert G.Bartle [2], relaciona a Integral de Riemann Generalizada com
a Derivada Ordinéria através do Teorema Fundamental do Célculo, enquanto que Jack
Lamoreaux e Gerald Armstrong [8], definem a Derivada Paramétrica (também chamada
Derivada Generalizada), e a relacionam com a Integral de Riemann Generalizada. Este
teorema serd enunciado e demonstrado no Capitulo 1I. Como toda fun¢do que possui
derivada ordinaria, possui também derivada paramétrica, optamos pelos trabalhos de
Armstrong no que diz respeito ao Teorema Fundamental do Calculo. Temos assim um
resultado maisforte e por isso mais elaborada sua demonstracéo.

Neste capitul o, inicialmente retornaremos a Teoria da Derivada Ordinéria
vista nos Cursos de Célculo e Andlise. Apoiados nas defini¢bes e principais resultados
desta teoria passaremos entéo para 0 nosso objeto de estudo deste capitulo que € a
Derivada Paramétrica. Veremos que algumas fungbes que ndo possuem derivadas,
parametrizando avariével, suas compostas podem ser derivaveis.

Finalmente, fecharemos este capitulo com um estudo detalhado do

Conjunto de Cantor e da Fungdo de Cantor, tendo em vista que a funcdo de Cantor,



segundo Armstrong [8], € um exemplo de uma funcdo que ndo possui derivada, mas
que através de uma parametrizacdo adequada da variavel, a composta é derivavel, ou

sgja, afuncdo de Cantor possui derivada paramétrica.

1.1 Derivada Ordinaria

Veremos a seguir, de acordo com Elon Lages Lima, algumas defini¢cdes e
teoremas a respeito de derivada ordinaria, sendo que as demonstracdes dos teoremas

podem ser encontradasem [9].

Dizemos que um ponto al R é um ponto de acumulacéo do conjunto
X1 R quando toda vizinhanca V do ponto a, contém ao menos um ponto de X
diferente dea, ou sgja, paratodoe> 0, o conjunto (a- e,a+e)N(X - {a}) ndo é vazio.

Denotaremos por C¢ o conjunto dos pontos de acumulacéo de X.

Uma outra definicdo importante para derivada é a de funcdo continua.

Uma funco real f definida no conjunto X1 R é continua no ponto a T R quando,

para todo e>0, existe um d>0 ta que se xI C e 0<|x-a<d entdo

| f(x)- f (a)| <e. Dizemos aindaque f é continua, se f é continuaem todo ponto do

conjunto X.



Definicdo: Sejam f: X ® R e a um ponto de X que € ponto de acumulagéo de X,

isto & al CCd. A derivada ordinéria, ou simplesmente derivada, da funcdo f no

ponto a, quando existe, é o limite lim RICARICY e denotamos este limite por f €a).

®a  x-a
Dizemos entdo que f é derivavel no pontoa .

Quando f éderivavel em todo ponto de X, dizemos quef é derivavel.

Define-se, equivalentemente, f §a) como Ihl(rR)n0

fla+h)- f(a)
n :

Proposicdo: Se f: X® R étal que f &x)=0 paratodo x| C, entdof éumafuncdo

constante, ou sgja, f (x) =k paratodo xI C,onde k éumaconstantereal.

Teorema: Sgjam  f,g: X ® R derivaveisnoponto al C(C¢. As fungbes f +g,
f-g, f.g e % (caso g(a)* 0) sdoderivaveisno ponto a e as derivadas destas
funcdes sdo dadas por:

(f +9)4a) = f ¢a) + g¢a);

(f - 9)¢a) = f ¢a)- gka);

(f.0)¢a) = f&a)g(a) - f(a)gka) e

¢ /g¢(a) _ fa)g(a)- f(a)gta)
J9 lo@}

Enunciaremos a seguir a Regra da Cadeia, sendo esta de grande

importancia para Derivada Paramétrica.



Teorema:Sgam f: C® R, g Y ® R, al CNC¢, f(a)=bl UNUde f(C)I U.
Se f éderivavel no ponto a e g é derivavel no ponto b, entdo gof: X ® R é

derivavel no pontoa, e (go f)¢a) = g¢f(a))f ¢a).

Corolario. Seja f: X ® Y umafuncgio bijetora, cominversa g=f *:U® C . Se
f é derivavel no ponto al C(NC¢ e g é continuano ponto b= f(a) entdo g é

derivavel no ponto b se, esomentese, f&a)! 0. Caso afirmativo g¢hb) z}/f((a) .

1.2 Derivada Paramétrica

Definicdo: Sgja a funcéo F: [a,b] ® R. Dizemos queF tem uma derivada paramétrica
f se, e somente se, existe uma funcéo derivavel, sobrejetora e estritamente crescente

f :[a,b]® [a, b] onde a, b sdo nimeros reais e tal que Fof tem uma derivada

ordinaria em [a,b] definidapor (F of)%t) = f(f (1)) &t).

Segue da definicdo que toda funcdo que tem derivada ordinéria, admite
derivada paramétrica. Basta tomar f :[a,b]® [a,b] dada por f(t) =t. Em outras
palavras, a derivada paramétrica generaliza a derivada ordinaria.

A derivada paramétrica ndo necessita ser unica poisse F: [a,b]® Ré

tal que admite derivada paramétrica f, entdo existe uma funcéo derivavel, sobrejetora,



estritamente crescente f :[a,b]® [a,b] tal que Fof tem derivada ordinaria. Se
existe t,1 [a,b] tal quef&t))=0, como (Fof)&ty)="f(f(t,))f&t,) istoimplica
que (Fof)¢t,) =0, independente do valor que f assumeem f (t,).

Por outro lado, a proposi¢&o seguinte nos aponta um resultado quando t,
étal que f¢t,)* 0.

Quando uma funcdo F :[a,b]® R possui derivada paramétrica e
f :[a,b]® [a,b] € uma funcéo derivavel e estritamente crescente tal que  F of

possui derivada ordinariadizemos que f € uma representacdo paramétricadeF.

Proposicdo: Sga F :[a, b]® R uma fungdo que possui derivada paramétrica e seja
f :[a,b]® [a,b] uma representacdo paramétricade F. Se f ¢t,)* O entdo a derivada
paramétrica f no ponto x =f(t,) éaderivadaordindriade F .

Prova: Segja f:[a,b]® R uma derivada paramétrica da fungéo F:[a,b]® R e
f :[a,b]® [a,b] umarepresentacéo paramétricade F. Assim, (F of )¢(t) = f(F(D))f €1).
Seja t, tal que f ¢t,)* O . Fazendo x =f(t),

im FO-F(o) _ o FE)- F(F(t)
X% X- X, foefe)  f(t)- f(t,)

CFEO)- FE@) &)
S0 100 TE)

A EFEM)- F(E@) o FO- F(E)U
D &) = g U

_ 1 FEO)- i)
f&t,) ©t t-t,




1 (Feh)®)- (Fef)(t,)

fat,) ® t-t,
1 1
= ftT(tO)(F f)qt(’)_frtto) f(f (t))-f &t,)

= F(f(t,)) = (%))

Portanto F¢x,) =f(X,),ousga, f(x,) éaderivadaordin&iadeF no ponto X, .

Veremos a seguir algumas propriedades da derivada ordinéria que valem
para derivada paramétrica. Para demonstrar tais propriedades aplicaremos definicoes e

resultadosvistosem 1.1.

Proposicdo: Se aderivadaparamétricadeF € zero em cada ponto de [a,b], entdo F é
constante.

Prova Sea f :[a,b]® R a derivada paramétrica de F tal que f(x) =0 para
todo x1 [a, b] e sga f :[a,b]® [a,b] Sua representagdo parametrica.  Entéo,
(Fof)¢t) =0, pois (F o f)¢t) = f (f(t))f&t). Logo Fof =k ondek é uma constante,
isto &, F(f(t)) =k paratodo t1 [a,b]. Fazendo x=f(t), temos que F(X) =k para

todo xT [a,h].

Usaremos daqui parafrente anotacdo F ¢ para a derivada paramétrica da
funcdo F, sem problemas de notagdo pois como vimos toda derivada ordinaria é

parameétrica.



Proposicdo: Seasfuncdes F e G admitem derivadas paramétricas e k é um nimero
real, entéo:

(@) (kF)e=kF¢

(b) (F+G)t=F¢+G¢

(c) (FxG)¢t=FG+FG¢
Prova
(@ Sega f :[a,b]® R a derivada paramétrica da fungdo F :[a,b]® R. E sgja a
funcdo f :[a,b]® [a,b] sua representagdo paramétrica. Assim  F¢= f e

(Fef)&t) = f (F())f &t). Logo,

[k(F «£)]%) = [k(F o F)det) = K[(F o F)e0)] = K[ £ (F ())F €t)] = (K )(F (B))f dit)
Mas [K(Fof)|=(kF)of. Entdo (KFof)&t) =kf(f(t))f&t) e kf =kF¢ é uma

derivada paramétrica de kF.

Armstrong[1] demonstra 0 seguinte teorema que ser4 usado para
demonstrar ositens (b) e (c) da proposi¢éo.
Teorema: Se F e G tem representagdes paramétricas diferenciaveis f e |

respectivamente, entdo existe uma funcdo q que € uma representacdo paramétrica

diferenciavel para F e G simultaneamente.

Sejam f, g asderivadas paramétricas de F, G respectivamente. Pelo
teorema anterior, existe uma representacdo paramétrica diferenciavel q para F e G

simultaneamente. Logo,
(Foa)¢t) = f (a(t)adkt) e
(G-a)&t) = g(q(t))adt) .



0 [(F+6)eqt =[(Feq)+(G-a)%® =
gF )%+ (Go qq“(t)—

(Foq)’m)+(Goq%) =

f(a(®)akt) + g(a(t)akt) =

[ (@) + g@t)]agt) =

[(f + g)(a()]agt) .

Portanto, (F +G)®= f +g = F¢+ G,

©  [(FG)od%t) =[(Fea)G-a)t) =

gF -0)(G-q)+(F-d)G °CI)¢g(t)

f (a()a€t)(G(a(t)) + F @(t) ga(t)ak)

[f (a®)G@®) + F(at) g@)]att)

(G + Fg)(a(t)).att) .

Portanto, (FG)%= fG+Fg = F G + FG¢

1.3 A Funcéao de Cantor

O Conjunto de Cantor C é um subconjunto do intervalo [0,1] que é

obtido da seguinte forma: removemos do intervalo [0,1], o terco médio %%9 depois
es 39

10



YA\ . .
e 9—,1§ 0s respectivos tercos médios

1u
3 &

removemos dos intervalos restantes go

eia “9¢ ai’ﬁg , € assim sucessivamente. O Conjunto de Cantor C € o conjunto

€995 &9'94

gue resta depois da remocao de todos os ter¢cos médios.

Proposicdo: O conjunto de Cantor C é fechado.
Prova. O complementar de C consiste de todos os intervalos que séo retirados na
construcéo do conjunto de Cantor C , entdo é uma unido (enumeravel) de intervalos

abertos, que é aberto. Portanto o conjunto de Cantor C € um conjunto fechado.

O conjunto de Cantor C inclui todos os extremos dos intervalos

removidos, e também, pelo fato deC ser fechado, os limites de seqiiéncia de tais pontos.

A . 1
Um exemplo de um sequiéncia é a seguinte: Comecamos de 3 € pegamos o extremo

a 1_2¢% ~ .
mais préximo no segundo passo = - = —§+, e entdo pegamos 0 extremo mais
@

e3 9

1 1 7
préximo no terceiro passo Eé =+ =_"0 ¢ assim sucessivamente. O limite deste

€3 9 27 27y

11,1 1 3
conjunto de pontos & 3 —t+—- —+...:§

que ndo é extremo, pois todos
9 27 81

i_1
8 4’

~ 1 . : ,
os extremos sdo da forma 3% . O ponto 2 pertence ao conjunto C, pois C é

fechado. E assim também todo ponto de [0,1] gue é limite de uma sequéncia de

extremos.

Proposicdo: O conjunto de Cantor C ndo contém interval os.

11



Prova: O tamanho total dos intervalos removidos é % + é +i +..-=1. Portanto, o

27
conjunto C € um conjunto de medida nula, visto que a medida do intervalo [0,1] el
Nenhum conjunto de medida nula contém intervalo néo degenerado, pois caso contrario
a medida deste conjunto seria maior que zero. Portanto, o conjunto C ndo contém

interval os.

Definicdo: Um conjunto E é perfeito se € fechado e ndo possui nenhum ponto que

ndo sgja ponto de acumulacéo.

Proposicdo: O conjuntoC é um conjunto perfeito.
Prova: Seja x um elemento do conjunto C.

Se x € um limite de uma seqiiéncia ndo constante de extremos, entdo x é um ponto de

x . : a .
acumulacdo deC. Se x é um extremo, temos que X pode ser escrito como - Assim
0

a esguerda existe o intervalo gz_-”ol'?iﬁ do qua serd retirado o intervalo
8§a_-+1213a_-+119" restando a esquerda de 2 o intervalo e~?ﬁ—'ﬂl,ig do qual sera
& 3v 3n*t 3o 83% 3 H

aPa- 2 9a- 19’ restando entdo & esguerda de 3% o intervalo

retirado o intervalo ¢——,——-
e3%" 3" g4

Oa-1 ) . . . ) .
E?;T 3%; € assim sucessivamente restaréo os interval os cujos extremos esquerdos
- "a-1 . "a-1 . n . 1
s3o da forma 3'a , n=012---. Mas I|m3a =lim 3'a - Iim -4 )
3rb+n n® ¥ 3n0+n ne ¥ 3no.3n n® ¥ 3n0+n 3no

a . ~
Portanto P € um ponto de acumulacéo de C.



Como C é fechado e todo ponto de C é ponto de acumulacédo de C, temos que C é

perfeito.

Definicdo: Um conjunto E € rar o se o seu fecho ndo contém pontosinteriores.

Proposicdo: O conjunto de Cantor C € raro.

Prova: Como o conjunto de Cantor C néo possui intervalos, ndo existe ponto em C tal
que esteja num interval o aberto contido em C, ou seja, C ndo contém pontosinteriores.
Também C é o seu préprio fecho, pois C é fechado. Logo o conjunto de Cantor C é

raro.

Proposicdo: Segja p uminteiro maior que1l, e X umnumeroreal, 0< x<1. Entéo

: A de intei 0f a _ 3 a,
existe uma sequéncia {an}ml e inteiros com a,<p taquex=g— eesta
n=1
seqliéncia € Unica exceto quando x € da forma irb (com g inteiro e irb
p

irredutivel), neste caso existem exatamente duas seqiiéncias. Também se {a } ., &

ndl
uma sequénciadeinteiroscom O£ a, < p, asérie converge para um numero real x

com O£ xX£1.

a‘n
10"

¥
Se p=10, aseqiiéncia x=§ € chamada a expansdo decimal dex.Para p=2 é
n=1

chamada de expansdo binéria; epara p =3, expansdo ternaria

Prova Segja x umnumeroreal, 0< x<1, esga p umndmerointeiro maior que 1.

Seja x escrito no sistemade base p, ousegja, X =0,a,a,a,---, 0£a, < p paratodo n.

13



: _a | a, _$ a,
Assim, X=—+—+--=q —.
p p n=1 p
Se x édaforma irb onde g é um ndmero inteiro e n,um ndmero natural ,
P
podemos escrever
q :i_'_ 2+__+rno
p* p P’ p

com r, =g, - g Xp, onde On,a =0 € q € o quociente dadivisdo Q,,, p com

i=ny,n,-1---,21 .

Assim X pode ser escrito de duasformas:

¥

a
x:é — onde a,=r, paa nfn, e a, =0para n>ny, e
n:1p
s b
x=8 — ondeb,=r, para n<ny, b, =r, -1 eb, =p-1paa n>n,,
n:1p
pois,
gbn_l’ I’ rrbl rrb-l p'l p'l
n__l+_22+ -1 ny + ﬂo+1+ ”0+2+
nzlp p p p p p
(p-1)
:r_l+r_2+ N rno_l rn0-1+ pn0+1
p p’ prt  p" 21
p
:r_1+r_2+ rnol no-l+(p_1)>, p
p 2 pno—l pno pn0+1 p_ 1

14



o a, X_é b,
na P" n= P

n
n

Unicidade: Sgja x um elemento de [0,1] e X=

base p. Vamos supor que estas duas expansdes sao diferentes.

suas expansoes na

Seja N=min{n:a, ! b,}. Vamos supor que a, >b,. Entdo a, - b, =1, pois caso

contrério a, - b, >1 econseguentemente

¥ ¥ ¥
§a &b _a,-b, 3
- —=——+a

a' n n
n=1 P n=1 P n=N+1 P

- ¥ -b
Mas, - p+1£a, - b £p- 1oqueimplica que _N1£ 2 (a, : ) ¢ 1N_
Y n=N+1 p p

a, - b s & ¢ b -
Como - >LN. Entdo, § —- § — >0, 0 que é uma contradico.
p p n=1 p n=1
Ay - bN+l
¥ -b ) N+ )
ASSim’ : (a" n n) = l:\ll- ! Ouseja’ p 1 = l:\ll- ! |OgO bN+1 - aN+1 = p- 1.
n=N+1 P 1- = p

Como, O£ a,,,b,.,, £ p-1,temosque by, = p-1e a,, =0.
De a, - b, =1eb,, - a,,, = p- 1, obtemos:

aN-bN+aN+l-bN+1: 1, Lp_p+tl-p_ 1

N N+1 N+1 N+l °

p p p p P P
Ent&o,
°¥ (an - bn) - l
n:aN.+2 pn pN+l

O que implica que a,,,=0 e by, =p-1 e assim sucessvamente, a,=0 e

q

N+1 °

b,=p-1paa n3 N+1. Portanto, x €daforma

15



Por outro lado, sgja {a,} ., umasequénciadeinteiroscom O£ a, < p. Assim, o maior

n31

¥

a L

valor que é — pode assumir é quando a, = p-1 paratodo n?3 1. Neste caso,
n=1

fa,_&p-1_p-1_ 1 _ L 3 a,

a—=a——- x =1. Portanto, a s&rie g converge para um

n=1 P n= P p 1- l/p n=1 p

nimeroreal x tal que O£ X£1.

Teorema: O conjunto de Cantor C consiste de todos aqueles niimeros reais em [0,1]

que tem expansdo terndria {a,} ., tal que a, ! 1 paratodon? 1.

Prova: Seja x1 [01]. A expansio terndria de x, x=0,a,a,a,--- tem o primeiro
- el 2y .
digito a, =1 se, e somente se, XI & 31 o interior é retirado no primeiro passo

da formag&o do conjunto de Cantor C. Também, a, =0 e a, =1 se, e somente se,

é7 8u
89 of’

retirados no segundo passo da formagéo de C. E assm, sucessivamente, temos que

cujos interiores sdo

><
Be

SE a=2e a,=1se esomente se, xI

a,8,,",a, A {0 2} e a, =1se esomentese, X pertenceaagum intervalo fechado
cujo interior é retirado no n,-ésimo passo na formag&o do conjunto de Cantor C.

Restam portanto somente 0s extremos dos interval os, mas estes sdo daforma in , que
Y

COmo javimos , também possuem uma expansao ternaria somente com os digitos O e 2.

Obs.: O conjunto de Cantor também é chamado de Conjuntoternéario de Cantor.
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Proposicdo: O conjunto de Cantor C € ndo-enumeravel.

Prova: Paratodo xI C, sga 0,¢C,C,--- suaexpansio terndria, onde c, 1 {0,2}

paratodo =123, e sgaafuncido f:C @ [01] dada por f(x) :0%0_22%3

Vamos verificar que f é sobregjetora. Seja y1 [0,1] , esgja 0,bb,b,--- suaexpansdo
bindria. Entdo x =0,(2b,)(2b,)(2b,)--- éumponto de C tal que f(x) =Y.

Portanto, o conjunto de Cantor C é ndo-enumeravel.

Observacao: Existe uma correspondéncia biunivocaentre o conjunto de Cantor C e o
intervalo [0,] .

Prova: A fungdo f n&o é injetora, pois para os pares de elementos x, e X, cujas
expansdesternériassdo daforma x, =0,aa,---a0222--- e x,=04aa,---a2 com

a,1{02}para n=12,--,i temosque,

aa g aa g
f(x)=0——=---—0111.--=0,——=---—1=f1 :
(%) 22 2 22 2 (%)
Seja X 0 conjunto dos elementosde C que tem as expansdes ternérias conforme X,

e X,.X éenumeravel pois os elementos de X sdo 0s extremos dos interval os, ou sgja,

os elementos da forma 9 Porém, o conjunto Y=f (X) consiste dos elementos de

n "

[0,1] gue sdo daforma 2% Assim o conjunto Y também é um conjunto enumeravel.

Sejam {alyazv---} e {bl,bz,"'} as respectivas enumeracOes dos conjuntos X e Y.
Definamosafungdo | : C ® [0,1] por j (x)=f(x) para xI C e j(a,)=b, para

i=12,---.

17



A funcdo| assim definidaé bijetora.

Teorema: Sgja x um numero real em [0,1] com a expanséo ternaria {an}m, ou sgja,

¥
x:ég—; onde a,1{012}. Seja N=¥ senenhumdos a, éigua al, e sgja

n=1

b, .
P e
12

Qo=

N=mn{n:a,=1}. Sga b,=1a, paa n<N e b,=1. Entdo

n

independente da expansdo ternaria de x (se x tem duas expansfes) e a funcéo f

N
definida por f(X) = é b—'r‘] € uma funcdo continua, monétona no intervalo [0,1].
n=1

Além disto, f é constante em cada intervalo contido no complemento do conjunto
Cantor C,e f:C® [0,1] é sobrejetora. (Esta funcéo é chamada funcéo ternaria de
Cantor ).

N
Prova: Mostremos que f estd bem definida, ou seja, § by néo depende da escolha da

n
n=1

expansdo ternaria dos elementos de [0,1] :

Segja x1 [0,1]. Se x tem duas expansdesternarias, x € daforma Sino que como Vimos
: ; qQ_hL_ nh Fro 7
anteriormente, pode ser rescrito cmo. == =+ &+ +-2-, com 1, | {01,2} para

¥ ¥
, : a c ~ -
i=12,---,n,. Sejam é — € é — asexpansdesternarias de X.

ne1 3" =1 3
Assim,

da, _rn.r '

_n = + -2 B . e 1
21 3 3 3 3" )
¥ r r. -1
éc_”zr—1+r—2+---+ ot I "2, 2 2 (2)
o 3n 3 32 3n0-1 3no 3rb+l 3n0+2

18



r-no-l

Se N=¥ em (1), b, =1a, para todo n,
éN'bn:gan _r_l r_2 .|.rrb :r_1+r_2+...+
= 2n = 2n+l 22 23 2no+l 22 23 2n0 2r|0+l
r
S UL L Sk 1 1
2> 2° 20 2%
entdo, N=n, em (2), b, =5c, paran<n, e b, =1
r
1 :r_1+r_2+...+_n°'1+ 1 .
20 2%

b, _®'c,
+—
20 22 28

Se N=i, paraalgum i=12,---,n,-1 em (1),b, =14, para n<i e b =1
1

éan—éib”—ial &, +1—r_1+r_2+...+ri_'1+_
= 2n i n = 2n+1 2i 22 23 2i 2i
entdéo, N=iem (2) eb,=ic paa n<i e b =1
éN n—éibn—ié_l G, 1—_1 I’_2 +ri_'1+i
= n Z n = 2n+1 2i 22 23 2i 2|
Se N=n,em(1),b, =5a paa n<n, e b, =1
éNb—"_é%b—”‘gla“ P L PR S
= n o n = 2n+1 2n0 22 23 2rb 2n0
entdo, N=¥ em (2),b, =4c,
éN.bn gbn _é¥. Cn — r_1+r_2 .+rn0'l+ 0 +é¥. 1
o 2n = 2n ol 2n+l 22 23 2r‘b 2r‘|o+l o 2no+l
1

N r
=1 4+_2 4.4
2?2 28 20 2M

Mostremos que f é constante em cada intervalo contido no complemento do conjunto

de Cantor C.
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aea alo

' Ang

QS” 3 um intervalo retirado de [01] no n,-ésimo passo na formagéo do
’ o

Seja

) ~ +
conjunto de Cantor. Sgjam X, yl Qi,a?)Tlu Sabemos que 31 pode ser escrito

g3 il

r -
00m0%+;22 +-+—= com r,1 {012 parai=12,--,n,

3"
+ r. +1
Entdo, < 1=i+r—22+---+ - er, =1
3 3 3 3" °
g c
Assim, Xx= 3_? e y:aB—: onde a,,c,=r, para n=12---,n,- 1,
n=1 n=1
a,.c, =1 e a,,c,1 {012} para n>n,.
b r oo Moy
Portanto, f(X)=g - =—L +—2+...+0> +——
()= ?2“ 22 2 2"0 ).

Mostremos que f € monétonaem [0]]. Paraisto bastamostrar que é crescenteem C.

¥
. ~ L a
Segjam x,yl C,com x<y.Sabemos que X,y tem expansoes ternarias x = é — €

y= a—com a,,c 1{02.

nl

Sgla n,talque c, >a . Entdo, ¢, =2 e a, =0. Assim, N,,N. =¥ ¢,

3 b an—l O an+1
f(x)= 2 n i _2+...+ o~ 4+ 40 4.,
( ) na:. 2 22 2 2n[J 2rb+l 2n0+2
a C
<A By e, 2 Cem
22 23 2n0 2n0+1 2"0*‘2
c, ,C Cr- 2 Cros
Soptop ot gt = 1),

Portanto, f écrescenteem C.
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Mostremos que f (C ) = [04].
¥

Seja yi [0,1]. Entdo existe umaexpansdo bindriade y, ousgja, y = é 2—'; onde

n=1

b, 1 {04 paratodo n.

¥
Para x:éZb” I C, f(x)=y.
n=1

n

Mostremos que f é continua.

N&s precisamos provar a continuidade somente no conjunto de Cantor C, pois f €

constante em cada intervalo de [0,1] \C.

Seja x| C e sgjal>0.Existe n,1 N ta que 2—10<e.

Tomemos dzsirb . Entdo paratodo yI C ta que O0<|x- y|<d nos temos

g wla, & C N
Ix- y|<i. Logo,se x=§ 20 entdio, y=g =2+ & -, onde a,.c, 1 {012};e
3n0 n=1 3n n=1 3 n=ng
100- foy)=|8 2 52 4 Slodla-al L,
ol 2n+l o 2n+1 o 2n+1 ol 2n+l | 2”0 ’

Portanto, f é continua.
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Capitulo11

INTEGRAL DE RIEMANN GENERALIZADA

Neste capitulo sera definida a Integral de Riemann Generalizada, também
chamada de Integral “Gauge” ou Integral deHenstock (denotaremos R*-Integral). Para
isto, definiremos a Integral de Riemann vista nos cursos de Calculo, pois toda fungdo

Riemann integravel € Riemann integravel Generalizada. Daqui para frente serd usado o

termo “gauge integrével” ou “R*-integravel” e aintegra Riemann Generalizada da

funcdo f no intervalo[ab] serddenotada por 6f(x)dx , Sem problemas de notacéo

pelo motivo visto acima. Também seréo provados o Teorema da Unicidade e o Critério
de Cauchy.

Num segundo momento, serd enunciado e demonstrado o Teorema
Fundamental do Calculo, estabelecendo assim uma relagcdo muito estreita entre Integral
de Riemann Generalizada e Derivada Paramétrica.

Nos Ultimos subtitulos ser&o vistos teoremas de Mudanca de Variavel e
os Teoremas de Convergéncia Monotona e Convergéncia Dominada, estes ultimos

muito importantes dentro da Integracdo de Lebesgue. Faremos ainda um estudo de



Integrais Improprias e veremos que enquanto existem fungdes que ndo sdo Riemann
Integravels, mas possuem integrais improprias, 0 mesmo ndo ocorre referindo-se a

Integral de Riemann Generalizada.

2.1Integral deRiemann

Seja [a,b] um intervalo fechado em R. Uma particéo de [a,b] € uma
colecdo finita de intervalos fechados [xk_l,xk], k=12..n; tais que
a=Xx, <X <..<X,=b. Escolhemos um nimero z, , em cada intervalo [xk_l,xk],
que chamaremos “etiqueta’. Resultando assim uma “particdo etiquetada’

{z.[% .. % ];k=12,...,n} dointervalo [a,b].

Assm, § f(z)(% - X.,) € umasoma de Riemann dafuncio f o
k=1

intervalo [a,b]. O nimero A T R éalntegral de Riemann de f : [a,b]® R se para
todo e>0, existe um nimero d>0 ta que, se {z.[x ;. %];k=12...,n} é uma

particéo etiquetadadointervalo[a,b] com 0<x, - X,,<d para k=12...,n entao,

én f(zk)(xk - Xk-l)' A{<e-
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2.2 Medidor

Para definirmos a “Integral de Riemann Generalizada’, precisamos de
um medidor conforme definicdo abaixo; sendo que este medidor tanto pode ser uma

colecéo de interval os abertos, como uma fungdo estritamente positiva.

Vamos definir um medidor g do intervalo [a,b] da seguinte forma:
paracada p 1 [a,b] escolhemos um intervalo aberto g(p) que contém p no centro.
Dizemos que uma partico etiquetada {z,,[x, ,,x J;k =12,...n} de [a,b] é gfinase

paracada k =1,2,...,n ointervalo[xk_l,xk] € um subconjunto do intervaloq(z, ).

Podemos também definir um medidor d em um intervalo [a,b] como
uma funcdo estritamente positiva, cujo dominio é o intervalo [a,b]. Fazendo

oa(x) = (x- d(x),x+ d(x)) para cada X em [a,b], verificamos a equivaléncia entre essas

duas definicoes.

Vimos que existe uma relagdo muito estreita entre medidores em
interval os e particoes etiquetadas de interval os. Neste sentido formalizaremos o seguinte

resultado:

Proposicdo: Dado um medidor qualquer g em [a,b], existe uma particéo etiquetada

em [a,b] que é gfina

24



Prova Seja g um medidor em [a,b] e sgja 0 conjunto E :{xT (a,b] : existeuma
particéo etiquetada de [a,x] que ég fina} . E n3o é vazio pois pegando x1 g(a) com

a < x, etiquetamos [a,x] com a . O resultado € umadivisdo etiquetada g-fina de [a,x].

Seja y =supE . Existe x| E tal que xT g(y) e x<y. Pela definicdo do conjunto E ,

existe uma divisdo etiquetada gfina de [a, y]. Entdo ylI E.

Vamos provar que y=Db. Suponhamos que y<b. Assm o conjunto
ay)N(y,b) @. Seja wi o(y)N(y,b). Adjacente a aguma divisio etiquetada de
[a, y] que é gfina tem-se o intervalo [yvv] etiqguetado com y. Entdo wl E , mas

w>Yy contrariando asuposicdo deque y=sup E. Como b3 y, y=b.

2.3Integral de Riemann Generalizada

Seja f uma fungéo real definida no intervalo [a,b]. O nimero | ¢ a
integral R* de f em [a,b] se, dado e>0, existe um medidor g ta que, se

{z..[x. . %J1EKEN & uma paticio etiquetada gfina de [a,b], entdo

| - a f(zk)(xk - Xkl) <é€

n
o
k=1

25



Denotaremos por R*([a,b]) o conjunto das funcBes que sio R*-
integraveis no intervalo [a,b] e | = 6f(x)dx , Ndo havendo problema com esta

notacdo pois toda funcdo que € Riemann integravel em [a,b] € R*-integravel em
[a,b]. De fato, seja f: [a,b]® R e A sua integral de Riemann. Assim, dado e> 0,

existe d>0 ta que se {z.[x.;.%];k=12..,n é uma particiho etiquetada de
[a,b] com 0<Xx, - x_,<d para k=12..n entdo, |§ f(z)(X - X_,)- A{< e.
k=1

L ogo existe um medidor d, d(x) =d constante.

Portanto, f € R*-integravel.

A seguir trabalharemos com uma fungdo que € R*-integrével, porém ndo
€ Riemann integravel. Com a afirmacéo provada anteriormente, e o referido exemplo,
percebe-se que ampliamos nosso campo de trabalho, ou sga, o conjunto de funcdes
integravels, passando de Riemann para Riemann Generalizada, sem que fosse necessaria

uma grande teoria prévia.

Exemplo: Sgaafuncéo f: [0,1] ® R dadapor f(x)=1para xracional e f(x)=0

para x irracional. Vamos mostrar que fi R* ([0,1]).

Seja e>0 e sga {rk}k31 uma enumeracdo dos racionais do intervalo

[0] . Definamos 0 medidor g da seguinte maneira:
e e o :
) =& - — [ +—< parai=12,... e
o) ¢~ o e p
o(x) = (- 1,2) para x irracional.
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Seja{z.[%. .. % J1£ k £ n} umaparticio etiquetada gfina. de[0]].

Se z, forracional, z, = r. para algumi natural eentdo

N e e &
[Xk-l’xk] I g(zk) = g(r|) :§i - T’ri +T9
e 2 27 g
e -e e
Logo, f(z)(X - %X .)=AX - X )JE—- —=—
g (Z)(X - % 1) =AX - X y) ST

Se z, forirracional, f(z )(X - X.,) =0(x, - %_,) =0.

Portanto, reordenando {rk} de forma que os z, 's coincidentes sgjam 0s primeiros

k31

termos da sequiéncia, temos

n

8 @)% - %) <8 <e

k=1 k=1

Portanto, [0- & F(z)(x - x._)| <e e Cl)f(x)dx:O.

k=1

Estafuncéo ndo é Riemann integravel porque é sempre descontinua, mas
é Lebesgue integravel, tendo em vista que f * 0 somente num conjunto de medida

nula. Veremos maistarde, no capitulo 111, Integral de L ebesgue e medidade conjuntos.

Teorema da Unicidade: Se f:[ab]® R é R*-integravel entdo sua integral 6f é
anica.
Prova SegamA = Qbf e B= Qbf . Dado e >0, existem medidores a e b taisque

se {z.[x ., %J1EKEn & uma partico etiquetada a-fina de [a,b], entdo
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a f(z)(X - %_,)- A{<§ e se {z,[%. .. % 1€ k £ n} é uma particio b- fina de
k=1

A F(2)(X - %1)- Bl <= .

k=1

[a,b] , entéo

Paracada z1 [a,b] ,sgjag(z) =a(2)Nb(z). géum medidorem[a,b] pois g(z) éum
interval o aberto, visto que é ainterseccdo de dois interval os abertos.

Sabemos também que existe uma particéo etiquetada de [a,b], {z., [xk_l,xk ];1£ k £ p}
que € gfina Logo esta particio tambéem €& a-fina e  b-fina, pois
% . x]1 oz)1 a(z) e [x..x]l az) 1 b(z).

Assim,

d J
A- B - ‘A- 8 @O0 - %) + & 1@ - %) - B
k=1 k=1

+

: ‘A- & 1205 - %) 1B~ & 120 - %)

1
D

N
N

Como e éarbitrario, A=B.

Vimos acima um importante resultado véido para fungbes Riemann
integraveis, que € valido também para funcbes R*-integraveis. O proximo resultado a
ser demonstrado é o famoso Critério de Cauchy, visto nos cursos de Integral de
Riemann. Este critério nos da condi¢bes de decidir se umafuncdo é R*-integravel, sem

conhecer o valor de suaintegral.
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Critério de Cauchy: A funcéo f :[a,b] ® R é R*-integrével se, e somente se, para
todo e>0 existe um medidor g tal que para quaisquer partiches etiquetadas

(%o xJ1EKER e {2.[%  XJIEKEM gfinas de [ab] temse

<e.

a f(Z)0% - %)~ a fF IR - %)
k=1 k=1

o

Prova: Seja f: [a,b] ® R umafuncéointegravel em [a,b] el= Qf(x)dx.

Dado e>0 , existe um medidor g em [a,b] tal que se {zk,[xk_l,xk];1£k£n} é

umaparticdo etiquetada g-fina de [a,b] entéo ‘I - é f(z)(X - X._,) <e.

k=1
Sejam  {z,[x . xJ1EkER e {z.[% L KJIEKEM  paticdes etiquetadas

gfinas de [a,b] . Assim,

é f(zk)(xk - Xk-l)' é f(zk)()’zk - )A(k-l)

n

=- A f@Z)X - %) +a F(2)(R - X)- I‘
k=1 k=1

+

Ell- A F(z)(% - %) +|a T @)K - %) - I‘
k=1 k=1

N o
N o
I
@

Por outro lado, dado e> 0, existe um medidor g tal que para quaisquer particoes

etiquetadas {z, [x.;, xJIEKEN e {Z.[X X J1EKEM gfinas de(a,b] temos

a (2% - %.)- a f@)F - k)| <e
k=1 k=1
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Assim, para cada n existe um medidor d, tal que se {z',[x',,x'}1EkEp,} e

{z.[%0,. % [1£kE q,} sH0 particBes etiquetadas d,-finasde [a,b] entéo,
gn n n n %m Aanyson An 1
a f(z)0 - xe.) - a FZI - X)) <=
k=1 k=1 n

Tomemos uma sequéncia de medidores da seguinte forma:

6.(2)=d,(2)
%,(2) =9.(2Nd,(2)

9(2=9.(9Nd; (2

e assim sucessivamente paratodoi natural e paratodo z1 [a, b] :
Para cada n natural, sgja {z7,|x",,x [1EkE p,} uma particgo etiquetada g, -fina de
[a,b]. E claro que esta particdo também é d, -fina pois g,(2) d,(z) paa todo

zl [a,b] .

| g v
A sequéncia de somas 15 f(z))(x, - x,:_l)g é de Cauchy pois dado e>0,
| k=1 n31

tomemos N >0 tal que ﬁ<e. Sgjam i, j nUmeros naturais com i, j 3 N. Vamos

supor que i <j. Temosque g,(2)| g(2). Assim aparticéo {zki,[xki_l,x;'J;1£k£ pj}
que € g;-fina tambémé g -fina. Portanto,

Bi o . & S , 1.1
a f(z)x - xc)- a F(Z)% - Xe) <TEL<S®

k=1 k=1



Logo, esta segiiéncia de somas é convergente pois € uma sequéncia de nimeros reais.

Seja A :Iig)rg‘ 5 f ()X - %.,). Dado e>0, tomemos N tal que %<§ e se
k=1

gn
n3 N entdo ‘A- a () - x.,)
k=1

e
<—.
2

Seja {z,,[%1, %1€ k £n} uma particdo etiquetada g, -fina de [a,b].

Entéo,

‘A- a (@)% - X1)
k=1

B B g
= ‘A- a fz)x - %)-a f@)0g - x)+a f ) - x.,)
k=1 k=1

k=1

+

& N N N N N N N S
£‘A' a f(zk )(Xk - Xk—l) a f(zk )(Xk - Xk-l)' a f(zk)(xk - Xk—l)
k=1 k=1

k=1

1
< +— < =+==¢e
N

N o
N
N | D

Portanto f € R*-integravel e Qbf(x)dx =A.

Teorema: Sgjam f e g funcbes R*-integraveis em [a,b]. Entéo,
(@) kf éR*-integravel em [a,b] e (Skf =k(5f paratodo ki R
(b) f+g é R*-integravel em [a,b] e Qb(f+g):($f+(§g;

(c) se f £g quasesempreem [a,b],entéo (ﬁf £ng.

Prova: Gordon [7]
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Teorema: Sgja f :[a,b]® R . Se f =0 quase sempre em [a,b], entdo f é R*-
integravel em [a,b] e é;f =0.

Provaa Sega E={xT [a,b]:f(x)1 0} e para cada inteiro positivo n, sega
E, :{xT E:n-1£ |f(x)|£ n}. Estes conjuntos sdo disjuntos e todos tem medida nula.
Para cada n escolhemos um conjunto aberto O, tal que E. i O, e n{On)<%2n .
Definamos um funcédo positivad em [a,b] por:

a0 = | 1 X1 [?,b]- E
ir(x,~0,), x| E

n

onde r(x,~O0,) =inf {|x y:yl On} .

De acordo com Royden[12], definiremos a seguir conjuntos de medida
nula. Estes conjuntos serdo citados com freqiéncia no capitulo 1l (Integra de

L ebesgue) e na proposicao abaixo.

Definicdo: Um conjunto Al R € umconjunto de medida nulase pode ser coberto por
uma colecdo enumeravel de intervalos abertos, cujo tamanho total é arbitrariamente
pegueno, isto é dado e>0, existe uma seqiéncia de intervalos abertos {I n}n tal que

Al Ul e §|(|n)<e.

n=1 1=1
Uma propriedade é dta acontecer quase sempre (abreviatura g.s.) se 0

conjunto de pontos onde esta propriedade falha acontecer € um conjunto de medida

nula
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Dizemos que uma fungdo f : [a, b] ® R élimitada se existe um nimero

M>0tal que |f(x)| <M paratodo xi [a,b].

Proposicdo: Sejam f, g funcdes definidas no intervalo [a,b] tais que f-g é limitada. Se
f € R*-integravel e f = g quase sempre, entdo g € R*-integravel e(Sf =6g.
Prova: Sejam asfunges f, g:[a,b]® R e M tal que|f(x)- g(x)|<M, paratodo
x1 [a,b].

Como f éR*-integrével, sgjal = ) f (X)dx.

Dado e>0, existe um medidor g tal que se {z,[x_,,x J1EK£n} é uma particio

etiquetadag-finade [a,b], entdo |l - & f (2 )(X - Xc.1) <§_

k=1

O conjunto D={XT [a,b]: f(x)? g(x)} € de medida nula. Logo, existe uma colecéo

¥ ¥
enumerével deintervalos abertos {1} tal que DT [JI, e § I(In)<ﬁ :
n=1 n=1

Vamos definir um medidor b da seguinte maneira:

b(x) =g(X), se xI D e

b(x) =1. C o(x), comi tal quexl I,,sexl D
Sga  {2,[%...%]1EKEM uma partico etiquetada b-fina de [a,b]. Como
b(x) I g(x) paratodo x, esta particio também é g-fina.

Portanto,



O primeiro termo é menor queE pois a particéo {2k ,[ik , >A<k_1]i 1EKE m} égfina

De|f(x)- g(x)| <M paratodo x1 [a,b] , 0 segundo termo

ék(f ) g)(zk)(f(k ) )A(k-l) £ ék M()A(k } f(kl) =Ma ()’ik - )A(k-l)
v o |3 1 o e
mas [%, %1 00T 1, e &1(1) <
Portanto,
v o o o
" 8 92 )(% - K| <2 +M o=

QU(X)dx = 3 (x)dx.

2.4 Teorema Fundamental do Célculo



Existem vérios enunciados do Teorema Fundamental do Céculo com

respeito aintegral deRiemann. Seguem abaixo alguns destes enunciados.

De acordo com Spivak [14], temos:

O Primeiro Teorema Fundamental de Célculo:  Seja f integravel em [a,b], e
defina F em [a,b] por F(X) :Qxf. Se f é continua em cl [a,b], entdo F e

diferenciavel emc,e F¢c) = f(c).

O Segundo Teorema Fundamental de Calculo: Sef éintegravel em [a,b] e f=g¢

paraagumafuncéo g, entéo (‘Sf =g()- g(a) .

De acordo comM ar sden e J.Hoffman [10], temos:

Teorema Fundamental de Calculo: Sgja f :[a,b]® R continua. Entdo f tem uma

o

antiderivada F e Qf(x)dsz(b)- F(a).

De acordo comElon LagesLima[9]:

Teorema Fundamental do Calculo: Sga f :1® R continua no intervalo | . As

seguintes afirmacfes arespeito deumafuncdo F:l1 ® R sdo equivalentes:

(1) F é uma integra indefinida de f , isto é existe al | ta que
F(X) :F(a)+QXf(t)dt, paratodo x1 I.

(2) Féumaprimitivade f,istoé F¢x) = f(X) paratodo xI 1.



Enunciaremos a seguir o Teorema Principal de acordo com Jack
Lamoreaux e Gerald Armstrong [8] que estabelece uma conexdo entre derivada
paramétrica e Integral de Riemann Generalizada. Sendo que este teorema também é
valido para derivada ordinéria, visto que derivadas ordinarias sdo também derivadas
paramétricas. Robert G Bartle [2] enuncia este mesmo teorema, porém somente para
derivada ordinaria, sendo que o chama de T eor ema Fundamental do Calculo.

Para demonstrar tal teorema usaremos o seguinte resultado:

Lema: Seja F definida no intervalo [a,b]. Se F tem derivada paramétrica f com
representacdo parametrica f em [c,d] entfo, dado pl [c,d] ee>0, existe d>0
tal quese p- d<s<t<p+d,entdo

[FE®) - FE©) - FEPED-f(9)]<eft-9).
Prova: Seja F:[a,b]® R e f:[a,b]® R sua derivada paramétrica com
representacdo paramétrica f :[c,d]® [a,b].

Dado pl [c,d], pela definicdo de derivada paramétrica temos que

(Fof )¢(p) = f(f(p))f €p). Aplicando a definicdo de derivada ordindria nos dois

lados destaigual dade obtemos,

im (F20O - (Fof)P) _ ¢ o im FO-T(P)
t®p t- p t® p t- p

0 que implica que,

EF(f(1)- F(f(p) f®)-f(pu_
Itl@r)rl8 - f(f (p)) t-p U 0

Dado e>0, peladefinicdo de limite, existe d=d(e, p) >0 tal quese 0<t- p<d,

entdo,



IF(f(t)z: E(f(p»' e 00

ou seja,
| F(F@)- F(E(P) - FE(pDIFE)- F(p)] |<et- p).
Segjan t, s taisque p- d<s<t<p+d.

Assim,

IF(F(R)- F(E(9)- FEPFWR)-f(9)=
=|F(E®)- FEP)- FEMPEWR)-F(P)- FEE)+FE®)+ f(E(P)FE) - F(p)

E[FF@)- FE(P)- FEMYE@- F)+FEMm)- FEE)- fEP)EP)-T(9)
<eft- p)+e(t- ) =e(t- p+p- 9 =et- 9

Observacdo: O Teorema Fundamental de Cdéculo para Integral de Riemann
Generalizada, pode ser enunciado e demonstrado através de uma equivaléncia entre
duas afirmagbes matematicas, pois a Derivada Paramétrica e a Integral R* permitem

eliminar a hipotese de continuidade do Teorema segundo Elon Lages Lima.

Teorema Fundamental do Calculo: Sgja f uma derivada paramétrica de F no
intervalo [a,b] . Entdo f é R*-integravel em [a,b] e (Sf(x)dx: F(b)- F(a).
Prova: Sgja F uma funcdo definida no intervalo [a,b] e f suaderivada paramétrica.

Seja f uma representacdo parametrica em [c,d], ou sgja, f :[c,d]® [a,b] € uma

funcdo derivavel, estritamente crescente e F of éderivavel. f é um homeomorfismo,

logo f * existe e é continua.
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Dado e>0 e x1 [ab]. Sda p=f*(x)1 [c,d]. Conforme o lema acima, existe
d:d(p,%_ c) tal que, se p- d<s<t< p+d entéo,

e

IF(F®)- FE(9)- FE(p(a) - f(s)] < o

(t-9).

Como f™* é continua, existe d, =d,(x)>0 tal que se [x - x|<d, entdo,
|f‘1(xl)- p|<d.

Para cada x, obtemosum d,(x)>0. Definimos um medidor g em [a,b] dado por
o(x) = (x- d; (%), x +d, (X)) .

Seja  {z.[x.,.x]:1£i£n} uma particio etiquetada gfina de [a,b]. Como
% x]T oz),  x...x1(z-d(z).z+d(z)), ou sda, |x-z|<d(z) e
X..- z|<d,(z). Definindo ¢, e t por ¢ =f*(z) e t=f'(x), paa
1£i £n, temos que |f'1(>q)-f'1(zi)|<d(q) e |f'1(>g_1)-f'l(zi)|<d(c,),ouseja,
It -c|<dc) e |t.,-c|<dc). Mas x.,<x, logo t_,<t pois f é
estritamente crescente, e portanto ¢, - d(c ) <t , <t <c +d(c).Assim, pelolema

e

[F(F(t) - F(F(t.)) - f(Fe)at) - f(t.)) < o

(ti - ti—l)'

Portanto,

n
[¢}

A @)% - %) A (Fx)- F(x.)

i=1 i=1

4 £(2)(% - %.)- (F() - F@)

i=1

= [8{F 00~ Flx) - @) - %)

[y

= én{':(f(fi))- FF () - F(Fe)E () - f (&)

[y



£ %IF(f (t)) - F(F(t.))- F (N ) - ft.,)

3 e
< a

e
ﬂ(ti -t.y) :ﬂ(d - C)=e.
i=1 - -

2.5MudancadeVariave

De acordo comBartle [2], enunciaremos dois teoremas que tornam valida
a “Férmula da Substituicdo”. O primeiro dos teoremas demonstra-se aplicando o
Teorema Fundamental do Célculo, enquanto que o0 segundo necessita de uma

demonstragcdo mais elaborada.

Teorema: Sga | :[a,b]® R uma funcdo diferenciavel em | := [a,b] e seja F
diferenciavel em j (1). Se f(x)= F¢x) paratodo x1 j (1), entdo

oot =g(tei) .
Prova: Como j :[a,b]® R ediferenciavel e F é diferenciavel em j ([a, b]) pela regra
decadeia, (Foj J{x)=F§ (x) €x) paratodo xi [ab].
Seja f(x)= F¢x) paratodo x1 j ([a,b]).

Assim, aplicando o Teorema Fundamental do Calculo

O(f <1 JX)i €X)ax = (F i ()} §x)ax
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Teorema: Sga ) uma funcdo diferencidvel e estritamente crescente definida no
intervalo [a,b] . Entdof é R*-integravel em j ([a,b]) =[j (a).,j (b)] se, e somentese,

(foj )i ¢ éR*-integravel em [ (a).j (b)]

Neste caso , é ( °J)l¢

2.6 IntegraisImproprias

Existem exemplos importantes de funcdes que ndo sdo Riemann

integraveis num determinado intervalo [a, b] , mas possuem integral impropria. E o caso

dafuncéo f:[a,b] ® R dadapor f(0)=0 e f(x):}/& para 0< x£1.
Esta funcdo ndo é Riemann integrével, mas

|Im©1 —I|m2«/—| —I|m2 2Js=2.

s® 0 s®0
Além disso, esta fungéo é R*-integravel em [07].

Provemos entdo este fato:



Dado e> 0, segjao medidor gde [O;L] dado por

aee2

90) =

QIIO

e’
6

a2 = g ez«/— ;/—gpara O0<z£1.
[4]

A definicdo do medidor g € proveniente da seguinte andlise:
A &readafaixalimitadaentre x=u e x=v é 2v- 2J/u. Vamos entsio andlisar o

erro quando aproximamos 2V - 23u por f(z)(v- u) com uf z£v. Como f(0)=0

e f(z):}/ﬁ para 0<z£1, definese g(z)i (0,¥)quando 0<z£1. Assim o

primeiro intervalo da particéo [Oxl] temetiqueta z, =0. Logo o erroentre x=0 e
X=x, éde 2\/Z . Fazemos com que este erro fique muito pequeno escolhendo ¢0)
adequado, pois [O, xl] | ¢(0). Também o nimero de faixas ndo € previsivel, por isso

0 erro em cada faixa deve ser estimado de maneira que a soma dos erros possa ser

controlada. Assim,

1
2 - 2u- E(v- u)

- - ) -+ )

_@h-Jwuy, -~ ~
@& v-u 9,~= =~
_‘«/E«/U+«/V§2 z V-\/G

Temos que 1£«N+\/E e ‘«/EW‘;/V«E entdo, |z- Vv

(v-7)
" £ .

e

rarbém, 18902 o 7o =z enao, 7o o]t

M



Assim,

2fi- 20i- (v u)‘ £z ] +]Jz- Vi)

V-uay-z+z-ud_ (v- uf

£ ==
Z Z 1] Z\/E

D0

Voltando a demonstracéo:

Como e € pequeno, podemos supore < 1. Assim, Ol g(z) guando z>0 pois

ez«/— 2z

- 7 zél-—>0

Seja {z.[x_,. % J1£k £ n} uma particio etiquetada gfina de [0]].

Temos [O,xl]i o(z). Logo z =0. Portanto o erro para a primeira faixa € menor

que € pois
2

2
Xl <2 e_:_
\ 16

Nasfaixas seguintes, entre x =X, , € X = X, , temos:

2% - 2% - f(z)- u)|=

2
(Xk - Xk-l)

- - f - =
2% - 2%5 - F(ZI0% - %) ~a

. p e .
Ou sgja, asoma dos erros € menor que E pals,

4



a (Xk - Xk-1):§(l' Xl) <§-

n
]
k=2

N @

Portanto,

2- & F )% - %) <e.
k=1

O teorema seguinte nos diz que sempre que aintegral imprépria de uma
funcdo f existe, suaintegral também existe no sentido R*. Este resultado, observa
Bartle em seu artigo, nédo é valido paraintegral de Riemann (como vimos no exemplo

anterior), nem para Integral de Lebesgue.

Teorema: Sda f:[a,b]|® R R*-integravel em [s,b] paratodo si (a,b). Entéo Qbf
: . : S, b
existe se, e somente sg, |SIQLQf existe. Neste caso, Qf = I!Q]a of -
Prova. Seja f: [a,b]® R umafungéo R*-integravel em [s,b] paratodo si [ab).
Dado e>0, como Qbf existe, sga g um medidor em [a,b] ta que
. g e : ) -
Qf -a f(z)x - x_,) <5 sempre que {zi,[xi_l,xi];1£| £n} € uma particéo
i=1

etiquetada g-fina de [a, b] :

e

Tomemos | talque a+I1 g@ el < @

Seja s (a,b) tal que s- a<| . Entdo, existeum medidor d, tal que
Of-a f2)X- %) <§ sempre que {2,[% ,X[1EiEn} & uma particdo
i=1

etiquetada d, -fina de [s, b].



Definamos g, por g.(z) =d.(2)Ng(2) para todo zi [s,b].
Sea  {z.[x.,x[1£i£n} uma particio etiquetada g.-fina de [s,b]. Entéo
{a]a.s] z [, x]J1£i £n} é uma particio de [a,b] que é gfina pois g.(2) o2)

para z1 [s,b] e[a,s|i [a,a+1]1 da).

Logo,
Gf- §f|E |31~ f@Ns- - & Fa)x- x| +
+H& 12X - %.0)- § T +[F @S- a)

e e e e
<§+§+|f(a)|| <§+§+Qf(a)|+1)|

R IO
Portanto, L'Q;Qf—of-

Para mostrar a outra parte do teorema, primeiro vamos enunciar e provar o seguinte

resultado:

L ema de Saks-Henstock: Seja f: [a,b]® R ee>0. Se géum medidor em [a,b]

ta que 6f - é f(z)(x - x_,)|<e para toda particdo etiqueta
i=1

{z.[x.,.xJ1Ei £n} gfinade([a,b] e se éf e 6f existem para todo intervalo

[c.d]i [a,b]. Entao < 2e para toda particio etiquetada

I QJOB

d
Qf-

_ f(zi)()zi - )A(|1)

{2.[% %11 £m} gfinade[c,d].



Observagdo: Se P:{zi,[xi_l,xi ];1£i £n é uma particdo etiquetada de um certo
intervalo [a,b] denotaremos por fL(P) asomaé f(z)(x - X_,).
i=1

Provado Lema Dado e>0, s§jam g, € g, medidores em [a,c] e [d,b] tais que

<) e

P, de [a,c] e[d,b], g,-fina eg, -fina, respectivamente. Podemos supor ¢,(2) 1 o(2)

of - fL(P)

5f - fL(R) <% para quaisquer particOes etiquetadas P, e

para z1 [a,c] e g,(2)1 o2) para zi [d,b]. Fixemos tais particdes e seja D
uma particdo gfina de [c,d] . Assm P=PRUP,UD éuma particdo etiquetada ¢
fina de [a,b].

Logo,

Jd

thumk

<

Of - LP)+[9f - IR +|QT - fL(R)

e, e
<et—+—- = 2e.
2 2

Voltando a demonstracéo do teorema:

Seja f: [a,b]® Rtal que fé R*-integravel em [s,b] paratodo si (a,b) e tal que
lim 6f existe. Dado e>0, sgja a sequiéncia decrescente de nimeros {c,} .,, com
c,=b elmc,6 =a.

n® ¥

Seja g, um medidor em [cl,co] tal que

éo f- fL(D) <%2 quando D éuma g, -fina
participacdo etiquetada de [cl, co] :

Para n® 2, sga g, um medidorem[cn,cn_z] tal que

(j“f - fL(D) < %n+1 quando

D éuma participagéo g, -fina de [cn o



Definamos g em (a, b] da seguinte forma:
d2)=0.(2)N(c.¥) sez (c,b]
d2)=g,()Nl,.c..) szl (.c,,] en>1.

Como Ii(r@rl c, =a, o medidor g estadefinido em (a, b].

Seja si (a,b) esgja E uma particio etiquetada g-fina de[s,b].

Para cada n, sgja E, o subconjunto de E cujas etiquetas estdo em (cn,cn_l]. Somente
um ndmero finito de conjuntos E, sio ndo—vazios, pois E tem um ndmero finito de
etiquetas e os E, “s séo disjuntos dois adois, poisos (c,,c,. l] sdo digjuntos dois a dois.
Seja |, aunido dos intervalos pertencentes a E,. Entdo |, é um intervalo, pois os
intervalos de E, sdo adjacentes e fechados.

A particdo E é gfina em [s,b], logo paracadan, E, ég-fina em (cn,cn_l] . Mas pela
definicio de g, E, é g,-fina Também, I, (c,.c,]. el, I (c,.c, ,) quandon >1.
Assim, pelo lema concluimos que

e e
<2 =—

2n+1 2n

of - fL(E,)

n

Como fL(E):g fL(E,), temosque

n=1

‘(‘Sf - fL(E)

42
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Para completar a definicdo de g em [a,b], isto &, definir g(a), usaremos o limite da

integral em [s, b].

: b
SejaA—Il&Qf.



o

Escolhemos ga) tal que|f(a)(s- a)|<e e ‘A - Qf|<e quando s da).

Portanto, |A - fL(D)| <3e paratoda participacdo etiquetada D de [a,b] gue é gfina
visto que,

A - fL(D)|£‘A- Of|+[0f - (D) +[f(@)(s- a) <e+e+re=ze

Logo,éfzﬂ@méf.

A proposi¢ao seguinte nos mostra que poderiamos suprir do teoremae do
lema acima a hipétese de existéncia daintegral de uma fungdo num subintervalo de um

intervalo onde estafuncgéo € integravel.

Proposicdo: Sga f: [a,b] ® R uma funcdo R*-integravel em [a,b]. Entdo f é R*-
integravel em qualquer intervalo [c,d]i [a,b].

Prova. Seja f1 R*([a,b]) . Dado e>0, pelo Critério de Cauchy, existe um
medidor g em [a,b] tal que, se P, e P, sdo particdes gfinas de [a,b], entdo
|fL(R,)- fL(P,) <e. Fixemostais partigdes.

Sejaointervalo[c,d]l' [a,b] esgjam D, e D, parti¢des g-finas de [c,d]. Definamos
as seguintes particdes: S que consiste dosintervalos P, aesguerdade ¢ e do intervalo
[x, c] com etiqueta c, onde x € o maior dos extremos dos intervalos de P, tal que
x£c. S, queconsiste dosintervalos de P, adireitaded e do intervalo [d,y] com
etiqueta d , onde y é o menor dos extremos dos intervalosde P, tal que y3 d.

Assim, D,US US, e D,US US, sio partigdes etiquetadas gfinasde [a,b].
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Portanto,
fL(D,) - fL(D,)|=|fL(D,) + fL(S US,)- LS US,)- fL(D,)

=|fLib,Us US,)- fL(D,US US,)

<e.

De acordo com Bartle, temos 0 seguinte teorema:

Teorema deHake: Umafuncdo f1 R*([a,b]) se, esomentese, f1 R*([a,c]) para
~ . < . $ o <
todo cf (ab) e lim Qf existe em R. Nestecaso, Qf =lim Qf .

Provas A demonstracdo deste teorema € uma aplicagdo direta do teorema e da

proposi cao Vvistos anteriormente.

2.7 Teoremasde Convergéncia

Os teoremas de convergéncia que sao validos para integral de Lebesgue,
também sdo vélidos para Integral de Riemann Generalizada. Um resultado fécil de
mostrar é a proposicéo abaixo, as demonstracdes dos teoremas seguintes podem ser

encontradasem Robert M McLeod [11].



Proposicdo: Se {f,} .. éuma sequénciade funcdes R*-integraveis em [a,b] que

n3l

converge uniformemente para a fungéof: [a, b]® R, entéo f e R*-integravel em [a, b]
e Qf =im O,
Prova Sga f: [a,b|®R e {f,} ., umasequénciade fungdesde R*([a,b]) que

converge uniformemente para f.

Para cada ndmero natural n, existeum medidor g, em [a,b] tal que, se P, €uma

particéo etiquetada g, -fina de [a,b] entéo, 1
. 1 e
Dado e>0, existe n, tal que —<—.
n 3
Também, existe n, tal que paratodo n3 n,, |f,(x)- f(x)|< 3(be 1 paratodo
- a

x1 [a,b].
Tomemos n, = méx{n,,n,} .
Seja P umaparticao etiquetada g, -fina de [a,b].

Entdo,

fL(P) :‘fL(P)- f, L)+ £ L(P)- Oy + O i,

E|fL(P)- f, L(P)|+

\b H \b
+1of,, - Im Q f,

n® ¥

=|fL(P)- £, L(P)+

+limé3f - f ¢
nl(glég no - Q nf

1olf, - 1)

=[(f - £, J(P)| +

e

(b- a)+i+||m
3(b- a) n®¥Q
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e e e
< Z+=+

3 3 3(b-a)

(b- a) =e.

b, b
L ogo, HQ}éan—Qf-

Teorema da Convergéncia Monétona: Seja {fn}na1 uma sequéncia de fungdes em
R* ([a,b]) que & monétona crescente, isto é,
f,0)E f,00E--£f (QEF ,(X)E--- paratodo xI [a,b],

esga f(x)=lm f ()1 R para todo x1 [a,b].

Entso f1 R*([a,b]) se, e somentese, sup(jbfn <¥.

Neste caso , Qbf :Iim(an.

n® ¥

Teorema da Convergéncia Dominada: Sga {fn} uma sequéncia de fungdes em

nl

R* ([a,b]), sjam g,h1 R*([a,b]) tal que g(x) £ f,(x) £h(x) paratodo xI [a,b],

esgja f(x)=lim f,()T R para todo xI [a,1].

- b . b
Entdo, f1 R*([ab]) eQf=lmQf,.



Capitulo 111

INTEGRAL DE LEBESGUE E INTEGRAL DE DENJOY

Este capitulo estd em sua totalidade baseado nos livros. Royden [12] e
Stanisaw Sakg[13]. Os teoremas e proposicbes enunciados neste capitulo estéo
demonstrados nestes livros.

Primeiro, faremos um breve estudo das definic¢des e principais resultados
que envolvem Integral de L ebesgue no contexto de Anélise Real: Algebra de Conjuntos,
Teoria da Medida e Medida de Lebesgue. Citaremos também os trés principios de
Littlewood. Num segundo momento, veremos as relacfes entre Derivada e Integral de
Lebesgue. Depois, as defini¢bes de fungdo AC, AC*, ACG e ACG*; como também a
definicéo de Integral Denjoy.

Este capitulo tem como objetivo dar sustentacéo para a conclusdo do
trabalho no Capitulo 1V, tendo em vista que uma das propostas desta dissertacdo €

mostrar que toda funcéo que € L ebesgue Integravel, também € R*-integravel.
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3.1 Algebra de Conjuntos

Definicdo: Sgja X um conjunto de nimeros reais. Uma colegdo A de subconjuntos de

X é uma Algebra de Conjuntos se para quaisquer A,B I A temos: AUBT A,
~AT A e ANBTA.

Sendo que uma Algebra de Conjuntos A sera chamada de s -algebra se para qualquer
¥
sequénciade conjuntosde A, {A},, tem-seque | JA estaem A.

i=1

Dizemos que um conjunto € F, se & uma unido enumeravel de conjuntos

fechados e € um G, se € umaintersecgdo enumeravel de conjuntos abertos.

Definicdo: No conjunto de nimeros reais, a colecdo B de conjuntos Borel é a menor

s - algebra que contém todos 0s conjuntos abertos.

3.2 Medida deL ebesgue

Segja A um conjunto de numeros reais. Consideremos as colecoes
. ¥
enumeréveis {I,} ., de intervalos abertos tais que A1 |J I,. Chamamos de medida

n=1

exterior de A, ntA, oinfimo das somas dos tamanhos dos interval os na colecéo.
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Assm, m*A=inf §1(1,).

Al Ul

Definicdo: Um conjunto E de nimeros reais é chamado mensuravel se para todo

conjunto A nostemos m* A = m* (ANE)+m*(ANE).

Teorema: A colecBoM de conjuntos mensuraveis éumas - algebra.

Prova: Royden [12]

Definicdo: Se E é um conjunto mensurédvel, amedida de Lebesgue, mE, € a medida

exterior de E.

Proposicao: Sga {Ei}i31 uma seqliéncia de conjuntos mensuraveis.
.y
Ent3o, m% E2£ 4 nE, .
€a G i=1
. . . ~ 0_2¢
Se os conjuntos E; s&o dois adois disjuntos, entéo m% E. r=a nE, .
€a G i=1

Prova: Royden [12]

Proposicdo: Sega {En}nal uma sequiéncia decrescente de conjuntos mensuravels, isto

é, umaseqiiéncia com E_, I E_  paratodon. Se mE, éfinita, entdo

n+l

Prova: Royden [12]



Definicdo: Umafuncdo real estendida f € dita ser mensuravel Lebesgue se o seu

dominio € um conjunto mensurdvel e se para cada nUmero real a o0 conjunto

{x: f(x)>a} émensuravel.

Definicdo: A fungoindicadora c, doconjunto A éafungdo dada por

i1 s xl A

CA(X)_%O e xi A

E claro que ¢, émensuravel se, e somente se, A é mensuravel.

Definicdo: Uma funcdoreal j € chamada simples se € mensuravel e assume um

numero finito devalores. Se j ésimplesetemvalores a,,a,,--,a, entéo,

onde A °{x:j (¥ =a,}

n
. [o]
] =aA &Cy,
i=1

Definicdo: Um conjunto de nimeros reais € dito denso se todo intervalo contem um

ponto deD.

As trés proximas proposicdes sdo formalizagdes dos Trés Principios de
Littlewood gue podem ser expressados da seguinte forma: Todo conjunto mensuravel
€ quase uma unido finita de intervalos; toda funcdo mensuravel é quase uma fungdo
continua; toda seqiiéncia convergente de fungdes mensuraveis é quase uniformemente
convergente. Segundo Royden [12], Littlewood afirma que os outros resultados da
Andlise Rea que contém Medida e Integracdo sdo aplicacBes intuitivas destes

principios.



Defini¢éo: Dizemos que g: [a,b]® R é uma funcéo escada se existe uma particdo
etiquetada { [x,,,x}i=12,--,n} e um conjunto {c;i=12--,n1 R ta que

g(X):Ci para Xi-l<X<Xi com i:1,2,"',n.

Proposic¢ao: Dado um conjunto E, as seguintes cinco sentencgas sdo equivalentes:
i. E émensuravel;
ii.dado e> 0, existe um conjunto aberto O E E com m*(O~E)<e;
iii.dado e> 0, existe um conjunto fechado F1 E com m*(E~F)<e;
iv.exiseumGem G, com EI G,m*(G~E)=0;
v.exiseumFem F, com Fi E,m*(E~F)=0;

Prova: Royden [12]

Proposicdo: Sga f umafuncdo mensuravel em [a,b] tal que f éinfinita somente

num conjunto de medida nula. Entdo, dado e > 0, existe uma funcéo escada g e uma

funcdo continua h tal que

m{x:|f(x)- g(x) 3 g<e e m{x:|f(x)- h(x) 2 g<e.

Prova: Royden [12]

Proposicdo: Seja E um conjunto mensurével de medidafinita, e {fn}n uma sequéncia
de funcBes mensuraveis definidas em E. Seja f uma fungdo real tal que para cada x

em E nés temos f (x)® f(x). Entdo dado e>0 e d>0, existe um conjunto
mensurdvel A 1 E com mA<d eum inteiro N tal que paratodo xi A e todo

n3N, |f.(x)- f(x)|<e.



Prova: Royden [12]

3.3 A Integral deL ebesgue

Sga a funcdo escada y :[a,b]® R dada por y(x)=c  para
X, <X<X, com i=12:--,n onde os Cc's sS40 constantes e

{ [x..,x;Ji=12,---,n} éuma partico de [a,b]. A integral deRiemann de y ¢

Qby(x)d)(: égl G (Xi } Xi-l)'

i=1

Proposicdo: Sgga f uma funcdo definida e limitada em um conjunto E de medida

finita f émensuravel se, e somentese,

ifrjgf oY (X)dx =sup (j (x)dx paratodasasfuncoessimples; ey .
y £ f3j E

Prova: Royden [12]

Definicdo: Seja f uma fungdo limitada mensuravel definida em um conjunto E com

mE finita, definimos aintegral de Lebesgue de f sobre E por
oOf (x)ax = irf ¢y (x)x
E E

paratodafuncdo simplesy 3 f .



Se f € uma funcdo ndo—negativa mensuravel definida em um conjunto mensuravel

E, nos definimos aintegral de f sobre E por

of =sp
E

hEf ¢

ondeh é uma fungéo mensurével limitadatal quem{x: h(x) * 0} éfinita.

Definicdo: Uma fungdo f mensurével ndo negativa é chamada integravel ( L ebesgue)

sobre o conjunto mensuravel E se of <¥.
E

A parte positiva f * deumafuncéo f édadapor f *(x) = méx{f(x),0}.
Similarmente, f " (x)=max{- f(x),0}
Assm, f=f"-f e [f[=f"+f.

Definicdo: Umafungdo f mensurdvel éditaserintegravel sobreE se f* e f~ sdo

ambasintegraveissobre E. Alémdisto, ¢f =¢f " - of .
E E

E

Teorema de Convergéncia deL ebesgue: Seja g integravel sobre E e sgja {f,}

n31

uma seqiéncia de fungbes mensuraveis tal que |fn| £9g paatodonemE. Se
f(x)=1lim f,(x) paraquasetodox emE, entéo 91‘ = lim Eofn.

Prova: Royden [12]
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Teorema Sgja {gn} uma sequiéncia de fungdes integraveis que converge g.S. para

n31
uma funcéo integravel g. Seja {fn} uma sequéncia de fungbes mensuraveis, tais que
If.|£9, e {f.},., convergepara f quasesempre.

Se oo =Im qg,, entéo Qf = lm Qf, .

Prova: Royden [12]

3.4 Relacdo entre Derivada e I ntegral deL ebesgue

Dizemos que uma colecdo de intervalos A cobre um conjunto E no
sentido de Vitalli, separacada e>0 e qualquer x em E existe um intervalo

1T Atalquexi | el(l)<e.

Lema (Vitali): Sga E um conjunto de medida exterior finita e A uma colecdo de

interval os que cobrem E no sentido de Vitalli. Entdo dado e> 0, existe uma colegcdo
. - : , & N
disuntafinita {I,,...,1,} deintervalosem A tal que m*%~ In8< e.
n=1

Prova: Royden [12]

Teorema: Segja f uma fungdo real crescente no intervalo [a,b] . Entéo f €

diferenciavel quase sempre. A derivada f ¢ émensuravel, e



O FEX)ax£ (b)- f(a) .

Prova: Royden [12]

Definicdo: Uma funcéo f € de variagdo limitada em um intervalo |, se existe um

numero finito M tal que g |f()- f(a;)<M paraqualquer seqiiéncia de intervalos

n&o sobrepostos {[ai ,bi]} contidaem |I,.

Teorema: Umafungdo f é de variagdo limitada em [a,b] se, e somente se, é a
diferenca de duas fungdes reais monotonas em [a, b] :

Prova: Royden [12]

Corolério: Se f édevariacdo limitada em [a,b] , entdo f &x) existe para quase
todo x em [a,b].

Prova: Royden [12]

Lema: Se f éLebesgue Integravel em [a,b],entéo afuncdo F definida por
F(x) = (‘Sf(t)dt

€ umafungéo continua de variagéo limitadaem [a, b] :

Prova: Royden [12]

Teorema: Seja f uma funcio integréavel em [a,b], e suponha F(x) = 6f(t)dt +F(a).

Entso F¢x) = f(x) paraquasetodox em [a,b].
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Prova: Royden [12]

Definicéo: Umafungéo real f definidaem [a,b] é dita ser absolutamente continua se,

dado e>0, existe d>0 ta que para toda colecdo finita de intervalos diguntos

{(x,x9,i =1,2---n} com _6°_1|>g¢- x|<d, tem-se §_1|f(>gd) f(x)<e.

Teorema: Uma funcéo F € uma Integral Indefinida se e somente se € absolutamente
continua.

Prova: Royden [12]

Corolario: Todafuncéo absolutamente continua € aintegral indefinida de sua derivada.

Prova: Royden [12]

3.5 FungdesAC, AC*, ACG, ACG*

Definicdo: Umafuncdo finitaF sera dita funcdo absolutamente continua no sentido

amplo em um conjunto E ou absolutamente continuaem E ( AC ), se dado e>0,

existe um  h>0 tal que para toda seqiéncia de intervalos ndo sobrepostos

~ [o]

{la,.b.]}.., cujos pontos finais pertencem a E, ainequagio & (b, - a )<h implica
k

é. |F(bk)' F(ak)|<e :

k



Definicdo: Uma fungdo finita F serd chamada funcéo absolutamente continua
generalizada no sentido amplo num conjunto E, ou simplesmente funcéo
absolutamente continua generalizadaem E (ACG ), se F é continunaemE ese E é a

unido de umasequénciafinitaou enumeravel de conjuntos E, em cadadosquais F é

AC.

Definicdo:  Uma funcdo finita F é dita ser absolutamente continua no sentido

restrito em um conjunto limitado E, ou AC* em E, se F € limitado em um intervalo

contendo E e se paracada e>0 corresponde um h >0 tal que, para toda seqiéncia

finita de interval os ndo sobrepostos {I . } cujos pontos finais pertencem a E, ainequacéo

al|<h implica g o(F:1,)<e, onde O(F:I,) é a oscilagio da fungdo F no
k k

intervalo |, .

Definicdo: Uma funcdo serd dita absolutamente continua generalizada em um

conjunto E , ou ACG* em E, se afuncéo é continuaem E , e se E pode ser expresso
como umaunido de uma sequiénciade conjuntos limitados E, em cada um dos quais

afuncdo é AC*.

Observacdo: Quando E é um intervalo, AC* em E coincide com AC e ACG* com

ACG.
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3.6 Integral de Denjoy

Uma funcdo de umavariavel f serd chamada D-integravel ( Denjoy
integravel ) emumintervalo | = [a, b] se existe uma funcdo F que € ACG ( continua
absolutamente generalizada) em I quetem f por sua derivada aproximada quase

sempre. A fungcdo F é entdo chamada D-integral indefinida de f em | . Seu
incremento F(1) = F(b)- F(a) sobreointervalo | é chamadoD-integral definida de f

sobre | e € denotado por

(D)bf (x)}dx  ou (D)E‘)f (x)eix .

Similarmente, uma funcdo f serd denominada D*-integravel em um
intervalo | = [a, b], se existe uma funcdo F que é ACG* ( continua abasolutamente
generalizada no sentido restrito) em Ee Ftem f por sua derivada ordinaria quase

sempre. A funcdo F é entdo chamada D*-integral indefinidade f em I.. A

diferenca F(1)=F(b)- F(a) éditaD*-integral definidade f sobre | e é denotada

por

(O*) of (x)dx ou por  (D*) bc‘)f(x)dx

Para uniformidade de notacdo, a integra Lebesgue sera

freqUentemente chamada L-integral.

Asintegrais D e D* sdo fregiientemente dados os nomes de integrais

Denjoy no sentido ampl o, e no sentido restrito, respectivamente.
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As relagbes fundamentais entre os processos Denjoy e Lebesgue sédo dados a
sequir:
Teoremas

1° - Umafuncdo f queé D-integravel em um intervalo | € necessariamente também

D*-integrével em | e ndstemos
(D*) of (x)ox = (D) ¢)f (x)eix
| |

2°- Umafuncdo f que é L-integravel em um intervalo | € necessariamente D*-

integravel em | e nostemos
(D*) of (x)x = (L) ¢y (x)eix

3 - Umafuncdo que é D-integravel e quase sempre ndo negativa em um intervalo | €

necessariamente L—integravel em| .



Capitulo 1V

CONCLUSOES

Estudantes de graduacdo geralmente estudam Derivada Ordinéria e
Integral de Riemann. Sabemos porém que estas ndo séo adequadas para matematica
avancada pois existem muitas fungdes que ndo se enquadram em tais definigdes. Neste
trabalho, vimos que através de simples modificacBes , podemos obter generalizactes

destes conceitos.

A funcéo de Cantor f estudada no capitulo | € umafuncéo continua, ndo
decrescente em [0,1] que € constante em cada intervalo do complemento do conjunto

de Cantor C. Temosque f:C® [O;L] € sobrejetora, mas nédo e injetora. Caso fosse

injetora, como os conjuntos C e [0,1] sd0 compactos (C é um subconjunto fechado de
um conjunto compacto), f seriaum homeomorfismo . Mas C é totalmente desconexo e
[0,1] € conexo. A funcdo de Cantor f é derivavel quase sempre. De acordo com

Armstrong [8], esta funcéo pode ser derivavel através de uma parametrizacdo. Assim f



possui derivada paramétrica. Bruckner [4] faz uma discussdo sobre “criar

diferenciabilidade” que ele resume através de alguns teoremas, entre eles o seguinte:
Teorema Sgja F umafuncéo definidaem [0,1] . Uma condicdo necessaria e suficiente

para existir um homeomorfismo sobrejetor de [0,1] nele mesmo tal que Foh é
derivavel é que F sgjacontinua e de variacao limitada.
Aplicando este teorema na funcdo de Cantor, obtemos o seguinte
resultado:
Corolario: A funcdo de Cantor f pode ser transformada em uma fungéo com

uma derivada limitada.

O reverso do Teorema Fundamental do Calculo para Integral R*,
enunciado no Capitulo I, também é verdadeiro segundo Lamoreaux e Armstrong [8].
Parafazerem tal afirmagéo eles se utilizam do artigo “Parametric differentiation and the
Denjoy integral” de G.P.Tolstov . Neste artigo Tolstov prova que uma fungdo F em
[a,b] tem uma derivada paramétrica f se, e somente se, € integravel em [a,b] no
sentido Denjoy. Se valem também do fato que a Integral de Denjoy € equivalente a
integral de Riemann Generalizada de acordo com R. A Gordon [7]. Ficando ent&o

proposto o seguinte teorema:

Teorema Fundamental do Célculo: Seja afungéo F:[a,b] ® R. A fungéo f é uma

derivada paramétricade F em [a,b] se, esomentese, f € R*-integravel. Neste caso,

b
\

O f()dx=F(b)- F(a).



A funcio F:[01]] ® R dada por F(x) = xzseni2 para x1 0 e

X
F(0)= 0 éderivavel entodo ointervalo [0,1] .Assim f =F(¢ e R*-integravel em [0,1]
e aplicando o Teorema Fundamental do Calculo (;-l)f (X)dx =F () - F(0) =senl. Mas

F ndo é absolutamente continua em [0,1], logo f =F (¢ ndo é Lebesgue integravel em

[0,1] .( Para afirmar que f ndo é Lebesgue integravel, poderiamos também olhar para

éf(x)|dx:¥ ). Portanto f é um exemplo de uma funcdo integravel no sentido
Riemann Generalizada, porém ndo L ebesgue integrével. Temos assim ampliado o nosso
conjunto de funcdes integraveis. Por outro lado, toda funcdo R*-integravel cujo valor

absoluto tem R*-integral finita é Lebesgue integrével. Assim aintegral R* acrescenta a

L algumas fungBes cujos modulo tem integral infinita,

Pode-se mostrar que toda fungdo que € Lebesgue integravel, € R*-
integravel. Utilizando um definicdo descritiva da integral de Lebesgue dada por
Sackg[13] mostra-se que toda funcdo Lebesgue integravel é Denjoy integravel; e de
acordo com Gordon [ 7] mostra-se que integral de Riemann Generalizada € equivalente a

Integral deDenjoy.
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