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Introducio

No ano de 1972, Ola Bratteli publicou o artigo Inductive Limits of
Finite-Dimensional C*-dlgebras pela Trans. Amer. Math. Soc.. Este foi o primeiro
momento em que o assunto AF-algebras foi introduzido e, a partir dai, ele tem
ganhado espago em alguns livros de C*-4lgebras e de geometria ndo comutativa.

O objetivo do nosso trabalho é fazer um estudo de Algebra,s Aproxi-
madamente Finitas (AF-dlgebras) e, para isso, usamos essencialmente o artigo de
Ola Bratteli, além de outros livros de C*-dlgebras como [Murphy| e [Davidson).

No Capitulo 1 procuramos apresentar os resultados basicos sobre C*-
' Algebras que estao mais ligados com o objetivo deste trabalho, tais como a Cons-
trugdo GNS e Limites Indutivos. ‘

No Capitulo 2 mostramos quais sdo os morfismos de M,(C) em M,,(C),
j4 que esta é uma questdo vital para os capitulos seguintes e, além disso, tem sido
tratada muito resumidamente nos livros correntes de C*-Algebras .

A definicao de AF-dlgebras é dada na primeira Segao do Capitulo 3.
Porém, os exemplos de AF-dlgebras sao deixados para a Secao 3.3, pois eles ficam
muito mais interessantes quando sao vistos com o auxilio dos diagramas de Bratteli,
assunto discutido na se¢do 3.2. Na iltima Se¢do do Capitulo 3 mostramos que K (H)
é uma AF-algebra .

O Capitulo 4 foi reservado para a demonstragdo de um teorema de
caracterizacido de AF-algebras, além de discutir questdes de isomorfismos entre AF-
4lgebras. ’

No Capitulo 5 mostramos como utilizar os diagramas de Bratteli para
.reconhecer os ideais de uma AF-dlgebra , os ideais Primitivos de uma AF-4lgebra e
também como reconhecer uma, AF-3lgebra Simples.

Finalizamos este trabalho com o Capitulo 6, apresentando uma cons-
trucao das AF-4lgebras CAR (Canonical Commutation Relations) e GICAR (Gauge
Invariant CAR).



Capitulo 1

Pré-Requisitos

1.1 Conceitos Preliminares
O objetivo desta segao é listar alguns conceitos e resultados da teoria bésica de
C*-Algebras que serdo utilizados ao longo desse trabalho.

Uma Algebra é um espaco vetorial A, sobre um corpo K, (que sempre
consideraremos como sendo C) no qual estd definida uma multiplicacdo que satisfaz

z(yz) = (zy)2
. (z+y)z=z2+yz, z(y+2)=zy+z2
iii. a(zy) = (az)y = z(ay) para todo x,y",)z €cAeacC.
Se, além disso, A é um espaéo de Banach com uma norma que satisfaz

a desigualdade multiplicativa [|zy|| < ||$||||y|| para todo z,y € A, entdo A é chamada
de Algebra de Banach.

Dada uma Algebra A, dizemos que B C A é uma Sub-Algebra de A se
B for um sub-espaco vetorial de A fechado para a multiplicacao.

Dizemos também que um subconjunto I C A é um Ideal ¢ esquerda
(respectivamente, & direita) se I é uma subélgebra satisfazendo: Sea € Aeb € I,
entdo ab € I (respectivamente, ba € I). Um Ideal em A é uma sub-dlgebra que é
simultaneamente um ideal & direita e & esquerda.

Uma Involu¢do em uma Algebra A é uma aplicacao * : A — A satis-
fazendo:

L (z+y)=3z"+y"
ii. (Az)* = Az*
iii. (zy)* = y*z*
iv. z* =g pafa, todo z,y € A e AeC.
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Um Algebra A munida de uma involugio é chamada de +-Algebra.

Uma C’*-fflgebm A é uma *-Algebra de Banach na qual verifica-se a

igualdade
lla*al| = ||a||* para todo a € A.
E f4cil ver que se A é uma C’* Algebra esex € A entio ||ml| = ||z*||. De
fato, note que ||z||? =
o[ = f|a")"a" 2" < [|@)°]l = lzll-

Além disso, se A for uma C*- lgebra com unidade (isto é contiver uma,
unidade 1), entdo ||1]| = 1, pois ||T]] = ||1*|| = ||1*1|| = ||7)|.

Como exemplos de C*-Algebras podemos citar:

Exemplo 1.1.1. O corpo C dos niumeros complexos com a mvolugao dada pela
conjugacdo A — X e com a norma dada pelo médulo é uma C* Algebm

Exemplo 1.1.2. Seja H um Espago de Hilbert. Temos que o conjunto B(H) dos
operadores limidados de H € uma C*-Algebm com o produto dado pela composicGo
de operadores, a norma dada por ||T|| = sup{||Tz||;z € H,||z|| < 1} e a involugdo
dada por T* =adjunto de T';

Exemplo 1.1.3.  Seja Q um Espaco Topolégico Localmente Compacto Hausdorlff.
Seja Co() ={ f:Q—=C; fécontinuae Ye>0, 3K CQ compacto tal que

Ifz)]|<eVzeQ\K }. C’O(Q) é uma C*-Algebra com a involugio f*(z) = f(.?:)

as operacdes definidas pontualmente e com a norma ||.||.o- Uma espécie de reciproca
para este exemplo é o importante Teorema de Gelfand (ver Secdo 2.1 de [Murphy]),

que afirma que toda C*- Algebm abeliana é da forma Co(Q), onde Q2 € algum espaco
de Hausdorff localmente compacto. Vamos assumir este teorema sem demonstracéo,

apesar de utilizd-lo em alguns momentos nesse trabalho.

Exemplo 1.1.4. Dada uma familia de C’*-fflgebms (Ax)xen, sejam IIy Ay o pro-
duto cartesiano das dlgebras e @, Ay o subconjunto de I1y Ay dado por

®Ax = {(ax)r € ILA, : ||(ax)s]| = sup laxl] < oo},

Temos que @A) € uma C*-Algebm com as operacdes definidas pontualmente.

E f4cil ver que toda *-subglgebra fechada de uma C*-Algebra ¢ também
uma C*-Algebra . Desse modo, iremos chamar uma, *-sub4lgebra fechada de uma
C*-Algebra de C*-Subdlgebra.

Seja A uma x-4lgebra e a € A. Dizemos que a é Auto — Adjunto ou
Hermitiano se a* = a. Observe que se A tem uma unidade 1, entao 1 é hermitiano,
pois 1" = 11* = (11*)* = (1")* = L.

Dizemos também que um elemento a € A é Normal se a*a = aa”.
Neste caso, a *-algebra gerada por a, isto ¢, o conjunto de todos os polinémios em a
e a* com coeficientes complexos, é abeliana.
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Um elemento p € A é uma Projegdo se p = p* = p°.

Se A tem unidade, entdo u € A é chamado de Unitdrio se u* = u~t.
Note que elementos unitdrios em uma C*-Algebra com unidade tém norma 1, pois
el = fluw*]] = (|2 = 1.

Ao longo desse texto, sempre mencionaremos se a C*—Algebra com que
se vai trabalhar tem ou nio unidade. Sobre este assunto vale a pena relembrar o
conceito de unitizagdo de uma C*-Algebra .

Seja A uma x-dlgebra (ndo necessariamente com unidade). Definamos
A = A® C, com multiplicagdo e involugdo dadas por:

(@, A)-(b, 1) = (ab+ Ab + ap, Ap)
(a,\)* = (a*, )

E facil ver que A é uma x-3lgebra que tem o elemento (0,1) como
unidade. Dizemos que A é uma Unitizagdo de A. Se A é uma *-dlgebra de Banach,
entdo A também o é, com a norma ||(a, A)|| = ||a|| + |Al-

_ No entanto, mesmo que A seja uma C*-Algebra , esta norma nao torna
A uma C*-Algebra . Como exemplo, fagamos A = C e (a,A) = (—4,2). Dai,

l(a, M)II? = |}(—4,2)||> = 36, mas ||(a, \)*.(a, \)|| = ||(0,4)|| = 4. Na verdade, se A ¢

uma C*-Algebra , ent3o existe uma tinica norma sobre A tornando-a uma C* -Algebra
e extendendo a norma de A. Esta norma é dada por

[|(a, A)|| = sup{ [lab + Abl; b€ A, []p] <1}
Este resultado pode ser encontrado na se¢do 2 de [Murphy].
_ Seja a € A, onde A é uma *-dlgebra comi unidade. Definimos o
Espectro de a como sendo o conjunto
o(a) := {A € C: A1 — a ndo é inversivel em A}

Definimos o Resolvente de a como sendo p(a) := C\ (a). Se A ndo
tem unidade, entdo o espectro de a € A é o conjunto ¢ 7(a), isto é, é o espectro de

a, onde a é visto como elemento de A.

Seja A uma C*-Algebra . a € A é dito ser Positivo se a = a* e

o(a) C R;.
Definimos ainda o Raio Espectral de um elemento a € A como sendo

r(a) :=sup{|A|; A € o(a)}.

- Vamos mencionar a seguir, sem demonstragdo, dois importantes resul-
tados da teoria bésica de C*-Algebras que podem ser encontrados em [Murphy] ou
[Rudin).



O primeiro deles é que se a é um elemento normal de uma, C*-Algebra
A, entdo r(a) = |la||. O segundo resultado, também conhecido como Teorema da
Aplicacio Espectral [Murphy], diz que se a é um elemento normal de uma C*-Algebra
com unidade e se f € C(o(a)), entdo o(f(a)) = f(o(a)).

Uma Unidade Aproxzimada para uma, C*—Algebra A é um net crescente
(ux)aca de elementos positivos de norma menor ou igual a 1 tal que

a= liin auy = li/{n uya para todo a € A.

Um importante fato, que pode ser encontrado na secio 3.1 de [Murphy]| é que toda
C*-Algebra admite uma unidade aproximada.

Sejam A e B duas C*-Algebras . Uma aplicagdo linear 7 : A — B¢
um Homomor fismo se satisfizer

7(zy) = n(z)7(y) para todo z,y € A .

Além disso, se 7 satisfizer w(z*) = w(z)*, entdo 7 é chamado de * — Homomor fismo.
Um *-homomorfismo bijetivo é chamado de x — I'somor fismo.

Para encerrar esta secio vamos demonstrar um resultado importante
sobre homomorfismos.

Teorema 1.1.5.  Seja 7 : A — B um x-homomorfismo entre duas C* -Algebms A
e B. Entdo: '

i. ™ € norma decrescente, i.e., [|m(a)|| < |lall, Ya€ A
i1. Se 7 € injetivo, enldo 7 € uma isometria.

Demonstracao:

Vamos supor que A e B tém unidade e 7(1) = 1 (se néo for este o caso,
podemos estender 7 a um tnico *-homomorfismo % de A em B ).

(i) Seja a € A. Se a = a*, entdo é ficil ver (usando o resolvente) que
op(m(a)) C oa(a). Dai,

[ (@)l = r(m(a))
< r(a)
= lal|.
Para um elemento a qualquer,
im(@)}* = ||z (a)m(a)*]
= ||w(aa®)||
< llaa”||.

= |lall*.
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Logo, ||7(a)|| < ||lal| V a € A.

(i) J4 sabemos por (i) que ||7(a)|| < ||lal| V a € A. Vamos supor entdo
que 7 ndo é isometria, isto é, que existe a € A tal que ||7(a)|| < |jal]. Seja

r:=|lr(a*a)|| < ||a"a|| =: s.

Considere f € C([0, s]) tal que f(t) = 0 para 0 <t < r e f(s) = 1. Pelo teorema da
aplicagdo espectral, temos que

0= f(n(a*a)) = n(f(a"a)) (1)

Por outro lado, como f ndo é identicamente nula sobre o espectro de a*a, entdo
3 X #0com X € f(o(a*a)) = g(f(a*a)). Dai,

fla*a) #0 (2)

Por (1) e (2) segue que 7 ndo é injetivo, contradizendo a hipdtese.

Logo, 7 ¢ isometria. o

1.2 Funcionais Lineares

Existem muitos resultados interessantes sobre funcionais lineares. No entanto, nesta
Secdo procuramos apresentar apenas aqueles que estdo mais ligados com o assunto
desse trabalho. '

Definicao 1.2.1. Seja A uma C*-fflgebm . Um Funcional Linear f sobre A € uma
aplicacdo linear de A em C. Dizemos também que f € Positivo se valer f(a*a) >0
para todo a € A. Além disso, se o funcional positivo f for continuo e de norma 1,
dizemos que f é Estado, e denotaremos por S(A) o conjunto de todos os estados de

A.

Dado um funcional linear positivo f : A — C, onde A é uma C*-
Algebra , podemos associar a f uma forma sesquilinear positiva sobre A dada por:

(a,b) == f(b*a)
Assim, (.,.) satisfaz a desigualdade de Cauchy |(a,d)*> < (a,a)(b,b). Isto impli}:a em
[f(b"a)* < f(a"a)f(b"D) (1)

Teorema 1.2.2. Seja f um funcional linear co“ntz’nuo sobre uma C*-/ilgebm com
unidade A tal que ||f|| =1 = f(1). Entdo f é estado.



Demonstracao:

Seja a € A hermitiano e ||a|| < 1. Vamos provar que f(a) € [—1,1].
Note que para n € N,

lla £ ind||? = ||(a £ inl)(a £ ind)*||
= ||(a £ inl)(a F inl)||
= a2 + 21
< lla®|| + [In*1]
< 1+n2

Dai
la£inl] < vV1+n2 neN (2)

Qualquer funcional linear limitado satisfaz |f(z)] < ||f|llz)|. Assim, -
usando (2) e a hipdtese, obtemos

|f(a) £ in| = |f(a £ ind)]
< [[flllla + nd]]
<vn?24+1V n eN.

Isto significa que f(a) esta na intersec¢do de todos os discos centrados
em =+in e de raio v/n? + 1. Esta intersec¢do é o intervalo [—1,1].

Agora, se 0 < z < 1, entdo ||20 — || < 1. Logo f(2z — 1) € [-1,1],
isto é,

—1<f(2z-1) <1
= —1<2f(zx)-1<1
= 0<f(z) <L

Assim, f é positivo. 5

Teorema 1.2.3. Se a € um elemento normal e ndo nulo de uma C*—Algebm A,
entdo existe um estado f tal que ||a|| = |f(a)|.

Demonstragao: _ .

_ Seja B C A a C*-subalgebra gerada por 1 e a, onde 1 é a unidade
de A. Como a é normal, B é comutativa. Pelo Teorema de Gelfand (conforme
[Rudin}), existe um funcional linear fo : B — C, com ||fo]| = 1, fo(1) =1 e tal que
la|] = |f2(a)|- Pelo teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear continuo
f1 sobre A que extende f e, além disso, preserva a norma de f,, isto é, 1Al = 1.
Dai, como fi(1) = f»(1) = 1, concluimos, pelo Teorema 1.2.2 que fi é positivo.
Agora, seja f a restrigdo de f; sobre A. E facil ver que f é funcional linear positivo
satisfazendo ||a|| = || f(a)|| e || f]| = 1. Logo, f é estado sobre A e ||a|| = || f(a)]]- o



Lema 1.2.4. Se f € um funcional linear positivo sobre uma C’*-/flgebm A, entdo
para cada unidade aprozimada (uy)xca de A, || f]| = limy, F(uy).

Demonstracao:

Por hipétese temos que f € positivo e (u))aea € unidade aproximada, de
A. Com isso, (f(ux)a)aca é um net crescente em R, convergindo para o seu supremo
que evidentemente é menor ou igual a ||f||, isto é, limy f(uy) < ||f||. Agora, seja
a € A com |la}} < 1. Dai,

[f(ura)” < f(un)® < fu)lif]
= lim| f (usa) * < lim £(uy)] ]
= |f(a)]? < liFf(uA)||f|| para todo a € A, com ||a]| <1
= 171 < tim fan) )
= 11 < tim £(u).

Logo, || fl| = limy f(u»). o

Teorema 1.2.5. Seja f um funcional linear positivo sobre uma C*-Algebra A.
Entao:

i. Para cada a € A, f(a*a) = 0 se e somente se f(ba) = 0, para todo b € A
. f(b*a*ab) < ||a*al||f(b*D), para todoa,b € A

Demonstragao:
(i) Basta usar a desigualdade (1) (desigualdade de Cauchy).
_ (i) Podemos supor que f(b*b) > 0, pois se for nulo basta usar o item
(i). Considere entdo o funcional '

p:A—>C
F(b*cb)
D)

E facil ver que p é positivo e linear. Seja (uy)xeca uma unidade aprox-
imada de A. Entao pelo Lema 1.2.4, temos que

o]l = lim p(us)
f(b*uxb)

)
_ )
76°0)
=1.




Como sabemos que |f(z)| < ||f]|l|z|], decorre que

pla*a) = |p(a*a)|
< |lolllla*all
= p(a*a) < |la*all
f(b*a*ab)
fo*y) ~
= f(b*a*ab) < |la*al|f(b*D).

lla*all

O

Definicao 1.2.6. Um estado f sobre uma C*—Algebm A € Puro se satisfaz a
sequinte propriedade: ”Se p é funcional positivo sobre A com p < f, enido existe
t €[0,1] tal que p=1tf"”.

Definicao 1.2.7. Um ponto r de um congunto convexo C em um espaco vetorial
X é um Ponto Egtremo de C se a condicio © = ty + (1 — t)z, onde y,z € C e
t € (0,1) implicar que z =y = 2.

Proposicao 1.2.8. Seja X um espaco vetorial , C C X convexo e x € C.
n

Entdo = € ponto extremo de C se e somente se quando tivermos z = Y \;y;, onde
i=1
n
y; € C , ;>0 para todo i e Y A\ = 1 implicar que x = y; para todo 1.
i=1

Demonstragao:
(<) Trivial.

n n
(=) Suponha que z = > iy, ¥ €C A\ >0paratodoie) ) = 1.

=1 =1

Entao

n n A

¥
T = 5 Aili = Aiglio + (1= Agp ) . ———¥i) - (3)
- 1 -\
i=1 i#io 0
n n .

Observe que 1—_*—/&()3/z € C, pois y; € C para todoie ), —1%}:; = 1—:—:\\:501 =1.

i#ip i#io
Usando a hipétese, decorre da equagio (3) que z = y;, e, analisando o

modo como obtemos isto, fica claro que podemos obter z = y; para todo 1. O

Observacgao 1.2.9. A proposicao anterior nada mais é do que uma defini¢do

equivalente para ponto extremo e serd utilizada num resultado importante do Capitulo
2.

Observacgao 1.2.10. Do Lema 1.2.4 podemos obter o sequinte resultado: se f e g
sdo funcionais lineares positivos sobre uma C*-Algebra A, entio ||f+gl| = || f]|+|l]|-

Com isso vamos provar a seguinte proposi¢ao.

9



Proposicio 1.2.11.  Seja A uma C*-Algebra e f um estado sobre A. Entdo fé
puro se e somente se f € ponto extremo de B, onde B :={ funcionais positivos de
norma menor oy igual a 1} .

Demonstragao:
(=) Suponha que f =1tf;i + (1 —t)fo, com fi,fo € Bete (0,1). E
claro que ¢f; < f. Dai, usando a hipétese, existe u € [0, 1] tal que

tfi=npuf. (4)

Além disso 1 = ||fl| = [ltfo + (1 — t) fol| = [l fu]] + (1 — 2)|| fol|. Como
tfill + @ =D)fell = L e |full e [|f2l]l <1 decorre que ||/if| = ||f2l] = 1. Entao,
tomando o médulo em ambos os lados da equagdo (4), obtemos ¢t = u e assim f;, = f.
Com um raciocinio andlogo obtemos fo = f. ,

(<) Suponha que existe f; € B tal que f; < f. Seja fo:=f— fi e
I full = A. Dai f = f; + fa e como 1 = || f|| = || fr|| + || f2ll, decorre que || fa|| =1 — A.
Seja g1 = A 'fie g2 = (1= A)"'fo. Entdo f = g1 + (1 — A)ge, com g1,9» € B.

Usando a hipétese de f ser extremo vem que f = g; = ¢ e assim f; = Af. a

1.3 Representacao GNS

O Objetivo principal desta se¢io é apresentar o famoso teorema de Gelfand-Naimark
(conforme {Gelfand 48)), que afirma que toda C*-Algebra pode ser vista como uma,
C*-subélgebra de B(H), para algum espaco de hilbert H.

Definicao 1.3.1.  Uma Representacao de uma C*—/flgebm é um par (H, ), onde
H é um espago de Hilbert e m : A — B(H) é um x-homomorfismo. Diz-se que (H, )
¢ uma Representacdo Fiel se w € injetivo.

Vamos rever a seguir o conceito de soma direta de uma colegdo qualquer
de espacos de Hilbert, comegando com a

Definicao 1.3.2.  Seja X um espago de Banach e (;);c; uma sequéncia em X,

onde I é um conjunto qualquer de indices. Entdo dizemos que a série Y x; converge
iel

para x € X e denotamos isso por Y, x; = z se para todo € > 0 existe F' C I finito
i€l :
tal que para todo G finito com FF C G C I, tivermos || )_ z; — z|| < &.

i€G

Desse modo, dada uma colegio de espagos de Hilbert { Hy} ca onde A
é um conjunto qualquer de indices, ndo é dificil verificar que o conjunto

H = {z = (Z))xeca, Tx € Hy, tal queZ(m,\,a:,\)HA < oo}
AEA
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também é um espaco de Hilbert, onde a convergéncia da série Y (zy,z,)g, estd
: A€A
baseada na Defini¢do 1.3.2 e o produto interno dado por

(z,9)m = Z(%\;?A)HM para T = (Za)rea € ¥ = (Ya)aea-
A€A '

Com isso podemos definir a soma direta dos espagos de Hilbert {Hx}xea

como sendo o conjunto € Hy := H, com o produto interno dado acima.
AEA

Observacgido 1.3.3.  Se (Hy,7a)aen € uma familia de representacdes de A, entdo
a soma direta dessas representagdes € a representacdo (H,m), com H = @©\H) e.
m(a)((z2)x) = (ma(a)(zx))r Ya € A e (z\)r € H.E fdcil ver que (H,7) é uma
representacdo de A. Além disso, se para cada a # 0, a € A, existe A tal que
ma(a) # 0, entdo (H,n) € fiel.

Agora, seja A uma C*—Algebra e p um funcional linear positivo sobre
A. A construcao que faremos abaixo é costumeiramente chamada de Construcdo
GNS (conforme [Gelfand 48]) e consiste em criar um espago de Hilbert H, e um
homomorfismo 7, ambos associados ao funcional ¢, de modo que (H,, 7,) se]a uma
representacao de A.

Seja Ny, = {a € A : yp(a*a) = 0}. Decorre do Teorema 1.2.5 que N, é
um ideal fechado & esquerda de A e que a aplicacdo

(A/N, x A/N,) — C
(a+ Np,b+ N,) = o(b*a)

é um produto interno sobre A/N,,.

Seja H, o completamento de A/N,. Seja a,b € A. Note que, usando
novamente o Teorema 1.2.5, obtemos

llab + Ny,||* = (ab + Ny, ab+ N,)
= ¢((ab)"ab)
= p(b*a*ab)
< lla*alle(6*b)
= [lal*|lb+ Ny|l.

Dai .
llab + Nol* < llalf?[|b + Nl - (1)

Com isso, se a € A, por (1) fica bem definido o operador 7(a) €
B(A/N,) dado por 7(a)(b+ N,) = ab+ N,. Além disso, por (1) também obtemos
| (a)]| < flall.
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Assim, o operador 7(a) tem uma unica extensdo continua a um ope-
rador 7,(a) sobre H,. Além disso, a aplicacdo

T,: A — B(H,)
a — w,(a)

é um *-homomorfismo.

Definicdo 1.3.4. A representacdo (H,,m,) de A é chamada de Representagdo de
Gelfand-Naimark-Segal (ou GNS) (ver [Gelfand 48]) associada ao funcional .

Definicao 1.3.5. Se A ;é 0, definimos a sua RepresentacGo Universal como sendo
a soma direta de todas as representacées GNS (H,,m,), com ¢ € S(A).

Teorema 1.3.6. (Gelfand-Naimark) Toda C* -Algebra tem uma representacdo fiel,
a saber, a sua representacdo universal. '

Demonstracao:

Seja (H, =) a representacdo universal de A4, isto é, H = @ Hj, e

_ AeS(A)

7(a)((z2)r) = (maa)(zr))r, A € S(A). Seja a € A tal que w(a) = 0. Pelo Teore-
ma 1.2.3 existe v € S(A) tal ||a*a|| = y(aa*). Como 7(a) = 0, decorre que 7, (a) =0
e daf m,(a*e) = my(a*)my(a) = 0. Tome b € A tal que b = (a*a)i. Temos que
7y (b*) = my(a*a) = 0 e entdo 7, (b) = 0.

Agora,

lall® = lla*a]
= v(aa")
= (b*)
= y((6°)*%)
= (b* + N,,b* + N,)
= (my(5) (b + Ny), my(b) (b + N))
= [lm, (B) (b + N)|I?
= O,

pois m,(b) = 0.

Logo, a = 0 e 7 é injetivo. -
Definigdo 1.3.7.  Se (H, ) é uma representacdo de uma C*-Algebra , dizemos
que £ € H é um vetor ciclico para (H,n) se span{r(a)z, a € A} € denso em H.
Se (H, ) admite um vetor ciclico, entio dizemos que (H,w) é uma representagdo
ciclica.

O ultimo teorema desta se¢do vai mostrar que toda representacdo GNS.
associada a um estado é ciclica. Antes disso, precisamos relembrar mais alguns fatos.
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Definicao 1.3.8.  Seja H um espago de Hilbert, A uma C*-subdlgebra de B(H) e -
S um subconjunto de H. Denotaremos por [AS] o conjunto

[AS] = span{ u(z): ue A, z€ 8 }.
Diremos que A age ndo degeneradamente sobre H se [AS] for denso em H.

Na proposicao a seguir veremos uma maneira alternativa (e equiva-
lente) de caracterizar a ndo degenerabilidade.

Proposicao 1.3.9.  Com os ingredientes da definicdo anterior, temos que A age
ndo degeneradamente sobre H se e somente se para todo x ndo nulo em H eziste
u € A tal que u(z) € nao nulo.

Demonstragao:
= Seja z € H, z # 0. Se u(z) = 0 para todo u € A, entdo

(z,u(y)) = (u*(z),y) =0, Vye€ S, YueA.

Segue daf que z € [AS]L e portanto [AS] # H, o que é uma contradiggo.

<= Suponha que [AS] # H. Entéo existe H; = [AS]J' # {0} tal que
[AS] @ Hy = H. Dai, para z € Hy, © # 0 temos que v

(u(z),u(x)) = (u*u(m),\m//) =0, Vue A
€lAS): € H,y

Portanto, devemos ter [AS] = H. 0
Proposigao 1.3.10.  Seja H um espaco de hilbert e A C B(H) atuando nao
degeneradamente sobre H. Entdo, se (uy)x € uma unidade aprozimada em A, (uy)a
converge fortemente para Idy.

" Demonstracao:

Seja. (uy)x unidade aproximada em A, a € A e € H. Segue daf que
limy uxa(z) = a(z). Logo, para qualquer y € [AH], temos limy ux(y) = v.

Agora, seja y € H. Como [AH] = H, existe (y,) € [AH] com y =
lim, y,. Seja € > 0. Existe NV tal que [lyy —y|| < §. Como lim, u)(z) = = para todo
z € [AH] e yy € [AH], decorre que existe Ao tal que |jux(yn) — yn|| < § para todo

A > Ag. Dai para A > )¢, temos

llea(y) = 9l < Nua(y) — walym)ll + lfua(yn) — ynll + llyw = yll

< Jlualll I+5+2

UANIY — YN 3 3
£ £ £

< 442

—3+3+3

= £.
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Assim, (’U,)\))\ — Idy. a

Definicao 1.3.11. Seja A uma C*-Algebra e (H,7) uma representacio de A.

Dizemos que a representagdo (H,n) é Nio Degenerada se a C*-Algebra w(A4) age
nao degeneradamente sobre H.

Teorema 1.3.12.  Seja A uma C*-Algebra e v € S(A). Entdo existe um vetor
Zy € H, tal que
v(a) =< my(a)zy, 2y > para todo a € A.
Além disso, ||z,|| = ||7|| = 1 e z, € um vetor ciclico para (H.,T.).
Demonstragao:
Inicialmente, note que, usando a igualdade (1) da secdo 1.2,

(@) = lim|y(ura)
< lim(v(a*a))? (v(ujua))?
1
< lla+ Nylillvl)=-
Dai ,
[v(@)] < lla+ Nallivll=. (2)
Definamos o funcional f : A/N, = C dado por f(a+ N,) = v(a). E
claro que f é linear e por (2), f esta bem definido e é continuo. Assim, f pode ser

estendido a um funcional linear f sobre H,, tal que || f fll = If]|. Dai, pelo teorema

de Riesz, existe um vetor z., € H,, tal que fy(a) fla+ N,) =<a+ N,,z, >, para
todo a € A.

Agora, para a,b € A temos que

< b+ Ny, my(a)zy >= < 7my(a”)(b+ Ny),zy >
< a'b+ Ny,z, >
¥(a*b)

= < b+N,y,a+N7 >.

Como isto ocorre para todo b € A, temos que

my(a)zy = a4+ N,, para todo a € A.

Assim, [7,(A)z,] é denso em H,, j& que {a + N, : a € A} = H,. Mostramos por-
tanto que z, é ciclico e que vale

v(a) =< Ty (a)Ty, T, > (3)-

14



Falta mostrar que ||z,|| = ||v|| = 1.

Como [m,(A)z,] é denso em H,, concluimos que 7,(A) atua ndo
degeneradamente sobre H,. Se (ux)aca é uma unidade aproximada em A, entio
(my(ua))a é unidade aproximada em ,(A). Usando a Proposicio 1.3.10, temos que
(my(ua))a converge fortemente para Idg. .

Dal, pela equagio (3) temos que

lzoll* = <2y, 2y >
= li/I\n < 7o (Ur) Ty, Ty >
= limy(u) < |-

Mas, usando (3) novamente, vem que

[v(a)| =| < my(a)zy, Ty > |
< Imy(@)lllzy]* ¥ a€ A

Usando o fato de que 7, é contracdo, decorre que
vl = sup |y(a)|
llall< 1

< sup [Imy(a)llllzy|I*

lall<t

< flay 1™

Logo, [|zy|I* = [|7Il = 1 e assim ||z,|| = 1.

1.4 (*-algebras de Dimensao Finita

O objetivo desta secdo é provar que toda C*—Algebra de dimensao finita é isomorfa,
a uma soma, direta de algebra de matrizes.

Definicio 1.4.1. Uma C*-Algebra A é Simples se A e {0} sdo os inicos ideais
fechados de A.

Definicao 1.4.2. Um subespago vetorial fechado V de H é Invariante por um
subconjunto A C B(H) se é invariante por todo operador de A, isto é, T(V) C V
para todo T € A.

Definicdo 1.4.3.  Seja A C B(H) uma C*-subdlgebra. A é dita ser Irredutivel
ou age irredutivelmente sobre H se os unicos subespacos vetoriais fechados de H que
sdo invariantes por A sio H e {0}.

Definicdo 1.4.4. Uma representacio (H,m) de uma C*-Algebra A é dita ser
Irredutivel se m é ndo nula e se a dlgebra m(A) age irredutivelmente sobre H.
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Defini¢ao 1.4.5. Uma C*-Algebra A é Liminal se para toda representagdo irre-
dutivel (H,m) de A, tem-se n(A) = K(H), onde K(H) € o conjunto dos operadores
compactos de B(H).

Proposicdo 1.4.6.  Suponha que (H,7) é uma representacdo irredutivel de uma
C*-Algebra A e sejaxz € H, © # 0. Entdo [7(A)z] = H.

Demonstracao:
Seja z € H, = # 0. E 6bvio que [r(A)z] é invariante por 7(A4). Dai,
como (H,r) é irredutivel, vem que [7(A)z] = 0 ou [r(A)z] = H. Como 7 é néo nulo,

existe algum y € H e algum elemento a € A tal que 7(a)y # 0. Dai, [7(A)y] = H e

assim, 7 é ndo degenerado. Desse modo, [r(A)z] # 0 e, portanto, [r(A)z] = H. _

| Observacgao 1.4.7. Vamos usar neste secdo o fato de que se A € uma C*-Algebm
que age irredutivelmente sobre H e AN K(H) # 0, entdo K(H) C A (conforme
teorema 2.4.9 de [Murphy]).

Proposicao 1.4.8. Toda C*-Algebm de dimensdo finita é liminal.

Demonstracao:
Se (H, ) é uma representagao irredutivel de A, pela Proposicao 1.4.6,
H =[n(A)z], para todo z ndo nulo em H. Dai, dim(H) < oo. Com isso, m(4) C

B(H) = K(H). Usando a Observagdo 1.4.7, decorre que 7(A) = K(H). a

Lema 1.4.9. Seja A uma C*—Algebm de dimensdo finita. Entdo A é simples se
e somente se A = M,(C), para algum n.

Demonstracao:

Vamos provar apenas a ida, pois a reciproca é trivial. Pela Proposicao
anterior, A é liminal, isto é, m(A) = K(H) para toda representacdo irredutivel r,
onde H é de dimenséo finita. Como 7 é ndo nulo e Ker(n) é um ideal préprio fechado
de A, podemos usar a hipdtese para obter Ker(r) = {0}. Assim, 7 é fiel. Fazendo
n = dim(H), temos que A ~ n(A) = K(H) = B(H) = M,(C). q

Teorema 1.4.10. Se A é uma C*-Algebra de dimensio finita néo nula, entdo A
é x-isomorfa & soma direta My, (C) ® My, (C) @ - -- © M, (C).

Demonstracao: :
Se A é simples, basta usar o lema anterior. Para o caso geral, vamos
fazer por indugdo sobre m = dim(A).

J4 temos uma base para a indugdo, pois se m = 1, entdao A ~ C.
Suponha entdo que vale para todas as dimensdes menores que m. Podemos supor
que A nio é simples, contendo assim um ideal préprio fechado I. Podemos supor
além disso que I é o ideal nestas condigdes que tem dimensao minima. Neste caso, 1
néo contém ideais ndo triviais e, pelo Lema 1.4.9, I ~ M,,, (C) para algum inteiro n;.
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Entdo I tem uma unidade p e além disso é ficil ver que I = Ap, com p comutando
com todos os elementos de A. Usando isso fica facil ver que A(1 — p) também é
C*-subalgebra de A, e que a aplicagao

A— Ap@® A(1 - p)
a > (ap,a(l — p))
é um *-homomorfismo.
Agora, como A(1 — p) tem dimensdo menor que m, usamos a hipétese

de inducdo para obter A(1 —p) ~ M,,(C) EB - & M, (C), para sz, -, Ty, inteiros.

Logo, A~ Ap&® A(l — p) My, (C) O M, (C)&--- @ Mnk (©. o

1.5 Limites Indutivos de C*-algebras

Definicdo 1.5.1.  (a) Uma Seminorma sobre um espago vetorial X € uma fungdo
p sobre X tal que

i. p(z+y) <p(z) +p(y)
#. plaz) = |a|p(z) V z,y € X eacC

(b) Uma C*-Seminorma p sobre uma *-dlgebra A € uma seminorma
que satisfaz V z,y € A,

i. p(zy) < p(z)p(y)
it. p(z*) = p(z)
. p(z*z) = p(z)?.

Observagao 1.5.2. Note que uma seminorma serd uma norma se satisfizer
p(z) # 0 quando z # 0. Na Definigio 1.5.1 item (b), se p for uma norma, entdo p
é chamada de C* — norma.

Como exemplo, seja ¢ : A — B um *-homomorfismo, onde A é uma
x-dlgebra e B é uma C*-Algebra . Entdo é ficil ver que a fungao

p: A - R,
a ~ |e(df

¢ uma C*-seminorma sobre A. Se ¢ for 1-1, entdo p é C*-norma.
Agora seja p uma C*-seminorma sobre uma x-4lgebra A. Entao

N={a€ A : p(a) =0}

é um ideal auto-adjunto de A e podemos obter uma C*-norma sobre o quociente
A/N fazendo Ha+N | = p(a). Seja B o completamento de A/N nesta norma. Entéo
a C*-Algebra B ser4 chamada de C*-Algebra Envolvente do par (A, p) e a aplicagio
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i: A - B
a — a+N

é a aplicagdo canonica de A em B.

Definicdo 1.5.3.  Seja (An)n>1 uma seqiéncia de C*—A’lgebms e suponha que para

cada n temos um *-homomorfismo ¢ : An — Any1. Entio diremos que a sequéncia
(Ap, @n)n>1 € uma Sequéncia Indutiva ou Sequéncia Direta de C*-Algebras .

, 00
E f4cil verificar que o produto cartesiano infinito J| A é uma x-dlgebra
k=1
com as operagoes definidas pontualmente e que o conjunto

o0
A ={a=(ax)x € ]:[A,C . existe N com a1 = @x(az) para todo k > N}
k=1 .

o0
¢ uma *-subélgebra de [] Ay.
k=1
Vamos definir uma C*-seminorma sobre A’. Veja que

laxsall = loalas)] < lloll ¥ &2 N

Assim, a sequéncia de ndmeros reais (||ax||)x é eventualmente decrescente e limitada
inferiormente. Seja entao,

p(a) = lim oy
e definamos A
p: A - R,

a + p(a)

Uma répida verificagdo mostra que p é C*-seminorma sobre A’.

Definicao 1.5.4. Seja A a C*-Algebra envolvente de (A',p). Dizemos que A é o
Limite Direto ou Limite Indutivo da sequéncia (An, pn).

Se a € A, denotaremos por Pn(a) € A’ a sequéncia (ax)x>1 tal que

G == =0_1=0, G =0 € Utk = Pnutk(a), k> 1,
onde
Otk - An — An+k
a Qon,n-{-k(a'),
¢é dado por

<Pn,n+k(a) = (<Pn+k—1 0:++0Wpy10 <pn)(a).

Escrevendo mais explicitamente, temos
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On: Ap — A
a — Pula),

onde

@"(a) =(0,0,---,0,aq, (Pn(a), <Pn+1(<»0n(a))’ T ’(Pn,n-i-k(a)’ t )

posicéo n-1

Seja i : A’ — A a aplicagdo canénica. Considere agora a aplicagdo
(geralmente chamada de Aplicagcdo natural) ' -

et A, - A
a > i(Pn(a))

'E féacil ver que ¢™ é um *-homomorfismo. Além disso o diagrama

abaixo comuta para todo n
¥

)
Ay ——— Anq

\ o+
©" 1

A

e a unido |J (¢™(An)) é crescente e densa em A.
n>1

Na verdade, muito mais do que a densidade, nés temos que

U (4n)) = A'/N,

n>1
onde N = {a € A’ tal que p(a) = 0}. De fato, é ficil ver.que |J (¢"(4,)) C 4'/N,
n>1

pela prépria defini¢do de ¢™. Por outro lado, tomemos a + N e A /N. Lembremos
que a = (a@y)nen tal que existe ng com a,41 = ¢,(ay) para todo n > ng. Note que

{p\no (ano) = (07 01 e 707 Qny s <p’no(a'no)a <pn0+1(§0no (ano))1 ] wno,no+k(ano)7 e )

Dai, p(a — @ny(an,)) = 0 € assim

@ — Pnolans) + Nl =0
= “a +N - (ﬁno(a‘no)“ =0
=a+N= @no(ano)'

Portanto, obtemos |J (¢™(A4,)) = A’/N.

n>1
"Veja também que para a € A4,, temos
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le™(@)ll = [[e(@n(a)ll
= ”@n(a) + N”
= p({ﬁn(a))
= p((0,0,- -+ ,0,a, ¢n(a), pri1¢n(a), - )
= lim [@nnr(@|]

Teorema 1.5.5. Seja A o limite indutivo da sequéncia indutiva de C*-Algebms
(An, Pn)n>1 € ¢" 1 Ay = A a aplicagio natural. Temos que

i. Seac A,, be Ap, € >0 é@"(a) = ¢™(b), entdo existe k > n,m tal que
llenk(a) — emi ()| <e.

1. Se B é uma C* —fflgebm e existe um *-homomorfismo Y™ : A, — B para cada

n tal que o diagrama abaizo
¥

A, —2— A

M 1 ,(/)n—}-l

B

comuta, entdo exriste um unico *-homomorfismo v : A — B tal que para cada
n o diagrama o
Y 4

A, ———

N
N ¥
B
comuta
Demonstracao: .
(i) J& vimos que lim ||py n14(a)|| = |l¢™(a)ll, @ € A,. Sejam n,m e -
j—o0
p naturais fixos. Dai, Hm |lonp+(a) = @mp+i ()l = lle"(a) — 9™ (b)l| = 0. Desse

modo, para todo £ > 0 existe jo tal que ||¢nptjo(@) — Pmp+tio(d)|| < €. Chamando
k = p + jo obtemos o resultado desejado. '

(ii) Antes de definirmos a aplicagdo ¢, vamos verificar alguns fatos que -
fardo com que ¥ fique bem definida.

Seja a € A, e b € A, tal que ¢"(a) = ¢™(b). Usando a hipétese e o
item (i), temos que para todo k > n,m e para todo € > 0

IMVHdJ"(G) — POl = 19 (nr(a) — i) < llonr(a) — Lmr @)l <e.
Fazendo € — 0, obtemos ¥"(a) = ¢¥™(b).
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Definamos

¢0:C=Ugoﬁ(An)CA—>B

n>1
@) =¥
Note que 1 estd bem definida, pois se z € C, podemos ter £ = ¢™(a) e £ = p™(b).

Mas j4 vimos que se ¢™(a) = ¢™(b), entdo ¥"(a) = y™(b).
Agora, para qualquer k inteiro, temos

[ @) = 4" *(@nnsr(a)]
< |lonnsr(@)])

Dai resulta que

Ibe(@™ @)l = l¥"(a)l]

< lim Jlonnsi(@)l]
= |l"(a)]].

Portanto, 1 é norma decrescente.
g é um x-homomorfismo. De fato, note primeiro que

Po(¢"(a)") = vo(¥"(a%))

, Além disso, para verificar que v é linear e multiplicativo, tome z,y €
Ug™(4,). Como essa unido é crescente, existe k tal que z,y € ¢F(Ax). Dai, como
¢* é homomorfismo, segue o resultado.

Finalmente, como C = |J ¢™(4,) é denso em A, podemos estender
n>1 i .
1Py & um *-homomorfismo 3 : A — B satisfazendo ¥(yp™) = ¢". A unicidade de ¢

decorre da densidade de C em A. o

Corolario 1.5.6.  Seja B uma C*-Algebra , (An)n>1 uma sequéncia crescente de

C*-subdlgebras de B tal que | A, € densa em B e seja ¢, : A, — Any1 a aplicac@o
‘ n>1

de inclusdo. Entdo B é x-isomorfa ao limite indutivo da sequéncia (An, Pn)n>1.
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Demonstragao:
Definamos ¢" : A, — B a aplica¢do de inclusdo. Entdo, pelo item (ii)
do Teorema 1.5.5, existe um nico *-homomorfismo 1) : A — B tal que para cada n

o diagrama abaixo comuta N
¥

A, —— A

RNk

B

onde A é o limite indutivo da sequéncia (A;.@n)n>1 € ¢" € a aplicagdo natural.
Vamos mostrar que v é bijetor. Inicialmente, note que 3 é isometria,
pois se a, € A,, entao :

lanll = ll¥" (an)ll
= |9(¢" (@)l
< g™ (an)ll
< [laxll
= [[9(¢" (@)l = lo"(an) |l
= ||l9(z)|| = ||z|| para todo z € | ¢"(An)

n>1
= ||¢¥(z)|| = ||=z]| para todo z € A.

Assim ) é injetor.
Por outro lado,

(4) 2 Y(6"(An) = ¥ (4n)

= A, paratodo n

= ¢(4) 2 | 4n

n>

>1
= ¢¥(A) 2 | | An = B.
n>1

Mas, como 3(A) é fechado (conforme o Teorema 3.1.6 de [Murphy]),
¥(A) = B. Dali, v é sobrejetora.
Logo, ¥ é um *-isomorfismo.
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Capitulo 2

Quais sao os morfismos de

é Mp,(C) em é My, (C)?
7=1 k=1

2.1 Os Estados Puros de M,(C)

J4 vimos a defini¢ao de estado puro na Segao 1.2. No entanto, existe uma caracteri-
zacdo interessante para um estado puro sobre uma C*-Algebra , que é a seguinte:

Um estado f sobre uma C* -fflgebm A € puro se e somente se a repre-
sentacdo (Hy,ms) é irredutivel.

O leitor interessado poderd obter a demonstragdo desse fato na secdo
5.1 de [Murphy].

Vamos entdo encontrar os estados puros de M, (C), ou seja, aqueles
que geram as representagoes irredutiveis de M, (C).

Observacao 2.1.1. A fim de simplificar a notacéo, daqui em diante denotaremos
a dlgebra das matrizes n X n sobre C apenas por M,, e ndo mais M,(C).

Agora vamos relembrar um importante fato da algebra linear.

Proposicao 2.1.2. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita com produto
interno e f um funcional linear sobre V. Entdo eziste um unico vetor y em V tal
que f(z) = (z,y) para todoz € V.

Demonstracao:
Seja {4, - ,0,} uma base ortonormal de V. Coloquemos

y= Z f (i)
i=1
e seja f, o funcional linear definido por
fy(z) = (2,9).
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Dai, fy(ox) = (o, y) = (aké?_(a_i)ai) = f(ow).

Como isto é vélido para todo o, decorre que f(z) = f,(z) = (z,y)
para todoz € V. ,

Vamos demonstrar a unicidade de y. Suponha que exista z € V tal
que {z,2) = (z,y) para todo z € V. Isto é equivalente a (z,z — y) = 0 para todo
z € V. Dai, em particular tomando z = 2 — y, obtemos (z — y,2 — y) = 0 e assim

z=1. O

Agora considere M,, com o produto interno (X,Y) = tr(Y*X), e seja
¢ um funcional linear sobre M,. Pela Proposi¢ao 2.1.2 existe B € M,, tal que

op(A) = tr(B*A), para todo A € M,,.

Sem perda de generalidade, vamos prosseguir nossa discussao com o
funcional ¢p(A) = tr(BA).

Proposicao 2.1.3.  ¢p(A) = tr(BA) € funcional positivo se e somente se B ¢
" matriz positiva.

Demonstragao: .
(<) Se B é positiva, entdo existe C € M, tal que B = C*C. Dali,

¢p(A*A) = tr(C*CA*A) = tr(CA*AC*) = tr(CA*(CA*)*) > 0.

(=) Primeiro vamos provar que B = B*. Note que

tr(B*A) = tr((A*B)*) = tr(A*B).

Tomando A > 0, A* = A, e usando a hipétese, vem que

0 < on(4) = tr(BA)
= tr(AB)
= tr(A*B)
= tr(A*B)
= tr(B*A)

= pp+(4).
Dai, pp = @p- sobre M.
Assim, se A € M,,, existem U e V positivas tais que A = U +1V, onde

U=Ut-U_eV =V*—V_. Logo, pp(A) = pp*(A) para todo A € M, e assim
B = B*, pela Proposicao 2.1.2. :
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Agora vamos provar que o(B) C R,. Como B = B*, pelo teorema
n

espectral B = > A\;P;, onde os \;’s sdo os autovalores de B e P;’s sd0 as projegoes
i=1
ortogonais sobre os autoespacos, para todo 1 < i < n.
Entao,

0 < @(P'F)
= ¢(P;)

Portanto, o(B) C R,.

Proposicao 2.1.4.  Seja pp(A) = tr(BA) onde B > 0. Entao ||pgl| = tr(B).

Demonstracao:

Sendo B > 0, segue da Proposicao 2.1.3 que ¢p € positivo. Usando o
Lema 1.2.4, decorre que ||¢g| = ¢s(I) = tr(B).

Observacao 2.1.5. Uma consequéncia imediata da proposicao anterior é que pp
é estado se e somente se tr(B) = 1.

Lema 2.1.6. Seja P € M, tal que P2 = P* = P e tr(P) = 1. Entdo P € ponto
extremo do conjunto C = {B € My, tal que B > 0 e tr(B) = 1}.

Demonstracao:
Suponha que existam B,C € C tal que P = AB + (1 — A)C, com
A € (0,1). Entdo 0 < AB < P. Sendo AB matriz positiva, pelo teorema espectral

n
temos que AB = >, A;Q;.
i=1

n
Para todo 1 < k < n, temos que 0 < A\;Qx < D NiQ; < P. Tomando
. =1

k3

¢ € Ker(P) temos que

0 < (MQkt, &) < (PE,E) =0
= 0 < M(Qrt, Qut) =0
= £€Ker(Qy) VE=1,..,n

Assim, Ker(P) C Ker(Qy). Além disso, como P é projecao e tem posto
1, implica que Ker(P) = Ker(Q), pois se ndo fosse @y, seria nulo.
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n
Logo, P = Qy paratodok =1,...,neassim AB = uP,onde p = > A;.
i=1
De forma andloga existe v tal que (1 — A\)C = vP. Dai

B=Ep ¢ C’=——7 P.

A 1—-2A
Como tr(B) = tr(C) = tr(P) = 1, decorre que § = I =leassim P=B=C. _
Teorema 2.1.7. Seja ¢ um estado sobre M,. Enido ¢ € puro se e somenle se

para todo A € M, tem-se p(A) = pp(A) = tr(PA), onde P € projecdo de posto 1.

Demonstragao: _
= Seja @ um estado sobre M,,. Com base nos resultados ja obtidos
até o momento nesta Sec¢do, temos que existe B € M,,, B > 0 e tr(B) =1 tal que

o(A) = pp(A) = tr(BA).

n
Além disso, sabemos que B = Y \;P;, com posto(P;) =1, ¢ =1,...,n. Temos assim
i=1

Z Ai = Zx\iposto(P,-) = Z)\itr(P,-) = tr(Z AiB) =tr(B)=1
e
vp(A) = tr(BA) = tr(z: NP A) = Z Aitr(PA) = Z Xipp,(A)

Como @p = ¢ é puro, usamos a Proposi¢ao 1.2.11 e a Proposi¢ao 1.2.8
para obter ¢ = pp, para todo i e assim p(A) = pp(A) = tr(PA), onde P é projegdo
de posto 1.

= Seja pp(A) = tr(PA), onde P é projegdo de posto 1. Vamos mostrar
que pp(A) é puro.

Suponha que pp(A) = tr(PA) = Ahy(A) + (1 — Na(4), X € (0,1).
Dai, pela Proposicao 2.1.2 existem B,C € M, tais que

tr(PA) = Atr(BA) + (1 — \tr(CA).

Isso implica em
tr(PA) = tr([AB + (1 — M)C]A).

Novamente pela Proposi¢ao 2.1.2 temos que
P=JAB+(1-))C.

Usando o Lema anterior, vem que P = B = (' e assim pp = ¢, = .

Portanto, ¢p é puro. -
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2.2 As Representagoes Irredutiveis de M,,(C)
Concluimos na se¢io anterior que os estados puros de M, sao da forma
wp(A) = tr(PA), onde P = P*= P? e posto(P)=1.

Vamos tentar identificar a matriz que representa P.

Como P = P*P = P? e posto(P) = 1, a imagem de P tem dimensio
1, isto é, existe um vetor v, ||v]| =1, tal que Im(P) =< v > e P(z) = (z,v)v.

Seja A = (a;j)mxn @ matriz de P : C* — C* com bases candnicas.
Entao

aij = (Pej, ;) = ((€;,v)v, &) = (e;,v)(v, &) = (v, €&:){v, €;) = vT;.
Vamos usar isto para provar a seguinte proposigao.

Proposicao 2.2.1. Se P € M, € tal que P = P*P = P? ¢ posto(P) = 1, entdo
P ¢ unitariamente equivalente a '

Demonstracao:

Temos que P(z) = (z,v)v. Sabemos que existe um unitdrio U €
M, (C) tal que U(e;) = v. Dai, U*PU(e;) = U*P(v) = U*(v) = e;. Chame
Q = U*PU.

Temos que

Q*=U*PUU*PU =U*PU=U*PU=Q e
Q* = (U*PUY* = U*P*U = U*PU = Q

Além disso, é facil ver que posto(Q) = posto(P) = 1. Agora sabemos que @ é um
operador idempotente e de posto 1. Logo, Q(z) = (z,w)w, para algum w € M,.
Desse modo, a matriz de Q(z) é da forma

bij = W;wjy.
Combinando a isto o fato de que Q(e;) = e;, vem que

10 --- 0
00
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Agora vamos estudar a representacdo GNS associada a
wo(A) = tr(QA).

Seja Ny, = {A € M, tal que pg(A*A) = tr(QA*A) = 0}. Vamos
fixar A = (aij)nxn. Seja também (dij)nxn =D = QA*A

E ficil ver que di; = Y lau|?> e d = 0 para 2 < i < n. Dai

=1
n n

tr(QA*A) = 0 se e somente se Y |a;1|2 = 0, pois tr(QA*A4) = )Y |aa|®>. Com is-
i=1 i=1

so a;; =0 paratodol <i<n.

Logo, N,, = {A € M, tal que a primeira coluna de A é nula}. Agora
temos que My /Ny, = {S+ Ny, : s € My}, com dimenséo igual a n*>— (n* —n) = n.

Nao é dificil ver que dois elementos S + Ny, e S’ + Ny, em M, /N,,
sao distintos se e somente se as matrizes S e S’ diferem na primeira coluna. Desse
modo o espago M, /N,, é identificado com um espago vetorial de dimenso n da
seguinte forma:

Mn/N(pQ 2 S + N(pQ — (3117 821, -y Snl)a

onde s11, 821, ---, Sn1 540 0s elementos da primeira coluna de S.

Seja 3 uma base ortonormal para M,/N,, e seja 3’ uma base ortonor-
mal para C*. Entdo existe um isomorfismo entre M,/N,, e C*, que é dado pela
matriz mudanca de base V de 3 para §'. Assim, [z]s = V[z]b’ para todo z € C".

Naturalmente, V' é unitria. Além disso B(M,/N,,) e B(C*) sdo
isomorfos como segue:

B(Mn/Npg) 3 [Tls — [Tlg = V7 {T1sV € B(C").

Agora, continuando com a constru¢do GNS, se A € M, (C), definimos
o operador m(A) € B(My/N,,) por

My, > Ars T(A)(S + Npg) = AS + Ny,

Mas, se A = (@ij)nxn € S = (Sij)nxn, €ntdo a classe AS + N, é o vetor

. S11

k(3 k(3 n
821
(E a138:1, E A2i851, - E anisin) = A. | .
i=1 i=1 ' i=1 .
Son

B

Finalmente, como B(M,/N,,) ~ B(C"), podemos obter a represen-
tacio '
Tpg : My — B(C"), dada por

M,(C) > A [Alg € B(My/Nyp) = [Alg =V HA]gV,
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isto é
Toq(A) =V 'AV, onde V § unitéria.

Agora, voltemos ao caso geral do funcional pp(A) = tr(PA). Note
que pp(A) = tr(PA) = tr(AUQU*) = tr(U*AUQ) = ¢o(U*AU). Definamos o
automorfismo
a: M,(C) —» M,(C)

A UAU

Dal, pp = ¢g o . Temos assim as representagoes:

M, %§ B(H,,) e M, B(H,,), com H,y = H,,.

Podemos entao considerar H,, = H,, =: H. Vamos provar que o
diagrama abaixo comuta '

s
Mz—22— B(H)

Top

M,
isto é, vamos provar que H,, = H,, o a.

Temos que p(A) = (m,,(A)h, h), para todo h € H. Por outro lado,

pp(A) = pqoalA)
= po(a(4))
= (Tpq(a(A))h, h)
= ((my 0 &)(A)h, h),

para todo h € H.
Logo, 7yp = Tpq © . _ _
Conclusdo: as representacoes irredutiveis de M,, sio da forma

Tpp : Mp(C) — B(H),’

onde H = C* e m,,(A) = (Tyq © @)(A) = m,, (U*AU) = V*U*AUV. Chamando
UV =W, temos que 7,,(A) = W*AW, com W unitério.
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2.3 Quais sao os Morfismos de M,(C) em M, (C)?

Teorema 2.3.1.  Seja A uma C*-Algebra e 7 : A — B(H) um %-homomorfismo.
Entdo existem subespacos invariantes Hy e H, tais que H = Hy & Hy, e -
homomorfismos my : A — B(H,) e my : A — B(Hy) dados por m; = m, e mo = Mg,
tais que 1o = 0 e m, € nao degenerado. Consequentemente m = my @ 7.

Demonstragao:
Seja H, = 3pan{ w(a)r: a € Aexz € H} e Hy = H{. Seja y € H,.
Entdo (n(a)y,z) = (y,m(a*)z) = 0 para todo ¢ € Hea € A, jAquey € Hy e
n(a*z) € Hy. Assim, my = g, = 0 e Hp é invariante por 7.
kn,
Agora, seja y € Hy. Entdo y = lim ) n(a?)z?, com af € A, = € H,

kn
neNel <i<k,. Dai n(a)y = li_)m S w(aa?)z} € H.
00 4=1

Logo, H; é invariante. Além disso, note que

H, =span{n(a)z, a € A, z € H}
= span{n(a)(zo + 1), a € A, o+ 21 € Hy® Hq}
= span{mo(a)zo + m(a)z1, a € A, zo+ 1 € Hy® H1}
=span{m(a)z:, a € A, z; € Hi},

provando assim que 7; € nao degenerado. a

Lema 2.3.2. Seja A uma C*-Algebra , 7 : A — B(H) um x-homomorfismo e Hy
um subespaco de H. Entdo se H, é invariante por n(A), Hi- também o é.

Demonstragao:
Temos por hipétese que n(a)z € H; para todo z € Hy e a € A. Seja
y € Hi. Note que

(r(a)y,z) = (y,7(a)*z) = (y,7(a")z) =0, Vz € Hy, a€A

Logo, n(a)y € Hi- e assim Hi é invariante por 7(A). -

Teorema 2.3.3. Seja m : A = B(H) uma representacdo ndo degenerada com
dim(H) < co. Entdo w é soma direta de representagdes irredutiveis.

Demonstragao:

Vamos fazer por indugio sobre a dimensdo de H. Se dim(H) = 1,
entdo é verdade, pois H sé tem subespagos triviais.

Suponhamos que vale para k < n e seja n = dim(H). Se 7 for irre-
dutivel, ndo h4 o que fazer. Podemos entdo supor que 7 nao é irredutivel. Entdo
existe um subespacgo nfo trivial H; invariante por m(A4). Pelo Lema anterior, Hi
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também é invariante por w(A) e assim 7 se decompde na forma 7 = m @ 72, onde
m = n(a)|y, e m2 = 7(a) 1. Vamos mostrar que 7, e mp sdo ndo degeneradas.

Suponha, por exemplo, que m; é degenerada. Pela Proposi¢ao 1.3.9
existe z; nao nulo em H; tal que m (a)z; = 0 para todo a € A. Desse modo,
m(a)z1 = m(a)z; = 0 para todo a € A e portanto m é degenerada, contradizendo a
hipétese. Assim, m e m5 sdo nao degeneradas.

Além disso, como dim(H;),dim(Hi") < n, usamos a hipétese de in-
ducdo para concluir que 7, e 7o sdo soma direta de representacoes irredutiveis. As-
sim, 7 = m @ my também serd, como desejavamos. a
Corolario 2.3.4. Seja A uma C*-Algebra e sejan : A — B(H) uma representacio

com dim(H) < oco. Entdo m = w9 @ m, onde my € nula e m é soma direta de
representacdes irredutiveis.

Demonstracao:
Decorre trivialmente dos dois teoremas anteriores.

Finalmente, podemos enunciar o
Teorema 2.3.5. Seja ¢ : My — M, (k < n) um morfismo. Entdo ¢ tem a forma

0 ‘
ViaVy*
pla) =U . U*,

ViaVy

onde U € M, e Vy,...,V; € My, sdo matrizes unitdrias.

Demonstragao:

Inicialmente, lembremos que existe um isomorfismo entre M, e B(C")
dado por

v: B(C") —» M,
T & A=[T],
onde « é base ortonormal de C".

Agora, seja 7 : My — B(C") uma representagdo. Pelo Corolario 2.3.4,
C* se decompﬁe em subespagos Hy ® H1 @ ---® H; = C* e 7 se decompde em
T=T®m @ O de tal modo que my(a ) = 7r(a)|H° = 0 e m;(a) = 7(a)m; é
irredutivel, para 1 <1 < j.

Como 7;, 1 < i < j, é irredutivel, usamos o resultado da Segao 2.2
para obter

mi(a) = V;aV;* com V; € M}, unitério.
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Assim,

ViaVy

Agora, sejam ﬁo,ﬂl,...,ﬂj bases ortonormais para Hy, Hi, ..., Hj,

J
respectivamente. Entdo 8 = € (; é uma outra base ortonormal para H.
i=0
Sabemos também como relacionar B(C") na base 8 com B(C") na
base a. Este isomorfismo é dado por

’L[)': B(Cn)g — B(C")a
A 8 vAUr

onde U € M, (C) é matriz unitéria.

Resumindo o que fizemos até agora através do diagrama
Mi(C) 5 B(C)s 5 B(C), b M,(C),
temos que ¢(a) = (¢ o ¢’ o 7)(a), isto é,
0
pw=v| T -
- ViaV} / =
Corolario 2.3.6. Todo morfismo ¢ : My — My, k <n é da forma
0
p(a) =W . w,

onde W € M,, é matriz unitdria.

Demonstracao:
Usando o Teorema anterior, temos que
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(0

ViaVy
(@) =U . U*
\ VjaVy
( 0 0 0
-V a | %
—U b . ) . b U,
\ V; a v
Fazendo
0
Vi
W = U H
Vi
obtemos
0
a
ola) =W _ w*.
a o

L)
Finalmente, vamos mostrar com sdo os morfismos de € M,,(C) em

]:1
T

@D M, (C), ja que este é o objetivo principal deste Capitulo.

Teorema 2.3.7. Todo morfismo ¢ de A = @ My, (C) em B = @ M, (C) é
j=1 k=1

unitariamente equivalente & aplicagdo

(a1, a9, ...,a5) — ((31 ©.00,00d..00u0. . 0a®..0a¢,000..0 0)
M Mz e h

y meey

(gl@...@alj@@ea...eaag@...@&@...@aieagea...eaq)),
At A2 Are he

onde o0s numeros Ag; e hy satisfazem

Z)\ij +he=q, V k=1,..,7.

j=1
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Demonstracao:
Note inicialmente que se a € A, entdo p(a) = (¢1(a), p2(a), ..., or(a)),
onde ¢i(a) : A — M, (C). Entdo basta estudar o caso

¢:A— M/(C) ~ B(H), onde H=C".

Definamos H; = [p(M,, (C))H]. K ficil ver que Hy, ..., H, sdo subes-
pagos ortogonais de H e que H = H;®, ..., ®H,.

Dessa forma, @)y, C B(H) age apenas no subespago H;. Podemos
assim usar o Corolério 2.3.6 para obter

<p((0,...,o,.a,-,0,...,0)) = (.oea 0D Wja; @ ... ©a; @ )W @0... @0_),
onde W; é um unitério em B(H;).
: Logo,
o((@a)) = ¢((@,0,-,0)) +¢((0,0z, +0) + .. +9((0,0,.,0,))
= (Wl(a1 ®.. 00 00)W PWa: ... ®a ® )W
D.Pwae.. 0a EBO)W;‘)
(@ )

onde

W =
W

E f4cil ver que basta compor a matriz de ¢(a) obtida acima por um
outro operador unitério para ”levar” a quantidade h; de zeros para o 1lltimo bloco.

Portanto, obtemos o resultado desejado notanto que este procedimento
pode ser feito para todos os fatores My, j =1,...,7. o
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Capitulo 3
AF=Algebras

3.1 Definicoes

Nesta secdo vamos nos deter apenas na definicio de AF-dlgebra e nas observagées
em torno dessa definicdo. Os exemplos serao deixados para a se¢do 3.3, ja que eles
se tornam muito mais interessantes com o auxilio dos diagramas de Bratteli, assunto
da secao 3.2.

Definicao 3.1.1. Dizemos que uma C*-Algebra A é Aprozimadamente Finita
(AF-dlgebra ) se existe uma sequéncia crescente Ay C Ap C -++ C Ap C Apy1 C -+~

de subdlgebras de dimensao finita tal que A = |} A,.
n>1

Observacao 3.1.2. Esta defini¢do, alternativamente, poderia ser feita através
do conceito de limite indutivo, estudado na secdo 1.5. Isto porque se A é uma AF-
dlgebra, entdo pelo Coroldrio 1.5.6 A € x-isomorfa ao limite indutivo da sequéncia
de C’*-fflgebras de dimensdo finita que produzem a AF-dlgebra .

Por outro lado, se A € o limite indutivo de uma sequéncia indutiva
(An, @n)n>1, onde os Al s tém dimensdo finita, entdo A € uma AF-dlgebra , pois a
sequéncia de C*-Algebras (¢*(An))n>1 € crescente, sua unido é densa em A e cada
¢"(A,) € de dimensao finita.

Observacao 3.1.3. Na nossa definicdo de AF-dlgebra nao exigimos a presenca de
uma unidade 1 para a AF. Isto porque existem importantes exemplos de AF-dlgebras
com unidade e também sem unidade, como pode ser constatado na se¢do 3.3.

Vamos nos deter um pouco mais nesta questdo da unidade de uma
AF-3lgebra na observacao e proposicao abaixo.

-Observacao 3.1.4. Se uma AF-dlgebra A = | A, contém uma unidade 1, entdo
n>1

€ facil ver que A, ® Cl1 C A é C*-subdlgebra de A. Além disso, A, C A, ® Cl C

Any1 ® C1. Podemos assumir entdo que quando A tiver uma unidade 1, todos os

Al s também conterdo a mesma unidade 1.
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Proposicao 3.1.5. A é uma AF-dlgebra se e somente se A é AF-dlgebra .

Demonstracao: : _ _
(=) Se A = |J A, e 1 é a unidade de A, entdo A, ® Cl1 C A para
n>1
todon > 1. Dai, |J A, ®@C1 = A. Logo A é AF.

n>1

(<) Temos que A = (J B, com 1 € B, para todo n. Vamos provar
n>1

que A= |J B,NA.

n>1

E facil ver que |J B,NA C A. Por outro lado, tome z € A. Entao
n>1

:vEAeda,lx—hmx,,comleUB
n>1
Seja
p: A —- C
a+A1 — A

Temos que p(z) =0e hm <,0(:vz) = 0.

_ Seja y; = z; — p(z;) 1. E claro que y; € By, para algum n;. Além
disso, p(y;) = ¢(z;) — p(z;) =0. Dai y; € A.
Logo y; € B;,N A ez = lim y;. Portanto, « € U B.NA.

i—o0 Tl,>1 jm]

Para encerrar esta secao vamos c1ta,r um dos mais importantes exem-
plos de AF-4lgebra , a saber, A = K(H) a C*- Algebra dos operadores compactos

sobre um espaco de hilbert H. Veremos na Se¢do 3.4 que K(H) = |J M,,.
n>1

3.2 Diagrama de Bratteli

O obJetlvo desta secdo é associar a cada AF-dlgebra A = |J A, um correspondente
n>1
diagrama. Diagrama este, cuja construcao estd diretamente ligada & maneira como

sdo feitas as imersoes de A, em A, 4.

Considere A, e A,, duas algebras de dlmensao finita com unidade e

tais que A, C A,,. Sabemos que A, @ Mg, e An @ My, .-

Usando o Teorema, 2.3.7, dado um homomorfismo ¢ : A, = A, pode-
mos, a menos de equivaléncia unitéria, identificar A,, com uma subdlgebra de A, da
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seguinte forma:

Ay~ % [é /\ijdn,,-} ;
k=1 j=1

g .
onde identificamos € AxjMg, ; com uma subélgebra de M,,, ,, da maneira candnica
j=1

’ In
exibida no Teorema, 2.3.5, com os inteiros ndo negativos Ay; satisfazendo ) Ay;d, ; =
=1

j
dum,k, S€ @ preservar a unidade, ou entdo Y Ayjd, ; < di, x, se ndo preservar a unidade.
j=1

L3

Dizemos assim que a dlgebra My, ; estd parcialmente imersa em My, ,

Ak
com multiplicidade \;, e denotamos isso por (n, j) \:, (m, k).
Por exemplo
Mg &) M3 jad [1M2 &%) 2M3] & [0M2 D 3M3] C Mg & Mg. _

Aqui, M, estd parcialmente imersa em Mg com multiplicidade 1 e em
My com multiplicidade zero. J4 M3 estd parcialmente imersa em Mg com multipli-
cidade 2 e em My com multiplicidade 3.

A representacdo grifica das imersdes de A, em A,;1, n > 1, onde

A = |J A,, recebe o nome de Diagrama de Bratteli (conforme [Bratteli]), cuja cons-
n>1
trugdo vamos enunciar abaixo.

Seja A= |J A, uma AF-ilgebra . Temos que

n>1

Ji k2 bn
A1=®Md1,j7 A2=®Md2,k7'“’A"=®Md"-”“‘
j=1 k=1 =1

A primeira linha do diagrama, associada & &lgebra A;, conterd j;
vértices, um para cada fator de A;.

Na segunda linha existirdo kg vértices representando os k, fatores de
A; e assim por diante. Como ji vimos anteriormente, podemos identificar A; com

k2 5
uma subdlgebra de A; da forma A; ~ keal [Ele )\ijdl,,-]-

Voltando ao diagrama, o nﬁr’rjlero Ak; ird determinar a quantidade de
arestas que ligardo o vértice que representa My, ; ao vértice que representa My, ,,
pois A; representa a multiplicidade da imersdo parcial de My, ; em My, , .

Continuando com esse processo nas demais imersoes de A, em A,
obtemos um diagrama chamado de Diagrama de Bratteli, cuja definicdo rigorosa
apresentamos a seguir. ‘
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Definicao 3.2.1. Seja A= |J A, uma AF-dlgebra . O Diagrama de Bratteli de
n>1
A € o conjunto D(A), de todos os pares ordenados (n, k), 1 < k < k,, n > 1, junto

P P
com a sequéncia {\}p=0,1,.. de relacies definidas por (n,j) \y (m, k) se e somente
sem=n+1e My, estd imerso parcialmente em Mg, , com multiplicidade p.

m,k

Observagao 3.2.2. Dagqui em diante vamos assumir que em todas as AF-dlgebras

- A= | A, que estivermos trabalhando, A1 = C, pois se isto ocorrer o diagrama de
n>1
Bratteli fornecerd uma descri¢do completa da dlgebra, nos casos em que a unidade

for preservada.

Uma AF-algebra pode ter, por exemplo, o seguinte Diagrama de Bra-

tteli:
1 \
-1 2
3/ 2 2
7 /2 4/ 2
9 4 6/ 2
onde
Al ﬁMl
Ay ~ My @& Mo,

As ~ M3 & My & M,,
Ay~ M;® My ® My ® M,
A5'_‘_‘MQ@M4@M6@M2, etc.

A quantidade de arestas ligando os niimeros indica a multiplicidade da.
imersdo parcial do fator de cima no de baixo.

Como j3 dissemos, na préxima, se¢io veremos uma, série de exemplos de

AF-4lgebras com seus respectivos diagramas de Bratteli. No momento, precisamos
fazer algumas observagoes.
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Observacio 3.2.3.  Daqui para frente, nos prozimos exemplos de diagramas que
apresentarmos, no lugar dos vértices () que representam as dlgebras My, , colocare-
mos o nimero dnj que é a raiz quadrada da dimensdo do fator My, , .

Observacao 3.2.4. Dado um conjunto D de pares ordenados (n, k), 1 <k < ky,

P _
n > 1, e uma sequéncia {\ }p=0,1... de relagdes sobre D, entio D € o diagrama D(A)
de uma AF-dlgebra A se e somente se as sequintes condigdes sdo satisfeitas:

i. Se (n,k),(m,q) € D em=n-+1, entdo existe um e somente um inteiro ndo
negativo p tal que (n, k) \z; (n+1,q);
i. Sem #n+ 1 ndo existe tal inteiro;
i. Se (n,k) € D, entdo eziste ¢ € {1,...,gn41} € um inteiro positivo p tal que
(n, )\ (m+ 1,0);
. Se (n,k) € D en > 1, entdo eziste ¢ € {1,...,¢n_1} € um inteiro positivo p tal
que (n—1,q) \P; (n, k).

E f4cil ver que o diagrama de uma AF-dlgebra A = |J A, satisfaz
n>1
essas condi¢oes, desde que as inclusGes ¢y, : A, — A, preservem a unidade.

Por outro lado, se um conjunto D de pares ordenados satisfaz essas
propriedades, entdo podemos construir, por indu¢ao, uma sequéncia de C*—Algebras
de dimens3o finita {A,}n>1 € de morfismos injetivos I, : A, — A, tal que o limite
indutivo {A,, I,,} terd o diagrama D. Explicitamente,

' P
Dados (n,k), 1 <k < ky, n > 1 e {\(}p=0,.. satisfazendo i, ii, iii e iv,
fazemos:

Jn
A, = @ M,, ;
j=1

kn-{-l

Jn
I,: @ Mg, , - @ My,
i=1 k=1

n n
Mdn,1 @ Mdnﬂ D---P Mdn,jn — (@ /\UMdn,j) @ N @ (@ /\kn+1jMdn,j)7
j=1 i=1

Aej '
onde \; sdo tais que (n,j) \y (n + 1,k). Note que as dimensdes dn1 4 dos fatores
My, ., , ndo sdo arbitrdrias, mas sim determinadas pela relagio de recorréncia
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dl,k = 1
Jn
dn+1,k = Z )‘chdn,j) n 2 1.
v j=1
Observagéo 3.2.5. Na Definicdo 3.2.1 néao foi muito adequado usar a expressao
” O diagrama de Bratteli... ”. O correto seria usar a expressio” Um diagrama de
Bratteli...”, isto porque uma AF-dlgebra pode ter mais de um diagrama, como serd
visto no Exemplo 3.3.1 da Secdo 3.5. '

Isto nos leva a questionar sobre que condig¢ées dois diagramas distintos
geram a mesma AF. A resposta para isso serd dada no préximo capitulo (Teore-
ma 4.2.3). Uma outra questdo que merece destaque é a de saber se duas AF’s que
tém o mesmo diagrama sdo isomorfas ou nao. A resposta é sim, conforme a
Proposicao 3.2.6. Se A= |) A, e B = |J B, tem o mesmo diagrama de

n>1 n>1
Bratteli, entdo A e B sdo isomorfas.

Demonstracao:

. Considere as imersdes oy, : A, — Apy1 € Bp @ By — Byyi. Como os
diagramas sdo iguais, existe, para cada n, um isomorfismo ¢, de A, em B,. Além
disso, como a multiplicidade da imersdo parcial de A, em A,;, através de o, e de
B, em B, através de 3, ¢ a mesma, segue que @n 10y € Bryy, sao imersdes de
A, em B, com a mesma multiplicidade. O diagrama abaixo ajuda a visualizar a
situacao

A, 25 B,

S

Pn+1 '
Any1 — Bnp

Dai, existe um unitario U, € By, tal que

[ﬂn‘P‘n](z) = Unl [(pn-i-lan] (m)U1:+l

para todo z € A, isto é
Brntpn = Ad(Uny1)@n4104, onde Ad(R)S = RSR".
Agora seja ¥, = ¢ e seja Vi = 1. Definimos recursivamente

Vn+1 = ,Bn(Vn)Un+1 € 'l/)n+1 = Ad(Vn+1)<Pn+1v n 21

Entao, para € A, temos que
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(Bntn) (@) = Bn(Ad(Va)pn())
= ﬂn(Vn%(m)VJ)
= ﬂn(Vn)ﬂn(wn(x))ﬂn(Vv:)
= ﬂn(Vn)ﬂn(Wn(x))[ﬂn(Vn)]*
= Ad(Bn(Vn))Bn(pn(z))
= Ad(,Bn(Vn))Ad(Un+1)<Pn+1an($)
= Bu(Va)Uns1[(Pnr100) (2)]Un 41 [On (Va)]*
= Ad(Bn(Va)Un+1)Pn+1(z)om ()
= Ad(Vit10n11an())
= ¢n+1an($)

Logo, Bntn = Yni10m € com isso o diagrama abaixo comuta.

A, 25 B
o1 B
A, -, B,
a2 B2

A3L)B3

A4-—¢—'4—)B4

Decorre dai que ¥ := |J ¢, é um *x-isomorfismo de |J A, em |J B,.
n>1 n>1 n>1
Como 1) é isometria, podemos estendé-la continuamente a um *-isomorfismo de A

para B. g
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3.3 Exemplos de AF-algebras

Exemplo 3.3.1. A dlgebra CAR (Canonical Anticommutacion Relations)

A - U Mzk,
k>0
onde os morfismos sdo dados por:

Ak == Mgk ﬁ) M2k+1 - Ak+1

ar— - a 0

| 0 a
O diagrama de Bratteli é:
1

(estudaremos esta dlgebra com todos os detalhes no dltimo capitulo).

Note que, chamando By = Mqy: @ Mk, temos
Mgk C QDk(MQk) C Mgk & Mgk C M2k+l,
isto é,
A] C31CA2CBQCA3CB3C“'.

Assim, A também é a unido dos By’s, e como By, é subédlgebra de Ay, 1,
a acdo de @iy, sobre By €f

ay 0 0 0

ar| 0 . 0 a1 0 O
‘P’““({o az]) 0 0la O
0 0|0 ap




Dessa, forma, o correspondente diagrama de Bratteli também pode ser

1/1\1

dado por:

4 4

Este exemplo mostra que uma mesma AF pode ter diagramas distintos.

Exemplo 3.3.2. A é uma dlgebra de dimensdo finita, isto ¢,

AxM, &M, @ - ®M,,.

Dai,
nl n2 . e e nk
m N2 Ng
nl nz ) nk

Exemplo 3.3.3. A= C(X), onde X € o conjunto de Cantor.
Veremos com detalhes na secio 4.2 que A = |J A,, onde 4, = C*".

n>0
O diagrama de Bratteli é:
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Exemplo 3.3.4. A=C(X)= | A, onde X = {0}U{1/n,n>1} e A, = C*".

n>0

Neste caso, o diagrama, tem a forma

Este exemplo também serd estudado detalhadamente na secdo 4.2.



3.4 Um exemplo especial A= K(H)= |J M,(C)

n>1

Temos como objeti{ro aqui provar que K(H) = [J M, (note que esta dlgebra nio
n>1
tem unidade). )
Facamos H = £,(N). Seja {e;};>1 base de H. Seja H, = (e1,...,en) € H. E claro

que H, ~ C" e B(H,) ~ B(C") ~ M,.

n
Seja Qn : H — H, a projecdo ortogonal, isto é, Qn(z) = > (z,¢€;)e;.
j=1
Dai, Qn(H) = H,.

Afirmagdo: M, ~ B(H,) ~ Q,B(H)Q}. De fato,
Se T € Q,B(H)Q, entdo, pelo esquema abaixo

H, & g0 g ey

temos que T = Q,,SQ* : H, — H,, isto é, T € B(H,,).
Agora vamos provar que B(H,) C Q,B(H)Q:.
Se z € H, entdo £ = 7; + T2, com z; € H, e 7o € H . Daf
Tx =Tz, + Tz, onde
Tz, =Tz + Ty e Txo =Tiexe + Thexo, cOom

Tuzy, Tiaze € Hy, € Tuzy,Toozs € HY

Assim,
T, = Ty Th T} Tz + Tiozo + 19171 + T2z .
Ty 1o T2 ~ ~ 7 . g
€H, €Hz
Note que
T\, :H, —> H,
T, = QnTQ:u
com

T T
T = .
) < T21 ng )
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Portanto, se S € B(H,,), tome T =
Dai, S = Q,TQ e assim, S € Q,B(H

: 8 ) < B(H).
)Qn

Agora vamos verificar como ficam as imersoes de M,, —» M, através
das imersoes de B(H,) — B(H,+1). O diagrama abaixo esclarece isso:

Id
S B(Hy) - M, a

[Sla

Id

S'  B(Hp1) > Mo ()

onde o = {e;} é base de H, e identificamos

H, ~ C
‘ejb—>ej

Além disso
N S(e]) ) 1 < ] <n
S(eﬂ)—{ 0 , j=n+1
Assim, {B(H,), ¢, }n>1 =~ {Mpn, ¢n}n>1, implicando em

U Ma = lim {My, 00} = lim {B(Ha), ¢7} = | B(Ha).

n>1 n>1

Gostariamos de finalizar a linha acima com a inclusdo |J B(H,) C
n>1

K(H), mas isto ainda nao pode ser feito, j4 que esta inclusdo pressupde B(H,) C
B(H). Da maneira como identificamos B(H,) = Q,B(H)Q;, isto ndo ocorre. Um
modo de contornar isto consiste em definir:

P, . H—-H

P, = Ig,0 Qn

H——»— H

W2
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Dai,
B(H,) ~ Iy, 0 QuB(H)Q" o I, = P, B(H)P.

Desse modo, B(H,) C B(H) e obtemos, como desejavamos

U M. ~ | B(H,) € K(H)..

n>1 n>1

Falta apenas provar que K(H) C | J B(H,). Para isso, usaremos o
n>1

Lema 3.4.1. SeT € B(H) é compacto e P, € B(H) € tal que P, — Iy pontual-
mente, entdo ||P,T —T|| = 0, n — oo.

Demonstracao:

Inicialmente, como P, — Iy pontualmente, (||Poz||)n>1 é limitada
para cada z € H. Dali, pelo Teorema da Limitacdo Uniforme (ver teorema 4.7.3 de
[Kreyszig|), existe ¢ tal que ||P,|| < ¢ para todo n > 1.

Agora, seja € > 0 e tome £ = min{5,5}. Como T é compacto,
T(B(0,1)) é relativamente compacto e entdo T(B(0, 1)) é totalmente limitado. Dai,
existem T'(x,), ..., T (zn) tais que

B(0,1)) C UB (z;), €'

Com isso, para todo z € B(0,1) existe ¢ € N tal que
|T(z) — T(zi)ll <€
Como P, — Iy pontualmente, existe nyg € N tal que para n > ngy temos

1Pu(T (2:)) — T(mi)|| <€, 1<i<N.

Agora, para n > ng e ||z|| < 1, temos

|1Po(T(z)) = T(@)|| < [|Po(T(2) = T(z)|| + | Po(T () = T(z3)l| + 1T (:) — T ()]
< W PallliT(2)) — T(zs)|| + €' + €' »
<ce'+¢+¢

<cs+6+6’*—s
3c 3 3 7

Dai ||P,T —T|| = sup ||P,T(z) — T(z)|| <e.

ll=fi<1 d
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Agora, seja T € K(H). Vamos provar que T pode ser aproximado por
P, TP:.

Note que
|PT Py = T|| < ||PaTF; — BT || + || BT — T

< [P\ TF; = T)| + || PT — T
< |P.T* - T*|| + ||P.T — T|| = 0, quando n — oo,

pelo Lema 3.4.1.

O diagrama de Bratteli dessa AF é
1
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Capitulo 4

Generalidades sobre AF-élgebras

4.1 Uma caracterizagcao para AF-algebras

E fécil ver que toda AF-3lgebra é separdvel. Por outro lado, também é verdade que
toda C*-Algebra separdvel é AF? Se ndo for, é possivel acrescentar algumas condicoes
de modo que seja? Vamos discutir essas questées nesta secao.

Teorema 4.1.1.  Toda AF-dlgebra é separdvel.

Demonstracao:

Seja A = |J A, uma AF-dlgebra . E claro que A, C A para todo
n>1 .

n > 1. Como A, é espago vetorial de dimensdo finita, entdo A, é homeomorfo a C¥,
para algum k € N. Como C* é separdvel, decorre que A,, é separsvel, isto é, existe

B, C A, enumerdvel e denso em A,. E evidente que (J B, é enumerdvel. Vamos
n>1
provar que |J B, é densa em A.
n>1
Seja z € |J A, e tome € > 0. Entdo existe y € |J A, (decorrendo
n>1 n>1

dai que y € A,,, para algum ng) tal que ||y — z|| < £/2. Além disso, como y € A,,,
existe z € By, tal que ||z — y|| < £/2, j4 que B,, é denso em A,,.

Logo, ||z —z|| < ||z —yl| + |ly — z]| < e e assim |J B, = A.
n>1 O

Observacao 4.1.2. Nem toda C*—A’lgebm separdvel é AF. Sendo vejamos: tome

A =C[0,1]. Como [0,1] é conezo, a dlgebra A = C|0,1] admite apenas as projecies

triviais 0 e 1. Desse modo A néao contém nenhuma C*-subdlgebra de dimensdo finita,

pois se contivesse, essa C*-subdlgebra seria isomorfa a alguma soma direta do tipo
!

@D M,,, que evidentemente contém projecdes diferentes de 0 e 1. Logo, A= C|0, 1]

k:—‘;{l
ndo é AF.
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No tltimo teorema desta se¢do mostraremos que condi¢ées devem ser
acrescentadas a uma C*-Algebra separdvel de modo que ela se torne uma AF. Para
chegarmos nesse teorema, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 4.1.3. Seja A uma C*-Algebra . Dadoe >0ene N, eziste um 6 > 0 que
depende de € e n, tal que se py, ..., p, 840 projecoes duas a duas ortogonais em A e
B é um C*-subdlgebra de A tal que dist(p;, B) < 6 para 1 < i < n, entdo existem
projecoes q, .. 0o € B, duas a duas ortogonais tal que ||pz gll <eparal <i<m.
Além disso, se Zpt = 1, entdo pode-se obter também Z g =1.

=1 i=1
Demonstragao:

Seja € > 0 e n = 1. Tome § = min{e/2,1/3}. Suponha que p; é uma
projecdo em A tal que dist(p;, B) < 6. Tome z € B tal que ||p; — z|| < § (isto pode
ser feito pelo fato de que ;1612 lp1 — z|| = dist(py, B) < 4). Como p; = p}, podemos
farer b= 42 ¢ obter [jpy — bl = |22 — 22| < Lps — 3] + LI (pr — o) < .
Portanto, sem perda de generalidade, podemos tomar b € B auto-adjunto.

Agora lembremos que se p é uma projecao diferente de 0 e 1, entdo
o(p) = {0,1}. Dai a fungio f(z) = (z — M), com X\ # 0 e 1, é continua sobre
o(p). Podemos dessa forma aplicar o teorema da aplicagdo espectral para obter

o(lp = A™) =o(f(p) = f(a(p) = F({0,1}) = {(0 — A)~", (1 — A)7'}. Além disso,

(e~ AD)7H| = r([p— A1)
= max{|(0 — A)~|,|(1 = X)~[}

= (min{|X[,|1 = A[})~
= dist(), {0,1})~%.

Lembremos também que se a é um elemento inversivel de uma C*-
Algebra e se |ja — s|| < ||la!||™}, entdo s ¢ inversivel.
Vontando & demonstracao do lema, temos que se A # 0 e 1, entdo
— Al é inversivel. Dai,

[(pr = A1) = (b= AD)|| = [|p — b]| < 6.
Mas, como § < dist(), {0,1}), se tomarmos |A| > 6 e |A — 1| > 4, entédo
Iy = A1) = (b= AD)|| < dist(A, {0,1}) = [|(pr — AT) ||
Assim, b — A1l é inversivel para |A| > § e |\ — 1| > 4. Dai decorre que
a(b) C[-6,8] U1 —46,1+4).

Note que esses intervalos séo disjuntos porque § < 1/3.
Um outro resultado geral de  C*- Algebra que precisamos usar é o
seguinte: se a = a* e o(a) = {0,1}, entdo a = a? (isto pode ser facilmente obtido
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se utilizarmos o teorema espectral para operadores auto-adjuntos de B(H), jd que a
pode ser visto como um operador 7(a) de B(H)).
Definamos agora a fun¢do continua

Fi[=6,6]U[l—6,1+4)

0, = €[4,
flz)=
1, z€[1-4,1+4]

Novamente pelo teorema da aplicagdo espectral vem que
a(f(b)) = f(o(b)) = {0,1}.

Além disso, como b = b*, decorre que f(b) = f(b)*. Logo, f(b) = f(b)?, isto &, f(b)
é projecdo.
Podemos definir entdo a projecao

a1 := A_s,140)(b) = f(b) € B.
Além disso, note que C*(b) é abeliana, pois b = b*. Dai

C*(b) ~ C(a(d))
b — f(z) ==

Dessa forma,

16— fO) = llz - X[1—5,1+5]||a(b) <d

P — @l < llpr =8l + |16 — qu|
<d+4
=26
<e. \
Agora, no caso geral, usaremos inducdo. Suponha que dado € > 0
existe § = min{1/4,¢e} tal que tenhamos obtido projecdes g1, ga, -..,gn—1 € B tal que

. n—1 n—1
ps — asl| < ﬁ—(nd_—ﬁ, n>2 Sejap= > pieq= Y. q. Escolha b=b* em B (como
=1 =1 )

no caso n = 1) tal que ||p, — b|| < 4. Ajssim,
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Ipn — (1= @)b(1 ~ g)|| = [|(1 - p)pa(1—p) — (11— g)b(1~ q)|
= [|pa(1—p) — ppa(L—p) — (1 - q)b + (1 — g)bg|
= ||pa(1 - p) — PPa(1 — p) + qpu(1 — p) — gpu(1 - p) —
— (1-q)b+ (1 - q)bg — (1~ q)bp+ (1 — g)bpl|
= ll(g = P)pa{l —p) + (1 — )pu(1 — p) — (L1 — )b(1 - p) +
+ (1-q)b(g - p)l|
= ||(¢ = p)pa(1 — p) + (1 - g)(pn — b)(1 - p)
+ (1-gblg—-p) <
< |lg = pll + llpn — bl + I8l llg — pll
1+ 16ll)llg = pll + llp — bl

n—1

S(L+M—pm+%ME:Wh—m“+%

i=1

Agora, como no caso n = 1, e olhando para (1 — ¢)b(1 — q) como o
elemento b daquele caso, obtemos (1—q)b(1—gq)— Al inversivel se |A| > d e [A—1] > 4.
Além disso, obtemos uma projecio g, em (1 — ¢q)B(1 — g) tal que

I = dall < llpw = (1= 81— )| + (1= (T —0) —all < 5 +3 < S <.

n
Ainda mais, se ) p; = 1, entdo
i=1

=3 el =13 n -3 al
< 2": P - |

n—1
= lIpi — aill + I — aal
i=1

)
< (n_l)ﬁ(—TL_—l_)+6 v
)
= = +9
J1,1
48 4
<1
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n
Mas como 1 — )" ¢; é projecdo, entdo
i=1

IT-all=1 ou 1= gl =0.
i=1 =1

n
Logo, juntando isto ao fato de que ||1 — )" ¢;}] < 1, obtemos

-3 al=o,

n
implicando em 1= ) ¢;.

=1 d

Lema 4.1.4. Dado 0 < e <1en €N, existe 6§ > 0 dependendo de € e n tal
que se A e B siao C*-subdlgebras de uma C*-fflgebm D wunitdria (denotemos por 1
a unidade de D) com dim(A) <n, 1€ A el € B, e tal que A tem um sistema de
unidades matriciais {Ei(?)} satisfazendo dist(Eg-c ), B) < 4, entdo eziste um elemento
unitdrio U € C*(A, B) com ||U — 1| < € tal que UAU* C B.

Demonstragao:

Primeiro vamos supor que A ~ #°°. Neste caso, as unidades matriciais
de A 530 as n projecées minimais p,, ...p, duas a duas ortogonais. Sejan = (n+1)"le.
Usando § = d(n,n), obtemos, pelo Lema, 4.1.3, projecoes q, ..., g, € B, duas a duas
ortogonais tais que ||p; — g|| <7, para1 <i < n. '

n

Definamos z = ) ¢;p;. Lembremos que se a = a*, entdo a < ||a||. Dai
i=1

pi— @ <|pi—all <n

= P; — DigiPi < Pinpi = NP

= pigpi > (L=m)pi

= Z,lpiqipi > (1—n) ;pi =(1-n)1
Assim,

n n n
= Gp Y Pt = > paipi > (1 - )L
i=1 =l i=1

Similarmente obtemos zz* > (1 — 7)1 e com isso concluimos que z ¢é inversivel (de
fato, se a = a* e a > All, entdio a — Al > 0, implicando em o(a — A1) C {0, +00) e
assim o(a) C [\, +00)).

Agora, seja U o unitério da decomposicio polar de z = U|z|. Como z
é invertivel, U = z|z|™ e dai U € C*(z) C C*(A, B). Claramente p; comuta com
z*z. Dai p; comuta com |z| = v/z*z. Além disso, é facil ver que g,z = zp;, para
1 <7< n. Assim,

Upi = z|z|"'pi = zpilz| ™ = qiz|z| ™ = U
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=UplU*=¢q, 1<i<n
= UAU* C B.

Além disso precisamos mostrar também que ||U — 1]| < €. Para tanto,
precisamos de alguns resultados preliminares. Se a = b + ¢, onde a,b,c sdo auto-
n
adjuntos e bc = 0, entdo ||a|| = max{||b||, ||c||}. Temos que z*z = " p;yg;p;. Dai,
_ . i=1
lo*a]| < max [pigipi] < 1 ¢ assim Jaf| < 1.
J4 sabfamos que o(z*z) C [l — n,+00). Agora, pela designaldade
lz*z|| <1, vem que o(z*z) C [1 — 1, 1]. Pelo teorema de Gelfand,

C*(z*z) ~ C(o(z*z))

llz|™' = 1]|= sup AV2—-1=(Q1-n)"2-1

A€o(z*x)

Agora,

IU—-1 < U — 2| +lz— 1

= llzlal™ = <l + | > ami = 3_pil

=1

n
< llellll 1™ = 2 + > ll(g: — p)esll
=1

<(L—-m)—1+ny
<n+nn

= (1+n)y

=¢.

\ Observe que na ultima desigualdade usamos os seguintes fatos:
Comon = (n+1)"'e e e < 1, entdo n < 1/2. Dal,

P+n—-1<0
=P 4+9°-n<0
=1<(1+n)01-7%
= 1< (1+7)(1+n)(1—n)

S 1<(1+n)y/1-19
1
=
v1=1n

Agora vamos ao caso geral.

<1.
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Seja {Ei(j), 1<s<k 1<4j < n,} um sistema de unidades

matriciais para A. Seja M a'C*—Algebra gerada pelas unidades matriciais diagonais
{Ei(;)}. Seja também &§ = §(7',n), onde 7' = (6n + 6)~l¢.

Como M ¢ isomorfa a £°, utilizamos os resultados anteriores para
obter um unitdrio U € C*(M, B) tal que UMU* C B e ||U — 1| < /6.

Sejam Fi(js) =U Ei(]“.’)U * unidades matriciais para UAU*. Note que
dist(F, B) = inf ||FY) — b
O beB'" W

< inf(IFS ~ EQ )| + 1B - bl
< ||FY ~UED|| + |UBY — EY|| + dist(ES, B)
= i 1) %] 15 1] ?
< |UEQU* -UED| + U - 1| + 6
<N -1+ |U-1)|+4
<ef6+¢/6+¢/6
=¢/2.

Segue daf que dado F{)) € UAU*, obtemos X% € B tal que

IEY — XJ|) < /2.

Como F](;’) € B, podemos substituir X 8) por FOXx S) F](; ) sem aumen-
tar a norma j4 estimada. De fato, note que Ff;) = Fl(f)Fl(;)F};). Dai,

IF - FRXGFED| = \FYFQFS - FOXOFY|
< |FY - x|
< g/f2.

Agora vamos verificar alguns fatos sobre X S)

i. X f;) é limitado inferiormente por 1 —¢/2 sobre a imagem de F](; ) (aqui, eviden-

temente, estamos olhando para X S) e Fj(;) como operadores em B(H), j4 que

pelo teorema de Gelfand-Naimark existe um espago de Hilbert H tal que B
estd representada (existe um isomorfismo) por alguma subélgebra de B(H)).

De fato, seja £ € I ij(;). Inicialmente note que

IFD @I = (F(€), FP(©))
= (FYFD(),6)
= (£,£)
= i€,
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isto & || 715 (€)I] = II£]]-
Agora

X201 > IEQ @l - 1) - F @)
> €l - 11X — FS el
> |l€ll — e/2]l€l
= (1-¢/2)|€l

para todo £ € T ij(]‘f}).

ii. A imagem de X S) é igual a imagem de F3.
E facil ver que Ime;) C ImFY, j4 que Fl(f)Xf;)Fj(;) = X{;).
Consideremos por outro lado a aplicacdo

X H=ImFP@ImFY" - ImFQ@ImFY" = H, com X9 =0

1
Y \rmF()

Note que F\* é a unidade em B(ImF()) e F'¥ & inversivel, pois FYF®) =
q 33 Ji 1y 15 441
F) que ¢ a unidade em B(ImF%).

Agora
IFY XS ~ FP|| = |IFYXY - FYFY|
< |X$ - FY)
<€g/2
< 1.

Daf, Fj(f)Xf;) é inversivel em B(I mFJ(;)) Como j4 tinhamos Fj(f) inversivel,
segue que Xf;) é inversivel (como aplicacdo de Iij(;) em ImF®), e assim

ImX{) = ImF).
Considere agora a decomposi¢do polar de X S.):
x5 = 61X = oo xye.

O unitério GS) ¢ uma isometria parcial em B que tem o mesmo dominio e imagem

s)

de X%, Vamos mostrar que X% estd ”préximo” de G\¥. Veja que
15 13 13

XN < IFEQN+ 11X = FPll < 1+¢/2.
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Além disso, para £ € T mF](; ). temos que

(X X9 ()6 = (xP©), x2©)) = 1 XL©OI? < (1 +¢/2)l¢)?

(X X15€),6 = 1XF @O > (1 —e/22)¢ll”
Assim,
(1—¢/221 < XI' X9 < (1+¢/2)%1,
Implicando em
a(XO" X9y c (1 —e/272, (1 +/2)7.
Dai,

11— X317 = 1= (x5 Xx39) =)
= sup |1 — A2
reo (X" x{9)
1

T 1+¢/2
€

2+¢

Finalmente obtemos

1X9 6| = 1x - x| x4
< IX& - 1xE))
£
1
( +2)2+s
_2+s £
T2 24¢

Podemos agora obter um novo sistema de unidades matriciais em B,
fazendo

G(s) G(S)

E facil ver que o operador

k
Wi=>" }:1 Gy FY)
J=

s=1

é unitdrio e que G(S)W WF( ?) . Daf,
WF‘i(J.’)W* = Gz(;) paratodo 1<s<k, 1<4,j
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Agora, usando o fato de que a soma de termos com dominios e imagens
ortogonais tem norma igual a0 maximo da norma de cada termo, obtemos:

W — 1| = ”ZZG(S) F(S) ZZF(S)*F(S)

s=1 j=1 s=1 j=1
— HZZ G(s) F(-‘J) F(;)H
s=1 j=1
= max |(GY)" - F{{")FJ)|
< max||G) - F, H
< max(|GY) - X (”H +1x8) - FP|l)
<ef2+¢€/2
= €.

Finalmente, o unitario desejado é V := WU, que satisfaz
V-1 ={wU -1
< |[|WU -U|| +||U - 1|
< W -1 +lU -1
<e+¢ef6
= Te/6.
Além disso note que V € C*(A, B) e que VAV* C B, pois

O} = O — WEOW* = g
VEQV = WUEPU*W* = WESW* = G € B. -

Teorema 4.1.5. Se, em adicdo as hipdteses do lema anterior, tivermos uma
dlgebra Ay C AN B, entdo podemos escolher o unitdrio U no comutante de A;.

Demonstragao:

Seja 6 = 8(e/3,dim(A)) como no Lema 4.1.4. Dai existe um unitério
U € C*(A, B) tal que UAU* C B e ||U — 1}| < ¢/3. Vamos fixar um conjunto{Fi(;)}
de unidades matriciais para A;. Definamos também Gz(.;) =U Fi(js) U* unidades ma-
triciais para U A,U*. Vamos supor, sem perda de generalidade, que A; tem um tnico
fator, isto é, A; ~ M, (C).

Seja X = Gy1Fi1. Note que
”XX* - Gu” = “GuFuGu - Gllall.Gu“
< VP - UFWUT||
< ||Fiy = UFu|| + ||UFu — UFHU*H
<21-U|
<2/3<1.
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Analogamente provamos que || X*X — Fj3|| < 2¢/3 < ledal XX*e
X*X sao inversiveis. Com isso, X também serd inversivel.

Seja ¢ a isometria parcial da decomposi¢ao polar de X, isto é,
¢ = X|X|" = GuFi(F11GuiFii)-1)0.
E claro que ¢*p = Fi; e pp* = Gy,. fator, isto é, A; ~ M, (C).
Seja X = G4, F1,. Note que |

I XX* - Gu|| = ||GuFuGi1 — Gi11G11Gui|
| < ||Fu = UF U
< ||Fii — UFu|| + ||[UF — UFLU?||
< 2J1-U]
< 2¢/3
< 1.

Analogamente provamos que || X*X — Fi1|| < 2¢/3 < 1edal XX* e
X*X sao inversiveis. Com isso, X também serd inversivel.

Seja ¢ a isometria parcial da decomposi¢do polar de X, isto é,
¢ = X|X|™" = GuF(FiGuFy) 2

E claro que ¢*¢p = Fi; e pp* = Gu1.
Seja W =Y Gj1pF;. E facil ver que W é unitario, W pertence a B
)

WﬂjW* = Gij, Vi, 3.

Além disso,
IW =1 =113 GaeFi;~ 3 FnFyl
J J
= }:(Gﬂw — Fj Fu1) |
J
< > IGip - FiFul|
7

= Z |Gj10 — Fi1 + Fiip — Fj Fua|| |

J
< NG = Fil + Yl = Ful.
J J
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Resumindo, temos

W =10 < 316 — Full + 3 llg = Full
J J .

Mas como

decorre que Y ||Gj1
j

G — Full = {UFHU* — Fal| < 2¢/3,
— Fji|| < 322¢/3 < (2ne)/3, onde n =dim(4).

Por outro lado, jd sabemos que

| X*X — Fu|| = [|[FuuGnFu — Fu|

< 2¢/3.
Dai,
[X*X|| < [|X*X = Full + [|Full
<1+2/3
€ assim,
r(X*X) = sup{|A|, A € o(X*X)}
< 14 2¢/3.
Com isso
1F = (X*X)7V?) = sup [1—A"2
A€g(X*X)
<1—(1/4/1+2/3).
E fécil ver também que
|G = Full = [UFWU” — Ful|
< 2¢/3.
Assim,
lp— Full = IXIX]™" - Fu|

= |GuFulX|™ = Full

= ||GuFulX|™ — Fiy Fu| X |™ + Fy | X | — FuFul|
< NGy = FulllFul X+ [ Fa X = Ful

< 2e/3|| 1X|7H + | Fu — (X*X) 72|

< 2¢/3||IX)7Y +1 = (1/4/1 + 2¢/3.
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Resumindo, temos a expressao

lle = Fuull < 2¢/3| [X]7H| + 1~ (1/+/1 +2¢/3. (3)

E claro que este ltimo numero tende a zero quando ¢ tende a zero.
Vamos entdo chamé-lo de N(e). Agora, usando (2) e (3), retornamos em (1) para
obter:

W -1 < 2NGH = Fill + 3l — Full < 2ne/3+ 32 N(e) = 2ne/3 + nN(e).
J 3 J _
Finalmente, o unitario procurado serd
V=W"U.

V comuta com Al. De fato, VE] = W*Uﬂj = W*GUU = FZJW*U = FZJV
VAV* C B. De fato, VAV* = W*UAU*W. Como UAU* C B e W € B, obtém-se
VAV* C B.

Além disso,

IV -1 = |W*U - 1] <
S|IWU-U||+|lU-1] <
<|Wr =1+ ||lU -1 <
< 2ne/3+nN(e) +¢/3.

Chegamos enfim ao teorema de caracterizagdo de uma AF-3lgebra .

Na verdade, este teorema é quase uma reciproca para o Teorema 4.1.1. Nele veremos
: q .

que condi¢es devem ser acrescentadas a uma C*-Algebra de modo que ela seja uma

AF.

Teorema 4.1.6. Seja A uma C*—fflgebm . Entdo A é AF-dlgebra se e somente se
A € separdvel e para todo € > 0 e a1, ag,...,a, € A, ezriste uma C*-subdlgebra B C A
de dimensdo finita tal que dist(a;, B) < € para todo 1 < i < n.

Demonstragao:
(=) J4 vimos no Teorema 4.1.1 que se' A é AF, entdo A é separdvel.
Seja e > 0 e ay,0az,...,a, € A. Como U Ax é densa em A, existem ay, € Ay,,ax, €

E>1

Ak oy Ok, € Ay, tais que |ja1 — ay, || <¢, llaz — ax,|| <e, ..., [|lan — ag, || <&. Como

a unido |J Ay é crescente, existe Ax, que contém todos os elementos ag,, ..., a,. E
E>1

claro que Ay, tem dimensio finita e, além disso, dist(a;, Ax,) = ér}‘f lla;: — a|| < e,
a ko
paratodo1 <i<n.
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(«=) Como A é separdvel, fixe um subconjunto enumeravel denso
D = {a;,i > 1}

na bola unitaria de A. Seja também ¢;,7 > 1, uma sequéncia decrescendo monoto-
namente para zero. :

Para k = 1 existe A; C A, com dim(A4) < oo e tal que dist(a;, 4;) < €.
Seja 01 = 6:(%2,dim(4,)). Fixemos um conjunto de unidades matriciais

{EgV, 1<s<n, 1<4,5 < my,)
para A,. Dado o conjunto
1 1
Xi = {a1,00, Y, B}, ., E® . }
e dado 0] = min{d;, 2}, existe B, C A de dimensdo finita tal que dist(z, B;) < &}

para todo = € X;. Segue daf que dist(a;, B1) < 2 parai=1,2e dist(Ei(;‘), By) < 6
para todas as unidades matriciais de A;.

Pelo Lema 4.1.4, existe um unitario U; em A tal que

ULAU C B, e U —1] < ‘333

Definamos A, := Uy BUs. E claro que A, é de dimensio finita e
A, C Ay, pois A; C UyBU;. Além disso, veja que
dist(a;, 42) = yienjz llai — yl|

ielgl lla; — UTbU, ||

inf ||UF (Ura;Us — b)UL||

be B

Jof |[Ura;U} — b

inf (|U1a;U; — ail| + ||a; — b]])
be By

IA

IN

< lhaU; - UiUfail| + 2
< (losUt = aill + lla; — Utadl)) + 2
< @aliv - 1) + 2
£ £
< 2—33 + 32
=gy, parat=1,2.

Agora, existindo uma k-ésima &lgebra nestas condigbes (como A,),
tome & = 0 (%, dim(Ay)), fixe um conjunto de unidades matriciais

{E'f;k)7 1 S Sk S n, 1 S Z?] S mS}
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para A, considere o conjunto

Xk= {al,ag,...ak,ak“,Eﬁ),Eg),...,E(") }

mskmsk
: f : €x+1
e seja &, = min{d, =1,

Entdo existe By C A de dimenséo finita tal que dist(z, By) < 4}
para todo z € X;. Segue dai que dist(a;, By) < ﬂ%ﬂ para todo 1 < i < k+1

e dist(Ei(; ’°), By) < 6, para todas as unidades matriciais de Ay

Novamente pelo Lema 4.1.4, existe um unitdrio Uy em A tal que

1
UkAkU;: C By e “Uk - ]1“ < Ek;_

Definimos Ag41 := Ui BpU;. De modo andlogo ao caso k = 1, Ay
é de dimensao finita e Ay C Agy1. Além disso, é ficil ver que também podemos obter

diSt(a,;,Ak+1) <egp+1, paral <i<k+1.

Isto fornece, portanto, a relagdo de recorréncia pela qual podemos obter
uma sequéncia crescente de C*—Algebras de dimensao finita cuja unido é densa em
A, ja que a desigualdade dist(a;, Ax+1) < ex+1, 1 <i<k+1,nos leva a concluir
que D = {a;,i > 1} C |J A,. Dai, J A, D D =Bola Unitéria de A. Portanto,

n>k n>k
U A4, é densa em A.
n>k
(E facil ver que se Y/ C Y C Z, onde Z é uma slgebra de Banach, Y é subespaco
vetorial de Z e Y’ é denso na bola unitéria de Z, entdo Y é denso em Z).

]

4.2 TIsomorfismos de AF’s

Lema 4.2.1. Seja A uma AF-dlgebra tal que A = |J A, = U B,. Entado para‘
n>1 n>1

todo € > 0 eziste um operador unitdrio W € A com W — 1|| < & tal que

UAn=WUBnW*.

n>1 n>1

Em particular, existemn subsequéncias m; e n; tal que
Ap, CWB,W* C Ay, para todo i > 1.
Demonstragao:
Seja € > 0. Escolha {¢; > 0};> tal que Qiei <e Sejam =1e

=1
41 = d1(e1,dim(Ap, )), como no Lema 4.1.4.
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Seja também {Efjl}, onde 1 < sy < ki, 1 < 14,5 <, as unidades
matriciais de A,,, .

Usando a hipétese temos que

(B} C Ay € |J 4w c J A= | B..

n>1 n>1 n>1

Dai, para cada 1j, existe T;; C |J B, que aproxima E;;. Como T;; C
n>1

U B , vem que T;; C B, para algum n;;. Como a colegdo {ij} ¢ finita, seja
n>1

ny = max{n;;}. Assim, existe n, tal que dist(E;}, Bp,) < 6. Pelo Lema 4.1.4, existe
um unitario U; tal que

l'jy‘l,ml'ji'= C B,-“ € ”Ul - ]1“ < £71. (1)
Agora, seja n; = 6(51,ldim(Bm)). Temos que U, B, Uf C |J B, =

n>1

U A,. Dai, pelos mesmos argumentos anteriores, existe mq tal que as unidades
n>1

matriciais de Uy B,,, U} estao préximas de A,,, a menos de 7.

Por (1) temos que A,,, C U;B,U;. Além disso, como my > my,
A, C Ap,. Assim, Ay, C [Uf By, U1]N A, Pelo Teorema, 4.1.5, existe um unitério
Vi C A, comutando com A, , tal que

%[U;BnlUl]‘/l* C Am2 € “‘/1 - ]l“ <ér.
Além disso, temos que A, = ViV*A,,, = V1A,V C ViU B,,,U\V}* C A,,.
Facamos vmais uma, etapa:

Para €5 e mgy, tome §y := 6(gy,dim(A4,,,)). Seja
{E}, 1< <k 1<4,j <D},
unidades matriciais de A, . Usando a hipédtese, é possivel obter B, tal que
dist(E;7, iU} Bp,U1 V[*) < 0.

Pelo Teorema 4.1.5, existe Uz comutando com ViU;j B, UV} (pois
claramente V Uy B, U7 V¥ € iUy B, Ui Vi* N Ay,) tal que

UgAszQ* C VlUmeUlVl* e “U2 - 11” < g&q.
Continuando, obtemos V, comutando com A,,, tal que

Ay C VoU VAU B, Uy Vi Us Vst C Ap,.
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Suponha agora que no k-ésimo estdgio tenhamos encontrado m; <
My < o+ < My €Ny < ny < -+ < ny e operadores unitrios U; e V;, com
1 < <k, satisfazendo ||U; — 1f| < ¢; e ||V — 1| < &;, tal que

Ap, C By := ViU - ViU B, U Vit - - - UV* C Amiiis )
com V; comutando com A4,,, e U;y; comutando com B,,, 1<i<k.

Definamos W := lim ViU;..ViU;. Este limite realmente existe, pois a
. 1—C0
sequéncia (z,) = (V,U;..V1Uy) é de Cauchy. De fato: para n > m, temos

|zn — zml|l = llonUs..ViUp,.. VAUY — V5, UL VLUl
< NVaUs Vi 1Ugs = WVl ViU |
— IVl ViaUtyy 1))
< Vol Vi iUy — Vall + IV = 1
S NUp - Vs Upgy = 1| + &
< Uz Vi Uy — Ul + 1Un = 1) + €n
< WVa1Up_1-Vins1Uppy — 1| + 2¢4

que vai ser tdo pequeno quanto desejarmos, bastando tomar m,n > ny, para ng

o0
suficientemente grande, j4 que 2) ¢; < €.
: i=1

Pelos mesmos argumentos obtemos ||[W — 1|| < €.

Agora seja Wy 1= Vi U;..V1Uf e W) := lim ViU? ... VeniUg, .

12-+00
Afirmagio: W) comuta com By,. De fato, por (2) temos que

Am, C Em C Amz C B;nz C Ams C--C Ami C ém Cc Ami+1a

V; comuta com A,,, e U;;, comuta com B,,. Dai decorre B,,, comuta com V; e B,
comuta com Uj;, para i > k. Assim:

w®B, = lim VUr.. ViUt Bn,) = lim (Bo ViUE.. ViUt 1) = B, W®.
Agora, como W = W®W, , vem que

WB, W* = w®w,B, w;wk’
= W(k)-énkW(k)*
= B,,.
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Daf, U WB,W* = {J B, = | A4,, implicando em

n>1 - n>1 n>1
U 4. =w (| B.)w.
n>1 n>1

Em particular, temos que A, C By, = WB,W* C Am,,,, para ¢<1. o

Teorema 4.2.2. Se A= (J A, e B = |J B, sio x-isomorfas, entdo (J A, e

n>1 n>1 n>1

U B, também sdo.
n>1
Demonstracio:

Seja @ : A — B um x-isomorfismo. Temos que |J «(4,) C B é

n>1
denso em B. Dai, |J a(4s) = B = |J Bys. Pelo Lema 4.2.1, J a(A4,) ~ (J B,,
n>1 n>1 n>1 n>1
implicando em |J A, ~ {J B,.
n>1 n>1 0

Continuando nesta questao de isomorfismos, mostraremos agora duas
AF-dlgebras A = |J A, e B = | B, tais que A, é isomorfa B, para todo n, mas

n>1 n>1
A nao é isomorfa a B.

Estes exemplos vao reforcar a fundamental importancia dos indutores
(inclusdes ¢, : A, — Apy1) na obtencdo de AF-dlgebras A = ) A,.

n>1

Seja X o conjunto de Cantor. Entdo X = [ X,,, onde
n=0
=0,

1]
=[0,1/3] U (2/3,1]
=1[0,1/9] U[2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]

Note que a familia X,, é decrescente, consistindo de 2" intervalos dis-
juntos, e cada intervalo de X,, contém exatamente 2 intervalos de X, ¢;.

Seja A, a subélgebra de fungGes em C(X) que sdo constantes sobre os
intervalos de X,,. Dai:
Ao ~C
Al >~ (C2
A2 jad C4

A, ~ C".
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Além disso, é ficil ver que imersdo de A, em A,,,; é dada por:

RN VRN
ANANVANNAN

Temos entdo que |J A, = A = C(X).

n>1

Considere agora B = C(Y), onde Y = {0} U {1/n,n > 1}. Seja B, a
subdlgebra das fungées em C(Y') que sdo constantes sobre os conjuntos 0,27 NY.

Dai:
Bol‘(c
B1’1C2
BQ’!C4
B, ~C”.

,..‘ . ~ <+1
Como sio as imersoes de C2" em CZ"" ?

Note que se f € B, entdo podemos fazer a identificacéo

F(f(1), £(1/2), .., F(1/27) € C

ese f € B,,H, entdo
F~ (FQ), F1/2), .., FQ/2%), ..., f(1/2%th)) € ¢,
Isto define as aplicagdes I : By — C*" € Iy : Bpyy — C.
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Uma fungdo f € B, é levada na dlgebra B,,,, através da aplicacdo de
inclusdo i : B, — Bp,;.

. . ~ +1 ., - . »
Assim, a inclusdo ¢ : C" — C*"" é dada por ¢ = I,; 00071, isto &

<p(a1, azy, ..., agn) = ((ll, A9y ey Uon, Aon ,y .., agn)

a Qo as s don
a Qg as T Qgn Qan+1

O diagrama de Bratteli de B = |J B, = C(Y) é o seguinte:

n>1

1

1 1

1 1 1 1\
1 1 1 11\11 1

Temos assim que B,, ~ A, para todo n, mas A ndo é isomorfa a B,
pois se fosse, seus espectros seriam homeomorfos, implicando no homeomorfismo
entre conjuntos X e {0} U{1/n,n > 1}, o que é um absurdo.

Para encerrar esta se¢do vamos discutir uma questdo que ficou pen-
dente na Observagao 3.2.5: sobre que circunstancias dois diagramas distintos pro-
duzem a mesma AF. Finalmente, isto é respondido no

Teorema 4.2.3.  Sejam A e B AF-dlgebras, com A = |J An e B = | Bx.

m>1 n>1
Sejam também as imersées ay : Am — Ami1 € Bn : By — By (além disso,
lembremos que de acordo com a notacdo utilizada na secdo 1.5, Cmmyr € @ imersdo
de Ay em Apir. O mesmo valendo para Punik). Entio A e B sdo isomorfas se
e somente se existirem subsequéncias m; e n; € N e homomorfismos 0; e ¢;, com
0; : A, = By, € ¢;: By, = Apy,,,, tais que

¢i o 01 = ami,m,’.,.l €
Oiy10¢; = :Bn,',ni-q-l .
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Demonstragao:

(=) Suponha que A = |J A,, ¢ B = |J B, sejam isomorfas. Sem
m>1 n>1
trazer prejuizo no que segue, vamos cometer o abuso de chamar A = B. Dessa

forma, pelo Lema, 4.2.1, dado € > 0, existe um unitério W tal que ||[W — 1)) < e e
U Am =W U B,W*. Em particular, existem subsequéncias m; e n; tais que
m>1 n>1

Am, CWB, W* C Ap,,,, paratodo ¢> 1.

Seja 0; a inclusio de A, em WB, W* e ¢ a inclusdo de W B,,W* em
Am,,,- Definamos os automorfismos

¢p: B—>B e po: BB
z — W*zW z— WaW*

Dai, 6; = ¢, 00; : Am; = By, é ainclusdo de Ap,, em By, € ¢; = ¢logps :
By, = Ap,,,, é ainclusdo de By, em Ap,,,. Assim, finalmente obtemos

¢; 0 0; = dipa01 0 = ¢;0; = inclusdo de A, em Ap,,,,
bir1 © ¢ = 10,1 ¢ip = inclusdo de B,, em B

Ni41-

(<) Com os dados da hip6tese, podemos montar o seguinte diagrama,

(67 (0% ,
Am1 71,12 Am2 m2,M3 Am3 Mg ,7M4 Am4 s A
¢ é2 ¢s
01 02 93 94

N —p N  r——p NG —— N4

ﬂm,‘nz ﬂnz,ns ﬂng b4

Observe também que os diagramas abaixo comutam.
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Em outras palavras, 0;110m;m,., = Bn;niy,0i Vi .

De fato, usando a hipétese, temos que

6i+1ami,mi+1 = ¢z+1(¢zez)

ﬂni Mg 01 = (01+1¢z)ez .

Agora considere as imersdes naturais fp,, : A, — Ae gy, : By, = B.
Considere também a aplicdo ; := gn,0i : An, — B. Segue, da comutacio do
diagrama anterior, que o diagrama abaixo também comuta.

[8 7o
Apy Zmimig A,

’)\ l%’+1
B

Dai, pelo Teorema 1.5.5, existe um *-homomorfismo § : A — B.
Utilizando argumentos analogos, obtemos pelo Teorema 1.5.5 um *-homomorfismo
¢ : B — A. Vamos mostrar que fo¢p = Id = dob.

Basta verificar isto sobre os subconjuntos densos | A,, e |J Bn.

m2>1 n>1

Seja an,; € Ayy,. Note que

¢(0(ami)) = d’(el(a’mz)) = ¢1(01(am1)) = Cm;,mip (a’mi) = Gm;-

seja by, € B,,,. Note também que

0(¢(bm)) = 0(¢i(bm)) = 0i+1(¢i(bni)) = ﬂ'ﬂ«i,‘ni-}—l (b"i) = b‘ne‘

Logo, A é isomorfa a B.

70



Capitulo 5

Os ideais de uma AF-algebra

5.1 Uma caracterizacao dos Ideais de uma AF-
algebra - como reconhecer os Ideais de uma
AF-algebra pelo seu Diagrama de Bratteli

Vamos comegar esta se¢do com um teorema que mostra qhe todo ideal de uma AF-
algebra também é uma AF-dlgebra e que, além disso, exibe a cadeia crescente de
algebras cujo limite é o ideal.

Observacgao 5.1.1.  Nesta se¢do todos os ideais citados serdo considerados bilate-
rais e fechados na dlgebra em que estiverem contidos.

Teorema 5.1.2. Seja A uma C*-fflgebm e seja {An}n>1 uma sequéncia crescente
de subdlgebras de A tal que A = |J A,. Seja J um ideal de A. Entdo

n>1 :

J=JdnlJ4=J(n4).

n>1 n>1

Demonstracao:
Seja J,, = JN A,,. Como J é um ideal fechado em A, decorre que J,, é

ideal fechado em A,,. Devemos provar que J = |J J,.
n>1

Trivialmente temos |J J, € J. Por outro lado, suponha que z ¢
n>1
U Ji.. Vamos provar que z ¢ J.
n>1

Seja {zx}r>1 uma sequéncia em Ay, tal que zx — . Como z ¢ m,
| n>1
temos que iﬁfJ lz — yll =€ > 0. J& que = — z, existe kg tal que ||z — zx|| < €/2
ye U Jn ‘
n>1

para k > ko. ) ’
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- Agora, paray € Jy e k > ko, temos que ||z —yl| < [lzx —y|| + ||z — z]I.
Dal, lzx —yl| = llz — yl| — llox — 2l} > e ~e/2=¢/2.

Agora, seja p: A — A/J a aplicacdo quociente. Como Ker(p) = J,
decorre que Ker(p|4,) = J N A, = J,. Como a norma na C*-Algebra p(A,) ¢ a
mesma, se p(Ay,) é vista como uma subélgebra de p(A4) ou como imagem da, aplicacdo
quociente A, - A, /J,, temos que ’

le@e)ll = llox = Jull = inf {lze —yll 2 €/2, k2 ko.

Agora, como T3 — T e p é continua, vem que p(z;) — p(z) e assim
lp(z)]| = lim {[p(z)l] > /2.
—00

Logo, z ¢ J. -

Definicdo 5.1.3.  Seja D(A) o diagrama de Bratteli de uma AF-dlgebra A e seja
A um subconjunto de D(A). Com o intuito de simplificar a notacdo, vamos dizer
que (n,k) ¢ (n + 1,q) se e somente se existe um inteiro ndo negativo p tal que

P
(n,k) ¢ (n+1,q). Entdo dizemos que:
i. A € Dirigido se (n,k) € A e (n, k) \( (n+1,q), entdgo (n+1,9) € A;

ii. A é Hereditdrio se, dado (n, k) € D(A), tivermos que (n+1,q) € A sempre que

| existe imersao (n,k) \( (n+ 1,q), entdo (n, k) € A, isto €, A é Hereditdrio se

todos os vértices nos quais (n, k) estiver parcialmente imerso pertencem a A,
entio o vértice (n, k) também pertence a A.

P
Lema 5.1.4. Seja A= M,,, J um ideal em A e seja T = {1,2,...,p}. Entdo
k=1

J € da forma J = @ M,,, onde 'y C T, isto ¢, J é alguma subsoma de A.
keTlo

Demonstragao:

E facil ver que toda subsoma é um ideal. Por outro lado, seja J um
ideal de A e definamos

To={k: JN My # {0} }.

Vamos provar que J = € My,
kelo
Seja x € J. Chamemos de e; a unidade de M, . Assim, a unidade de
A é o elemento 1 = (e, ey, ..., €p). Dai,

z= z.1== z(e),0,...,0) +2(0,e,...,0) + -+ + 2(0, ..., ep) .
. - g N ~ o N 7/
$E€INMq, £€J My, 2€JOMn,,
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Estes produtos de z pelas unidades matriciais de M,,., k=1,...,p, ou
a0 zero ou entdo algum outro elemento de M,,. Desse modo, z € € M.
keTlg
Agora, note que se k € Iy, entdo J N M, # {0}. Como J é ideal de
A, temos que J N My, é ideal de M,;. Dai, como M,; é Simples, JN Mp, = My e
assim My, C J. Como isto vale para todo k € I'y, temos que @ My, C J.
kelo

Teorema 5.1.5.  Seja I um ideal em |J A,. Entdo I tem o forma
n>1

=U D M,

n21 kj(n,k)eA

onde A é um subconjunto de D(A) dirigido e hereditdrio. Reciprocaménte, se A C

D(A) é dirigido e hereditdrio, entio o subconjunto I = ) € M, , € um ideal
n>1 ki(n,k)eA ’
em |J A, tal que

n>1
Ind,= @ M,
ki(n,k)EA
Demonstracgao:
(=) Seja I um ideal em (J A,. Defina I, = I N A,. Dai,
n>1
UL=Ulun4al=1n[J4]=
n>1 n>1 n>1

Além disso, pelo Teorema 5.1.2, I, é um ideal de A,. Como ji sabemos, pelo
ln

Lema 5.1.4, que os ideais de A, = € My, , sdo as subsomas destes finitos fatores de
k=1 .
soma direta, temos que I, = € Mg, ,, onde A é algum subconjunto de D(A).
k;(ﬂ,k)eA
Assim,I=) @ M,,,.
n>lk(nk)eA

Agora falta mostrar que A é dirigido e hereditério.

Dirigido: Chamemos de ™ a unidade do fator My, ,. Se (n, k) € A,
entdo My,, C I, C I. Em particular, e™® € I. Dai, se (n,k) \/ (n +1,9),
entdo emb) g(1+1,0) # 0, e como (™19 € M, ., . temos que e™k) e+ € M, . .
J4 que I é ideal, e™P) e"t19 € I. Assim, My,,, NI # {0}. Portanto, como I é
ideal e Mg, ,, . é um fator de dimensdo finita, entdo My, ,,  C I,istoé, (n+1,q) € A.

Hereditdrio: Fixe (n,k) esejaI' := {q; (n,k) \((n+1,q)}. Suponha
que (n+1,q) € A para todo ¢ € T, isto é,\MdnH,q C I, para todo g € I'. Como M, ,
. estd contido na soma dos fatores Mg, ., A nos quais estd parcialmente imerso, decorre
que My, , C I, ou seja, (n,k) € A.
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(=) Seja A C D(A) dirigido e hereditérioesejaI= ) @ M, ,.
n>1k;(n,k)eA ’
Vamos supor que I ¢ ideal em |J Ao eque INA, = @ Mq,,. Fixe n e defina
n>1 ki(n,k)eA

I.= @ M, Como A é dirigido, se My , C I, e M, , estd parcialmente
ki(n.k)EA ' ’

imerso em My, ,, , entdo My,,, , € Inyi. Dal, Mg, , C Iy e I, C I;y. Entdo, se

ze€|JAreyel = I existe ntal que 1 € A, e y € I,. Como I, é ideal de A4,
k>1 k>1
(Lema 5.1.4), segue que zy e yz € I, C I. Logo I é ideal em |J A,.
n>1

Agora resta mostrar que I N A, = I,,.

E claro que I, C I'N A,. Para mostrar a inclusdo contréria; basta
mostrar que se My, , C INA,, entdo My, , C I,. Suponha entdo que My, , C INA,.
Como Mj, , tem uma base finita e os I,,'s sdo subespagos vetoriais finitos e crescentes
em I, existe m tal que My, , C I,,. Se m < n, nada a fazer, pois My,, C I, C I,.

Analisemos entdo o caso m > n. Suponha, por absurdo, que Mg, , ¢
I,,, isto é, que (n, k) ¢ A. Como A é hereditdrio, dizer que (n, k) ¢ A implica em dizer
que existe ki, 1 < ki < npyg, tal que My, , estd parcialmente imerso em My, i)
mas My, ,,, ¢ Inyi.

Novamente, como A é hereditario, existe ko tal que My, 11,4, ©Sta par-
cialmente imerso em Mg, ,, mas My, . & In.2 (note que pela transitividade da
imersdo parcial temos que My, , estd parcialmente imerso em Mg, , ).

Continuando nesse processo, obtemos um fator My, . (lembre que
m > n) tal que My, , estd parcialmente imerso em My, , mas (m,q) ¢ A, isto
é, My, , ¢ I,. Dai, My, NIy = {0} (Lema 5.1.4) e assim My, , € I, 0 que é uma
contradicdo. .

Logo, I N A, = I,.

Teorema 5.1.6. Seja A= |J An. Definamos:
n>1

A, = conjunto dos ideais em A

Ag = conjunto dos ideais em |J An
n>1

As := conjunto dos subconjuntos A de D(A) dirigidos e hereditdrios.

-

Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre , A1, Az e Az dadas
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por

Dpp: A3 — Ay
A = U @ Mdn,k
n>1ki(n,k)EA
‘I)glt .A2 — .A1
I —» T

(1)31: A3 — Al
¢31 =

Demonstragao:
Do Teorema 5.1.5 segue que P32 é bijetiva.

Do Teorema 5.1.2 segue que ®o; é sobrejetiva. Vamos provar entdo que
®,; é injetiva.

Sejam I e I ideais em |J A, tal que I; # I,. Pelo Teorema 5.1.5,
n>1

existe um fator My, , que est4 contido em apenas um deles (I; ou I3). Vamos supor
que My, , C I, exclusivamente. Daf e™* ¢ I,N A,, para m > n. De fato, se &™) ¢
I,N A,, para algum m, entdo e™F) € I, e, como I, é ideal, Mg, = e(””“).Mdn,k € L.
Assim, e(™®) é levada em um projegdo nio nula pela aplicacdo quociente

Ap -5 An/(NAy), m>n.

Com isso,
= (nsk) — s (n,k) _
1 =|{p(e"™™)]| yeg}ijm lle yll, para m > n.
Dai,
1=p(e®™)]| = inf (I Ap)|e™ — y||
e,

e assim

1 = inf |[e™®) —
inf e yll;

implicando em e™*) ¢ T,. Como j4 tinhamos e™*) € I, C I, decorre que 1; # Io.
Logo, ®5; ¢é injetiva.

A bijetividade de ®9, é imediata.

Podemos concluir desse teorema que para cada ideal I de A existe um
subconjunto A C D(A) tal que I é gerado pelos fatores cujas posigoes sdo dadas pelos
elementos de A e vice-versa. Na secdo seguinte apresentaremos varios exemplos que
esclarecem esse comentario.
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5.2 Exemplos

Nos exemplos que se seguem vamos mostrar como identificar os ideais de uma AF-
dlgebra através dos subconjuntos do diagrama de Bratteli que sdo dirigidos e heredi-
tdrios.

Exemplo 5.2.1. Seja A= CP, ® K(H) ® CP,,
onde H ¢é separdvel, dim(H,),dim(H;) = oo, H = H; ® H; e P, e P, sdo projecées
sobre Hy e H,.

O diagrama de Bratteli dessa élgebfa, (cuja construgdo pode ser obtida
no exemplo 3.3 de [Landi}) é dado abaixo.

Considere os subconjuntos de D(A):
Ay ={(2,2);(3,2);(3,3); (4,2);(4,3); (5,2); (5,3); ...}
Az ={(3,2); (4,2); (5,2);(6,2); ...}

E facil ver que A; e As sdo dirigidos e hereditdrios. Logo, pelo Teo-
rema 5.1.6, as dlgebras geradas pelos fatores cujas posicoes sdo dadas por A; e Ag
sao ideais de A. Note que A; produz o ideal I; = K(H) & CP, e A, produz o ideal
I, = K(H). O outro ideal néo trivial desta dlgebra é CP, ® K(H).

Exemplo 5.2.2. A=K(H)®Cly

A construgdo do diagrama dessa dlgebra obedece a procedimentos
andlogos aqueles utilizados na Secdao 3.4, quando da construcdo do diagrama de
K(H) (o leitor interessado pode observar o exemplo 3.1 de [Landi).

6
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l | 1
i 1

1 1

1 1

1 1

1 (

| I

! 2 1 1
1 1

1 1

I I

[

1 1

| 3 1 1
i 1

I 1

I 1

f

i 1

I I

|

Aqui, A_{(1,1);(2,1);(3,1);(4,1); ...} é o tunico subconjunto dirigido
e hereditdrio. Assim, o dnico ideal ndo trivial é K (H).

Exemplo 5.2.3. A= C(K), onde K é o Conjunto de Cantor.

O diagrama vem dado a seguir e sua construcgao ji foi feita na Secdo
1
| / \
1

/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\

./ ‘ / ‘
1 - \ ! )
/ \

4.2..

Neste exemplo existem infinitos ideais nao triviais, basta notar que a
partir de cada vértice podemos obter um subconjunto dirigido e hereditdrio, como
esses indicados no diagrama.
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Exemplo 5.2.4. A=Cy(Z)=C(Y), ondeY = {0} U{L n>1}.

Também j4i apresentaremos a construcio desse diagrama na Segao 4.2.

De modo andlogo ao exemplo anterior, a partir de cada vértice podemos
obter um subconjunto dirigido e hereditirio que produz um ideal.

Observacgdo 5.2.5.  Naturalmente, jd era de se esperar que no Ezemplo 5.2.3 e
no Ezemplo 5.2.4 obtivéssemos infinitos ideais, jd que as C*-/{lgebms em questdo
sao comutativas.

Exemplo 5.2.6. A =Algebra CAR

Estudaremos esta dlgebra detalhadamente na Secdo 6.1. O seu diagra-
ma, pode ser dado por

1
2
4
8
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ou entao por

B, 0,0 O
BloHOB200
0 B, 0 0|B O

0 010 By

1

1 1
2 2
4 4

E facil ver que esta &lgebra sé admite ideais triviais, j4 que os \nicos
subconjuntos que sao dirigidos e hereditarios sio D(A) e 0.

Exemplo 5.2.7. A=Algebra GICAR

/N |
WA
7NN /N
/\/\/\/\
/\/\/\4\/\

/ AY

De modo anilogo ao Exemplo 5.2.3, aqui existem infinitos ideais. Um
deles estd em destaque.

Vamos encerrar esta se¢do discutindo um assunto, sobre o qual, nesta
altura, o leitor j4 deve ter se questionado: Dada uma AF-algebra A e I um ideal
de A, é verdade que o quociente de A por I também é AF-algebra 7 Se for, qual a
relacdo entre o diagrama de A e o diagrama de A/I? A resposta é dada no
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Sn _
Teorema 5.2.8. Sejo A = | A,, I ideal de A e suponha que A= D My,
k=1

n>1
Vamos reindezar os fatores da decomposicdo de A, de tal forma que aqueles que

pertencam a I figuem todos ”a direita” mna decomposicdo, isto é, o subconjunto
A C D(A) associado a I vai ter a forma

A={(nk): m,+1<k<s, n=12..}

Seja p: A — A/I a aplicagio quociente. Entdo

. A/I—-Up( n)

n>1
i. p(An) = gp(Md,,,k), onde p(My, ) =~ Ma,, pars (n,k) ¢ A;

ii. O diagrama de A/I consiste de pares (n,k), k = 1,...,my, com as imersdes
P
parciais herdadas de D(A), isto é, (n, k) \ (m,q) em D(A/I) se e somente se
P
(n, k) \« (m,q) em D(A).

Demonstragao:
(i) Como p : A — A/I é um morfismo sobrejetor e ||p(z)|| < ||z]| para
todo z € A, decorre que A/I = U U p(4,).

(i) Pelo Teorema 5.1.6,
Sn
mmJa = ¢ m,,.
n>1  n>lk=matl

Pelo Teorema 5.1.5,

INA, @ My, ,.

k=mn+1

8n
Entdo, p, tem nicleo & M,,, e como

k=mn+1
mn - 8p

An = [@ Mdn,k] @ [ @ Mdn,k]’
k=1 k=mn+1

Mp
decorre que p(4,) = D p(Mdn,k)9 onde p(Mdn,k) ~ Mg, ,, k=1,...,my (pois estes
k=1

estdo no nicleo).

Além disso, se indexarmos os fatores p(My, ,) por (n, k), é claro que a
decomposicio de p(A,) consistird de pares (n,k) comk =1,...m,en=1,2,... no
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diagrama D(A/I).
(iii) Suponha que (n,k) e (m,q) ¢ A com m > n. Seja f uma pro-
jecdo minimal em My, , e seja fi, ..., f, um conjunto maximal de proje¢ées minimais
P P
mutuamente ortogonais de My, , tal que ) f; < f, ou seja, Y fi = e(™F) f . Desse

i=1 i=1
modo fica claro que p é a multiplicidade da imersao parcial de My, , em My, .

Agora, como pj,, . € Plu, sdo injetivas, p(f) é uma projecdo mini-
T, m,q
P
mal em p(My, , ), p(f;) sdo projeBes minimais em p(My,,,) e D p(fi) = p(e™®)p(f).
i=1

Logo, a multiplicidade da imersdio parcial de p(My,,) em p(My, )

também é p. g

5.3 AF-dlgebras Simples - reconhecimento através
do Diagrama de Bratteli

O préximo teorema, fard uma caracterizagio de uma AF-dlgebra Simples através do

seu diagrama de Bratteli.

Teorema 5.3.1.  Seja A = |J A,, onde os A, ’s tém dimensdo finita. Entdo as
n>1

sequintes condigcdes sGo equivalentes:

1. A € simples;

it. A € algebricamente simples (isto é, os unicos ideais bilaterais, fechados ou néo,
de A sio {0} e A);

ii. Se Mg,, € um fator da decomposicdo central de A, entdo existe m > n tal
que My, , estd parcialmente imerso em todos os fatores da decomposicio de Am;

w. Para todo e™¥) eziste m > n tal que e(™F) ™9 £0, 1< g < pp.

Demonstragao:
(iii) < (iv) é imediato.

(iii) = (i) Seja I # 0 ideal de A. Pelo Teorema 5.1.6, I contém algum
Mg, .. Usando a hipdtese, existe m > n tal que M, , estd parcialmente imerso
em todos os fatores da decomposicdo central de A,,. Como I é gerado pelos fa-
tores cujas posigdes foram um subconjunto A C D(A) que é dirigido, temos que
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(m,q) € A 1 <1< p,,isto é, A, C I. Dai 1 € I e portanto I = A.

(i) = (iv) Definamos I, = é Mg, ,, m>n,istoé, I, éa
g;e(m:9) eln.k)£Q
soma direta dos fatores de A,, nos quais My, , estd parcialmente imerso.

E claro que I,, é ideal de A,, e é o menor ideal que contém e(™*). Desse
modo, é o menor ideal que contém My, ,.

Note que se (n,k) \¢ (m,q) e (m,q) \¢ (m + 1,p), entdo (n,k) \
(m+1,p). Dai, I, C I,y e segue que |J I, é um ideal de (J A, e é 0 menor
m>n m2n
ideal que contém M, . Vamos provar esta ultima afirmaggo.

Seja L ideal de |J A, e seja My, , C L. Entdo L = |J Lpn, onde
m>n ' m2n
Lm =L () Am. Temos que My,, € Le My,, C Apn, m > n. Dai, Mg, C
m2n
LNnA, =1L, m > n Mas, como I, é o menor ideal em A, que contém
M, ., m > n, decorre que I, C Ly, m > n. Assim, |J In © U Lm =L e
, m>n m>n

portanto |J I, é o menor ideal em {J A, que contém Mgy, ,
m2>n m>n

Agora, I = |J I, é o menor ideal de A que contém My, .. De fato,
m>n
seja L ideal de A com My, , C L. Sabemos que L = LN ({J 4n). E claro que
. m>1
Mg, CLN(U Am). Como |J I é o menor ideal de (J A que contém My, .,
m>1 m>n m>n
segueque |J Im CLN(U Ap)- Dai, I= U I, CLN(|Y Am) = L. Usando a
m>n m>1 m2n m>1
hip6tese de A ser simples, segue que I = A.

Suponha agora, por absurdo, que para todo m > n existe g tal que
elma) elnk) = 0. Dai, para cada m > n, I, # A, e assim, 1 é levado em uma
projecao ndo nula pela aplicacdo quociente '

p: An — A,/lL,
p(1) = 1-1,

Temos assim

82



inf  |[1—zf|=1

z€lLy, ,m>n
inf L,||1—z|l =1
= ména mll z||

m>n

=$n¢ UIn=1=4,

m>n

o que é uma, contradi¢do. Logo, (i) = (iv).

Agora vamos provar que ocorre (i) <> (ii) em qualquer C*-Algebra com
unidade.

(i) = (i) Trivial.

(1) = (ii) Suponha, por contradicdo, que A ndo é algebricamente sim-
ples, isto é, que existe um ideal 7 de A préprio. Logo, 1 ¢ I. Como I também é
ideal de A e como o conjunto dos elementos inversiveis é aberto em A, decorre que
1 ¢ 1. Mas isto nega a hip6tese de A ser simples. Logo, A é algebricamente simplecs];.

Como aplicagdo do teorema anterior, vamos ver alguns exemplos de
AF-3lgebras simples e ndo simples cuja identificacdo é feita através dos diagramas
de Bratteli.

Exemplo 5.3.2. A=Algebra CAR

| N

Esta algebra é Simples, pois para todo fator Mgy, , existe m > n tal
que M, , estd parcialmente imerso em todos os fatores de An.
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Exemplo 5.3.3. A =C(K), onde K € o conjuto de Cantor.

1

Esta dlgebra ndo é Simples, pois, por exemplo, para o fator My, , ndo
existe m > 2 tal que My, , esteja parcialmente imerso em todos os fatores de Ap,.

Vamos discutir mais uma questdo dentro desse estudo de AF-4lgebras
simples.

Definicio 5.3.4.  Dizemos que uma C*-Algebra unitdria A é UHF (Uniforme-
mente Hiperfinita) se A contém uma sequéncia crescente (Ap)n>1 de C*-subdlgebras
de dimensdo finita, cada uma delas sendo simples e contendo a unidade de A, e tal

que |J A, € densa em A.
n>1

Pelo Lema 1.4.9, decorre que os A,’s da defini¢do anterior sdo todos
da forma M,,, . Assim, é facil ver que toda UH F-4lgebra é simples. Por outro lado,
serd que toda AF-dlgebra simples é UHF? A resposta é ndo. Mas antes de verificar
isto vamos precisar da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.3.5. Seja D = |J D,, uma AF-dlgebra e seja A uma C*-subdlgebra
n>1

de dimensdo finita de D. Entdo para todo € > 0 eziste um unitdrio U e um inteiro
positivo n tal que UAU* C D,, e U — 1| < e.

Demonstré,géo:
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Seja {Ez(;)} 1<s<l 1<4,57<ks, umconjunto de unidades
matriciais para A. Como Ef;) € D para todo s,i,7, e como |J D, é densa em
n>1
D, entdo dado § > 0 e uma unidade matricial Ei(;), existe dy,,; € Dy, tal que
||Ez(; ) —d,,. .| < 6. Como a quantidade de unidades matriciais é finita, existe D,, tal
que dist(E¥, D,)) < 6.

27 ?

Ng,i,5

Agora, usando o Lema 4.1.4, existe um unitario U tal que

UAU* C D, e ||U -1 <e.

Considere agora a AF-algebra cujo diagrama é dado abaixo:

1 2
3 4
7 10
13 24

Usando Teorema 5.3.1 concluimos que A = |J A, é simples. Além
n>1
disso, temos que A, = My, , ® My, ,, onde dy € dy2 s8o definidos recursivamente
como

dny =1

dig =2

dn,l = dn——l,l + dn—1,2
dng =2dy_ 11+ dn_12

E fécil ver, por indugdo, que dp; € dy 2 s80 primos entre si, ja que 1 €
2 530 primos entre si.
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Suponha entdo que exista M C A,, com M ~ M,(C) e 1 € M, onde
1 é a unidade de A. Podemos assim definir homomorfismos ¢;, 2 = 1,2 dados por

M 5 A,
a +— ael™) e MeMmid),

Além disso, como 1€ M, ¢;(1) = le(™) = e, Dai, e(®9 € Meln?)
e assim Me™) C My, ,.

Com isso, p divide dy,; € dy2. Mas como M DC(d, 1, d,2) = 1 decorre
que p =1, isto é, M = CI.

Agora, se M C Acom M ~ M, el € M, entdo, pela Proposi¢ao 5.3.5,
existe um fator de A, para algum n, com a mesma unidade 1, tal que M é isomorfa
a esse fator. Como ji vimos que qualquer fator de A, com unidade 1 é da fora CIl,
vem que M = CI. '

Portanto A ndo contém nenhum fator do tipo Mp, p < oc, com
unidade 1, exceto CI1. Logo, A nao é UHF.

5.4 Os Ideais Primitivos de uma AF-algebra

Nesta secdo (a exemplo das anteriores) tentaremos caracterizar os ideais primitivos
de uma AF-dlgebra A através do seu diagrama de Bratteli.

Definicao 5.4.1.  Dizemos que um ideal I de uma C*-Algebm A € primitivo se
ele € o nicleo de alguma representagdo irredutivel.

Lema 5.4.2. Seja A uma C* —/ﬁgebm e ™ uma representacdo irredutivel de A em
B(H). Entdo:

i. Sel éideal de A e w(I) # 0, entdo 7|, € irredutivel;
i. Se I, I, sdo ideais de A com w(I;) #0 e n(Ip) # 0, entdo w(Iy.I) # 0.
Demonstracao:

(i) Seja Hy = {£ € H: w(I)§ = 0}. Note que H; é invariante por
n(A). De fato, seja £ € H;. Vamos mostrar que 7(A)¢ € H.

Veja que
n(I)[r(A)¢]=n(I.A) =n([)é=0 = n(A)¢ € H,.

Como 7 é irredutivel e Hy; # H (por hipétese 7(I) # 0), entdo H; = {0}.
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Portanto, se £ € H e £ # 0, entdo w(I)¢ # 0. E claro que 7w(I)¢ é in-
variante por 7(A). Dai, como 7 é irredutivel, 7(I){ = H. Portanto |, é irredutivel.

(i) Tomando-se I; e I, ideais de A com 7(I;) # 0 e m(l3) # 0, seque
por (i) que n([1)H = H e n(I3)H = H. Dali,

m(I.Io)H = w(l,).w(l)H = n(I,)H = H.

LOgO, 71'([1.[2) ;é 0.

[m]

Lema 5.4.3. Sejam I, e I, ideais de uma C*-Algebra A e I um ideal primitivo
de A. Se I D I,.1y, entao I D I, oul D I,.

Demonstragao:

Considere a representagao irredutivel 7 cujo nicleo é I. Suponha que
I 21 el}I, Dain(l) #0e n(ly) # 0. Usando (11) do lema anterior decorre
que 7(I.I5) # 0. Logo I 2 I.I.

(]

Teorema 5.4.4. Seja A= |J Ay, I ideal de A e A C D(A) associado a I. Entio

n>1
as seguintes condigoes sao equwalentes

i. I € primitivo;
1. Ndo existem dois ideats Iy, Iy em A distintos de I tais que [ = I1 N Iy,

ii. Se (n, k), (m,q) & A, entdo existe p > m,n e um elemento (p,7) ¢ A tal que
Mg, , e Mg, , estdo parcialmente imersos em Mg, .

Demonstragao:

Vamos 1n1c1almente verificar que basta provar o teorema com I = {0},
isto é, vamos provar que (1)< (i), (ii)<(ii)’ e (iii)<>(iii)’, onde as condigdes (i)’, (ii)’
e (iil)’ sdo as seguintes:

i? {0} é ideal primitivo em A/I;
i’ {0} ndo é a intersec¢do de dois ideais ambos nio nulos em A/I;

iii’ Se (n, k), (m,q) ¢ A C D(A/I), entdo existe p > m,n e um elemento (p,7) ¢ A
tal que p(Mg, ) e p(My, ) estdo parcialmente imersos em p(My,,), onde p é
a aplicacdo quociente.

Vamos as demonstracoes:

(i) (i)’ Trivial.

(ii)¢>(ii)’ Note que existe uma correspondéncia 1-1 entre os ideais de
A que contém I e os ideais de A/I, dada por:
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p: A = AJI
J = p(J),
onde A D J D I, Jideal de A. De fato, se J D I, entdo J = I U (J/I). Dai,
p(J) = p(I U (J/T)) = p(I) U p(J/I) = {0} U p(J/I).

Usando esta ultima igualdade e o fato de que p € injetiva fora de I
segue que se J D I e L D I, com J # L, entdo p(J) # p(L). Essa aplicacio (e sua

inversa) preserva inclusdo. Assim, (ii) ocorre se e somente se {0} nio é a intersecgao
de dois ideais ambos diferentes de {0} em A/I.

(iii)<>(iil)’ Basta usar o item (iii) do Teorema 5.2.8.
Agora podemos demonstrar o Teorema 5.4.4 com I = {0}.

(i)’ = (ii)’ Suponha que existe I, I, ambos diferentes de {0} tais que
I, n I, = {0}. Note que I;.I, = {ab, a € I;, b € L} C I; NI, = {0}. Usando o
Lema 5.4.3 segue que {0} 2 I, ou {0} D L. Dai, I, = {0} ou I, = {0}, o que é uma
contradigao.

(i)’ = (iii)’ Seja (n,k) e (m,q) € D(A). Usando o Teorema 5.3.1,

temos que os ideais em |J A, gerados algebricamente por My, , e My, , sdo
n>1

n=Ul @ M

P2 re(nk) om0

L= @ Ml

p>m r;e(mx‘l) _e(Pﬂ‘):’éO
Usando 3 hipétese, I; NI, # {0}. Usando 5.1.2 e 5.1.6 temos que
t#LnhLn(J4)=mn(JAnTn (A =L
n>1 n>1 n>1

Sabemos que I; e I sdo unides de subespagos indexados por p. No
Teorema, 5.3.1 vimos que esses subespagos sdo crescentes com p. Como I; NI # {0},
existe p tal que a intersecgao dos correspondentes subespagos em I; € I é nao nula,
isto &, existe (p,r) € D(A) tal que el™D elPr) % 0 e el™F) ") £ 0. Daf, My, e
Mg, , estdo parcialmente imersos em My, .

(iii)’ = (ii)’ Seja I e Iy dois ideais de A ndo nulos. Entdo existem
(n,k) e (m,q) € D(A) tal que My, , C I) e My, , C I. Dai, os ideais gerados por
My, , e Mg, , estdo contidos em I; e Iy, respectivamente, isto €,

n=Ul @D MJch

pZn r;e(nrk) elpr) #0
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n=Ul @ M,ck

pZm pe(m.a) g(pr)£0

Usando a hipétese, existe p > m,n e r tal que e(™9 @) £ ( ¢
ek e®r) £ 0. Dai, My, . C J1NJo € I; N I, implicando em I; N I, # 0.

(ii)’ = (i)’ Este fato é uma consequéncia imediata do Corolério 1 do

Teorema 2 de [Dixmier]. -

Corolario 5.4.5. Seja A= |J An. As sequintes condicdes sao equivalentes:
n>1 '

1. A € Primitiva;
it. Nao existem dois ideais de A ndo nulos cuja interseccdo € nula;

ii. Se (n,k) e (m,q) € D(A), entdo eziste p> m,n e (p,r) € D(A) tal que My, ,
e My, , estdo parcialmente imersos em Mgy, .

Demonstragao: .
Basta usar a definicao de 4lgebra Primitiva e aplicar o Teorema 5.4.4
(A é primitiva se {0} é ideal primitivo). o

Nas AF-dlgebras a seguir vamos verificar se seus ideais sdo primitivos
ou ndo usando o item (iii) do Teorema 5.4.4.

Exemplo 5.4.6. A=CP, @& K(H)® CP,
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J4 vimos que seus ideais nao triviais sao
CP,® K(H), K(H) e K(H)®CP,.

E fécil ver que CP, @ K (H) e K(H)®CP, sio ideais primitivos, usando
(iii) do Teorema 5.4.4. Mas K(H) ndo é primitivo, pois tomando-se, por exemplo,
os vértices (3,1) e (3,3) é impossivel obter um vértice (p,r) que ndo faca parte do
ideal K(H) e tal que (3,1) e (3,3) esteja parcialmente imersos em (p, 7).

Exemplo 5.4.7.  A=Algebra GICAR

/1\
sNIN
/ \f\/\/\f\
/\/\/\/\
VATAYE Y /\

S 100 Y

/ / \ \

J4 vimos que nesta dlgebra existem infinitos ideais. Cada vértice ” gera”
um ideal.

Aqui, todos os ideais que ”comegam” nos vértices situados no extremo
direito ou esquerdo dos niveis sdo primitivos (veja Iz) no diagrama. Por outro lado,
todo ideal que "comeca” em algum vértice que nao esteja na extremidade do nivel
ndo é primitivo. Por exemplo, I; no diagrama nao € primitivo. Para ver isto basta
tomar os vértices (4,1) e (3,3). E ficil ver que n3o existe vértice (p,r) fora de I, tal
que (4,1) e (3,3) estejam parcialmente imersos.
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Capitulo 6

Um exemplo especial: a algebra
CAR e a sua subalgebra GICAR

6.1 A dlgebra CAR (Canonical Anticommutation
~ Relations)

Esta sigla (CAR) estd ligada a uma nogao oriunda da fisica quintica para Férmions,
onde certos operadores, chamados de operadores de Aniquilagdo e Criagao de Férmions,
satisfazem certas relacGes de anticomutagao.

Sejam H e K espacos de Hilbert ndo nulos tais que dim(H)=n < oo
e seja « : H — B(K) uma aplicacdo linear satisfazendo, para todo f,g € H, as
relagoes de anticomutacao:

i. a(f)a(g) + a(g)a(f) =0
ii. a(f)*al(g) +alg)a(f)” = (g, f)I

Teorema 6.1.1.  Com as notacées anteriores, seja A = span{e(f) : f € H}.
Entdo,
(a) Se dim(H) =n < oo, temos que A ~ Man;

(b) Se dim(H) = oo, temos que A = |J Man.
n>1

Além disso, se o.: H — B(K;) e 3: H — B(K>) satisfazem (a) e (b), entdo existe

um x-isomorfismo ¢ : C*(a(f)) — C*(B(f)) tal que Y(a(f)) = B(f), para todo
f € H, isto €, a dlgebra A independe da escolha de a.

Demonstracao: :
Tome f € H com ||f|| =1 e faga g = f. Dai, decorre de (i) e (ii) que

a(f)* =0 e a(f)a(f) +a(fa(f) =T
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Multiplicando a equagdo (ii) por a(f)*a(f), obtemos

1)l ) = alf) el f).
Assim, E(f) := o(f)*a(f) é projecéo e
E(f)* =1 - E(f) =1 - a(f)*a(f) = a(f)a(f)"
Agora é facil ver que
C*(a(f)) = span{a(f), o(f)", E(f), E(f)*} = M,

com a seguinte identificacdo das bases:

EY = off)
ER = off)
EY = E(f)
EY = E(f)*

Tomando, agora, f € g ortonormais e usando (i) e (ii), obtemos

a(9)E(f) — E(f)alg) = a(g)a(f) a(f) — a(f) a(f)alg)
= a(g)a(f) a(f) + a(f) a(g)a(f)
= [a(g)a(f)" + a(f) a(g)lel(f)
= (g, Na(f) = 0.

Isto implica em

c(g9)OE(f) e E(g)0E(f) (1)

(onde o simbolo ¢ tem o significado de comutagcio).
Agora, seja Vi := I — 2E(f) = E(f)* — E(f). Usando (i) e o fato de que a(f)? =0,
decorre que

Via(g)a(f) = — Vie(f)a(g)

—(E(f))* — E(f))e(f)alg)

— E(f)*a(f)elg) + E(fa(f)elg)

- a(fa(f) a(f)alg) + a(f) a(f)’e(g)
— a(f)e(f) a(f)alg)

a(f)a(f) alg) — a(f)a(f) e(f)elg)
a(HE(f)* - E(f)le(g)

o(f)Vie(g).
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Logo,
Via(g)0a(f) e Via(g)Oa(f)". (2)
Agora, por (1),

C*(Via(g)) = span{Via(g), Via(g)*, E(g), E(g)*}.

E claro que C*(Via(g)) ~ M; e, por (2), comuta com C*(c(f)).
Sejam

Ez()?) = Via(g)

E = Via(g)"

EY = E(g)

E = E(g)-

Assim, a C*(a(f),a(g)) € isomorfa a M, com o sistema de unidades

matriciais Ez(; ) E,(;), 1<1,j,k,1 <2. De fato, provemos que

Eargy = Ei(jl)El(;)a i, 5, k, 1 € {1,2} (3)

definem unidades matriciais para Mjy..

Como C*(Vla(g))OC*(d(f)), vem que

Ei gy, Emma) = By By ES) ER)
= BB R
=GBy 5 B
= 0(5,)(m.m) Ei k) (p.0)-

Portanto, (3) define unidades matriciais para M.

Neste momento cabem duas perguntas. A primeira delas é: de que
forma os 16 vetores da base de My (Fy1, Fig, Fi3, F14, ..., Fu3, F44) s@o levados (j4 que
existe um isomorfismo) na base E\) B de C*(a(f), a(g))?

Resposta: os elementos E,(;) indicam os 4 blocos 2 x 2 da matriz e os elementos Efjl )
indicam a posi¢do do nimero 1 dentro de cada um dos 4 blocos 2 X 2. Como exemplo:

Fis = EYE
Fn w EQEY
Fis — EEp)

A segunda pergunta é: de que modo é feita a imersdo da subéslgebra,
C*(a(f)) =~ M, na édlgebra C*(a(f), a(g)) ~ My?
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Resposta: Usando as identificagbes dos elementos Ez-(]’?), k=12

podemos notar, algebricamente, que os elementos Ez(; ) 580 levados em M, ao longo
da diagonal principal. Por exemplo:

B =olf)' = BB + BB = Fio + Fu.

Na verdade, esta conclusdo ja poderia ser obtida do fato de que estas imersoes preser-
vam a identidade.

Agora, fixe uma base ortonormal {f,, n > 1} para H. Seja

n—1
Vi=I e V=[] -2E(£)), n>2

i=1

Podemos entdo definir unidades matriciais para uma, cépia de M, por

Eé?) = Vaa(fa)
Eg) = Vaa(n)®
E(fx)
By = B(fa)-

Estendendo a anélise feita anteriormente, segue que essas cdpias de M,
comutam entre si. Logo

P—‘r\j

-3
N
il

A, =C*a(f;), 1<i<n)

¢ isomorfa a My~ com a base consistindo de unidades matriciais:
T )
k ,
Egy = HEw(k)w(k) Vo,v:{1,2,..,n} = {1,2}.
k=1

Isto finalmente prova (a).
Agora, considere dim(H) = oo. Vamos provar que |J Ao» = A = | An.
n n

E facil ver que se a € [JA,, entdo o € spanf{a(f), f € H}.

n
Por outro lado, note que se « satisfaz (i) e (ii), entdo « é continua. De
fato:

led( I = llee(Fex(£)"]
< fle(Hal(F)” + el £)]l
= [I{f, M|
= I/1I%,
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implicando em [la(f)[| < || f]-

Dai,para f € H, f = Y a;f; = Y aa(f;) € JA, Assim, (b)
i=1 i=1 n
estd provado.

Na questdo da unicidade ndo hé o que fazer, pois ficou claro ao longo
da demonstracio que a escolha de « é irrelevante. Assim, existe um *-isomorfismo

natural 9 : C*(a(f)) = C*(B8(f)) tal que ¥(a(f)) = B(f) para todo f € H.

Finalmente podemos definir

Definicao 6.1.2. A dlgebra A = C*(a(f), f € H) é chamada de Algebra CAR.

6.2 A &lgebra GICAR (Gauge Invariant CAR)

Seja U um operador unitario sobre H. Vamos definir um automorfismo da algebra
CAR, comegando da seguinte forma:

ou(a(f)) =a(Uf) ¥ f € H.

Verifiquemos que @y preserva, as relagoes (i) e (ii) da Secdo anterior:

Q) eu(alf))vu(als)) +vu(a(@)eu(alf)) = o(UN)aUs) + aUg)alUf) = 0.

(i): oy (alf))ev(alg) + ev(elg))py(al(f)) = AUf) a(Ug) + (Ug)a(Uf)*
' = (Ug,Uf)I
= (9, U'U)
= (g, N1

Disso decorre que ¢y o o : H — B(K) satisfaz (i) e (ii). Usando o
Teorema, 6.1.1 temos que existe um isomorfismo 9 entre C*((py o @)(f)) e C*(a(f))

tal que
P(a(f)) = (pv o a)(f) = pu(alf))-

Isto mostra que' oy estende-se a uma, *-isomorfismo de A (dlgebra CAR).

Considere agora os operadores unit4rios da forma AI, com A € S*.

Definicdo 6.2.1.  Os automorfismos da forma G, := @, onde

Gra(f)) = a\f) = ra(f) e
Gr(a(f)*) = Aa(f), VfeH Ae S

sdo chamados de Automorfismos de Gauge.
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Definicso 6.2.2. A digebra GICAR, denotada por A°, é a subdlgebra de A que é
invariante por todos os automorfismos de Gauge, isto é,

AV :={acA: Gy(a)=a V A€ S'}.
Proposicao 6.2.3. A~ @ M(,’:), onde A= AN A,.
k=0

Demonstracao:
Primeiro note que se fi, ..., fa, 91, ---, gm € H, entado

a = a(f1)...o(fn) a(g)...a(gm) € A

e
Ga(a) = da(fr)*.. Aa(fr) Aa(gr)... a(gm)
=X A\"qa
= ""a
= a € A® quando m = n.
Note também que
GA(E(f)) = Gala(f) alf))
= Aa(f)"Aa(f)
=E(f) VfeH
n—1
= Gx(Va) = Vp, onde V, = [[(Z —2BE(fi)), n>2
i=1
Assim, as unidades matriciais EZ(]") ,' 1 <14, j < 2 satisfazem
)y — yi—7 p(n)
pois

Eg) = E(fn)
Vao(fr)
EY = Via(fa)
Egzl) = E(fn)J_

Com isso, G, age sobre nm elemento da base de A, da seguinte forma:

—3
Il
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®) ) - *)
Ii[ lz;k]k ITI: (lz;kjk)
k=1

ix—ji (k)

LkJIk

zk".’lk (k)
HEW

Isto quer dizer que A2 contém a 4lgebra gerada pelas unidades matri-
n

I
;:

bl
uM= il

n
ciais satisfazendo Y iy = Y ji.
k=1 k=1
Por outro lado, note que se a € A2, entdo a € Ay, isto é, a tem a forma

92n
a=>) a, HE('“) dinsy Onde ik(s),u(s) € {1,2}.

s=1

Além disso, como Gy (a) = a, decorre que

23 i) () o 2
> #(5)=3) T k) ®)
Y a Bt = D as H B (syints)
s=1 k=1 s=1
z: —
N )\ > i (5)=Jx(s) —a, Vs, VA

. A O

= Zik(s) D0
k=1 k=1

Concluimos pr?rtanto que AY é a lgebra gerada pelas unidades matri-

)
ciais satisfazendo Y ix = Y Ji-
k=1 k=1

Como ik e jr s6 assumem os valores 1 e 2, decorre que os possiveis

valores para Z ik Ou Z jksdon,n+1,n+2,..,2n.
k=1 k=1
Agora, para cada natural s tal que 0 < s < m, o conjunto

F! = span{E,,; Z(p(k) = Z¢(k)}
] k=1 k=1
¢é uma &lgebra. De fato, se Ey, Eyy € Fy', entao
EpyEpy = 0pp Epy
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n n
e é ndo nulo se e somente se Y = ¢'. Dai, ) o(k) =n+s= ) (k).
k=1 k=1

Além disso, a igualdade E yEyy = 0y E,y mostra que FRF! =
para s # t. Isto significa que esta decomposi¢io de A2 é uma soma direta, isto é
{2

A = @ Fr.
s=0

A dimensao de F}' é calculada com base no fato de que existem exata-

n n
mente s nimeros 2 e n — s nimeros 1 em cada um dos termos Y (k) e > ¥ (k) de

n
— (k)
Eow = 11 Eoge-
Desse modo, existem (7) fungdes de {1,2,...,n} em {1, 2} satisfazendo

> (k) =n+ s e assim, F} ~ M(n)
k=1 :

Portanto, A2 ~ P M( )
k=0

n
k ) [m]

Agora vamos estudar a imersdo de A em A? .

Sep:{1,2,..,n} N {1, 2}, entdo ¢ pode ser extendida de duas formas,
de {1,...,n,n + 1} em {1, 2}, do seguinte modo:

o1:{1,..,m,n+1} = {1,2}

k) , 1<k<n
<P1(k)={(p(1) , k=n+1

€

w2:{1,...,n,n+1} = {1,2}

k) , 1<k<n
wz(k)={¢(2) k=n+1

Na imersdo de A, em Any é facil ver que Eyy € levada em E, y, + Eypyyp,.

Dai, se E,y € Fy', entdo,

D (k) =) k) =n+s,
k=1 k=1

implicando em

n+1 n+1 n+l nt1
Sok) =D k) =(n+1)+s e > k) =D tha(k) = (n+1) + (s +1),
k=1 k=1 . k=1 k=1
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que por sua vez implica em

1 1
E<P1¢1 € an+ e Emdlz € F.:l:l

Portanto, o diagrama abaixo (também conhecido como Tridngulo de
Pascal) é o diagrama de Bratteli para a sequéncia A%.

/N
AWA
/N /N /N
/NN IN N

Lema 6.2.4. A aplicacio A = Gx(a) é continua para cada a € A.

Demonstragao:

):( .
- J4 sabemos que GA(H E® ) = ) £ H E® . Disso decorre que
k=

1h Tk eJk "

G é continua para as matrizes Ey. Como A, éde dlmensao ﬁnlta segue que G, é
continua para a € A,.

Agora, sejaa € Aee > 0. Tome b € A,, n suficientemente grande, tal
que ||a — b|| < &. Escolha § > 0 tal que se |A — X| < 4, entdo ||GA(b) — G'\(a)]| < e.
Assim, para |A — X| < 4§, temos

|Gx(a) — Gi(a)l| < [IGa(a) — GA(B)|| + [|GA(D) — LG+ IG56) - GA(@)]
< lla—bl|+e+ o —al
<e+e+e VaeA.

Logo, A — G, (a) é continua para todo a € A.
Proposicdo 6.2.5. A’={a€ A: Gy(a)=a, V2 S} = A0.
n>1
Demonstragcao:

Basta mostrar que (J A% é denso em A°.
n>1
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Seja a € A% e ¢ > 0. Entdo existe b € A,, para algum n € N, tal
que |la — b|| < e. Definamos by = [ Ga(b) dA, onde dX é a medida normalizada
de Lebesgue sobre o circulo (esta integral faz sentido j4 que G,(b) é continua, pelo
Lema 6.2.4).

Vamos provar que by € A2. E claro que by € A,, pois como G,(4,) =
Ay, decorre que G5(b) € Ay. Assim, by = f;, GA(b) d) € Ay,

Por outro lado, usando o Lema 6.2.4 e o Teorema de Haar, vem que

Gu(bo) = G / Gx(b) )
= [ GG
- / Ga(t) A

- / G,y(b) do

=b0, VMESI
= by € A°

Portanto, by € A, N A? = A9,

Agora,

o=t =1l [, 6@ dr - [ Gae) ax)

< [ I6s@-p)
< [ lla=l

= [la =]
<E.

Logo, |J A% é densa em A°, isto é A% = |J A9.

n>1 n>1 O
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