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Capitulo 1

Introducao

Em 1878, William Kingdon Clifford publicou o artigo Applications of Grass-
mann’s Extensive Algebra no qual definiu uma Algebra gerada por

1, al, vevy an

sujeito as condicoes
2 _ —
a; =1, a;a; = —a;a;.

Assim como nas Algebras Exteriores j4 definidas por Grassmann, sua alge-
bra tem dimensao 2".

As Algebra.s de Clifford tem aplicacdo, entre outras, na teoria spinorial.
Richard Brauer ¢ Hermann Weyl[5], em seu trabalho intitulado Spinor in n
Dimensions, (1934) utilizaram as Algebras de Clifford para obter represen-
tacOes matriciais para o grupo das rotacgoes em d1mensa,o n.

J4 em 1954, Claude Chevalley generalizou a teoria das Algebras de Clifford e
suas aplicagGes, considerando uma forma quadrética @) definida em um espago
vetorial V' de dimenséo finita sobre um corpo de caracteristica arbitraria, até
mesmo dois [5]. Alguns anos mais tarde, B.L.van der Waerden [4] simplificou
as construgdes de Chevalley.

As estruturas de Algebra Exterior e Algebra de Clifford se relacionam por
um isomorfismo de espago vetorial. Se a forma quadrética a que se refere
Chevalley ¢ degenerada (Q(v) = 0, ¥v € V), a Algebra de Clifford deV éa
prépria Algebra Exterior para o espaco V.

Sabemos que as. Algebras Exteriores sdo construidas como imagem do ope-
rador alternado [se¢io (2.7.2)]: Alerander Yastrebov [2] construiu uma Algebra
Co para um espago vetorial V' como imagem de um operador alternado Ag,
definindo sobre Cg um produto (-), tal que Cp =1 m(Ag, -) é isomorfa como
dlgebra a Algebra de Clifford para V. E a construcio deste operador e do
isomorfismo entre Cg e a.Algebra de Clifford que se refere este trabalho.
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No segundo capitulo, definimos as estruturas algébricas e propriedades
necessdrias aos capitulos seguintes. O terceiro é reservado a construgdo das
Algebras de Clifford pelo procedimento habitual, € a relagao existente entre
estas e-as Algebras Exteriores.  Finalmente, no quarto capitulo tratamos do
objetivo principal deste trabalho, que é definir o operador alternado que de-
pende da forma quadrética e definir o isomorfismo entre a Algebra de Clifford
¢ a imagem deste operador.



Capitulo 2

Preliminares

No presente capitulo estdo selecionados resultados e definigbes necessé-
rias no decorrer do trabalho. Inicialmente definiremos formas bilineares e
quadréticas sobre espagos vetoriais e, a seguir, -a estrutura de Algebra sobre
um corpo K . Seguimos com a definicdo de Produto Tensorial e a construcdo
das dlgebras Tensoriais e Exteriores.

2.1 Formas Bilineares e Quadraticas

2.1.1 Formas Bilineares

Deﬁnigﬁo 2.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Entdo um em
V é uma aplicacdo f : V — K tal que

Fo+y) = F@)+ )

flaz) = af(z)
paratodoa € K, Vz,y € V.

Esses funcionais constituem o espaco vetorial dual a V denotado por
V*, com estrutura definida pelas relacoes

@) (f +9)(z) = f(z) + 9(z);
(ii) (af)(z) = af().
Tal espago serd chamado simplesmente espago dual de V.



Considere {e;,1 < i < n} base de V e as aplicacdes
&' VoK, 1<i<mn
tal que o
i) ={ g w7l

Proposigao 2.1. Se {ey,...;ex} € uma base de V, entdo {e},...,e} ¢ uma
base para V* sobre K.

Prova: Seja f € V*, f(e;)) = a; € K, 1 < i< n, entdo

n
Zaie; (e.r) =.q; '=‘f(‘ei). '
i=1
Como uma fungio linear é determinada pela sua restrigio a base, temos
n
que f = a;e;*, de onde segue que {e}, ..., e} } gera V*.
i=1

i=
Se 3, a;e; =0, entdo a; = Y a;e(e;) = 0. Logo, {¢}, ..., €}, } é linearmente
independente.
Portanto, {e}, ..., ey} é base de V*. O

A base {e},...,e;,} é chamada base dual de {ey, ..., e,}.
Definicao 2.2. Uma forma bilinear em V é uma funcao

B:VxV =K
(z,y) = B(z,9)
tal que para todo z,y,z',y' €V, a € K
(i) B(z+',y) = Blz,y) + B(z',y);
(i) B(z,y +¥) = B(z,y)+ Bl(z;9);
(i) B(az,y) = aB(z,y) = B(z,ay).

Observagao. As formas bilineares sio comumente denotadas por <, >.
- Exemplos:
1. O produto interno candnico em R¥:



<> R xRF SR
k
(:C, y) > inyi
. i=1
2. B:R? x R? - R, definida por B((z,y),(z,y")) = —zz' + yy' As con-

digdes da definicio (2.2) podem ser agrupadas em uma condicdo equivalente:

2
B(a171 + aaZ2, b1y1 + bayz) = E ab; B(zi, y;)

3,j=1

que por inducio se estende a:

B(Z a;T;, Z bjyj) = Z a,'bjB(II),', yj)-
i=1.

j=L i,5=1

Por (2.1.1), podemos associar uma matriz & forma bilinear. Considerando
{e1, ..., €n} uma base de V sobre K, entdo

B(u,v) = u'Bv
onde u =} 0, a;e;, v =37 bjej, e
B(Cl, 61) B(61, 62) L B(Cl, en)
_ B(eg,e1) Bleg,e3) --- Bfleg,ep)
B(en,e1) Blen,e2) -+ Blen,en)

B é chamada mairiz relativa a base {e, ...,en}.

Definicao 2.3. Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo K e
B:VxV-osK
uma forma bilinear. Dizemos que:
a) B é simétrica (ou produto escalar) se B(u,v) = B(v,u), Vu,v € V;

b) B é alternada se B(v,v) =0 Vv € V;
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c) B é ndo-degenerada se a matriz B é invertivel.

Se B é simétrica e B(u,v) = 0 dizemos que u é ortogonal a v e indicamos
por ulv. Esta relacdo de ortogonalidade é uma relagio simétrica pois u_lv se,
e s6 se v_lu.

Se B é alternada entdo B(u,v) = —B{(v,u), ou seja, B é anti-simétrica.

A Geometria obtida por uma forma bilinear simétrica é chamada Geometria
Ortogonal e a associada a uma forma bilinear alternada, Geometria Simplética.

2.1.2 Formas Quadraticas

Definicao 2.4. Uma forma quadratica ) associada a forma bilinear simé-
trica B : V x V — K é uma aplicacio definida por

Q: VoK
v +— B(v,v)

Proposicao 2.2. Seja Q : V = K forma quadratzca associada a forma bili-
near simétrica B :V xV — K. Entdo

a) 2B(u,v) = Q(u +v) — Q(u) — Q(v);
b) Q(av) = a’Q(v)
Prova: a) A equagdo
2B(u,v) = Qu+v) — Q(v) — Q(v) (2.1)
é obtida pela polarizagdo do argumento e pela bilinearidade de B:

Q(u+v)=B(u+v,u+v)
= B(u,u) + B(v,v) + B(u,v) + B(v,u)
= Q(u) + Q(v) + 2B(u,v)

b) A relagdo
Q(av) = a’Q(v)
se verifica pois

Q(av) = B(av, av) = a®B(v,v) = a®Q(v).



Assim, a forma bilinear simétrica é unicamente determinada pela sua forma
quadratica e vice-versa.

As formas quadréiticas sdo definidas sobre corpos arbitrarios, mas nos de-
teremos as formas quadraticas definidas sobre corpos de caracteristica diferente
de dois.[5]

De modo andlogo & forma bilinear, podemos associar uma matriz Q* a
forma quadrética. Pela definicdo de @, dada uma base {ey,...,e,} do espago
vetorial V' tem-se

Q(v) = B(v,v) =v"-B-v

onde
B(ei,e1) Blei,e2) --+ Blei,en)
_ B(e2, 61)_ B(Cz, 62) v B(Cz, e‘n)
B(e,.,, e1) B(e,;_, ex) - B(ev;.a €n)

Pela relacio (2.1),
Blei,ej) = %[Q (e; + &5) — Q(e;) — Q(e;)]

Em particular, B(e;,e;) = Q(e;). Assim, a matriz B tem entradas

¢ = %[Q(ei +€5) — Qe:) — Q(e;)]

gi = Q (ei)- ,

Em termos das coordenadas. dos vetores v € V relativas a uma base b de

V, aforma quadritica é expressa como um polinémio homogéneo do segundo
grau [13]. Considerando u = (a1, ag, ..., a5), entdo, por (2.1.2),

Q(u) = Z Z ;q;50;-
i=1 j=1

Teorema 2.1. (Teorema de Silvester) Seja Q : V — R forma quadrdtica em
um espago vetorial real V de dimensdo finita n, entdo existem inleirosr e s,
r < 8 < n que dependem unicamente de Q) tal que

Q= }r:wf - XS: z;? (2.2)
i=1

j=r+1



O nidmero ¢ = r — s é chamado assinatura da forma quadratica.
Prova: Ver [7]. : O

O Teorema de Silvester serd aplicado na classificagdo das f\lgebras de Clif-
ford (se¢do (3.3)).

Definicéo 2.5. Uma forma quadrética ) : V — K ¢é nao-degenerada se a
matriz B é invertivel. :

Defini¢cao 2.6. Uma forma quadratica @ : V — R é dita:
(1) positiva-definida se Q(v) > 0, Vv # 0;
(ii) negativa-definida se Q(v) <0, Vv # 0.



2.2 Algebras sobre corpos

Definicéo 2.7. Um anel associativo A é uma algebra .A sobre um corpo K
se A é espaco vetorial sobre K, tal que para todo a,b€ Aea € K,

a(ab) = (aa)b = a(ab). (2.3)

As defini¢ées de homomorfismos, isomorfismos, ideais, etc., para anel gene-
ralizam-se 3 estrutura de dlgebra, adicionando a condi¢io que devem preservar
a estrutura de espago vetorial.[8]

A relagdo (2.3) é a conexio entre as estruturas de anel e de espago vetorial
de A.

Defini¢cao 2.8. Um subconjunto B de uma 3lgebra A é uma subdlgebra de
A se é um subanel do anel A e um subespago do espago vetorial A.

Definicdo 2.9. Seja I um ideal na &lgebra .A. A dlgebra quociente ou
algebra fatorial com respeito a I é o quociente .A/J com estrutura de anel e
de espago vetorial.

Defini¢do 2.10. Seja I um ideal em A. O homomorfismo candnico ou
projecao candnica é o homomorfismo

jr A= A/l
a—a+I={a+1 i €I} (2.4)

Teorema 2.2. ( Teorema do homomorfismo) Sejam A,B dlgebras sobre um
corpo K, e I ideal em A. Considere o homomorfismo de dlgebra

_ f:A=B
e a projecdo canonica
jiA—= A/l
a—a+1
Se I C ker(f), onde ker(f) é o niicleo de f, entdo eziste um homomorfismo

ff: A/l 5B
tal que o diagrama abaizo comuta: '

A—f——>B

i| ]
AT =L Im(f)
Diagrama 1.1
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Prova: Considere a aplicagio
A/ = Im(f)
a+ I+ f(a)

(i) f* estd bem definida, isto é, f* independe do representante da classe. De
fato, dados n,m € A tal que n+ 1 =m + I, entdo

n—m € I C ker(f)

de onde segue.que 0 = f{n—m) = f(n)—f(m) < f (n) = f(m). Decorre
entao que ‘

frin+1) = f(n) = f(m) = f*(m +1I)

(ii) O diagrama 2.1 comuta: dado a.€ A,
70 f* o j(a) =130 f""(a + I) = z(f(a)) = f(a)
Da préprié, defini¢do, f* é um homomorfismo. O

Déﬁnigéio 2.11. Uma 4lgebra A é chamada graduada: se. A = @i, A
onde A® é um submédulo(6] de A e ADAY C A+,

Cada A® é chamado parte homogénea (ou monémio) de comprimento
(ou grau) 4.

Como exemplo, temos as dlgebras de graduacao Z, (ou Zs-graduadas). Uma
4lgebra A é Z,-graduada se A = A® + AM onde A®), AV sdo submédulos
de A tal que a multiplicacdo satisfaz:

AW . AD C A6+ (¢ + 7)(mod2).

Decorre que A® é uma subélgebra de A e A®) é um submédulo sobre A©.

11



2.3 A A’lge‘bra real dos quatérnios

O conjunto H dos Quatérnios é por defini¢do o conjunto dos elementos
da forma

g=ay+ a1 +asj+azk, a; ER, 1=0,1,2,3

satisfazendo as seguintes relacoes;

i
jk=1=—kj
ki=j=—ik

(2:5)
Definimos em H um produto (oy multiplicacio quaterninica)

cHxH-—-H
(g, @)~ 0@

induzido pelas relages acima, de onde segue que, se ¢; = ag + 6% + a9 + azk
e g2 = bp + b1t + bej + b3k, entdo
q1 - g2 = (aobp — a1hy — @obs — agbs) +
+ (aobs + a1bo+ asbz — Gabs)i + (aobz + Gbo + a1b3 — ashy)j +
+ (aobs + asby + agby — a1be)k. (2.6)

Pelo produto acima, podemos concluir que H nio é comutativo com relacao
a multiplicagdo quaternionica.

Definicao 2.12. Em H a operagio conjugacao é dada por
g = ao — a1% — azj — azk.
Definicao 2.13. O médulo de um quatérnio g é dado por:
lgll® = 97 = ao® + a1* + @5® + a5”.

Definicao 2.14. Dado g € H, gy ¢ a sua parte real (Re(q)) e a1i+ azj +azk
a parte imagindria (Im(q)).
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Definindo sobre H a operagdo adigao:

+:HxH->H
(q1,¢2) P @1 + g2 = ap+ b, + (@1 + b1 )i + (a2 + be)j + (as + b3)k - (2.7)

podemos afirmar que (H, +,-) tem estrutura de anel, com unidade
1=1+40¢+ 07+ Ok.
Todo elemento ¢ € H nao nulo tem inverso

1 4
=0
llqll?

Com a multiplicacdo por escalar definida por:

Ag = Aag + a1t + Aagj + Aask

A € R, H tem a estrutura de espacgo vetorial sobre R. Logo, H é uma algebra

de divisio chamada Algebra dos' Quatérnios , onde H é a letra inicial do

sobrenome de Willian Hamilton, que descobriu os quatérnios com seu produto
e relagGes (1844)[4).

Proposicao 2.3. R € o centro de H, isto é, um guatérnio comuta com todo
quatérnio se, e somente se, € real.

Prova: (=)
Seja ¢ = a + bi +.¢j + dk. Supondo que ¢ comuta com todo quatérnio, entdo
também comuta com i, isto é, ig = qi, ou equivalente

ai—b+ck—dj=ai—b—ck+dj

implicando que 2(ck — dj}j =0=>¢c=d=0.
Analogamente, supondo que g comuta com j, entdo b =0. Logog=a € R

(=)
Sendo ¢ real, é ébvio pois R é comutativo. O

Com a estrutura de espago vetorial, H ¢ isomorfo a R! com as seguintes
identificacoes:

1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k=(0,0,0,1).
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Como espago vetorial, H.é gerado por {1,1, j, k}; e como 4lgebra, por {1, 5}.
Temos em H uma decomposicio natural H = C @ C dada por

g = ao + a1i+ agj + ask = (ap +art)+ (a2 +asi) j = 20 + 21J.

P 22
Pelo produto (2.6) em H tem-se:
(20 + z15)(wo + w15) = (Zowo — 211) + (2owy + 21W0)j (2.8)
que induz é, representacao
H=H, +Hj (2.9)

considerando a subélgebra Hy gerada por {1,4}, isomorfa a C e H; o Hp-
médulo[6] gerado por {1, 5}

Comparando com o produto em C, a expressao acima difere apenas na con-
jugagdo dos termos que multiplicam 2;, que surgem pela nao comutatividade
de H em relagio a multiplica¢do quaterniénica.

Seja q1 = ag+aii+azj+ask e go = bg+b1i+bej+bsk em H. Considerando
as seguintes identificagGes

19526 2)
(e )

é possivel interpretar a multiplicagdo quaternionica como multiplicagdo usual
de matrizes 2 x 2 complexas (C(2)) -pela acio a direita

(2 +wj) j( o __"‘_’) (2.10)

w ¥4

A anti-comutatividade de H implica que a acao a esquerda é exatamente a
transposta o®.
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2.4 Produto Tensorial

O produto Tensorial de espagos vetoriais é empregado em diversos ramos da
Matematica, especialmente geometria diferencial e teoria das representagoes.

Dados V, W espagos vetoriais sobre um corpo K, de dimensao finita, con-
sidere V x W e o grupo abeliano livre F' tendo V x W como base, onde seus
elementos tém a forma,

’n’l(xh yl‘) +.. F n’T(mra‘y")" n; €K, z; € Vv, Y € Wir € N

com a operagao usual de produto cartesiano.
Seja. G o subgrupo de F' gerado por todos os elementos da forma

(i) (z+2,y)—(z,y) —(¢";9), z,2' €V, yeW,
(i) (z,y+9) - (z,9) — (z,9), z,y€eV, ¢y eW,;
(ﬁl) ((IIE, y)— a(kz:,-y), ac ’K, T ‘/, RS W,
(iv) (z,ay) — a(z,y), a€ K, z€V, yeW.

e construa o quociente F/G. Denominamos F/G o produto tensorial de
V e W, que é denotado por V®x W, onde z Q@ y = (z,y) + G-

Considere j : F — F/G o homomorfismo candnico. Como F' é gerado por
V x W, F/G é gerado pela imagem por j dos elementos (z,y) € V X W, ou
seja, elementos da forma j(z,y) =z ® y. Tem-se entdo que

(z+2)®y=(=+7,y)+G=(z,y) + (", y) +G=zQy+2' ®y.
De modo analogo,

tRW+Y)=zQy+r8Y,

k(z ® y) = (kz) @ y = z @ (ky).

Assim, V ®x W tem estrutura de espago vetorial, gerado pelos elementos
z ®y. Sendo V e W espagos vetoriais de dimensdo finita sobre K, considere
{e;,1 <1 £ n}e {fi,1 <14 < n} bases de V e W, respectivamente. Entdo,

123 n

para quaisquer £ € V, y € W onde = = )_ a;e; e y = ) B;f;, decorre que
V ®k W é gerado pelos elementos e; ® f;.

Considerando a seguinte operagdo em V ®x W :

15



Proposicio 2.4. (Propriedade Universal.do Produto Tensorial) Seja F' o gru-
po abeliano gerado por V x W, e P grupo abeliano livre tal que f : F — P é
um homomorfismo satisfazendo as sequintes condigdes:

a) flz+2,y)= flz,y) + f(z';9), Vz,2' €V, ye W;
b) f(z,y+y)=flz,y)+ f(z,9), Vs €V, g,y €W
¢) af(z,y) = flaz,y) = f(z,ay), Vz €V, ye W, € K.
Entdo existe um dnico homomorfismo
fiVexW=F/G—P

tal que o seguinte diagrama comuta:

F/G

Diagrama 1.2

Prova: Considere a aplicacao
f*:F/IG->P
T®y > f(z;y).

J* estd bem definida. Com efeito, dados (z,y), (2,w) em F tal que
(z,y) + G = (2,w) + G, entdo (z,y) — (2,w) € G. Como G é gerado por
elementos da forma (2.4),

0= f((®,9) — (z,w)) = [(5,9) ~ f(z,w) = [z ®Y) ~ (2@ w),

isto é, f*(z®y) = (2 Qw).
Resta mostrar que G C ker(f). Como G é gerado por -elementos da forma.
-(2.4), entdo, sendo .f homomorfismo,
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(1) f(x + wla“y) - f-(x,-y)-— f‘(xr’ y) "'_"0;'
(ii) f(z,y+9) - f(z,9)— f(z,4) =0;
(iil) af(z,y) — flaz,y) - f(z,0y) =0,

isto é, f(a) =0, Ya-€ G. Logo, G C ker(f).
Como M X N gera F, f* é tinico. O

A construcdo do produto tensorial apresentada pode ser estendida ao pro-
duto tensorial de k fatores M; x My X ... X M}, de forma andloga, sendo neste
caso linear em cada um dos fatores (multilinearidade).

Proposicao 2.5. Sejam V,W, S espacos vetoriais sobre K. Entdo existem iso-
- morfismos

a) V"®W-+--W®V;
b) (VOW)RS > VeWwesS—»Ve((WeSs);
c) Vow)eS— (Ves)e (W es);
Q) KQV =V,
tais que
a¢) TRy > yQu;
b) z®Y) Rz zRYR2 > TR (Y& 2);
c) (z+y)®z—2(z®2)+ (y®2);
d) k®z — kz.

Prova: Ver [12]
a

O item (b) justifica a notagio VO W ® S para (VOW)®SeV@(W®S).

Podemos estender a definicio de produto tensorial de espagos vetoriais &
dlgebras.

Sejam A, B 4lgebras sobre um corpo K. Pela defini¢do de algebra, A e B
tém estrutura de espagos vetoriais sobre K. Entdo podemos construir A @k B
que € um espaco vetorial.
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Considere a aplicacio,

f:AXBxAxB— A®B
(z,y, z,w) = 2.Q yw, (2.11)

que é linear em cada fator. -Pela. proposigdo (2.4), e item (b) da proposi¢io
(2.5), f induz o-homomorfismo

[F:(A®B)®k (A®B) - AQk B,
que corresponde a aplicacdo K- -bilinéar [12]

0: (A®B)x (A®B) =+ ARk B
(zQy,zQ@w) = T2 Q yw. (2.12)

Assim definimos um produto em. A ®x B e com isto podemos concluir que
A @k B tem estrutura de K-dlgebra..

18



2.5 Complexificacao de uma algebra

Dada uma 4lgebra A com unidade sobre um corpo K = R ou C, a com-
plexificacdo A° de A é definida por A° = A ®k C, cuja multiplicagao ¢
determinada por

(a®2)(b@w) =ab® zw. (2.13)

A menos que seja necessario explicitar o corpo, usaremos a notagao ® para
RK.
Podemos identificar .A° com A X A pela decomposi¢do natural

A=(AR1)® (A®1)
com a correspondéncia
a®1l+b®i< (a,b). - (2.14)

Considerando a identificagido acima, podemos verificar a multiplicagdo em
A°. Dados (a, b), (a',b') em A,

(a,b)(@’,b') = (a®1+b®1)(a' @1+ ®1)
=ad @1+bb ®i2+ba ®i+ab @i
= (ad' — bb';ba’ + ab').

Assim, a menos de isomorfismos, definimos .4° = .A x.A com a multiplicacdo
dada pela expressdo acima que é exatamente a passagem dos reais para os
complexos.

Outra espécie de complexificacio é através do produto tensorial graduado,
que definiremos a seguir.

Definicao 2.15. Dadas duas 4lgebras.graduadas A = A°® Al e B = B"®.B!
sobre um corpo K, a dlgebra produto tensorial graduado A®B sobre K
¢ definida por

ARB=A®B

onde a multiplicagdo é dada por

(e ® )1 ®b) = (—1)7ay’ ® z°b. (2.15)
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O produto tensorial graduado de dlgebras graduadas também tem uma
graduagao Z, natural:

ARB = (A®B)"® (A® B)" (2.16)
onde
(A B) = (A"®B%) & (A'®B)
(A®B)' = (A"® B") @ (A*® BY).

A diferenca entre a complexificacio simples e a graduada est4 apenas na
multiplicagdo. Tomando B = C com a identificacio C = Rx R, onde.(0,1) = i,
podemos observar claramente o -que acontece. Identificamos ARC com A x A
pela correspondéncia (a®1)+ (b®3) +— (a,b). Levando em conta a graduacido
A = A® + A!, tem-se que, dados

a= aO + al’v . b =b0+ bl,
z=2"+2 w=uw’+w

e suas respectivas conjugacoes:

0 _ 31
-
= u® — wt,

a=a’—a, b
zZ=z w
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il

(a,0)(2,w) = (a®1) +.(6®%) (2@ 1 +w®:)

[(a® +a1)®1 + (8% +8') @ 4] - [((2)* +(2)* )®1+
+( w)°+ (w) ) ®i] =

=[®®1+a @1 +2Qi+b @] [(z)"®1+ ,
+(2)' @1+ (W) @i+ (w) ®1]

=a’(2)’®1 + a'(2)! ®1+4d°(2)' ®1+a (z,)Q?®_1,+
+ 0 (w)? ® iZ + b (w)? ® 42 — B {w)' ®.42 — b (w)' ® % +
+b%(2)° @i —b(2)' @i+

+b'(2)°®1 - b'(2)! @i+ a®(w) ®i+a(w) @i+
+a (w)’ @i + al'(w)1 ®i=

= (a"2" + a’2' + ' +a'2)®1 —

=az

- (B — B! +b'u® < Bt @1 +

. =b
+ (a®w® + a®w' + a'w’ + a'w® + ' w!) ®i +

"’

=aw
+(0%2% = 12 + 2% — 2B ®i =

AN

=%b
=az@1-bw®l+aw®i+2bQ@1
= (az — bw) @ 1.+ (aw + 2b). ® 4.
= (az — b, aw + bZ).

Pelo produto acima, pode-se observar que a complexificagao simples difere
da graduada na multiplicagdo, onde na graduada os elementos multiplicados
por b sofrem a agdo da conjugagdo.

Observagoes:

(i) A complexificacio simples de C resulta numa 4lgebra diferente de H em
que existem divisores de zero. Pela identificagio C® C = C x C,

(L)E) = (1 é—i-1,i-6+1-1)=(0,0)=0
(11) H= C@RC

Identificando H = C®gC com C x-C, onde consideramos C = R® R,
entdo:

(z,w) - (Z,0") = (22 —ww’) @ 1+ (2w + 2'w) ®1.

Como identificamos.H = C @.C, o.produto quaternidnico.é exatamente
o produto tensorial graduado em H = C®C. Logo, H = CR®C.
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(iii) H @ H. tem estrutura de algebra considerando H & H = H ®g C onde o
produto em H®g C é 0 mesmo em H & H:

(q1,42)(r1,72) = (@171r — @ar2, @271 + @172), V15 42,71, 72 € HL
Proposigéo 2.6. FEziste um isomorfismo enire as dlgebras HO H = H®c C
e C(2) .

Prova: Considerando H = C @ C, temos a representacao usual de H

o:H— C(2)

(z,w) — o(z,w) = (_zw Z_)) s(zwyeH=CeoC. (2.17)

Para obter uma representagao de H®¢ C, basta tomar a extensao complexa
de o:
p:H@cC ~Heo H— C(2)
P((2,w), (u,v)) = 0 (2, w) + o{u, v)i
ou seja,
s o= (555 110)
(i) ¢ é linear sobre C: seja A € C, v = ((z,w), (u,v)), entdo

(2, w), (w,9)]} = 0(A(z0)) + o(\(w,0))i
Az dw | Au Avy
= (—/\?u Az IS ST /\—.u)'Z
_ (_)\(z +ui)  Aw +m’))
M- —vi) Xz+ai))
= (6\ g) +';[0'(z_‘, w) + o(u, U)i]

= (2, w)(u, )

(i) 4 preserva a multiplicagao:
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P[((2, w),(u, v)) - (2, 0), (', 0))] =
= (0(zw) +olu,0)i) (o (#0) + o))
= o2 w)o (&, ) + oz, w)o (e, )i+
+ o(u, v)o (2, w')i — o(u,v)o(u’,v")
= [o(z, w)o (', w') — o(u, v)o (v, v')] +
+ [o(z, w)o (v, 0"} + a(u,v)o (2, w)]i
Como o é z;\. representagé,o da élgebra H:
=0{(z, w)(z', ") — (u,v) (', 0] + o(z, W) (W', V') + (u,v) (¢, w')]i
=p{[(z, w)(w,V)][(<, w') (', v")]}.

(iil) ker(y) = 0: Seja ((z;w)(u,v)) € ker()). Entio
RN IR (A Y (|

Equivalentemente

{z+uz=0=>z—uz=0 (’2:-18’)

Z+u=0=>Z+U=0=>2Z=0eu=0

Logo, v é injetiva
(iv) dimc(H® C) = 4 e dimc(C(2)) = 4, que.mostra a sobrejetividade da .

Portanto 1 é um isomorfismo.
O
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2.6 Al'ge'bra Tensorial

A defini¢io do Produto. tensorial de espagos. vetoriais sobre um corpo K
induz a definicio-de Algebra Tensorial, que é 0 ponto inicial para definir muitas
outras dlgebras, entre elas, as dlgebras exteriores.

Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo K. Considere

VO=yeVe..eV,i=12.. -~ (219)
i vezes ~ .
e VO = K . Considere também os isomorfismos:
\ o
T:KQV®W 5 ym \(W
k®z— kz (2.20)
€ .
VP K- v®
T®kw— zk (2.2‘1)‘

Assim, podemos assumir que existe um inico isomorfismo
@ : Vim.g v _y yimin)
(1®...® xm) ® ($m+1 ® . Zypn) P L1 ® e @ Ty @ Tyl ® oLy (2:22)
e definir
w IS .
TV)=PvP=kevevPe.. - (2:23)
=0

Com as operagées induzidas do produto tensorial, T(V) tem estrutura de
de anel e de espago vetorial sobre K.

Afirmagdo 1. T(V) é uma 4lgebra sobre o corpo K.

Prova: Como os elementos de T'(V) sdo somas finitas de termos-da forma
kz e ; @ ... ® z;, é suficiente provar a existéncia do elemento unidade e a
associatividade.

(i) Existéncia da unidade: Seja k € K, z € T(V). Entéo por (2.20) e-(2.21)
(kl)z = kz = z(k1), (2.24)

de onde segue que 1z = z1 = z.
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(ii) Associatividade: Sejaz =2:®...QTm, Y= ®...QUn€e2=218...Q2
onde m,n,p > 0. Pela definicdo de ¢ :

 (zRY)®z={(T1® .. L) B U ®...®Un)] B (21 ® ... ® 2,)
=(21Q ... QT QU ® ..Yp) @ (21 ® ... ® ) =
=2Q..QLn®Y1R .Y ® 21 Q... ® 2.

Analogamente,
T® (y-® 2)=2;® . @Im®@®Y® ... Y ®21®..Q2  (2.25)
de onde segue que (z®Y)®2 =z ® (y R.2). |
Portanto, T(V) é uma K-4lgebra. a

A K-&lgebra T(V)-é denominada Algebra Tensorial para o espago veto-

rial V.

A Algebra Tensorial T(V)-é uma élgebra graduada. Neste caso, T(V) ¢ -

graduada por seus submédulos V¥ onde V) @ VU).c v+,

Proposicao 2.7. (Propriedade Universal da Algebra Tensorial) Seja A uma

dlgebra sobre o corpo K, e

f:Vvo A

um homomorfismo. Entao existe um inico homomorfismo

’

FTV) = A

tal que o diagrama comuta:

Diagrama 1.3
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Prova: Considere os homomorfismos:

fO: K> A
ks ki, (2.26)

f®.vm 5 4 n=1,2,..
Ty ® T2 ® ... ® Ty > f(z1) - .. - Flz;)-

Tomando f* como o homomorfismo
frTV)—=A
que coincide com f™:em V(™ n = 0,1,2,..., .f* é um homomorfismo de

dlgebra. Como.V gera T(V),.f* é o 1inico homomorfismo de T'(V) em A que
coincide com f em V. O
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2.7 As Algebras Exteriores

2.7.1 Introducao

As A»lgebrasExterioreS"ou‘Grassmania;nas,»~denotadaspor ‘A, sd0 de grande
importancia na geometria diferencial e topologia diferencial. Foram introduzi-
das em 1844 por Hermann  Gunther Grassmann [4] numa linguagem dificil
misturando suas explicagGes com. teorias filoséficas. Ele considerou o seguinte
problema: dado um espago vetorial V sobre um corpo K, como amplis-lo a.
uma 4lgebra A gerada por V, onde.se adiciona. a propriedade v? = 0 para.todo
v € V? Mais ainda, como.fazé-lo do modo mais geral possivel?

"Em 1867, Hermann Hankel[4] clareou as idéias de Grassmann, a comegar
por uma interpretacio geométrica dos produtos alternados de vetores.

Dado um espago vetorial sobre um corpo K, construiremos A de duas
maneiras. A primeira define A(V) como imagem do opérador alternado

Alt : T(V) — T(V)

onde T(V) é.a. édlgebra.tensorial de-V, definindo-um produto A em A(V) pela
férmula
wAv=Alt(w ®v), w,v € V.
A segunda forma é através da 4lgebra fatorial T(V)/I onde I é o ideal
gerado pelos elementos (ou tensores) do tipo z ® .

272 A A‘lgebra*Exterior' como imagem de um operador
alternado

Seja. V um espago vetorial sobre um corpo K. Define-se como p-tensor
em V uma funcgao.
T:V?P=VXxVx..xV—3K

P vezes

multilinear, isto é, a condicido de linearidade se verifica em cada uma das
componentes da seguinte forma:

T(v1, ey v+ 0, ey Up) = T(V1, o0 V5, Vi1, oony Up) + QT (W1, o0y V5, ., Up)

onde os v}s estdo em V e a € K.
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Exemplos:

a) Se p = 1, os 1-tensores sdo os funcionais lineares em V.
b) O produto escalar canénico em R* é um 2 — tensor.

¢) O determinante de uma matriz k Xk € um k — tensor. De fato, seu
determinante é multilinear com respeito aos vetores-linha(coluna).

Denotaremos o conjunto.de todos os p—tensores.em V. por. J(V*). Temos
por exemplo J'(V*).como o.espago-dual de V.

A ﬁrmag:db 2. JP(V*) é um espago vetorial sobre o:corpo K.

Prova: De fato, somas e multiplicagGes de fungdes multilineares por escalares
sdo também multilineares, o que concede a J?(V*) a estrutura de espago veto-
rial sobre K.

O

Assim sendo, podemos definir o produto tensorial de tensores da seguinte
forma: dados T' € JP(V*) e S € J4V*), T ®.5 é definido pela férmula:

(T ® S)(V1y -y Up, Upt1y ey Upsg) = T(V1yeeyUp) + S(Ups1, ey Uptq)-

- O produto tensorial induz.uma estrutura de dlgebra. associativa sobre
J(V*), que ndo é comutativa:

(T'® S) (V1 «eyUpy Uptty ey Uptg) = T (V1 weny Up) =S (Upt1, ooy Upg)

(S ® THv1y +vey Upy Vpg1s ooy Upitg) = -S(V1, coesVg) * T Vg1, vy Uptg)-

Pelo teorema seguinte, mostramos que podemos estender V* -a J?(V*).

Teorema 2.3. Seja k a dimensdo de V' e {¢y,...,¢x} uma base para V*..
Entdo os p-tensores {¢;, ®....8 ¢4, 1 < 43,..y8p < k} formam uma base para
JP(V*). Consegiientemente, dimIP(V*) = kP.

Prova: Seja {v1,...,vx} uma base ortonormal em V,.e {¢1, ..., ¢} base dual
em V*, isto é,

_J 1 set=3
¢i(vj)_{0 sez;é] .
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Se I = (i1, ...,%p) é uma seqiiéncia de inteiros entre 1 e k, denotamos
ér =i, ...Q0 ¢,
e vr = (Vi ..., v, ). Se.l e J sdo seqiiéncias de indices, entdo, por defini¢io,

¢I(vJ) =. ¢i1'®: ®‘¢i'p’(vj1 3 ey vjp')-
Pela defini¢do de produto tensorial,

¢1(vs) = B3, (v5,) * iz (Vs) + -+ i (v5,)
de onde segue que

sen={s 2177

Os ¢1’s sdo independentes, pois se Y _; ar¢r =0 entdo
0=> ardr(vs) =as
I

para cada J.
Tem-se, entdo, para um p-tensor T',

T(vla ety vp) :"T(Z:.qsh'vin ey Zf‘ﬁikmk) =
=) Giror B, T (011, oy ) =

i1,e0yip
= E : ﬂl;,...,i'p'¢i1'® . ® ¢ik
11yeeydp

Dados dois p-tensores T .S, T = .S se e somente se T'(vy) = S(vs)-para
toda seqiiéncia de indices J. Segue entdo que {¢;7} gera JP(V*)
O

Definicdo 2.16. Um p-tensor T é dito alternado se
T(V1, ey Uiy o3 Vgy weny Up) = —T (V1 o0y Uy 1eny Uiy ouey Up)

Observagdo: Consideraremos que os 1-tensores sdo alternados.

Ezemplo: O determinante de uma matriz £ X k é um tensor alternado.

29



A fim de caracterizar as mudancas de posi¢do das varidveis em.p-tensores,
que chamaremos daqui em diante de transposig¢oes, utilizamos as permu-
tagOes dos seus indices. Para isto, denotamos por S, o.grupo das permutagdes.
dos nimeros de 1 a p. Dada uma permutagdo 7 € S, esta serd par ou impar,
dependendo se o nimero de transposigoes de indices for par ou impar.

Sendo assim, (—1)* denotard +1 ou —1 dependendo se 7 for par ou impar,
respectivamente.

Existe uma agdo do grupo das permutagdes. S, sobre (V)

Spx P =TI
(m,T) s T, (2:27)
onde
T™ (01, +ee Up) = T(Un(1)+-es Un(p))

As permutagdes nos fornecem uma maneira de ordenar os indices de forma
crescente. Assim, dados um p-tensor alternado e uma permutacdo 7 € .S,
temos que

= (=1)"T

Observa-se que.se 7 for,pa.r,_ T =T.
Pela agdo de S, sobre J7(V*),

(0,T") = (T™)" = (wo00,T), 6 €.,
Segue entao que
(T™ =T"°

Podemos construir tensores alternados através de um p-tensor 7., definindo
o operador multilinear linear Alt(T) da seguinte forma:

Alt(T) = =l Z (=1)"T™. - (2.28)
1rES,,
Alt é de fato alternado: para toda permutacdo o,

At =[—Z( 1T =

WESp

‘ Z l)wTwoo

1rESp

(17 X ()T =

7€Sp

= (_1)0,4”( ),
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pois (—1)"(—-1)" =(=1)"%¢

3 (1T = 3 (—1)7T7 (S, 6 grupo).

WESP 7ESp

Se T é alternado, Al(T) é uma proje¢do, pois neste.caso, obtém-se p!
somandos iguais a T (a ordem de.S, é p!).

O conjunto dos.p-tensores alternados formam um subespago vetorial AP(V*)
de JP(V*).

O produto tensorial de tensores alternados pode nao ser alternado..

No subespago A(V*),.podemos definir um produto denotado por A que
chamamos produto-exterior do seguinte modo: dados T € AP(V*) e S €
AY(V*)

TAS=ATQ®S).

Note que T A.S € APTUV*).

A propriedade distributiva em relagio 4 adi¢io e multiplicagio por escalares
se verifica. De fato, dados T' € AP(V*), S'€ AY(V*), R€ AY(V*),ea € K,

aT A (S + R) = Alt(aT-® (S + R)).

Pela linearidade e distributividade do produto tensorial, juntamente com a
linearidade do operador Ali:

Alt(aT @ (S + R)) = Alt[a(T ® S) +a(T'®@ R)] =
= aAlt(T ®@ S) + aAlt(T ® R) =
= a(T A S) + a(T A R).

O produto exterior também satisfaz a associatividade. Para prova-la, ne-
cessitamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Se Alt(T) =0 entéo TAS=SAT =0, VS.

Prova: Sabemos que se T € A?(V*) e S.€ A(V*).entdo T'®.S é um p + ¢-
tensor. Seja. G' o subgrupo de Sp4 isomorfo.a. S, das permutacdes que fixam
os indices p+1,...,p+ ¢. Logo temos uma correspondéncia entre G e S, que
leva m € G em 7’ € Sp,, onde 7' fixa p+1,...,p+ g, ou seja,

7!'(1, 2, ..,-.p)AI—)-(ﬂ'(l'), ey W(P),'p"*' 1,..,p +'Q) = .

Essa correspondéncia nos leva a afirmar que (—1)" = (=1)" e (T-® S)" =
T ® S: '
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(T ® S)’r(’l)l,t....;v.’l)p,-.»’l)p;yl,:-..A.a,-’l)p_{.q,):'=\(—‘}-)_”T‘(U_ﬂ-(l), ..:.j,;’l),((p);) "‘S(Up‘-{-'h‘"'i'vp'-i—q'). =
=T" ®S5,

de onde segue que
S ()T RS =Y (-1)"T"]®S = AlT) ®S =0.
TESpiq m'eG

Por outro lado, o subgrupo G decompde .Sy, em uma unido disjunta de
classes laterais & direita:

Goo={nog, 7€ G}
e assim, para cada classe lateral determinada por.o.em Sp.,
D (1T ® 8)™ = (-1 [F(-1)"(T® )] =o0.
TEG ' TEG

Como T A S = Ali(T ® S) é a soma-desses. somatdrios sobre as classes
laterais de G, conclui-se que 7' A S = 0. Analogamente S AT = 0. O

Tendo provado o Lema anterior, estamos em condigoes de provar a asso-
ciatividade do produto exterior.

Teorema 2.4. O produto exterior € associativo, isto €,
(TASYAR=TA(SAR)

o que justifica a notagéo T AS A R.

Prova: Pela linearidade do operador Alt

(TAS)AR— Alt{T® S® R) = Alt(T AS)® R] — Alt{T @ S® R)
= Alt(TAS)@ R—T®S®R).
=Altj(TAS —-T® S)Q R)].

Lembrando que T' A S é alternado, Alt(T'A-S) =T A S e entédo
AU[(T A S) - (T-® 8)] = AT A S) — Alt(T ® S)
=TAS— AT ®S)

=TANS-TAS
=0
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Do lema anterior, segue que

A{[(TAS)-T®S|®@R} =T AS~T®S)AR=0.

(TAS)AR=Al(T®S®R).

Analogamente se mostra:que T A:(S A-R) = Alt(T'® S ® R) de onde se
conclui que
(TAS)AR=TA(SAR).

Conclusdo: A(V) torna-se , com o-produto exterior, uma algebra. O

O préximo passo é encontrar uma base para AP(V*).
Se T é um p-tensor, entdo.podemos escrevé-lo.como combinagao linear da
base {¢i1 ®R..8 ¢,;p i | S'-il,‘...,-"&.p Sk}

. _
T= Z biryip®is ® .. ® Oy,
i=1

onde {¢;, ..., #} é uma base para V.
Se T é um p—tensor alternado, entdo pela linearidade do operador Alt

T=Al T) Ztn i Alt(di, ® ... Q@ ¢;,) = E'til,...,ié(ﬁil:/\ AN

que nos mostra que {@;; A ...A ¢;,, 1 <i < k} gera AP(V*). No entanto, vamos.
mostrar que eles ndo sdo independentes. Por exemplo, ¢ Ay = - A .
Denotaremos os tensores alternados ¢;, A...A@;, por ¢y, onde I = {iy, ..., i}

Proposicio 2.8. Sejam ¢, - € AP(V*), entdo
o) pAY =~y Ag;
b) A d=0.

Prova: a) ¢AY=—9p AP

Supondo ¢ e 1 funcionais lineares em V, entdo ¢,v € A (V*). Neste
caso, o operador Alt tem uma forma muito simples:

A= Ali($®Y) = S[(-1)"$® Y+ (-1 @4l = SO Y- Y@ d
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onde gy é a identidade e o) é a transposicdo (1,2). Assim,
1
PAY = §[¢®‘¢' - Y ® ¢l

Analogamente, A ¢.= 1[t) ® ¢ — ¢ ® Y] de onde se conclui que:
PAY=-9pAg.
b). ¢A$=0

Segue do item anterior.
O

Da anti-comutatividade do produto exterior, podemos observar as seguintes
relages sobre o conjunto de geradores {¢r}.

(1) se dois indices I e .J diferem unicamente em suas ordens, aplicacdes.
iteradas da anti-comutatividade nos mostram que ¢; = t¢y;

(2) se existem indices iguais em J entdo ¢r = 0.

Com isso, podemos eliminar os casos acima no.conjunto gerador,. reco-
nhecendo somente os ¢}s para os quais a seqgiiéncia de indices é estritamente
crescente: 1 <14 <. <14, < k.

Agora podemos concluir o seguinte teorema:

Teorema 2.5. Se {@1,..., 0} € uma base dual para V*, entdo {1 = ¢i, A...A
#i,, 1 <14y < ... <ip <k} € uma base para -AP’(V*)’._

Prova: O conjunto {¢r = ¢i; A ... A @y, 1 <.y, ...;5 < k} gera AP(V*) con-
" forme mostramos anteriormente. Resta verificar que os ¢}s sdo independentes.
Para qualquer seqiiéncia I = (iy,...,1p), 5€ja v5 = (vy, ...,v;,) base de V e

T € AP(V*). Entdo ‘

0= Ztil,...,i,,d)f(vf) = Ztil,...,i,,Alt(fﬁil'@'--- ® ¢i,) (W) =ty i,

Conseqiientemente, dim(AP(V*)) = (f,) 1= 'p!(:ip)!'
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Corolario 2.1. O produto exterior satisfaz a seguinte relacdo de anti-comu-
tatividade:
TAS=(=1)IS AT,

sempre que T € AP(V*) e §.€ A1(V*).

Prova: Supondo que a seqiiéncia de indices I tem comprimento p e J tem
comprimento g, dados ¢y € AP(V*) e ¢; € AYV™), temos pela anticomutativi-
dade do produto exterior

¢1 A ¢y = Alt(dr @ ¢y)
= A(-1)"(¢;; ® ... @ ¢, ® i, @ ... ® P;).
= (—l)qult(¢jl. ,®.v‘...-.®..¢jq- Rdi; ®... & ¢ip')
= (=1)"(¢s N\ ¢1).

Justifica-se o produto..pg na poténcia de (—1). pelo fato que cada ¢;, €
transposto p vezes. Como s3o ¢ elementos ¢;,, ocorrem pgq transposicoes. .[1

Como zAz = 0, Vz € A(V*),se.p > k, k = dim.V,, entdo pelo menos.algum
elemento se repete.o que acarreta emAP(V*) = 0..Segue que a seqiiéncia de es-
pacos vetoriais AY(V*), A%(V*), ... termina em A¥(V*). Definimos A°(V*).= K
interpretando-o como as fungées. constantes em V., e o produto exterior de um
elemento do corpo K com qualquer tensor em A?(V*).como a multiplicagio por
escalar usual. Assim, o produto exterior A produz uma, lgebra ndo comutativa

AWV) = A2V A (V) D ... AX(V?)

a que chamamos Al_gebra ‘Exterior de V*, onde o elemento identidade
1 € A%V*). Podemos observar pela prépria defini¢io, que a dlgebra exterior
é graduada.

273 A Al’gebra Exterior como uma algebra fatorial
A Algebra Exterior de V pode se definida de maneira mais geral como
AWVY=TWV)/I

onde T'(V).é a. dlgebra tensorial de V e I é o-ideal em T'(V) gerado pelos.
- elementos da forma z ® z,.z € V. Pela definicio, os elementos de .V sio de
grau um, ou seja, pertencem a V), entdo INV = {0}.

Dado o homomorfismo.canénico j : T (V) = T(V) /1, a restrigdo de j a V é
injetiva. Com isto, podemos identificar V' com sua imagem j(V) e vé-lo como
um subconjunto de A(V) = T(V)/I. Como.V gera T (V) como dlgebra, V gera
A(V). Observe que através do- homomorfismo candnico, todos os-elementos: da.
forma z ® z sdo levados na classe 0.
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Afirmagdo 8. A(V) =T(V)/I é uma élgebra graduada.

Prova: Como .o.ideal I é gerado.por elementos homogéneos z.®.z, .1 é ho-
‘mogéneo no.sentido.que .tomando I9 = INV® . [ = @I®. Entio A(V)
é graduada pelos subconjuntos-E® = (V@ 4 I)/1, isto é, A(V) = PED e
E® . gU) ¢ g+, 0

Proposicao 2.9. (Propriedade Unwersal da Algebra Exterior). Seja A uma
dlgebra sobre um corpo K e
f: VoA
um homomorfismo tal que f(z) - f(z) = 0, Vz €.V. Entdo- ezxiste um dinico
homomorfismo
AV) = A

que estende f.

- Prova: Seja..4 uma. 4lgebra sobre K e o homomorfismo. f : V — A tal que
f(z)f(z) =0, Vz € V. A propriedade universal de T'(V') nos fornece a aplicagio
f*: T(V) — A estendendo a func¢io f de.V:

A

=
\h

Diagrama 1.4

Segue que f*(z ® z) = f(z)f(z), z-€ V. Uma vez que f(z)?> =0, entdo
f*(z ® £) = 0. Conseqiientemente, I C ker(f*). Portanto, .f* descende a
um homomorfismo

e:T(V)/I=AV)—> A

tal que o diagrama abaixo comuta:
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rv) L, A
J (7
T(V)/I

| Diagrama 1.5

Como A(V) é gerado por V, ¢ é dnico. im)

A proposicio acima nos garante que dado um espago vetorial sobre um
corpo K, a algebra exterior definida como fatorial é a mesma construida como
imagem do operador alternado.
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Capitulo 3
As Algebras de Clifford

3.1 Introducao

As Algebras de Clifford foram introduzidas inicialmente em 1878 por Willian
Kingdom Clifford (1845 — 1879)-em seu artigo Aplicacio da.Algebra Grassma-
nianag publicado no primeiro volume do American Journal of Mathematics.

A primeira aplicagéo das dlgebras de Clifford foi dada por R. Lipschitz em
1884, mas foi Claude Chevalley quem generalizou a teoria das Algebras de Clif-
ford para espacos vetoriais de dimens&o finita, munidos de formas quadraticas
Q definidas sobre corpos arbitririos, .considerando- até mesmo os.corpos de
caracteristica dois([5]).

Neste capitulo, serd definida a Algebra de Clifford, com sua caracterizacio
universal e dimensio, bem como sua classificacio seguindo. processos indutivos.

- A A‘lgebra. de Clifford de um espaco vetorial ¥ sobre um corpo K é-uma
dlgebra associativa que depende de uma forma quadritica em V', gerada como
algebra por 1 e V, contendo cépias isomorfas de V e do corpo K.

3.1.1 Definicao

Dado um espago vetorial V sobre um corpo K = R ou C, de dimenséo
finita, considere uma forma bilinear simétrica

(-,-_):VXV—)K

onde u,v € Ve a forma quadrdtica @ : V-— K associada a {,-). Lembramos
que dados u,v € V, Q(u) = (u, u) e a relagio abaixo se verifica:

2(u,v) = Qu +v) — Q(u) — Q(v). 31
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Dado um par.(V,Q), a Algebra de Clifford denotada por CI(V, Q) é uma
K-élgebra contendo K @ V, gerada pela relagao '

vV =v+xv=—-Qv) lxk € K (3.2)

definida para todo v € V. A expressdo acima € condigdo suficiente para obter
o produto * no espaco vetorial K@V com base {1,e;,¢€y,...,e,} onde {e;;1 <
i < n} é base de V.. Este produto, no entanto, nem sempre é fechado.

Note que para v,w € V, tem-se

(w+w)’ = v—Q(v~+-w)-l»'4=> '
= v +vwtw-v+w=-Qv)l —2(v,w) 1 —Qw)l,

ou seja,
vowtw-v==-2{w,w)l, NMNyweV (3.3)
Observacoes:
(1) O terrino‘-vC'liﬂ'ord veio-em substituigio 20 termo. geométrico[4].
(2) O sinal negativo em (3.2) é convencional.
A construcdo da Algebra' de Clifford para um espago-vetorial V- sobre um

corpo K parte de cépias isomorfas de V e K. Portanto, inicia-se com K & V.

3.1.2 Exemplos

1. V=R eQ(z) =12

Neste caso, K = R e V = R. Logo, iniciamos com R ® R.

O espaco. RO R contém cdpia do corpo R e de V' = R identificando-os com
os elementas.(z,0) e (0,v) Yv.€ V. O elemento neutro -1 é identificado com o

par (1,0) e.o elemento gerador de. V- com e; =:(0,1).
Considerando {1, ¢, } base de R® R, devemos obter as seguintes condigdes:

(1) 1+1=1
(2) 1+er =er*l=¢

(3) (e1) * (&1) = (e1)> = -1
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Assim, para quaisquer-elementos u = (z1-1)+(y1-€1) € v = (z2-1)+(y2-€1)
em R @ R, devemos obter

(1 1+y-e)* (T2 1+ y2-€1) =
= £, 25(1) + T1y2(e1) + y1Ta(er) + niyaler)* =
= (122 — ylyz)" 1+ {(z1y2 +.y1a:2) ~€1

Observe que este produto.é exatamente. a multiplicagdo em C.
Conclusdo: Cl(R,z?) =C.

2. V=R, Q(z)=—1?

De forma. andloga ao exemplo. anterior, adicionamos.o fator R, obtendo
R ® R = R? com as seguintes identificactes:

1=(1,0), e e=(0,1).
obtendo as seguintes relagGes: |
(i) 12=1;
(i) e2=1.

Supondo u,v e ROR, u=z-1+y-eev=2-14+79"-¢, :v;:c’_,y,-y’ eR
obtém-se o produto

u-v=zz' +zy -et+yz-etyy =
= (22’ +yy) - 1+ (zy' +yz') e

que difere do.produto em C. Neste instante, estamos definindo um novo pro-
duto em R.
Podemos obter uma representagdo matricial para essa dlgebra. Seja a apli-
cagao
T,(a,b) ) R2
(z,9) — Tiap)
e considere
p:(R,:) = (Mz(R),-)
(a’ b) — 11(“)#)
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onde o produto.em R? é definido pela expressdo acima.
Afirmacao; p é uma. representacdo de dlgebra.
Assim temos a identificacao

1

u =zl +ye ~ i'(’“"" | y)
y )

(Z37 .%)- (3.4)
onde os geradores sdo:

1=1= ((1) ?) e e ___:_((1) (1)), .(3:5)

Portanto CI(R, —z?) @ R@® R

3. V=R, Q(z,9))=2"+9°
Adicionando o corpo R como primeiro fator obtém-se R @ R? = R3, onde
devemos construir um produto que satisfaga as condigdes

(1) 1x1=1

(2) e1 xe; = (€)? =—1=—Q(ey)
(3) e % €2 = (€2)° = -1 = —Q(e)
‘(4) e;%1=1xe;=-¢;ondei=1,2
(5) e1*ep =—(ea *e1)

onde {e;, ez, €3} é.a base candnica em R3.
Neste caso, R @ R? com o produto -(*) nio é fechado.  De.fato, supondo
e1 x e; € R @ R?, entdo existem Ao, A1, Ao € R tal que

erxea =X 14+ A -e;+Ar-en.
Multiplicando a expressao acima por e; obtém-se:
—€g = /\0 c ey — /\1 + /\2(61 % 62)

ou equivalentemente

: -1 Ao A1
€1 ey = —ex — —er +

X 2T a T
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de onde se conclui‘,(.lue Ao = %\,ou-seja,-z()\2)2 = —1, que ndo ocorre (A, € R).
Logo, e; ez ndo.pode ser definide como elemento de R3. .Entéo adicionando
um novo fator R, obtém-se RORZ2HR = R* onde a base é acrescida do elemento
es = e; * ey, isto é,
(1,0,0,0) =1,(0,1,0,0) = €1,(0,0,1,0) = €2;(0,0,0,1) = e3 = e *€,.
Com isso, todas as relagOes acima sio. satisfeitas:
1) e; ¥ea = —ez x €1
Prova. De fato, como no fator R? a forma quadrética é positiva,
Q(ze; + yes) = z° +9°,
entao
z? 4+ y2 = Q(ze; +yes) =z 49+ zy(er * e2 + ex*ey).
Como e; * e; + €2 % e; = 0, segue que e; x e2 = —ez * €;. g
(2) e3 * es =(e3)> = —1
‘Prova. (e3)? =e;*ey*e kep=—erkeyxep ke =e xeg=—1. 0O

Conclui-se entdo. que CI(R?, 2% + y?) & isomorfa a R* como espago vetorial
cujos elementos da base satisfazem as relagoes:

(1) 12=1
@) () =-1,1<i<3
(3) esxe; = —ej*€1,1<4,5<3
Observando as relagdes acima com as seguintes identificacdes:
eLxey =1, =j,ea=1j =k,

temos que o produto entre os elementos de R*

T =Zo + T1€1 + To€2 + Taez. e Y = Yo + y1€1 + Ya2€2 + Yz€3
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é dado pela férmula:

T -y = (ToYo — T1Y1 — Tay2 — Tays) - 1 + (Toy1 + Y1 + T3y — T2Ys)er+
+ (Toy2 + T2yo + T1Ys — Tayr)ez +
+ (moys + T3y + T2 —»:v1~y2«)'es, (36)

que nos fornece exatamente a. multiplicacao quaterniénica. Entao
CI(R?, 22 + 4?) é isomorfa como 4lgebra 4 Algebra dos Quatérnios.

4.V =R, Q(@,y)) = 2>~ ¢

A Algebra de Clifford CI(R?, —z2 — 3?), é obtida de modo. similar ao ca-
so CI(R?, z? + y?). Vamos supor, que CI(R?; —z* — y?) seja gerada pela base
{11 €1, 62}, onde

a) 12=1x1 =.__IQ(,1)_ _1
b) e’=1; | |
c) e =1;

d) e; xe; = —ey ¥ €;.

De modo anslogo ao exemplo (3), o elemento e; * e, ndo pertence a ROR2,
e entdo adicionamos outro fator R, obtendo

RoR’oR~ R
Pelas identificacGes

1=(1,0,0,0), e = (0,1,0,0),
€2 = (07 07 170)7 €3 = (0707071)

tem-se:
a) €1 * eg = —ey * €1, Pois

Q(zer + yez) = —(zey +yez)? =
= —2® —y* — zy(es + ez + ez€1)

que implica em e; * e; + exe; = 0. Logo,

€1 * €9 = —E€7 * €9.
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b) €3 *x €3 = -1
— —_ —. 2 n2 e 1
€3 % €3 = €1 k€3 % €1 kEg= —€1 %€y *kEake€r = —€1 ¥E€ = —1

Sejam u = T + ye; + zex + wez, e v =z’ +y'e; + 2'ey + w'es. Entdo, pelas
condicbes acima, :

u*v =z’ 4+ gy + 22" —ww' +(zy" + yz' +wz —2w')e; +
+ (z2' + 22’ — wy +ywer+(wz' + 2w +2y" —y)es

De forma andloga. ao exemplo.2, temos uma representacdo matricial para
Cl(R?, —2? — y?) da qual decorre:

—r_f(r0y  _ _{01)
— 1 04 - _ {0 =1}
€y == 0 —lv € €162 = €3 = 1 0 .

A representacio. matricial genérica de.CI(R?, —z% — y?)-é dada por

» _fz+z y—w\
zl + ye, + zex +we = ‘.(y @ — z)

Como qualquer matriz real pode ser colocada nessa forma, concluimos que
CUR®, —2* — 4} = Mr(R).



3.2 A Algebra de Clifford como Algebra Fato—
rial

A construgio-das Algebras: de Clifford como 4lgebras fatoriais é baseada
no caso mais geral de multiplicagio associativa que é o produto tensorial. Ao
tomarmos oideal T da Algebra tensorial T(V') gerado pelos elementos.da forma,
v? + Q(v)1 =0, pelo-quociente de T(V)-por I, todos os elementos do-ideal
passaréo a ser 0. Esta é.a.idéia.geral da construgio da Algebra. de Clifford
como Algebra fatorial.

Seja V um espago vetorial sobre um corpo K, com produto escalar (., -}, e
Q@ :V = K a forma quadrética associada. Considere a 4lgebra tensorial de V,

T(V) = é V@, . 3.7)
i=0
que é gerada por V.
Definigao 3.1. Seja I -o ideal de T(V') gerado pelos-elementos-da forma
v®v+QW)1, veV. (3.8)
Entdo a Algebra-de-Cliﬁ'ord-Gl (V;@) € o quociente
Cl(V,q) = T(V)/Iq (3.9)

Segue da definicdo que-a Algebra-de-Clifford contém cépias isomorfas do
corpo K e do espago vetorial V.
- Através da préxima proposi¢do, as _Algebra.s de Clifford sido caracterizadas
universalmente.

Proposicao 3.1. Seja A dlgebra com unidade f : V — A uma aplicagdo
linear com tal que

f(2) - f(z) = —Q(a)1 (3.10)

para todo z .€ V. Enido f estende-se unicamente a um homomorfismo. de
dlgebra f : CHV, @) — A tal que f-or= f, 4 injecGo-de'V em T(V).

Prova. Pela propriedade universal--da Algebrav-Tensorial;_ a aplicagdo linear
f V' — A estende-se a um-tinico homomorfismo de 4lgebra

f@ : T(V) - 'A‘a
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tal que o seguinte diagrama comuta:

¥

T(V)

Diagrama 3.1

Assim, dados u,v.€ V,.entdo fo(u @ v) = f(u) - f(v). Como por hipétese,
f(z) - f(z) + Q(z)1 = 0, entdo

felz ® z+ Qx)1) = fo(z ® 7) + fo(Q(z)1) =
~ §(z) - 1) + Q)1 = 0
Logo (z®z) + Q(x)1 € ker(fg), isto é, Ig C ker(fg). Pelo teorema (2.2),
existe um homomorfismo 3
[ TV)/Ig > A
tal que fo j = fg, onde j : T(V) — T(V)/Iq é.a projegio-candnica. Como V
gera T(V)/Iq, fe descende a CI(V;Q).

T(V).

7

T(V)/q

Diagrama 3.2
0

De agora em diante faremos a.abreviacio CI(V) para Cl(V, Q) sempre que
ndo houver divida de quem € a forma quadrética Q.
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Como primeira aplicacio da proposi¢do 3.1, vamos mostrar a Zs-graduagio
de Cl. Considere o automorfismo

a: ClV) = CUV) |

que é a extensdo da aplicagdo a(v) = —v em V. J4 que o® = Id, existe uma
decomposi¢do

CU(V) = CI®(V) & CI:(V) (3.11)

onde CI{(V) ={v € CU(V) | a(v) =(—1)v}. Como afa; - az) = afa;)-cfaz)
nés temos

CE(V) - CB(V) C CI¥(V) (312)

onde os indices sdo tomados médulo 2, ou seja, Cl(V) é Zy-graduada.

Escolhendo-se uma base ortonormal {ey,...,e,} para V, podemos escrever
Cl(V') em termos de.geradores e relagées. De fato, CI(V) é a dlgebra sobre R
gerada por {ey, ..., e,} sujeita s relagoes

o ef = —Q(e:)1;
® e;e; = —eje; para i F j

Em particular, segue que todo-elemento de CI(V') pode ser-escrito unica-
mente como soma de mondmios da forma

€ €, 1<i1<n -

Logo, a dimensdo de CI(V') como espago vetorial é 2™, onde n-é a dimensio
de V sobre o corpo K.
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3.3 Classificacao das Algebras de Clifford

Daqui em diante Cl, , denotard CI(R™+*, Q) onde

r T8
. » g
Q)= 2l - >
=1 i=r+1

Nos casos especiais 7 = 0 ou s = 0 adotaremos a notagdo : Cl, = Clr g e
Cl; = Cly,.

Através-de alguns resultados, podemos construir uma tabela-de A}gebras
de Clifford de qualquer ordem, seguindo um processo indutivo.
Conforme os exemplos na se¢do anterior, temos que:
a) Cl1 = C,
b) Ci* =ReR;
C) C lg = ]H[,
d) Cl* = M,(R).
Proposicao 3.2. Ezistem isomorfismos
Clyp & Cly @2 Cl3 (3.13)
Clyyo 2 CI7 Qg Cly. (3.14)
Prova. Seja {e1,€3, ,€n o} uma base ortonormal para R**2 com o produto
interno euclidiano. .Sejam €}, - - - , e}, .geradores para.Cl,, €€}, €5 0s geradores
usuais de CI3. Defina uma aplicagio £+ R,"*? = Cl, ® Cl; onde R,"** indica
a forma quadratica em R**2  dada por
e, ®ejey, sel<i<m
fles) = 1 e 1 Lo
®e ,, sei=n-+loun+2;
e estenda linearmente. Agora note que para 1 < i,j < n , nés temos
f(e:)f(ej) + £(e;) f(es) = (€ @ €ler)(e; ® €fes)
+ (€} ® efe3)(e; ®-€fez)
= €je} ® (—1) +eje; ® (—1)
= (eje; + €jer) ® (—1)
= 20;;1 ® 1.
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Esen+1<a3<n+2 temos

flea)f(es) + fleg)flea) =(1® eﬁ;n)'(l ®ep_n)
+(1®e —n)(l ® €q)
=1® (e "— n€6-n T €5-n€a—n) = 20apl ® L.

Também temos
fle) fea) + flea)fles) = (e} ® efes)(1 ® €5_y)
(1 ® e':l—llz)gfe ® elllelg) n_ny
e; ® (e,l, e?}e"_,, -+ e?;_’,’,e'} e} |
6 (61626(1— elezea—n) =0

Won + ll

jd quee,_, =e; ouer.

Logo
n+2 N\ [+ \
flz)f(z) = (Z :c,ez). (ije,)
-n+2 -n+2
= {Z.-’Eéf (e)+ > wif(es) }{Z zif(e;) + > zifle;)}
i=n-+1 j=1 j=n+1
= Z z;z; f(e:) f(e;) + Z Z ;7 f (e:)f(e;)
£,5=1 =1 j=n+1
n+2 .n. n+2.
+ Y D wmif(e)fe)+ DY mzif(e)f(es)
i=n+1 j=1 - hi=n+1 .
= 3@z (Fled ftes) + Fle)f (@)
n ni2
+3°% zis; (f(e,)f(ey) + f(e,)f(ez)) +Y e (e
i=1 j=n+1 i=1
= Z ziw;(f(e:)f(e;) + fle5)f(e:)) + E‘x?f (e:)?
= Zx21 ®1+ nf $1Q1= (nfz ) 1®1.
i= i=n+1

ou seja, f(z)f(z) = —q(z)1 ® 1,Vz € R**2. Portanto, pela propriedade
universal, f estende-se a um homomorﬁsmo de algebra; f:or e 2 CLCE,.
J4 que f mapeia sobrejetivamente sobre um conjunto qualquer de geradores
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para Cl,, ® Cl3, ele deve ser-sobrejetivo.- Como dim(C1}, | ,) = dim(Cl, ® Cl3),
concluimos que- f deve ser um isomorfismo. Isto-prova (3.13). A provade (3.14)
é totalmente andloga. De fato, podemos inclusive tomar a mesma aplicagdo f

s6 que com e} € Cl%, 1< i< n,ecel,ef €Cl. O
Proposicido 3.3. Ezistem isomorfismos de dlgebra
M,(R) ®g My, (R) = M,,(R)  Vm,n (3:15)
M,(R) ®r K = M,(K), para K=CouH e Vn (3.16)
CerC=CoC ' (3.17)
CerH= M,(C) (3.18)
H ®r H = My(R) (3:19)

Prova. Seja.m‘_{_eij}ls,: G<n. s {é.ij’}.lzﬂiijﬁm e {Ei;i}:.l'-si;jﬁmﬂ CODjllntOS de matrizes
que tém todas as entradas nulas com excecdo. da.i,j-ésima entrada.que vale
1. Elas formam bases {de espago vetorial) de M, (R), M;(R) e My, (R),
respectivamente.

Considere a aplicacio linear que age do seguinte modo nos elementos da
base de M, (R) Qg M, (R):

€i; ® € = Eg_1yn4i,(i-Dn+j
(é claro que {e;; ® €xi}i<isi<n 1<ki<m é uma base de My (R) ®r My (R)).
Sé6 precisamos mostrar que ela é injetiva para ver que é uma bijecdo. Assim,

se
Ee—1ynti(t-1nti = B —tyntit 0= ynt
entao
b~ Kln =i~ ] )
T="ln=1j—J (%)

‘Suponha que k # k'. Entdo por (*) temos que |i — 4’| > n. Entretanto,
jéd que 1 < 4,7 < n, nés devemos ter |t — #| <-n — 1, e portanto é absurdo
supor que k # k'. Mas se k = k', obrigatoriamente por (), ¢ = i’ também. Da
mesma forma conclui-se que | = [ e j = 5. Logo nossa aplicacao é bijetiva.

Resta verificar que a aplica¢do é um homomorfismo de dlgebra. Esta veri-
ficacdo pode ser feita apenas nos elementos da base:

(€ij ® €xi)(ewj ® Epr) = Eij€ijr ® Eplpy-= bjpeijr @ Ou€rpr
= 0;i O €50 @ gy
> Ot Oter Bk 1yt (0 — 1)t 7
= 01— 1)nt4,(k =D ti Bk =1 044, - Dnt5
= Eg—1yn+i,(—1)n+5 Bk — it (1 ~Dnet 5
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onde foi usado o.fato €;jeitjr = ,-:.,-e‘,-]-r‘(e‘ analogamente para €;; e 'Eij)’. Isto é
verdade porque

(essers ) = Y (e elens)a= D Sibsubudin = Sudjiidu-
t t

Logo €i;€Cir40 = 5.‘,-,-;6,-5; .
Verificaremos (3.16) no caso em que K = C. Considere a aplicagdo

M, (R) ® C— M,(C)
AR1+B®i— A+1iB

Que ela é uma bijegao é ébvio. Vejamos que ela é um homomorfismo:

(A®1+B®i)(CR1+D®1i)=
=AC®1+AD®i+BC®i—BD®1
= (AC — BD)®1+(AD+ BC)®i
— (AC — BD) + (AD + BC)i'= (A +iB)(C+iD).

A seguir daremos explicitamente os isomorfismos :(3.17), (3.18),-¢e (3:19),
sem demonstra-los.(ndo é dificil prové-los uma. vez que os temos,; mas requer-se
um certo trabalho). O isomorfismo (3.17) € o seguinte

CoC—CorC
0,1) — (1 ®1+i®1).
0,1) —3(1®1—4®1)

Lembre-se que existe um homomorfismo 1.: H — M,(C) que leva a+ b5
em ( %%), (a,b € C). Considere entéo a aplicagio
Ce®g H— M(C)
11 +i® gy — Q1 +1Q

onde Q; = ¥(q1) e Q2-=1Y(g2). Este é o isomorfismo de (3.18). Por-dltimo,
considere a aplicagao

H g H — My(R)
@1 ® g2 — ¥(P(q1)¥(e2))

onde 3 : H — M;(C) 6 a aplicagio ¢(a+bj) = (3, 1); er.: Mz(C) = My(R)
é o monomorfismo candnico. Com isso temos o isomorfismo (3.19). o
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Defina qc(z) = Y.;_; 2% e Cl, = CI(C", g¢)-

j=1%j

Proposicao 3.4. Temos os seguintes isomorfismos

CUT+,q®C) = Cl,, ®c C (3.20)
-, = ClO,n RC : -(3.»21")
onde g(v) =37 ;vE+ 311 1 € g® C € a sua complezificagio.

Prova. Para mostrar (3.20) vamos utilizar a propriedade (3.10) que caracte-
riza universalmente as Algebras de Clifford. Com efeito, considere a aplicacio

f:C** — Ol @rC
v4+iwr—rRl+w®t

onde v,w € R"+*, Entdo é claro que fé linear e vale:

fo+wi)flo+twi)=@wRl+wei)(ve®lt+w®i)

1 ® 1+ (vw +wu)l @i = w’l@l
(v® + 2 (v, w) —w?)1 @1

—q®C(v + wi)1 1.

Logo f estende-se:a um homomorfismo- f:C HC**,q®C) +» Cl; ;®xC. Como
f é obviamente uma bije¢do, segue-se que f é im isomorfismo. A verificagio
de (3.21) é direta:

Co =ZCly @R CEClyy @RCE---2Cly Qr C

Proposicao 3.5. Para todo n > 0, nos temos o isomorfismo:
Clpy2 2 C, ¢ Cly (3.22)

Prova. Seja {e;, - y€n+2} uma base ortonormal para R"*2. Considere entdo
a aplicagdo linear real

’l,b : Rn+2 — Cln, Qc Clz
tal que

[ie; ® entitnta, s61<ji<n
Ve =13 g P
®ej, sej=n+loun+2
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Agora note que
(1<j<n

p(e;)(e;) = (iej ® entienta)” = —€; @ ~1= —[lej|P1®1.
i)j=n+loun+2
Plele) = (1®e;)(1®e) =efl@l=~|el’1®1.

Como vimos na prova da proposi¢ao 3:2, (i) e (ii) sdo suficientes para garantir
que ‘

¥(z) - P(z) =—q(z)1 ®1, VreR"*2
Logo pela proposi¢do 3.1, 1-estende-se a 'um"homomorﬁsmo'd;“ 2 Clpre —
Cr ®c Cly que é sobrejetivo. Ele também é injetivo, pois o dominio e a imagem
desta aplicagdo tém a mesma dimensao. O

Proposicao 3.6. Temos os isomorfismos de dlgebra:

Clon = M (C), (n21) (3.23)
Clans1 & Mpn(C) & Mpn (), (n > 0) (3.24)

Prova. (por indugée) De fato, temos
Cly = Cly ®g C = H Qg C = My(C)

onde o tltimo isomorfismo é (3.16). Logo (3:23).é verdade se n = 1. Suponha
que (3.23) vale para n-= k. Entdo por (3.20) e (3.13)

Cag41) & Clzk@cuz & My (C) ®c T |
= M (C) @0 My(Q) = Myen(C) = Myurn(€)

ou seja, Clagk41) = Mo,11)(C). Logo-acabamos: de provar-(3.23).
Quanto 3 (3.24) temos paran =0

CL2CLRRCECRRCECOHC

onde o tltimo.isomorfismo ¢ (3.17).
Suponha que (3.24) é verdade para n.= k. Entdo por (3.13) e (3.20) tem-se

Clak+1)+1 = Clagt1 ¢ Clp & Clog 1 ®c M2(C)
& (My:_(C)»G) My (C)) ®c Ma(C) 22 Mapsr (C) & Myk+:(C).

ou seja, Clyr41)+1 = Maenr (C) & Mysr(C). -0
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Agora, j4 estamos em condicoes de justificar a tabela:

n Cl, CIx 1 Cl,
1 C T ReR | Ca&C
2 H I M® | MO
13 HoH | M€ |[MCaeM(© |
4 My(H). | _MyH) | Mi© |
5 My(C) | My(H) © My(H) | My(C) @ My(C) |
6 Mg(R) 1 M,y (H) : M(C) '
7 | Ms(R) eeMs(R) - M(€) | Mz(C) e Ms(C)
18 Mis(R) 1 Mie(R) A M,6(C)

A coluna (III) é 6bvia a partir da. proposi¢io 3.6.
1.1, 2.1, 1.II e 2.1 j4 foram calculadas anteriormente nos exemplos.

CLeCleCL=(ROR HXHOH (3.0
Cli = Cl, @ Cl3 = C® My(R) = My(C) (3.11)
Cly 22 Cl3 ® Cly 22 My(R) @ H= My(C) (4.1)
Cl: 2 Clp® Cl} % C® My(R) = My(C) (4.11)
Cls 2 Cl3 ® Cly = My(C) ® H = M,(R) ® (C® H) y
N R (5.0)
= Ma(R) ® M>(C) = My(C)

Cls 2 Cl ® Cly = (Ho H) ® M3(R) = My (H) & M(H) (5.1F)
Cl; = Cl; ® Cly = My(H) @ H = My(R) ® (H ® H) (6.1)

= My(R) ® My(R) = Mg(R) i
Ci = Ol ® CIL & My(H) ® My(R) (IHI ® Mz(R)) ® Mz(R) (6.11)

= H® My(R) = M(H)
Cl; 2 Cl; @ Cly = (Ma(H) & My(H)) @ H = M(R) & Ms(R) (7.1)
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Clt = Cl; ® Ol 2 M,(C) ® H 22 M,(R) ® (C  H)
= My(R) ® M(C) & (My(R) ® My(R)) ® C
=~ My(R® C) & Mg(C)

Cls = Cl; @ Cly = (My(H) @ H) = My(R) ® (H® H)
&~ My(R) @ My(R) & Mye(R)

- Cl} & Cle®Cly 2 Mg(R) ® M3 (R) = Mig(R)
Proposicao 3.7. Para todon 2> 0 vale |

Cloys = Cl, @ Cly
ClL s 2 ClL @ ClL

Prova. Nesta prova utilizamos a proposi¢ao 3.2 véarias vezes:

Clnys 2 CLLg ®Cly 2 Clyya @ Cl3 ® Cly
2O, ®CLRCIRClL
~ COl, @ Clt.®.Cly, ®.Cly ®.Cly
 Cl, ® M2(R) ® HQ M,(R) @ H
~ Cl, ® (M2(R) ® Ma(R)) ® (HQ H)
=z Cl,® M4(R) ®M4(R)
=2Cl,® M16(R) 2ClhL® Clg(R)

A demonstracio de (3.26) é exatamente andloga.

(7.00)

(8.0)

(8.10)

(3.29)

(3.26)

&

Observacao. A partir da tabela I e da proposi¢ao 3.7 podemos construir uma
tabela de algebras de Clifford de qualquer ordem. Entretanto, para os nossos
propésitos a tabela I ji € suficiente e por isso ndo nos. preocuparemos.com 0s

casos n > 9.
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3.4 A Relacao entre as Algebras de Clifford e
as Algebras Exteriores
Mesmo sendo as algebras exteriores construidas independentemente de for-

mas quadréticas, existe uma relagdo entre estas e as"Algebras de Clifford. A
conexdo é feita através da 4lgebra tensorial e suas filtragoes. Assim, seja

F. = Z 148

constituido de somas de monémios de comprimento menor ou ignal a r. Como -
o produto de elementos de F. e de F; resulta em fatores de comprimentos no- -
maximo r + £, entao _ _ 3

K, r ® -7:t Cc F r4t-

Pela projegéoica,n(‘)nica j:T(V) = T(V)/Ig, j(F) = F,, tem-se uma
Filtracdo natural de CI(V) por subespacos lineares

FoCF CFC..C Cl(V)
que tem a propriedade F; - F; C Fiy ;.

Definicao 3.2. Dados F; nas condigGes acima, define-se a digebra graduada
associada

o0
A= Fu/Fas
n=0
com a multiplicagao induzida.

Proposicao 3.8. Os espagos vetoriais-A(V).e Cl{V) sdo canonicamente iso-
morjfos e tal isomorfismo é compativel com as filtragdes.

Prova. Considere a aplicagio
f:VXx--xV — Cl(V)

(/ul’ cee (Ur) — ’;‘—'_ Z (_l)ava(l) e vd(,.) (3'27)
) oESy

onde o percorre o grupo.das permutacdes Sy de ordem r e (—1)% é o sinal de
0. Como f é r-linear e anti-simétrica ela induz uma aplicacdo linear

f: A" (V) — ClV)
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cuja imagem est4 em ¥,. Compondo fcoma projecdo F, —» F; /F._iobtemos
a mesma, aplicacdo da dltima proposicdo. Portanto f é injetiva e a soma direta
destas aplicagGes € um isomorfismo compativel com as filtragses . O
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Capitulo 4

Algebras de Clifford: uma
construcao alternativa

4.1 Introducao

No capitulo 2 abordamos a 'A’Igebta Exterior ou Grassmaniana de um es-
pago vetorial de dimenséo-finita sobre um corpo K, através de duas cons-
trugdes. Na primeira, vimos a Algebra Exterior. como imagem ‘do operador
alternado Al : T(V) — T(V), munido do produte (exterior) A -definido pela
férmula

wAv = Alt(w ®v), w,veV.

A segunda construcdo apresenta.a Algebra Exterior como uma. dlgebra.
fatorial T(V)/I, onde T(V) é a élgebra tensorial de V e I o ideal gerado por
elementos da forma z® z, z € V.

Pela Propriedade Universal, existe um isomorfismo de algebras entre
T(V)/I e Im(Alt) que faz com que o diagrama abaixo seja comutativo:

Alt
T(V) —Im(Alt) C T(V)

P Plrm(att)
T(WV)/I

Diagrama 4.1 -
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onde p é o homomorfismo candnico.
O capitulo- anterior nos mostra a Algebra de Clifford ClUV,Q) .como a
dlgebra fatorial CI(V,Q) = —%’l onde Jg € o ideal gerado por elementos do

tipo w®x+Q(z) 1.

Convengao: Serd adotado o sinal positivo em {3.2), tornando o ideal Jg
gerado por elementos da forma z ® z — Q(z)1.

O objetivo central deste capitulo é construir a Algebra de Clifford através
da imagem de um operador que dependa da forma-quadrdtica e exera a mesma,
funcdo do operador alternado no Diagrama 3.1. Isto significa construir um
operador _

Ag:T(V) > T(V)

que faca o diagrama abaixo comutar.

Ag ;
T(V) o Im{Ag) C T(V)
D - Plim(dg)
T(V)/Jq

Diagrama 4.2

p:T(V) = T(V)/Jg é o-homomorfismo canénico.

Portanto o nosso objetivo é definir A~Q e provar que p| Im(Aq) é um isomor-
fismo. entre as 4lgebras CI(V, Q) e Im(Ag).

Primeiramente, construiremos o operador a.lternad_o..fiQ definindo-o por
uma expressao em termos de produto-exterior. Feito isto, com-algumas eonsi-
deragdes resultantes da definicdo de A~Q € sua.imagem, estaremos em condicGes

de demonstrar o teorema prin c1§>al deste capitulo que afirma o isomorfismo
entre as 4lgebras CI(V, Q) = Z8Y) e Im(Ag) = Cq.
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4.2 A construcao da Alternada de Clifford

Seja ip : VP =V x:-Vx ... xV.— TP(V) = v funcdo p-linear, p < 2,

p vezes
definida recursivamente pelas férmulas:

1
Pa(z1, 5132) = '2‘j($1 RITy— T2 @ .'L‘_1)+- < Ty, Lo > (_4.1)'
1& . .
Up(T 1y ey Tp) = - > (12 @ Yy (1, s By s Tp) +
i=1

2 et s L - -
--+-—E(—1)“+"+1 < Ty, Ty > XPp—2(T1y coey Buy ooy Ty -ey Tp)
u<v

(4.2)

onde £; indica que o vetor z; é ignorado entre os argumentos (1, ...,&i, .-, Tp),
e < -,- > é a forma bilinear simétrica (ou produto escalar) associado -3 forma
quadrética Q.

Seja também a projegio 7 : V*P — TP(V) = V® definida pela férmula

(L1, s Tp) =21 ® ... @ Tp,
isto é, 7 leva o argumento no correspondente somando

T'V)=V9=V®..0V
N’

i vezes

da Algebra Tensorial T(V).
Pela, propriedade universal de 77(V) existe um tinico homomorfismo

A, : T(V) - TP(V)

fazendo o diagrama comutar:
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T*(V)

Diagrama 4.3
1560 8, YylZ1y ey Tp) = Al (@1, -y Tp)) = AplTy D .. ®1:,,) -0 que nos induz
3 seguinte defini¢ao:

Definicio 4.1. Uma funcdo p-linear Ay : T(V).~ T(V) é chamada Alter-
-nada de Clifford se est4 definida nas componentes homogéneas de T'(V') pela
férmula:

Ag(t) =t ,set €K@V (4.3)

- 1
Ag(z) ® zg) = §(x1-® Tp $2'®$"1')+ < T1,Za > . (4.4)

p

Ao(w1®--’--®"zp-)'=j—,2( 1)y ®Aq(z1®--«m .®zp) +

i=1

2D <o, > A1 @y B @7 (45)

u<'u

Observacao. Se @ = 0, entdo AQ coincide com o operador Alt: deﬁmdo em

(2.28), Secdo (2.7.2), e assim Cq é a prépria Algebra Exterior para V.
Para uma melhor visualizagdo da Alternada de Clifford, observe o caso
p < 3 descrito abaixo.

AQ(t)—t teK®V
Ag(z1 @ 1) = —(:r,l ® Ty — To® T1)+ < Ty, Ty >
Ag(z) ® T2 @ x3) = [xl ® Ag(z2®T3) — 22 ® Aq(:cl ® -z3) +
+ 23 ® Ag(z1 ® 73)] +§-['(< z1, Ty > X Ag(z3)) —

— (< 71,73 > xAg(z2)) + (< T, 75 > X.AQ(:cl)]
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Segue que
AQ(:L‘l ® xy @ z3) = %{.’L‘l ®"[‘%(:p2_®x3, — Z3 @ )+ < X, T3 >| —
— &2 ®:[-;—($1® T3 — T3 ® T1)+ < T1, T3 >] +
+23Q [%(3‘1 ® 2z — Ez @ ZT1)+ < Zr, T2 >+

2
+ §[< Ty, Dy > Ez— < Tr, %3 > To+ < Tz, Tz > £}

Aplica.ndo‘propriedades. de produto tensorial:

- . 1 1
AQ(.’I)l & zy @-*23) = :3“ 5(351 &?z@ws—*le ®f-'33'®$2)‘+

1 : 11
+ §$1® < T2,%3 > ~3 ‘,.5(5122'@31 @3 — T2 @ T3 @21} +

1 ‘ .1 1
+ §$z® <%,Z3>+3 5(1"3 L ®Zy— T3 @ x1) +

1 ' )
+ 5(1)3@ <vi$~,‘1—, IE?>+§
+ < T3,23 > '71]

[( 21,89 > T3— < T1,T3 > Tg +

Denotando as permutagoes de Ss
{123\ __(123\ _(
= 123 2T\ 132 BT
1 3 1
2 1 3

_(r23\ __
04 = 3 1 2 ’ 5= 1 .

segue:

- ‘ 1. o
Ag(z1 ® 22 ® s} = 57 D (~1)°(2o(1) ® Topa) ® Tu)) +
"oESs 9
+ < ZTo,T3 >F1— < Z1,%3 > T2+ < X1, T2 > 33}+§[< Z1, L9 > Z3— < Ty,

Observa-se facilmente neste-exemplo-que; se @ =6, AQ = Alt.

Proposicao 4.1. As seguintes. identidades se verificam:

AQ(01®.. O BYRYB 113 ® ... BT} =
=<y,y>Ag(z:®.§®§..01,) (4.6)
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AQ(:vl ®R..0YR 2R ... ®Tp) + flq»(‘xt@ D RZRYR ... R Tp) =
=2<y,2>Ag(, ®..I®2..91,). (4.7)

Prova. Para provar a equagdo-(4:6), usamos-indugéo sobre o indice p.

(i) Se p = 2, pela equacgio-(4.4)
_ 1 .
Aoy®y) =5 (¥®Y~y®Y)+ <py>=<gy>1

(ii) Hipdtese de indugdo: -Supor que a-equagdo (4:6) é valida se existe um
produto de (p — 1) fatores no argumento de Ag , isto é,

Ag(11® .. ®Y®Y® ... @ Tpy) =<¥,y > AQS:L‘;[ ®.J®F..®Tp_1)

p-3 fatores

Agora, substituindo y = Ty = Tp42 na déﬁnigé,o:de -ﬁq- envolvendo pfatores,
obtém-se
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~' (zl R.OYUYRYR T3V ®37p)=

=2 [(Z( 1)z, @ Ag(m) @ .. By ® :L',,))

i=1

1)k+1+1y ® AQ (331 ®... Tk ® Y ®-Tp43® 1. ®$p))+

+(-
(( 1241y @ Ag(r1 ® ... ® 24 ®Y ® Th13 ®.... ® zp) ).+

(3
i=k

(Z( D <y > Ag(01 ® by BTk B Y B Tkis B - @ %))]

u=1

M’e

( )z+1z ®AQ(‘C1® e ®$p))
3

= +

k
2.’ ; 1 ~ .
+ - Z(‘——I)“J”‘Jr2+1 < Ty Yy > Ag(®1 ® .8y ®TE ®Y® T3 ® ... @ Tp) +

u=1
2 -
+ ;,5("1)“1“ch2+1 <Yy > A1 ® ... @ T @ Ty3 ® .. @ Tp) +
2 k4+14v+1-

Z <'y,$u>Aq(:E1® QT QYR Tps3 ® Ty ®$p)+
v=k+3

2 ok . .
+ - Z (—1)k+2+"+1 LY, Ty > Aq-($1‘®f... QT QYR Tpyg @ e.Zyen @ :cp) +
v=k+3

2 L B )
+ - Z (--.1.‘)u+u+1 < Ty, Ty > AQ(-'BL BTy @ Y B Y ® Thas ®
u<vju,uEk+1k+2 :

®..%y... ® Tp) (4:8) I :
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e, reduzindo os termos semelhantes,
Ag(21® .. @ Tk @Y YB Tpy3® ... @ Tp) =
1 . | |
= 5("1)“21/ ®AGZ:1® ..., BY® Ty 3® ... D Tp) +
1 -
+ 5(—1)“3:&/ ® AQ(21® .. @ Tx QYR Te43 @ .. ® Tp) +
P |

+ ) ()R A ®..2 @YY@ T3 ® @ Tp) +
i=1,i#k+2,k+3 )

k
2 1 T . : '
+ ; E (1) g,y > Ag(41 ® By BTk B Y B Th 13 @1 @

u=1
2 . .
“® Tp) -+--3.5‘(-.—1)’°+1+’ch2+1 <Y, Yy >Ag(21®@ .. ® Tp® Tpy3 @ ... @ Tp) +
9 k+14+v+1 - .

+2 ) <920 > Ag(31 @ O TE® Y ® Th43 B .uBy... @ Tp) F
v=k+3

2 & - | N
+ - z:'(‘—l)’ch ol <y, 2 > Ag(Ti ® - @ T QY ® Thiz OBy
v=k+3
2 X .
. ®Zp) + ; Z 4(“.—,1'.)'“'”""1\ < Ty, Ty > XAQ(Z1 @ .. T4y... Q@ Zk @
u,v_;ﬁil,k+2
RYRY® Th+3 ® ...dy.. B Tp)

Como o produto escalar é simétrico, o primeiro e o segundo termos se
anulam, assim como o quarto e o quinto, o sétimo e o oitavo. Entio:
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Ag(21 ® ... O T, B YR Y T43® .0 Tp) =

1 &, e L .
= Z (12 @ Aoz ® .85 OYBY® ... @ T ) +
1k FLE+2

2 -
- ;("‘1')%“‘ Y,y > xAg(T1® .. @ T @ T43 @ ... @ Tp) +
2 p
u<v ‘
u,v#k+1,6+2 . »
X AQ &:1;1, oLy T @Y Y ® Thys 1®:...‘:%,,.,,®sx,;sl (4.9).
- (p—2) ;{ementos
~Aplicando a hipétes_ede inducgao no primeiro-e terceiro termos.da expressao
acima:

AQY(2:1® .. OYB YO Thy3 ® .. ® Tp) =

1 & ; - .
) Y ()@ <yy> Ag(nr ® . dic. O Tk @ Thaa ®
AL k2

2 -
® .. QTp) + ; < Yy > XAg(T1® ... @ T ® Thy3 @ ... O Tp) +

2 ' Y -
+ - Z (_1)u+v+1 < Lyjy Ty > ‘XAQ_(.’IIl-, ciliginLy e T @
u<v '
u,w#k+1,k+2
L, RTp43®... &8 xp) =
9 .
= > <Yy > Ag(T1® .. @ T @ .. @ Tp) +

-2 8 1 & - )
+ I—’—ir <ypy> f— E ;@ Ag(z1 ® By ® T ® Tpys ® . ®
i#hTL k2
@)+ 5 2. (P <ayz > x
p- u<y
u,v#k+1,k+2
X AQ(:cl‘, By Ly T @ T3 D @z,,")]\
Como, pela deﬁni(}éo',(4.-:-17)”,:a-express5‘0 entre os colchetes é exatamente Ag(z;®-

e @ T ® Tpy3 ® ... ®Zp), temos
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AQ(:vl R.RTRYRYR® T3 ® ... ®:1;_p) =
2 -
= , <YY> Ag(z1®... QT @ Tp43® ... ® Tp) +

p—2 ~
* P <yy>Ag(21®.. T @YQYRTk43® ... ®Tp) =

=<1,y > Ag(2) ® ... O T ®Y R Y® Tpy3® ... ® Tp)

A equagio (4.7) pode ser obtida da equacio (4.6) por meio da polarizagio-do
argumento:

Ag(z1 ® ... @ (y+ 2 S (¥ + 2) ®... @ z5) = {4.10)
=<y+2,y+z2>A@1® .G+ 2,J+ 2.0 T,) =

=2<y,2>Ag(2;®...® Y+ 2,y +2..® Tp)+
+<y,y> /iq_’(:vl ® ... ®m,f+\z® ‘:qp_)‘ﬂ-’
<zz> fiq(:vl R .OY+2,J+ 2...® Tp)

Pela multilinearidade de ZLQ no argumento polarizado,temos também

Ag(11® ... @[y +2) @y +2)® ... ®T,) =
=Ao(#:1©..QYOY®...02,) + Ag(1: ®..®2®2® ... ® z,) +
+A0(2:®..0Y®28...07,) + 4g(2: ® ... ® 2 QY ® ... ® z)

Aplicando a equagdo (4.6) no primeiro e segundo termo da equacao, obtém-
se

Ag(z1® .. Q¥ +2) W +2)®...0z,) =
=<1,y > Ag(@1 ® .. ® Gy . ® Tp)+ < 2,2 > Ag(T1 ® .3, 5... ® Tp) +
+Ag(11®...OY®2®...®T,) +Ap(T: ® ... ®2Q YR ...R1,)  (4.11)

Agora, igualando as expressoes (4.10) e (4.11),
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2<y,2> Ag(T1® .. @Y F 2@ Y + 2... ® T,) +
<y,y>Ag(2:1®..® Y+ 2RY+2...Q1,) +
+<22> A1 ® .. QY+ 2@ Y+ 2...@x;) = (412)

<9,y> A1 ® .. 0F @ F... ®xp) +
+<2,2>A9(T1® 2@ 5.. Q@ Tp)
+A49(2:®...®Yy®2® ... ® z5) +
+4g(.®..0283Y®...01,)

Observando que
A1 ® ..U+ 207+ 2..02,) = -Ag(1 ® ... OF® 2@ ... ® z,,)
e, reduzindo os termos semelhantes, concluimos a equacao(4.7):
Ag(z:® ... Y®28..Q1,) +

+A40(2:®..020Y®...0T,) =
=2<y,z2>Ag(1; ®...® Tp).

Observacao. As identidades (4.6) e (4.7) generalizam a relacio
u-v+v-u=.2<u,v >
da Secio (3.1).
Sabe-se que dados v, w € V, 0 produto exterior v A w-em A(V) é definido
como o operador Alt aplicado ao produto tensorial v ® w,

vAw = Alt{v @w)

Também podemos expressar a Alternada de Clifford em termos do produto
exterior. E o que afirma a propos1gao a seguir.
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Proposicao 4.2. Para as componentes homogéneas, tem-se

5]

AQ(IEl ® ... ®1L'p)=$1/\./\$?+ E Z ,<v$a(1), Tg(2). > ...
' k=1.0€8, 4

e < To(2k-1)rLa(2k) > To@k+1) N - A To(p) ' '(4'.'1"3‘)

onde as permutacdes o € Spx sdo caracterizadas pelas propriedades

(1) <o(3) <...<0(2k -1) (4:14)
o2t —1)<o(2t), t=1,..;k (4.15)
o2k +1)<o(2k+2)<...<0(p) - (4.16)

Prova. Considere a seguinte func¢io p-linear:

Pp - VP —")'T(V)
(wla ...,ZUp) Ty AL AT,
[5]
+ Z Z < Zo(1)y xo»(g):>4.7.- < To(2k-1)s Ta(2k) > To(2k+1) A
k=10€Sy 2
e N To(p)

isto é, p(z1, ..., Tp) ¢ a parte direita.da expressdo.(4.13)..

Na definigao de 1,, o primeiro somatério resulta exatamente no operador.
Alt aplicado. a0 produto dos. fatores. envolvidos.. -Assim, para demonstrar a.
‘proposi¢io (4.2), é necessario verificar a igualdade. ¢, = @p.

Alguns lemas envolvendo ortogonalidade de argumentos serio necessdrios
para a prova desta proposicao. |

Lema 4.1. Se os vetores 1, ...,%i-1,Y $Go mutuamente ortogonais, entdo:

Cp(T1y ooy Timls Us Ys Tt 2y o0y Tg) =< Y, Y > Pp3(T1ye5 i1, Tik2y -+, Tp)
(4.17)

Prova. O primeiro passo é aplicar a definigao de ¢, sendo necessério considerar

0s vérios casos que ocorrem de acordo com as posicoes 7 e 2 + 1 dos fatores
iguais a ¥, e encontrar no somatdrio os somandos que desaparecem.
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Consideremos os seguintes casos:

(1) 4,i+ 1-€ {o(2k +1),...;0(2k+ 2), ...,0(p)};

2) i,i + 1€ {o(1), ...,0(2k)};

(3) i +1 € {o(1),...;0(2k)}, i € {o(2k+1),...;0(p)};
(4) i € {o(1),---,0(2k)}, i +1 € {o(2k+1),...,0(p)}.

Caso 1:3,i + 1 € {o(2k + 1), ...,0(2k 4+ 2),...,0{p)}
Neste caso, todos os somandos desaparecem, pois y Ay = 0:

(pp (IE]_, eray xga_l’y’y, $i+2, "“"'xp) = 211 /\ feea /\ xp +
lp/2)

<vy> Z : Z < Tot1); Totz) > -+ < To(r) To(2r+1) > -
k=1 06€8; 1

wor < Zof2k-1)) To(2k) > To(2k+1)
Ao A w/\ A Zsp) (4.18)
=0

Caso 2: i,i+1 € {o(1), ..., a(2k)}

Devemos considerar os subcasos que cobrem todas as possibilidades:
(a) i € {0(2),0(4),...,0(2k)} |
(b) i+ 1€ {0(2),0(4),...,0(2k)}, (c(2t —1),0(2t)) # (5,4 + 1)
(c) i=0(2t—1), i1+ 1=0(2¢+1);
d) i=0(2t—1), 1+ 1=0(2t).

E claro que todas as situagOes acima aparecem pois apesar de z1, ..., z;— 1,y

serem mutuamente ortogonais, quando houver a transposi¢do de indices, ndo
necessariamente obtém-se o produto. escalar dessas variiveis entre si.

(@) i € {0(2),0(4),., oK)}
Neste caso, i < 0(2k). Suponha, por.exemplo, g(4) = ¢, k > 4. Entéo
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Sap(zla e Tic1: Y y)'.$i+w+;"$p) =T A A Tp +
(3]
+ Z Z < Zg(1)rTo(2) 2< Lo(3), Y>> - < Zo(k)) To(k+1) > -
k=1 0€S,
vor < Zo(2k-1): To(2k) > To(@k+1) N oo A Tg(p)
Pela propriedade {4:15), o(2t — 1) <-o{2t), t =1,...,k. Como ¢ é do tipo
2t, para algum ¢, existird um fator < z,(t-1),7i >. Como 2t — 1 <4, 7, = g,
e por hipétese, Tq(2-1), ; sS40 mutuamente ortogonais, entdo cada somando se
anula.
(b) i+1 € {0(2), 0(4), ., o(2k)}, (0(2t — 1), 0(20)) £ (i, +1)

Analogamente ao caso anterior, cada somando tem um fator

’ < Zo(2t-1)s Titl >=< To(2t-1), Y >
onde 2t — 1 < 4, e (02t — 1),0(2t)) # (4,4 + 1). Estes fatores se anulam pela
mesma razao. v
fe) i=0f2t~1), i+1=06{2r+1)
Na condig¢do acima, cada somando tem a forma

(=1)7 < To1), To@) > =~ < TiyTogae) >
0 < Zo(i+1), Tar >+ < To(2k-1)> To(2k) > To(2k+1) oo
W AT A T2k+1 A --;f"a(2t)‘---:22r A za(p)

onde z; = Z;11 = .

Considerando. permutagoes o e o’ em S, onde o' -é obtida de o por meio
de uma inversdo o(2t) — o(2r), entdo obtém-se somandos iguais com sinais
opostos '

< Zs(2t-1)5 To(2t) >=< Y, Tat >

< Zg(2t-1)> To' 2t) > =< To(2t—1)s. Ta(2r). >=< Y, Tor > .
Logo, os somandos carrespondentes se anulam

(d) i=0(2t—1), i+ 1=0(2t)
Neste caso, todo somando tem' a forma

(-—-1)” < Ty(1), Tof2). > o=
< To(2-1), T2t >« * < To(2k—1)) To(2k) > To(@k+1) N -
AN Zd(p)
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onde Ty(2t-1) = To(2r) = Y- Seja 0 € Sp_2x-1 0 conjunto-das permutagdes de
p—2, k—1 satisfazendo as equacgdes (4.14)-(4.16). Consideremos a permutacio

— 1 " ... :L‘ '&/-l-\l p... .
7= ( (1) C’( ) U(Zt—- 1) o’(2t)' (I(p)) € Op—2,k-1-
Na expressgo-

9012,(1'-17 ey Tim 1, Yy Yy T4 2y -y $p) ‘

os somandos abaixo nao desaparecem:

(3]
<Yy >Z Z (1) < To01), Toz) >+ < To2k-3)s To(k+2) > *
k=10€Sy_ 2,51 .
*To(2h-1) N\ oo A\ Zp(p2y =
=< Y, Y > @p-2(T1, ey Tie1, Tig2, - Tp) {4:19)

Para o Caso 3 e Caso 4 nés mostramos que para todo somando do tipo
3, podemos encontrar um semande oposte- do- tipe-4, € vice-versa. Todos os
somandos correspondentes ao Caso 3 tém a forma:

(—1)7 < Zo1), Toz) > *** < Ta(ip1)s Ta(2e). > = *
< Zo(2k—1); To(2k) > T1. N N
AZToi-1) ATi A=+ Toa) -+ A Toy, (4.20)

onde z; = %y =y, poisi+1.€ {a(l) o(3), ...,0(2k — 1)}. No caso 4, todos
os somandos tem a forma

(—1)& < Zz1), Ta2) = " < TaE)pTar)y > "
v < Tyk-1), Ta(ek) > TN .. A
ANZi A ANZigg A= :ﬁa(zr) < A T, (4'.2-1‘)

onde z; = T;;1 =Y. Isto ocarre também porque i € {g(1),6(3), ...,0(2k = 1)}.
Seja r = t'e 6, = Oa, 5 @ # 4,3+ 1. Como (—1)° = —(—1)°, entdo as
expressoes (4.20) e (4.21}) se cancelam. . Portanto temos que a-igualdade das
expressoes (4.19) e @p(®1, ..., Tic1; %5 Y5 Tik2y -r Tp):

O
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Lema 4.2. Se os vetores Zi,...,Ti_1 SG0. mutuamente ortogonazs e 0s vetores
Y, Z sdo ortogonais a T, ...,Z;—1, entdo

Sap(xli ey Ti—1, Y5 25 Ti42y -+ xp) + Sap(zh sy L1525 Yy Ti42y "':'xp) =
2< Y,z > (Pp-—2(x17 ey Li—1y Ti42; ooy xp)

Se os vetores y, z sGo mutuamente ortogonais, entdo:

Pp(T1y -y Ti-1,Y5 Z, Tit2, s Tp) = —p(Z1, .- ) Tic1, %) Y Tit2, oo Tp)  (4.22)
Prova. A equagdo {4.22).é. demonstrada através da polarizacdo do argumento
y em (4.17):

Op(T1y -y Tic1, (Y + 2),(y + 2), Tiza, ..,,':1:,,):

=< Y+ 2,Y+2> @p(T1y ey Tim1, Ti42, oy Tp) =
=< Y, Y > @plT1, ey Tiz1y Tig2,y ey Tp) +
+2 < Y, 2 > @pl L1y oy Tie15 Ti42s -0 Tp) +
| + < 2,2 > Qp(T1; o5 Tim1, Tig2, -y Lp) (4:23)
Por outro lado, a fungéo ¢, é linear, logo:

Op(T15 s Tim LY + 2,9 + 2, Tig2,y ey Tp) =

‘ = 0p(T1, -y Tic1, Y5 Y + 2, Tita, -y Tp) +
+ @p(T1, oy Timt, 2, Y + 2, Tiga, i3 Tp) =
= Op(Z1y ooy Ys 2y eoes Tp) + Pp(T15 ey Yo Yy oy Tp) +
+ Op(T1y ey Z, Yy ey Tp) + Pp{T1y ey 2, Zy eey Tp) =
= 0p(T1y ey ¥y Zy ey Tp)+ < Yoy > Pp(T1, .0, Tp) +
+ Pp(T1y ey Z, Yy ooes Tp)+ < 252 > Pp(T1, o, Tp) (4.24)

Igua.lando -as-expressdes (4.23) e (4.24), obtém-se o resultado

CPp($1, ey Ti—1, Y5 25 Tig2y -ooy xp) + (Pb(z17 sy Ti—1, 2, Y5 Tis2y "'7xp)' =
2 < Y,2> @p(T1, o0y Tin1y Tig2y ooy Tp).
A equagdo (4.22) decorre da ortogonalidade entre y e 2, isto é, < y,z >= 0
Assim,
Gp(T15 ooy Tic1, Yy 2y Tit2y ooy Tp) = —Pp(T1, oovy Tic1, 2, Yy Tig2y -0, Tp) ~ (4.25) |
a
Observa-se que a troca de posi¢oes dos elementos do argumento sob a agio

de le pode ser obtida do mesmo modo como a permutac¢ao de geradores da
Algebra de Clifford (e;e;) = —(eje;).
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Lema 4.3. Para todo argumento, as relacées abaizo se verificam:

<Pp($1, ooy Ti=1s Yo Yy Tit2y "'7‘zp-) =<v%y> (pp—2($17 ---,$i_1,$i+2,,---,$p)

(4.26)

e
Pp(T15 s Tj=1, Y 2y Tict 25+, Tp) + Op(T1y ooy Tic1, 2, Yy Tig2, oy Tp) = (4.27)
=2< Y,z > (Pp_g‘(‘IEl, vy Tim1 3 Tjg2y «eny IEp) (428)

Prova. Para a equagdo (4.26), é suficiente considerar dois casos: quaisquer
dois dos vetores do conjunto {z,...,Zi-1,¥} sdo mutuamente ortogonais ou
linearmente dependentes(colineares).

a) Se o conjunto {z1,...,z;_1,y} é ortogonal, entdo-(4.26) é imediata-pelo
Lema (4.1). :

b) Para o caso de existir pelo menos.dois veteres colineares em
{z1, ---,$i—1,}l},
utilizaremos o principio de indugdo para p.
e p = 2: a equacio (4.26) se verifica pela definicio de ¢:

) =yAY+F <y y>=<y,y>1 (4.29)
v2(y,9) y-oy Yy Y,y (4.29)

e Hipétese de Indugio: Suponha que a equacido (4.26) seja verdadeira para
(p—2): |

Op—2(Z1, oey Tic1s Yy Yy ey Tp—2) =< Yy Y > Ppt{T1yes Tic1, Tig2y-ees Tp)-

Vamos. construir a sequéncia de intervalos
[0!1,,31] D) [042,,32] D
do seguinte modo:
(1) za, € o primeiro dos vetores. z, ..., Ti—1, ¥ que é colinear com um destes;

(2) zg, é o primeiro desses vetores que é colinear com z,;
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(3) za, é 0 primeiro dos vetores 4,1, ..., g, que é colinear com um deles.

(4) zg, é o primeiro dos vetores, que é colinear com z,,,

e assim por diante.
Os vetores zq, T2, ..., Za, ..., Tk, onde k-é o indice imediatamente abaixo de.
B3, sio mutuamente ortogonais. J4 os vetores x5 e Tp_, sd0 ortogonais a esses
vetores. Nestas condicBes, podemos utilizar o Lema (4.2) mudando a posicio
dos vetores x,-até a posigao. imediatamente seguinte de z3. Esta mudanca.
altera o sinal negativo da Equacio (4.22) (8 — 1 — a) vezes, de onde se obtém:

<App(:vh < Ti-1, 4%, Y, $i+27""7.$ﬂ).~ =

= (—1)(ﬂ_l_a)(pp(x17 ~Tgy oy Ty Ty L1 Ti 1, Y5 Y5 Li2y -5 xp) (430)

Pela construgdo, podemos observar que a sequéncia de intervalos é finita :

[al) 161] 2. [042, :32] 2 '"[a" ﬁ]
Também se observa que o conjunto {z1,...,Za,---,Tg-1} € ortogonal Neste
caso, pelo Lema (4.2), tem-se
<pp(xly vy L1, Y,y y).mi-b-ﬁ‘r'""wp) =
= (_1),('3—1‘(!’) Qop(_xla ---’fa" weoy LBty ey Tits Y5 Yy Lig 29:0e+5 xp).

Como, por construgao, T, sdo colineares, entdo Iz = cI, . para.algum
¢ € K. Com isto, temos duas possibilidades:

(i) B<Li-1L

Como {z1, ..., T4} é ortogonal, entdo pela multilinearidade de ¢, € pelo
Lema (4.1)

Pp(Z1y oy Tivds Y5 Y5 Tit2y -y Tp) =
= (=1)P17% < 24,24 > X
X (pp—2(xla ey Tas fa;'xﬂ—la $ﬂ+1, e Ti—1 Y Y, Tit2y -ony xp)-
Pela hipétese de inducdo,
Pp(T1y -es Tim15 Y5 Ys Tiny o0 Tp) =

= (1’7" < Zg, B0 >< Y, ¥ > X

X <Pp._4(371, v Zay L Tp-1,T8+1s B Y, Tila, Ti+2, "'izp)

= (-1)%717% < 2,75 >< Yy > X

X 991)—2(:5(17 ;PRSP Zo, Zas Tg-1,Tp41, ?}, 9, Zi—1, Ti42y ey zp)
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Pelo Lema (4.2)

QDp(.’l)l, o Ti1,Y,Y, Tit2, :xp) =
=< Y, Y > Pp_3(T1, s Tio1, Tit2, - Tp) {4.31)

A poténcia (—1)#~1~* ¢ compensada quando se aplica o Lema (4.2) para
a troca de posigoes de z,, T4 nos argumentos.
(i) p =i

Neste caso, zg = y e conseqiientemente, T, = Ay, A € K. Assim,

(pp(xh ey zifl-’- Y LY, Tiy2, "'.rzp). =
xg .
= (_1)ﬂ_1_a§0p($17 =0y zAcn - Ti-1, )‘y7 Y, Tit2,--- xp) (432)

Pelos Lemas (4.1), (4.2) e a equagdo (4.2),como os vetores
Ty, ...y Ti~1,To = Y S20 mutuamente ortogonais,

<Pp($1, T LY Yy Tig2y.-00 xp)=
= (_l)ﬂ—l_a)‘ <¥.y> <Pp—2'($17 "'7-5;0" o Ti-1, Y 5Tig2, "'7xp)
Za+1
= (-—1)/3—1—& <Y,y> (,Op_z(.’lll, vy fa, ey :l:.'_l,/\y, Tig2yeeey IIIp)_
= (-

1)ﬂ_1—a <YYy> '(pp_g’(‘:z:l, ...,’.’If\a, g Li—1y Ly T§y2y «ony IIIp)
Pelo Lema (4.2),

<Pp(~’L‘1, wy Tim1s Yo Yy Tig2y 000y 'xp) =
=<¥%y> 'Wp—Z($1,-..,., Ty ey Ti—13 Ti42; «oey xp)

Novamente, a poténcia de (—1) é compensada pelas aplicagoes repetidas
do Lema (4.2) em z,.

Conclui-se, entao que

(pp(zh oy Tie12 Y Y, Tig oy "*7$ﬁ)- =
=< Y, Y > Pp_2(T1; -y Tie1,Ti42, -+ Tp)

para todo argumento.
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Para provar a relagdo (4:27), usamos a,vpola.rizagﬁo do argumento y em
(4.26):
Pp(T1, oo (Y + 25 (Yt 2)y ey Tp) =
=<y+z,y+z> »%#2(‘517"'7@1@7'"7%) =
=< Y, Y > Pp2(Tryeees Y+ 20§+ Zyerr Tp) +
+< 2,25 GpeaBty s U TR AT By ) +
+2 < Yy 2 > ippa(®1, o Y+ 2,0+ 2, e ) - {(4.33)

Por outro lado, pela multilinearidade de ¢, e equagdo (4.27),

Pp(@15eees (U + 2)y (U +2)y ey Tp) =

+ < 2,2> @po(®iyy 2,2, 0, Tp) +
+ (Pp.(xla oy Yy By ey zp)+ +(pp(zlv 32y Yy ey zp)
Igualando as expressoes (4.33) e (4.34),
(Pp(xl, ey Yy 2y ey xp).+§0p.(x17.'":.za.y7 72;1)): ‘
=2<y,z> <pp_2‘(:z:1, vy T2, Tig2, ...,$p) 4 (434)
a

Com os lemas (4.1), (4.2) e (4.3).podemos voltar & prova da Proposicio (4.2),
lembrando as seguintes relacées a serem provadas:

(3l
Aq(zl R..Q .’L‘p) =) N AT+ Z Z < To(1)y To(2) > -
k=1 0€Sy & .
oo < ZTo(2k—1)yTa(2k) > Ta(2k+1) N -« N To(p) (4.35)

onde as permutagdes 0 € S, x sdo caracterizadas pelas propriedades

o(1) < 5(3) < ... < 7(2k — 1) (4.36)
02— 1) < a(2t), t =1, ...,k | (4.37)
o2k +1)<0(2k+2) < ... <o(p) (4.38)

A idéia aqui é provar a igualdade entre as funcdes ¥, € ,. Temos duas.
possibilidades: z1, ..., ¥, mutuamente ortogonais, ou existe pelo menos um par
de vetores colineares.
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Caso 1: Se 3, ..., T, 530 ortogonais entre si, entao
< Ty, Ty >=0

Yu,v € {1,2,...,p}. Consegiientemente,

2 } - - .
I—)Z:(—l)’”"’*’1 < Ty, Ty > Wp—a(T1, oy Tuiyove Ty ieny Tp) =0

u<lv

Como o primeiro somatdrio é exatamente o operador Alt aplicado ao tensor
Yp(Z1y ooy Tp) = T2 A .. A Tp.

Caso 2: Vamos usar indugdc em p, € o fato que ¢, e @, tém a mesma
simetria (equagdes (4.6) - (4.7)) e (4:26) - (4.27):

e p=2: A igualdade se verifica para p = 2:

P2(Z1,22) =21 A T2 =
1
Alt(z1 ® Toy= E(xl ® Ty — T2 @ T1)+ < T1,T2 >= ,
Y2(z1,%2) (4.39)

- e Hipétese de indugdo: Suponhamos, entdo que Yp_2 = Yp_2

Seja z; o primeiro dos vetores zi,...,Z, que-é colinear com um destes
vetores, e x; o primeiro colinear com z;. Temos entdo que z; = kz,
para algum k € K. Pelos Lemas (4.1) e (4.2) aplicado repetidas vezes,

Up(T1y ooy Tiyeeay Tfyanas Tp) =AQ(1:1 Q- BT ® ... DL; Q... @ Zp) =
= (—1)i+j+IAQ($i Rz; 11 R¥...0 5 ®..0 Ii'j ®..Q IEp) (440)

Pelo Lema (4.3),

’l’bp(zl, 9Ly 3 Ls> ---:4?9) = |
= (1) < g > Ag(:® .. ®E© .. 08 ® .0, =
=< T3, Tj > (:_1)i+j+1AQ,($1 R .®§35® e ®.’i'] (0%} ,,®xp) —

+ < z5,75 > (—1)f+1'+1¢,,_-2(x1 ®.0%H®... Q%@ ... 1,) =
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Pela hipétese de indugao,

Yp(T1y Ty weTjy ey Tp) =< Tiy T > (= 1) 0y (21, oeny Bii By ooy Tp)
Pelo Lema, (4.3),
Vo(T1y corTiyoanZjs oons Tp) = (=1) TP 0p (T4, T, T1, vy Bies By oony Tp)
Aplicando o Lema (4.2) sucessivamente,

Yp(Z1, . oTiy oo Ty oy Tp) = Pp_a(T1, ooy Tgr T, .. Tp)

O
O nosso principal objetivo é identificar a imagem do operador .[lQ(T(V.)) e
assim verificar o isomorfismo entre as dlgebras Im(Ag)e ClI(V,Q) = T(V){ Jg.

Tendo provadas as proposigoes e lemas anteriores, podemos observar:

(1) Se os vetores z;, ..., Z, sdo mutuamente ortogonais, entao
Ag(z1 ® ... Q z,) = Alt(2, ® ... QT =T1 A .. ATy
Prova. De fato, pela proposicio (4.2)
2]

Aq(flh@ ®:1:p)=:1:1/\ S AN :L'p-I-Z z < Zg(1)s Ta(2), > -
' k=1o0€Sp 5

o < To(2k-1)r To(2k) > To(2k31) N oo N\ Tg(p) - (441)

Como os vetores z;,z;, 1.= 1,2, ..., p sdo ortogonais,
< zj, z; >= 0 Vi, ], de onde segue que

Ag(z1® ... ®T,) =Ty A . ATy

(2) Para qualquer familia de vetores ;, ..., Z,, temos:

Ag(mi A ATy) =TI A . AT

79



Prova. Temos duas possibilidades: z,, ..., z, sdo mutuamente ortogonais .-
ou pelo menos um par de vetores é linearmente dependente. Para o caso
dos vetores serem mutuamente ortogonais, vamos utilizar a definigao de
produto exterior:

_ | - [1
Ag(miA ... Azp) = Ag _;;,E' (-1)7250) ® .. ® T,
LaES)

1 -
= Z (1) Ag(2s1) ® .. ® Ts,), (4.42)
" o€S,
Segue da Observagdo (1) que
Cw 1 ) .
Ag@r Ao Azp) = = Y (1) (Toy A o ATg,) = TL A ATy
" 0€Sy
(%)
(*)Essa parte é compensada pela anti-simetria do produto exterior.

Logo,

AQ(IEl ALLA :z:,,) =z A-... A..'Ep.

Se existir pelo menos um par de vetores z;, z; colineares, construimos
z';, 2'; ortogonais e assim,

TN AN LA AN LA =
= AL AL AN LAT A AT, (4:43)

Pela observagio (1) obtém-se

AQ(xl AN.LAZ A "-'/\'xfi’/\ A zp)=
= AQ(@I A AT A AT A ATp) =
= AN A :Ei"/\ o A T4 AL A IL'p. (444)

O

Na realidade, dada a forma quadrética @, a Observagdo (2) nos mostra a

incluséo:

AP(V) C Ap(TP(V)) ~ (4.45)
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Agora, pela Proposigio (4.2),

Ag(1® ...®zp) =T1 A .. AZp+

[5]
+ Z Z < To(1); To(2) 2 -+ < To(2k-1)) To(2k) > ma(2kf1)/§

k=Y €Sy . (p-2k)vtermos
e N Zg(p)
de onde decorre a inclusio
i [p/2]
A(T7(V)) c @ A477*(V) (4.46)
k=0

Como AP~%(V) € AP(V), segue das inclusdes (4.45) e (4.46) a igualdade
(de espagos vetoriais)

Ag(T(V)) = A(V) (4.47)
Concluimos, entdo, que para qualquer forma quadritica @ = (;, -},
Im(Ag) = A(V).
Assim, se Q € nado-degenerada, entdo
(v/2]
Ag(T(v)) = P 47V (4.48)
k=0
De fato,
(1) @ 474(V) C Ag(T?(V)

Dada uma base ortogonal {1, ...,z,} de V, os elementos de

[p/2]

B ()
k=0
sao somas de elementos da forma

AR ANTAN Tp—2k-
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Seja y um vetor ortogonal a i, ..., Tp—2r. Vamos acrescentar ao tensor
z1 ® ... ® T, o fator y 2k vezes. Pela Proposicéo (4.1),

}iQ(:vl ®.QT, nRYRY®...Q0Y) =<y,y >k AQ(:L'I ® ... @ Tp_ok)
2k Vezes

Segue a observagao (1) que
AQ(zl ®..0Tp) =< Y, ¥ > TL A AT,y s
Entao
TIA e ATy, =< 4,y > F Ag(21 ® ... ® Tp_ox) (4.49)
Como por construgdo, y é ortogonal a 1, ..., Tp—2k, pela Proposicao (4.1)
TIA e ANTpgp =< 4,y > < y,y >F Ag(2: ® ... @ ) (4.50)

(2) Ag(T?(V)) C @RT #7~*(V)

Esta inclusdo é ébvia, j& que provamos a Igualdade (4.47).

Note que se @@ =0, entdo, pela defini¢ao de le
Ag(z1® ... @ z,) = Alt(21.® ... ® Tp) = Ty A ... A Ty, (4.51)
isto é, Ag = Alt e Ag(TP(V)) = AP(V).
I:roposigéov4.3. A Alternada de Clifford fiQ € uma projegdo, isto é, AzQ =
Ag. |
Prova. Sejat € TP(V), e {z;,1 < i < n} base ortogonal de V. Pela inclusdo

/2
AQ(T*(V) c @ 477(V),

k=0
entao
_ (p/2]
Aq(t) € P A*(V),

k=0
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ou seja, AQ(t) ¢ soma de termos do tipo z;, A ... Az;,, 1 < r < n. Pela
observagdo (1), )
Ziy A A Zi, = AQ(xil ®..8 (L‘ip).

Logo,

= AQ(AQ(ZE,‘[ R..Q& IE,‘p)) =
= AQ(mil AN :I)ir) =
= Tj, ALA x; =
= Ag(zi, ® .. ® x3,) (4.52)

Estendendo linearmente a T'(V), Ag(Ag(t)) = Ag(t).
(]

Vamos considerar Im(A4g) = (A(V),-) = Cg, onde (-) é definido como um
produto em Cg pela férmula

w-v = Ag(w @), w,v € A(V).
Afirmacéo: (Cq,-) é uma &lgebra.

Prova. Da teoria de A(V) vem que Cg = A(V) tem estrutura de espago veto-
rial. Basta entdo verificar a condicao

a(u-v) = (au) - v=u- (), Yu,v € A(V)ea € K
Assim,pela linearidade de AQ e do produto tensorial,
a(u - v) = adg(u®v) = Ag(a(u ®v).= Aglau ® v) = (au) - v
Por outro lado,
a(u-v) = Ag(u® av) = u - (av)
Logo,(Cg, ) é uma &lgebra. 0

Proposicio 4.4. Considere (Cg,-) com seus elementos que sGo combinagées
lineares de produtos do tipo 1 A ... A =,, de vetores zy,...,T, muluamente
ortogonais. Entao

z1: (T2 (23 (.2p))) = T1 A . A Zp (4.53)

Prova. Usaremos indugio sobre o indice p
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a) p=2:
T - Ty = Ag(z1 ® T2) =

= %(:1:1 QT — T ® Z1)— < T1,Ty >=

= Alt(z; ® T3) = 21 A zo (4.54)
b) Hipétese de indugio: Supde-se a relagdo vélida para p — 1

Por definicao,
21+ (53 (@ - (2,))) = Ag(s1 ® (32 -+ 1p)).
Pela hip6tese de indugdo em (2 - (x5 - zp)),
Ty - (g - (T3 - (-7p))) = Ag(z1® (T2 A ... Azp)).

Aplicando a defini¢do do produto exterior:

Ag(zi ® (T2 A ... A 3p)) =

= AQ (221 ® (p ' Z ( 1) ($0(2) R .. ®x0'(l’))>

creSp_

= (pill)|AQ ($1® Z ( 1) Zo2) ® .- ®$¢7(P)))

o€Sp—1

= ﬁ ( Z (=1)%z; A T ATIEA :l),,(p)) =

a€Sp-1
=T A ... ATy (4.55)

onde a poténcia em (—1) desaparece, pela anti-simetria do produto exterior.
a

Considerando o produto (-) em Cgp, podemos concluir o isomorfismo entre as
algebras Cg e CU(V, Q):

Teorema 4.1. A Algebra Cq € isomorfa-d Algebra de Clifford Cl(V,Q).
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Prova. Considerando Ag|v : V = Im(Ag) € T(V), tem-se
Aglv(u) - Aglv(u) = u-u = (u,u) = Q(u) - L.

Cg é uma dlgebra associativa.com unidade (1-u=wu-1=u).

Nessas condiges, pela caracterizacio universal das Algebras de Clrfford -
Aglg se estende unicamente a um homomorfismo de 4lgebra,

¢ : CUV,Q) = (Cq;-)

tal que o diagrama abaixo comuta:

T(v) Adlv, (cy,)
J '
civ, Q)

Diagrama 4.4

V gera Cg:
Seja {e;1 < i < n} base de V. Sabemos que T(V') é gerado por elementos
da forma

€, ®...0¢,.
Pela definicdo do produto (-) € a Proposigéo (4.4),

€, - i€, = Ag(ei, ® .. ® €;).

Considere I = (i1, ...,%,) seqiiéncia de indices ¢ ay = a;,---a;,. Dado
v € T(V), entdo
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= Z a;fiq(eil ®..0e€;,)
I

= Z aI(eil * iyt e,-,) (456)
I

Portanto, V' gera Cg. Conseqilientemente,
dim(Cg, ") = 2" = dim(Cl(V, Q))

o que nos fornece a sobrejetividade de ¢. Conclui-se entao que ¢ é isomorfismo.
a

Assim, podemos concluir que as podem ser construidas como imagem de
um operaflor alternado, refor¢cando o isomorfismo de espago vetorial que existe
entre as Algebras de Clifford e as-Algebras Exteriores.

86



Bibliografia

[1] A.Conde, Aplicacdes a topologia via operadores Elipticos,Universidade de
Sdo Carlos, Sao Carlos, 1988

[2] A. Yastrebov, On a Construction of the Cliffordean Algebra, Yaroslavl
State Pedagogical University, Yaroslavl, 1994.

[3] B. Lawson e M.L. Michelson, Spin Geometry, Princeton University Press,
Princeton, 1989.

[4] B.L. van de Waerden, A History of Algebra, MSRI Publications, Springer-
Verlag, 1985.

[5] C.Chevalley, The Algebraic Theory of Spinors, Columbia University Press,
New York,1954.

[6] C.P. Milles, Anéis e Médulos, IME, Universidade Federal de Sao Paulo,
Sao Paulo,1972.

[7] G.Birkhoff e Saunders MacLane,Algebra, The MacMillan Company, New
York,1967.

[8] I.N.Herstein, Topics in Algebra, John Wiley e Sons,Inc., New York,1975.

[9] I.R.Porteus, Clifford Algebras and the Classical Groups , Cambridge Uni-
versity Press, New York, 1995.

[10] Marcos Calgada, Tese de Mestrado:Invariantes de Seiberg- Witten
e a Topologia das Variedades de dimensdo 4,UFSC,1998.

[11] Martinho Araijo, Tese de Mestrado: Construgdo de Algebms Reais de Clif-
ford, UFSC, 1988. ’ :

[12] M.F.Atiyah e 1.G.MacDonald, Introduccion al dlgebra conmutativa, Edi-
torial Reverté S.A, Barcelona,1980.

87



[13] N. Jacobson, Basic Algebra vol.I,II, W.H.Freeman and Company, New
York, 1985.

[14] V. Guillemin e A. Pollack, Differential Topology,Prentice-Hall, Inc., New
Jersey,1974.

88



	-Algebras de Clifford- Uma Construção Alternativa

	Universidade Federal de Santa Catarina Curso de Pós-Graduação em Matemática e Computação Científica

	-Álgebras de Clifford- Uma Construção Alternativa

	Florianópolis, 28 de abril de 1999.


	Agradecimentos


	Conteúdo

	Capítulo 1 Introdução

	Capítulo 2 Preliminares

	2.1	Formas Bilineares e Quadráticas

	2.1.1	Formas Bilineares

	2.1.2	Formas Quadráticas


	2.2	Álgebras sobre corpos


	4 4

	r ■■ A/I -> Im(f)

	2.3	A Álgebra real dos quatérnios


	<■(" -.■)•*-(: i)

	2.4	Produto Tensorial

	2.5	Complexificação de uma álgebra

	(Çi > 92) (r\,r2) = (qin - q2r2, q2r\ + qir2), Vçj, q2, r,, r2 € H.


	2.6	Álgebra Tensorial

	/(0) : K A


	/(«) : y(") n = l,2,...

	f':T{V)^A

	2.7	As Álgebras Exteriores

	2.7.1	Introdução

	2.7.2	A Álgebra Exterior como imagem de um operador alternado

	(-1)^(7 <8> Sf = [ (“lf'r^'] (8) 5 = ^í(T) <8> S = 0.

	J2(~i Yoa{T ® syoa = (—® s)*f = o.


	2.7.3	A Álgebra Exterior como uma álgebra fatorial


	Capítulo 3 * As Algebras de Clifford

	3.1	Introdução

	3.1.1	Definição

	3.1.2	Exemplos

	= ziz2(l) + xijfe(ei) + yix2(ei) + ym(ei)2 = = (xix2 - yiy?) • 1 + (xm + yix2) -ex

	(1) 1*1 = 1

	(1) l2 = 1

	b)	ei2 = 1;

	3.2	A Álgebra de Clifford como Álgebra Fato- rial

	3.3	Classificação das Álgebras de Clifford

	(i)	1 < j < n

	C^2(fc+1)+1 — 02fc+l ®c Cfe — C^2fc+l ®g M2(C)



	cin+s = cc+6 ®ci2*cin+4 ®ci; ® ci2 ^crn+2®ci2®ci;®ci2 -- cin ® cr2 ® ci2 ® ci*2 ® ci2

	3.4	A Relação entre as Algebras de ClifFord e * as Algebras Exteriores

	Tr ® Tt C Tr+f

	A=@Tn/Tn-l




	Capítulo 4

	Algebras de Clifford: uma construção alternativa

	4.1	Introdução

	4.2	A construção da Alternada de Clifford

	Ãq(t) t, t € K {&V




	ÃQ(y®y) = ^(y®y~y®y)+ <y,y >=< y,y > l

	+ - v Hr+i<xtt)x„>x

	[f]

	(3)	i + 1 6 {<7(1), ...,<r(2k)}, i € {<j(2k + l),...,<r(p)};




	+ EE

	[f]

	( 1)" <"' ®âr(l)> Xff(2) > ‘ -	XÔr(2r)



	••••>'Xi—í) y, z, •••, Xp) = <Pp(xi,Xi—i, z, y, Xi+2,Xp) (4.22)

	— (Ppfaii-,y>z, •-•í-?'p) -t- ^v(x i> Vj Vt •••> £p) ■)"

	íf]

	[f] ^

	[f]

	Ãq(xi ®... ® Xp—2k ® y ® y ® ■■■ ® y) =< y,y >k ÃQ(xi ®... ® Xp_2fe)

	Ãq(T>(V) C ©^-“(V),




	Ãj(i) e ©

	= |(®i®x2-;as2®*i)-<*i,x2>=

	Bibliografia





