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Resumo

Esta dissertação é dedicada principalmente à homogeneização de uma equação de 

reação-difusão não linear com condição de fronteira de Dirichlet homogênea em um 

domínio contendo pequenos buracos periodicamente distribuídos na direção de cada 

eixo coordenado. (Para buracos de tamanho crítico - por exemplo, no caso tridimen

sional - os obstáculos têm um tamanho da ordem de e3 e estão localizados em nós 

de uma malha de tamanho e.) As demonstrações estão baseadas no quadro abstrato 

introduzido por Doina Cioranescu e François Murat para o estudo da homogeneização 

de problemas elípticos em domínios com pequenos buracos, que é fundamentado no 

uso adequado de funções testes adaptadas à geometria do problema.
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Abstract

This work is mainly devoted to the homogenization of a non-linear reaction- 

difusion equation with homogeneous Dirichlet boundary condition in a domain con

taining tiny holes periodically distributed in each direction of the axis. (For holes of 

critical size - for example, in the three-dimensional case - the obstacles have a size of 

e3 and are located at the nodes of a regular mesh of size e.) The proofs are performed 

in the abstract framework introduced by Doina Cioranescu and François Murat for 

the study of homogenization of elliptic problems in domains with tiny holes, which is 

based on the use of suitable test functions adapted to the geometry of the problem.
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Introdução

A modelagem matemática de inúmeros fenômenos que ocorrem com freqüência na 

natureza demanda o conhecimento preciso do sistema físico envolvido. Em diversas 

aplicações o sistema é caracterizado pelo seu aspecto multi-escala, ou seja, o seu 

comportamento macroscópico é resultante da superposição de fenômenos que ocorrem 

em diversas escalas inferiores. O tratamento matemático destes sistemas pode ser feito 

utilizando-se técnicas da teoria de homogeneização. Exemplos onde esta situação 

surge com freqüência podem ser encontrados em várias áreas do conhecimento. Em 

particular, citamos:

1. Os meios porosos são exemplos canônicos da aplicação da ciência multi-escala. 

A modelagem de escoamentos (monofásicos e multifásicos) acoplados a dispersão 

de contaminantes, transporte de calor e massa e deformações/tensões em for

mações geológicas heterogêneas são processos naturalmente multi-escala. A cor

reta descrição de processos que ocorrem na escala de campo (quilômetros) tais 

como macro-dispersão em reservatórios de petróleo bem como transporte de 

contaminantes em aquíferos está fortemente atrelada ao atendimento dos di

versos fenômenos que ocorrem nas escalas inferiores. Exemplos: na escala do 

poro {mm), onde valem as equações da Mecânica do Contínuo; na escala de 

laboratório e (cm), onde vale a lei de Darcy....

2. Na Mecânica dos Materiais, vários modelos macroscópicos de plasticidade em 

metais são fortemente correlacionados com fenômenos microscópicos relativos 

ao movimento de discordâncias que ocorrem na microestrutura cristalográfica



do material. De forma análoga, fenômenos de plasticidade em meios granulares 

estão fortemente ligados a fenômenos de fricção na estrutura microscópica gra

nular.

3. Em Mecânica do Dano, o estabelecimento das correlações entre variáveis ter

modinâmicas internas de estados que descrevem o processo de degranulação do 

material está diretamente relacionado com o surgimento de frações de vazios, 

fraturas na escala microscópica, típica da estrutura cristalográfica dos metais.

4. Na área de climatologia e metereologia o acoplamento entre modelos de previsão 

climática globais macroscópicos com modelos regionais microscópicos (como e- 

xemplo, relativos à precipitação e temperaturas locais) envolve o entendimento 

de um processo multi-escala conhecido como downscaling.

5. Em mecânica de fluidos, o fenômeno de turbulência está associado ao movi

mento de flutuação das partículas de fluido em torno da velocidade média da 

corrente fluida. A influência da pertubação relacionada com a flutuação sobre 

o comportamento do fluido a nível macroscópico envolve o estabelecimento de 

um modelo multi-escala.

6. Propriedades macroscópicas de materiais compostos tais como condutividades 

térmicas, mecânicas e elétricas são resultantes de fenômenos microestruturais 

que ocorrem na escala microscópica.

7. A área de biologia estrutural é inerentemente multi-escala. Por exemplo, o 

correto entendimento do campo de forças que atua na estrutura e arranjo de 

proteínas está fortemente correlacionado com os dados relativos às seqüências de 

DNA sendo também fortemente governado pelas forças atômicas que atuam na 

microfísica. Além disso, o estudo de propagação de populações e epidemias em 

ecossistemas envolve fenômenos multi-escala que são advindos do acoplamento 

entre interações globais e locais entre as espécies.

2



8. Na área de farmacologia, o transporte macroscópico de drogas nos organismos 

vivos é fortemente determinado pela micro-físico-química resultante das com

plexas interações que ocorrem entre fármacos e células.

Como vimos anteriormente, a teoria de homogeneização é uma técnica que possi

bilita várias aplicações destacando-se entre elas a modelagem de fenômenos físicos. Es

ta  técnica permite modelar fenômenos de transporte e difusão numa escala macroscópica 

através de informações numa escala microscópica. Como exemplo, o escoamento de 

um fluido, em um rio ou em um lago, com obstáculos, onde estes obstáculos seriam 

constituídos por uma região com árvores. Numa escala “microscópica” , de alguns me

tros, as equações que descrevem um tal escoamento, são as equações de Navier-Stokes, 

numa geometria muito complicada. Entretanto, fenômenos de grande interesse ocor

rem numa escala de quilômetros, escala macroscópica. As equações desse escoamento 

nesta escala podem ser bem mais tratáveis quando escritas em termos de grandezas 

médias, onde os efeitos locais de flutuação são incorporados a certos parâmetros des

ses novos modelos. Busca-se então obter exatamente o correto tratamento, na escala 

macroscópica, de efeitos não lineares descritos pela equação de Navier-Stokes numa 

escala microscópica.

O Tratamento Matemático, em geral, do método de homogeneização se dá em 

duas abordagens. Um exemplo da primeira é visto em J.L. Lions [26], onde estuda-se 

o problema:

{
—A ut — / ,  em Í2e

(1)

ue satisfazendo a certas condições de fronteira,

em que Q,e denota um domínio aberto limitado “perfurado” do R ^ , obtido de Q, por 

extração de um certo número de orifícios distribuídos periodicamente com período 

e > 0. Problemas deste tipo aparecem no estudo da torcão elástica de um tron

co cilíndrico com r  cavidades ou furos. E claro que, para cada e > 0, poderíamos 

resolver o problema (1) usando métodos variacionais, no entanto, o procedimento de

penderia de e, ou melhor, o espaço no qual se aplicariam os métodos dependeria de



6. Por outro lado, a obtenção de uma solução aproximada de (1), para e suficiente

mente pequeno, demandaria muito esforço do ponto de vista da análise numérica e 
/

computacional. E necessário, portanto, um método que nos proporcione uma solução 

aproximada do problema (1) e que não dependa de e. Para isto fazemos uso do método 

de homogeneização.

Para que obtenhamos a homogeneização do problema (1) realizamos um desen

volvimento de ordem qualquer em e para u e:

u £(x) =  u q (x , y) +  eux{x,y) +  e2u2(x,y) H--------1- éu^x.y)  ------

onde y  =  f , x  representa uma variável macroscópica e y uma variável microscópica.

As funções uq, Ui , u2, . . .  são construídas independentes de e, de tal forma que se 

tenha algum controle de erro, isto é:

ll^e — (uo +  tUi +  • • • +  emum)|| < Cem,

com uma norma adequada, ou ainda, o erro seja de ordem em, num espaço de Sobolev 

sobre Oe, para todo m  G N. Assim podemos afirmar que a solução aproximada do 

problema (1) será:

Uo +  eui +  • • • +  emum.

A determinação das funções Uj da expansão assintótica se dá impondo-se a condição 

de que u e seja solução do problema (1) e com isto resolve-se, para cada potência de 

e, problemas similares ao problema (1) com a vantagem de estes problemas agora 

serem definidos não mais em Cle, porém em todo Assim são construídas as funções 

Uj(x ,  y )  da expansão assintótica com i G f i  (isto é, definidas em todo Q).

Esta seria a abordagem através da expansão assintótica. Para uma referência ver 

também E. Sanches-Palência [40]. Fazendo-se uso desta abordagem obtém-se alguma 

correlação entre os efeitos microscópicos e macroscópicos de fenômenos envolvendo
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escoamento de fluidos.

Um exemplo da segunda abordagem é visto nos trabalhos [11] e [9], onde não se 

utiliza uma expansão assintótica para ue.

Em [11], em 1982, Doina Cioranescu e François Murat, no estudo abstrato da 

homogeneização de problemas elípticos consideraram o seguinte problema:

Encontrar u€ solução de:

(2)
—A ue = / ,  em 

u€ = 0, sobre Te,

onde /  é dada no espaço de Sobolev H ~ l (D).

Denota-se por üe a extensão de ue, a todo definida por:

ite, em
Ue =  S iV(£)

0, nos buracos Te =  |J  X-5, 

foi mostrado neste artigo que:

ü€ —̂ u, fraco, em H q(Q), quando e —>• 0,

onde üe é a única solução do problema (2), para cada e > 0, fixado, estendida por 

zero nos buracos, e u é a  única solução do problema homogeneizado:

—Au  +  au =  / ,  em Q,
(3)

u = 0, sobre T,

onde ij, é uma medida de Radon não negativa pertencente a Esta medida

aparece neste estudo e está ligada ao comportamento da capacidade do conjunto Te, 

quando e -* 0. Impõe-se para isto a condição de que os buracos sejam “pequenos” , 

isto é, aqy, o diâmetro dos buracos seja assintoticamente menor ou igual ao “diâmetro



crítico” ae, dado por:

5e exp(—Co/e2) para N  =  2 

CoeN̂ N~2̂  para iV > 3,

onde Co > 0 está fixado, e e2log5e -» 0, quando e —> 0. Esta condição possibilita a 

construção de um quadro funcional de hipóteses, sobre os buracos, que é fundamental 

na demonstração dos resultados. No caso acima, // será uma constante estritamente 

positiva, quando o diâmetro dos buracos for o crítico. Neste caso, o termo de ordem 

zero adicional, (j,u, aparece na equação limite.

Mostra-se ainda, em [11], resultados de correção, ou seja:

isto é, wtu é uma boa aproximação para a solução de (2).

No artigo apresentado por D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat e E. Zuazua em 

[9], de 1991, estuda-se a homogeneização da equação da onda:

ü€ = weu +  R e, com R e —» 0, forte, em Hq(Q),

u" — Aue = f e em Qe x (0, T), T  > 0

ue — 0 sobre r e x (0, T)

ue{x, 0) =  em Qe

u'€(x, 0) =  u\ em £7e,

(4)

" Uq, fraco, em Hq(Q),

\  u\ —k txi, fraco, em L2(Q),

f e / ,  fraco, em L l (0, T ; L2(Q,))

Em [9], mostra-se também que:
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ue u, fracoestrela, em L°°(0,T; H q(Q)) D W 1,oo(0,T; L2(Q)),

onde ue é a única solução do problema (4), paxa cada e > 0, fixado, estendida por 

zero nos buracos, e u é a  única solução do problema homogeneizado:

u" — A u  + /m = f  em Q x (0, T), T  > 0

u =  0 sobre T x (0, T)

u(x,  0) =  u0 em

u ' ( x , 0 ) = u i  em Q,

(5)

onde fi é uma medida de Radon não negativa, sendo positiva quando o diâmetro dos 

buracos é o diâmetro crítico. Estuda-se ainda, neste artigo, resultados de correção, 

isto é:

R e ^  0, forte, em C°([0, T]; Wq1’1^ ) ) .

Um outro exemplo interessante é visto em G. ALlaire [1], de 1989, e em [2], de 1990, 

onde se faz a homogeneização de problemas envolvendo escoamentos com obstáculos.

No trabalho apresentado em [2], considera-se o seguinte sistema de Stokes:

( S e)

Encontrar (ue,pe) £ [ iíg ^ e )]^  x [L2{Q< 

V p e — A u e =  / ,  em Qe 

div ue = 0, em Q,e.

O sistema (Se) dá a descrição do fluxo de um fluido viscoso, imcompressível, no 

domínio Qe, sob a ação de uma força exterior / ,  com condições de fronteira de Dirich- 

let, sem deslizamento. A viscosidade e a densidade do fluido estão sendo conside

rados iguais a 1. A velocidade do fluxo é representada por ue, e a pressão do flu

ido por pe. A força /  £ [L2(ÍÍ)]N, sendo Q C um aberto limitado regular, e
N(e)

ü e =  Q, — (J T/, Tf  C Q, conjuntos fechados (buracos).
2=1
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Considera-se ainda o seguinte sistema, definido em todo domínio Í2, que descreve 

a Lei de Brinkman:

(So)

Encontrar (u,p) € [í/q(^)]iV x [-̂ 2(^)/^]i 

Vp  — A u  + M u  = f ,  em Q, 

div u =  0, em Í2,

onde M  é uma matriz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos Tf, M u  

é um termo linear da velocidade de ordem zero.

Considera-se também, em todo domínio O, o sistema de Stokes:

f
Encontrar (u,p) € [ ÍÍq ^ )]^  x [£2(^)/K];

(S ) < Vp — Au =  / ,  em Q, 

div u =  0, em Q,

E por fim, considera-se o sistema definido em todo Cl, que descreve a Lei de Darcy:

Encontrar (u,p) 6 [L2(Q)]N x [ í í1(í))/K] 

u = M ~ 1( f  — Vp), em ü  

div u = 0, em í] 

u ■ T] =  0, em r .

O Problema Homogeneizado consiste em se tomar o limite do problema (Se) quan

do e —> 0. Obtém-se então os seguintes resultados, considerando-se o tamanho dos 

buracos e com algumas hipóteses sobre os mesmos.

Definindo-se ae como o diâmetro “crítico” dos buracos, are como o diâmetro dos 

buracos temos, em suma, três situações:

1. Quando o diâmetro dos buracos é da mesma ordem que o diâmetro “crítico” , 

isto é, ar? — oe, temos

( D )  <

(u€,Pe{pe)) {u,p), fraco, em [^ (Q )]^  x [L2(Ü)/R],

8



onde (u,p) é a única solução de (So), Pe é uma extensão da pressão p€, e ue é a 

extensão por 0 em Í2 — Í2e, ou seja, sintetizando teríamos:

Se So (Lei de Brinkman), quando e —> 0.

2. Quando o diâmetro dos buracos é assintoticamente menor que o “crítico” , isto 

é, aTf < cie (buracos pequenos), temos:

(ue,P£(pe)) -* (u,p), forte, em [Jí01(n)]jv x [ I 2(n )/1 ],

onde (w,p) é a única solução de (S).

Sintetizando, teríamos:

S e —» S  (Stokes), quando e —> 0.

3. Quando o diâmetro dos buracos é assintoticamente maior que o “crítico” (bu

racos grandes), isto é, ar? > oe, porém reservando-se determinadas proporções, 

isto é, ar? < e temos:

( ^ , P e(pe)) (u,p), forte, em [L2(fi)]N x [L2(n)/R], 

onde (u,p ) é a única solução de (D) e ae =
0>T?

Sintetizando, teríamos:

Se D (Lei de Darcy), quando e —> 0.

Agora aqui, neste trabalho, passamos a estudar a homogeneização de uma equação 

de reação-difusão não-linear, com condição de fronteira de Dirichlet homogênea, em 

domínios perfurados com “pequenos” buracos. Para isto, seja O um domínio limitado
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fixado do (N> 2). Denotamos por Qe o domínio obtido removendo-se de Q o
N(e)

conjunto Te = \J Tf, onde Tf  são “pequenos” subconjuntos fechados de Q, ou seja, 
2=1

W(<)

a  =  n -  U 1?-
1=1

Aqui, e >  0 denota um parâmetro que toma seus valores em uma seqüência (um net) 

que tende para zero enquanto que N(e) tende para o infinito. Finalmente, seja T  > 0 

fixado. Consideremos a seguinte equação de reação-difusão não linear 

/
u'e — f3Au£ +  \uf \pue =  —a 2ue +  f e em Qe = x (0, T)

< ue =  0 em Ee =  Te x (0, T), T€ =  d ü t

ue(x, 0) = Ug(x) em Qe,

onde (3 é uma constante real positiva, p um número real positivo e a e R

O estudo desta equação foi motivado pela equação de reação-difusão que aparece 

em Brézis [4]:

Í u' — M A u  =  f (u )  em Q x (0,T)

4- Condições de contorno e dado inicial

onde u(x, t ) é um vetor de m  componentes, M  é uma matriz diagonal m  x m. e 

/  : Rm —» Rm é uma aplicação não linear.

Estamos considerando uma equação vetorial não acoplada o que faz com que seja sufi

ciente o estudo da equação em apenas uma de suas componentes. Assim estudaremos 

esta equação apenas em sua forma escalar.

Estas equações de reação-difisão modelam fenômenos que aparecem em variados 

campos da ciência tais como: química, biologia, neurofisiologia, epidemiologia, com

bustão, genética de população, etc.

O estudo da homogeneização da equação de reação-difusão é feito utilizando-se 

algumas técnicas estabelecidas, desde 1977, por Luc Tartar (ver [46]).
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O trabalho que desenvolvemos aqui segue nos moldes de [11] e está fundamental

mente baseado em [9].

Em toda a apresentação do presente trabalho, os conjuntos serão supostos satis

fazerem as condições do quadro funcional abstrato introduzido por Doina Cioranescu 

e François Murat [8] (ver hipóteses (2.1) abaixo) para o estudo da homogeneização 

de problemas elípticos em domínios perfurados com “pequenos” buracos, com con

dições de fronteira de Dirichlet homogêneas. O caso modelo (veja Figura 1 abaixo), 

para o nosso estudo, é provido por um domínio periodicamente perfurado (com um 

período 2e na direção de cada eixo coordenado) por buracos de diâmetro a^ , onde 

ar? é assintoticamente igual cio “tamanho crítico” ae.

Este tamanho crítico ae é dado por

{
Se exp(—Co/e2) para N  =  2 

CoeN/(N- V  para N  > 3

onde Cq > 0 é fixado e e2 log 6e —> 0, quando e —>■ 0 (veja [9], Capítulo 2).

Esta condição é fundamental na construção do quadro abstrato de hipóteses sobre 

os buracos. As demonstrações contidas neste trabalho estão baseadas na existência 

de tal quadro funcional de hipóteses.
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Ressaltamos que a principal dificuldade deste trabalho reside no fato de, devido as 

hipóteses sobre os dados do problema, conseguir-se apenas uma convergência fraca no 

termo Aue, o que nos leva a lançar mão do quadro abstrato de hipóteses construído 

por D. Coanorescu e F. Murat para que seja posível a passagem ao limite neste 

termo. Observamos ainda que para o tratamento deste problema outras técnicas 

seriam possíveis como a compacidade compensada ou o Método de Bloch-Waves (Ver 

[12]).

Este trabalho é somente concebido para dados de fronteira de Dirichlet homogêneos. 

Observamos que o caso de condições de fronteira de Neumann homogêneas conduz a 

resultados completamente diferentes, com tamanho crítico sendo, neste caso, ae = e 

(veja D. Cioranescu e P. Donato [8] paxa homogeneização deste problema).

O presente trabalho está organizado como segue:

O Capítulo 1 está dividido em três partes. Na Secção 1.1 apresentamos o problema 

a ser homogeneizado e obtemos uma solução no domínio Qe, para cada e fixado. Na 

Secção 1.2 demonstramos que a solução encontrada na Secção 1.1 é única. Na Secção

1.3 demonstramos resultados de regularidade da solução.

O Capítulo 2 está dividido em duas partes. Na Secção 2.1, relembramos o quadro 

funcional abstrato de [11] sobre a geometria dos buracos. Na Secção 2.2, apresentamos 

alguns resultados de compacidade.

O Capítulo 3, apresenta o principal resultado deste trabalho, o Teorema 3.1, que 

nos dá a convergência do processo de homogeneização da equação de reação-difusão. 

A semicontinuidade inferior da correspondente energia é também demonstrada.

O Capítulo 4 apresenta apenas uma secção, que tra ta  do estabelecimento e de

monstração do resultado de correção da equação de reação-difusão.

O Capítulo 5, constituído também de somente uma secção, consida o caso onde o
/

tamanho dos buracos é menor que o tamanho crítico.

Finalmente, o Apêndice A é dedicado à apresentação de alguns resultados básicos.
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Capítulo 1 

Equação de reação-difusão em  

domínios com pequenos buracos

Neste capítulo estudaremos (as condições para a existência e a unicidade) o pro

blema de Cauchy proposto para a equação

u'e — {3Aue -f- \ut \pue = —a 2ue +  /<=, p > 0.

Faremos uso do Método standard de Faedo-Galerkin. Iniciaremos com a demonstração 

da existência de solução, a seguir estudaremos as condições paxa que haja unicidade, e 

trataremos também de resultados de regularidade. Enunciaremos, agora, o problema 

básico que será o assunto deste capítulo.

P ro b le m a  1. Seja íle um aberto limitado do (N> 2), Te a fronteira de Qe, 

que tomaremos regular (lipschitziana), p um número real positivo, (5 um número real 

positivo, a  um número real, Qe o cilindro Qe x (0,T ), Ee =  Te x (0,T ) a fronteira 

lateral de Qe, f € : Qe -* R e e > 0 fixado. Encontrar ue : Qe -¥ R  satisfazendo as 

seguintes condições:
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u'e — f3Aue + \ue\pue =  —a 2ue +  f e em Qe = Qe x  (0, T)

< ue = 0

ue(x, 0) =  Uç(x)

em Ee =  r £ x (0,T), =  d ü e (1.1)

em Í2e
V

Observação 1.1 Note que estamos representando por u'e a derivada de ue(x, t) em 

relação a t. □

1.1 Existência de solução fraca

Antes de iniciarmos a resolução do Problema 1, faremos alguns comentários sobre 

a sua formulação, pois como foi posta é extremamente vaga. O ponto crucial da 

formulação é saber em que sentido u'e — (5Aut + \ue\pu€ +  a2ue é igual a f e, em Qe. 

Responder a esta pergunta equivale a dar a definição de solução iíe da equação em 

questão. Diremos, ainda de maneira vaga, que u'e — (5Aue + \ut \pu€ +  a 2ut =  f e num 

sentido fraco, a ser precisado posteriormente, em contraposição a igualdade pontual 

quase sempre em Qe. O utra observação que fazemos é a respeito da condição ue = 0 

em £ e, que também será entendida ao determinarmos o espaço correto onde será 

encontrada a solução ue. Finalmente, chamamos a atenção para o fato de que a 

escolha de uj e /  vai determinar o espaço aonde será encontrada a solução ue do 

Problema 1, como pode ser constatado examinando-se o enunciado do Teorema 1.1, 

que apresenta a solução do referido problema.

Teorem a 1.1 Seja fl£ como acima, e as funções f e e vPe satisfazendo as seguintes 

hipóteses:
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u0e £ H ^ ( n €) D H 2(ne)

f é  =  f i e  + f i e  e LHO.TjL2̂ ) )  + L 2 ( 0 , T ;

< com f'u e L \ Q , T - L \ Ü e)) e f'2t G L2(0,T] H ~ l (Qt)) (1.2)

/e(o) e  L2( a )
2

p — jy— 2 ’ ^  ~  ^ Um n^ mero real Q.uah uer quando N  = 2.

Então existe uma função ue : Qe —> R. satisfazendo as seguintes condições:

ue eL°°{0,T-,Hl{Çle)) (1.3)

/

U; € L2(0, T; iío(Qe)) n  L°°(0,T; L2(fi£)) ;i.4)

w' — /5Aite +  |ue\pue = —a 2ue + f t em Qe =  Í2e x (0, T)

ue(x, 0) =  (x) em ÍL
(1.5)

Observação 1.2 A formulação variacional da equação de reação-difusão (1.5) é: 

[  ue(x, t)v(x)dx  +  P((ue(t), v)) +  f  \u€(x,t)\pue(x,t)v(x)dx+
dt  Jne Jn

o? f  ue(x,t )dx = I f (x , t )v (x)dx ,  em V'(0,T),  Vu E
< v jt2 J  n

onde ((•,•)) ® a forma de Dirichlet

Observação 1.3 Representa-se por u(i) a aplicação que leva x em u(x,t) .  As

sim, a condição inicial «(XjO) pode ser representada por u(0) =  u°, omitindo-se x, a 
du

derivada —  ou u[ representa-se por v!. □
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Observação 1.4 Supondo (1.3), (1.4) e (1.5)i satisfeitas vemos que faz sentido 

(1 .5 )2. De fato, conclui-se de (1.3) que uÊ G L°°(0, T; Ho(f2€)) e de (1.4) segue-se que 

u'e E L°°(0,T; L 2(Qf)). Portanto, do Teorema A.3.6 do Apêndice A.3, resulta que 

ue é contínua com valores em L2(Qe), isto é, ue G C^QO, T]\ L2(Qe)), fazendo sentido 

calcular ue(0). Além disso, conclui-se, através de um teorema de regularidade, que

tte 6C7°([0>r ] ; f i o W ) -  D

Observação 1.5 De (1.3) obtém-se informações sobre o comportamento da solução 

ue na fronteira lateral £ e do cilindro Qe. Para isto é suficiente notar que ue(t) G Hq (fif) 

quase sempre, logo possui traço nulo. □

Observação 1.6 Se p = p +  2, o conjugado p' de p será p' = ^  e verifica-se
p +  1

facilmente1 que se v 6 Lp (Qe) então \v\pv E LP (0 €), isto é, v —> \v\pv é uma aplicação 

de em LP' (Çte), para p = p + 2.

Do teorema de imersão de Sobolev temos que #0  (£}<=) C L9(Qe), para
1 1 1  2N
-  =  -  — — , N  > 3, com imersão contínua. Como p =  p +  2 < —— -  =  q, e

limitado, segue-se que Lq(Qe) C por conseguinte # o (fie) C Lq(Qe) C Lp(Qe).

Assim, sendo (1.3) verdadeira, conclui-se facilmente que

\u€\pue G L°°(0,T; IP' (Çl€)). (1.6)

□

Demonstração do Teorema 1.1: A demonstração a ser desenvolvida consiste em 

aproximar a solução que se deseja encontrar, por soluções de problemas análogos, 

porém em dimensão finita. A dificuldade reside em demonstrar-se que esta seqüência 

de soluções obtidas em dimensão finita, converge para a solução do Teorema 1.1. Este



método foi empregado originalmente por Faedo e Galerkin.

O método de aproximação de Faedo-Galerkin consiste das seguintes etapas:

(i) Construção de soluções aproximadas em sub-espaços de dimensão finita.

(ii) Estimativas a priori sobre as soluções aproximadas.

(iii) Passagem ao limite das soluções aproximadas.

(iv) Verificação da condição inicial.

Etapa (i) - Construção das soluções aproximadas

Observando que Ho(^e) ^  H 2(üe) é um espaço de Hilbert separável, então resulta 

que existe uma seqüência de vetores

satisfazendo as seguintes condições:

•  wej e  Ho(Qe) H H 2(Qe) para todo j;

•  para cada m  fixo os vetores weí,u)e2, . . . ,  wem são linearmente independentes;

•  as combinações lineares finitas dos wej são densas em Hq(Q€) D H 2(Çle).

Seja Wem =  [wei ,wa ,  ■ ■ ■ ,wem] o subespaço m-dimensional de # o (fie) H H 2(ü e), 

gerado pelos m  primeiros vetores.

Vamos a seguir determinar uma solução aproximada da solução procurada, sob a 

forma
m

sendo os gejm determinados pelas seguintes condições:

=  - a 2{u€m{t), wej) + ( f t (t),wej), para 1 < j  < m,
(1.7)
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onde o parêntese (•, •) representa o produto escalar no L2(Q,t) e ((•, •)) é a forma de 

Dirichlet definida anteriormente.

Estabeleceremos, agora, as condições iniciais do sistema (1.7). Tomou-se 6 

iío(Qe) n  H 2(Q,e), logo pode-se aproximá-la pelos w ej ,  isto é, existem (3jm e R ,  j  =

1 ,£ ,. . .  m,  tais que

m
U°em = Y^PjmWej converge para u°e em H^(Qe) n H 2(Q,). 

j -1

Portanto, uma condição inicial natural para o sistema (1.7) é:

uem(0) =  u°em, isto é, gejm(0) =  Pjm, para 1 < j  < m. (1-8)

O sistema (1.7), (1.8), sendo os w ej  linearmente independentes, pode ser escrito numa 

forma adequada à aplicação do Teorema de existência de Carathèodóry [35], Apêndice

2. Resulta que existe uma solução {gejm}i<j<m, definida num intervalo (0 ,í£m) de 

(0,T). As estimativas a priori demonstradas a seguir, permitirão prolongar a solução 

ao intervalo (0 ,T ). (Ver Apêndice 2, de [35].)

Etapa (ii) - Estim ativas a priori

A primeira estimativa a priori é obtida da seguinte maneira. Multiplique a equação

(1.7) por g'jem{t) e some estas equações para j  = 1 ,2 , . . . ,  m  obtendo-se:

K n W X m W ) + /5 (k m ( í) ,< m(í))) +  (|««n(í)

Observação 1.7 Note que pela Fórmula de Green,

((uem(t),u'em(t))) =  /  V«em • Vu'emdx =  -  /  div (Vw£m) ■ u'emdx
J n J n

— I =  (Azí€m, ii£m). d
Jn
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Fazendo í =  0 em (1.9) então pela Observação 1.7, pela desigualdade triangular e 

aplicando a desigualdade de Schwarz, resulta

lUem(0)|2 ~  P{A.Uem(0), U£m(0)) (|uem(0)|puem(0), Uem(0))

—a 2(uem(0), u'em(0)) +  ( /£(0 ),u 'm(0))

< /3| (Atxem(0), w€m(0))| +  |( |uem(0)|pí/em(0), w€m(0))| 

+ a 2|(uero(0),u'em(0))| +  |( /£(0 ) ,< m(0))|

< /?|A«em(0 )||< m(0)| +  |< m(0)|

+a:2|u€m(0 ) | |< m(0)| +  |/e (0 ) | |< m(0)|

e assim

|< m(0)| <  P\Aum (0)\ + ||w£m(0)|p+1| +  G!2 |u£m(0)| +  |/e(0)|. (1-10)

Observação 1-8 Vamos examinar o termo |wem(0)|p (p = p +  1) da desigualdade, 

(1 .1 0), acima.
1 1 1

Sabe-se do teorema de imersão de Sobolev que iJg(fie) C L9(í2e),p a ra  -  =  -  — —
q 2 N '

N  > 3, sendo esta imersão contínua, conseqüência da Desigualdade de Sobolev. Temos
2 N

por hipótese p < —— -  o que implica que p =  p +  1 < —— -  =  q, resultando

L«(5íe) C LP(ííe).

Note que p =  p +  1 e u°t foi tomado em ffg(f2£) n H 2(0 £), isto é. 6  Hl(Çlt), 

logo, do teorema de imersão de Sobolev, obtém-se € Lg(Qe), -  =  -  — sendo
Ç Z jV

N
K l l l / ( n t) ^  ^ll^ell/ráín«)- Como P =  P +  1 < ^ 7 ^ = q , e Q e limitado, segue-se que 

u°e G 1/(0,^.  Assim, sendo u°ím convergente para u°e em H q(Q,ê) fl H 2(Qe), obtém-se, 

do teorema de imersão de Sobolev, que u°tm é convergente para u° em Lq(fie), logo em 

Lp(fi,e), isto é,

KmlliP(n£) converge para |k 0||£p(ne)-.□
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Desta observação, retornando à (1.10), conclui-se

Km(°)l < C  +  /3|Alíem(0)| +  Oí2\uem{ti)\ +  |/e(0)|.

Das hipóteses (1.2) do teorema, conclui-se que

K m ( 0 ) l < C .

Portanto

u'em(0) é limitada em L2(Qe) independetemente de m. (1-H)

O que faremos a seguir é derivar ambos os membros da equação aproximada (1.7) 

em relação a t, para obtermos

« * ( * ) >  W«) + / ? ( « m ( í ) ! 'i% ) )  +  ( P +  l ) ( | u em( í ) I X m  (*)><%) =  .
V /

=  w ej) +  ( f í ( t ) , W e j )  j  =  1, 2, . . . , 771.

Agora, multiplicando-se a equação (1.12) por <?'em(í) e somando estas equações para 

j  =  1 ,2 , . . . ,  777., obtém-se:

« m W X m W ) +  /?( « m ( í )X m (í ))) +  (P +  X) (l“ «n(í) IV m W » W) =  

=  + ( /£'0)X m W )>

que pode ser reescrita como

+ 2P\Km(t)\\2 + 2( P + 1)\Km(t) \P\ K m(t)\2 + 2a2\u[m(t)\2 = ^

=  2 ( / '( í ) ,< m(í)).

Integrando (1.13) de 0 a í  <  t€m, e usando novamente a desigualdade de Schwarz e a 

desigualdade elementar 2ab < a2 + b2, obtém-se
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ÉmWr + 2 /? /*  \\u'tm{s)\\2ds + 2 { p + l )  í  \\uem(s)\p\\u'ím(s)\2ds + 2a2 f  \u'em(s)\2ds 
Jo Jo J 0

=  2 í  ( f L ( S) + f 2 e ( S)>U'em(s ))d s + K m ( ° ) \ 2

=  2 Í  [(/L (S)X m (s)) +  ( fL (S)>Km(S))H-Hne),H^Í 
t t 

< 2  Í  \ f[e(s)\\u'em(s) \ds  +  2 Í  | | / 2e (s ) IH Km( s ) | M s +  K m ( 0 ) P  
t° t

+ l«™(°)l2

< f  + [  i/í«wn«:mwi2rfí+ ^ ‘ iiãmíi2*

d s +  K m ( ° ) l  

2

Reagrupando os termos da desigualdade acima e observando (1.2) e (1.11) resulta que

K m W r +  Z? [  \\u[m(s)\\2ds + 2(P+  1) Í  \\uem{s)\p\\u,em{s)\2ds + 2a2 Í  \u'em(s)\2ds 
J 0 j  0 J 0

< Ci +  C2 í  K m(s)|2o!S.
J 0

(1.14)

Note que C i e C2 são constantes que não dependem de m.

De (1-14) conclui-se que

K J t ) \ 2 < C x  +  C 2 / V e m ( * ) l 2ds,
J 0

de onde pelo Lema de Gronwall, conclui-se que

K™WI < c, (i.i5)

onde C  é uma constante independente de m , para t e  (0 ,íem).
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Retornando a (1.14), tendo em mente (1.15), obtém-se

p [  \Wem(s)\\2ds + 2(P+ 1 ) [  \Km(s)\p\\u'em(s)\2ds + 2a2 í  \u[m(s)\2ds < C ,
Jo J0 J0

(1.16)

onde C  é uma constante independente de m,  para t G (0, tem).

Conclui-se do teorema de prolongamento de equações diferenciais ordinárias, e das 

estimativas (1-15) e (1.16) que a solução aproximada uem(t) existe de fato no intervalo 

(0,T). Assim (1.15) e (1-16) são válidas independentemente de m, para todo t em 

(0,T). Conclui-se daí que

u'£m(t) pertence a um limitado de L°°(0.T; L2(Qe))) independentemente de m.

(1.17)

pertence a um limitado de L2(0.T; iíg(f2e))) independentemente de m.

(1.18)

Como L2( 0, T] Hq(ÇI€)) ^  Lx(0, T; H q(ÇI{)) temos que u'em é limitada em 1^(0, T; (fie)). 

Note que

^£m(í) =  Uem(0) +  Í  Uem(s)ds.
J 0

Então,

sup ||«em(í)|| < ||«ero(0)|| +  II /  w'(s)ds|| 
te[o,r] J o

<  I M ° ) ! I  +  [  l l< m (s )IMs -
J 0

Assim, temos que uem é absolutamente contínua em [0,T], com valores em ,

sendo

uem limitada em C°([0, T]\Hq(Q€)) L°°((0,T); Hl(Qe)) independentemente de m.
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Portanto,

uem(t) pertence a um limitado de L°°(0.T; ifo(f2€))) independentemente de m.

(1.19)

R esum o das Estim ativas O btidas

• uem é limitada em L°°(0, T; H q (Qe))

•  \uem\puem é limitada em L°°(0,T; LP' (He)) , p' =
P+  1

•  u'em é limitada em L°°(0,T; L2(Qe))

•  vltm é limitada em L2(0, T; iJg(ne)).

Uma vez obtida a solução aproximada em (0,T), resta-nos obter o limite destas 

soluções e provar que este limite é a solução mencionada no enunciado do Teorema 

1.1, o que será o nosso objetivo na etapa seguinte.

E tapa (iii) - Passagem  ao lim ite

Das estimativas (1.19) e (1-17), resulta então que existe uma subseqüência 

de {uem}meN, com as seguintes propriedades

uÍV -^Ue, fraco-estrela, em L°°(0.T; H q(Q,€)), (1-20)

e

u'ev fraco-estrela, em L°°(0.T; L 2(Q,e)). (1-21)

Note que o dual de L^O, T; H _1(n e)) é L°°(0>T ! # d ( ^ ) )  e que o dual de L l {0, T\ L2{Üe)) 

é L°°(0, T; L 2(Qe)). Aqui identificamos, via Teorema de Representação de Riesz, 

L2(Qe) com seu dual.
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A convergência (1.20) equivale a dizer que para toda w G L l {0, T; H  ^ ííj))  tem-se:

Em particular quando w G L1(0,T; íZo(í2e)) o u í o Ç  L l ( 0 , T ; L2(fie)). Note que, {■, •) 

representa o par dualidade L°°(0, T; ifg (n e)), Z/^O, T; f f _1(Qe)). Da convergência 

(1.21), para toda w G L1(0,T;Z/2(r2e)), tem-se

Para passarmos o limite na equação aproximada (1.7) resta examinarmos a parte 

correspondente da não linearidade, \uev\putv.

Obtivemos que {uem\  é limitada em L°°(0,T; Hq(Q€)) e que {u'em} é limitada em 

L°°(0, T; L2(Qe)). Assim, do Teorema A.5.3 (Teorema de compacidade de Aubion- 

Lions),fazendo B 0 = Hq(ÇIs) e B  — B\  =  Lp(Qe), com p G [1 ,q], sendo q tal que

-  =  i  — -^r, devido ao Teorema A.5.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov), resulta que 

existe uma subseqüência, ainda denotada pelo mesmo símbolo {uem}, tal que

(1.22)

(1.23)

De (1.20) conclui-se que ut G L°°(0, T; iío(Qe)) e de (1.21) que G L°°(0,T; L2(üe))

uem -»• ue, forte, em Lp(0, T; Lp(Cle)) =  Lp(Qe), (1 < p < oo),

e passando a uma subseqüência, (se necessário for), obtemos que:

Uem ~ q u a s e  sempre, em Qe.

Agora, sendo a função m  \s\ps contínua, resulta que

Uem\pUem \ut\put , quase sempre, em Qe. (1.24)
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Como {utm} é limitada em Z/°°(0,T; L q(Çle)) (pois L°°(0, T ; Hq(Q€)) <->• L°°( 0, T; L9(fie)), 

e

llue|Pue|í,2(ne) =  IIuí|IlÍp+2 5: C| | ue | | < °°> 

pois 2p +  2 < q, resulta que

\uem\pueTn é limitada em L 2(Qe). (1-25)

De (1-24), (1.25) e do Lema de Lions (Corolário A.3.1), vem

\uem\pu€m \ue\pue, fraco, em L2(Qe). (1-26)

A convergência (1.26) equivale a dizer que para toda w £ L2{Qe) tem-se

[  (\utm(t)\puem(t),w{t))dt -> í  (\ue(t)\pue{t),w{t))dt (1.27)
J 0 j  0

De (1-26) conclui-se que \u€\pue € L2(Qe).

A próxima etapa é demonstrar que ue é solução da equação (1.5)!, no sentido de 

X>'(0,T).

De fato, fixando-se m 0 e considerando-se u > m0, multiplicando-se a equação 

aproximada (1.7) por 9 e  V(0 ,T )  e integrando-se de 0 a T, obtém-se:

í  (u'ei/(t),v)9(t)dt + p  í  ((ua,(t),v))9(t)dt+ í  (|uev{t)\puev{t),v)9(t)dt+
Jo TJo T Jo

+a2 í  (ua,( t) ,v)9( t)dt= í  (f e(t) ,v)9(t)dt ,
J 0 ^0

para toda v 6 Wemo.

Tomando-se o limite quando u tende para o infinito, e observando-se (1.22), (1.23) e

(1.27), conclui-se que

25



(u'e(t),v)9(t)dt + P í  ((ue(t),v))9(t)dt + í  (\ue(t)\pue(t),v)9(t)dt+

+ a 2 (ue(t),v)9(t)dt = /  (f e(t) ,v)9(t)dt ,
(1.28)

para toda v G Wem0 e 9 6  T>(0, T).

Sendo os W emo densos em iTg(f2e), conclui-se que (1.28) é válida para toda v G 

Ho(f2e) e 9 G P ( 0 , T ) .  Isto demonstra (1 .5 )  ̂ no sentido de X>'(0,T), isto é

para toda v G iío (^ e )-

Conclui-se que a ue(t) encontrada através do Método de Faedo-Galerkin. satisfaz

(1.3), (1.4) e (1.5)x. Falta apenas verificar que ela também satisfaz (1.5)2.

Etapa (iv) - Verificação da condição inicial

Já vimos que faz sentido calcular ue(0). De (1-22) e (1.23), tomando 9 G C 1([0,T];R) 

tal que 0(0) =  1 e 9(T) =  0 e t ) G  L2(Qé), obtém-se:

(u '(í), v) +  P({ue(t), v)) +  (\ue(t)\pu€(t), v) +  a 2(ue(t), v) =  v),

e

para toda v G L2(Çle). Adicionando membro a membro, conclui-se que

isto é,

(us,(0),7;) -> (ue(0) ,v )
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para toda v e  L2(Q,e), ou seja,

uev(0) —̂ ue(0), fraco, em L2(fie).

Por construção têm-se que tte„(0) =  u% converge fortemente, para u°e, em H^(Qe) n 

H 2(Çle), logo fortemente em L2(Qe), portanto fraco em L2(ü t), e assim, pela unicidade 

do limite, resulta que

ue(0) = u°.
□

1.2 Unicidade da solução fraca

Nesta secção demonstraremos, com as hipóteses do Teorema 1.1, que a solução 

encontrada é única.

Teorem a 1.2 Supondo válidas as hipóteses do Teorema 1.1, suponha

e N - 3-
Então a solução do Teorema 1.1 é única.

Observação 1.9 Quando N  = 2 a demonstração da unicidade faz-se para p um 

número real qualquer seguindo o mesmo argumento, pois pelo Teorema de Rellich- 

Kondrachov, tem-se que Hq{Q,€) ^ L q(Qe), para todo q 6 [1, +oo). □

Demonstração: Para demonstrarmos a unicidade (para N  > 3), consideremos duas 

soluções u x e u2 dadas pelo Teorema 1.1, e façamos w = u x — u2. Então resulta que 

w satisfaz às seguintes condições:

(w'{t),v) + j3({w{t),v)) + a 2(w(t),v) = ~(\ui{t)\pui(t) -  \u2{t)\pu2{t),v), 

we(Qi) =  0
(1.29)
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para toda v £ iío(f2e) H H 2(Ç}e), no sentido de V f(0,T).

Resta-nos demonstrar que a solução w — w(t) do problema (1.29) é a função nula, 

quase sempre, em Qe.

Fazendo v =  w(t) em (1.29), obtém-se

ld_  
2 d t 1
-  — \w(t)\2 + P\\w(t)\\2 + a 2\w(t)\2 =  -( |m i( í) |pui(í) -  \u2(t)\pu2(t),w(t))

Integrando-se d e 0 a s , 0 < s < T ,  conclui-se que

h w (s ) \2 + P f  \\w(t)\\2dt + a 2 f  \w(t)\2dt =
1 r s Jo Jo (1.30)
=  -  / (|ux(í)|pui(í) -  \u2(t)\pu2(t),w(t))dt.

Jo

Examinemos agora o segundo membro desta igualdade.
2

Antes porém observemos o que resulta da hipótese p <
N -  2

Sabe-se do teorema de imersão de Sobolev que Hq(-ÇI€) C L q(Çle), para 
1 1 1
-  =  -  — — , N  > 3, sendo esta imersão contínua. (Tendo sido feita a hipótese 
q 2
p < —— - ,  para o caso da unicidade, estamos exatamente nas condições acima de

scritas.)

Retornando ao segundo membro da igualdade (1.30) obtém-se:

\-\w{t)\2 + 0  (  \\w(t)\\2dt + a 2 í  \w(t)\2dt < í  |(|mi(í)|p«i(í) -  \u2(t)\pu2(t), w(t))\dt.
2 Jo J  o Jo

Sendo Iííx^I^u^í), \u2{t)\pu2{t) pertencentes a 1 / (Çle) e w(t) € H q(Q€)), em parti

cular w(t) 6 LPfòt) (pela Observação 1.6), a desigualdade de Hõlder nos autoriza a 

calcular a integral

í  ||u 1(í)|/3iii(í) -  \u2{t)\pu2{t)\\w(t)\dx. (1.31)
Jne

*
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Observação 1.10 Seja F(X) = |A|PA, então F'(X) = p\X\p 1 t̂ -t-A +  |A|P, isto é,
1AI

F'(A) =  (p+  1)|A|p, e assim, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos que 

|F(u)  — F(v)\ = IF ^ )!!«  — v\, com £ =  u + 6{v — u), 0 < 9 < 1.

Como

|F '(0 I  =  (P +  1)1“ +  9(v - v ) \ p < { p +  1)[M +  |it| +  |]p < 2P{p +  l)( |u | +  |u|)p

(Usamos que (a + b)p <  2p(max{a, &})p.) Logo, F'(Ç) < 22p(p +  1)(|tx|p 4- H p), e 

portanto

|F(u)  — ir (ü)| < 22p(p +  l)( |tí |p +  M P)IU — v\. □

Logo, da Observação 1.10, segue-se que a integral (1.31) é dominada por

CP [  [\\ui{t)\p + \u2{t)\p}\ui{t) - u 2{t)\\w(t)\dx. (1.32)

Tem-se que H q(ÇI€) ^  L q(Çle) , com -  =  ^ ~  ou seja,
(J £ 1V

H +^=l- (L33)
2

Mas por hipótese p < —----- , ou seja, pN  < q, resultando do teorema de imersão
-/v 2

de Sobolev que |wi(í)|p e \u2(t)\p pertencem a L N(Qe), pois a norma L N(Qe) destas 

funções é dominada pelas respectivas normas Z/7(Qe), que por sua vez são dominadas 

pelas normas HQ(Qt), em virtude da imersão contínua de H q(ÇI€) em L q(íle). Além 

disso tem-se w(t) pertencente a L2(Q,t) e w(t) 6 Lq(üe), pelo teorema de imersão 

de Sobolev. Resulta então que podemos aplicar a desigualdade de Hõlder à integral
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(1.32), observando (1.33), e assim a integral, de 0 a s, de (1.32) fica dominada por:

Í  (IIM*)HU"(n<) +  lll“ 2(í)|p||LW(n«))b(í)|Lí(n«)lk(í)||w(ne)dí. (1-34) 
J o

De um argumento usado acima, resulta que |||tii(í) |p||z,^(ne)? são

dominadas pelas respectivas normas em Hq(Q€) de ui(t)  e u2(í), quase sempre em 

[0, T]. Portanto, possuem o supremo essencial finito. Assim resulta que a integral 

(1.34) reduz-se a

C Í  (1.35)
J o

Usando novamente a imersão contínua de i?o(f2e) em L q(Q€), (1.35) é dominada por 

c J Q \w(t)\L2 {{l' )\\w(t)\\Hi{{U)dt = ^=\w{t) \L2 {ní)^ \ \ w { t ) \ \ Hi{ne)dt. (1.36)

Usando a desigualdade elementar, ab < — -— , resulta que (1.36) é dominada por
jL

Substituindo (1.37) em (1.30), obtemos

^ |u ;(s)|2 +  ^  í  \\w(t)\\2dt +  a 2 í  \w(t)\2dt < C í  \w(t)\2dt,
2 2 JQ Jo Jo

e assim
f*S

w(s)\2 < C [  \w(t)\2dt, 
J o

então, pela desigualdade de Gronwall, resulta que w(t) é nula, quase sempre, em 

(0,T). □
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1.3 Regularidade da solução ue

T eorem a 1.3 A solução do Teorema 1.1 possui a seguinte regularidade

u, e c°([o,T]|flJ(n()).

Demonstração: Demonstraremos esta regularidade para o caso p < ^  e 

N  >3.

Seja {wtm}mgN uma seqüência de soluções aproximadas que aproxima a solução ut 

de (1.5). Então, se m, n  6 N, com m  > n, da equação aproximada (1.7), temos

(< m(í) -  u'm (t),v) +(3{(uem{t) -  um (t),v)) +  ( \uem{t)\puem{t) -  \uen(t)\pu€n(t), v) +  

+  a 2(uem(t) -  uen{t), v) = 0 Vu G W em.
(1.38)

Tomando v =  u'ím(t) — u[m(t) na equação (1.38), temos:

K m ( t )  ~  u'€n{t)\2 +  (3^ j t \\uím{t) -  uen(t)\\2 +  a 2~ j t \u€m(t) - u m{t)\2 =

= - ( \uem(t)\puem(t) -  \uen{t)\putn(t),u'em(t) - u ' en{t))

Integrando de 0 a s, 0 < s < T,  e usando a desigualdade triangular, obtém-se 

J \u e m ( t )  ~  u e n ( t )  I d t f3—\\uim(s) — U e n ( s ) \ \  +  Oi ~ l ^ e m í 5 )  —  í í e n ( s ) |  =

=  /^IK m (O) -  «en(0)||2 +  0?^\u€m{0) “  Um (0)|2

-  [  (Km(t) \puem(t) -  \uen(t)\puen(t),u'em(t) -  u'm (t))dt (1.39)

1
< P^\\uem(0) -  iten(0)||2 +  a 2- \u em(0) -  um (0)|2

r»s+ í  \ { \ u em { t ) \ Puem{t) | u en{t) \Puen{t) i  U£m( t)  u e n i ^ ) ) \ ^
J 0

Examinemos o segundo membro desta igualdade.

Os termos ||uem(0) -  ue7l(0)|| e |uem(0) -  Men(0)| convergem para zero em R, pois, 

uem(0) converge para forte, em #o(£}e) ^ # 2(^e)-
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Pelas mesmas imersões usadas na unicidade, sendo \u€m(t)\puem(t), \um(t)\puin(t) e 

I? ' (fte) e uem(t) — uen(t) 6 LP{VLe), então a desigualdade de Hõlder nos autoriza a cal

cular a integral

Í  \\Uem(t)\PUem( t )  -  \uen(t)\pu€n(i)\\u'em(t) -  u'm (t)\dx 
Jnc

a qual, pela Observação 1.10, é dominada por

i í  [||wem(í)|p +  |wen(í)|p[]|u£m(í) — uen(t)\\uem(t) — uen(t)\dx (1-40)
JQ,

c p

Tem-se a imersão de H q(Q.€) em Lq(Vte) com -  = ^  — ~  , ou ainda, ~ +  ̂  +  ~
2 Q q 

Como p < —— -  ou pN  < q, resulta, do teorema de imersão de Sobolev, que
1V £

|wem(í)|p e |uen(í)|p pertencem a L N(Qe). Além disso tem-se u'em(t) — u'tn(t) per

tencente a L 2(Qe) e uem(t) — um (t) 6 L q(íle), pelos mesmos argumentos usados na 

unicidade. Portanto podemos aplicar a desigualdade de Hõlder à integral (1.40), 

obtendo-se assim que a integral (1.40) é dominada por:

fJ o
Mem(í)|P||^(n e) +  H K (f)n U "(n .)) W em{t)  -  u'm ( t ) \ L2{üey

(1.41)
||

i
De um argumento usado na unicidade, resulta que | | e  HlwenWMlL^í 

são dominadas pelas respectivas normas em H q(Q£) de uem(t) e u€m(t), quase sempre, 

em [0,T], Portanto possuem o supremo essencial finito. Assim, resulta então que a 

integral (1.41) reduz-se a

C Í Km W  - “ '« iW U w lK m M  - um {t)\\LHnt)dt. (1.42)
J 0

Pela imersão contínua de Hq(Q) em Lq(Q), temos que (1.42) é dominada por



0? +  \P"
Agora, substituindo (1.43) em (1.39), e usando a desigualdade elementar ab < --------- .

2
obtém-se:

r s 1 1
J  I uem(t) ~  u en( t ) \  dt +  {3—\\u€m(s') — 'Uen(s)|| +  OL — |'líem(s) — Uen(s) \

< p]:\\ueTn{0) -  u£Tl(0)||2 +  o:2^ |iiem(0) -  uen(0)\2
Z  ~ s  1

2

+c [  Iu e m ( t )  U£ n ( t ) \ L 2(n t )\\u e m ( t ) Um i f )  \ \H^(üe) d t
J 0

< /^||«em (0) -  UeníO)!!2 +  a 2^\uem(0) -  Zíen(0)|2

+  í  Iuem(t) uen(^)lL2(n{) ^  +  ^  í  ll^emW uen{i) ||^i (n£) ^  
J 0 «/O

e assim,

IKm(s) -  Wen(s)||2 < ||uem(0) -  «en(0)||2 +  C ^ U ^ O )  -  Uen(0)|2
nS

+  C2 /  ||Wem(í) -  Uen{t)\\ dt.
J 0

Então, pela desigualdade de Gronwall,

||^em(s) tten(s)j| ^  ym,n£ 

para todo s e  (0,T) ,  onde 7 m ,n =  (IKm(O) -  ue„(0 )||2 +  Ci|wem(0) -  uen(0) |2). Como

7 m,n  0, quando m, n —> 0 0 ,

temos que:

max ||uem(s) — «en(s)|| —>■ 0, quando m, n  -> 0 0 .
se[o,T]

Assim {uem}men é uma seqüência de Cauchy em C°([0, T]; H q(Q€)), o que implica que 

Uem ue, forte, em C°([0, T } \H ^ Q e)). □
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O bservação 1.11 Aplicando o Método de Faedo-Galerkin, obtemos que a solução 

aproximada uem, para e > 0 fixado, satisfaz:

l^€mlí'oo(01T;i2(f2e)) < C , e  ||«em||i,2(0)T;iíi(ne)) < C, (1-44)

onde

C =  C ( |/£(0)|L2(ne), | | / €IUi(o,r;i,2(n£))+í,2(o,r;F-'(ne))),

independentemente de m,  para cada e > 0 fixado, e assim, de (1.2)1; (1.44) e Lema

1.1 de Teman [47], página 250, obtemos que:

IkímlIcofto.rijjíoHn«)) < C, (1-45)

independente de m, para cada e > 0 fixado.
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Capítulo 2

Resultados preliminares

Este capítulo está dividido em duas partes. Na primeira parte (Subsecção 2.1) 

descrevemos a geometria do problema e o quadro abstrato de hipóteses introduzido por 

D. Cionarescu e F. Murat [11] no qual o presente trabalho está baseado. Na Subsecção

2.2 trataremos de resultados de compacidade nos espaços 1^(0, T; X) ,  sendo X  um 

espaço de Banach.

2.1 Contexto geométrico

Em vez de fazermos hipóteses geométricas diretas sobre os buracos Tf, adotamos 

aqui o quadro funcional abstrato introduzido por D. Cioranescu e F. Murat [11] onde 

a hipótese sobre a geometria dos buracos é feita admitindo-se a existência de uma 

família adequada de funções testes. Precisamente, suporemos que:
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(2.1)

Existe uma seqüência de funções (we, p €, %) tais que:

(i ) 6 H l (O) D L°°(Q), ||we||L»(n) < M q

(ii) w€ =  0 em Te

(iii) we —1 1, fracamente, em f í 1(í2), e q.s. em O 

(■iv) —A w e = onde //£J 7e G i f _1(0)

/x€ —>• /i, fortemente, em i í~ l (fi) e 

(7e> uè)n = 0 Para todo vt G H q(Q) 

tal que i/e =  0 em Te.

Em (2.1), e daqui em diante, (• , -)q denotará o par dualidade entre i í _1(fi) e 

Hq(Q), enquanto que (• , -)ne denotará a dualidade entre H ~ l (íle) e Ho(fie).

O bservação  2.1 Para exemplos onde as hipóteses de (2.1) são satisfeitas ver [9], 

[11] e [20], Capítulo 1. □

Do quadro abstrato de hipóteses (2.1) o seguinte resultado pode ser demonstrado: 

Lem a 2.1 Se (2.1) é satisfeita, a distribuição p, que aparece em (iv) é dada por

(/■*>¥>)tf(n),i>(a) =  lün J^ip\Vwe\2dx, V ip G V(Q). (2.2)

Assim n  é uma medida de Radon positiva como também um elemento de H ~ l (íl). 

Além disso, p(Q) é finita.

Demonstração: Seja (p G V(ÇÍ) então da hipótese (2.1)(iv) e(iii) temos que

( - A W€, <pw() = {fMe -  Je, (pwe) = (fie, <pWe) ~  (je, V™*) = {Ve, <pwe) {H, <fl)

Deduz-se então que

( - A wt,(pw£) { p , ( p } ,  v v  e v ( ü ) .
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Agora, integrando-se por partes obtém-se que

(—Awe,(pw€) =  / V w e ■ ’V((pw£)dx 
J n

=  / \Vwe\2ipdx + / weV w e • Vtpdx,
Jo, Jn

o segundo termo tende a zero, pois, da hipótese (2.1 )(m ), V w e tende a zero, fraco, 

em L2(Çl), e wt tende a 1, forte em L2(Çl), devido ao teorema de Rellich-Kondrachov. 

Assim, resulta que

/ \Vwe\2ipdx —> (n, (p).
J n

□

Agora, apresentaremos um resultado de 1950, devido a J. Deny, que é fundamental 

para o que desejamos.

T eorem a 2.1 Seja Q um conjunto aberto do R , e /i uma medida de Radon positiva 

tal que // G Seja v G HqÇCí), então temos que v G L L(Q, djj), e

(jjt,v)n= I vdtJL. (2.3)

Demonstração: Ver [6]. □

Isto permite-nos definir, sem ambigüidade, o espaço

V  = H ^ { n ) n L 2{fl,dfj,) (2.4)

que é um espaço de Hilbert com o produto escalar

a (u ,v )=  / V u - V v d x  +  / uvdfx. (2.5)
J  n  Jn

Finalmente, para qualquer v G L2(Qt) define-se v como a extensão de v por zero
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Temos o seguinte resultado sobre a semicontinuidade inferior da energia relaciona

da à homogeneização de problemas elípticos.

T eo rem a 2.2 Suponha que (2.1) seja satisfeita e considere a seqüência zt tal que

ze e H ^ ( Q )

ze = 0, em Te (2.7)

—1 z, fracamente, em H q(Q).

Então
z e V

Iiminf /  \VzÁ2d x >  /  [Vz|2ífx-!- /  \z\2da.Jn ~Jn Jn
(2.8)

Além disso, quando ze também satisfaz

f  \Vze\2dx —> f  \Vz\2dx + f  \z\2dfi (2.9)
J Çí ■ J Çl •/

tem-se
ze =  wez +  re

r l , hre Oj fortemente, em W Q' (f2).
(2 .10)

Finalmente, se z G Hq(ÇI) nC'°(f2), a convergência de re, em (2.10), acontecerá na 

topologia forte de H q(Q).

Demonstração: Ver [11] e [21]. □

2.2 Alguns resultados de compacidade

Agora, apresentaremos alguns resultados de compacidade, para isto sejam X e Y 

dois espaços de Banach reflexivos tais que X  C Y,  com imersão contínua e densa.



Denotemos por X '  (resp. Y')  o espaço dual de X  (resp. Y )  e por (-,-}x,x', (resp. 

(•j ’)y ,y ’) 0 P31- dualidade entre X  e X '  (resp. Y  e Y').  Utilizaremos o seguinte espaço 

introduzido em [28], Capítulo 3, Parágrafo 8.4:

C°(0,T; Y) = { /  € L°°(0,T;Y) : t  —> {f( t ) ,v )y ,Y1 contínua de [0, T] em K,

para qualquer v e Y '  fixado }

Então temos os seguintes resultados:

L em a 2.2 Considere uma seqüência g£ tal que

ge g, fraco-estrela, em L°°{0, T ; X)  

ge -¥g ,  forte, em C°(0,T;Y).

Então ge converge forte para g em C°([0,T]; X ) ,  isto é, para todo v 6  X ' , a função

K - t h» (ge(t) ,v )x ,x<

pertence a C°([0, T}) e satisfaz

ht —> h, forte, em C^QO, T]),

onde h é definida por:

h : t  {g(t),v)x ,x>- 

Demonstração: Ver [9], página 10. □

P ro p o sição  2.1 Seja vt uma seqüência tal que

ve —k v, fracamente, em L l (Q,T;X)

Ve —>■ v , fracamente, em L1(0,T ';F)

Então,

ve v, fortemente, em C°([0,T]-,Y).
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Demonstração: Ver [9], página 11. □

Proposição 2.2 Assuma que (2.1) seja satisfeita e considere a seqüência de funções 

ve em L°°(0, T ; H ^ e)) D W 1’oo(0,T; L2(í7e)) satisfazendo

vt - ^ v ,  fraco-estrela, em £°°(0, T\ H q(Q.)) 

v'e v ,  fraco-estrela, em L°°(0,T; L2(Q)).
(2.13)

Então,

(9,ve(-))n (9,v('))n, fortemente, em C°([0,T]), (2-14)

para qualquer 9 € H e  por outro lado

v E L°°(0,T; V ) n W l’°°(0,T; L2(Q)).

Demonstração: Ver [9], página 13. □
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Capítulo 3 

Resultado de homogeneização da 

equação de reação-difusão

0  objetivo deste capítulo é demonstrax o resultado de homogeneização da equação 

de reação-difusão (Teorema 3.1). A semicontinuidade inferior da energia também será 

demonstrada (Teorema 3.2).

Após termos obtido a solução da equação de reação-difusão no domínio fie, para 

e > 0, fixado, vamos obter neste capítulo a solução desta equação em todo o domínio 

Vamos, para isto, fazer e —¥ 0. Isto é o que chamamos de resultado de homogeneização, 

que é apresentado no seguinte Teorema.

Teorem a 3.1 Suponha que (2.1) seja satisfeita e considere as seqüências dos dados 

satisfazendo:

* _
uo _a u°, fracamente, em Hq(Q) fl H 2(Q)

/<= —- / ,  fracamente, em L1(0,T; L2(Q))
* ~ _ í3-1) 

com / '  e / e(0) uniformemente limitadas, respectivamente em

 ̂ Z1(0 ,T ;L 2( f i ) )+ L 2( 0 ,T ; i í - 1(fi)) e L 2{ü).
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Então, a seqüência de soluções u t de (1.1) satisfaz

ue u,  fraco-estrela, em L°°(0,T-, H q(Q))

< u't u ,  fraco-estrela, em L°°(0,T; L 2(íl)) 

u'e -*■ u , fracamente, em L2(0, T; Hq(ÍI)),

(3.2)

V

onde u =  u(x, t) é a única solução da equação de reação-difusão homogeneizada

u — /?A u +  P/j,u -I- \u\pu +  a 2u = f ,  em Q =  O x  (0,7")

u  =  0

u (x , 0) =  u°(x)

 ̂ u  G C°([0,T \ \V ) ,

em S =  T x (0, T), T = dÜ
(3.3)

onde V  = H$ÇY) D L2(Q,, dn) e n é uma medida de Radon dada pelo Lema (2.1).

O bservação  3.1 Em virtude da definição (2.5) do produto escalar a(-, •) de V,  a 

formulação variacional-da equação de reação-difusão (3.3)i é:

Note que de acordo com o Teorema 2.2, a função u° (que é o limite fraco em Hq(Q) 

das funções uüe que se anulam sobre os buracos Te) pertence a V,  portanto não e- 

xiste contradição entre as duas asserções u(0) =  u° e u G C°([0,T}]V).  Por outro 

lado, observe que os resultados clássicos (ver por exemplo [28]) garantem a existência 

e a unicidade de soluções de (3.3). De fato, a unicidade é garantida na larga classe 

L ~ (0 >T ;V ) n W 1'oo(0 ,T ;L 2(íí)).

Finalmente note que /<= é assumida convergir fraco em L l (0, T ; L2(fi)), que é uma 

hipótese mais forte que ser limitada neste espaço. □

<

u G L°°(0, T; V)  n  W 1,co(0, T; L 2(ü)).
V
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Demonstração: Procederemos a demonstração em cinco etapas

1- etapa - E stim ativas a priori

De (1.44) e (1-45) segue-se que existe uma subseqüência {utm}mepj tal que

€̂771
/

u€, fraco-estrela, em L°°(0, T; iío(^e))

u fraco-estrela, em L°°(0, T; L 2(Çle)) (3.4)

uem -*■ ue, fracamente, em L2(0,T; ü/q(r2e)).

Assim, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, temos:

||Wí||l,<»(0,r;Há(n)) — < C ,  Ve > 0

||we||x,“ (o,r;L2(n)) < lim m í ||uem||i oo(o,T;Lí(n.)) < C, Ve > 0 (3.5)

llu£llL2(0,r;Há(n)) -  > °>

onde C  não depende de e devido as condições em (3.1). Assim temos

zTe é limitada em L°°(0,T; Hq(Q.)), independentemente de e > 0 

ut é limitada em L°°(0, T; L2(Q)), independentemente de e > 0 (3.6)

it'e é limitada em L2(0,T; Hq(Q)), independentemente de e > 0.

Então, existe uma subseqüência, ainda denotada pelo mesmo símbolo, tal que:

ue u, 

\ u e \ p u €  -

fraco-estrela, em I/°°(0, T ; H q(Q))

\u\pu, fraco-estrela, em L°°(0,T; L2(Q))

fraco-estrela, em L°°(0, T ; £ 2(^))

fracamente, em L2 (0, T ; Hq (íí)) ,

(3.7)

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions e pelo Lema de Lions, de (3.7)i e (3.7)2, e 

da limitação de \ue\pue em L2(Q), temos que

\ue\pue —k \u\pu, fraco, em L2(0,T; L2(Í2)), (3.8)
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repetindo o argumento usado para passar o limite no termo não linear. Por outro 

lado, em vista da Proposição 2.2 temos

u L°°(0 , T]V)  f] W 1,tx?(0,T ; L2(Q)) n  W 1,2(0, T ; Hq(ÇÍ)). (3.9)

2 -  etapa - Passagem  ao lim ite na equação (1.1) i

Compondo a equação de reação-difusão com a função ip{t)wí (x)'.p{x)1 onde 

"0 Ç. T>(0,T), íp e  V(ÇL) e wt como no quadro abstrato (2.1), obtemos: ,

(ue, rJj(t)we(x)<p(x))Qt + <-/5Aue, ip(t)we(x)(p(x))Qe + 

+{\u€\Put , ^ ( t )w t (x)(p(x))Qc + (a2ue,Tp(t)we(x)<p(x)}Qc =  (3.10) 

=  {fe,^{t)We{x)v{x))Qe, . .

onde (• , ■)Qe denota a dualidade de LL(0,T; H ~ l (Qe)) e L°°(0,T; ffo(íle)).

Integrando por partes, na variável x, o segundo termo do primeiro membro de 

(3.10), obtemos:

(—(3A u e,ipwe(p)Qe =  (3 /  V u£ • V(ipwe(p)dxdt =
J Qe

= (3 Vzt£ • ifiVwecpdxdt + (3 /  V ue • ifiweVtpdxdt.
J Qe J Qe

(3-11)

Por outro lado, temos que

(—/3Awe, ipue(p)Qt = {3 Vtu£ • V (if}u€cp)dxdt =
jQe

=  (3 / Vioe • "0Vue(pdxdt + {3 Vu;€ • iJmeV(pdxdt,
JQe J Qe

(3.12)

então segue-se que

(3 / Viíg • -ip'Vwe(pdxdt = 
J q.

=  (—/?Aiue,ijme(p)Qt — (3 Vwe ■ ilmtVipdxdt.
JQe

(3.13)
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Substituindo (3.13) em (3.11), obtemos

(-13 A  ue,ipwe(p)Qc =  (-(3 A  we,i>uecp)Qe~
r f  (3.14)

—(3 / Vwe • i]meV(pdxdt + (3 / V u t ■ ipwe\7tpdxdt.
JQ' JQ'

Agora, substituindo (3.14) em (3.10), temos

(u'e, ipwey ) Q' +  (~(3Awe, ipu€<p)Qe - (3  1 V w e - ?/m€V (pdxdt+
JQe

+13 f  V u t • tpweV(pdxdt +  (\ut \pue, í/j(t)we(x)(p(x))Qe (3.15)
JQe

+  (o'2U z , Í ) W ty ) Q'  =  { f t ,TpWe(p)Qe.

A nálise dos term os de (3.15)

1 - term o. Aplicando o Teorema de Fubini no primeiro termo, obtemos

(ua ij}we(f)Qc = /  /  u'eipwt(pdxdt = /  w€t f [  /  ijju€d t \  dx. (3.16)
J o v/n J n \ i o  /

Mas, pela hipótese (2.1)(iü), e pelo Teorema de Relich-Kondrachoff (inclusão com

pacta de H l (Çï) em L2(í2)), para uma subseqüência, que ainda denotaremos pelo 

mesmo símbolo, temos

wf 1, fortemente, em L2(Q) (3.17)

e da limitação de u'e em L2(0,T; Hq(Q)), independentemente de e > 0, para uma 

subseqüência, temos

f T ~ f T/ ipu€d t ! ipu dt, fracamente, em H q(Q). (3.18)
J  o J o
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Assim, de (3.17) e (3.18) temos a seguinte convergência em (3.16):

(ue, 4>weíp)Qe -> L v  U  ipufd t j  dx. (3.19)

2 - te rm o . Agora, considere a função Ue e  H q(ÇI) definida por Ue = ipuedt. As
J o

convergências (3.7) implicam que a seqüência Uf satisfaz: 

f Í TUe(x) —- / ipudt, fracamente, em í ^ f i ) ,  e fortemente em L 2(ü)
J ° N(e) (3-20)

Ue{x) =  0, em Te = \J Tf.
1=1

Em vista da hipótese (2.1)(iv), —A w e =  /j,e — %, e aplicando o Teorema de Fubini, 

temos:
( - 0 A  we, ipue(f)Qe =  (J3(ne -  7€), ^ ( p ) Qc =

(3.21)
T

=  ^ /? ( /ie -  7 e), ^  Ipued? j  cp

=  ( PUe, (  Í  ll>Üedt)  <p\
\  \ J o /  /  ff-i(n),írá(fí)

uma vez que =  0.

Assim, de (3.20) e hipótese (2.1)(iu), obtemos a seguinte convergência em (3.21)

{ - p A w e,'tjju€(p)Qc -» / p n ,  (  f  ipudt \ (p\ . (3.22)
\  \ J o /  / .

3 - te rm o . Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos:

/3 í  V w e • ,ipu€V(pdxdt = (3 f  V w e • ( í  'ipu^dt) Vipdx. (3.23)
J Q, JÇl \ J  0 /

Pela hipótese (2.1)(m), para uma subseqüência, que ainda denotaremos pelo mesmo 

símbolo, vemos que

V w e 0, fracamente, em £ 2(0),
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(3 /  V w t ■ ipueV(pdxdt -» 0. (3-24)

4 -  te rm o . Aplicando o Teorema de PuBini

(3 f  V u e ■ tpWgV(pdxdt = f  weWcp ■ V f  [  7püed t \  dx. (3.25)
JQ' Jn \ J  o /

De (3.20)i, para uma subseqüência, ainda denotada pelo mesmo símbolo, vemos que:

e de (3.20), obtemos a seguinte convergência em (3.23):

(3.26)

(3.27)

v ( /  t K *  H G í  ipudt^ , fracamente, em [L2^ ) ] ^

Assim, de (3.17) e (3.26) obtemos a seguinte convergência em (3.25):

(3 J  V «£ • ^WtVipdxdt —> (3 j  V<p • V ijjudt^j dx.

5 - te rm o . Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos:

{\ue\pue, ^ w e(p)Qe = J  W&{̂ J 'tp\u€\püedt'Sj  dx. ' (3.28)

Da convergência (3.8), para uma subseqüência, ainda denotada pelo mesmo símbolo, 

temos a seguinte convergência

rT rT
/ ij)\ue\puedt / ip\u\pudt, fracamente, em L2(ü). (3.29)

J  o J  o

Assim de (3.29) e (3.17) obtemos a seguinte convergência em (3.28)

(Iue\put ,ipweip)Qe -> I j i i  il}\ue\pudt^ dx (3.30)
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6 -  term o. Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos:

(a2ue, wecp)Qe = a 2 weip ( í  ,ipued t Sj  dx. (3.31)

De (3.20) e (3.17) obtemos a seguinte convergência em (3.31)

(a2ue,'ipwe(p)Qe -»■ a 2 L vi £  iftudt^j dx. (3.32)

7 - term o. Também aplicando o Teorema de Fubini, temos que

J  4>ft:dtJ dx, (3.33)

e da hipótese (3.1)2 temos que

í  ipfed t —*• í  ipfdt, fracamente, em L2(Q). (3.34)
J  o J o

Portanto, de (3.17) e (3.34), obtemos a seguinte convergência em (3.33):

(fe,^We<p)Qt -> i / C Í  i)fdi}j dx. (3.35)

Agora é fácil passar o limite em cada termo de (3.15). Usando o Teorema de Fubini 

e o Teorema de Deny (ver Teorema (2.1)), obtemos

( /  u<pdx,ip)v <M qíT) + (P (fuá/j,, '4))x>’,v (o,t )
J çi Jci

I '0)p ',d(o,t) ( /  w l ^ u d x ,  ,0)x>'ip(o,r) (3.36)

í f
+  {o!2 /  <pudx, ,V(0,T ) ~  ( /  f v d x ,Í>)x>',V(G,T)- 

Jçi jfl
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Como V’ £ T>(0,T) é arbitrário, temos que

I u'<pdx+ (pudfjL + P / Vu-Vipdx- \-  / ip\u\pudx 
n >. Jn Jn

+ a 2 mdx =  I f<pdx, 
Jn

(3.37)

para toda ip G V(Q).

Em vista de (3.9), e da densidade de V(Çl) em V  (ver [9], Apêndice) temos que (3.37) 

pode ser estendida paxa toda função v G V.

Assim fica demonstrada (3.3)i no sentido fraco.

3 - etapa - Verificação da condição inicial e unicidade

Quanto à verificação do dado inicial, isto é, que tt(x, 0) =  u°(x), assim como da 

unicidade, seguem-se de um argumento análogo ao que foi usado na demonstração do 

Teorema 1.1.

4 - etapa - R egularidade da solução

Analogamente ao feito no Teorema de Regularidade (Teorema 1.3), uma vez que

5-  etapa - Final da dem onstração

Demonstramos, pela extração de uma subseqüência (ainda denotada por {tíe}), 

que a subseqüência {ue} satisfaz (3.2), com o limite

e u satisfazendo (3.3).

A unicidade da solução de (3.3) permite-nos deduzir que a seqüência inteira satisfaz

ut G T ];H q(Q)), (também ue G C^QO,T];H q(Q))) segue-se que

üe eC°([0,T};V).

u G L°°(0, T; V)  fl ^ ’«(O, T; [L2{Q)}N) n  W l'2(0, T;

(3.2).
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Isto termina a demonstração do Teorema 3.1. □

O próximo passo é demonstrar um resultado de convergência pontual (no tempo) 

e a propriedade de semicontinuidade inferior da energia. Antes porém vamos fazer 

algumas observações.

Observação 3.2 Para a obtenção da energia associada à equação

u' -  (3Aue +  \u^\pue +  o?ut =  f e

vamos incorporar o termo não linear, \ue\pue ao segundo membro e chamá-lo então de 

ge, ou seja, ge = f e — \ue\pue. Com isso a equação acima toma a seguinte forma

u'e — (3Auz +  a 2ue = ge (3.38)

onde ge = gt (x ,t ,u) .

Temos que \ue\put G L°°(0, T; L2(Q,e)) (pela Observação 1.6) e f t G L°°(0, T ; H ~ 1(Üe)), 

então ge G L°°(0,T; H ~ l {Çte)), pois L°°(0,T; L2{flt)) C L°°(0, T; H ~ l(Qe)).
Vj

Temos também que g' — ( fe — Iue\pue)' = f  — p|w£|p_I-j— + |u t \pu[ =
\ut\

/ e, - ( P + 1) K \Pu'e-

O próximo passo é descobrir em que espaço estará g'e. Para isso, analisemos o termo

\ue\pu'e. Por um argumento usado anteriormente se q é o índice do teorema de imersão
1 1 1 1 1 1  2 

de Sobolev, escreve-se -  =  -  -  — , ou -  +  — =  Por hipótese p < —— -  ou
q 2 N  q N  2 N  -  2

pN < q, resultando, do teorema de imersão de Sobolev, que \ue(t)\p G L N(ü e). Tem-

se ainda que u'e(t) pertence a H q (Qe) logo pertence a Lq(Qe), pelo teorema de imersão

de Sobolev. Logo, aplicando a desiguldade de Hõlder, para i  +  -j- =  i  conclui-se
q N  2
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[  \\ue\pu'e\2 dx — [  |ue|2p|tí'|2da: <  (  í  \uie\2p^  d x \  (  f  \u'ie\2%dxJne Jne 2 \Jne 2 / \Jne
= (  í  \uie\pNd x )  (  í  |u'ie\gdx  

\J  ne /  \J íi t

_2_

< 0 0 ,
\v Qf / \ %/ r2( /

2 2
pois -  +  — =  1 e p N  < q o que implica que üg1^ )  £ 9(f2e) L pN(üe). Donde 

\ue(t)\pu'e(t) E L 2(£l€), e por (1.3) e (1.4) conclui-se que \ue\pu'e <E L°°(0, T; L2(í2e)) C 

^ ( 0 ,  T\ L 2(üe)) +  L 2{0, T; H ~ l {Çle)). Portanto

^  € i / (0 ,  T; L2(ü e)) +  £ 2(0, T;

Da mesma forma a equação homogeneizada

v! — (3 A u  +  /3/m +  \u\pu +  á 2u = f

assume a forma seguinte
JW

u' — (3 Au  +  f3im +  Q!2u =  g, (3.39)

com g € L l {Q,T-L2{Ü)) e g' e L l (Q,T\ L 2(Q)) +  L 2(0,T: H ~1(Q)). □

\

Assim, podemos agora enunciar o teorema que estabelecerá a convergência pontual 

e a propriedade de semicontinuidade inferior da energia:

Teorema 3.2 Suponha que as hipóteses do Teorema 3.1 sajam satisfeitas. Então, 

para qualquer t  G [0,T], fixado, temos:

ue( t ) - ^ u ( t ) ,  fracamente, em H q(Q). (3.40)

/  \u(x, t)\2dx — lim /  \ut (x,t)\2dx. (3-41)
Jn e^ °  Jtu

51



n \Vu(x ,s) \2dxds + í  í  \u(x, s)\2dfx(x)ds <
! Jo Jfl (3.42)

< lim inf / / |Viie(x, s)\2dxds.
£_>0 J o Jne

E ( t ) < lim in fE e(t), (3.43)

t
s^z,2(n)^s -

onde o energia Ee(-) (energia associada à equação (3.38)), para qualquer t € [0,T], 

é definida por:

E e(t) = ~\ue(t)\lHne] +f3 \Vut (s)\fL2 {ne)]Nds + a 2 |u€(s)|ia(ne)rfs, 

e a energia E ( t ) (energia associada à equação (3.39))

E{t) = \Mt) \h{si)+P f  \Vu(s)\2[L2{n)]Nds+í3 j  \\u{s)\\2LHnMds+a2 K  

Demonstração: De (3.7) temos que

u€ u, fraco-estrela, em L°°(0,T; ifg(fi)) 

ue u , fraco-estrela, em L°°(0,T; L2{Q))

Então, pela Proposição 2.2 temos que

(<£> ue( ' ) ) ^  we(0)/í-1(n),ií̂ (r2)) forte, em C°([0,T]), V</? 6 H  ^Q). 

Em particular, V t  £ [0, T], temos

isto é

w6(í) —̂ u(í), fracamente, em #o(^)> ^  e  [0, T1], 

o que nos dá (3.41).
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Uma vez que H q (Í2) está imerso compactamente em L2(Q), temos, da convergência 

(3.41), que existe uma subseqüência, ainda denotada pelo mesmo símbolo, ue, tal que

üe —» u, forte, em L2(Q,), 

o que implica que para cada t G [0, T], fixado,

|m£(í ) |l2(íí) |u (í)|l2(íi) ena K,

isto é,

e daí resulta em

K * ) I l * ( í i )  =  [ l i m | u e ( í ) | L 2( n ) ]2 =  l i m | u e ( i ) | £ 2 ( n ) ,

o que nos dá (3.42).

Para provar (3.43), note que para cada t G [0,T], temos ue(t) — 0 em Te e u€(t) G 

Hq(Q). Por (3.41) ue(t) —1- m(í), fraco, em Hq(Q), para cada t G [O,!1]. Então pelo 

Teorema 2.2 temos que

u{t) G V
r f  f  (3-44)
/ \Vu(x, t)\2dx +  /  |u(x, í) |2d/i(a;) < lim inf / |Vwe(x, í) |2Gte,

Jn J n e_f'0 i n

para cada í G [0, T] fixado.

Integrando (3.44) de 0 a í, í G [0,T] obtemos

n \Vu(x, s)\2dxds + í  [  \u(x, s)\2dfj,(x)ds < í  lim inf í  |Vue(x, s)|" 
! Jo J n Jo e-+0 Va

dxds

Pelo Lema de Fatou, temos

n \Vu(x ,s) \2dxds + f  [  \u(x, s)\2dfj,(x)ds < lim inf f  í  \'Vue(x,s)\2dxds
i Jo ./n e_+0 -/o Jn

o que prova (3.42).
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Finalmente, para obter (3.43), observe que, de (3.41) temos que

/ \u(x, t)\2dx =  lim / \ue(x,t)\2dx =  lim inf / |u€(x, í) |2da:. 
e~*° ./n« e-K) Jne

Integrando de 0 a T e aplicando o Lema de Fatou temos

n \u(x, s )|2dxds < lim inf / / \ue(x, s)\2dxds. 
i £~+° 7ne

Agora, somando (3.41), (3.42) e (3.45) obtemos

(3.45)

s)\2dfj,(x)ds + a 2 I / \u(x, s)\2dxds 
o J n

f  \u(x,t)\2dx + P í  í  |Vu(x,s)\2dxds + (3 í  í  \u(x,
Jo. Jo Jn Jo Jn

< lim inf / \ue(x,t)\2dx + liminf/? / / |Vií£(x, s ) |2dxcís +  lim inf a 2 / / ^ ( x ,  s)|2dxds 
 ̂ ^ « /  ̂ ^ « 0 " ííç  ̂ J  Q if

< l im in f ( /  |ite(x, í) |2dx +  (3 /  /  |Vtte(x, s) |2fia;ds +  a 2 /  /  |ite(x, s)|2dxtis) 
e_>'0 Jn, Jo Jne io  v/ne

e assim obtemos

o que nos dá (3.42). □

i?(£) < lim infEJt) ,v ' — e->0 w
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Capítulo 4

Resultados de correção

Este Capítulo é dedicado ao estabelecimento e demonstração do resultado de 

correção, da equação de reação-difusão. A demostração segue na direção do arti

go de D. Cioranescu [8]. Uma das principais etapas da demostração do resultado de 

correção é a convergência forte da energia em C°([0,T]). Assim, antes de enunciar

mos tal resultado, passaremos à demonstração da convergência forte da energia em

P ro p o sição  4.1 Suponha que as hipóteses do Teorema 3.1 sejam satisfeitas, e con-

sidere a seqüência de dados u®, ge tal que

(4.1)

então:

(4.2)

Demonstração: Temos as seguintes identidades:

(4.3)

(4.4)
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com

-^e(O) — 2 l^e I L2{ne) e ^(0) — 2^U°^L2(n)'

Em virtude de (3.1) i e da hipótese (4.1), temos

í  (g€(x ,s ) ,u e(x,s))neds -> f  (g(x, s),u(x,  s))nds, (4.5)

para qualquer t E [0, T]. Por outro lado, (3.41) implica que

E e(0) E (0) (4.6)

Portanto,

E e(t) —» E(t),  para qualquer t 6 [0, T]; (4.7)

o que é apenas uma convergência pontual no tempo.

Para obter-se a convergência uniforme da energia, usaremos o Teorema de Ascoli- 

Arzelá (Teorema A.2.2). Assim, precisaremos mostrar que a família de energias 

{£'e(í)}e>o é equicontínua. De fato, dado qualquer t e  [0,T], e h > 0 suficiente

mente pequeno temos:

Como ue é lim itada em L°°(0, T; H q(TI)) e ge converge fortemente em L l (0, T ; H  l (f2)), 

isto implica que

lbe(s)||ff->(n)||ue(3)||ffi(n)rfs

Ee(t + h) — Ee(t)\ —» 0, quando h -» 0, uniformemente em e, (4.8)



(4.10)

o que mostra que a família de funções {Ee(t)}€>o é equicontínua.

Logo, de (4.7), (4.8) e do Teorema de Ascoli-Arzelá, segue-se (4.2). □

Definamos agora,

ee{v)(t) = ^ K t) |£ a(ne) + p f o \ ^ v (s)\[LHne)}^ds + a2 N s)ll ^ ) dsi (4-9) 

para v € C°([0, T]; iío(f2e)), e

e (u )( í)=  \\v(t)\h(si) + P f  |Vu(s)|fLa(n)]Wds 

+P /  {/J>v{s),v(s))nds + o? /  |u ( s ) ||a(n)ds,
J 0 J 0

para v 6 C°([0,T];V).

A partir destas definições, apresentamos o seguinte resultado.

P ro p o sição  4.2 Suponha que as hipóteses da Proposição 4-1 sejam satisfeitas. Então 

ee(ue — w€cp)(-)— > e(u — tp){-), fortemente, em C°([0,T]) (4-11)

para toda íp G V ( 0, T ; V(Q)).

Demonstração: Temos que:

et (ut -  we(p)(t) = ee(ue)(t) 4- ee(w€(p)(t) -  / üe(x, t)we(x)(p(x, t)dx
t

—2P /  /  V ü e(x, s) ■ V (w e(x)(p(x, s))dxds (4-12)
Jo Jn

—2a2 / / ue(x,s)we(x)(p(x,s)dxds.
Jo v/n

Passaremos sucessivamente ao limite em cada termo do lado direito da equação 

(4.12).
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1 - term o. Como e€(ue)(t) = E e(t), temos da Proposição 4.1 que:

e£(u£)(-) —> e(u)(-), fortemente, em C°([0, T]). (4.13)

2 -  term o. Derivando-se no tempo mostra-se que a função |^«^(‘)IÍ2(ne) ® limita

da em W 1,oo(0,T) <->• C°([0, T]) com imersão compacta, pelo Teorema de Rellich- 

Kondrachov.

Assim, usando (2.1)(Ui), obtemos que:

\wM - ) \ h {ne) = \wM - ) \ 2L2(n) fortemente, em C°([0,T]), (4.14)

e também que

[  \wt<p(s)\l2 {ne)ds ^  [  |</?(s)|£2(n)ds, fortemente, em C°([0,T]) (4.15)
J o J o

Por outro lado,

/3 í  \V(wep(s))\2[L2{üe)]Nds = p  í  \V(we<p{s))\2[L2{çl)]Nds 
J 0 >/o

= Í3 [  (V (we<p(s)),V(wecp(s)))ds 
°t

= /3 [  ( -d iv[V(wetp(s))},wt(p(s))ds 
°t

= (3 (—úiy[Vwetp(s) + we'V(p(s)],w£(p(s))ds
Jo t

= -{3 (div(Vwe)<p(s) +  Vu>e • Vtp(s) +  div(V<p(s))we +  Vwe • Vcp(s), we(p(s))ds 
°t

= —(3 /  (Awe(p(s) +  2Vwe • Vcp(s) +  Aip(s)we, we(p(s))ds
t t 

= —(3 / (Awecp(s), wetp(s))ds — 2f3 / (Vwe • Vtp(s),we<p(s))ds
Jo j  0

—(3 / (A(p(s)we,weip(s))ds
t t

= -(3 {Awe(p(s),we(p(s))nds -  2(3 / / V w e ■ V(p(s)wetp(s)dxds 
«/ô  J Q J Çl

-(3 /  A<p(s)|u;e|2(p(s)íÍ2;(is 
Jo J n

58



Em vista de (2.1 )(üi) e (iv), podemos passar o limite em cada termo do lado direito, 

e observando que cada termo é limitado em W 1,oo(0,T), obtemos:

—f3 í  í  A(p(s)\we\2(p(s)dxds —> —(3 í  f  A (p(s)ip(s)dxds, (4-16)
Jo Jn J o Jn

fortemente, em C°([0,T]);

—2/3 í  f  Viue • V(f(s)wt(p(s)dxds -» 0, fortemente, em ^ ([O , T|). (4.17) 
Jo Jn

Usando (2.1)(iv), temos que

( - A  we(p(s),weip(s))n = ( - A w e,weif2(s))n = e,w e(p2(s))n

= (ne,we(p2(s))n — > (m,(p2(s))n ,

fortemente, em C°([0,T]).

Portanto,

- p  f  (Awe(p(s),we( p ( s ) ) n d s - 0  [  (fj,i,(p2(s))nds, (4.18)
v/o Jo

fortemente em C°([0,T]).

Agora, combinando (4.14)-(4.18), obtemos que:

ee(wecp(-)) —> e(ip)(-), fortemente, em C°([0,T]). (4.19)

3 - te rm o . Como ue é limitada em W’1,oo(0,T; L2(Q.)) (ver (3.2)), a função

t / üe(x ,t)w€(x)ip(x,t)dx 
Jn

é limitada em VK1,oo(0,T), assim relativamente compacto em C°([0,T]). Isto implica 

que
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/  ue(x, t)we(x)<p(x, t)dx —> /  u(x,t)ip(x,t)dx forte, em C'°([0,T]). (4.20) 
J n J  n

4 -  te rm o . Considerando este termo, temos:

n V u e( x , s ) - V ( w e(x)<p(x,s))dxds=— /  u€(x, s)div[V(ti;€(a;)</?(x, s))]dxds 
! Jo Jn

=  — I / ue(x, s)div[Vtü£(x)<^(a;, s) +  we(x, s)V(p(x, s)]dxds
J o t Jn

=  — /  /  út (x, s)[div (V(we(x))cp(x, s) +  V w e(x) ■ Vcp(x, s) + Vuie(x) • Vcp(x,, 
Jo Jn

+  we(x)div(V(f(x,  s))]dxds

=  — / / úe(x,s)[Awe(x)(p(x,s)+ 2'Vwe(x)'V ■ <p(x,s)+ we(x)A(f(x,s)}dxds  
° t  t 

=  — / / ue(x, s )A w e(x)tp(x, s)dxds — 2 / / ïïs(x, s )V ^ e(:c) ■ V<p(x, s)dxds 
Jo Jn  Jo Jn

— / ue(x,s)wt (x)A(p(x,s)dxds
Jo J n  t

=  / (—A w e(x)<p(x, s ) ,  ue(x, s))nds — 2 / / u€(x, s )V w e(x) ■'V<p(x, s)dxds 
Jo Jo Jn

— / ú€(x,s)we(x)Aip(x,s)dxds.
Jo Jn

(4.21)

Consideremos, agora, a função:

í i->- — 2 / / ue(x ,s )V w e(x)-V(p(x,s)dxds — / / ue(x, s)weA(p(x, 
Jo Jn  Jo Jn

s)dxds.

De (3.2), m£ é limitada em i y 1,oo(0, T; L2(fi)). Assim a família de funções em questão é 

limitada em W 1,oo(0, T), portanto relativamente compacta em C°([0,T]), pois W 1,oo(0, T)  

está imerso compactamente em C°([0,T]). Isto implica que

- 2  f  í  ã e( i,s )V w e(i)  • Víp(x,s)dxds -  í  í  üe(x ,s )wtA<p(x,s)dxds
Jo J n  Jo Jn  (4 .22)

— y — / / ue(x, s)Aip(x, s)dxds =  / / V u e(x, s) ■ V(p(x, s)dxds,
Jo Jn  Jo Jn
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fortemente, em (^([O,T]).

Considere agora o termo remanescente {—Awe,ü €(t)(p(t))n . Temos por (2.1 )(iv), que:

( - A we,u e(i)(p(t))n = (ne - ' y e,ü e(t)(p{t))n = {tie,u e(t)(p(t)) n

uma vez que üeip(t) =  0 nos buracos T 6.

Por outro lado, usando o fato que W 1,2(0, T)  w- C°([0, T]) com imersão compacta, 

temos que

( - A w e,ü e(t)<p(t))n -» (yUi,u(t)cp(t))n, fortemente, em C°([0,T]). (4-23) 

Portanto

í pt
{ - A w e,ü t{s)(p(s))nds -> / (idiip(s), u(s))nds,  forte, em C°([0,T]). (4.24) 

o J o

5 - te rm o . O último termo de (4.12) segue imediatamente de (4.20), ou seja,

—2o;2 / / ue(x, s)wt (x)<p(x, s)dxds —> — 2a2 / / u(x,s)(p(x,s)dxds,  (4.25)
J o Jn J o J n

fortemente, em C°([0,T]).

Agora, de (4.12), (4.13), (4.19), (4.20),(4.22), (4.24) e (4.25), obtemos (4.11). A 

demonstração da Proposição 4.2 agora está completa. □

A seguir apresentamos o resultado de correção.

T eo rem a 4.1 Assuma que as hipóteses da Proposição 4-1 sejam satisfeitas. Se u de

nota a única solução do problema homogeneizado (3.3), então a seqüência de soluções
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{^«}e>o do problema (1.1) satisfaz:

t  ^

üe —» u, fortemente, em C°([0,T]; L2(f2)), (4.26)

ue ~ w €u + re, com (4.27)

r€ —> 0, fortemente, em L2([0,T]; Wq1,1̂ ) ) . (4.28)

Além disso, se u G C'°([0,T];Cfl(f2)), então

r e —> 0, fortemente, em L2([0,T]] Hq(Q,)). (4.29)

Demonstração: Observemos, agora que devido a (3.7) e a Proposição 2.1 obtemos 

facilmente que

ue -¥ u, fortemente, em C°([0,T]; L2(f2)),

e portanto (4.26) está demonstrada. Agora do Teorema 3.1 sabemos que u G C'°([0, T];V).  

Isto permite-nos considerar uma seqüência tpk em V(Q)  tal que

(Pk -> u, fortemente, em C°([0, T]; V),  quando k —> oo. (4.30)

Da Proposição 4.2 temos:

< 3||e(u -  <̂ fc)|Uoo(o,D,

e, assim

lim limsup ] ||«e -  W£̂ fc) 11̂ 00(0,T;i2(íí)) + 2P |V(we(s)
(4.31)

- w ey k(s))\l2 {n]ds +  2a2 / \üe(s) -  weipk(s



Por outro lado, temos

||V(we -  W€u)||L*(0,T;Li(n)) =

=  ||V (ue -  weu) -  V(we^fc) +  V(u;e(/?jfc)||L2(0jT;Li(f2))

=  ||V (ue -  we(pk) + V (w e(ipk -  w)||L2(o,r;Li(n))

<  ||V («e -  Wí¥Jk)|Ui'(0,T;r.i(n)) +  11V(zue(v?fc -  u))\\mo,T-,Ll (Cl)) ^  32^

<  C ||V (m £ -  W eipk) \ \Li(0 ,T-,L2(n)) +  | |V ^ e(^fc -  u )  ||i2(0,T;I,i(íí))

+ ||w€V(v?fc -  u)||i,2(0,r;Lt(n))

<  C ||V(ü£ -  tu£</?fc)[|i2(o,T;L2(n)) +  C\\Vw€\\[L2 ^ n  ■ \\cpk -  u||co([o,T];L2(n)) 

+C'll^e|U2(n) • \\Vk -  «||c°([o,r]iiíá(n)-

Por (2.1), (4.30), (4.31) e (4.32) concluímos que:

V r£ =  V (ü€ — wtu ) —> 0, fortemente, em L2([0,T]; L2(ü)).

Assim (4.28) está demonstrado.

Vamos finalmente considerar o caso onde u G C^QO, T]; C l (íYj). Em tal caso, a 

seqüência aproximante ipk pode ser escolhida de modo a satisfazer, além de (4.30 ), a 

hipótese

ipk u j fortemente, em C°([0, T]; C 1^ ) ) .

Neste caso, podemos estimar V(w£ — weu) em L2(0,T; L2(Q)) e não somente em 

L2(0,T; L l (Cl)), como feito anteriormente em (4.32). De fato temos:

l|V(we(<Pfc -  w))|U2(0,T;L2(n)) <

< ||V w e((pk -  u)|U2(0JT;£2(n)) +  \\weV{(pk -  w)|U2(0,r;L2(n))

<  CljVtüell^^jjAr • II(fk — u llco([0,T];C°(íí)) +  ^ll^eIU2(n) ’ WVk ~  u \\C°([0,r];C71 (íT))■
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V re = V (ü e — Wçu) —> 0, fortemente, em L2(0 ,T ; H q(Q)) 

o que dá o resultado desejado (4.29). □

Observação 4.1 - De modo similar mostra-se a seguinte convergência 

re —> 0, fortemente, em C°([0, T]; L2(Q)).

□

Similarmente a (4.32), isto implica

(4.33)
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Capítulo 5 

O caso dos buracos menores que o 

tam anho crítico

Neste capítulo vamos considerar o caso particular onde os buracos são menores que 

o tamanho crítico. Isto corresponde a assumir que a função we do quadro abstrato

(2.1) converge fortemente em H 1̂ ) ,  o que implica \x =  0. Neste caso. todos os 

resultados dos Capítulos 3 e 4 são verdadeiros.

Assumiremos que os buracos Te são tais que 

f
Existe uma seqüência de funções testes we satisfazendo

(i) w t G |KIU°°(n) < M 0
< (ò.l)

(ii) w€ =  0 em Te

(■iii) we —> 1, fortemente, em i í 1(fi).

Observação 5.1 - As hipóteses (5.1) dizem que o tamanho dos buracos é 

menor que o tamanho crítico dado na página 11, isto é, que

/
e2 log üt? — oo, se N  =  2 

< eN / ( N - 2 )  (5.2) 
--------------> +oo, se N  = 3.

«T?

A principal diferença entre as hipóteses de (2.1) e (5.1) é que, em (5.1)(w), assu
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mimos a convergência forte de w€. No presente caso, (2.1)(iv) é obviamente satisfeita 

com 7 e =  0 , /ie =  —A w e e /i = 0 .

Exemplos em que (5.1) é satisfeita podem ser encontrados em [9].

Sob as hipóteses em (5.1), todos os resultados dos capítulos 3 e 4 são obviamente 

verdadeiros, mas a convergência forte dos dados agora implica em convergência forte 

das soluções.

Teorema 5.1 Suponha que (5.1) seja satisfeita e considere a seqüência de dados que 

satisfaz (3.1). Então a seqüência ue de soluções de (1.1) satisfaz 

r
u€ u,  fraco-estrela, em L°°(0, T; H q(Q))

< u j  u , fraco-estrela, em L°°(0, T; L 2(Q)) (5.3)

uer —̂ u , fracamente, em L2(0, T; Hq(ÇI)),

e

u€(t) —- u(t), fracamente, em H q(Q),

para todo t e  [0, T], onde o limite u é a única solução de:

/

u — f iAu  +  \u\pu = —c?u + f ,  em Q = Q x (0, T)

u =  0, em E =  dQ x (0, T)
< (5.4)

u(x,  0) =  u°(x), em O

k u eC °({0 ,T ] -H ^Q )) .

Além disso, se os dados satisfazem (4-1) e (4-2) e u  é regular, então

ue —>u fortemente, em L2[(0,T}; Hq(Q)). (5-5)

Demonstração: A demonstração da primeira parte do Teorema 5.1 (passagem ao 

limite em 3.1) é uma mera reescrita das demostrações dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Para demonstrar (5.5) procederemos como na demonstração do Teorema 4.1. Seja
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H>k £ T^{Q) uma seqüência verificando (4.30). Temos

| |V (Ü £ -  M)||x,2(0lT;[L2(n)]^) <  l |V ( u e -  W€(pk) \ \L2 ^ T .L2{n))

+  I|V((1 -  ^O^fc) ||l/2(0,T;í/2(íí)) (5-6)

+  ||V(Wk -  w) \ \ L2 (0 ,T;L2 (fl)) •

Raciocinando como na demostração do Teorema 4.1, e usando agora a convergência 

forte de we para 1, em H l (Ú), no segundo termo após a desigualdade (5.6) ( esta é a 

novidade importante aqui), obtemos facilmente (5.5). □
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Apêndice

Neste apêndice apresentaremos alguns resultados que foram utilizados nos capítulos 

anteriores. Omitiremos as demonstrações por se tratarem  de resultados conhecidos.

A .l Cálculo vetorial

Vetor euclidiano iV-dimensional e norma

• Seja M.N o Espaço Euclidiano iV-dimensional.

Para x  =  (x i,x 2> • ■ • , x n ) £ , a norma de x, denotada por ||x||, é definida como

\
N

i=i

Produto interno e D esigualdade de Cauchy-Schwarz

Dados dois vetores x , y  6 M.N , denotamos o produto interno de x  por y como
N

x - y  = Y , xíVí-
2=1

Naturalmente que pode-se escrever a norma de x  como

Ixll = \/x  • X  =
N

1= 1

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que para quaisquer x, y e  RN temos

\x-y\ < IMIllí/ll

com a igualdade valendo se, e somente se, x for um múltiplo escalar de y, ou um deles
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for o vetor nulo.

Função Escalar e Cam po V etorial

Uma função u cujo domínio é um conjunto Q C RN e cuja imagem está contida

em M, isto é, u : Q C —> R, é dita uma função escalar. Por outro lado a aplicação 

[ í  : 0  C M.N —v W,N que associa a cada vetor x  no seu domínio Í2 um vetor U(x) ,  é 

denominada um campo vetorial.

Gradiente, D ivergente e Laplaciano

Se u  : Í2 C M.N —> E  é diferenciável, então o gradiente de u, denotado por V u  é 

definido como o vetor do M.N dado por

Se U(x) =  (u i(x ) , . . . , u n (x)) é um campo vetorial de classe C l , definimos o 

divergente de U(x), denotado por

N /̂ /> t

onde V é o operador definido como V =  

O Laplaciano é definido como

e é denotado por Au.

Identidades úteis

Se u , v são funções de classe C l , c uma constante real, e U, V  campos vetorias 

também de classe C l , então as seguintes relações podem ser facilmente demonstradas.



1. V { u  +  v) =  'Vu +  V v

2. V (cm ) =  c V u

3. V ( w )  =  u V v  + v V u

4. div(U +  V) =  divU +  divV

5. div(uí7) =  udivU +  U • V«

A .2 Análise funcional

N otação. Sejam X  e Y  dois espaços de Banach. Designaremos por C ( X ,Y )  o 

espaço dos operadores lineares e contínuos de X  em Y,  munido com a norma

\\T\\c(x,y) = sup{||T(x)|| : ||x|| <  1}.
x&X

Teorema A .2.1 Se uma seqüência eqüicontínua de funções f n : X  —> E converge 

simplesmente num subconjunto denso D  C X, então f n converge uniformemente em 

cada parte compacta K  C X.

Demonstração: Ver [19], p. 327. □

Teorem a A .2.2 (A scoli-A rzelá) Seja K  C R compacto. Toda seqüência eqüicontínua 

e simplesmente limitada de funções f n : K  —> R possui uma subseqüência uniforme

mente convergente.

Demonstração: Ver [19], p. 329. □

Teorem a de Banach-Steinhaus

Teorem a A .2.3 (Banach-Steinhaus) Sejam X  e Y  espaços de Banach. Seja {Tt}ter 

uma família (não necessariamente enumerável) de operadores lineares e contínuos de 

X e m F . Suponhamos que
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Então

sup ||Tj(x)|| < oo, V x E X .  
iei

sup ||Tí||£(x,y) < oo
iÇl

Dito de outro modo, existe uma constante C  tal que

||Ti(x)|| <  C ||x ||, V x e l ,  V * 6 / .

Demonstração: Ver [4] p. 16. □

Corolário A .2.1 Seja {Tn}n£N Q £ ( X , Y ) ,  X,  Y  Banach. Suponha que para cada 

x  6 X  existe lim Tn(x) =:  T(x). Então temos71—►OO

(i) sup||Tn ||£(x,y) < oo
n

(%%) T e £ { X , Y )

(iii) ||T||£(x,y) < lim inf ||Tn ||£(x,y)n->c»

Demonstração: Ver [4] p. 17. □

Propriedades da topologia  fraca a (X ,X ' )

Seja X  um espaço de Banach. Denotaremos por X '  o dual topológico de X ,  isto 

é, X '  é o espaço dos funcionais lineares contínuas de X  em E, munido com a norma 

do dual

ll/IU ' = su p { |/(x ) | : ||x|| <  1}.
x&X

Quando /  G X '  e x  € X  geralmente denotaremos (/, x) no lugar de f (x ) .  Diz-se que 

(•, •) é um produto escalar na dualidade X', X.

N otação. Dada uma seqüência {xn}neN em X , designaremos por xn x  a con

vergência de x n para x, na topologia fraca a (X ,X ' ) .
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T eo rem a A .2.4  Seja {xn}nejíj uma seqüência em X . Então:

(i) x n —*■ x em a ( X , X ' )  se, e somente se, {/, xn) —» {/, x) V /  € X '

(ii) Se x n —» x fortemente, então xn —̂ x fracamente em cr(X, X ')

(Ui) Se x n — x fracamente em a ( X ,X ' ) ,  então ||xn || é limitada e ||x|| < lim inf ||xn ||
Tl-̂ OC

(iv) Se xn —>■ x fracamente em a ( X , X ' )  e se f n —» /  fortemente em X '  (isto é 

IIfn ~  f\\x> -> 0), então ( fn, x n) -> ( f ,x ) .

Demonstração: Ver [4] p. 37. □

A to p o lo g ia  fraca* a ( X ' , X )

Seja X  um espaço de Banach, seja X '  seu dual e seja X "  seu bidual, isto é. o dual, 

de X '  munido com a norma

llÉlIx» =  s u p { | ( f , / ) |  : 11/11 <  1}. 
fzx<

N o tação . Dada uma seqüência { /n}nen em X '  designaremos por / „ - * ■ /  a con

vergência de f n para /  na topologia fraca* a ( X ' ,X )

T eorem a A .2.5 Seja { f n}nen uma seqüência em X ' .  Então:

(i) fn - ^ f  em a ( X ' , X )  se, e somente se, ( fn,x) —> ( /, x), V x e X

(ii) Se f n —>■ /  fortemente, então f n —̂ f  fracamente em a(X',  X")

Se f n —1 /  em a ( X ' ,X " ) ,  então f n - ^ f  em <j ( X ' , X )

(Ui) Se f n - ^ f  em a ( X ' , X )  então \\fn\\ é limitada e [ |/|| < lim inf (|/n||71—► OQ

(iv) Se f n - ^ /  em a ( X ' , X )  e se x n —> x fortemente em X  (isto é ||xn — x\\x  —> Q), 

então ( fn, x n) —>• ( f ,x ) .
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Demonstração: Ver [4] p. 41. □

Teorem a A .2.6 (A laoglu-Bourbaki) O conjunto B x < = { /  € X '  : | | / | |  < 1},

é compacto na topologia fraca* a ( X ' ,X ) .

Demonstração: Ver [4] p. 43. □

Para p =  oo define-se

L°° (Q) = {u : Q. —> K : u ê mensurável e exite uma constante C > 0

tal que |it(z)| < C  quase sempre em Í2}.

Os espaços LP, para 1 < p < oo e L°° são espaços de Banach com a seguinte norma, 

respectivamente,

A.3 Espaços Lp

Definição e propriedades elem enteres dos espaços 1 /

Seja 0. Ç M.n  aberto.

Para 1 <  p < oo define-se

i / ( n )  = | u : O —> R : u é mensurável e u(x)\pdx < oo

e

IM|l°°(íí) =  supess|u(x)| =  inf{C : \u(x)\ < C q.s. em íl}. 

Para p  =  2, L2(íí) é um espaço de Hilbert com o produto escalar



D esigualdade de Hõlder 

Teorem a A .3.1 (D esigualdade de H õlder) Suponhamos quepi > 1 , i =  1,.

são tais que
m

. ,  m

Se fi £ L?'(Í2) para i = 1, ,m  então temos que Yl f i ^  L 1^ )  e ainda
1—1

„ m m / ç. x -L

/ n/iW ^ —n  ( /  i/i(a0ip<da:) ^ 1=1 i=l '

D esigualdade de Cauchy-Schwarz para funções L2(Q)

Sejam u, v : Q —>• K duas funções de quadrado integrável. Então

R esultados de integração

Teorema A .3.2 Seja { f n}nen uma seqüência de funções em LP(Q) e /  £ £p(fi), 

íazs çue |j/n — /||z,p(n) —> 0. Então existe uma subseqüência {fnk}kzn ía/ que

(i) fnk(x) —> /(a:) ç.s. em O,

(m)  l/njb(x)l ^  Mx) ^  e Q-s- em com h ^ 1^(0).

Teorem a A .3.3 (Lema de Fatou) Seja {un}neN uma seqüência de funções de 

L l (Q) tal que

(i) Para cada n, un(x) > 0 q.s. em ü

(ii) sup / un(x)dx < oo.
n JÇi
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Para cada x  G Í2 seja u(x) = lim inf un(x). Então u G L1^ )  e71—>00

/ u{x)dx < lim inf /  un(x)dx.
Jçi n- >°°

Teorem a A .3.4 (D ensidade) 0  espaço Cc(Q,), espaço das funções contínuas em Í7 

com suporte compacto em Q, é denso em L 1^ ) ,  isto é, para toda u G L l (Çl) e para 

todo e >  0, existe v G Cc(Q.) tal que ||u — u||x,i(n) < e.

Teorem a A .3.5 (Fubini) Suponhamos que F  G L l ((0 ,T) x Ú), 

então para quase todo t G (0, T),

F ( t , x) 6 L lx{ü) e f  F(t, x)dx  G L]{{0, T)).
J n

Igualmente, para quase todo x  G íl,

F( t ,x )  G Ll((0,T)) e f  F( t ,x )d t  G
Jo

Portanto se verifica

f  f  F ( t ,x )d x d t=  f  f  F ( t , x ) d td x — í  F(t,x)dtdx.
Jo J n Jn Jo J(o,T)xn

A seguir enunciaremos um Teorema que usamos freqüentemente nos capítulos an

teriores.

Sejam X  e Y  dois espaços de Banach sendo X  Y  continuamente. Denote



ll*(0,T) = [  IK‘)l!'x * + £  \\jt \&dt

segue-se que W (0, T)  é um espaço de Banach.

Teorema A .3.6 Se v £ W (0,T) ,  então v £ C°([0,T]; Y ), isto é, se v € W(Q,T),  

então v é igual em quase todo ponto de (0,T), a uma função contínua em [0,T], com 

valores em B.

Demonstração: Pode ser encontrada em [33]. □

O próximo teorema é um teorema de Strauss, útil no estudo de equações diferen

ciais parciais não-lineares.

Teorema A .3.7 Seja Í2 C M.N um aberto limitado, e {uv}ve^ uma seqüência de 

funções reais e mensuráveis em ü,. Sejam Fu e Gv, v £ N, funções da reta na reta 

tais que Fu o uv, Gu o uv sejam mensuráveis de R em R. Suponhamos:

(i) Fv ó u v converge para v, q.s. em Í2.

(ii) I \F„ o uu(x)\\Gv o uv(x)\dx < C, para todo u € N.

(Ui) Gv converge para +oo; quando Fu converge para +oo.

Então,

(a) v e  L1(Í2)

(b) Fv o u v converge para v , em L l {Q,).

Demonstração: Pode ser encontrada em [33]. □

No nosso trabalho necessitamos deste teorema no caso particular em que F(s) — 

|s |ps, p > 0, como aparece no seguinte Corolário.

Definindo em W  (0, T )  a norma
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Corolário A.3.1 (Lema de Lions) Seja 0  C M.N um aberto limitado. Sejam

gn,g G 1 / (0 ) ,  1 < P <  oo satisfazendo às condições:

(i) 9 n —> 9, quase sempre em O.

(ü) lkn||ip(n) <  C, para todo n.

Então,

(a) gn —> g, em L q(0) sendo 1 < q < p

(b) 9n —1 9 fraco em 1/(0,).

Demonstração: Pode ser encontrada em [33]. □

A.4 Espaços de Sobolev

D eriv ad a  fraca  o u  g en era lizad a

Dada uma funcão u  G 1 / ( 0 ) ,  O um aberto limitado do RN , diz-se que Vi G 1 / ( 0 . )  

é a derivada fraca (ou generalizada) de u em relação a componente x, da variável x,

se

N otação : Vi = - —.
OXi

Podemos ter então derivadas fracas de ordens mais altas.

Em geral para a =  ( « i , . . . ,  a  at) G

d ^ u

onde |a | =  ai  + -----h a ff.
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Observação A .4.1 Podemos então calcular o Divergente e o Gradiente no senti

do fraco.

O espaço W m,p(Çl)

O espaço de Sobolev W m,p(Q,) é o espaço vetorial de todas as funções u G 1/(0.) tais 

que para todo a  G com |q:| <  m, D au pertence a L?(Ü) (m inteiro, 1 <  p < oc), 

sendo D au a derivada de u no sentido fraco ou generalizado. Resumidamente

W m'p{V) = { u £  LP(Q.) : D au G Lp(íl), \a\ < m}.

W m,p é um espaço de Banach com a norma

IM Iw " * .p ( n )  =  IM Im ,p  =  í  2̂ l - ^ a l í ,p ( n ) J  =  í
J \  |a|<m

Quando p = 2, W m,p{Q) =  H m(Q1) é um espaço de Hilbert com o produto escalar 

((u,u))ffm(n) =  ^ 2  {Dau ,D av)La(n), V-u, v G
\ a \ < m

O espaço W™’P(Q)

Seja V(ÇÍ) o espaço das funções de classe C°°, com suporte compacto contido em 

Q. O fecho de V(Q)  em W m’p(Q) é denotado por W™’P{Q)

Quando p = 2 escreve-se W™’2(Q) =

O espaço W ~m,Q(Q)

Suponha que 1 < p < oo e q tal que  ̂  ̂ =  1- Representa-se por W ~m,q(íl) o 

dual topológico de W™’p(f2).

O dual topológico de H™(ÇÍ) representa-se por

D esigualdade de Poincaré-Friedrichs
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Seja Q, um aberto limitado do Se v € H q(Q,), então

\v \l2(ci) <  C\Vv\[L2]N,

onde C  é uma constante que depende somente de Q.

A demonstração é bem conhecida e pode ser encontrada em [4]ou [31] pag.91.

. Como conseqüência desta desigualdade, considera-se a norma de H q(ü ),

IMItfi(íl) — |Vl>|£a(n),

sendo e l ^ uU2(n) equivalentes.

O espaço H q(ÇI) também é um espaço de Hilbert com o seguinte produto escalar

Este produto escalar e esta norma serão denotados respectivamente por ((•,•)) e

Teorem a da D ivergência e Fórm ula de Green

Seja Q um aberto limitado do M.N, com fronteira de classe C1. Então valem as 

seguintes fórmulas

(i)
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T eo rem a  A .4.1 (D esigualdade de G ronw all) Suponhamos que u, v e w são

funções positivas satisfazendo

w (■t) < v(t) + í  u(s)w(s)ds,  Ví G [0, T].
J  o

Então teremos que
çt

w ( t ) < v ( t ) +  /  u(s )v (s )e^u^ drds.
J o

Demonstração: Ver [38], p .13. □

C o ro lá rio  A .4.1 Com as hipóteses do Teorema assumindo que v é uma

função crescente, teremos que

w(t) < v(t)eJ°u(3)ds.

Em particular se v(t) =  C  =  constante, teremos

w(t) <  C et iu[s)ds.

Demonstração: Ver [38], p. 14. □

A .5 Imersões em espaços de Sobolev

Sejam V  e H  espaços de Hilbert, sendo V  munido com a norma || • || e H  com a 

norma| • |. Suponha que V  Ç H  e seja

l : V  -> H

a injeção canônica de V  em H  que a cada v G V  faz corresponder l( v ) como elemento 

de H.  Diz-se simplesmente que o operador linear t é o operador de imersão de V  em 

H.
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Diz-se que a imersão i : V  -» H  é contínua, quando existe uma constante C  > 0. 

tal que

M h < C ||u ||v , Vn g V 

Um exemplo simples é o caso V =  H q(Ú) e H  = L 2(Q) ou V  =  i í 1(Q) e H  = 

L2(Q), ou ainda V  =  H m(Q,) e H  = L2(Q).

Diz-se que a imersão l : V  H  é compacta, quando a imagem dos limitados de 

V,  por i, são conjuntos relativamente compactos de H,  isto é, conjuntos cujo fecho 

é compacto em H,  ou equivantemente, diz-se que a imersão c : V —¥ H  é compacta 

se seqüências limitadas em V  são levadas por t em seqüências que têm sebseqüência 

convergente em H.

O objetivo aqui é enunciar alguns ressultados importantes de imersão

Teorem a A .5.1 Seja fü um aberto de classe C 1 com fronteira T limitada e seja

1 < p < oo. Então,

se 1 <  p < N, tem-se que W l,p(Q) C LP (f2) onde — = ---- —,

se p  =  N, tem-se que W 1,p(f2) C Lq(Q) Vç G [p, +oo);

se p > N ,  tem-se que W l,p(Q) C L°°(Q.),

com injeções contínuas.

Teoremas de Com pacidade

Teorem a A .5.2 (Rellich-K ondrachov) Suponha que Cl seja um aberto limitado 

do M.n  de classe C l . Então,

1 1 1
se p < N, tem-se que W 1,p(0) C Lg(fl), Vç G [1 ,p*) onde-— = -  — —, 

se p = N, tem-se que W l!P(ü) C Lg(Q) Vç G [1, +oo), 

se p > N ,  tem-se que W l,p(Q) C C(Q),
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com injeções compactas.

Demonstração: Ver [4].D

T eo rem a A .5.3 (A ubin-L ions) Sejam 1 < Pi < o o ,z  =  1,2 e B 0 <-%■ B  <—> Bi  

espaços de Banach reflexivos indica injeção compacta e densa). Se 0 <  T <  o c , 

seja

W = { v  6 LPl (0, T; B q), v' 6 Lp*{0,T-, B,)}.

Onde a norma de v £ W  é dada por

IMIw =  |M |í ,pi(0,T;B0) +  ||^|Up2(o,T;Bi )-

Então,

(i) W  é um espaço de Banach,

(ii) W  ^ L P l {0,T-,B).

T eo rem a A .5.4 (Sobolev) Se 1 < p < N,  tem-se W m,p(Q) c L Q(Çl) para
1 1 m  , . . ~-  = ---- — > 0, sendo a mjeçao continua.
q p N
Demonstração: Ver [38], pp. 120. □

A.6 Funções absolutamente contínuas

D efinição A .6.1 Uma função u : [a, 6] —> M é dita absolutamente contínua quan

do, para cada e > 0, existe um 5 > 0, tal que para toda coleção finita (a\, b\), («2, b^), ■ ■., (an, bn) 

de subintervalos de [a, b] dois a dois disjuntos satisfazendo a condição

n

J 2 ( b k -  Ofc) < 5, 
k= 1

tem-se necessariamente,
n

^ 2 \u { b k) - u { a k)\ < e. 
k= 1
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É claro que toda função absolutamente contínua é uniformemente contínua e por

tanto contínua. No entanto a recíproca não é verdadeira pois existem funções uni

formemente contínuas que não são absolutamente contínuas.

Teorema A .6.1 Se u £ L l (a,b) então as integrais indefinidas de u são absolu

tamente contínuas.

Demonstração: Ver [32], p. 140. □

Teorema A .6.2 A derivada u, de uma função absolutamente contínua v, é inte

grável em [a, b), e para todo x  £ [a, b], tem-se

/ u(t)dt = v(x) — v(a).
J a

Em outras palavras, se v é absolutamente contínua ela é uma integral indefinida de 

sua derivada.

Demonstração: Ver [32], p. 145. □

A.7 Medidas de Radon (ou medidas de ordem zero)

Seja K  um subconjunto compacto de Q. O espaço

Cc(Q) =  {</? 6 C(r2) : supp (p Ç K},

munido com a norma

\\(p\\K =  max {|p(t)| : t £ K},

é um espaço de Banach.

Definição A .7.1 Se {<£>n}neN é uma seqüência em Cc{Q), escreveremos ipn -» 0
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(i) Existe um conjunto compacto K  C Q contendo o suporte de <pn, para todo n;

(ii) <fn —> 0, uniformemente, em £í.

Diremos então que {<̂ n}n6N tende para zero, em (ou no sentido de) Cc(ü).

D efinição A .7.2 Uma medida de Radon1 real fj,, em Q, é uma forma linear em 

Cc(£l), que é contínua no sentido em que {<pn}n C Cc(f2) e <p -» 0, juntos, implicam 

lim n((fn) = 0.n—>oo

Analogamente define-se medidada de Radon complexa.

E fácil verificar que uma forma linear em Cc(Cl) satisfaz as condições da Definição

2, se, e somente se, a cada conjunto compacto K  em f2, corresponder um número uik 

tal que

11/̂ 0)11 < 7-ndMloo 

para cada <p G Cc(£i), com suporte contido em K.

D efinição A .7.3 Uma medida de Radon real /x, em Çl, é positiva no seguinte sentido: 

para toda ip G Cc(&), com ip(x) > 0, para todo x  G f2,

cp(x)dij,(x) > 0.

Nesse caso

pi(ip) = sup{/z(^) : ifj G Cc+(0,), 

para cada ip em Cc+(Çl), conjunto das funções positivas em Cc(Q).

São exem plos de m edidas de Radon

• medida de Lebesgue 

^ e r  [14]

se
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medida atômica 

densidades

medida de Lebesgue-Stieltjes .
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