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Resumo

Esta dissertacdo é dedicada principalmente & homogeneizacio de uma equacio de
reacdo-difusdo ndo linear com condi¢io de fronteira de Dirichlet homogénea em um
dominio contendo pequenos buracos periodicamente distribuidos na dire¢do de cada
eixo coordenado. (Para buracos de tamanho critico - por exemplo, no caso tridimen-

3 e estdo localizados em ndés -

sional - os obstdculos tém um tamanho da ordem de €
de uma malha de tamanho e.) As demonstragdes estdo baseadas no quadro abstrato
introduzido por Doina Cioranescu e Francois Murat para o estudo da homogeneizacao
de problemas elipticos em dominios com pequenos buracos, que é fundamentado no

uso adequado de fungbes testes adaptadas a geometria do problema.



Abstract

This work is mainly devoted to the homogenization of a non-linear reaction-
difusion equation with homogeneous Dirichlet boundary condition in a domain con-
taining tiny holes periodically distributed in each direction of the axis. (For holes of
critical size - for example, in the three-dimensional case - the obstacles have a size of
€% and are located at the nodes of a regular mesh of size e.) The proofs are performed
in the abstract framework introduced by Doina Cioranescu and Francois Murat for
the study of homogenization of elliptic problems in domains with tiny holes, which is

based on the use of suitable test functions adapted to the geometry of the problem.
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Introducao

A modelagem matemadtica de inimeros fendmenos que ocorrem com fregiiéncia na
natureza demanda o conhecimento preciso do sistema fisico envolvido. Em diversas
aplicagles o sistema é caracterizado pelo seu aspecto multi-escala, ou seja, o seu
comportamento macroscépico é resultante da superposicao de fendmenos que ocorrem
em diversas escalas inferiores. O tratamento matematico destes sistemas pode ser feito
utilizando-se técnicas da teoria de homogeneizacdo. Exemplos onde esta situacdo
surge com freqliéncia podem ser encontrados em vdrias dreas do conhecimento. Em

particular, citamos:

1. Os meios pbfosos sao exemplos can(")ni(-:os da aplicacdo da ciéncia multi-escala.
A modelagem de escoamentos (monofdsicos e multifésicos) acoplados a dispersdo
de contaminantes, transporte de calor e massa é deformagdes/tensbes em for-
magbes geoldgicas heterogéneas sdo processos naturalmente multi-escala. A cor-
reta descricdo de processos que ocorrem na escala de campo (quilémetros) tais
como macro-dispersao em reservatérios de petréleo bem como transporte de
contaminantes em aquiferos estd fortemente atrelada ao atendimento dos di-
versos fendmenos que ocorrem nas escalas inferiores. Exemplos: na escala do

poro (mm), onde valem as equagdes da Mecanica do Continuo; na escala de

laboratério e (¢cm), onde vale a lei de Darcy....

2. Na Mecanica dos Materiais, varios modelos macroscépicos de plasticidade em
metais sao fortemente correlacionados com fendmenos microscépicos relativos

a0 movimento de discordincias que ocorrem na microestrutura cristalografica



do material. De forma andloga, fenémenos de plasticidade em meios granulares
estdo fortemente ligados a fendmenos de fricgdo na estrutura microscépica gra-

nular.

. Em Mecénica do Dano, o estabelecimento das correlagcdes entre varidveis ter-
modindmicas internas de estados que descrevem o processo de degranulacdo do
material estd diretamente relacionado com o surgimento de frages de vazios,

fraturas na escala microscopica, tipica da estrutura cristalografica dos metais.

. Na drea de climatologia e metereologia o acoplamento entre modelos de previsio
climética globais macroscépicos com modelos regionais microscépicos (como e-
xemplo, relativos & precipitagdo e temperaturas locais) envolve o entendimento

de um processo multi-escala conhecido como downscaling.

. Em mecéanica de fluidos, o fendmeno de turbuléncia estd associado ao movi-
mento de flutuagdo das particulas de fluido em torno da velocidade média da
corrente fluida. A influéncia da pertubacao relacionada com a flutuagao sobre
o comportamento do fluido a nivel macroscépico envolve o estabelecimento de

um modelo multi-escala.

. Propriedades macroscépicas de materiais compostos tais como condutividades
térmicas, mecénicas e elétricas sdo resultantes de fendmenos microestruturais

que ocorrem na escala microscépica.

. A é4rea de biologia estrutural é inerentemente multi-escala. Por exemplo, o
correto entendimento do campo de forcas que atua na estrutura e arranjo de
proteinas est4 fortemente correlacionado com os dados relativos as segiiéncias de
DNA sendo também fortemente governado pelas forcas atdmicas que atuam na
microfisica. Além disso, o estudo de propagacdo de populacdes e epidemias em
ecossistemas envolve fenémenos multi-escala que sdo advindos do acoplamento

entre interacoes globais e locais entre as espécies.



8. Na 4rea de farmacologia, o transporte macroscépico de drogas nos organismos
vivos é fortemente determinado pela micro-fisico-quimica resultante das com-

plexas interagoes que ocorrem entre firmacos e células.

Como vimos anteriormente, a teoria de homogeneizacdo é uma técnica que possi-
bilita véarias aplicagoes destacando-se entre elas a modelagem de fenémenos fisicos. Es-
ta técnica permite modelar fendmenos de transporte e difusdo numa escala macroscépica
através de informacoes numa escala microscépica. Como exemplo, o escoamento de
um fluido, em um rio ou em um lago, com obstaculos, onde estes obstdculos seriam
constituidos por uma regido com arvores. Numa escala “microscépica”, de alguns me-
tros, as equagoes que descrevem um tal escoamento, sdo as equacoes de Navier-Stokes,
numa geometria muito complicada. Entretanto, fenémenos de grande interesse ocor-
rem numa escala de quildmetros, escala macroscdpica. As equagdes desse escoamento
nesta escala podem ser bem mais tratdveis quando escritas em termos de grandezas
médias, onde os efeitos locais de flutuac@o sdo incorporados a certos parametros des-
ses novos modelos. Busca-se entdo obter exatamente o correto tratamento, na escala
macroscépica, de efeitos ndo lineares descritos pela equagdo de Navier-Stokes numa
escala microscépica.

O Tratamento Matemadtico, em geral, do método de homogeneizagdo se dd em
duas abordagens. Um exemplo da primeira é visto em J.L. Lions [26], onde estuda-se

o problema:

—Au, = f, em .
(1)

u. satisfazendo a certas condicdes de fronteira,

em que €, denota um dominio aberto. limitado “perfurado” do R", obtido de 2 por
extracio de um certo nimero de orificios distribuidos periodicamente com periodo
¢ > 0. Problemas deste tipo aparecem no estudo da torcdo eldstica de um tron-
co cilindrico com r cavidades ou furos. E claro que, para cada ¢ > 0, poderiamos
resolver o problema (1) usando métodos variacionais, no entanto, o procedimento de-

penderia de €, ou melhor, o espago no qual se aplicariam os métodos dependeria de



e. Por outro lado, a obtencdo de uma solugdo aproximada de (1), para e suficiente-
mente pequeno, demandaria muito esforgo do ponto de vista da andlise numérica e
computacional. E necessario, portanto, um método que nos proporcione uma solugio
aproximada do problema (1) e que ndo dependa de €. Para isto fazemos uso do método
de homogeneizagao.

Para que obtenhamos a homogeneiza¢do do problema (1) realizamos um desen-

volvimento de ordem qualquer em € para u,:

ue(z) = uo(z, y) + eur (z,y) + us(z,y) + -+ + ejuj(z:, y)+---

onde y = %, z representa uma varidvel macroscépica e y uma varidvel microscépica.

As funcgdes ug, Uy, Uo,... sao construidas independentes de ¢, de tal forma que se

- tenha algum controle de erro, isto é:
lue — (uo + euy + -+ - + €™up) || < Ce™,

com uma norma adequada, ou ainda, o erro seja de ordem €™, num espago de Sobolev
sobre €., para todo m € N. Assim podemos afirmar que a solugido aproximada do
problema (1) seré:

Ug + €U + -+ € Up,.

A determinagdo das funcdes u; da expansdo assintética se dd impondo-se a condigdo
de que u. seja solugdo do problema (1) e corh isto resolve-se, para cada poténcia de
€, problemas similares ao problema (1) com a vantagem de estes problemas agora
serem definidos ndo mais em €2, porém em todo 2. Assim sdo construidas as funcdes
u;(z,y) da expansdo assintética com z € Q (isto é, definidas em todo ).

Esta seria a abordagem através da expansao assintética. Para uma referéncia ver
também E. Sanches-Paléncia [40]. Fazendo-se uso desta abordagem obtém-se alguma

correlagdo entre os efeitos microscépicos e macroscépicos de fenémenos envolvendo



escoamento de fluidos.

Um exemplo da segunda abordagem é visto nos trabalhos [11] e [9], onde ndo se
utiliza uma expansao assintdtica para u..

Em [11], em 1982, Doina Cioranescu e Francois Murat, no estudo abstrato da
homogeneizacao de problemas elipticos consideraram o seguinte problema:

Encontrar u. solugdo de:

—Aue = f, em

ue = 0, sobre T,

onde f é dada no espago de Sobolev H~1(Q).

Denota-se por u. a extensdo de u,, a todo {2, definida por:

U, em
Ue = Ne)
0, nos buracos T, = | 77,
i=1

foi mostrado neste artigo que:
i, — u, fraco,em Hy(f), quando € — 0,

onde 1, é a tnica solucdo do problema (2), para cada ¢ > 0, fixado, estendida por

zero nos buracos, e u é a unica solugdo do problema homogeneizado:

—Au + pu = f, em §)
(3)
u =0, sobre T,
onde 4 é uma medida de Radon ndo negativa pertencente a H~'(Q2). Esta medida
aparece neste estudo e esta ligada ao comportamento da capacidade do conjunto 7,

quando € — 0. Impde-se para isto a condigdo de que os buracos sejam “pequenos”,

isto é, are, o didmetro dos buracos seja assintoticamente menor ou igual ao “didmetro

(&)



critico” a., dado por:

Seexp(—Cp/e*) para N =2
a. =
CoeM/(N-2) para N > 3,

onde Cy > 0 estd fixado, e e2logd, — 0, quando ¢ — 0. Esta condi¢io possibilita a
construcido de um quadro funcional de hipéteses, sobre os buracos, que é fundamental
na demonstracdo dos resultados. No caso acima,; y serd uma constante estritamente
positiva, quando o didmetro dos buracos for o critico. Neste caso, o termo de ordem
zero adicional, yu, aparece na equacdo limite.

Mostra-se ainda, em [11], resultados de correcdo, ou seja:

U, = weu + R, com R, — 0, forte, em Hy(Q),

isto é, w.u é uma boa aproximagio para a solugdo de (2).
No artigo apresentado por D. Cioranescu, P. Donato, F. Murat e E. Zuazua em

(9], de 1991, estuda-se a homogeneizacdo da equagio da onda:

(
u —Au.=f. em Q. x(0,7), T>0
ue =0 sobre T'. x (0,7T)

< (4)
ue(z,0) = u? em €,

| u(z,0)=u; em Q

com u? € H}(Q), ul e L*(Q), foe L'(0,T;L*NQ.)),e:

ud — uy, fraco,em H}(Q),
ul = uy, fraco,em L2(Q),

f.— f, fraco,em L!0,T;L%(f))

Em [9], mostra-se também que:



i, = u, fraco-estrela, em L*(0,T; Hy(Q)) N W>°(0,T; L}(Q)),

onde 4. € a unica solugdo do problema (4), para cada ¢ > 0, fixado, estendida por

zero nos buracos, e u é a unica solucdo do problema homogeneizado:

)
v —Au+pu=f em Qx(0,7),T>0
J u=0 sobre T x (0,T) )
(3)
u(z,0) = ug em
L v (2,0) = u em {2,

onde u é uma medida de Radon nao negativa, sendo positiva quando o didmetro dos
buracos é o didmetro critico. Estuda-se ainda, neste artigo, resultados de correcio.
isto é:

R. — 0, forte, em C°([0,T]; W,'(Q)).

Um outro exemplo interessante é visto em G. ALlaire [1], de 1989, e em [2], de 1990,
onde se faz a homogeneizacdo de problemas envolvendo escoamentos com obstaculos.

No trabalho apresentado em [2], considera-se o seguinte sistema de Stokes:

Encontrar (ue,pe) € [HEH Q)Y x [L2(Q,)/R];
(Se) Vpe — Aue = f, em €,

divu, =0, em .

O sistema (S;) d4 a descrigdo do fluxo de um fluido viscoso, imcoimpressivel, no
dominio €2, sob a acdo de uma forga exterior f, com condicdes de fronteira de Dirich-
let, sem deslizamento. A viscosidade e a densidade do fluido estao sendo conside-
rados iguais a 1. A velocidade do fluxo é representada por u., e a pressao do flu-
ido por p.. A forca f € [L%(Q)]V, sendo Q C RY, um aberto limitado regular, e

N(e)
Q. =Q- | T¢, Tf C N conjuntos fechados (buracos).
i=1



Considera-se ainda o seguinte sistema, definido em todo dominio 2, que descreve

a Lei de Brinkman:

Encontrar (u,p) € [H ()Y x [L¥(Q)/R];
(So) Vp—Au+Mu=f, em

divu=0, em £,

onde M é uma matriz simétrica e positiva que depende da forma dos buracos Tf, Mu
é um termo linear da velocidade de ordem zero.

Considera-se também, em todo dominio €2, o sistema de Stokes:

Encontrar (u,p) € [Hg(Q)]N x [L*(Q)/R];
(S) { Vp-Au=f, em Q@

divu=0, em ,

E por fim, considera-se o sistema definido em todo {2, que descreve a Lei de Darcy:

(

Encontrar (u,p) € [L*(Q)]Y x [H}(Q)/R]
u=M"1(f—-Vp), em Q

divu=0, em ()

L u-n=0, em [I.
O Problema Homogeneizado consiste em se tomar o limite do problema (S,) quan-
“do e = 0. :Obtém-se entdo os seguintés résultadbs, considerando-se o tamanho dos
buracos e com algumas hipéteses sobre os mesmos.

Definindo-se a. como o didmetro “critico” dos buracos, ars como o didmetro dos

buracos temos, em suma, trés situagoes:

1. Quando o didmetro dos buracos é da mesma ordem que o didmetro “critico”,

isto é, are & a., temos

(Te, Pe(pe)) = (u,p), fraco, em [Ho()]" x [L*(Q)/R),



onde (u, p) é a \nica solugdo de (Sp), P, é uma extensdo da pressao p., e U, é a

extensdo por 0 em  — Q,, ou seja, sintetizando teriamos:

Se = Sy (Lei de Brinkman), quando € — 0.

2. Quando o didmetro dos buracos é assintoticamente menor que o “critico”, isto

é, are < a. (buracos pequenos), temos:
(e, Pe(pe)) = (u,p), forte, em [Hy(Q)]Y x [L3(Q)/R],

onde (u,p) é a \nica solugdo de (S).

Sintetizando, teriamos:

Se — S (Stokes), quando ¢ — 0.

3. Quando o didmetro dos buracos é assintoticamente maior que o “critico” (bu-
racos grandes), isto é, are > ae, porém reservando-se determinadas proporgoes,

isto €, are < € temos:

(5, P(pd) = (u,p), forte, em [LA(Q)]" x [L()/R),

€

Qe

onde (u,p) é a tnica solugdo de (D) e g, = -
7';'5

Sintetizando, teriamos:

Se = D (Lei de Darcy), quando € — 0.

Agora aqui, neste trabalho, passamos a estudar a homogeneizac¢ao de uma equacao
de reagdo-difusdo nao-linear, com condicdo de fronteira de Dirichlet homogénea, em

dominios perfurados com “pequenos” buracos. Para isto, seja {2 um dominio limitado



fixado do R¥ (N> 2). Denotamos por ), o dominio obtido removendo-se de € o

N{e)
conjunto T, = |J T7, onde T¢ sdo “pequenocs” subconjuntos fechados de €2, ou seja,
' i=1

N(e)
Q.=0-JTr
i=1
Aqui, € > 0 denota um pardmetro que toma seus valores em uma seqiiéncia (um net)

que tende para zero enquanto que N(e€) tende para o infinito. Finalmente, seja T > 0

fixado. Consideremos a seguinte equacao de reagdo-difusao nao linear

'U'; - ;BAUE + luelpue = _a2ue + fe em Qe = Qe X (0; T)
ue =0 em %,=T.x(0,T), ', =090,

ue(z, 0) = ud(z) em (),

onde § é uma constante real positiva, p um nimero real positivo e o € R.
O estudo desta equagdo foi motivado pela equagio de reacio-difusdo que aparece
em Brézis [4]: |
w— MAu= f(u) em Qx(0,T)

+ Condigées de contorno e dado inicial

onde u(z,t) é um vetor de m componentes, M ¢ uma matriz diagonal m x m, e
f:R™ — R™ é uma aplicagdo nao linear.

Estamos considerando uma equagao vetorial ndo acoplada o que faz com que seja sufi-
ciente o estudo da equacdo em apenas uma de suas componentes. Assim estudaremos
esta equacdo apenas em sua forma escalar.

Estas equagbes de reacao-difisao modelam fenémenos que aparecem em variados
campos da ciéncia tais como: quimica, biologia, neurofisiologia, epidemiologia, com-
bustdo, genética de populagado, etc.

O estudo da homogeneizagido da equacdo de reacdo-difusdo é feito utilizando-se

algumas técnicas estabelecidas, desde 1977, por Luc Tartar (ver [46]).

10



O trabalho que desenvolvemos aqui segue nos moldes de [11] e estd fundamental-
mente baseado em [9].

Em toda a apresentacdo do presente trabalho, os conjuntos {2, serao supostos satis-
fazerem as condigbes do quadro funcional abstrato introduzido por Doina Cioranescu
e Francois Murat [8] (ver hipdteses (2.1) abaixo) para o estudo da homogeneizagdo
de problemas elipticos em dominios perfurados com “pequenos” buracos, com con-
digoes de fronteira dé Dirichlet homogéneas. O caso modelo (veja Figura 1 abaixo),
para o nosso estudo, é provido por um dominio periodicamente perfurado (com um
periodo 2¢ na dire¢do de cada eixo coordenado) por buracos de didmetro are, onde

are € assintoticamente igual ao “tamanho critico” a..

Este tamanho critico a, é dado por

beexp(—Co/e?) para N =2
Qe =

CoeV/(N=2) para N > 3
onde Cy > 0 é fixado e €2logd, — 0, quando € — 0 (veja [9], Capitulo 2).
Esta condigdo é fundamental na construgdo do quadro abstrato de hipéteses sobre

os buracos. As demonstracoes contidas neste trabalho estao baseadas na existéncia

de tal quadro funcional de hipéteses.

11



Ressaltamos que a principal dificuldade deste trabalho reside no fato de, devido as
hipéteses sobre os dados do problema, conseguir-se apenas uma convergéncia fraca no
termo Aue, 0 que nos leva a langar mao do quadro abstrato de hipéteses construido
por D. Coanorescu e F. Murat para que seja posivel a passagem ao limite neste
termo. Observamos ainda que para o tratamento deste problema outras técnicas
seriam possiveis como a compacidade compensada ou o Método de Bloch-Waves (Ver
112)). |

Este trabalho é somente concebido para dados de fronteira de Dirichlet homogéneos.
Observamos que o caso de condicdes de fronteira de Neumann homogéneas conduz a
resultados completamente diferentes, com tamanho critico sendo, neste caso, a, = ¢
(veja D. Cioranescu e P. Donato 8] para homogeneizagdo deste problema).

O presente trabalho estd organizado como segue:

O Capitulo 1 estd dividido em trés partes. Na Secgdo 1.1 apresentamos o problema
a ser homogeneizado e obtemos uma solu¢ao no dominio {), para cada ¢ fixado. Na
Seccdo 1.2 demonstramos que a solugdo encontrada na Secgdo 1.1 é unica. Na Seccdo
1.3 demonstramos resultados de regularidade da solugao.

O Capitulo 2 estd dividido em duas partes. Na Secgao 2.1, relembramos o quadro
funcional abstrato de [11] sobre a geometria dos buracos. Na Sec¢do 2.2, apresentamos
alguns resultados de compacidade.

O Capitulo 3, apresenta o principal resultado deste trabalho, o Teorema 3.1, que
nos dé a convergéncia do processo de homogeneizacio da equacio de rea¢io-difusio.
A semicontinuidade inferior da correspondente energia é também demonstrada.

O Capitulo 4 apresenta apenas uma sec¢io, que trata do estabelecimento e de-
monstracdo do resultado de correcdo da equagdo de reagao-difusdo.

O Capitulo 5, constituido também de somente uma secgdo, consida o caso onde o
tamanho dos buracos é menor que o tamanho criéico.

Finalmente, o Apéndice A ¢ dedicado & apresentacgdo de alguns resultados bésicos.
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Capitulo 1

Equacao de reacao-difusao em

dominios com pequenos buracos

Neste capitulo estudaremos (as condigbes para a existéncia e a unicidade) o pro-

blema de Cauchy proposto para a equacao

ul — BAU + [uclfue = —®uc + fo, p> 0.

Faremos uso do Método standard de Faedo-Galerkin. Iniciaremos com a demonstragio
da existéncia de solugdo, a seguir estudaremos as condigdes para que haja unicidade, e
trataremos também de resultados de regularidade. Enunciaremos, agora, o problema

bédsico que serd o assunto deste capitulo.

Problema 1. Seja Q. um aberto limitado do RY (N> 2), I'. a fronteira de 2,
que tomaremos regular (lipschitziana), p um nimero real positivo, 8 um nimero real
positivo, o um ndmero real, @, o cilindro Q2 x (0,7T), £, = I'c x (0,7 a fronteira
lateral de Q., f. : @ =@ R e e > 0 fixado. Encontrar u. : Q. — R satisfazendo as

seguintes condigdes:
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ul — BAU + |uclfue = ~c®uc+ f. em Q.= Q. x (0,T)
ue =0 em X, =T.x(0,T), Tc=00 (1.1)

ue(z, 0) = ud(z) em €

Observagdo 1.1 Note que estamos representando por u, a derivada de u.(z,?) em

relagdo a t. I

1.1 Existéncia de solucio fraca

Antes de iniciarmos a resolu¢do do Problema 1, faremos alguns. coment4rios sobre
a sua formulacdo, pois como foi posta é extremamente vaga. O ponto crucial da
formulacio é saber em que sentido u, — BAu, + |uePu. + @?u, é igual a f,, em Q..
Responder a esta pergunta equivale a dar a defini¢cao de solugdo u, da equacdo em
questdo. Diremos, ainda de maneira vaga, que u, — BAu, + |u’u, + o*u. = f. num
sentido fraco, a ser precisado posteriormente, em contraposi¢cdo a igualdade pontual
quase sempre em (.. Outra observacao que fazemos é a respeito da condi¢do u. = 0
em Y., que também serd entendida ao determinarmos o espago correto onde serd
encontrada a solucdo u.. Finalmente, chamamos a atencdo para o fato de que a
escolha de u? e f vai determinar o espaco aonde serd encontrada a solu¢do u. do

Problema 1, como pode ser constatado examinando-se o enunciado do Teorema 1.1,

que apresenta a solu¢do do referido problema.

Teorema 1.1 Seja €, como acima, e as fungdes f. e ul satisfazendo as seguintes

hipoteses:
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ud € H}(Q) N H2(Q)

fe=fle+ frc € L0, T5 L2(Q)) + L*(0, T HH(Q4)),

{ com f{, € LNO,T; L¥(Q)) e f3 € L*(0,T; H-H(S,)) (1.2)
fe(0) € L*(Q) |

2 .
| p < N N >3, p um nidmero real qualquer quando N = 2.

Entdo existe uma funcdo u. : @« — R satisfazendo as segquintes condicdes:

ue € L0, T; Hy () (1.3)

u, € L0, T; Hy (%)) N L®(0, T; L*(Q)) (1.4)

’U; - ,BAUE + |’LLE|pUe = —‘ague + fe em QE = QE X (O’T) (1 -)
.0

ue(z,0) = vd(z) em Q..
Observagio 1.2 A formulagdo variacional da equagdo de reagdo-difusdo (1.5) é:

%/ ue(m,t)v(m)dz+ﬂ((ue(t),v))+/QIue(m,t)l"ue(x,t)v(x)dx—f—

Qe

aQ/ue(x,t)da:= / f(z,t)yv(z)dz, em D'(0,T), Yv e H;(Q),
o Q

onde ((+,-)) é a forma de Dirichlet

Observacio 1.3 Représenta—se por u(t) a aplicagdo que leva z em u(z,t). As-

sim, a condi¢do inicial u(z,0) pode ser representada por u(0) = u°, omitindo-se z, a
ou

ot

derivada — ou u} representa-se por u’. (O
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Observagdo 1.4 Supondo (1.3), (1.4) e (1.5); satisfeitas vemos que faz sentido
(1.5)2. De fato, conclui-se de (1.3) que u. € L>(0,T; Hj(Q)) e de (1.4) segue-se que
u. € L*(0,T; L*(Q)). Portanto, do Teorema A.3.6 do Apéndice A.3, resulta que
u. é continua com valores em L%(,), isto é, u. € C°([0,T); L%(Q)), fazendo sentido
calcular u(0). Além disso, conclui-se, através de um teorema de regularidade, que

ue € CO([0, T); HY(W)). O

Observagio 1.5 De (1.3) obtém-se informagdes sobre o comportamento da solucdo
u. na fronteira lateral &, do cilindro Q.. Para isto é suficiente notar que u.(t) € Hy ()
quase sempre, logo possui trago nulo. O

- , , +2
Observacio 1.6 Se p = p + 2, o conjugado p' de p serd p' = P e verifica-se

p+1
facilmente! que se v € LP(£,) entdo |[v|’v € L* (Q), isto é, v — |v|?v é uma aplicacdo

de L*(Q,) em L¥ (), para p = p + 2.

Do teorema de imersio de Sobolev temos que Hy(Q.) < L%Q.), para
1 1 1
E =5 N N > 3, com imersdo continua. Como p = p+2 < N3¢

limitado, segue-se que L4(Q2,) C L?(€), por conseguinte Hy () C LI(Q,) C LP(£2,).

Q.

Assim, sendo (1.3) verdadeira, conclui-se facilmente que

|ue|ue € L=(0,T; L”"(Qe)). (1.6)

Demonstragao do Teorema 1.1: A demonstracao a ser desenvolvida consiste em
aproximar a solu¢do que se deseja encontrar, por solugdes de problemas andlogos,
porém em dimensédo finita. A dificuldade reside em demonstrar-se que esta seqiiéncia

de solugdes obtidas em dimensdo finita, converge para a solugdo do Teorema 1.1. Este

et2 o2
De fato,/ ||v|"v|pl =/ [Jv}Pv] =+ =/ (Jojetty s+ =/ |v|”+2:/ [v|P < o0.
Q. Qe Q. Q. Q.
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método foi empregado originalmente por Faedo e Galerkin.

O método de aproximacdo de Faedo-Galerkin consiste das seguintes etapas:
(i) Construcdo de solugdes aproximadas em sub-espagos de dimensao finita.
(ii) Estimativas a priori sobre as solugdes aproximadas.

(iii) Passagem ao limite das solugdes aproximadas.

(iv) Verificagdo da condigao inicial.

Etapa (i) - Construgao das solucoes aproximadas
Observando que H(Q) N H2(,) é um espago de Hilbert separdvel, entdo resulta
que existe uma seqiiéncia de vetores
Wel, We2y - - » Wemy - - -

satisfazendo as seguintes condiges:
e w € Hi(Q) N H*Q,) para todo j;
e para cada m fixo 0s vetores we;, Weg, - - . , Wem 580 linearmente independentes;
e as combinagdes lineares finitas dos w,; sdo densas em Hj(S2,) N H(Q,).

Seja Wen = [wWer, Wea, - - - , Wem] 0 subespago m-dimensional de Hy(§2) N H2(Q,),
gerado pelos m pfimeiros vetores.
Vamos a seguir determinar uma solugdo aproximada da solugdo procurada, sob a

forma

uem(t) = Z gejm(t)U)Ej (3:)

sendo 08 gejm determinados pelas seguintes condigdes:

(Ul (8), Wej) + B((tem (t), Wes)) + ([them|Ptiem, Wej) =

= —02(Uem (1), we;) + (Fe(t),we;), paral<j<m,

(1.7)
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onde o paréntese (-,-) representa o produto escalar no L*(Q,) e ((-,-)) é a forma de
Dirichlet definida anteriormente.

Estabeleceremos, agora, as condigées iniciais‘do sistema (1.7). Tomou-se u? €
H}(Qe) N H?(Q), logo pode-se aproximé-la pelos we;, isto é, existem Bjm € R, J ~

1,2,...m, tais que

m
uy, = Zﬂjqu converge para ul em H;(Q.) N H?(S).
J=1

Portanto, uma condigdo inicial natural para o sistema (1.7) é:

Uem(0) = ul,, isto é, gejm(0) = Bjm, para 1< j < m. (1.8)
O sistema (1.7), (1.8), sendo os w,; linearmente independentes, pode ser escrito numa
forma adequada, & aplicagdo do Teorema de existéncia de Caratheodéry [35], Apéndice
2. Resulta que existe uma solugdo {gejm}i<j<m, definida num intervalo (0,ten) de
(0,T). As estimativas a priori demonstradas a seguir, permitirdo prolongar a solugio

ao intervalo (0, 7). (Ver Apéndice 2, de [35].)

Etapa (ii) - Estimativas a priori
A primeira estimativa a priori é obtida da seguinte maneira. Multiplique a equagao

(1.7) por g}..,(t) e some estas equacles para j = 1,2,...,m obtendo-se:

(e (), e (£)) + B(em (1), U (8))) + ([tem (8)[Puem(?), wirn (2)) =
= =0 (Uem(t), U () + (fe(t), Uerm (1))

Observagao 1.7 Note que pela Féormula de Green,

((2em (), Ut ())) =/Vu€m-Vu2mdx = —/div (Vitem) * Ul dz
Q Q

= —/ AUy, dz = —(Dlem, Ugy,). O
0
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Fazendo ¢ = 0 em (1.9) entdo pela Observagdo 1.7, pela desigualdade triangular e

aplicando a desigualdade de Schwarz, resulta

uem(0)1* = B(Auem(0), uer(0)) = (|tem(0) P tterm (0), ern (0))
—0* (them (0), U (0)) + (fe(0), e (0))
< Bl(Atem (0), n (0)) ] + |([tem (0)|Puem (0), tern (0)))]
+0| (tem (0), i (0))] + (£ (0), e (0))]
< BlAUm (0)] |t (0)] + [[uem(0) ] |t (0)]
+0 |tiem (0)[[2rn (0)] + | £e(0) [ (0]

e assim

| (0)] < BlAUM(O)] + ||tem (0)[P*H] + 0 [uem (0)] + 1£e(0)]- (1.10)

Observagao 1.8 Vamos examinar o termo |u.,(0)/? (p = p+ 1) da desigualdade,

(1.10), acima.
1

1
2 N’
N > 3, sendo esta imersdo continua, conseqiiéncia da Desigualdade de Sobolev. Temos

1
Sabe-se do teorema de imersio de Sobolev que Hj(Q.) C L¥(Q), para — =
q

por hipdtese p <
LI(Q.) C LP(Q).

0 que implica que p=p+1< = ¢, resultando

N-2 N -2

Note que p = p+ 1 e u? foi tomado em H{(Q) N H3(R,), isto é, u? € H (),
1 1

1
logo, do teorema de imersiio de Sobolev, obtém-se u? € LI(£,), p =5~ W sendo

N
“USHL"(Q y S C’Hu gy, Comop=p+1< ¥

5 = q, e Q. limitado, segue-se que
u? € LP(Q,). Assim, sendo u?, convergente para ul em Hg(Q) N H?(8), obtém-se,
do teorema de imersdo de Sobolev, que ul,, é convergente para u? em L?(€,), logo em
LP(Q,), isto &,

1 lnia,, converge para [ulue . O
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Desta observagio, retornando a (1.10), conclui-se
[tem(0)] < C + Bl AU (0)] + & uem(0)] + | fe(0)]-
Das hipé6teses (1.2) do teorema, conclui-se que
[ulm(0)] < C.

Portanto

u!_(0) é limitada em L?(Q,) independetemente de m. (1.11)

O que faremos a seguir é derivar ambos os membros da equagdo aproximada (1.7)

em relacdo a t, para obtermos

(Uem(8), wej) + B((uen (1) we)) + (0 + 1) ([uem (2) [Pus (2), wes) =

(1.12)
= =02 (Ul (), wey) + (F1(8),we) 7=1,2,...,m.

Agora, multiplicando-se a equagdo (1.12) por g;,,,(t) e somando estas equagdes para

j=1,2,...,m, obtém-se:

(m (2); e () + B (8), Uern (1)) + (0 + 1) {[tem (8) [ urm (2), i (1) =

= =0 (U (), i (£)) + (FE(2), uem (2)),

que pode ser reescrita como

d , 9 , 9 0 ’ 2 20,1 2 _
T uem O + 26l [uen ()17 + 2(p + 1) e (8) | [uem () + 207 e () = (1.13)

= 2(f{(t), uem (1)

Integrando (1.13) de 0 a t < tem, € usando novamente a desigualdade de Schwarz e a

desigualdade elementar 2ab < a® + b, obtém-se
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O+ 28 [ n(6)1Pds + 205+ 1) [ im0 Pllte(s) s+ 207 [ a5
=2 [ (1) + F3(6), vin(6))ds + O}
=2 [ [0 nlo) + U4l -] b5+ 4O
<2 / ANl + 2 [ 1) s + O
= [ 20N (7D (sl + [ 2l 25) IV Bl (5l

i O
s [[ 1o+ [ 1Rl + 5 [ NP

+ 8 / () 2ds + [t (0)2

Reagrupando os termos da desigualdade acima e observando (1.2) e (1.11) resulta que

t t t
i +8 [ N (9)Pds + 200+ 1) [ [faem () n(5) P = 207 [ Jut(5) P
0 " 0 0

<Ci+Ca [ lul(o)es.
0

(1.14)
Note que C; e C, sdo constantes que ndo dependem de m.
De (1.14) conclui-se que
t
Uon ) < C1+ Ca [ ful(o)ds,

0

de onde pelo Lema de Gronwall, conclui-se que
[Uem ()| < C, (1.15)

onde C é uma constante independente de m, para t € (0, tem)-
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Retornando a (1.14), tendo em mente (1.15), obtém-se

5 [ lns)Pds +2(p+ 1) [ ien(e) () + 207 [ (5170 < €
(1.16)
onde C é uma constante independente de m, para t € (0, tem)-
Conclui-se do teorema de prolongamento de equagoes diferenciais ordindrias, e das
estimativas (1.15) e (1.16) que a solugdo aproximada u.,(t) existe de fato no intervalo
(0,T). Assim (1.15) e (1.16) sdo vdlidas independentemente de m, para todo ¢ em

(0,T). Conclui-se dai que

!

u!,,(t) pertence a um limitado de L>°(0.T; L?(€)))) independentemente de m.
(1.17)
u!,.(t) pertence a um limitado de L*(0.T; Hj(2,))) independentemente de m.
(1.18)
Como L?(0, T; H} () — L*(0,T; Hy(Q)) temos que u.,, é limitadaem L' (0,T; Hy(Q)).
Note que

Uemn(t) = Uerm (0) —%—/0 UL, (s)ds.

Entao,

T
5up (@] < luen@)ll+ 1 | ui(s)ds]
tef0,T] TO
< ue(0)] + f o (5)llds.

Assim, temos que ., é absolutamente continua em [0, 7], com valores em H}(S,) ,

sendo

Uem limitada em C([0, T}; Hy(Q)) — L®((0,T); Hy()) independentemente de m.
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Portanto,

Uem(t) pertence a um limitado de L*°(0.T; H;(Q))) independentemente de m.

(1.19)

Resumo das Estimativas Obtidas

Uer € limitada em L0, T; Hy ()

therm|Pem 6 limitada em L(0, T; L7 () , p/ = P:_i
P

ul,. é limitada em L>(0,T; L*(Q))

ul,, é limitada em L?(0, T; H}(S)).

Uma vez obtida a solugdo aproximada em (0,T), resta-nos obter o limite destas
solucgbes e provar que este limite é a solucdo mencionada no enunciado do Teorema

1.1, o que serd o nosso objetivo na etapa seguinte.

Etapa (iii) - Passagem ao limite
Das estimativas (1.19) e (1.17), resulta entdo que existe uma subseqiiéncia {ue, },en

de {Uem}men, com as seguintes propriedades

Uew —f*ue,' fraco-estrela, em L>(0.T; Hy (), (1.20)

ul, =u!, fraco-estrela, em L>(0.T; L%(£)). (1.21)

Note que o dual de L' (0, T; H~1(€,)) é L=(0, T; H} (2)) e que o dual de L' (0, T; L?(2,))
é L>°(0,T; L?(Q)). Aqui identificamos, via Teorema de Representacdo de Riesz,

L?(Q,) com seu dual.
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A convergéncia (1.20) equivale a dizer que para todaw € L'(0,T; H}(Q,)) tem-se:

/O (e (t), w(t))dt — /0 (ua(t), w(t))dt. (1.22)

Em particular quando w € L*(0,T; H} (%)) ou w € L'(0,T; L%(€2)). Note que, (-, )
representa o par dualidade L*(0,T; Hj(S2)), L*°(0,T; H~1(Q,)). Da convergéncia
(1.21), para toda w € L'(0,T; L*(Q)), tem-se

/O(u;,,(t),w(t))dta/o (ul(t), w(t))dt. (1.23)

De (1.20) conclui-se que u, € L=(0,T; H; (%)) e de (1.21) que u. € L*°(0,T; L*(€,))

Para passarmos o limite na equacio aproximada (1.7) resta examinarmos a parte
correspondente da ndo linearidade, [tey|*Uey-

Obtivemos que {uey} é limitada em L®(0,T; H(Q)) e que {ul,,} é limitada em
L>®(0,T; L*(Q.)). Assim, do Teorema A.5.3 (Teorema de compacidade de Aubion-
Lions),fazendo By = Hj(2) e B = By = L?(Q), com p € [1,¢|, sendo ¢ tal que
1 1 1

=T W devido ao Teorema A.5.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov), resulta que
q

existe uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo {u,,}, tal que
Uem — U, forte, em LP(0,T; LP(Q)) = LP(Qe), (1 <p < o0),
e passando a uma subseqiiéncia, (se necessdrio for), obtemos que:
Uem — Ue, qUAase sempre, em (..

Agora, sendo a funcdo s+ |s|’s continua, resulta que

|tem|PUem — |Ue|’Ue, quase sempre, em Q.. (1.24)
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Como {uem} € limitadaem L*(0, T; L4(R)) (pois L>(0, T; Hy(Q)) — L*®(0,T; LI(£)),
e

”Uelpueljzﬁ(n,) = ||u.| ijlw < Cllul Zj(ln < 00,

pois 2p + 2 < g, resulta que

[tem|Puem 6 limitada em L?(Q.). (1.25)

De (1.24), (1.25) e do Lema de Lions (Coroldrio A.3.1), vem

|them|PUem — |Ue|Pue, fraco, em L?(Q.). (1.26)

A convergéncia (1.26) equivale a dizer que para toda w € L?(Q,) tem-se

T
L(Iuem(t)| Uem (T dt—)/ (lue()Pue(t), w(t))dt (1.27)

De (1.26) conclui-se que |u¢|’ue € L*(Q.).

A préxima etapa é demonstrar que u. é solugdo da equacgdo (1.5),, no sentido de
D'(0,T). |

De fato, fixando-se mg e considerando-se v > mgy, multiplicando-se a equacgio

aproximada (1.7) por § € D(0,T) e integrando-se de 0 a T, obtém-se:

[t +5 / (100, 00001+ [ (o909, )0(01+
o / (e (£), 0)0(2)dt = / (F(0,0)9(0)at

0

para toda v € Wep,-
Tomando-se o limite quando v tende para o infinito, e observando-se (1.22), (1.23) e

(1.27), conclui-se que
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/OT( ()v)0t)dt+ﬁ/ (ue(t),v dt+/ (Jue(t)[Pue(t), v)0(t) dt+
+"‘2/ (ue(t), 0)B(E)dt = /( (1), v)0(t)dt

0

(1.28)

/

para toda v € Wep, € 8 € D(0,7).
Sendo 0os W, densos em Hj(€.), conclui-se que (1.28) é vilida para toda v €

H}(Q.) e 6 € D(0,T). Isto demonstra (1.5); no sentido de D’(0,T’), isto é

(wl(2),v) + B(uel(t), v)) + (Juelt) Pue(t), v) + 02 (ue(t), v) = (.(8), ),

para toda v € Hy(f).
Conclui-se que a u.(t) encontrada através do Método de Faedo-Galerkin, satisfaz

(1.3), (1.4) e (1.5);. Falta apenas verificar que ela também satisfaz (1.5)a.
Etapa (iv) - Verificagido da condicao inicial

J4 vimos que faz sentido calcular u.(0). De (1.22) e (1.23), tomando 8 € C*([0, T}; R)
tal que 8(0) =1 e (T) = 0 e v € L?(€), obtém-se:

/OT(u'eu(t),v)H(t)dt - /OT(u,e(t),’U)g(t)dt
/ (e (t), v)0' ()dt — / (uelt V.

para toda v € L%(€2,). Adicionando membro a membro, conclui-se que

/0 jt (e (), 9)0(£)]dt — / [(ue(2), 0)0(2)]dt,

isto é,

(uer(0),v) = (ue(0),v)
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para toda v € L?(Q,), ou seja,
ey (0) — ue(0), fraco, em L?(€).

Por construgio tém-se que u.,(0) = u, converge fortemente, para ul, em H}(Q,) N
H?(Q,), logo fortemente em L?(),), portanto fraco em L?((2,), e assim, pela unicidade
do limite, resulta que

ue(0) = ud.

€

1.2 Unicidade da solucao fraca

Nesta secgdo demonstraremos, com as hipéteses do Teorema 1.1, que a solugdo

encontrada é unica.

Teorema 1.2 Supondo vdlidas as hipdteses do Teorema 1.1, suponha
2
< — N > 3.
P2N—2 ° =
Entado a solugdo do Teorema 1.1 € unica.

Observacao 1.9 Quando N = 2 a demonstracdo da unicidade faz-se para p um
numero real qualquer seguindo o mesmo argumento, pois pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov, tem-se que Hj (Q,) <»L9(f), para todo ¢ € [1,+cc). O

Demonstragdo: Para demonstrarmos a unicidade (para N > 3), consideremos duas
solugbes u; e ug dadas pelo Teorema 1.1, e facamos w = u; — us. Entdo resulta que

w satisfaz as seguintes condicoes:

(Q'(t), v) + B((w(t),v)) + &®(w(t),v) = = (jua(8)[Pua (t) — Jua(t)[Pua(t), v),

we(0) =0
(1.29)
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para toda v € H} () N H2(S), no sentido de D'(0, T).
Resta-nos demonstrar que a solugdo w = w(t) do problema (1.29) é a funcdo nula,

quase sempre, em (.

Fazendo v = w(t) em (1.29), obtém-se

ld 2 2 2 2 __ P P '
57 @+ Blw(®)] +o lw(O)]* = = (lur () [Pui(t) — [u2(t) [Pualt), w(?))

Integrando-se de 0 a s, 0 < s < T, conclui-se que

w2+ [l +o? [ wira: -

= = [ (P - P, wi)d

(1.30)

Examinemos agora o segundo membro desta igualdade.

Antes porém observemos o que resulta da hipétese p < N3

Sabe-se do teorema de imersio de Sobolev que H;(2%) C L(.), para
1 1 1 . ~ , . . o
S =5 W N > 3, sendo esta imersdo continua. (Tendo sido feita a hipdtese
q

2
p <

N9 para o caso da unicidade, estamos exatamente nas condigGes acima de-

scritas.)

Retornando ao segundo membro da igualdade (1.30) obtém-se:

0@ +8 [+t [ < [ n@rn® - e, o)

Sendo |uy (t)]Puy(t), |ua(t)|Pus(t) pertencentes a LP (Q) e w(t) € H(Q,)), em parti-
cular w(t) € LP(£,) (pela Observacdo 1.6), a desigualdade de Hélder nos autoriza a

calcular a integral

/Q [ (8)]Pus(8) — fua(t) Pus (&) oo () . (1.31)
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Observagdao 1.10 Seja F()A) = |A]PA, entdo F'(A) = pl)\|”“1|-;~|)\ + |Al?, isto &,

F'(A\) = (p+ 1)|A]?, e assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que
|F(u) = F(v)| = |F'(€)|lu—v|, comé=u+60(v—1u), 0<8 <1
Como
[F'(€) = (p+Du+ (v —w)lP < (p+ D[ul + |ul + 0]} < 2°(p + 1)(Jul + [v])?

(Usamos que (a + b)? < 2°(max{a,b})?.) Logo, F'(§) < 2%(p + 1)(Jul” + |v}?), e

portanto

|[F(u) = F(v)] < 2%(p + 1)(Jul® + [v]")Ju — »]. O

Logo, da Observagdo 1.10, segue-se que a integral (1.31) é dominada por

C,,/ [t (D1F + [uz() P} (2) — ua(B)|w(t)dz. (1.32)
Qe
T HY(Qe) = LYQ 1 1 i
em-se que Hy(Qe) — LI(£) , com pial il v ou seja,
1 1 1
a+§+7\[—=1. (133)

2
N_3% ou seja, pN < g, resultando do teorema de imersao
de Sobolev que |u,(t)|? e |us(t)]” pertencem a L¥ (), pois a norma LN () destas

Mas por hipétese p <

funcdes é dominada pelas respectivas normas L7(€2), que por sua vez sdo dominadas
pelas normas H} (), em virtude da imersdo continua de Hy(f) em LI(Q). Além
disso tem-se w(t) pertencente a Lz(Qe)be w(t) € LI(R,), pelo teorema de imersdo

de Sobolev. Resulta entdo que podemos aplicar a desigualdade de Holder & integral
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(1.32), observando (1.33), e assim a integral, de 0 a s, de (1.32) fica dominada por:

/Os(|||ul(t)l”HL~me) + w2 ()Pl @) [w () 20w () | o ey 2. (1.34)

De um argumento usado acima, resulta que |||ui(?)|?||~q.), |[lu2(t)PllL~(q.) sdo
dominadas pelas respectivas normas em H}(£),.) de u;i(t) e ua(t), quase sempre em
[0,T]. Portanto, possuem o supremo essencial finito. Assim resulta que a integral

(1.34) reduz-se a
c / [ (8) 3 1w () Loy . (1.35)
0

~Usando novamente a imersdo continua de H;(Q2) em L9(Q,), (1.35) é dominada por

C/OS Iw(t)le(Qe)“w(t)“Hol(Q,)dt:/08%lw(t)ILz(Qe)\/E“w(t)“Hé(Qf)dt- (1.36)

a2 2

Usando a desigualdade elementar, ab < , resulta que (1.36) é dominada por

[ S5w et + [ Gy 1.a7)

Substituindo (1.37) em (1.30), obtemos

S+ 8 [ uiPd+o? [ wopa <o [ werd,

e assim

SP<C / w(t) P,

entdo, pela designaldade de Gronwall, resulta que w(t) é nula, quase sempre, em

0,T). O
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1.3 Regularidade da solugao u,

Teorema 1.3 A solu¢do do Teorema 1.1 possui a seguinte reqularidade

ue € C°((0, T); Hy ().

Demonstragdo: Demonstraremos esta regularidade para o caso p < N3
N > 3.
Seja {uem }men uma seqiiéncia de solugdes aproximadas que aproxima a solugdo u

de (1.5). Entédo, se m, n € N, com m > n, da equagdo aproximada (1.7), temos

(wem(t) = Uen (), v) + B((tem (£) = Uen(£), ) + ([Uem (B)Ptem (£) — [Uen (2)[ uen(t), v) +

+ &% (Uem (t) — Uen(t),v) =0 Yv € W,,,.
(1.38)

Tomando v = u’,, (t) — u.,,(t) na equacdo (1.38), temos:

t(8) = Ui (OFF + B lten(8) = en () + 025 & tom() — (1) =

—([tem () |Pem (t) — [ten(t)[Puen(t), Uem () — uer(2))

Integrando de 0 a s, 0 < s < T, e usando a desigualdade triangular, obtém-se

[ ent) = v D + B3 en(5) = () + 0t (5) = ()] =
=ﬂﬂwﬂ®—mdﬂ?+aémﬂm—wdw2
= [ an(®)Ptan(t) = P8, 1) = () (1.39)
< Bl 0) = v O)I + 07 em(0) = en(O)
[ 1) Pen(t) = n() P8, i) = i)

Examinemos o segundo membro desta igualdade.
Os termos ||uem(0) — uen(0)|] € |tem(0) — uen(0)| convergem para zero em R, pois,

Uem (0) converge para u?, forte, em H}(Qc) N H?(Q).
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Pelas mesmas imersoes usadas na unicidade, sendo |tem (£)[PUem (t), |ten (£)|Puen(t) €

LP () € Uem(t) — uen(t) € LP(Q,), entdo a desigualdade de Hélder nos autoriza a cal-

cular a integral
/ﬂ ||tem (2)[Ptem(t) — [ten(8) [P then (t)][tierm (t) — ven (8)|dz

a qual, pela Observacao 1.10, é dominada por

| C,,/Q [eem (E)1° + [wen(B)°[][tiem (£) — Uen (B)]|tem (t) — ven (t)|d (1.40)

1 1 1 11 1
Tem-se a imersdo de H}(Q L9(Q) com - =-——  ouainda, ~+-+— = 1.
em-se a imersdo de Hy(Q) em LI(£,) com 5N ou ain a’q+2+N

5 ou pN < g, resulta, do teorema de imersdo de Sobolev, que

<
Como p < N
[uem(t)]” e  |uen(t)|” pertencem a LY(€). Além disso tem-se ul,,(t) — ul,(t) per-
tencente a L2(Q) € Uen(t) — uen(t) € LI(L,), pelos mesmos argumentos usados na
unicidade. Portanto podemos aplicar a desigualdade de Hoélder & integral (1.40),

obtendo-se assim que a integral (1.40) é dominada por:

/05 (Neem@)1Pl v 00 + ten 1P llvn)) [l (£) — uén(t)h?(ne)'

Huem(t) - uen(t) ”LQ(QG)dt.

(1.41)

De um argumento usado na unicidade, resulta que |||uem(2)|?||zv 0,y € |||%en(t) [pﬂLN(QE')
sao dominadas pelas respectivas normas em H{ (Qc) de ten(t) € uem(t), quase sempre,
em [0,7]. Portanto possuem o supremo essencial finito. Assim, resulta entdo que a

integral (1.41) reduz-se a
C/ |Uem () = Uen ()| L2(20) [tem (E) — tien(t)[| Lo - (1.42)
0
Pela imersdo continua de Hy(Q2) em L9(QQ), temos que (1.42) é dominada por

C/ [t (t) = Uen () L2(020)[[ttem (£) = Uen (8) |1y ) 2. (1.43)
0 .
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Agora, substituindo (1.43) em (1.39), e usando a desigualdade elementar ab <

obtém-se:

| e ®) = ) + B3t () = hen(8) [+ 05l tem(5) = (s
1

< B3 ltam(0) — ven O} + 05 i (0) ~ 2en(0)
+C/h%1 (8 22t (8) = (8 g
< B3 [1en(0) = UenO)* + 023 ten(0) = en O

/ |u’em t) en( )le(Qe)dt+0/ “U'em uen(t)”%[é(ﬂe)dt

e assim,

|tem(s) — Uen(s )“2 < fuem(0) - uen(0)|l2 + Ci|uem(0) ~ uen(o)‘2
4G / [ttern(£) — then(2) 2.

Entéo, pela desigualdade de Gronwall,

e (8) = en () < Ymme®* "

a® + b?

3

para todo s € (0,7), onde Ymn = (||tem(0) — Uen(0)||2 + C1|tem(0) — uen(0)]?). Como

Ymma — 0, quando m, n — oo,

temos que:

Max ||Uem(s) — Uen(s)|| = 0, quando m,n — co.
3€[0,T)

Assim {Uem }men é uma seqiiéncia de Cauchy em C°([0, T]; Hy(Q)), 0 que implica que

Uem — Ue, forte, em CO([0,T]; Hy (). O
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Observagdo 1.11 Aplicando o Método de Faedo-Galerkin, obtemos que a solucao

aproximada Uen, para € > 0 fixado, satisfaz:
|[UemlLo(0,r;22(00)) S Cs € [Uem |l 20,1300 < O (1.44)

onde

C = C([f0)]r2.), Nullmy@anm e, i rzz @+ 20 m-192))) s
independentemente de m, para cada € > 0 fixado, e assim, de (1.2);, (1.44) e Lema

1.1 de Teman [47], pagina 250, obtemos que:

Iluem”CO([O,T];Hg(Qe)) <C, _ (1.43)

independente de m, para cada € > 0 fixado.
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Capitulo 2

Resultados preliminares

Este capitulo estd dividido em duas partes. Na primeira parte (Subsecgdo 2.1)
descrevemos a geometria do problema e o quadro abstrato de hipéteses introduzido por
D. Cionarescu e F. Murat [11] no qual o presente trabalho estd baseado. Na Subsecgéo
2.2 trataremos de resultados de compacidade nos espagos LP(0,7; X), sendo X um

espaco de Banach.

2.1 Contexto geométrico

Em vez de fazermos hipdteses geométricas diretas sobre os buracos T}, adotamos
aqui o quadro funcional abstrato introduzido por D. Cioranescu e F. Murat [11] onde
a hipGtese sobre a geometria dos buracos é feita admitindo-se a existéncia de uma

familia adequada de funcgGes testes. Precisamente, suporemos que:
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rExiste uma seqiiéncia de fungbes (we, we, Ye) tals que:
(1)  we€ H{Q)NL=(Q), [wellrw@) < Mo
(1) w.=0em T,
(113) w, — 1, fracamente, em H'(Q), e q.s. em Q
(iv) —Aw =y, — v onde p, v. € HH{Q)

pe = w, fortemente, em H-'(Q) e

(Ye, Ve)a = 0 para todo v, € Hi(Q)

L tal que ve = 0 em 7.

Em (2.1), e daqui em diante, (-, -)q denotard o par dualidade entre H=}(Q2) e

H}(Q), enquanto que (-, -)o. denotard a dualidade entre H () e Hj(Qe).

Observagdo 2.1 Para exemplos onde as hipdteses de (2.1) sdo satisfeitas ver [9],

[11] e [20], Capitulo 1. O
Do quadro abstrato de hipéteses (2.1) o seguinte resultado pode ser demonstrado:

Lema 2.1 Se (2.1) € satisfeita, a distribuicdo p que aparece em (iv) € dada por

(ks 0) o (), p() = P_{%/Q‘PWwel?dx, V¢ € D(Q). (2.2)

Assim p é uma medida de Radon positiva como também um elemento de H~'(1).
Além disso, u(2) é finita.

Demonstragdo: Seja ¢ € D(Q) entdo da hipétese (2.1)(iv) e(44s) temos que
(—A’U)e, §0w6> = <,u'e — Yes §0w5> = (ﬂe: QO’LUE> - <767 Sowe> = (:uer prs> — (K, 90>

Deduz-se entao que

(—Awe, pwe) ~ (1, 0), Yo € D(Q).
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Agora, integrando-se por partes obtém-se que

(—Awe, pwe) =/VwE-V(g0we)dx
Q

=/ IVwelzwdx+/w€Vw€-Vg0d:E,
0 Q

o segundo termo tende a zero, pois, da hipétese (2.1)(41), Vw, tende a zero, fraco,
em L%(Q), e we tende a 1, forte em L%(Q), devido ao teorema de Rellich-Kondrachov.

Assim, resulta que

/QIVwelzsad:v — {1, p).

Agora, apresentaremos um resultado de 1950, devido a J. Deny, que é fundamental

para o que desejamos.

Teorema 2.1 Seja Q um conjunto aberto do RN, e u uma medida de Radon positiva

tal que p € H™Y(Q). Seja v € HE(Q), entdo temos que v € L (Q, du), e

(1,00 = /Q v, | (2.3)

Demonstragdo: Ver [6]. O

Isto permite-nos definir, sem ambigiiidade, o espago

V = HY(Q) N L¥(Q, dy) (2.4)

que é um espago de Hilbert com o produto escalar

a(u,v)=/QVu-Vvdx + /qudu. (2.5)

Finalmente, para qualquer v € L%(€)) define-se ¥ como a extensdo de v por zero
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fora de €., isto é,

_ v(z) se z €€,
¥(z) = (2.6)
0 se z €T,

Temos o seguinte resultado sobre a semicontinuidade inferior da energia relaciona-

da 4 homogeneizacio de problemas elipticos.

Teorema 2.2 Suponha que (2.1) seja satisfeita e considere a seqiéncia z. tal que

z. € H(Q)
ze =0, em T, (2.7)
ze = 2, fracamente, em H;(Q).

FEntao
z€V

C (28)
liminf/[Vzelgda:Z/[Vz[Qd:E+/(z[gdu.
Q Q Q

e—0

Além disso, quando z. também satisfaz

/ﬂij%—>/§1szQ2dx+/Q1z|2du (2.9)

tem-se

Ze = WeZ + T (2.10)

r. = 0, fortemente, em Wol’l(Q).

Finalmente, se z € H}(Q) N C%(Q), a convergéncia de e, em (2.10), acontecerd na

topologia forte de H}(R).

Demonstragdo: Ver [11] e [21]. O

2.2 Alguns resultados de compacidade

Agora, apresentaremos alguns resultados de compacidade, para isto sejam X e Y

dois espagos de Banach reflexivos tais que X C Y, com imersdo continua e densa.
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Denotemos por X' (resp. Y') o espago dual de X (resp. Y) e por (-, -)x x, (resp.
(-, ")v,y’) o par dualidade entre X e X' (resp. ¥ e Y’). Utilizaremos o seguinte espaco

~ introduzido em [28], Capitulo 3, Pardgrafo 8.4:

C°0,T;Y)={f € L*(0,T;Y) : t = (f(¢),v)y,y continua de [0,7] em R,

para qualquer v € Y’ fixado }
Entdo temos os seguintes resultados:

Lema 2.2 Considere uma seqiéncia g, tal que

ge — g, fraco-estrela, em L*°(0,T; X)
ge — g, forte, em C°(0,T;Y).

Entdo g. converge forte para g em CY([0,T); X), isto €, para todo v € X', a funcdo
he st (ge(2), v) x x
pertence a C°([0,T]) e satisfaz
he = h, forte, em C°([0,T)),

onde h é definida por:
bt (g(t), v)xx.
Demonstragdo: Ver [9], pdgina 10. O

Proposigao 2.1 Seja v, uma segiiéncia tal que

ve = v, fracamente, em L'(0,T; X) 2.11)

vd =, fracamente, em L'(0,T;Y).

Entao,

ve = v, fortemente, em C°([0,T);Y). (2.12)
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Demonstragdo: Ver [9)], pagina 11. O

Proposicdo 2.2 Assuma que (2.1) seja satisfeita e considere a seqiéncia de funcédes

v, em L*(0,T; H}(Q.)) N WH(0,T; L*(Q)) satisfazendo

* v, fraco-estrela, em L>®(0,T; H} ()
(2.13)

&1

* o', fraco-estrela, em L*®(0,T; L*(Q)).

o=

Entao,

0,7(-Na = (8,v(:))qa, fortemente, em C°([0,T)), (2.14)

para qualquer § € H=Y(2), e por outro lado
v e L®(0,T; V)N Wh=(0,T; L*(Q2)).

Demonstragdo: Ver [9], pagina 13. O
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Capitulo 3

Resultado de homogeneizacio da |

equacao de reacao-difusao

O objetivo deste capitulo é demonstrar o resultado de homogeneizagdo da equacio
de reagdo-difusdo (Teorema 3.1). A semicontinuidade inferior da energia também serd
demonstrada (Teorema 3.2).

Apéds termos obtido a solugdo da equacdo de reagdo-difusao no dominio €., para
e > 0, fixado, vamos obter neste capituloa solugéo desta equacdo em todo o dominio {2.
Vamos, para isto, fazer ¢ — 0. Isto é o que chamamos de resultado de homogeneizagéao,

que é apresentado no seguinte Teorema.

Teorema 3.1 Suponha que (2.1) seja satisfeita e considere as seqiiéncias dos dqdoé

satisfazendo:

u? — w0 fracamente, em HL(Q) N H2(Q)
) f. = f, fracamente, em L*(0,T; L2(Q)) (3.1)

com f. e fe(0) uniformemente limitadas, respectivamente em

LY(0,T; LA()) + L0, T; H-Y(Q)) e L*(%).

41



Entdo, a seqiiéncia de solugies u. de (1.1) satisfaz

U, = u, fraco-estrela, em L*°(0,T; Hy(Q2))
7;'5 u, fraco-estrela, em L>®(0,T;L*()) (3.2)
176 — ', fracamente, em L*(0,T; H}(Q)),

onde u = u(z,t) € a Unica solugdo da equacdo de reagdo-difusdo homogeneizada

(
u — BAu+ Buu+ julfu+Pu=f, em Q=0x(0,T)
u=0 em L=Ix(0,T), [ =90
. | (3.3)
u(z,0) = u’(z) em

| we 0,1 V),

onde V = H(}/Q) N L3(Q,du) e p é uma medida de Radon dada pelo Lema (2.1).

Observagao 3.1 Em virtude da definicdo (2.5) do produto escalar a(-,-) de V, a

formulagdo variacional da equagdo de reacao-difusio (3.3)1 é:

f;lt/ u(z, t)v(z)dz + Ba(u /\umt[”uxt)()dm—%—
f xtdm—/fa:t z)dz, em D'(0,T), Yv eV
u € L®(0, T, V) N Wh(0, T; LA(R)).

—

\

Note qﬁe de acordo com o Teorema 2.2, a fun¢do u® (que é o limite fraco em H{(Q)
das fungoes Jg que se anulam sobre os buracos T¢) pertence a V, portanto nao e-
xiste contradigio entre as duas assergdes u(0) = u® e u € C°([0,T}; V). Por outro
lado, observe que os resultados cldssicos (ver por exemplo [28]) garantem a existéncia
e a unicidade de solucdes de (3.3). De fato, a unicidade é garantida na larga classe
L*®(0,T; V) N Whe(0, T; L*(Q)).

Finalmente note que f. é assumida convergir fraco em L'(0, T; L2(Q2)), que é uma

hipétese mais forte que ser limitada neste espago. [
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Demonstragdo: Procederemos a demonstragdo em cinco etapas
12 etapa - Estimativas a priori

De (1.44) e (1.45) segue-se que existe uma subseqiiéncia {Uem }men tal que

Uem = U, fraco-estrela, em L°°(0,T; Hg(Q))
fraco-estrela, em L>(0,T; L*(Q.)) (3.4)
fracamente, em  L2(0,T; H3(Q)).

Assim, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, temos:

el Loo 0,73 02)) £ linrgigf||Uem||L°°(o,T;Hg(Qe)) <C, Ye>0
1ucllzooriza@y < limnf|lug,|lze@ra@y < C; Ve >0 (3.5)

llwell2g0,r;m3 () < hmnligf“u’emHLz(O,T;Hé(Qe)) <C, Ve>0,

onde C nido depende de € devido as condigbes em (3.1). Assim temos

U é limitada em L>®(0,T; H}(Q)), independentemente de € > 0
u~’e é limitada em L*°(0,T; L?(f2)), independentemente de € > 0 (3.6)

775 é limitada em L2(0,T; H}()), independentemente de € > 0.

Entdo, existe uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo, tal que:

(

Ue = u, fraco-estrela, em L*(0,T; Hj(Q2))

< |Ue|P e = |ulPu, fraco-estrela, em L>(0,T;L?*(Q)) (3.7)
u, oy, fraco-estrela, em L0, T; L2(Q))

L U=, fracamente, em L?(0,T; H}(Q)),

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions e pelo Lema de Lions, de (3.7); e (3.7),, e

da limitagdo de |u;|’u, em L*(Q), temos que

|G|t = |ulPu, fraco,em L*(0,T; L*(Q2)), (3.8)
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repetindo o argumento usado para passar o limite no termo nfo linear. Por outro

lado, em vista da Proposi¢do 2.2 temos
u € L®(0,T; V)N Wh2(0,T; L*(Q)) N Wh2(0, T; Hy(£2)). (3.9)

22 etapa - Passagem ao limite na equacao (1.1);

Compondo a equagdo de reagdo-difusdo com a fungdo ¥ (t)w.(r)¢(z), onde

¥ € D(0,T), v € D(Q) e w, como no quadro abstrato (2.1), obtemos: .

(ue, Y(R)we(z)o(2))q. + (—BAU, Y(E)w(z)p(z)) o, +
+(|uelPuce, Y () we(x)p(2)) Q. + (@ue, Y (H)we(@)p(2)) g, = (3-19)
= (fe, w(t)we(z)go(x))Qu ‘

onde (-, -)g. denota a dualidade de L*(0,T; H~'(Q%)) e L>(0,T; H} ().
Integrando por partes, na varidvel z, o segundo termo do primeiro membro de

(3.10), obtemos:

(=B, bwep)g. =B | Ve V(vwep)dzdt = ;
Q | (3.11)
=8| Vue vVwepdzdt+ 8 [ Vue - vw.Vedzdt.

Qe Qe

Por outro lado, temos que

(—BAW,, Yucp)g, =B / Ve - V(thup)dzdt =
Qe , (3.12)
=0 [ Vw. YVuepdzdt+ 8 | Vwe-YuVodzdt,
Qe Qe

entao segue-se que

B | Vue YVwepdzdt =
Qe (3.13)
= (—BAw,, Yucp)o, — ﬁ/ Vwe - Yu Vdzdt.
Qe .
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Substituindo (3.13) em (3.11), obtemos

<_13Aue: lﬁwesﬂ)cz, = <—6Aw57 T/’ue‘p>Qe_"

3.14
-0 Vwe - Yu.Vedzdt + ﬂ/ Vu, - ywVdzdt. ( )
Q. Q.
Agora, substituindo (3.14) em (3.10), temos
(u;, wwe(p)Qe + <—ﬂA’UJe, '(,[J'UIEQO)Qe - IB Vwe : ’(ﬁuevwdxdt-*'
Qe
+0 | Vu,-Yw Vodzdt + (|uePue, Y (H)w(z)p(z))q. (3.15)

Qe
+(oz2u€, ’(L’TDJP)QE = <fe: "/’we(P>Qe'

Andlise dos termos de (3.15)

12 termo. Aplicando o Teorema de Fubini no primeiro termo, obtemos

T o T _ '
<ule, d)we(no)Qe = / / U;¢wewdzdt = / Wep </ ’lﬂu;dt) dz. (316)
. 0 Q Q 0

Mas, pela hipétese (2.1)(43), e pelo Teorema de Relich-Kondrachoff (inclusdo com-
pacta de H'(2) em L2(f2)), para uma subseqiiéncia, que ainda denotaremos pelo

mesmo simbolo, temos
we — 1, fortemente, em L?(Q) - (3.17)

e da limitacdo de z:'e em L2(0,T; H}(9)), independentemente de ¢ > 0, para uma

subseqiiéncia, temos

T T
/ Yu.dt — / Yu dt, fracamente, em Hg (). (3.18)
0 0
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Assim, de (3.17) e (3.18) temos a seguinte convergéncia em (3.16):

T
(u,, pwep) g, — /Q.cp (/0 zbu'dt) dz. (3.19)

; T
22 termo. Agora, considere a fungao U, € H; () definida por U, = / Yudt. As
0

convergéncias (3.7) implicam que a seqiiéncia U, satisfaz:

T
U(z) — /0 udt, fracamente, em H;(Q), e fortemente em L*(2)

N(e) (3.20)
U(z) =0, em T, = | T
i=1

)

Em vista da hipétese (2.1)(iv), —Aw, = ¢ — 7Y, € aplicando o Teorema de Fubini,

temos: _
<_5Awe,wue(»0>qe = (B(ke — Ye), YUuP)Q. =

T
= e~ Je)h ~€d
<ﬁ(u Ye) </0 Y t) (p>H-1(n),Ho‘(Q) (3.21)

T
= <ﬁue, (/ wﬁedt> <P> )
0 H=1(Q),H}(Q)

uma vez que (e, $Ue) -1 (q),mi) = 0-

Assim, de (3.20) e hipéStese (2.1)(iv), obtemos a seguinte convergéncia em (3.21)

) |
<—5Awe,wuew>qe—><ﬁu, ( / Wu) <p>H e (3.22)
. -1 :Hé

32 termo. Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos:

T
8 | Vwe-vuNVodzdt = ﬂ/ Vw - (/ WLdt) Vdz. (3.23)
Qe Q 0

Pela hipétese (2.1)(44), para uma subseqiiéncia, que ainda denotaremos pelo mesmo
simbolo, vemos que

Vw, — 0, fracamente, em L?(Q),
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e de (3.20), obtemos a seguinte convergéncia em (3.23):

Jé} Vwe - YuVodzdt — 0. (3.24)
Qe

4° termo. Aplicando o Teorema de Fubini

T .
8| Vu. yw.Veodzdt = [3/ w V-V (/ szedt) dz. (3.25)
Q. Q 0

De (3.20), para uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo, vemos que:

T T
v (/ ¢176dt) -~V (/ wudt> , fracamente, em [L?(Q)]". (3.26)
0 0

Assim, de (3.17) e (3.26) obtemos a seguinte convergéncia em (3.25):

T
8| Vue-YywVepdzdt — ﬁ/ V-V </ 1/}udt> dz. (3.27)
Qe Q 0

52 termo. Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos:

T
(luelPue, Yywep)q, = /ﬂ Weip < /0 zpl@TelpzTedt) dz. T (3.28)

Da convergéncia (3.8), para uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo,

temos a seguinte convergéncia
T T
/ V|G |Pudt —\/ |ulPudt, fracamente, em L*(Q). (3.29)
0 0
Assim de (3.29) e (3.17) obtemos a seguinte convergéncia em (3.28)

T
<|u€lpu67d)we¢>Qe - /Q(P (/0 wl”eV”‘”) dz (3-30)
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62 termo. Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos:

T
(QPue, Ywep)g, = a2/9w6<p (/0 dnl;dt> dz. (3.31)

De (3.20) e (3.17) obtemos a seguinte convergéncia em (3.31)

T
(@Pue, Ywep)g, — a2/n<p (/o wudt> dz. (3.32)

72 termo. Também aplicando o Teorema de Fubini, temos que

T —~
(fopupla. = [ weo ( / z/)fedt> dz, (3.33)
Q 0
e da hipétese (3.1)2 temos que
T T
/ z/;fedt—\/ ¥ fdt, fracamente, em L2(). (3.34)
0 0

Portanto, de (3.17) e (3.34), obtemos a seguinte convergéncia em (3.33):

(fe bwep)q, — /Qcp (/OT wfdt> dz. | (3.35)

Agora é ficil passar o limite em cada termo de (3.15). Usando o Teorema de Fubini

e 0 Teorema de Deny (ver Teorema (2.1)), obtemos

( /n UISDdx,T/))D',D(o,T) + (B /n udp, V) po)
-i—(ﬂ/ﬂVu - Vodz, %) pt pory + (/‘Plulpde:w>‘D’,b(0,T) (3.36)

+{ca? /Q pudz, ¥)p' po1) = /Q fedz, ¥)o po.r):
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Como 9 € D(0,T) é arbitrdrio, temos que

/uwd:t:—f—ﬂ/(pud,u-l-ﬂ/Vu V(pdz—%/(p}u{"udx
' +a /cpudm—/fwdx i 57

para toda ¢ € D(Q).
Em vista de (3.9), e da densidade de D(2) em V' (ver [9], Apéndice) temos que (3.37)
pode ser estendida para toda funcao v € V.

Assim fica demonstrada (3.3); no sentido fraco.

32 etapa - Verificacao da condicao inicial e unicidade
Quanto & verificagdo do dado inicial, isto &, que u(z,0) = u%(z), assim como da
unicidade, seguem-se de um argumento andlogo ao que foi usado na demonstracdo do

Teorema 1.1.

42 etapa - Regularidade da solugao
Analogamente ao feito no Teorema de Regularidade (Teorema 1.3), uma vez que

ue € CO((0, T); HA(Q)), (também @, € CO([0, T}; H(Q))) segue-se que

. € C°([0,T); V).

52 etapa - Final da demonstragao
Demonstramos, pela extracio de uma subseqiiéncia (ainda denotada por {u.}),
que a subseqiiéncia {u.} satisfaz (3.2), com o limite
u € L0, T; V) NWHe(0, T; [L2(Q)]Y) n WH2(0, T; [H ()]N).
e u satisfazendo (3.3).
A unicidade da solugdo de (3.3) permite-nos deduzir que a seqiiéncia inteira satisfaz

(3.2).

49



Isto termina a demonstracdo do Teorema 3.1. []

O préximo passo é demonstrar um resultado de convergéncia pontual (no tempo)
e a propriedade de semicontinuidade inferior da energia. Antes porém vamos fazer

algumas observagoes.

Observagao 3.2 Para a obtencio da energia associada & equagao
ul — BAu, + |ulfu, + Pu, = f.

vamos incorporar o termo ndo linear, |u.|’u ao segundo membro e chamé-lo entdo de

Je, OU seja, g, = fe — |u/fu.. Com isso a equagdo acima toma a seguinte forma
ul — BAu, + Py, = g, (3.38)

onde g, = g.(z,t,u).
Temos que |uc|’u. € L®(0,T; L*(Q)) (pela Observacio 1.6) e f € L>°(0,T; H™ (),
entdo g, € L*(0,T; H~()), pois L*=(0,T; L3(Q)) C L*(0,T; H~%(Q)).

Temos também que g, = (fe — |uu) = fl — p\uJ"‘lﬁe—ueui_ + |uelfu, =

1“67i

! !
fe = (p+ 1) lweue.
O préximo passo é descobrir em que espago estard g.. Para isso, analisemos o termo

|ue|?u’. Por um argumento usado anteriormente se g € o indice do teorema de imerséo
1 1 1 1 1 1

Sobolev, escreve-se — = — — —, ou — + — = ~. Por hipétese p < -

de Sobolev, escreve -2 N q+N 5 ip PSRN

pN < g, resultando, do teorema de imersdo de Sobolev, que |u.(t)|? € LV (€2). Tem-

ou

se ainda que u/(t) pertence a H}(S2) logo pertence a L(€), pelo teorema de imersdo

1 1 1
de Sobolev. Logo, aplicando a desiguldade de Holder, para E + N5 conclui-se



[ e dz—/ e 2] [2dm< (/ |u5|2p2dx>% (/ quelzzd:r>
=( 3 ]uiel”Ndx> ( / ’uzelqu) < o0,

pois §+ —]2\7 =1e pN < g o que implica que Hj () < L¥(Q) — L"N(Qe). Donde
|ue(t)|Puc(t) € L*(9), e por (1.3) e (1.4) conclui-se que [u|?u; € L=(0,T; L*(S)) C
LY0,T; L*()) + L*(0,T; H~1(f2)). Portanto

g € L(0,T; L*(Q)) + L*(0, T; H~(R2.))

Da mesma forma a equagdo homogeneizada
u' — BAu+ Buu + |ulfu + &Pu = f

assume a forma seguinte

~

v — BAu+ Buu+ Pu =g, (3.39)

com g € L}(0,T; L3 Q) e ¢’ € L1(0,T; L*(Q)) + L2(0, T; H-1()). O

Assim, podemos agora enunciar o teorema que estabelecerd a convergéncia pontual

e a propriedade de semicontinuidade inferior da energia:

Teorema 3.2 Suponha que as hipdteses do Teorema 3.1 sajam satisfeitas. Entdo,

para qualquer t € [0,T), fizado, temos:
U (t) = u(t), fracamente, em Hg(Q). (3.40)

/ u(z, £)[?dz = lim / lue(z, £) [2dz. (3.41)
0 ‘ e—0 Qe



/Ot/s;|Vu(2:,s)|2d:cds+/0t/0[u(z,s)[Qdu(;c)ds <

(3.42)
gliminf// IVue(z, s)|*dzds.
e—0 0 ne

E(t) < liminf B.(t) (3.43)

onde a energia E.(-) (energia associada & equacdo (3.38)), para qualquer t € [0, T,
¢ definida por:

1 t t
E(t) = §|ue(t)|iz(n,) +ﬁ/0 |Vue(s) [ ds + 0‘2/0 |ue(8)Z2(0,yds,

e a energia E(t) (energia associada & equagio (3.39))

1 t t t
B() = 3OS | 1V ayrds+d [ 10 andstet [ 1u(s) s
0
Demonstra¢do: De (3.7) temos que
U * u, fraco-estrela, em L*(0,T; Hj(Q))
u

*
IN

o~

u, fraco-estrela, em L*(0,T;L%(Q))

Entdo, pela Proposicdo 2.2 temos que

(05 Te()) -1, 13009 — (@5 %e(-)) m-1(m), s forte, em C°([0,T1), Y € H™H(Q).

Em particular, V ¢t € [0, T, temos

(0, Ue(t)) -1 (0, m3 () = (5 Ue(8)) 10, 3 ()
isto é
() — u(t), fracamente, em Hy(Q), V¢ € [0,T),

o que nos dé (3.41).
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Uma vez que H}(€2) est4 imerso compactamente em L*((Q2), temos, da convergéncia
(3.41), que existe uma subseqiiéncia, ainda denotada pelo mesmo simbolo, ., tal que
U — u, forte, em L%(Q),

o que implica que para cada ¢ € [0, T}, fixado,
|te(t) | L2(0) = |u(t)|r2) em R,
isto é,

[u(t)|L2) = }51_{% [ue(t) 2,

e daf resulta em

() ) = [ ()] ey ]? = T fse(®) B

o que nos d4 (3.42).
Para provar (3.43), note que para cada t € [0, 7], temos 4. (¢t) =0 em T, e G(t) €
H}(Q). Por (3.41) a.(t) = u(t), fraco, em H;(Q), para cada ¢ € {0,T]. Entdo pelo

Teorema 2.2 temos que

u(t) eV

- - (3.44)
/ Vu(z, 1) 2dz + / u(z, £)Pdu(z) < limin / (Vue(z, 1) Pz,
Q Q e—0 Q

para cada ¢ € [0,T] fixado.
Integrando (3.44) de 0 a t, t € [0, 7] obtemos

t t t
//IVu(x,s)szds-{-/ /Iu(x,s)|2d,u(x)d5§/ liminf/|Vue(:v,s)]2d:rds
0o Jo 0 Ja o 0 Ja

Pelo Lema de Fatou, temos

¢ t t
/ /qu(x,s)|2d$d3+/ /|u(:r, s)2du(z)ds < liminf/ /IVue(a:, s)|>dzds
0 J/Q 0 JQ €0 0 JQ

o que prova (3.42).



Finalmente, para obter (3.43), observe que, de (3.41) temos que

2 . 2 — 12 . 2
/Q [u(, ) ?dz = lim /Q lue(z, £) [2dz = m;%nffne ue(z, 8) 2ds.

Integrando de 0 a T e aplicando o Lema de Fatou temos

t t
/ / |u(z, s)|*dzds < lim inf/ lue(z, s)|*dzds. (3.45)
0 Ja =0 Jo Ja.

Agora, somando (3.41), (3.42) e (3.45) obtemos

/Qlu(a:,t)lzda:—+—ﬁ‘/0t/9IVu(:E,s)lzd:r;ds—+—,6’/0t‘/nlu(:v,s)Izdu(:v)afs—f—cz2 /Ot/Q|u(x,s)|2d;pds

_<_liminf/ |u€(:v,t)|2dx+liminfﬁ/ / \Vue(x,s)|2d:1;ds+liminfa2/ \ue(z, s)|2dzds
e—0 Q e—0 0 JO. €0 0 JQ.

t t
< lim inf(/ lue(z,t)|2dz + ,8/ \Vuc(z, s)|*dzds + azf \ue(z, s)|2dzds)
Q. 0o Ja. 0 Ja.

e—0

e assim obtemos

E(t) < liminf E (1),

e—0

o que nos da (3.42). O



Capitulo 4

Resultados de correcao

Este Capitulo é dedicado ao estabelecimento e demonstracdo do resultado de
correcdo, da equagdo de reacdo-difusdo. A demostragdo segue na direcao do arti-
go de D. Cioranescu [8]. Uma das principais etapas da demostracdo do resultado de
correcio é a convergéncia forte da energia em C°([0,T)]). Assim, antes de enunciar-
mos tal resultado, passaremos a demonstracao da convergéncia forte da energia em

C*([0,TY).

Proposicao 4.1 Suponha que as hipdteses do Teorema 3.1 sejam satisfeitas, e con-

sidere a seqtiéncia de dados u, g. tal que
Ge — g, fortemente, em L'(0,T; H™'()) (4.1)

entao:

E(t) = E(t), fortemente, em C°([0,T]). (4.2)

Demonstracdo: Temos as seguintes identidades:

) = B0+ | (96(, ), (@, ), (43)

B =50)+ | (9(z,5), u(z, 5))ads, (4.4)

99



com

1 1
E(0) = §lug|%2(ne) e E(0)= §|“0|%2(n)-

Em virtude de (3.1); e da hipétese (4.1), temos

jﬁt<ge(z,s>,ue(x,s>>neds S th<g($,3)7U($:3)>ndS, (45)

para qualquer t € [0,T]. Por outro lado, (3.41) implica que

E.(0) — E(0) (4.6)

Portanto,

E((t) — E(t), para qualquer ¢ € [0,T]; (4.7)

o que é apenas uma convergéncia pontual no tempo.

Para obter-se a convergéncia uniforme da energia, usaremos o Teorema de Ascoli-
Arzeld (Teorema A.2.2). Assim, precisaremos mostrar que a familia de energias
{Ec(t)}e>0 € equicontinua. De fato, dado qualquer ¢ € [0,T], e h > 0O suficiente-

mente pequeno temos:

Wﬁ+m—&w1=[ (Ge(z, 5), Te(z, 5))nds
sl Gz, 5), Bz, 5))n. |ds
s[ 15e(5) 1710 12 gy s

t+h
<@l [ 156)nsmds.
t

Como 7, é limitada em L>(0,T; H}(€2)) e ge converge fortemente em L'(0, T; H~(Q2)),

isto implica que

|E(t + h) — E¢(t)] = 0, quando h — 0, uniformemente em ¢, (4.8)



o que mostra que a familia de fungées { E¢(t)}c>0 € equicontinua.

Logo, de (4.7), (4.8) e do Teorema de Ascoli-Arzeld, segue-se (4.2). O

Definamos agora,

1 t t
el0)(t) = 510 r0n + 8 [ Vo iunds +0? [ fo(s)ayds,  (40)
0
para v € C°([0, T; H5(2)), €

))) = 3Ol + 8 [ 1V0(6) s

t t (4.10) |
g / (), v(s))ads + o? / [0(5) 2.0y s,

para v € C%([0,T); V).

A partir destas definigGes, apresentamos o seguinte resultado.

Proposicao 4.2 Suponha que as hipoteses da Proposicdo 4.1 sejam satisfeitas. FEntdo
ec(ue — wep) () — e(u — )(), fortemente, em C°([0,T1) (4.11)

para toda p € D(0,T;D(R)).

Demonstracdo: Temos que:

ee(te — wep)(t) = ec(u)(t) + eu(wep)(t) — /Q iz, ) we(z) (s, )z
—2ﬁ/0 /ﬂVﬂe(z, s) « V(we(z)p(z, s))dzds (4.12)
—2(12/0 [Zﬂe(m,s)we(m)w(m,s)dxds.

Passaremos sucessivamente ao limite em cada termo do lado direito da equagao

(4.12).
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12 termo. Como e(uc)(t) = Ec(t), temos da Proposi¢do 4.1 que:

ec(ue)(-) = e(u)(+), fortemente, em C°([0,T7). (4.13)

22 termo. Derivando-se no tempo mostra-se que a funcao twecp(-)lizme) é limita-
da em Wb*(0,T) — C°%[0,T]) com imersio compacta, pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov.

Assim, usando (2.1)(#41), obtemos que:

wep() 2aa,y = e () ey = |0[32(), fortemente, em C°([0,T]), (4.14)

e também que

t ¢
/Olwego(s)ﬁz(ne)ds—)/() |0(8)|72(yds, fortemente, em C°([0,T7) (4.13)
Por outro lado,

5 [ (Vo) faapeds = [ 19 (wiple)) s
=5 [[(V(wels), V(wipls)))ds
=5 [ (a9 ()] wels))ds
=5 [ (~an(Tu(s) + w V(5] wel)ds
= 6 [ (@(Tuole) + Ve Vi(s) + dv(Vip(o)we-+ T, Vol ol
= -0 [ (Bucp(s) + 2V, Viols) + (o) ipls))ds
= 5 [ (Bwipto) waplsyis 23 [ (T, V(o) wep(s)ds
-5 [ (@l wepte))as
= 0 [ (uplo) weptoads =28 [ [ Gue- Tolsyuip(shiads

—,3/Ot/nA<p(s)|we|2(p(s)dzds
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Em vista de (2.1)(#4) e (iv), podemos passar o limite em cada termo do lado direito,

e observando que cada termo é limitado em W1*°(0,T'), obtemos:

t t
— 2 —_
5[ [ seulosads » =5 [ [ sp(s)p(spdzds (4.16)
fortemente, em C°([0, T));
t
—2,3/ /Vwe-Vga(s)wecp(s)da:ds—+0, fortemente, em CY%([0,T]).  (4.17)
o Jo
Usando (2.1)(iv), temos que

<—A’LUE<,0(3),'LU€CP(S)>Q = <_Awe, we(rpz(s))Q = (P’e = Yes we(Pz(S))Q

= (ke wep(5))o — (i, ©*(s))a,

fortemente, em C°([0, T]).

Portanto,

" / (Dwep(s), wep(s))ads — —F / (s () ads, (4.18)

fortemente em C°([0, 7).

Agora, combinando (4.14)-(4.18), obtemos que:

ec(wep(+)) - e(p)(+), fortemente, em C°([0,T)). (4.19)

32 termo. Como . é limitada em Wh>(0,T; L3(Q)) (ver (3.2)), a fungdo

tHLﬁe(x,t)we(x)w(x,t)dx

é limitada em W%*(0, T), assim relativamente compacto em C°([0,7). Isto implica

que



Lﬁe(z,t)we(x)w(x,t)dx—)/ﬂu(w,t)cp(:r,t)dm forte, em C°([0,T)). (4.20)

42 termo. Considerando este termo, temos:

/ /Vue(:zr s we(z)o(z, 5))dzds = —/0 Aﬂe(x, $)div[V (we(z)p(z, 5))]dzds
Ue(z, $)div[Vw(z)o(z, s) + we(z, s)Vo(z, s)|dzds

—/ / Ue(z, 8)[div (V(we(z))p(z, s) + Vw(z) - Vo(z, s) + Vwe(z) - Vo(z, s)
+ we(z)div(Vo(z, s))|dzds

/ /ue z, 8)[Awe(z)p(z, 8) + 2Vw (z)V - ¢(z, 5) + we(z) Ap(z, s)|dzds

/ /ue z, 8) Awe(z)p(z, s)dzds — 2/ /ue z,8)Vwe(z) - Vo(z, s)dzds
Ue(z, s)we(z)Ap(z, s)dzds

0 JO

= /Ot(—Awe(:z:)cp(m,s),ﬂe(:zr,S»st - Q/Otfn'ﬁe(z, s)Vwe(z) - V(z, s)dzds

t

— / Ue(z, s)we(z)Ayp(z, s)dzds.
0o Ja
(4.21)

Consideremos, agora, a fungao:

t t
t— —2/ / Ue(z, s)Vwe(z) - Vio(z, s)dzds —/ /ﬂe(:z:,s)weAgo(:z:,s)dxds. :
o Ja 0o Jo

De (3.2), %, é limitada em W1*°(0, T'; L?(Q)). Assim a familia de fun¢Ges em questdo é
limitada em W1°°(0, T, portanto relativamente compacta em C°([0, T]), pois W (0, T)

estd imerso compactamente em C°([0,T}]). Isto implica que

¢
—2/ /Ee(m s)Vwe(z) - Vo(z,s d:zcds—/ / (z, s)w.Ap(z, s)dzds
0 Ja
t
— —/ ue(z, s)Ap(z, s)dzds —/ / ) Vo(z, s)dzds,
0

Q

(4.22)
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fortemente, em C°([0, T]).

Considere agora o termo remanescente (—Auw,, U(t)¢(t))n. Temos por (2.1)(iv), que:

(—Awe,ﬂe(t)go(t»ﬂ = <.U'e - ')’eyﬂe(t)(to(t»ﬂ = <N67ae(t)90(t)>ﬂ

uma vez que Ue(t) = 0 nos buracos T*.
Por outro lado, usando o fato que W'?(0,T) — C°([0,T]) com imersdo compacta,

temos que

(—Aw,, U (t)p(t))a = {1, u(t)p(t))n, fortemente, em C°([0, T)). (4.23)

Portanto

/Ot(—Awé,ﬂE(s)go(s))gds — At(ui@(s),u(s))gds, forte, em C°([0,T]). (4.24)

52 termo. O tultimo termo de (4.12) segue imediatamente de (4.20), ou seja,

—20 /Ot/nﬁé(z,s)we(x)w(x,s)dxds—> —202 /Ot/Qu(z,s)cp(x, s)dzds,  (4.25)

fortemente, em C9([0,T1).
Agora, de (4.12), (4.13), (4.19), (4.20),(4.22), (4.24) e (4.25), obtemos (4.11). A

demonstracdo da Proposi¢do 4.2 agora estd completa. [

A seguir apresentamos o resultado de corregao.

Teorema 4.1 Assuma que as hipdteses da Proposigcdo 4.1 sejam satisfeitas. Se u de-

nota a dnica solug@o do problema homogeneizado (3.3), entdo a segiiéncia de solugdes
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{ue}€>0 do problema (1.1) satisfaz:

VI
G — u, fortemente, em C°([0,T]); L*(2)), (4.26)
Ue = WU + T, cOM (4.27)
re — 0, fortemente, em L*([0,T); Wy (). (4.28)
Além disso, se u € C°([0,T); C*(Q)), entdo
re = 0, fortemente, em L*([0,T]; H;(Q)). (4.29)

Demonstragdo: Observemos, agora que devido a (3.7) e a Proposigdo 2.1 obtemos
facilmente que

% — u, fortemente, em C°([0,T]; L*()),

e portanto (4.26) est4 demonstrada. Agora do Teorema 3.1 sabemos que u € C°([0,T}; V).

Isto permite-nos considerar uma seqiiéncia ¢, em D(Q) tal que

¢r — u, fortemente, em C°([0,T];V), quando &k — oc. (4.30)

Da Proposigao 4.2 temos:

e—0

- .
[im sup {“ﬂé - we(Pk”%oo(o’T,L2(Q))+ 25‘/0‘ iV(ae(s)

T
—wepr(s)) 720y ds + 2042/0 ue(s) — we@k(s)lizm)ds} <

< 3lle(u = @)llz=(om),

e, assim

T
i limsup { 7. ~ wepn) ooy + 28 | 1V
0

e e T (4.31)
—wewk(s))liz(mds + 202/0 |te(s) — wewk(s)ﬁz(mds} = 0.
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Por outro lado, temos

IV (@e — weu)l| L2 o,riLr () =
= ||V (@ — weu) — V(wepr) + V(wepr) 220,01 ()
= [V (@e — wepr) + V(we(x — u)l|z20,1321 2))
< |V (@e — wer) |20z ) + IV (welor — w)llz20,1,010)) (4.32)
< C||V (1 = wepr) 22 0,m;22@)) + [ Vwelor — u)llz2o,r;rr(0)
+|weV (@x — w2zt @)
< C||V(Te — wer) |l 20,7502(0)) + CIIVWellizzyy - llor — ulleoqory;rzy)

+Cl|we“L2(n) lox — UHCO([O,T];Hg(Q)-

Por (2.1), (4.30), (4.31) e (4.32) concluimos que:
Vre = V(U — weu) — 0, fortemente, em L2([0,T7); L*(Q2)).

Assim (4.28) estd demonstrado.

Vamos finalmente considerar o caso onde u € C%([0,T];C*(Q)). Em tal caso, a
seqiiéncia aproximante ¢y, pode ser escolhida de modo a satisfazer, além de (4.30 ), a
hipétese |

©r — u, fortemente, em C°([0,T]; C*(Q2)).

Neste caso, podemos estimar V(ud, — weu) em L2(0,T; L*(Q)) e ndo somente em

L?(0,T; L'()), como feito anteriormente em (4.32). De fato temos:

|V (we(eor — w))llz2o.,02(0)) <
< || Vwe(or — w)llz2,rizac)) + weV (0x — w22y

< Cllvwe”[m(m]N Jleox = UHCO([O,T];CO(ﬁ)) + Cllwellz2o) - llox — UHCO([O,T];Cl(ﬁ))-
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Similarmente a (4.32), isto implica

Vre = V(Ue — weu) — 0, fortemente, em L%(0,T; H;(Q))
o que d4 o resultado desejado (4.29). O
Observagao 4.1 - De modo similar mostra-se a seguinte convergéncia

re — 0, fortemente, em C°([0,T]; L*(Q)). (4.33)
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Capitulo 5

O caso dos buracos menores que o

tamanho critico

Neste capitulo vamos considerar o caso particular onde os buracos sdo menores que
o tamanho critico. Isto corresponde a assumir que a funcdo w, do quadro abstrato
(2.1) converge fortemente em H'(2), o que implica = 0. Neste caso, todos os
resultados dos Capitulos 3 e 4 sdo verdadeiros.

Assumiremos que os buracos T, sdo tais que

4
Existe uma seqiiéncia de fungdes testes w, satisfazendo

() wee HY(Q), [wellze@) < Mo

(1) we=0em T,

| (¢41) we— 1, fortemente, em H Q).
Observagdo 5.1 - As hipéteses (5.1) dizem que o tamanho dos buracos are ¢

menor que o tamanho critico dado na pégina 11, isto é, que

e*logars — —0o, se N =2
(N/(N-2) (5.2)
— +00, se N =3.

ary

A principal diferenca entre as hip6teses de (2.1) e (5.1) é que, em (5.1)(1id), assu-
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mimos a convergéncia forte de w.. No presente caso, (2.1)(iv) é obviamente satisfeita
com v, =0, pe = —Aw. e p=0.
Exemplos em que (5.1) é satisfeita podem ser encontrados em [9].

Sob as hipbteses em (5.1), todos os resultados dos capitulos 3 e 4 sdo obviamente
vevrdadeiros, mas a éonvergéncia. forte dos dados agora implica em convergéncia forte

das solugoes.

Teorema 5.1 Suponha que (5.1) seja satisfeita e considere a seqiéncia de dados que

satisfaz (3.1). Entdo a segliéncia u, de solugées de (1.1) satisfaz

Ue = u, fraco-estrela, em L>(0,T; H;(Q))

U 2 o', fraco-estrela, em L*®(0,T; L*(Q)) (5.3)
U’ —u, fracamente, em L?(0,T; H}(Q)),
e
Ue(t) — u(t), fracamente, em Hy(RQ),
para todo t € [0, T], onde o limite u € a tUnica solugdo de:
¢, _
u — BAu+ |[ulfu=—-’u+f, emn Q=Qx(0,T)
u=0, em L =00 x (0,T) -
u(z,0) = u%(z), em
| w e 00,7 (@)
Além disso, se os dados satisfazem (4.1) e (4.2) e u € reqular, entdo
Ue — u fortemente, em LQ[(O,.T];Hg(Q)). . (5.3)

Demonstragdo: A demonstracio da primeira parte do Teorema 5.1 (passagem ao
limite em 3.1) é uma mera reescrita das demostragdes dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Para demonstrar (5.5) procederemos como na demonstragdo do Teorema 4.1. Seja
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or € D(Q) uma seqiiéncia verificando (4.30). Temos

IV (@e — u)ll2oryzznyy < IV (@ — wepr)ll L2020
| IV (1 - werllzzezzay (5.6)

+|V (or — u)llz20,1;L2(0))-

Raciocinando como na demostracdo do Teorema 4.1, e usando agora a convergéncia
forte de w, para 1, em H*(), no segundo termo apds a desigualdade (5.6) ( esta é a

novidade importante aqui), obtemos facilmente (5.5). O
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Apéndice

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados que foram utilizados nos capitulos

anteriores. Omitiremos as demonstra¢des por se tratarem de resultados conhecidos.

A.1 Calculo vetorial

Vetor euclidiano N-dimensional e norma
- Seja RN o Espago Euclidiano N-dimensional.

Para z = (1, %9,...,Zx) € RY, a norma de z, denotada por ||z||, ¢ definida como

Produto interno e Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Dados dois vetores z,y € RV, denotamos o produto interno de z por y como
N
Ty =) Tl
i=1

Naturalmente que pode-se escrever a norma de z como

Jall =vz % =

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que para quaisquer z,y € RY temos

1z y| < [lzllllyll

com a igualdade valendo se, e somente se, z for um miltiplo escalar de y, ou um deles
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for o vetor nulo.

Funcgdo Escalar e Campo Vetorial

Uma funcio u cujo domfnio é um conjunto Q C RY e cuja imagem est4 contida
em R, isto é, u: Q C RV — R, é dita uma func¢do escalar. Por outro lado a aplicacdo
U:QcRY = RY que associa a cada vetor = no seu dominio Q um vetor U(z), é

denominada um campo vetorial.

Gradiente, Divergente e Laplaciano
Se u: Q C RV — R é diferencidvel, entdo o gradiente de u, denotado por Vu é

definido como o vetor do RY dado por

ou ou
Vu= <a—$1,,—ax—N) .
Se U(z) = (ui(z),...,un(z)) é um campo vetorial de classe C', definimos o

divergente de U(z), denotado por

Y Bu
dvli =V U =
U U Zl Bo
o 0 0
4 fini = ... .
onde V é o operador definido como V ( Bz By’ G:EN)

O Laplaciano é definido como

' ANV A
div(Vu)zV-Vu=Z<ax.> :

=1

e é denotado por Au.

Identidades tteis
Se u, v sdo funcdes de classe C', c uma constante real, e U, V campos vetorias

também de classe C!, entdo as seguintes relagbes podem ser facilmente demonstradas.
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1. Viu+v) =Vu+ Vo
2. V(cu) = cVu
3. V(w) =uVuv+vVu

4. div(U + V) = divU + divV
I
5. div(uU) = udivU + U - Vu

A.2 Analise funcional

Notagdo. Sejam X e Y dois espacos de Banach. Designaremos por £(X,Y) o

espaco dos operadores lineares e continuos de X em Y, munido com a norma

1T lexvy = Slelg{HT(x)H el < 1}

Teorema A.2.1 Se uma segiéncia eqiicontinua de fungédes f, : X — R converge
simplesmente num subconjunto denso D C X, entdo f, converge uniformemente em
cada parte compacta K C X.

Demonstragio: Ver [19], p. 327. O

Teorema A.2.2 (Ascoli-Arzeld) Seja K C R compacto. Toda seqiiéncia eqiiicontinua
e simplesmente limitada de funcées fr, : K — R possui uma subsegiéncia uniforme-
mente convergente.

Demonstracdo: Ver [19], p. 329. [J

Teorema de Banach-Steinhaus
Teorema A.2.3 (Banach-Steinhaus) Sejam X e Y espacos de Banach. Seja {7} }icr
uma fam{lia (ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de

X em Y. Suponhamos que
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sup ||Ti(z)|| < o0, VzelX.
i€l

Entao

sup || T3l cx,y) < o0
il

Dito de outro modo, existe uma constante C tal que

L@l <Cllall, YzeX, Yiel

Demonstragdo: Ver [4] p. 16. OO

Coroldrio A.2.1 Seja {Tn}nen © L(X,Y), X, Y Banach. Suponha que para cada

z € X eriste nlgilo T.(z) =: T(z). Entdo temos
(i) sup ITnllcexyy < o0
(i) T € L(X,Y)

(iti) IT|lecxyy < Hminf | Toll ooy

Demonstragdo: Ver [4] p. 17. O

Propriedades da topologia fraca ¢(X, X')
Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por X' o dual topolégico de X, isto

é, X' é o espaco dos funcionais lineares continuas de X em R, munido com a norma

do dual
I fllx = :g}g{lf(ﬁv)l ] < 1}

Quando f € X’ e r € X geralmente denotaremos (f, z) no lugar de f(z). Diz-se que

(-,+) é um produto escalar na dualidade X', X.

Notacdo. Dada uma seqiiéncia {Z,}nen em X, designaremos por z, — z a con-

vergéncia de z, para z, na topologia fraca o (X, X').
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Teorema A.2.4 Seja {T,}necn Uma segiéncia em X. Entdo:
(1) z, = z em 0(X, X') se, e somente se, (f,z,) = (f,z) ¥V fe X'
(ii) Se £, — z fortemente, entio T, — z fracamente em o(X, X')
(iii) Se zn — z fracamente em o(X,X'), entdo ||z, € limitada e ||z|| < liér_iglf |Znl|

(iv) Se £, — z fracamente em o(X,X') e se fn, — f fortemente em X' (isto ¢é

”fn - f”X’ - 0): entao (fn,xr!,) - (f, .’E>

Demonstragdo: Ver [4] p. 37. O

A topologia fraca* o(X', X)
Seja X um espaco de Banach, seja X' seu dual e seja X" seu bidual, isto é, o dual,

de X’ munido com a norma

€l x = sup {|¢&, )| : IIfIl < 1}
fex

Notagdo. Dada uma seqiténcia {f,}nen em X' designaremos por f, - f a con-
vergéncia de f, para f na topologia fraca* (X', X)

Teorema A.2.5 Seja { fa}nen uma seqiéncia em X'. Entdo:
(1) fo2f emo(X', X) se, e somente se, (fn,z) = (f,z), VzeX

(ii) Se f, — f fortemente, entdo f, = f fracamente em o(X', X")

Se fn = f em o(X', X"), entdo fn =f em o(X', X)
(i) Se fp, = f em (X', X) entdo ||f|| € limitada e ||f]] < h}gglfllfnll

(iv) Se fn = f em o(X', X) e se z, = = fortemente em X (isto é ||z, — z||x = 0),

entao (fn,$n> - <f7 IE)
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Demonstragio: Ver [4] p. 41. [0

Teorema A.2.6 (Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bx: = {f € X' : ||f|| < 1},
é compacto na topologia fraca* (X', X).

Demonstraggo: Ver [4] p. 43. O

A.3 Espacos LF

Definicao e propriedades elementeres dos espagos L
Seja 2 C RN aberto.

Para 1 < p < oo define-se
LP(Q) = {u : Q2 = R:u é mensurdvel e / lu(z)Pdz < oo}.
Q
Para p = oo define-se

L*(Q) ={u:Q > R: u é mensurdvel e exite uma constante C > 0

tal que |u(z)| < C quase sempre em Q}.

Os espagos LP, para 1 < p < oo e L™ sdo espagos de Banach com a seguinte norma,

ol = ( A '\u(xﬂpdx)%

lul| ooy = supess|u(z)| = inf{C : |u(z)| < C q:s. em Q}.
zeN

respectivamente,

Para p = 2, L?(2) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(u, U)L?(n)‘ ,=‘/Q u(z)v(z)dz, Yu,v € L*(Q).
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Desigualdade de Holder
Teorema A.3.1 (Desigualdade de Holder) Suponhamos quep; >1,1=1,...,m

5a0 tais que

Se fi € LP(Q) parai=1,...,m entdo temos que [] f; € L*(Q) e ainda

i=1

s < ﬁ ([ Ifi(:v)l”"dwﬁ :

14

Al

Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungdes L%(Q)

Sejam u, v : £ = R duas fungoes de quadrado integravel. Entdo

<(/ |u(:c)|2da:>% (/ lv(zﬂ?dxf ol

(4, v) L2y = ’/Qu(a:)v(:v)dx

Resultados de integracao
Teorema A.3.2 Seja {fr}nen uma segiéncia de fungdes em LP(Q) e f € LP(Q),

tais que || fn — fllzr@@) — 0. Entdo eziste uma subsegiiéncia { fn, tren tal que

(i) fa,(z) = f(x) q.5. em €,

(i) | fn,(2)] < h(z) VK € ¢.s. em Q, com h € LP(Q).

Teorema A.3.3 (Lema de Fatou) Seja {un}nen uma segiiéncia de fungdes de

L) tal que
(i) Para cada n, uy(z) >0 ¢.5. em Q

(1t) sgp/ﬂun(x)da:'< 0.

74



Para cada = € Q seja u(z) = lilginfun(x). Entdou € L'(Q) e
. n—o0

/u(m)dz < liminf/un(x)dx.
Q Q

n—oo

Teorema A.3.4 (Densidade) O espago C,(Q), espaco das fungies continuas em Q
com suporte compacto em Q, é denso em L'(Q), isto é, para toda u € L'(Q) e para

todo € > 0, eziste v € C(Q) tal que ||u — v||L1n) <€

Teorema A.3.5 (Fubini) Suponhamos que F € L'((0,T) x Q),

entdo para quase todo t € (0,T),
Flt,z) € LM(Q) o / F(t,z)dz € LY((0,T)).
0
Igualmente, para quase todo z € (2,
T
Flt,z) € LN(0,T)) e / F(t, z)dt € LL(Q).
_ 0

Portanto se verifica

T T
/ / F(t,z)dzdt = / / F(t,z)dtdz = / F(t,z)dtdz.
o Jo aJo 0,T)xQ

A seguir enunciaremos um Teorema que usamos fregiientemente nos capitulos an-
teriores.
Sejam X e Y dois espagos de Banach sendo X — Y continuamente. Denote
dv

W(O,T) = {” € LP(0,T;X) v = — EL”(O,T;Y')} 1<p<oo.
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Definindo em W (0, T) a norma

T T dv
ol = [ o) de+ [ 15 Bt
0 0

segue-se que W (0,T) é um espago de Banach.

Teorema A.3.6 Sewv € W(0,T), entdo v € C°([0,T];Y), isto é sev € W(0,T),

entdo v € igual em quase todo ponto de (0,T), a uma fung¢@o continua em [0, T}, com
valores em B.
Demonstragdo: Pode ser encontrada em [33]. O

O préximo teorema € um teorema de Strauss, util no estudo de equagoes diferen-

ciais parciais nao-lineares.

Teorema A.3.7 Seja Q C RN um aberto limitado, e {u,},en uma seqiiéncia de
fung¢des reais e mensurdveis em ). Sejam F, e G,, v € N, funcées da reta na reta

tais que F, o u,, G, o u, sejam mensurdveis de R em R. Suponhamos:
(i) F, ou, converge para v, g.5. em Q.
(ii) /|F,, o u, (2)]|Gy o uy(z)|dz < C, para todo v € N.
(i1i) G, converge para +oo, quando F, converge para +o0.
Entao,
(a) v e L)
(b) F, ou, converge para v, em L'(2).

Demonstragdo: Pode ser encontrada em [33]. O
No nosso trabalho necessitamos deste teorema no caso particular em que F(s) =

|s|?s, p > 0, como aparece no seguinte Coroldrio.
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Coroldrio A.3.1 (Lema de Lions) Seja Q@ C RY um aberto limitado. Sejam

gn, g € LP(Q), 1 < p < 00 satisfazendo ds condigdes:
(i) gn — g, quase sempre em 1.
(%) |lgnllLe@) < C, para todo n.
Entao,
(a) gn = g, em LI(Q) sendo 1 < g <p
(b) gn — g fraco em LP(Q)).

Demonstragdo: Pode ser encontrada em [33]. O
A.4 Espacos de Sobolev

Derivada fraca ou generalizada
Dada uma funcdo u € LP(Q), Q um aberto limitado do RY, diz-se que v; € LP(Q)
é a derivada fraca (ou generalizada) de u em relacio a componente z; da varidvel z,

se

/ﬂu(x) g:da: = —/Qvi(:z:)godx, Vo € D(Q).

ou

- a(Ei.

Notagao: v;

Podemos ter entdo derivadas fracas de ordens mais altas.

Em geral para o = (a,...,ay) € NV

olely,

D= c—F=%~
(s3] ay?
6-’1;1 "'aIEN

onde |a| = a; + -+ on.
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Observacao A.4.1 Podemos entdo calcular o Divergente e o Gradiente no senti-

do fraco.

O espago W™P(Q)) .
O espago de Sobolev W™P (1) é o espaco vetorial de todas as fungdes u € LP(Q) tais
que para todo o € N, com |a| < m, D% pertence a LP(Q2) (m inteiro, 1 < p < oo),

sendo D?u a derivada de u no sentido fraco ou generalizado. Resumidamente

W™P(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), |a| < m}.

W™P é um espaco de Banach com a norma

3 -

lullwmriay = [ollmp = | S 1D | = E:LW%P

laj<m le|<m

Quando p = 2, W™P(Q1) = H™(Q2) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(v mm@) = D (D°u, D)2y, Yau,v € H™(Q),

laj<m

O espago W;*(Q)

Seja D(Q2) o espago das fungdes de classe C*°, com suporte compacto contido em

Q. O fecho de D(Q2) em W™P(Q) é denotado por WP (Q)
Quando p = 2 escreve-se Wi™*(Q) = HMQ).

O espago W™4(Q)
Suponha que 1 < p < oo e q tal que % + é = 1. Representa-se por W~=™¢(Q) o
dual topoldgico de W;?(Q).

O dual topoldgico de HJ*(2) representa-se por H~™(Q).

Desigualdade de Poincaré-Friedrichs
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Seja © um aberto limitado do RY. Se v € H}(Q), entdo
vlr2(e) < ClVulpeyy,

onde C é uma constante que depende somente de 2.
A demonstragdo é bem conhecida e pode ser encontrada em [4]ou [31] pag.91.

.Como conseqiiéncia desta desigualdade, considera-se a norma de H}(f),

lvllzzy = VY220,

sendo ||v||g1() € |Vv|r2(q) equivalentes.

O espago Hj(f2) também é um espago de Hilbert com o seguinte produto escalar

((w0)) = (fl: (g_sz’ %)mn))é

=

Este produto escalar e esta norma serdo denotados respectivamente por ((-,-)) e || - ||.

Teorema da Divergéncia e Férmula de Green
Seja © um aberto limitado do RY, com fronteira de classe C!. Entdo valem as

seguintes férmulas
Adiv(F(z))dm = /an F(z)-n(z)dz, F € [HL(Q)]N

/vAudz=—/Vv-Vudx, v € Hy(Q), u e H*(Q).
Q Q
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Teorema A.4.1 (Desigualdade de Gronwall) Suponhamos que u, v e w sdo

fungdes positivas satisfazendo

w(t) < v(t) + /0 w(s)w(s)ds, Ve [0,T].

Entao teremos que

w(t) < v(t) + /0 w(s)u(s)el mrargs

Demonstragdo: Ver [38], p.13. O

Coroldrio A.4.1 Com as hipdteses do Teorema A.4.1, assumindo que v € uma

fung¢do crescente, teremos que
w(t) < v(t)efot u(s)ds,
Em particular se v(t) = C =constante, teremos
w(t) < Celouls)ds,
Demonstra¢do: Ver [38], p.14. O
A.5 Imersoes em espacos de Sobolev

Sejam V e H espagos de Hilbert, sendo V munido com a norma || - || ¢ H com a
norma| - |. Suponha que V C H e seja
t: V> H
a injecdo candnica de V em H que a cada v € V faz corresponder ¢(v) como elemento
de H. Diz-se simplesmente que o operador linear ¢ é o operador de imersdo de V em

H.
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Diz-se que a imersdo : V — H € continua, quando existe uma constante C > 0,

tal que
vlg L Cvlly, VYveV _

Um exemplo simples é 0 caso V = Hj(Q) e H = L*(Q) ou V = H'(Q) e H =
L2(), ou ainda V = H™(Q) e H = L*(Q).

Diz-se que a imersdo ¢ : V — H € compacta, quando a imagem dos limitados de
V, por ¢, sdo conjuntos relativamente compactos de H, isto é, conjuntos cujo fecho
é compacto em H, ou equivantemente, diz-se que a imersdo ¢ : V — H € compacta
se seqiiéncias limitadas em V sdo levadas por ¢ em seqiiéncias que tém sebseqiiéncia
convergente em H.

O objetivo aqui é enunciar alguns ressultados importantes de imersao

Teorema A.5.1 Seja Q um aberto de classe C' com fronteira T limitada e seja
1 < p < o0. Entao,

) 1 1 1
se 1 <p < N, tem-se que W'P(Q) C LP" (Q) onde — = - - —
y4

se p= N, tem-se que WHP(Q) C LI(Q) Vq € [p, +0),
se p> N, tem-se que W'P(Q) C L>(Q),

com injegbes continuas.

Teoremas de Compacidade
Teorema A.5.2 (Rellich-Kondrachov) Suponha que Q seja um aberto limitado
do RN de classe C'. Entdo,

1,
N}

1 1
se p < N, tem-se que W'?(Q) C L1(Q), Vg € [1,p*) onde.—P; ="
se p= N, tem-se que WHP(Q) C LI(Q) Vq € [1,+00),

se p> N, tem-se que W(Q) C C(Q),



com injecoes compactas.

Démonstmgdo: Ver [4].0

Teorema A.5.3 (Aubin-Lions) Sejam 1 < p; < o0, = 1,2 e By < B < B,
espagos de Banach reflezivos (<% indica injegcdo compacta e densa). Se 0 < T < oo,
seja |

W = {U e L (O,T, Bo), 'U, € LPz(O,T; Bl)}

Onde a norma de v € W € dada por
lollw = [lvllzer0,7:80) + 1V |22 0,730

Entao,
(i) W €é um espago de Banach,

(i) W <L» (0, T; B).

Teorema A.5.4 (Sobolev) Sel < p < N, tem-se W™P(Q) C LIYQ2) para

11 m > 0, send mjeca L7
—=—-—= , sendo a injecdo continua.
Demonstragdo: Ver [38], pp. 120. O

A.6 Funcoes absolutamente continuas

Definicdo A.6.1 Uma fungdo u: [a,b] — R € dita absolutamente continua quan-
do, para cada € > 0, existe um & > 0, tal que para toda cole¢do finita (ay, by), (az,b2), ..., (an, bn)

de subintervalos de [a,b] dois a dois disjuntos satisfazendo a condigdo
n
Z(bk - ak) < 5,

k=1

tem-se necessariamente,

Z |u(b) — ulag)| <e.
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E claro que toda fung@o absolutamente continua é uniformemente continua e por-
tanto continua. No entanto a reciproca ndo é verdadeira pois existem funcdes uni-

formemente continuas que ndo sao absolutamente continuas.

Teorema A.6.1 Se u € L'(a,b) entdo as integrais indefinidas de u sdo absolu-
tamente continuas.

Demonstragdo: Ver [32], p. 140. O

Teorema A.6.2 A derivada u, de uma func¢do absolutamente continua v, € inte-

grdvel em [a,b], e para todo = € [a,b], tem-se

/z u(t)dt = v(z) — v(a).

Em outras palavras, se v € absolutamente continua ela é uma integral indefinida de
sua derwada.

Demonstragdo: Ver [32], p. 145. O

A.7 Medidas de Radon (ou medidas de ordem zero)

Seja K um subconjunto compacto de 2. O espago
Ce(2) = {9 € C(Q) : supp ¢ C K},
munido com a norma

lellx =max {|e(t)] : t € K},

é um espago de Banach.

Definicio A.7.1 Se {pn}nen € uma segiiéncia em C.(Q2), escreveremos ¢n, — 0
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se

(1) Eziste um conjunto compacto K C Q contendo o suporte de ¢, para todo n;

(it) ¢n — 0, uniformemente, em ).

Diremos entdo que {¢n }nen tende pam zero, em (ou no sentido de) C.(Q).

Definicdo A.7.2 Uma medida de Radon* realnu, em Q, € uma forma linear em
C.(Q), que é continua no sentido em que {pn}, C C.(Q) e ¢ — 0, juntos, implicam

Jim p(pn) = 0.

Analogamente define-se medidada de Radon complexa.

E facil verificar que uma forma linear em C,(Q) satisfaz as condicdes da Defini¢io
2, se, e somente se, a cada conjunto compacto K em (2, corresponder um nimero mg
tal que

()l < millello

para cada ¢ € C.(Q2), com suporte contido em K.

Definicdo A.7.3 Uma medida de Radon real u, em €2, é positiva no seguinte sentido:

para toda ¢ € C.(Q), com ¢(z) > 0, para todo z € ,

/ﬂ (@) d(z) > 0.

Nesse caso

u(p) = sup{p(¥) : ¥ € Cer (), ¥ < ¢},

para cada ¢ em C..(f2), conjunto das fungdes positivas em C,().

Sao exemplos de medidas de Radon

e medida de Lebesgue

1Ver [14]
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e medida atomica

e densidades

e medida de Lebesgue-Stieltjes .
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