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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um método para se construir de forma sistema-

tica uma base de muitos corpos quonica. Particularmente, mostramos uma ex-
pressdo fechada viélida para um sistema de N quons restritos a um subespaco
simétrico por permutagdo, pertencente ao espago quonico. Neste trabalho, o
método € aplicado a dois problemas: o oscilador harmonico tridimensional e
o modelo do rotor. Ambos os resultados sdo comparados com os anteriores
provindos da dlgebra quantica. Também serfo discutidas as diferencas entre
estes resultados, bem como futuras possiveis aplicagdes.

Palavras-chave: quons, Algebra de Quons, Mecanica Quantica.






ABSTRACT

In this work we present a method to build in a systematic way a many-body
quon basis state. In particular, we show a closed expression for a given num-
ber N of quons, restricted to the permutational symmetric subspace, which
belongs to he whole quonic space. The method is applied to two simple pro-
blems: the three-dimensional harmonic oscillator and the rotor model and
compared to previous quantum algebra results. The differences obtained and
possible future applications are also discussed.

Keywords: quons, Quon Algebra, Quantum Mechanics
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1 INTRODUCAO

A observagdo feita em 1953 por Green[1], relacionada a possiveis ti-
pos de particulas que obedecem a uma estatistica diferente da bosonica e da
fermidnica estimulou, no contexto da Teoria Quéntica de Campos e da prépria
Mecianica Quantica, extensivos estudos referentes as chamadas estatisticas in-
termediarias[2, 3].

O mérito de se considerar a existéncia ou ndo de particulas funda-
mentais, que caracterizam-se pela violagdo as estatisticas usuais, ndo serd
discutido neste trabalho. Contudo, para melhor situarmo-nos no que tange
aos dados que a literatura nos concede sobre o assunto, podemos nos referir
ao fato de que até agora ndo ha registro de nenhuma particula provida desta
particularidade.

A abordagem deste trabalho € a que se refere aos aspectos algébricos
da estatistica quonica, isto &, trata do que chamamos de dlgebra de quons.
Neste contexto, os quons seriam particulas que violariam as estatisticas usu-
ais.

Os fundamentos para o estudo desta teoria encontram-se no primeiro
capitulo. Neste, mostramos os operadores de criacdo e de aniquilagio for-
madores da dlgebra, e a relacdo entre ambos, bem como outros operadores
definidos a partir destes. Existem outras dlgebras definidas através de um pa-
rdmetro g[4, 5], além da quodnica, diferenciando-se, dentre alguns aspectos,
pela relacd@o entre os operadores de criagc@o e aniquilagdo. H4, neste capitulo
uma comparacio entre algumas destas dlgebras' e a de quons. Interessante
¢ frisar o fato de que muitas das propriedades de ambas as dlgebras sdo bem
particulares, no sentido de que seus operadores de criagdo e aniquilagdo néo
satisfazem a defini¢do de dlgebra de Lie? .

A seguir, ainda no mesmo capitulo, podemos verificar de que forma,
a partir do formalismo dos quons, bem como através da defini¢do de al-
guns operadores, conseguimos chegar aos tensores irredutiveis que formam o
grupo SU(2)[6], cuja dlgebra é caracteristica do momento angular.

O segundo capitulo diz respeito a formacdo dos estados de sistemas
de muitos quons. Comeca com uma breve explanacdo de uma ferramenta que
propicia a criagcdo da base de estados através da aplicacdo de operadores de
permutacdo do grupo S,: sdo os chamados diagramas de Young[7]. Posterior-
mente verificamos como € possivel formar a base ortonormal de estados para
um sistema com dois, trés e quatro quons. Finalizando este capitulo, mostra-

INeste caso, tratamos das chamadas dlgebras do q-oscilador, ou ainda, dlgebras q-
deformadas do oscilador.

2 Alguns autores classificam as dlgrebras do g-oscilador como dlgebras envelopantes ou de
Hopf. A defini¢do de dlgebra de Lie € apresentada no apéndice desta obra.
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mos uma propriedade importante relacionada ao estado totalmente simétrico
para um sistema de N quons.

Como ¢é bem sabido, as dlgebras g-deformadas sdo extensivamente
usadas em modelos fenomenoldgicos adequados a descricdo de ntcleos e
moléculas. O pardmetro g € associado a uma deformacio no espectro que,
por exemplo, no modo rotacional pode ser interpretado como rigidez rota-
cional, isto é, quanto mais se aproxima de +1, mais préximo do rotor usual
chegamos.

Algumas aplicacdes da dlgebra de quons sdo mostradas no tltimo ca-
pitulo; especificamente nos referimos ao oscilador harmdnico tridimensional
e ao rotor qudnico. Além disto, iremos mostrar que podemos construir ana-
logos qudnicos do oscilador e do rotor e comparé-los com os produzidos a
partir da dlgebra g-deformada.

Definicdes relativas a aspectos bdsicos do que fora exposto neste tra-
balho s@o apresentados no apéndice.
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2 ALGEBRA DE QUONS

2.1 DEFINICOES

A élgebra de quons foi originariamente introduzida com a finalidade
de descrever particulas que obedecem a uma estatistica intermedidria, isto €,
os quons. E € justamente a seguinte relagc@o, a qual chamamos de g-mutacao,
que a caracteriza desta forma:

[a,-,a” = a,-aj. — qa;a; = 0§ 2.1

Como tratamos aqui de uma estatistica intermedidria, o pardmetro g[8,
9] deve variar de -1 a +1, respeitando os limites da estatistica fermiodnica e
bosdnica respectivamente.

Para os quons, podemos contruir o espago de Fock .% [10] através do
conjunto de estados que sdo combinagdes lineares dos monomios

|(J)m) =al, ...} 10), jk €N, meN, (2.2)

cujos duais sdo
(D)l = Olag, ---ajy - 23)

O véacuo qudnico € definido por:
4|0y =0V i. 2.4)

Através de 2.1 e de 2.4 podemos chegar a solucdo [11] do seguinte
elemento de matriz:

<0|aiaja}£a;' |0) =

1 1
== (14q) (8udjx + 6x6j1) + 5

> > (1—q) (846 —6ubj). (2.5

A expressdo acima atende a expectativa no que se refere as dlgebras
usadas em teorias de muitos corpos, isto é, quando ¢ = —1, temos um ele-
mento de matriz caracteristico de sistemas fermidnicos, enquanto que, quando
q = +1, ocorre 0 mesmo para sistemas bosonicos.

De forma genérica, o chamado g-produto interno {( j/)m/ | (),,) pode
ser calculado utilizando-se das relacdes 2.1 e 2.4, sendo estas também as
responsaveis pela positividade da norma dos estados formados pela combi-
nacdo linear dos mondmios. Em [12] vemos que a norma positiva € uma
caracteristica ndo apenas para o caso de |0), mas também para bases de qual-
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quer nimero de quons com g € [ 1,+1]. A norma de |(j),,) designa-se

pelo g-produto (~) (aj
(sls) =2(1+¢q) para @ = il isto &, (s|s) >

Fagamos a hipétese de que |s) = 0. Aphcamos agora a relacdo 2.1 nas
expressdes a;|s) =0 e aj|s) = 0. Desta forma concluimos que ¢ = £1, ou
seja, para os casos bosonicos e fermidnicos. Este resultado nos leva a afirmar
o fato de que ndo ha relagdo de g-mutacdo entre os operadores al-T e aj, bem
como a; € a;, exceto para quando g = &1, ou seja, para os casos bosdnicos e
fermiodnicos.

Um operador muito importante na teoria de muitos corpos é o operador
ndmero n; com o qual, por exemplo, podemos obter a energia total £ das
particulas de um sistema de quons livres, ou seja,

— aa*a ) |0), percebemos que

E=Y &n, (2.6)

sendo &; a energia do estado i.
Com quons, o operador nimero deve obedecer a relacio usual de co-
mutacao

[n”a ] — §d, 2.7)
o que faz com que tenhamos a seguinte expansao [13]
_ 1 Fot Y (o 28
ni= aa,+( ) Z a,a —qa;a; | (ajar —qaa;) + ..., (2.8)
k

sendo esta uma série infinita.
Da teoria de muitos corpos, o chamado operador nimero de transicao
n;; deve obedecer as seguintes relagdes de comutagio

[n,-j,a,q = 5jka§, (2.9)

[n,-j7ak] = — ,'kaj. (210)
Em termos de a;’s e alT’s, n;j pode ser escrito [13] como
nij=ajaj+ Z Y Y i) nt)in i Yin)oomn) Yigotns (21D
n=1t..thy

sendo o somatério sobre & a soma de todas as permutagdes de indice
11,t2,...,ty, incluindo os casos de sua repeticdo. E justamente dizem res-
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peito a cada uma destas permutagdes os termos 7 (¢1),7 (t2),..., 7T (t;). Os
parimetro g.
Com Yp; = aga; — qasag, temos que [14]

You, s = You,inlinry — 4" s Yoiy iy (2.12)

Sao estes os primeiros termos da expansao [15, 16]:

ny=dalaj+(1-¢%) 'Y (a;aj - qaja;) (ajay—qaya;)+... (2.13)
Y

2.2 ALGEBRA DE QUONS x ALGEBRA DO Q-OSCILADOR

Trataremos, na presente se¢do, da definicdo do oscilador q-deformado
bosdnico, bem como sua representacao no espaco de Fock [4], para verificar-
mos diferengas entre esta dlgebra e a qudnica.

Podemos comecar definindo a dlgebra do oscilador g-bosonico através
das seguintes relagdes:

aat —qgata=q7", [N,a] = —a, [N,aﬂ =+at, (2.14)

sendo a o operador de aniquilagdo, a* o de criacdo, e N o operador nimero.
O parametro g é um niimero complexo.

A representacdo no espago de Fock da estrutura algébrica mostrada em
2.14 é realizada através dos autoestados ortonormalizados |n) do operador N,
de modo que

n) = H'(a+)"|0>, al0)=0 e  Nn)=nln), (2.15)
nj.
sendo L
m=L"9_  neN, (2.16)
q—q
€
Al =[n]n—-1]...1, com [0 =1. (2.17)

E facil provar que neste espaco de Fock sdo validas as seguintes rela-
coes:
ata=[N], e aa"=[N+1]. (2.18)

Uma outra possibilidade, na qual g € um nimero real estd relacionada
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aos operadores definidos por
A=g"? e AT =q"g"? (2.19)
que, por sua vez, satisfazem a relacio
AAT —FPATA=1. (2.20)

Podemos ainda verificar a representag@o no espaco de Fock destes ope-
radores:

In) = ———(A")"|0), A|0)=0 e Nln)=nln), (221)

com

(2.22)
Aplicando os operadores nos elementos do espaco de Fock, temos que
ATA=NP e AAT=[N+1)5. (2.23)

Portanto no caso unidimensional a relagdo entre os operadores de criacdo
e aniquilacdo da dlgebra de quons é equivalente a q-deformada com g €
[—1,+1].

Existe a possibilidade de se expressar 2.14 através das transformagdes
[5, 17]

1/2 1/2
a:(%jﬂ) b e a*:b*(%ii]) . (2.24)

Os operadores b e b satisfazem a dlgebra do oscilador bosdnico usual, isto

ea
[b,b*] =1, [N,b]=—-b, [N,b*]=b" ¢ N=b"D. (2.25)

Estas relagdes provam a existéncia de um mapeamento entre ambas as alge-
bras.
A generalizag@o das dlgebras 2.14 e 2.19 para mais de uma dimensao
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pode ser feita respectivamente da forma seguinte:

aial —((g—1)8;+1)afa; = &g ™

(2.26)
[Ni,aj] e —5l-jaj {Ni,(lj} = 6ija;

A,‘A;_ — ((qz — 1) 5,'1' + 1)A;_Ai = 6ij
(2.27)
N = =845 [NuAT| =87

Vemos que, no caso do oscilador g-deformado bosoénico, ocorre co-
mutacio no que concerne aos diferentes graus de liberdade, isto é, quando
i # j. Eis aqui a principal diferenca entre estas dlgebras e a de quons. Para
estes ultimos ocorre ndo uma comutagdo, mas uma g-mutagdo definida em
2.1 referente aos vérios graus de liberdade possiveis. Notemos que para a 4l-
gebra g-deformada os operadores a; € a;, bem como a;r e af, comutam entre
si. Como isto ndo ocorre na algebra de quons, ndo existe mapeamento entre
esta e a dlgebra usual para o caso de mais de uma dimensdo. A dlgebra de
quons também difere neste ponto de uma dlgebra formada a partir de ope-
radores fermi6nicos[4], conhecida como 4lgebra do oscilador g-fermi6nico!.
Esta é concebida de modo andlogo ao do oscilador g-bosdnico e néo sera dis-
cutida aqui pois os argumentos comentados nesta se¢do sdo suficientes para
convencermo-nos da diferenca entre as dlgebras q-deformadas do oscilador e

a quonica.

2.3 ALGEBRA SU(2) A PARTIR DA ALGEBRA DE QUONS

O operador de transi¢do n;; pode nos fornecer um meio de, através
da dlgebra de quons, obtermos uma andloga a do momento angular. Nao
obstante, devemos primeiro definir estes operadores[6]:

an e a . mas agora m=—L.. . +/. (2.28)

m»

Estes, por sua vez, devem obedecer a relacdo de comutagd@o definida em 2.1.
Neste caso,

T N
{am,am,}qfamam, qam,amf(Smm. (2.29)

IEsta dlgebra, contudo, tem sido motivo de controvérsias. Na comunidade discute-se a pos-
sibilidade desta algebra ser uma redundéncia do caso g-bosdnico.
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Neste espacgo restrito, podemos usar as equagdes 2.9, 2.10 e 2.12 para
chegarmos a [6]

i il T
|:nl'j’ (Yi’tl...t,,) :| =djy, (Yi'itz...t,,) +6ji, (Yi’tlir3...tn) +

i T n
f
+6j,, (Yi/lltzmiln) + i, (Yi’tltz...t,,,li) +5j’i’ Yitrtyoon)' - (2.30)

Da equacio 2.30, podemos achar

f
{”"f’ (Yi’n(m...n(m) Y/zl...zn} =

¥ T
= 6// (Yifr(t1)~-~7r(tn)) Yt~ 6ij’ (Yi/n(tl)...nf(t,,ﬂ)) Yity tuir- (2.31)

O préximo passo € calcular a relacdo de comutacio [n,- oy ]./}. Para
isto devemos substituir ng y por 2.11, de forma a chegar a

[l’lij,nl./j/:| = {n,-j,aj,a;,} +

Com 2.11 e 2.30 chegamos finalmente a:

{nij,nirjr} = 5ji/ nl.j./ - 6[.]./ ni/j. (2.33)
Sua importancia estd relacionada ao fato de podermos gerar a dlgebra
su(21+1) através do operador niimero de transi¢io n;;.
Vamos agora mostrar como podemos gerar a dlgebra su(2)
utilizando-se deste operador. Para tal, definamos os geradores SU(2) a
partir dos n;;:

2

+¢
L= Y pnuy (2.34)
u=—/

+0
Li= Y VT {lEp+nyriy. (2.35)
u=—r

Vamos agora comprovar que estes operadores, definidos desta ma-
neira, formam a dlgebra su(2). Com este intuito, vejamos as relagdes de

2 A definigdo de grupo SU(2) é mostrada no apéndice.
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comutacio entres estes e o operador a, definido em 2.28:

L07 Z H n##v Z 6,L1’71am:>
u=—r n=—r
[Lo,a},] = ma},. (2.36)
Além disto,
) +4
[Leiaf] = Zf\/(ﬁw)(éiuﬂ)[npﬂ,u,ain]
n=—r
+¢
= ZZ\/(£$N) (gi“+])6uinazil =
p—
[Li,a)] = VT (CEp+1a,, . (2.37)

Com 2.34 e 2.35 podemos ainda obter a relagdo

[Lo,Li] = Z H\/ (CFp') (e+u +1) {”mu ulil,ul} =
'

[L(),L:t Z ,U\/ KZF,U, (fiu + ) (5“”“/:‘:111””/ _6u,u’nﬂ.ul+1) =
IJﬂ

[Lo, L] = +Ls. (2.38)

Encerramos a secdo citando que, de forma semelhante, podemos cal-
cular
Ly L] = 2Ly, (2.39)

comprovando, por fim, que estes operadores definidos em 2.34 e 2.35 geram
a dlgebra do momento angular.

Importante € salientar o fato de ser impossivel a construgdo da dlgebra
su(2) partindo da relacionada aos osciladores q-deformados da mesma forma
que fizemos com algebra de quons.

Mostramos entio que podemos construir operadores a;,, que sio irre-
dutiveis de SU(2), o que faz com que, na formagao de modelos, seja imediata
a maneira de construirmos hamiltonianos escalares, bastando-nos apenas uti-
lizar as regras usuais de acoplamento de momento angular, isto é, usar os
coeficientes de Clebsh-Gordan usuais. Isto difere no caso das algebras g-
deformadas nas quais o acoplamento é bem mais complexo[18].
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2 ALGEBRA DE QUONS
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3 ESTADOS DE SISTEMAS DE MUITOS QUONS

3.1 DIAGRAMAS DE YOUNG

Uma ferramenta importante para se trabalhar com o grupo de permuta-
¢do de n elementos S, na formacao dos estados de muitos quons, € justamente
o chamado diagrama de Young [7, 19-21].

Definimo-lo como uma colecao de caixas arranjadas de maneira que
a quantidade destas venha a diminuir 2 medida que aumenta o nimero da
respectiva linha ou coluna. Os diagramas de Young, entdo, estdo relacionados
as particdes dos nimeros inteiros. Um exemplo de diagrama de Young é
mostrado abaixo.

3.

A cada diagrama de Young associamos uma representacdo irredutivel
do grupo de permutacdes.

Os diagramas nos ddo as simetrias do grupo de permutagdes S,. Os
estados da base de um sistema de muitos quons podem ser classificados de
acordo com as representagdes irredutiveis do grupo de permutacdes.

A simetria, por exemplo, para a fun¢do de onda de 13 particulas repre-
sentada pelo diagrama de Young 3.1, corresponde as permutacdes nas quais
as linhas sdo simetrizadas primeiro e as colunas antissimetrizadas posterior-
mente, ou vice-versa.

O ndmero de estados & formados diretamente a partir de cada arranjo
da representacdo irredutivel nos define as dimensdo dim deste arranjo. O
nimero de estados da base qudnica compostos por estes estados serd &2.

Um exemplo possivel é o dos estados do sistema de quatro quons,
representados pelos diagramas

1]2]3]
4]

172]4]
3]

1[3]4]
2]
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que sdo formados a partir do arranjo da representagao irredutivel de dim = 3
associado ao diagrama

Vamos comegar com a utilizagdo para o sistema de duas particulas
idénticas. A funcdo de onda de cada particula i é aqui denotada por ¢;, de
modo que o estado do sistema Y (1,2) seja

v(L2)=ei(1)92(2).

Os ndmeros 1 e 2 dentro dos parénteses correspondem a todos os nime-
ros quanticos das particulas 1 e 2 respectivamente, de forma mais explicita,
1 — x1,¥1,21,51,T1, € 2 — X2,¥2,22,52, To. Sendo x;, y; € z; as coordenadas
espaciais da particula 7, s; 0 spin e T; 0 isospin.

Sabemos que a funcdo de onda de um sistema bosdnico com duas
particulas é dada pela expressao

e a fermiOnica

O indice A significa que trata-se do estado antissimétrico, enquanto
que S, do estado simétrico.
Podemos usar a notagdo

¥s =w(1,2)+Poy(1,2),  ya=y(l,2)—Poy(l,2) 34
para o sistema bosonico e fermidnico respectivamente, isto pois
W(Zal) :PIZW(172)7 (3.5)

sendo P}, o chamado operador de permutacao[20, 21].
Podemos ainda representar os estados simétricos e antissimétricos
através dos diagramas de Young da seguinte maneira:

s =[] | (3.6)

YA :H 3.7
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Ja para um sistema de trés particulas o estado simétrico fica:
vs=[TT] 69
Ya = (3.9)

Nao obstante, aqui temos a presenca de estados mistos representados
pelo diagrama

Wi _L1 (3.10)

Podemos construir estes estados através dos operadores de simetriza-
¢do S;; e antissimetrizacdo A;; definidos pela expressao abaixo

Sij=e+Pj,  Aij=e—Py (3.11)

com e sendo o elemento identidade.
O estado simétrico para trés particulas definido em 3.8 também pode
ser escrito desta forma:

Vs = S123W(123) = (e + P2 + P13+ P3 + PioPi3 + Pi3Pi2) w(123), (3.12)
enquanto que o antissimétrico 3.9
YA EA]23V/(123) = (e —P]z —P13 —P23 +P]2P]3 —|—P13P12) l[/(123) (313)

Além disto, os quatro estados mistos 3.10 também t€m a sua represen-
tacdo em termos dos operadores de permutacio

Yu :AikSile(123)- (3.14)

De posse desta equagdo, podemos ilustrar melhor a utilizagio dos dia-
gramas de Young caso a compararmos com a 3.10 modificada desta forma:

wny = 1]< . (3.15)

Estes seis estados, por sua vez, formam uma base ndo ortonormal ir-
redutivel de simetria mista do grupo S3.

Encerramos, desta forma, a explanagio sobre os diagramas de Young
tendo em vista que o objetivo principal é fornecer um pouco de subsidios para
a continuacdo da leitura, de forma um pouco pragmatica, e ndo nos aprofun-
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daremos demasiadamente no assunto. Mais propriedades destes serdo discu-
tidas ao longo do texto se houver necessidade.

3.2 BASE

O conjunto dos mondmios definidos em 3.2 ndo é uma base ortonor-
mal, portanto nao € uma base conveniente para os sistemas de muitos quons.
Mostraremos agora como ¢é possivel a formagdo desta base, a comecar pelo
exemplo relacionado ao sistema de dois quons:

1 2 1 2

Os métodos utilizados na ortonormalizacio destes estados podem con-
sistir na diagonaliza¢do da matriz de overlap

<0\a1a1a1 110 (Olaiaaa}|0) (0lararaja}|0) (0|araaia |0)

Ao (0] a2a2ala 710y (0| a2a2a;a; |0y (0] a2a2aIa; |0y (0] 512z12412611r |0)
(O\alazala |0) (O\alaza;az\O) (O\alazaiaz\O) (O\alazazalr 0y |’
(0] agalaTal |0) (0] agala;a; |0) (O] agalaia; |0) (O] agalazalr |0)

ou entdo através dos chamados diagramas de Young aplicados apenas aos
estados linearmente independentes, isto é, a,a; [0) e a2a1 |0).

Em verdade, esta matriz foi apenas inserida por motivos ilustrativos
pois poderiamos simplesmente construir uma submatriz 2 X 2 cujos elementos
s@o o produto interno entre estes ultimos estados. Os diagramas referentes a
este sistema foram ilustrados em 3.6 € 3.7.

Os autoestados da matriz A seriam entdo o estado simétrico:

1
|¢s) = m (aIa§+a;aD 0}, (3.17)
e 0 antissimétrico
1 +
|0a) = VR (a1a2 —djaj ) 0), (3.18)

A2 A2
além dos simétricos \/ﬁ (a[) |0) e ﬁ (aé) |0).
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Ainda poderiamos escrever aIa]zL |0) e a;d; |0) desta forma:

1 1—

aja}|0) = J2rq|¢s>+\/7l¢a>, (3.19)
1 1—

aja;|0) = erq|¢s>—ﬁ|¢>a>‘ (3.20)

O método elaborado para a formacdo dos estados de trés quons € uma
extensdo do elaborado para a resoluc¢do para dois quons. Neste caso, temos
os estados ndo ortonormais:

P1o23) = [123) ajayal |0)
P1o3@) = [132) = ajaja}|0),
l20193) = [213) = abaja}|0),
lp20301) = [231) = ajaia]|0),
[ps012) = [312) = ajaja}0),
P301) = [321) alajal |0),

resultados da aplicacdo do operador P;; no estado [123). Os estados nos quais
01 =@, ¢ = @3, 1 = Q3 € Q] = ¢ = @3 estardo incluidos nos cédlculos
apenas com estes mondmios.

Ficamos entdo com a matriz de overlap B para diagonalizar com o
intuito de obtermos os estados ortonormalizados:

(123]123)  (123132)  (123]213) (123]231) (123[312) (123[321)
(132123)  (132132)  (132213) (132231) (132312) (132[321)
oo | 123 @132 QBRI @3p3) @I3B1R) 213321)
(231]123)  (231]132)  (231]213) (231]231) (231]312) (231]321)
(312]123)  (312132) (312]213) (312231) (312312) (312[321)
(321]123)  (321]132) (321213) (321]231) (321]312) (321[321)
Como resultado, temos

1 g9 9 ¢ ¢ ¢

g 1 ¢ ¢ q ¢

B—| 4 qi I q qz 7

9 ¢ q 1 q ¢

¢ 9 ¢ ¢ 1 gq

¢ ¢ ¢ q q 1
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Seus autovalores e respectivos autovetores podem assim ser facilmente
calculados. Os resultados sdo apresentados abaixo:

As = 1+2q2+2q+q3;

1
1S) = [1123) 4 |213) +|132)+
1424 +29+4° \f (3.21)
[231) +[312) + [321)] ;
A :1+2q2—2q—q3;
A) = ) —[213) — 132)

1123
V14242 —2q PE \f (3.22)

+231) +[312) — [321)] .

Sendo |S) e |A) os estados totalmente simétricos e antissimétricos res-
pectivamente. Usamos a notagdo Ax para designar o autovalor do estado X.
A seguir verificamos as expressdes para os estados mistos.

lMle:1*q2+q*q3;

M) = [1123) — [213) +2|132)
V1- 2+q e \ﬁ (3.23)
+]231) —2[312) — [321)] ;
1 1
M) = — e 5 [123) - [213) + 231) +[321)] ;. (3.24)
1—¢*+q—¢°
e ainda
lM3M4:1*92*f]+q3§
1 1
M3) = ————— _[[123) — [213) — [231) +|321)];  (3.25)
l—¢*—q+¢°2
IMy) ! L (1123) +213) —2[132)
4) = -
Vi—@—q+¢ V12 (3.26)

+]231) —2|312) +[321)] .

Vamos agora verificar como poderiamos formar estes estados,
construindo-os diretamente através dos diagramas de Young.

Notemos que a a¢@o dos operadores do grupo de permutacio nos esta-
dos |M1) e |M,) apenas geram combinagdes lineares destes mesmos estados,
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isto €, temos uma representagdo irredutivel 2-D do grupo S3. De modo ané-
logo, obtemos outra representagio equivalente a partir dos estados |[M3) e

|My).

desta forma, conforme sua dimensao dim[20, 21]:

) =[T[2[3], dim=1;

Em sua representacdo irredutivel, os estados podem ser classificados

(1]
A) =] 2], dim =1,
3
‘M}”>: ; 2‘,dim:2;
M) = ; 3 dim=2.

Esta andlise, no que se refere as dimensdes do espacgo, implica na pos-
sibilidade de ocorrerem os seguintes estados:

S)
e
A),
além de |y1), |ya), |y3) e |ya), estados de simetria mista.

Como |S) e |A) formam subespacos independentes podemos obté-los
facilmente através das equagdes 3.12 e 3.13 e de sua normalizacdo, resultado
mostrado em 3.21 e em 3.22 .

Para acharmos os estados mistos, podemos utilizar a equacdo 3.14 :

ly1) = A13S12 [123) = [123) +]213) — [321) — [312) (3.27)
lya) = A23S12[123)
ly3) = A12513[123)
|ya) = A23S13]123)

)
1123) +[213) — [132) — [231), (3.28)
123) 4 |321) — [213) — [231),, (3.29)
123) 4 |321) — [132) — [312) (3.30)
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podendo ser obtidos através dos diagramas de Young, isto é,

i) =2,
vy =,
) =22,
v =[5

Utilizaremos agora o conhecimento do processo de ortogona-
lizacdo de Gram-Schmidt aplicando-o na base ndo-ortonormalizada

B ={lv1),lv2),lv3),lvs)}.

Ja a base ortogonalizada serd

B={lv. v lwi). i)}

sendo que, de acordo com o método,

i) =w),
¥ = [y — LEYD) oy
Vi)
Ny wlwg) o (sl
n (walvd) o (walwe) o (walv)
vah = v =y ¥ iy Y2 T ey Y

Agora deixamos explicitos os elementos da matriz:
(wily)=4(1+9-¢"~¢°):
wmly)=2(1+9-¢*~¢) =

(yalyy) 1

(wilw) 2

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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Por intermédio da substitui¢do de 3.30 e 3.38 em 3.33, ficamos com:

vl = % [1123) 4+ [213) +312) + [321)] — [132) — [231).  (3.39)

Da mesma forma podemos calcular

(y3lyy) 1
T = T (3.40)
(vilw) 4
e !
(yslyy) 1
T\ At (3.41)
(Wly,) 2

Com 3.27, 3.29 e as trés dltimas equagdes aplicadas em 3.34 chegamos
ao estado

1

|l//é> = —[|132) —|231) — |312) +|321)] +|123) — |213), (3.42)

N

faltado-nos apenas calcular |1//:¥> . Para tal, obtemos os seguintes resultados:

walv) 1 (3.43)
(yily) 4
(walyy) _ 1 (3.44)
(Wwly,) 2
<w§\w§> _ L (3.45)
(yilys) 2
Finalmente encontramos o dltimo estado, que é
/ 3
lwy) = 1 [|231) +1321) — |132) — |312)]. (3.46)

Para encontrar a base de estados ortonormalizados basta apenas nor-
. / ! ! /
malizar os estados |y, ) , |y,) , |W3) e |y,), de forma que ficamos com:

1 1

Ny _
lvi') g —qiq2

[1123) 4+ 213) — [321) = |312)] ;. (3.47)
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. 1 1
Y, ) = 123) +1|213) + |312
W)= e s 120+ 213 4 312) as)

+]321) —2[132) —2[231)] ;
132) — [231) — [312)

) = ! L
VT —f—qr V12 (3.49)

+]321) +2[123) —2[213)] ;

1 1
Ny _ Z
lvi') Tt 2

No que se refere aos estados com quatro quons, que estdo relacionados
ao grupo de permutagdo S4, 0 ndmero de estados (4! = 24) nos levard a uma

[1231)+321) —|132) = [312)] . (3.50)
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matriz 24 x 24. A relagdo destes, por sua vez, ¢ mostrada abaixo:

|Q1020304) = [1234) = aia§a§all0
|01 20493) = |1243) = a]a}a}a] 0

)
>.

)

|01030204) = [1324) = a'a§a§ail0> ;
|01030492) = [1342) = ajalalab|0) ;
|91040203) = [1423) = aja}alal|0) ;
010403 0) = [1432) = 'a1a§a2|0> ;
9201 0304) = [2134) = ajalajal|0) ;
| 0201 9293) = |2143) = ajaja}a}[0) ;
| 020301 94) = [2314) = alala]a}|0) ;
|@2030401) = |2341) = a2a3a4a1|0> ;
920101 93) = [2413) = afajala}|0) ;
|02040301) = |2431) = ajalala}|0) ;
0301 9204) = [3124) = aja]ala}0) ;
|03010102) = [3142) = alajalal|0) ;
| 030201 0u) = [3214) = ajalaja}0) ;
|03020101) = [3241) = ajabaja}|0) ;
| 030401 0) = [3412) = aja}a]a}|0) ;
|03 0u0201) = [3421) = aja}ala]0) ;
[91919293) = [4123) = alalalal o)
|04010302) = [4132) = ajalajal|0) ;
| Q4021 93) = |4213) = ajala]a}[0) ;
| P23 1) = [4231) = aza3a1|0> ;
|04030192) = [4312) = ajaja]al|0) ;
|01030201) = [4321) = ajalala]|0) .

Isto nos fornece indubitavelmente trabalho consideravel caso queira-
mos chegar aos autovetores e autovalores. A matriz de overlap C é mostrada
a seguir:
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A ordem de estados seguida para a realizacdo desta matriz é a mesma
da apresentacdo dos estados da pagina 43. Por exemplo, o elemento de matriz
C11,20 = <2413|4132>

Embora tenhamos conseguido a matriz C, a dificuldade se encontra
em, até mesmo computacionalmente, acharmos os seus autovetores. Através
deste método, chegamos a estes autovalores:

M =145¢*+5¢*+¢°+3q+6¢° +3¢°
12 (#+1+3q) (g+1)*(g—1)°

V242 +64% +9¢* +64° +245 —q¢* —¢* —¢q —q—l)( +1)(g—1)

V24> =643 +9¢* —64° +245 —q* +¢* — > +q—1) (g+1) (¢— 1)

-q—q¢ +2q —q q5+q6
+9-¢*—2q° q+q +f162
= (P +1-V3q) (g+1)*(¢—1)

V2R 4643 +9¢* + 645 +2¢° +¢* +¢* +¢ +q+1) (g+1)(1—q)
Jla+1)(1-q)

A
I
/\/—\/\’—‘ '—‘/\/—\

V24> =643 +9¢* — 645 +2¢5 + ¢* — P+ > —q+1
Mo=1+5¢4>+5¢"+q¢°—3q— 64> —3¢° .

Os autovalores A1 e Aj¢ estdo relacionados ao estado simétrico e an-
tissimétrico respectivamente. Todavia os mais curiosos, com certeza, sao 0s
autovalores A3, A4, Ag € 9. Além de seu aspecto diferente daqueles que ha-
viamos obtido anteriormente, pois até entdo ndo registrdvamos a presencga de
nenhum autovalor com uma raiz de um polindmio de g, os seus autovetores
tem dependéncia local em ¢, ou seja, possui um termo em funcdo de g que
multiplica os estados |ijkl).

Em termos de degenerescéncia, podemos comentar que dois autoesta-
dos possuem o autovalor A,, outros dois, o autovalor A7. Exceto A1, A1 e 0s
mostrados neste paragrafo, cada um dos autovalores restantes estdo associa-
dos a trés respectivos autovetores.

Nao obstante, através de uma breve andlise relacionada as representa-
¢oes irredutiveis mostradas entre 3.53 e 3.55, podemos inferir os respectivos
subespagos a que os autovalores se referem. O diagrama 3.53 representa um
subespago 2-D, que possui quatro estados de base, cujos autovalores devem
ser As e Ag.

Os autovalores Ay, A3 € A4 podem ser, por sua vez, referentes ao su-
bespago representado por 3.54 ou pelo diagrama 3.55. Assim se sucede com
relacdo a A7, Ag e Ag. Esta anédlise dimensional ndo nos fornece a ferramenta
para definir se os autovalores Ay, A3 ¢ A4 sdo relativos a 3.54 ou a 3.55, o
mesmo ocorrendo para A7, Ag € Ag. Verificamos que, neste caso, cada dia-
grama estd associado a nove estados de base independentes devido ao fato de
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que dim = 3.

A formacdo dos estados de base, entdlo, seria possivel gragas a uti-
lizacdo recorrente dos diagramas de Young. Mostraremos de que maneira
poderiamos obter a solugdo para os estados de base.

Para comecar, através dos diagramas podemos obter a representagao
irredutivel de Sy:

[T 1] dim=1; (3.51)

dim=1; (3.52)
, dim=2; (3.53)

| ‘, dim=3; (3.54)

T dim=3. (3.55)

Seguindo o método diagramdtico devemos calcular as func¢des de
onda, por exemplo,

_[1]2]4]
lV1—3 )

e Y = A135124|1234), operadores definidos em 3.11. Entédo

Wi = [1234) +(1432) + [2134) + [2431) + |4132) + [4231)
—[2314) — |2413) — [3214) — [3412) — |4213) — [4312) . (3.56)

Terminamos este capitulo com este exemplo de utilizagdo dos opera-
dores de permutacé@o nos estados |ijkl) para aplicagdes posteriores, que nio
serdo feitas aqui, na formagdo dos vetores que formam a base ortonormal do
sistema.
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3.3 UMA IMPORTANTE PROPRIEDADE DO ESTADO SIMETRICO

Temos a expressao

0y, (357

para o estado totalmente simétrico normalizado de N quons |nnjny...;S)
que serd aplicada no préximo capitulo. Para tal, podemos definir o operador
Sy da seguinte forma:

Sw(afy(al)yi(a))™...|0) =

it t i
n,‘n]'nk Z:aalam2 Ao gy -y A, |0) (3.58)

sendo
N=nj+nj+nm+...,

com a soma em Py sendo realizada em todas as N! permutacdes

aplicadas aos indices a;,0,...,0y. Os indices estdo ordenados de
forma que oq,0,...,0, sejam relativos ao estado i, além de que
Ol 15 042, - - - O in; @0 estado j e assim por diante. Os termos repe-

tidos sdo retirados através dos fatoriais do denominador.
Por hipétese, consideremos como verdade esta equagao:

aiSn(a))™ (@) (af)™ ... 10) = [N] Sy -1 (a) )"~ (a})" (a)™ ... 10) , (3.59)

1

cujo simbolo [N] é definido por 2.16. Através desta tltima equagdo, podemos
verificar que

aiSy-—1(a})"(a})" (al)"...10) = [N — 1]Sy—2(a])" ' (a})"I ()" ... |0) .
(3.60)
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Por intermédio da equacdo 3.58 podemos chegar a

N _ _ 1
Sw(a)" (a})"/ (@)™ ...|0) = el
ilnjlm!. ..
(aocl Z aocl 062 1(.XN|O>
Py—1
+a062 Z aocl Otza'&j, G;N|O>
Py_i (3.61)
+...+
—I—aa Z aa] a&nlazcn e .aLN\O>
PN—
+...+a};N Z QLI aaN a |O>>
Pn—1

sendo que o acento circunflexo significa a omissdo do operador de criacdo.
S@o iguais os primeiros n; termos desta equagdo. Os termos O, 0%, ..., Oy,
relacionam-se ao i-ésimo estado, sendo da mesma forma no que se refere aos
termos 7 € os outros n’s. Deste modo, temos que

N N (TN (T _ 7 I YT

Sn(a;) l(aj) Hap)"™...10) = a;Sn—1(a; )" (aj) i(ap)™...|0)

1

+alSv_1(a])" (@) (a])" ... |0) 66
+aiSy_1(a])" (al) i (af)™ " .. |0)

De posse de 2.1 e 3.62 obtemos o estado resultante da aplicacdo do
operador de aniquilagdo a; num estado simétrico de N quons, mostrado a
seguir

aiSw(a))" (@})" ()™ ...|10) = Sy_1(a] )"~ (a})"i (af)" ... |0)
+q (aT aiSn—1(al) (@) (a])™ ... |0)
+alaiSy -1 (a})" (ab)y ! (af)™ ... |0)
+ajaiSy-1(a})" (a;)”/ (al)y™!... |O>) .

(3.63)
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Reescrevendo os termos em parénteses de 3.60, podemos obter

T

aiS(al (@) @)™ ... |0) = Sy (af )" (@l (af)™ ... 10)
+qIN = 1) (@] Sy (@)@l (a])™ ... J0)
a8y a(al) (@) @)™ o)

+ afSn—a(al) (@) afy |o>) .

(3.64)

Devido ao rearranjo dos termos entre parénteses no que tange a equa-
¢do 3.62, além da utiliza¢do da propriedade [N] = 1 4+ ¢ [N — 1], podemos
chegar a expressao:

aiSy(a})" (a})" (al)™ ...|0) = [N]Sy1(a])" " (af)"i (a})" ... |0}, (3.65)

provando, por inducdo, a equacdo 3.59 . Falta apenas normalizar o estado
simétrico.
Comecamos com:

lni,nj,ng...;8) = A,,l,,,j,,k,,SN(a;r)"" (a;)”f (a,t)"k ...|0). (3.66)

Desta forma, determinamos a constante de normalizagio Aninj”k---:

N!
. L Q) — A2
1= <ni’nj,nk...7S|nianjank...7S> —Aninjnk...ni!nj!nk!
L NUN)!
T\n T\n T\n; T\ni( T\n T\n _ A2
(0] () k(aj) i(a;)"Sn(a;) (aj> ()™ ... 10) _A"i"-’"""'ni!nj!nk!

que nada mais € que um valor proveniente de processos iterativos. Com 3.65
chegamos finalmente a

N
ailni,nj,ng...;S) =1/ [N—]\/rﬂn,-— Lnj,ng...;8), (3.67)

que € um resultado genérico para o estado totalmente simétrico de um sistema
de muitos quons.
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4 APLICANDO A ALGEBRA DE QUONS

Vejamos agora algumas aplicagdes da teoria dos quons abordando o
caso do oscilador harmonico em trés dimensdes e o do sistema que diz res-
peito ao rotor qudnico.

4.1 O OSCILADOR QUONICO EM 3 DIMENSOES

O hamiltoniano do oscilador quénico Hl. pode ser definido da se-
guinte maneira[22]:

hw .
HY,. = 7{a1a+ tasd, +a'a_+a_d +alagtaal}, @1

pois, na base esférica,

1 1
ﬁ(a] +iax),a_ = \ﬁ(al —ia), ap=as. 4.2)

ay =

Como os operadores a1, ap e a3 obedecem a 2.1, a4, a_ e ap também
obedecem esta relagdo, de forma que ficamos com

ho
Hi, = 5 {a+a+ +(1 +qa1a+) +a a_

(4.3)
+(1+qga’a_)+ajag+ (1 +qa8a0)} :
Por fim, temos o seguinte hamiltoniano para o sistema do oscilador
quodnico tridimensional:

Hf =" {(aLa. +a'a +ala)(1+9)+3) (4.4)
O método utilizado para a ortonormaliza¢do desses estados ja fora
mostrado no capitulo anterior. Nos € til agora o caso em que temos uma
base de trés quons. Nesta situacdo definimos o nimero de quanta N =
ny +n_+ng.
Restringindo a aplicagdo do hamiltoniano 4.4 ao espacgo totalmente
simétrico podemos facilmente chegar ao espectro do oscilador harménico:

Ege = "2 (N (149)+3} @5)

Este evidentemente forma um espectro cujo espacamento entre as li-
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nhas ndo é o mesmo como no respectivo ao oscilador harménico composto
pela dlgebra usual. A figura 4.1 nos permite realizar esta compara¢io com
maior precisdo. Na figura, para quando ¢ = 1 temos o espectro do oscilador
harmoénico da dlgebra de Lie, sendo que, desta maneira, podemos verificar
mais facilmente quais as consequéncias das pequenas alteracdes do pardme-
tro ¢ na deformacgao do espectro.
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Espectro do oscilador harménico
para diferentes valores de g

2Ey — 3ho (ho)

Q
I
—_
Q
I
k=)
oo
Q
|
o
o

Figura 4.1: Para ¢ = 1 temos o espectro do oscilador harmdnico em trés
dimensdes usual. Desta forma podemos compard-lo com o obtido através
da algebra de quons.
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4.2 ROTOR QUONICO

Vamos analisar agora o caso da dlgebra relacionada ao sistema que
chamamos de rotor qudnico[22]. Para tanto, devemos utilizar o método pres-
crito por Schwinger[19] na definicdo dos componentes do momento angular:

1
L, = aia, L_=d a,, Ly= E{a1a+ —aia,} ) (4.6)

Como na secdo anterior, devemos restringir 0 nosso espago e usar o
subespaco totalmente simétrico, através do qual podemos chegar a

[V]

(n;,n_,S|[L+,L_}|n+ ,I’l_;S> = W(I’H, —n_)5n=+,,+5n;n7 s (47)

e, além disto,

Snn_ (4.8)

It

N
(o SLolms n 3 8) = o (n, ),
sendo
N:n+ +n_.

Com o mesmo tipo de relacdo utilizado para calcular 4.8, podemos
obter

(m,n_; S|[Lo,Ly]|ny ,n_38) = (n,,n_; S|Ly|ny ,n_3 S), 4.9)
além de
(my ,n s S|[Lo, L-][ny ,n—3 ) = —(n ,n_ s S|L_|ny ,n_;S),  (4.10)

implicando no fato de que os operadores definidos em 4.6 formam a dlgebra
referente a0 momento angular. Na busca do espectro do rotor qudnico é ne-
cessdria a solu¢do do seguinte elemento de matriz, relacionado ao operador
de Casimir! L? da 4lgebra:

<n’+,n;;S|L2\n+,n,;S> =

[]Z]{[];]+1}5”’+"+5”'"' @.11)

Como o hamiltoniano do rotor é diretamente proporcional a L2, caso

'A definigdo do operador de Casimir é feita no apéndice deste trabalho.
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considerarmos ny = {+men_ =/{—m,obtemos, por fim, o espectro do rotor
quénico:
[24] [ [24]
El=A"= "2 41, . 4.12
=43 { > 4.12)

Esta relagdo nos mostra mais diferencas entre a dlgebra q-deformada
e a algebra de quons. Estas diferencas dizem respeito ndo apenas a seu as-
pecto mais fundamental, mas a resultados, neste caso relacionado ao rotor
deformado.

Em [23], Bonatsos, através de técnicas de q-deformagéoz, realizou um
trabalho que o levou a expansdo para T pequeno:

Ew)zEm+%ww+1y—lﬁww+1ﬂ?+2 [e(e+1)P?

= 4
3 45"
B+ 1)P —...

(4.13)

—iré[£(€+1)]4+

2
315 14175

Enquanto / é o momento de inércia, T € o fator de deformacdo da
dlgebra’, com 7 € R. Em 4.12 o termo A j4 leva em conta 0 momento de
inércia, o que difere da expansdo de 4.12 feita em torno de £(¢+1):

2

7t 6274
El =A {Z(H 1)+ Tﬁ(m 1?4+ ——¢

0+1)3
45 (+1)

30 (4.14)
+(20+1) [4 +Tl(l+ 1)+ T+ 1)2] +}

Sendo agora, ¢ = ¢* e 7 < 0. Todavia esta expressdo é similar a obtida em
[24]. O motivo da diferenca estd relacionado ao fato de que, na dlgebra de
quons T € R = ¢g € R, enquanto que na g-deformada, T € R = g € C, sendo
isto facilmente verificado se analisarmos as relagcdes j4 mostradas de g e T
para ambas as dlgebras.

Podemos, entdo, através de 4.12 e 4.13 e dos dados experimentais[25,
26], compararmos o seu espectro. Esta andlise pode ser feita através das figu-
ras 4.2,4.3,4.4 e 4.5. A primeira figura traz a comparacao entre os espectros
obtidos experimentalmente do 2**Pu, com os tedricos obtidos pela dlgebra
quonica e a q-deformada[25]. Também podemos fazer o mesmo tipo de com-
paracdo utilizando-se das figuras subsequentes, sendo que, nestes casos, estdo
relacionadas aos espectros rotacionais das moléculas HF, HBr e HCI. Os
valores de g referentes a equacgdo 4.12 utilizados nas figuras sdo, respectiva-

2Técnicas estas que diferenciavam-se da que utilizdvamos até mesmo porque usavam outra
relacdo de g-mutagdo.
3Neste trabalho, foi considerado ¢ = ¢'”.
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mente, 0,994782, 0,999014, 0,999701 e 0,999582. Os do 7, de 4.13, por sua
vez, sdo: 0,033588, 0,0174, 0,0113 e 0,0124.
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Comparacio entre espectros (***Pu)
5000 -

4000 -

3000 ~

2000 -

Energia

1000 -

A B C

Figura 4.2: Trata-se da comparagio entre o espectro experimental do 2**Pu
e os obtidos através das técnicas tedricas. O espectro A estd relacionado
aos valores experimentais. B diz respeito aos valores obtidos pela algebra
g-deformada e C pela dlgebra de quons. A unidade de energia utilizada aqui
€ o keV. Neste caso, g =0,994782 ¢ 7 = 0,033588.
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Comparacdo entre espectros (HF')

7000 -

6000 -

5000 -

4000

Energia

3000 -

2000 -

1000 ~

RN
= T
sRUREN

Figura 4.3: Comparacdo entre o espectro experimental do HF e os obtidos
através das técnicas tedricas. Agora, utilizamos c¢m~! como unidade de ener-
gia. Neste caso, g =0,999014 e T =0,0174. O espectro A estd relacionado
aos valores experimentais. B diz respeito aos valores obtidos pela dlgebra
g-deformada e C pela dlgebra de quons.
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Comparacdo entre espectros (HBr)
1400 -

1200 -
1000 ~

800 -

600 — — —

Energia

400 -

200 ~ — — —

A B C

Figura 4.4: Comparagdo entre o espectro experimental do HBr e os obtidos
através das técnicas tedricas. Temos que g = 0,999701 e 7 = 0,0113. O
espectro A estd relacionado aos valores experimentais. B diz respeito aos
valores obtidos pela dlgebra q-deformada e C pela dlgebra de quons.
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Comparacio entre espectros (HCI)
2500 - parag P

2000 -

1500 ~

Energia

1000 ~

500 +

A B C

Figura 4.5: Comparacgdo entre o espectro experimental do HCI e os obtidos
através das técnicas tedricas. Temos que g = 0,999582 ¢ 7 = 0,0124. O
espectro A estd relacionado aos valores experimentais. B diz respeito aos
valores obtidos pela dlgebra q-deformada e C pela dlgebra de quons.



61

5 CONCLUSOES

Verificamos neste trabalho as diferencas fundamentais entre as alge-
bras q-deformadas do oscilador e a dos quons. Enfatizamos a existéncia de
um mapeamento entre dlgebra q-deformada do oscilador e as usuais, podendo
ser expresso por 2.24. O fato de ndo existir um andlogo desta caracteristica
para o caso quonico € uma das razdes responsdveis pelas diferencas entre
ambas as dlgebras.

Mostramos que a dlgebra de quons, devido a sua caracteristica de g-
mutatividade, permite a formacdo da dlgebra su(2) a partir dos operadores
de criacdo e aniquilagc@o qudnicos. Além disto, comentamos sobre a impos-
sibilidade de se fazer o mesmo através das algebras do g-oscilador, na qual
¢ necessdria a constru¢do de operadores que satisfazem a dlgebra su,(2) [5],
tornando dificil a interpretacdo fisica dos modelos baseados nesta teoria.

Outro ponto importante estd relacionado ao fato de que a dlgebra de
quons, ao seguir as restricdes impostas em 2.28, nos permite definir operado-
res que satisfazem as regras do tensor esférico usual, o que € resultado de vital
importancia em muitas aplicagdes da dlgebra de quons, visado para descre-
ver muitas caracteristicas de sistemas fisicos. Além disto, podemos construir
operadores tensoriais do grupo SU(2) e realizar acoplamentos usando-se dos
coeficientes de Clebsh-Gordon da dlgebra de Lie, o que € bastante titil no que
se refere as aplicacdes da dlgebra quonica.

Na elaborag@o dos modelos, podemos considerar os operadores de cri-
acdo e aniquilacao de quons como os graus de liberdade fundamentais. Pelo
acoplamento dos tensores podemos construir hamiltonianos escalares por ro-
tacdo que, por sua vez, irdo descrever os sistemas fisicos que desejamos estu-
dar. Neste trabalho foi considerado o exemplo do hamiltoniano do rotor, que
poderia ter sido apresentado como o escalar j = 0 gerado a partir do acopla-
mento de tensores esféricos j = 1/2 construidos a partir dos operadores ai,
at,area .

Uma classe enorme de modelos algébricos pode ser considerada no
contexto que estamos discutindo. Algumas aplicagdes preliminares nesta li-
nha ja foram feitas em modelos nucleares construidos a partir de bdsons s
(j=0)ed (j=2)27].

Analisamos de que forma podemos utilizar os diagramas de Young na
formacdo dos estados de base para um sistema de muitos quons. Um fato
interessante € que, para um mesmo sistema de quons, pode haver mais de
uma base ortonormal, como podemos perceber devido as diferencgas entre as
equacdes 3.23 até 3.26 e 3.47 até 3.50.

Conseguimos uma expressio fechada para o subespaco totalmente si-
métrico e aplicamo-la para os casos do oscilador harmdnico e do rotor quo-
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nico. Um fato interessante é que a expressdo que define o espectro do rotor
quonico ¢ diferente da vista na literatura obtida através da dlgebra su,(2)[5].
Por intermédio de uma expanséo de 4.12 em ¢(¢+ 1) verificamos sua equiva-
Iéncia a feita em [24], e a diferenga em relacao a [25].

Na atualidade, uma série de aplicacdes utilizando-se um subespaco
restrito qudnico é realizada [27, 28].
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APENDICE

O objetivo deste apéndice € apresentar as defini¢des de alguns destes
entes matematicos citados durante o texto. Especificamente, definimos dlbe-
bra de Lie, grupo de Lie e o operador de Casimir. Além disto, ¢é feita uma
breve explanagdo sobre a conexado entre dlgebra de Lie e seu respectivo grupo
de Lie[20, 21, 29, 30].

Algebra de Lie

Uma élgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de pro-
duto (colchete ou comutador de Lie)

[ ]:gxg—g,
com as propriedades:
1. bilinearidade;

2. antissimetria, ou seja [X,X] =0V X € g, implicando no fato de que
[X.,Y]=-[V,X]VX,Y € g,e;

3. satisfacdo da identidade de Jacobi, ou seja, VX, Y e Z € g

X,[Y.Z]| +[Y,[Z2,X])+2Z,[X,Y]] =0.

Grupos de Lie

E um grupo continuo. Em outras palavras, é um grupo cujos elemen-
tos sdo funcdes analiticas dos pardmetros. Um exemplo possivel é o grupo
de rotagdo SO(2) (S-special, O-ortoghonal, 2-referente ao niimero de dimen-
soes).
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Relacgdo entre dlgebra de Lie e seu respectivo grupo

Seja G(t;) € Geg; € g, sendo G o grupo e g a dlgebra, entdo a
relagdo entre G(1;) e g; é dada por:

G(t:) = exp(giti)

ou ainda
<dG(l‘,)>
=&i,
dti ;=0
com
i eN.
O grupo SU(2)

Seja o grupo GL(n,C) = {U € U(n,C)/detU # 0}, entdo
SU(2)={U € GL(2,C)/U+U =1edetU =1}.

O operador de Casimir

E o operador que comuta com todos os elementos da dlgebra.



