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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um método para se construir de forma sistemá-
tica uma base de muitos corpos quônica. Particularmente, mostramos uma ex-
pressão fechada válida para um sistema de N quons restritos a um subespaço
simétrico por permutação, pertencente ao espaço quônico. Neste trabalho, o
método é aplicado a dois problemas: o oscilador harmônico tridimensional e
o modelo do rotor. Ambos os resultados são comparados com os anteriores
provindos da álgebra quântica. Também serão discutidas as diferenças entre
estes resultados, bem como futuras possíveis aplicações.

Palavras-chave: quons, Álgebra de Quons, Mecânica Quântica.





ABSTRACT

In this work we present a method to build in a systematic way a many-body
quon basis state. In particular, we show a closed expression for a given num-
ber N of quons, restricted to the permutational symmetric subspace, which
belongs to he whole quonic space. The method is applied to two simple pro-
blems: the three-dimensional harmonic oscillator and the rotor model and
compared to previous quantum algebra results. The differences obtained and
possible future applications are also discussed.

Keywords: quons, Quon Algebra, Quantum Mechanics
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1 INTRODUÇÃO

A observação feita em 1953 por Green[1], relacionada a possíveis ti-
pos de partículas que obedecem a uma estatística diferente da bosônica e da
fermiônica estimulou, no contexto da Teoria Quântica de Campos e da própria
Mecânica Quântica, extensivos estudos referentes às chamadas estatísticas in-
termediárias[2, 3].

O mérito de se considerar a existência ou não de partículas funda-
mentais, que caracterizam-se pela violação às estatísticas usuais, não será
discutido neste trabalho. Contudo, para melhor situarmo-nos no que tange
aos dados que a literatura nos concede sobre o assunto, podemos nos referir
ao fato de que até agora não há registro de nenhuma partícula provida desta
particularidade.

A abordagem deste trabalho é a que se refere aos aspectos algébricos
da estatística quônica, isto é, trata do que chamamos de álgebra de quons.
Neste contexto, os quons seriam partículas que violariam as estatísticas usu-
ais.

Os fundamentos para o estudo desta teoria encontram-se no primeiro
capítulo. Neste, mostramos os operadores de criação e de aniquilação for-
madores da álgebra, e a relação entre ambos, bem como outros operadores
definidos a partir destes. Existem outras álgebras definidas através de um pa-
râmetro q[4, 5], além da quônica, diferenciando-se, dentre alguns aspectos,
pela relação entre os operadores de criação e aniquilação. Há, neste capítulo
uma comparação entre algumas destas álgebras1 e a de quons. Interessante
é frisar o fato de que muitas das propriedades de ambas as álgebras são bem
particulares, no sentido de que seus operadores de criação e aniquilação não
satisfazem a definição de álgebra de Lie2 .

A seguir, ainda no mesmo capítulo, podemos verificar de que forma,
a partir do formalismo dos quons, bem como através da definição de al-
guns operadores, conseguimos chegar aos tensores irredutíveis que formam o
grupo SU(2)[6], cuja álgebra é característica do momento angular.

O segundo capítulo diz respeito à formação dos estados de sistemas
de muitos quons. Começa com uma breve explanação de uma ferramenta que
propicia a criação da base de estados através da aplicação de operadores de
permutação do grupo Sn: são os chamados diagramas de Young[7]. Posterior-
mente verificamos como é possível formar a base ortonormal de estados para
um sistema com dois, três e quatro quons. Finalizando este capítulo, mostra-

1Neste caso, tratamos das chamadas álgebras do q-oscilador, ou ainda, álgebras q-
deformadas do oscilador.

2Alguns autores classificam as álgrebras do q-oscilador como álgebras envelopantes ou de
Hopf. A definição de álgebra de Lie é apresentada no apêndice desta obra.
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mos uma propriedade importante relacionada ao estado totalmente simétrico
para um sistema de N quons.

Como é bem sabido, as álgebras q-deformadas são extensivamente
usadas em modelos fenomenológicos adequados à descrição de núcleos e
moléculas. O parâmetro q é associado a uma deformação no espectro que,
por exemplo, no modo rotacional pode ser interpretado como rigidez rota-
cional, isto é, quanto mais se aproxima de +1, mais próximo do rotor usual
chegamos.

Algumas aplicações da álgebra de quons são mostradas no último ca-
pítulo; especificamente nos referimos ao oscilador harmônico tridimensional
e ao rotor quônico. Além disto, iremos mostrar que podemos construir aná-
logos quônicos do oscilador e do rotor e compará-los com os produzidos a
partir da álgebra q-deformada.

Definições relativas a aspectos básicos do que fora exposto neste tra-
balho são apresentados no apêndice.
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2 ÁLGEBRA DE QUONS

2.1 DEFINIÇÕES

A álgebra de quons foi originariamente introduzida com a finalidade
de descrever partículas que obedecem a uma estatística intermediária, isto é,
os quons. E é justamente a seguinte relação, a qual chamamos de q-mutação,
que a caracteriza desta forma:[

ai,a
†
j

]
≡ aia

†
j −qa†

jai ≡ δi j. (2.1)

Como tratamos aqui de uma estatística intermediária, o parâmetro q[8,
9] deve variar de -1 a +1, respeitando os limites da estatística fermiônica e
bosônica respectivamente.

Para os quons, podemos contruir o espaço de Fock F [10] através do
conjunto de estados que são combinações lineares dos monômios

|( j)m〉 ≡ a†
j1

. . .a†
jm |0〉, jk ∈ N, m ∈ N, (2.2)

cujos duais são
〈
(

j̃
)

m | ≡ 〈0|a jm . . .a j1 . (2.3)

O vácuo quônico é definido por:

ai|0〉= 0 ∀ i. (2.4)

Através de 2.1 e de 2.4 podemos chegar a solução [11] do seguinte
elemento de matriz:

〈0|aia ja
†
ka†

l |0〉=

=
1
2

(1+q)
(
δilδ jk +δikδ jl

)
+

1
2

(1−q)
(
δilδ jk−δikδ jl

)
. (2.5)

A expressão acima atende a expectativa no que se refere às álgebras
usadas em teorias de muitos corpos, isto é, quando q = −1, temos um ele-
mento de matriz característico de sistemas fermiônicos, enquanto que, quando
q = +1, ocorre o mesmo para sistemas bosônicos.

De forma genérica, o chamado q-produto interno 〈( j̃′)m′ |( j)m〉 pode
ser calculado utilizando-se das relações 2.1 e 2.4, sendo estas também as
responsáveis pela positividade da norma dos estados formados pela combi-
nação linear dos monômios. Em [12] vemos que a norma positiva é uma
característica não apenas para o caso de |0〉, mas também para bases de qual-
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quer número de quons, com q ∈ [−1,+1]. A norma de |( j)m〉 designa-se

pelo q-produto 〈
(

j̃
)

m |( j)m〉. Se |s〉 =
(

a†
i a†

j −αa†
ja

†
i

)
|0〉, percebemos que

〈s|s〉= 2(1±q) para α =±1, isto é, 〈s|s〉> 0.
Façamos a hipótese de que |s〉= 0. Aplicamos agora a relação 2.1 nas

expressões ai|s〉 = 0 e a j|s〉 = 0. Desta forma concluímos que q = ±1, ou
seja, para os casos bosônicos e fermiônicos. Este resultado nos leva a afirmar
o fato de que não há relação de q-mutação entre os operadores a†

i e a†
j , bem

como ai e a j, exceto para quando q =±1, ou seja, para os casos bosônicos e
fermiônicos.

Um operador muito importante na teoria de muitos corpos é o operador
número ni com o qual, por exemplo, podemos obter a energia total E das
partículas de um sistema de quons livres, ou seja,

E = ∑
i

εini, (2.6)

sendo εi a energia do estado i.
Com quons, o operador número deve obedecer a relação usual de co-

mutação [
ni,a

†
j

]
= δi ja

†
j , (2.7)

o que faz com que tenhamos a seguinte expansão [13]

ni = a†
i ai +

(
1−q2)−1

∑
k

(
a†

ka†
i −qa†

i a†
k

)
(aiak−qakai)+ . . . , (2.8)

sendo esta uma série infinita.
Da teoria de muitos corpos, o chamado operador número de transição

ni j deve obedecer as seguintes relações de comutação[
ni j,a

†
k

]
= δ jka†

i , (2.9)

e
[ni j,ak] =−δika j. (2.10)

Em termos de ai’s e a†
i ’s, ni j pode ser escrito [13] como

ni j = a†
i a j +

∞

∑
n=1

∑
t1...tn

∑
π

cπ(t1),...,π(tn),t1...tn

(
Yiπ(t1),...,π(tn)

)† Yjt1...tn , (2.11)

sendo o somatório sobre π a soma de todas as permutações de índice
t1, t2, . . . , tn, incluindo os casos de sua repetição. E justamente dizem res-
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peito a cada uma destas permutações os termos π (t1) ,π (t2) , . . . ,π (tn). Os
coeficientes cπ(t1),...,π(tn),t1...tn nada mais são do que funções dependentes do
parâmetro q.

Com Yβ t = aβ at −qataβ , temos que [14]

Yβ t1...tn+1 = Yβ t1...tnatn+1 −qn+1atn+1Yβ t1...tn . (2.12)

São estes os primeiros termos da expansão [15, 16]:

ni j = a†
i a j +

(
1−q2)−1

∑
γ

(
a†

γ a†
i −qa†

i a†
γ

)(
a jaγ −qaγ a j

)
+ . . . (2.13)

2.2 ÁLGEBRA DE QUONS x ÁLGEBRA DO Q-OSCILADOR

Trataremos, na presente seção, da definição do oscilador q-deformado
bosônico, bem como sua representação no espaço de Fock [4], para verificar-
mos diferenças entre esta álgebra e a quônica.

Podemos começar definindo a álgebra do oscilador q-bosônico através
das seguintes relações:

aa+−qa+a = q−N , [N,a] =−a,
[
N,a+]= +a+, (2.14)

sendo a o operador de aniquilação, a+ o de criação, e N o operador número.
O parâmetro q é um número complexo.

A representação no espaço de Fock da estrutura algébrica mostrada em
2.14 é realizada através dos autoestados ortonormalizados |n〉 do operador N,
de modo que

|n〉= 1√
[n]!

(
a+)n |0〉, a|0〉= 0 e N|n〉= n|n〉, (2.15)

sendo

[n]≡ qn−q−n

q−q−1 , n ∈ N, (2.16)

e
[n]!≡ [n] [n−1] . . .1, com [0]! = 1. (2.17)

É fácil provar que neste espaco de Fock são válidas as seguintes rela-
ções:

a+a = [N] , e aa+ = [N +1] . (2.18)

Uma outra possibilidade, na qual q é um número real está relacionada
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aos operadores definidos por

A = qN/2 e A+ = a+qN/2 (2.19)

que, por sua vez, satisfazem a relação

AA+−q2A+A = 1. (2.20)

Podemos ainda verificar a representação no espaço de Fock destes ope-
radores:

|n〉= 1√
[n]B!

(
A+)n |0〉, A|0〉= 0 e N|n〉= n|n〉, (2.21)

com

[n]B ≡ qn−1 [n]
q2n−1
q2−1

. (2.22)

Aplicando os operadores nos elementos do espaço de Fock, temos que

A+A = [N]B e AA+ = [N +1]B . (2.23)

Portanto no caso unidimensional a relação entre os operadores de criação
e aniquilação da álgebra de quons é equivalente à q-deformada com q ∈
[−1,+1].

Existe a possibilidade de se expressar 2.14 através das transformações
[5, 17]

a =
(

[N +1]
N +1

)1/2

b e a+ = b+
(

[N +1]
N +1

)1/2

. (2.24)

Os operadores b e b+ satisfazem a álgebra do oscilador bosônico usual, isto
é, [

b,b+]= 1, [N,b] =−b,
[
N,b+]= b+ e N = b+b. (2.25)

Estas relações provam a existência de um mapeamento entre ambas as álge-
bras.

A generalização das álgebras 2.14 e 2.19 para mais de uma dimensão
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pode ser feita respectivamente da forma seguinte:

aia+
j − ((q−1)δi j +1)a+

j ai = δi jq−Ni

(2.26)

[Ni,a j] =−δi ja j

[
Ni,a+

j

]
= δi ja+

j

AiA+
j −
((

q2−1
)

δi j +1
)

A+
j Ai = δi j

(2.27)

[Ni,A j] =−δi jA j

[
Ni,A+

j

]
= δi jA+

j .

Vemos que, no caso do oscilador q-deformado bosônico, ocorre co-
mutação no que concerne aos diferentes graus de liberdade, isto é, quando
i 6= j. Eis aqui a principal diferença entre estas álgebras e a de quons. Para
estes últimos ocorre não uma comutação, mas uma q-mutação definida em
2.1 referente aos vários graus de liberdade possíveis. Notemos que para a ál-
gebra q-deformada os operadores ai e a j, bem como a+

i e a+
j , comutam entre

si. Como isto não ocorre na álgebra de quons, não existe mapeamento entre
esta e a álgebra usual para o caso de mais de uma dimensão. A álgebra de
quons também difere neste ponto de uma álgebra formada a partir de ope-
radores fermiônicos[4], conhecida como álgebra do oscilador q-fermiônico1.
Esta é concebida de modo análogo ao do oscilador q-bosônico e não será dis-
cutida aqui pois os argumentos comentados nesta seção são suficientes para
convencermo-nos da diferença entre as álgebras q-deformadas do oscilador e
a quônica.

2.3 ÁLGEBRA SU(2) A PARTIR DA ÁLGEBRA DE QUONS

O operador de transição ni j pode nos fornecer um meio de, através
da álgebra de quons, obtermos uma análoga a do momento angular. Não
obstante, devemos primeiro definir estes operadores[6]:

am e a†
m, mas agora m =−` . . .+ `. (2.28)

Estes, por sua vez, devem obedecer a relação de comutação definida em 2.1.
Neste caso, [

am,a†
m′

]
q
= ama†

m′
−qa†

m′
am = δmm′ . (2.29)

1Esta álgebra, contudo, tem sido motivo de controvérsias. Na comunidade discute-se a pos-
sibilidade desta álgebra ser uma redundância do caso q-bosônico.
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Neste espaço restrito, podemos usar as equações 2.9, 2.10 e 2.12 para
chegarmos a [6][

ni j,
(

Yi′ t1...tn

)†
]

= δ jt1

(
Yi′ it2...tn

)†
+δ jt2

(
Yi′ t1it3...tn

)†
+ . . .

+δ jtn−1

(
Yi′ t1t2...itn

)†
+δ jtn

(
Yi′ t1t2...tn−1i

)†
+δ jt

i′
(Yit1t2...tn)

† . (2.30)

Da equação 2.30, podemos achar[
ni j,
(

Yi′π(t1)...π(tn)

)†
Yj′ t1...tn

]
=

= δ ji′
(
Yiπ(t1)...π(tn)

)† Yj′ t1...tn
−δi j′

(
Yi′π(t1)...π(tn+1)

)†
Yjt1...tn+1 . (2.31)

O próximo passo é calcular a relação de comutação
[
ni j,ni′ j′

]
. Para

isto devemos substituir ni′ j′ por 2.11, de forma a chegar a[
ni j,ni′ j′

]
=
[
ni j,a

†
i′

a†
j′

]
+

+
∞

∑
n=1

∑
t1...tm

∑
π

ci′π(t1),...,π(tn), j′ t1...tn

[
ni j,
(

Yi′π(t1),...,π(tn)

)†
Yj′ t1...tn

]
. (2.32)

Com 2.11 e 2.30 chegamos finalmente a:[
ni j,ni′ j′

]
= δ ji′ni j′ −δi j′ ni′ j. (2.33)

Sua importância está relacionada ao fato de podermos gerar a álgebra
su(2l+1) através do operador número de transição ni j.

Vamos agora mostrar como podemos gerar a álgebra su(2)2

utilizando-se deste operador. Para tal, definamos os geradores SU(2) a
partir dos ni j:

L0 =
+`

∑
µ=−`

µnµµ (2.34)

e

L± =
+`

∑
µ=−`

√
(`∓µ)(`±µ +1)nµ±1,µ . (2.35)

Vamos agora comprovar que estes operadores, definidos desta ma-
neira, formam a álgebra su(2). Com este intuito, vejamos as relações de

2A definição de grupo SU(2) é mostrada no apêndice.
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comutação entres estes e o operador a†
m definido em 2.28:

[
L0,a†

m
]
=

+`

∑
µ=−`

µ
[
nµµ ,a†

m
]
=

+`

∑
µ=−`

δµma†
m⇒

[
L0,a†

m
]
= ma†

m. (2.36)

Além disto,

[
L±,a†

m
]

=
+`

∑
µ=−`

√
(`∓µ)(`±µ +1)

[
nµ±1,µ ,a†

m
]

=
+`

∑
µ=−`

√
(`∓µ)(`±µ +1)δµma†

µ±1⇒[
L±,a†

m
]

=
√

(`∓µ)(`±µ +1)a†
µ±1 . (2.37)

Com 2.34 e 2.35 podemos ainda obter a relação

[L0,L±] = ∑
µ,µ
′
µ

√(
`∓µ

′)(
`±µ

′ +1
)[

nµµ ,n
µ
′±1,µ

′

]
⇒

[L0,L±] = ∑
µ,µ
′
µ

√(
`∓µ

′)(
`±µ

′ +1
)(

δ
µ,µ
′±1n

µµ
′ −δ

µ,µ
′n

µ,µ
′+1

)
⇒

[L0,L±] =±L±. (2.38)

Encerramos a seção citando que, de forma semelhante, podemos cal-
cular

[L+,L−] = 2L0, (2.39)

comprovando, por fim, que estes operadores definidos em 2.34 e 2.35 geram
a álgebra do momento angular.

Importante é salientar o fato de ser impossível a construção da álgebra
su(2) partindo da relacionada aos osciladores q-deformados da mesma forma
que fizemos com álgebra de quons.

Mostramos então que podemos construir operadores a†
m, que são irre-

dutíveis de SU(2), o que faz com que, na formação de modelos, seja imediata
a maneira de construirmos hamiltonianos escalares, bastando-nos apenas uti-
lizar as regras usuais de acoplamento de momento angular, isto é, usar os
coeficientes de Clebsh-Gordan usuais. Isto difere no caso das álgebras q-
deformadas nas quais o acoplamento é bem mais complexo[18].
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3 ESTADOS DE SISTEMAS DE MUITOS QUONS

3.1 DIAGRAMAS DE YOUNG

Uma ferramenta importante para se trabalhar com o grupo de permuta-
ção de n elementos Sn, na formação dos estados de muitos quons, é justamente
o chamado diagrama de Young [7, 19–21].

Definimo-lo como uma coleção de caixas arranjadas de maneira que
a quantidade destas venha a diminuir à medida que aumenta o número da
respectiva linha ou coluna. Os diagramas de Young, então, estão relacionados
às partições dos números inteiros. Um exemplo de diagrama de Young é
mostrado abaixo.

(3.1)

A cada diagrama de Young associamos uma representação irredutível
do grupo de permutações.

Os diagramas nos dão as simetrias do grupo de permutações Sn. Os
estados da base de um sistema de muitos quons podem ser classificados de
acordo com as representações irredutíveis do grupo de permutações.

A simetria, por exemplo, para a função de onda de 13 partículas repre-
sentada pelo diagrama de Young 3.1, corresponde às permutações nas quais
as linhas são simetrizadas primeiro e as colunas antissimetrizadas posterior-
mente, ou vice-versa.

O número de estados ξ formados diretamente a partir de cada arranjo
da representação irredutível nos define as dimensão dim deste arranjo. O
número de estados da base quônica compostos por estes estados será ξ 2.

Um exemplo possível é o dos estados do sistema de quatro quons,
representados pelos diagramas

1 2 3
4

1 2 4
3

1 3 4
2
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que são formados a partir do arranjo da representação irredutível de dim = 3
associado ao diagrama

Vamos começar com a utilização para o sistema de duas partículas
idênticas. A função de onda de cada partícula i é aqui denotada por ϕi, de
modo que o estado do sistema ψ (1,2) seja

ψ (1,2) = ϕ1 (1)ϕ2 (2) .

Os números 1 e 2 dentro dos parênteses correspondem a todos os núme-
ros quânticos das partículas 1 e 2 respectivamente, de forma mais explícita,
1−→ x1,y1,z1,s1,τ1, e 2−→ x2,y2,z2,s2,τ2. Sendo xi, yi e zi as coordenadas
espaciais da partícula i, si o spin e τi o isospin.

Sabemos que a função de onda de um sistema bosônico com duas
partículas é dada pela expressão

ψS = ψ(1,2)+ψ(2,1), (3.2)

e a fermiônica
ψA = ψ(1,2)−ψ(2,1). (3.3)

O índice A significa que trata-se do estado antissimétrico, enquanto
que S, do estado simétrico.

Podemos usar a notação

ψS = ψ(1,2)+P12ψ(1,2), ψA = ψ(1,2)−P12ψ(1,2) (3.4)

para o sistema bosônico e fermiônico respectivamente, isto pois

ψ(2,1) = P12ψ(1,2), (3.5)

sendo P12 o chamado operador de permutação[20, 21].
Podemos ainda representar os estados simétricos e antissimétricos

através dos diagramas de Young da seguinte maneira:

ψS = (3.6)

ψA = (3.7)
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Já para um sistema de três partículas o estado simétrico fica:

ψS = (3.8)

ψA = (3.9)

Não obstante, aqui temos a presença de estados mistos representados
pelo diagrama

ψM = . (3.10)

Podemos construir estes estados através dos operadores de simetriza-
ção Si j e antissimetrização Ai j definidos pela expressão abaixo

Si j = e+Pi j, Ai j = e−Pi j, (3.11)

com e sendo o elemento identidade.
O estado simétrico para três partículas definido em 3.8 também pode

ser escrito desta forma:

ψS ≡ S123ψ(123) = (e+P12 +P13 +P23 +P12P13 +P13P12)ψ(123), (3.12)

enquanto que o antissimétrico 3.9

ψA ≡ A123ψ(123) = (e−P12−P13−P23 +P12P13 +P13P12)ψ(123). (3.13)

Além disto, os quatro estados mistos 3.10 também têm a sua represen-
tação em termos dos operadores de permutação

ψM = AikSi jψ(123). (3.14)

De posse desta equação, podemos ilustrar melhor a utilização dos dia-
gramas de Young caso a compararmos com a 3.10 modificada desta forma:

ψM =
i j

k
. (3.15)

Estes seis estados, por sua vez, formam uma base não ortonormal ir-
redutível de simetria mista do grupo S3.

Encerramos, desta forma, a explanação sobre os diagramas de Young
tendo em vista que o objetivo principal é fornecer um pouco de subsídios para
a continuação da leitura, de forma um pouco pragmática, e não nos aprofun-
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daremos demasiadamente no assunto. Mais propriedades destes serão discu-
tidas ao longo do texto se houver necessidade.

3.2 BASE

O conjunto dos monômios definidos em 3.2 não é uma base ortonor-
mal, portanto não é uma base conveniente para os sistemas de muitos quons.
Mostraremos agora como é possível a formação desta base, a começar pelo
exemplo relacionado ao sistema de dois quons:

1√
1+q

(
a†

1

)2
|0〉 , 1√

1+q

(
a†

2

)2
|0〉 , a†

1a†
2 |0〉 e a†

2a†
1 |0〉 . (3.16)

Os métodos utilizados na ortonormalização destes estados podem con-
sistir na diagonalização da matriz de overlap

A =


〈0|a1a1a†

1a†
1 |0〉 〈0|a1a1a†

2a†
2 |0〉 〈0|a1a1a†

1a†
2 |0〉 〈0|a1a1a†

2a†
1 |0〉

〈0|a2a2a†
1a†

1 |0〉 〈0|a2a2a†
2a†

2 |0〉 〈0|a2a2a†
1a†

2 |0〉 〈0|a2a2a†
2a†

1 |0〉
〈0|a1a2a†

1a†
1 |0〉 〈0|a1a2a†

2a†
2 |0〉 〈0|a1a2a†

1a†
2 |0〉 〈0|a1a2a†

2a†
1 |0〉

〈0|a2a1a†
1a†

1 |0〉 〈0|a2a1a†
2a†

2 |0〉 〈0|a2a1a†
1a†

2 |0〉 〈0|a2a1a†
2a†

1 |0〉

 ,

ou então através dos chamados diagramas de Young aplicados apenas aos
estados linearmente independentes, isto é, a†

1a†
2 |0〉 e a†

2a†
1 |0〉.

Em verdade, esta matriz foi apenas inserida por motivos ilustrativos
pois poderíamos simplesmente construir uma submatriz 2×2 cujos elementos
são o produto interno entre estes últimos estados. Os diagramas referentes a
este sistema foram ilustrados em 3.6 e 3.7.

Os autoestados da matriz A seriam então o estado simétrico:

|φs〉=
1√

2(1+q)

(
a†

1a†
2 +a†

2a†
1

)
|0〉 , (3.17)

e o antissimétrico

|φa〉=
1√

2(1+q)

(
a†

1a†
2−a†

2a†
1

)
|0〉 , (3.18)

além dos simétricos 1√
1+q

(
a†

1

)2
|0〉 e 1√

1+q

(
a†

2

)2
|0〉.
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Ainda poderíamos escrever a†
1a†

2 |0〉 e a†
2a†

1 |0〉 desta forma:

a†
1a†

2 |0〉=
√

1+q
2
|φs〉+

√
1−q

2
|φa〉 , (3.19)

e

a†
2a†

1 |0〉=
√

1+q
2
|φs〉−

√
1−q

2
|φa〉 . (3.20)

O método elaborado para a formação dos estados de três quons é uma
extensão do elaborado para a resolução para dois quons. Neste caso, temos
os estados não ortonormais:

|ϕ1ϕ2ϕ3〉 = |123〉 = a†
1a†

2a†
3 |0〉 ,

|ϕ1ϕ3ϕ2〉 = |132〉 = a†
1a†

3a†
2 |0〉 ,

|ϕ2ϕ1ϕ3〉 = |213〉 = a†
2a†

1a†
3 |0〉 ,

|ϕ2ϕ3ϕ1〉 = |231〉 = a†
2a†

3a†
1 |0〉 ,

|ϕ3ϕ1ϕ2〉 = |312〉 = a†
3a†

1a†
2 |0〉 ,

|ϕ3ϕ2ϕ1〉 = |321〉 = a†
3a†

2a†
1 |0〉 ,

resultados da aplicação do operador Pi j no estado |123〉. Os estados nos quais
ϕ1 = ϕ2, ϕ2 = ϕ3, ϕ1 = ϕ3 e ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 estarão incluídos nos cálculos
apenas com estes monômios.

Ficamos então com a matriz de overlap B para diagonalizar com o
intuito de obtermos os estados ortonormalizados:

B =


〈123|123〉 〈123|132〉 〈123|213〉 〈123|231〉 〈123|312〉 〈123|321〉
〈132|123〉 〈132|132〉 〈132|213〉 〈132|231〉 〈132|312〉 〈132|321〉
〈213|123〉 〈213|132〉 〈213|213〉 〈213|231〉 〈213|312〉 〈213|321〉
〈231|123〉 〈231|132〉 〈231|213〉 〈231|231〉 〈231|312〉 〈231|321〉
〈312|123〉 〈312|132〉 〈312|213〉 〈312|231〉 〈312|312〉 〈312|321〉
〈321|123〉 〈321|132〉 〈321|213〉 〈321|231〉 〈321|312〉 〈321|321〉

 .

Como resultado, temos

B =


1 q q q2 q2 q3

q 1 q2 q3 q q2

q q2 1 q q3 q2

q2 q3 q 1 q2 q
q2 q q3 q2 1 q
q3 q2 q2 q q 1

 .
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Seus autovalores e respectivos autovetores podem assim ser facilmente
calculados. Os resultados são apresentados abaixo:

λS = 1+2q2 +2q+q3;

|S〉= 1√
1+2q2 +2q+q3

1√
6

[|123〉+ |213〉+ |132〉+

+|231〉+ |312〉+ |321〉] ;
(3.21)

λA = 1+2q2−2q−q3;

|A〉= 1√
1+2q2−2q−q3

1√
6

[|123〉− |213〉− |132〉

+|231〉+ |312〉− |321〉] .

(3.22)

Sendo |S〉 e |A〉 os estados totalmente simétricos e antissimétricos res-
pectivamente. Usamos a notação λX para designar o autovalor do estado X.
A seguir verificamos as expressões para os estados mistos.

λM1M2 = 1−q2 +q−q3;

|M1〉=
1√

1−q2 +q−q3

1√
12

[|123〉− |213〉+2|132〉

+|231〉−2|312〉− |321〉] ;
(3.23)

|M2〉=
1√

1−q2 +q−q3

1
2

[−|123〉− |213〉+ |231〉+ |321〉] ; (3.24)

e ainda
λM3M4 = 1−q2−q+q3;

|M3〉=
1√

1−q2−q+q3

1
2

[|123〉− |213〉− |231〉+ |321〉] ; (3.25)

|M4〉=
1√

1−q2−q+q3

1√
12

[|123〉+ |213〉−2 |132〉

+ |231〉−2 |312〉+ |321〉] .

(3.26)

Vamos agora verificar como poderíamos formar estes estados,
construindo-os diretamente através dos diagramas de Young.

Notemos que a ação dos operadores do grupo de permutação nos esta-
dos |M1〉 e |M2〉 apenas geram combinações lineares destes mesmos estados,



3.2 BASE 39

isto é, temos uma representação irredutível 2-D do grupo S3. De modo aná-
logo, obtemos outra representação equivalente a partir dos estados |M3〉 e
|M4〉.

Em sua representação irredutível, os estados podem ser classificados
desta forma, conforme sua dimensão dim[20, 21]:

|S〉= 1 2 3 , dim = 1;

|A〉=
1
2
3

, dim = 1;

∣∣∣M(1)
i

〉
=

1 2
3 , dim = 2;

∣∣∣M(2)
i

〉
=

1 3
2 , dim = 2.

Esta análise, no que se refere às dimensões do espaço, implica na pos-
sibilidade de ocorrerem os seguintes estados:

|S〉

e
|A〉 ,

além de |ψ1〉, |ψ2〉, |ψ3〉 e |ψ4〉, estados de simetria mista.

Como |S〉 e |A〉 formam subespaços independentes podemos obtê-los
facilmente através das equações 3.12 e 3.13 e de sua normalização, resultado
mostrado em 3.21 e em 3.22 .

Para acharmos os estados mistos, podemos utilizar a equação 3.14 :

|ψ1〉= A13S12 |123〉= |123〉+ |213〉− |321〉− |312〉 , (3.27)

|ψ2〉= A23S12 |123〉= |123〉+ |213〉− |132〉− |231〉 , (3.28)

|ψ3〉= A12S13 |123〉= |123〉+ |321〉− |213〉− |231〉 , (3.29)

|ψ4〉= A23S13 |123〉= |123〉+ |321〉− |132〉− |312〉 , (3.30)
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podendo ser obtidos através dos diagramas de Young, isto é,

|ψ1〉=
1 2
3 ,

|ψ2〉=
2 1
3 ,

|ψ3〉=
1 3
2 ,

|ψ4〉=
3 1
2 .

Utilizaremos agora o conhecimento do processo de ortogona-
lização de Gram-Schmidt aplicando-o na base não-ortonormalizada
β = {|ψ1〉 , |ψ2〉 , |ψ3〉 , |ψ4〉}.

Já a base ortogonalizada será

β =
{
|ψ ′1〉, |ψ

′
2〉, |ψ

′
3〉, |ψ

′
4〉
}

, (3.31)

sendo que, de acordo com o método,

|ψ ′1〉= |ψ1〉 , (3.32)

|ψ ′2〉= |ψ2〉−
〈ψ2|ψ

′
1〉

〈ψ ′1|ψ
′
1〉
|ψ ′1〉, (3.33)

|ψ ′3〉= |ψ3〉−
〈ψ3|ψ

′
2〉

〈ψ ′2|ψ
′
2〉
|ψ ′2〉−

〈ψ3|ψ
′
1〉

〈ψ ′1|ψ
′
1〉
|ψ ′1〉, (3.34)

|ψ ′4〉= |ψ4〉−
〈ψ4|ψ

′
3〉

〈ψ ′3|ψ
′
3〉
|ψ ′3〉−

〈ψ4|ψ
′
2〉

〈ψ ′2|ψ
′
2〉
|ψ ′2〉−

〈ψ4|ψ
′
1〉

〈ψ ′1|ψ
′
1〉
|ψ ′1〉. (3.35)

Agora deixamos explícitos os elementos da matriz:

〈ψ ′1|ψ
′
1〉= 4

(
1+q−q2−q3) ; (3.36)

〈ψ ′2|ψ
′
1〉= 2

(
1+q−q2−q3)⇒ (3.37)

〈ψ2|ψ
′
1〉

〈ψ ′1|ψ
′
1〉

=
1
2
. (3.38)
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Por intermédio da substituição de 3.30 e 3.38 em 3.33, ficamos com:

|ψ ′2〉=
1
2

[|123〉+ |213〉+ |312〉+ |321〉]−|132〉− |231〉 . (3.39)

Da mesma forma podemos calcular

〈ψ3|ψ
′
1〉

〈ψ ′1|ψ
′
1〉

=−1
4

(3.40)

e
〈ψ3|ψ

′
2〉

〈ψ ′2|ψ
′
2〉

=
1
2
. (3.41)

Com 3.27, 3.29 e as três últimas equações aplicadas em 3.34 chegamos
ao estado

|ψ ′3〉=
1
2

[|132〉− |231〉− |312〉+ |321〉]+ |123〉− |213〉 , (3.42)

faltado-nos apenas calcular |ψ ′4〉 . Para tal, obtemos os seguintes resultados:

〈ψ4|ψ
′
1〉

〈ψ ′1|ψ
′
1〉

=
1
4
, (3.43)

〈ψ4|ψ
′
2〉

〈ψ ′2|ψ
′
2〉

=
1
2
, (3.44)

〈ψ4|ψ
′
3〉

〈ψ ′3|ψ
′
3〉

=
1
2
. (3.45)

Finalmente encontramos o último estado, que é

|ψ ′4〉=
3
4

[|231〉+ |321〉− |132〉− |312〉] . (3.46)

Para encontrar a base de estados ortonormalizados basta apenas nor-
malizar os estados |ψ ′1〉 , |ψ ′2〉 , |ψ ′3〉 e |ψ ′4〉, de forma que ficamos com:

|ψN
1 〉=

1√
1−q2−q+q3

1
2

[|123〉+ |213〉− |321〉− |312〉] ; (3.47)
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|ψN
2 〉=

1√
1−q2−q+q3

1√
12

[|123〉+ |213〉+ |312〉

+|321〉−2|132〉−2|231〉] ;
(3.48)

|ψN
3 〉=

1√
1−q2−q+q3

1√
12

[|132〉− |231〉− |312〉

+|321〉+2|123〉−2|213〉] ;
(3.49)

|ψN
4 〉=

1√
1−q2−q+q3

1
2

[|231〉+ |321〉− |132〉− |312〉] . (3.50)

No que se refere aos estados com quatro quons, que estão relacionados
ao grupo de permutação S4, o número de estados (4! = 24) nos levará a uma
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matriz 24×24. A relação destes, por sua vez, é mostrada abaixo:

|ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4〉= |1234〉= a†
1a†

2a†
3a†

4|0〉 ;

|ϕ1ϕ2ϕ4ϕ3〉= |1243〉= a†
1a†

2a†
4a†

3|0〉 ;

|ϕ1ϕ3ϕ2ϕ4〉= |1324〉= a†
1a†

3a†
2a†

4|0〉 ;

|ϕ1ϕ3ϕ4ϕ2〉= |1342〉= a†
1a†

3a†
4a†

2|0〉 ;

|ϕ1ϕ4ϕ2ϕ3〉= |1423〉= a†
1a†

4a†
2a†

3|0〉 ;

|ϕ1ϕ4ϕ3ϕ2〉= |1432〉= a†
1a†

4a†
3a†

2|0〉 ;

|ϕ2ϕ1ϕ3ϕ4〉= |2134〉= a†
2a†

1a†
3a†

4|0〉 ;

|ϕ2ϕ1ϕ4ϕ3〉= |2143〉= a†
2a†

1a†
4a†

3|0〉 ;

|ϕ2ϕ3ϕ1ϕ4〉= |2314〉= a†
2a†

3a†
1a†

4|0〉 ;

|ϕ2ϕ3ϕ4ϕ1〉= |2341〉= a†
2a†

3a†
4a†

1|0〉 ;

|ϕ2ϕ4ϕ1ϕ3〉= |2413〉= a†
2a†

4a†
1a†

3|0〉 ;

|ϕ2ϕ4ϕ3ϕ1〉= |2431〉= a†
2a†

4a†
3a†

1|0〉 ;

|ϕ3ϕ1ϕ2ϕ4〉= |3124〉= a†
3a†

1a†
2a†

4|0〉 ;

|ϕ3ϕ1ϕ4ϕ2〉= |3142〉= a†
3a†

1a†
4a†

2|0〉 ;

|ϕ3ϕ2ϕ1ϕ4〉= |3214〉= a†
3a†

2a†
1a†

4|0〉 ;

|ϕ3ϕ2ϕ4ϕ1〉= |3241〉= a†
3a†

2a†
4a†

1|0〉 ;

|ϕ3ϕ4ϕ1ϕ2〉= |3412〉= a†
3a†

4a†
1a†

2|0〉 ;

|ϕ3ϕ4ϕ2ϕ1〉= |3421〉= a†
3a†

4a†
2a†

1|0〉 ;

|ϕ4ϕ1ϕ2ϕ3〉= |4123〉= a†
4a†

1a†
2a†

3|0〉 ;

|ϕ4ϕ1ϕ3ϕ2〉= |4132〉= a†
4a†

1a†
3a†

2|0〉 ;

|ϕ4ϕ2ϕ1ϕ3〉= |4213〉= a†
4a†

2a†
1a†

3|0〉 ;

|ϕ4ϕ2ϕ3ϕ1〉= |4231〉= a†
4a†

2a†
3a†

1|0〉 ;

|ϕ4ϕ3ϕ1ϕ2〉= |4312〉= a†
4a†

3a†
1a†

2|0〉 ;

|ϕ4ϕ3ϕ2ϕ1〉= |4321〉= a†
4a†

3a†
2a†

1|0〉 .

Isto nos fornece indubitavelmente trabalho considerável caso queira-
mos chegar aos autovetores e autovalores. A matriz de overlap C é mostrada
a seguir:
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C
=

                                             1
q

q
q2

q2
q3

q
q2

q2
q3

q3
q4

q2
q3

q3
q4

q4
q5

q3
q4

q4
q5

q5
q6

q
1

q2
q3

q
q2

q2
q

q3
q4

q2
q3

q3
q4

q4
q5

q5
q6

q2
q3

q3
q4

q4
q5

q
q2

1
q

q3
q2

q2
q3

q3
q4

q4
q5

q
q2

q2
q3

q3
q4

q4
q3

q5
q6

q4
q5

q2
q3

q
1

q2
q

q3
q4

q4
q5

q5
q6

q2
q

q3
q4

q2
q3

q3
q2

q4
q5

q3
q4

q2
q

q3
q2

1
q

q3
q2

q4
q5

q3
q4

q4
q3

q5
q6

q4
q5

q
q2

q2
q3

q3
q4

q3
q2

q2
q

q
1

q4
q3

q5
q6

q4
q5

q3
q2

q4
q5

q3
q4

q2
q

q3
q4

q2
q3

q
q2

q2
q3

q3
q4

1
q

q
q2

q2
q3

q3
q4

q2
q3

q5
q4

q4
q5

q3
q4

q6
q5

q2
q

q3
q4

q2
q3

q
1

q2
q3

q
q2

q4
q5

q3
q4

q6
q5

q3
q4

q2
q3

q5
q4

q2
q3

q3
q4

q4
q5

q
q2

1
q

q3
q2

q2
q3

q
q2

q4
q3

q5
q6

q4
q3

q5
q4

q3
q4

q4
q5

q5
q6

q2
q3

q
1

q2
q

q3
q4

q2
q

q3
q2

q4
q5

q3
q2

q4
q3

q3
q2

q4
q5

q3
q4

q2
q

q3
q2

1
q

q5
q6

q4
q3

q5
q4

q2
q3

q
q2

q4
q3

q4
q3

q5
q6

q4
q5

q3
q2

q2
q

q
1

q4
q5

q3
q2

q4
q3

q3
q4

q2
q

q3
q2

q2
q3

q
q2

q4
q3

q3
q4

q2
q3

q5
q4

1
q

q
q2

q2
q3

q5
q4

q6
q5

q3
q4

q3
q4

q2
q

q3
q2

q4
q5

q3
q4

q6
q5

q
1

q2
q3

q
q2

q4
q3

q5
q4

q2
q3

q3
q4

q2
q3

q5
q4

q2
q3

q
q2

q4
q3

q
q2

1
q

q3
q2

q6
q5

q5
q4

q4
q3

q4
q5

q3
q4

q6
q5

q3
q4

q2
q

q3
q2

q2
q3

q
1

q2
q

q5
q4

q4
q3

q3
q2

q4
q5

q3
q2

q4
q3

q5
q6

q4
q3

q5
q4

q2
q

q3
q2

1
q

q3
q2

q4
q3

q
q2

q5
q6

q4
q3

q5
q4

q4
q5

q3
q2

q4
q3

q3
q2

q2
q

q
1

q4
q3

q3
q2

q2
q

q3
q2

q4
q3

q
q2

q4
q3

q5
q4

q2
q3

q5
q4

q6
q5

q3
q4

1
q

q
q2

q2
q3

q4
q3

q3
q2

q2
q

q5
q4

q6
q5

q3
q4

q4
q3

q5
q4

q2
q3

q
1

q2
q3

q
q2

q4
q3

q5
q4

q2
q3

q3
q2

q4
q3

q
q2

q6
q5

q5
q4

q4
q3

q
q2

1
q

q3
q2

q5
q4

q6
q5

q3
q4

q4
q3

q3
q2

q2
q

q5
q4

q4
q3

q3
q2

q2
q3

q
1

q2
q

q5
q4

q4
q3

q3
q2

q6
q5

q5
q4

q4
q3

q3
q2

q4
q3

q
q2

q2
q

q3
q2

1
q

q6
q5

q5
q4

q4
q3

q5
q4

q4
q3

q3
q2

q4
q3

q3
q2

q2
q

q3
q2

q2
q

q
1

                                             .
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A ordem de estados seguida para a realização desta matriz é a mesma
da apresentação dos estados da página 43. Por exemplo, o elemento de matriz
c11,20 = 〈2413|4132〉.

Embora tenhamos conseguido a matriz C, a dificuldade se encontra
em, até mesmo computacionalmente, acharmos os seus autovetores. Através
deste método, chegamos a estes autovalores:

λ1 = 1+5q2 +5q4 +q6 +3q+6q3 +3q5

λ2 =
(
q2 +1+

√
3q
)
(q+1)2 (q−1)2

λ3 =
(√

2q2 +6q3 +9q4 +6q5 +2q6−q4−q3−q2−q−1
)

(q+1)(q−1)

λ4 =
(√

2q2−6q3 +9q4−6q5 +2q6−q4 +q3−q2 +q−1
)

(q+1)(q−1)

λ5 = 1−q−q2 +2q3−q4−q5 +q6

λ6 = 1+q−q2−2q3−q4 +q5 +q6

λ7 =
(
q2 +1−

√
3q
)
(q+1)2 (q−1)2

λ8 =
(√

2q2 +6q3 +9q4 +6q5 +2q6 +q4 +q3 +q2 +q+1
)

(q+1)(1−q)

λ9 =
(√

2q2−6q3 +9q4−6q5 +2q6 +q4−q3 +q2−q+1
)

(q+1)(1−q)

λ10 = 1+5q2 +5q4 +q6−3q−6q3−3q5 .

Os autovalores λ1 e λ10 estão relacionados ao estado simétrico e an-
tissimétrico respectivamente. Todavia os mais curiosos, com certeza, são os
autovalores λ3, λ4, λ8 e λ9. Além de seu aspecto diferente daqueles que ha-
víamos obtido anteriormente, pois até então não registrávamos a presença de
nenhum autovalor com uma raiz de um polinômio de q, os seus autovetores
tem dependência local em q, ou seja, possui um termo em função de q que
multiplica os estados |i jkl〉.

Em termos de degenerescência, podemos comentar que dois autoesta-
dos possuem o autovalor λ2, outros dois, o autovalor λ7. Exceto λ1, λ10 e os
mostrados neste parágrafo, cada um dos autovalores restantes estão associa-
dos a três respectivos autovetores.

Não obstante, através de uma breve análise relacionada às representa-
ções irredutíveis mostradas entre 3.53 e 3.55, podemos inferir os respectivos
subespaços a que os autovalores se referem. O diagrama 3.53 representa um
subespaço 2-D, que possui quatro estados de base, cujos autovalores devem
ser λ5 e λ6.

Os autovalores λ2, λ3 e λ4 podem ser, por sua vez, referentes ao su-
bespaço representado por 3.54 ou pelo diagrama 3.55. Assim se sucede com
relação a λ7, λ8 e λ9. Esta análise dimensional não nos fornece a ferramenta
para definir se os autovalores λ2, λ3 e λ4 são relativos a 3.54 ou a 3.55, o
mesmo ocorrendo para λ7, λ8 e λ9. Verificamos que, neste caso, cada dia-
grama está associado a nove estados de base independentes devido ao fato de
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que dim = 3.
A formação dos estados de base, então, seria possível graças à uti-

lização recorrente dos diagramas de Young. Mostraremos de que maneira
poderíamos obter a solução para os estados de base.

Para começar, através dos diagramas podemos obter a representação
irredutível de S4:

, dim = 1 ; (3.51)

, dim = 1 ; (3.52)

, dim = 2 ; (3.53)

, dim = 3 ; (3.54)

, dim = 3 . (3.55)

Seguindo o método diagramático devemos calcular as funções de
onda, por exemplo,

ψ1 =
1 2 4
3

,

e ψ1 = A13S124|1234〉, operadores definidos em 3.11. Então

ψ1 = |1234〉+ |1432〉+ |2134〉+ |2431〉+ |4132〉+ |4231〉
−|2314〉− |2413〉− |3214〉− |3412〉− |4213〉− |4312〉 . (3.56)

Terminamos este capítulo com este exemplo de utilização dos opera-
dores de permutação nos estados |i jkl〉 para aplicações posteriores, que não
serão feitas aqui, na formação dos vetores que formam a base ortonormal do
sistema.



3.3 UMA IMP0RTANTE PROPRIEDADE DO ESTADO SIMÉTRICO 47

3.3 UMA IMP0RTANTE PROPRIEDADE DO ESTADO SIMÉTRICO

Temos a expressão

|nin jnk . . . ;S〉=

√
ni!n j!nk! . . .

N! [N]!
ŜN(a†

i )
ni(a†

j)
n j(a†

k)
nk . . . |0〉 , (3.57)

para o estado totalmente simétrico normalizado de N quons |nin jnk . . . ;S〉
que será aplicada no próximo capítulo. Para tal, podemos definir o operador
ŜN da seguinte forma:

ŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉 ≡

≡ 1
ni!n j!nk! . . . ∑PN

a†
α1

a†
α2

. . .a†
αni

a†
αni+1

. . .a†
αni+n j+1

. . .a†
αN
|0〉 , (3.58)

sendo
N = ni +n j +nk + . . . ,

com a soma em PN sendo realizada em todas as N! permutações
aplicadas aos índices α1,α2, . . . ,αN . Os índices estão ordenados de
forma que α1,α2, . . . ,αni sejam relativos ao estado i, além de que
αni+1,αni+2, . . . ,αni+n j ao estado j e assim por diante. Os termos repe-
tidos são retirados através dos fatoriais do denominador.

Por hipótese, consideremos como verdade esta equação:

aiŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= [N] ŜN−1(a†
i )

ni−1(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉 , (3.59)

cujo símbolo [N] é definido por 2.16. Através desta última equação, podemos
verificar que

aiŜN−1(a†
i )

n,
i(a†

j)
n,

j(a†
k)

n,
k . . . |0〉= [N−1] ŜN−2(a†

i )
n,

i−1(a†
j)

n,
j(a†

k)
n,

k . . . |0〉 .
(3.60)
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Por intermédio da equação 3.58 podemos chegar a

ŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= 1
ni!n j!nk! . . .

·

(
a†

α1 ∑
PN−1

â†
α1

a†
α2

. . .a†
αN
|0〉

+a†
α2 ∑

PN−1

a†
α1

â†
α2

a†
α3

. . .a†
αN
|0〉

+ . . .+

+a†
αni ∑

PN−1

a†
α1

. . . â†
αni

a†
αni+1

. . .a†
αN
|0〉

+ . . .+a†
αN ∑

PN−1

a†
α1

. . .a†
αN−1

â†
αN
|0〉

)
,

(3.61)

sendo que o acento circunflexo significa a omissão do operador de criação.
São iguais os primeiros ni termos desta equação. Os termos α1,α2, . . . ,αni

relacionam-se ao i-ésimo estado, sendo da mesma forma no que se refere aos
termos n j e os outros n’s. Deste modo, temos que

ŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= a†
i ŜN−1(a†

i )
ni−1(a†

j)
n j(a†

k)
nk . . . |0〉

+a†
j ŜN−1(a†

i )
ni(a†

j)
n j−1(a†

k)
nk . . . |0〉

+a†
k ŜN−1(a†

i )
ni(a†

j)
n j(a†

k)
nk−1 . . . |0〉

+ . . .

(3.62)

De posse de 2.1 e 3.62 obtemos o estado resultante da aplicação do
operador de aniquilação ai num estado simétrico de N quons, mostrado a
seguir

aiŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= ŜN−1(a†
i )

ni−1(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉

+q·
(

a†
i aiŜN−1(a†

i )
ni−1(a†

j)
n j(a†

k)
nk . . . |0〉

+a†
jaiŜN−1(a†

i )
ni(a†

j)
n j−1(a†

k)
nk . . . |0〉

+ a†
kaiŜN−1(a†

i )
ni(a†

j)
n j(a†

k)
nk−1 . . . |0〉

)
.

(3.63)
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Reescrevendo os termos em parênteses de 3.60, podemos obter

aiŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= ŜN−1(a†
i )

ni−1(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉

+q[N−1]·
(

a†
i ŜN−2(a†

i )
ni−2(a†

j)
n j(a†

k)
nk . . . |0〉

+a†
j ŜN−2(a†

i )
ni−1(a†

j)
n j−1(a†

k)
nk . . . |0〉

+ a†
k ŜN−2(a†

i )
ni−1(a†

j)
n j(a†

k)
nk−1 . . . |0〉

)
.

(3.64)

Devido ao rearranjo dos termos entre parênteses no que tange à equa-
ção 3.62, além da utilização da propriedade [N] = 1 + q [N−1], podemos
chegar à expressão:

aiŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= [N] ŜN−1(a†
i )

ni−1(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉 , (3.65)

provando, por indução, a equação 3.59 . Falta apenas normalizar o estado
simétrico.

Começamos com:

|ni,n j,nk . . . ;S〉 ≡ Anin jnk...ŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉 . (3.66)

Desta forma, determinamos a constante de normalização Anin jnk...:

1 = 〈ni,n j,nk . . . ;S|ni,n j,nk . . . ;S〉= A2
nin jnk...

N!
ni!n j!nk!

·〈0| . . .(a†
k)

nk(a†
j)

n j(a†
i )

ni ŜN(a†
i )

ni(a†
j)

n j(a†
k)

nk . . . |0〉= A2
nin jnk...

N! [N]!
ni!n j!nk!

que nada mais é que um valor proveniente de processos iterativos. Com 3.65
chegamos finalmente a

ai|ni,n j,nk . . . ;S〉=
√

[N]
N
√

ni|ni−1,n j,nk . . . ;S〉 , (3.67)

que é um resultado genérico para o estado totalmente simétrico de um sistema
de muitos quons.
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4 APLICANDO A ÁLGEBRA DE QUONS

Vejamos agora algumas aplicações da teoria dos quons abordando o
caso do oscilador harmônico em três dimensões e o do sistema que diz res-
peito ao rotor quônico.

4.1 O OSCILADOR QUÔNICO EM 3 DIMENSÕES

O hamiltoniano do oscilador quônico Hq
osc pode ser definido da se-

guinte maneira[22]:

Hq
osc =

h̄ω

2
{a†

+a+ +a+a†
+ +a†

−a−+a−a†
−+a†

0a0 +a0a†
0} , (4.1)

pois, na base esférica,

a+ =
1√
2
(a1 + ia2) , a− =

1√
2
(a1− ia2) , a0 = a3 . (4.2)

Como os operadores a1, a2 e a3 obedecem a 2.1 , a+, a− e a0 também
obedecem esta relação, de forma que ficamos com

Hq
osc =

h̄ω

2
·
{

a†
+a+ +(1+qa†

+a+)+a†
−a−

+(1+qa†
−a−)+a†

0a0 +(1+qa†
0a0)

}
.

(4.3)

Por fim, temos o seguinte hamiltoniano para o sistema do oscilador
quônico tridimensional:

Hq
osc =

h̄ω

2
{(a†

+a+ +a†
−a−+a†

0a0)(1+q)+3} . (4.4)

O método utilizado para a ortonormalização desses estados já fora
mostrado no capítulo anterior. Nos é útil agora o caso em que temos uma
base de três quons. Nesta situação definimos o número de quanta N =
n+ +n−+n0.

Restringindo a aplicação do hamiltoniano 4.4 ao espaço totalmente
simétrico podemos facilmente chegar ao espectro do oscilador harmônico:

Eq
osc =

h̄ω

2
{[N] (1+q)+3} . (4.5)

Este evidentemente forma um espectro cujo espaçamento entre as li-
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nhas não é o mesmo como no respectivo ao oscilador harmônico composto
pela álgebra usual. A figura 4.1 nos permite realizar esta comparação com
maior precisão. Na figura, para quando q = 1 temos o espectro do oscilador
harmônico da álgebra de Lie, sendo que, desta maneira, podemos verificar
mais facilmente quais as consequências das pequenas alterações do parâme-
tro q na deformação do espectro.
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Figura 4.1: Para q = 1 temos o espectro do oscilador harmônico em três
dimensões usual. Desta forma podemos compará-lo com o obtido através
da álgebra de quons.
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4.2 ROTOR QUÔNICO

Vamos analisar agora o caso da álgebra relacionada ao sistema que
chamamos de rotor quônico[22]. Para tanto, devemos utilizar o método pres-
crito por Schwinger[19] na definição dos componentes do momento angular:

L+ = a†
+a− , L− = a†

−a+ , L0 =
1
2
{a†

+a+−a†
−a−} . (4.6)

Como na seção anterior, devemos restringir o nosso espaço e usar o
subespaço totalmente simétrico, através do qual podemos chegar a

〈n,
+ ,n,

− ; S|[L+,L−]|n+ ,n− ; S〉= [N]
N

(n+−n−)δn,
+n+δn,

−n− , (4.7)

e, além disto,

〈n,
+ ,n,

− ; S|2L0|n+ ,n− ; S〉= [N]
N

(n+−n−)δn,
+n+δn,

−n− , (4.8)

sendo
N = n+ +n− .

Com o mesmo tipo de relação utilizado para calcular 4.8, podemos
obter

〈n,
+ ,n,

− ; S|[L0,L+]|n+ ,n− ; S〉= 〈n,
+ ,n,

− ; S|L+|n+ ,n− ; S〉 , (4.9)

além de

〈n,
+ ,n,

− ; S|[L0,L−]|n+ ,n− ; S〉=−〈n,
+ ,n,

− ; S|L−|n+ ,n− ; S〉 , (4.10)

implicando no fato de que os operadores definidos em 4.6 formam a álgebra
referente ao momento angular. Na busca do espectro do rotor quônico é ne-
cessária a solução do seguinte elemento de matriz, relacionado ao operador
de Casimir1 L2 da álgebra:

〈n,
+ ,n,

− ; S|L2|n+ ,n− ; S〉= [N]
2

{
[N]
2

+1
}

δn,
+n+δn,

−n− . (4.11)

Como o hamiltoniano do rotor é diretamente proporcional a L2, caso

1A definição do operador de Casimir é feita no apêndice deste trabalho.
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considerarmos n+ = `+m e n−= `−m, obtemos, por fim, o espectro do rotor
quônico:

Eq
` = A

[2`]
2

{
[2`]
2

+1
}

. (4.12)

Esta relação nos mostra mais diferenças entre a álgebra q-deformada
e a álgebra de quons. Estas diferenças dizem respeito não apenas a seu as-
pecto mais fundamental, mas a resultados, neste caso relacionado ao rotor
deformado.

Em [23], Bonatsos, através de técnicas de q-deformação2, realizou um
trabalho que o levou à expansão para τ pequeno:

E(`) = E0 +
1
2I

`(`+1)− 1
3

τ
2[`(`+1)]2 +

2
45

τ
4[`(`+1)]3

− 1
315

τ
6[`(`+1)]4 +

2
14175

τ
8[`(`+1)]5− . . .

(4.13)

Enquanto I é o momento de inércia, τ é o fator de deformação da
álgebra3, com τ ∈ R. Em 4.12 o termo A já leva em conta o momento de
inércia, o que difere da expansão de 4.12 feita em torno de `(`+1):

Eq
` = A

{
`(`+1)+

7τ2

3
`2(`+1)2 +

62τ4

45
`3(`+1)3

+(2`+1)
[

3τ

4
+ τ`(`+1)+ τ

3`2(`+1)2
]
+ . . .

} (4.14)

Sendo agora, q = eτ e τ ≤ 0. Todavia esta expressão é similar à obtida em
[24]. O motivo da diferença está relacionado ao fato de que, na álgebra de
quons τ ∈R⇒ q ∈R, enquanto que na q-deformada, τ ∈R⇒ q ∈C, sendo
isto facilmente verificado se analisarmos as relações já mostradas de q e τ

para ambas as álgebras.
Podemos, então, através de 4.12 e 4.13 e dos dados experimentais[25,

26], compararmos o seu espectro. Esta análise pode ser feita através das figu-
ras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5. A primeira figura traz a comparação entre os espectros
obtidos experimentalmente do 244Pu, com os teóricos obtidos pela álgebra
quônica e a q-deformada[25]. Também podemos fazer o mesmo tipo de com-
paração utilizando-se das figuras subsequentes, sendo que, nestes casos, estão
relacionadas aos espectros rotacionais das moléculas HF , HBr e HCl. Os
valores de q referentes à equação 4.12 utilizados nas figuras são, respectiva-

2Técnicas estas que diferenciavam-se da que utilizávamos até mesmo porque usavam outra
relação de q-mutação.

3Neste trabalho, foi considerado q = eiτ .
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mente, 0,994782, 0,999014, 0,999701 e 0,999582. Os do τ , de 4.13, por sua
vez, são: 0,033588, 0,0174, 0,0113 e 0,0124.
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Figura 4.2: Trata-se da comparação entre o espectro experimental do 244Pu
e os obtidos através das técnicas teóricas. O espectro A está relacionado
aos valores experimentais. B diz respeito aos valores obtidos pela álgebra
q-deformada e C pela álgebra de quons. A unidade de energia utilizada aqui
é o keV. Neste caso, q = 0,994782 e τ = 0,033588.
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Figura 4.3: Comparação entre o espectro experimental do HF e os obtidos
através das técnicas teóricas. Agora, utilizamos cm−1 como unidade de ener-
gia. Neste caso, q = 0,999014 e τ = 0,0174. O espectro A está relacionado
aos valores experimentais. B diz respeito aos valores obtidos pela álgebra
q-deformada e C pela álgebra de quons.
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Figura 4.4: Comparação entre o espectro experimental do HBr e os obtidos
através das técnicas teóricas. Temos que q = 0,999701 e τ = 0,0113. O
espectro A está relacionado aos valores experimentais. B diz respeito aos
valores obtidos pela álgebra q-deformada e C pela álgebra de quons.
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Figura 4.5: Comparação entre o espectro experimental do HCl e os obtidos
através das técnicas teóricas. Temos que q = 0,999582 e τ = 0,0124. O
espectro A está relacionado aos valores experimentais. B diz respeito aos
valores obtidos pela álgebra q-deformada e C pela álgebra de quons.
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5 CONCLUSÕES

Verificamos neste trabalho as diferenças fundamentais entre as álge-
bras q-deformadas do oscilador e a dos quons. Enfatizamos a existência de
um mapeamento entre álgebra q-deformada do oscilador e as usuais, podendo
ser expresso por 2.24. O fato de não existir um análogo desta característica
para o caso quônico é uma das razões responsáveis pelas diferenças entre
ambas as álgebras.

Mostramos que a álgebra de quons, devido a sua característica de q-
mutatividade, permite a formação da álgebra su(2) a partir dos operadores
de criação e aniquilação quônicos. Além disto, comentamos sobre a impos-
sibilidade de se fazer o mesmo através das álgebras do q-oscilador, na qual
é necessária a construção de operadores que satisfazem a álgebra suq(2) [5],
tornando difícil a interpretação física dos modelos baseados nesta teoria.

Outro ponto importante está relacionado ao fato de que a álgebra de
quons, ao seguir as restrições impostas em 2.28, nos permite definir operado-
res que satisfazem as regras do tensor esférico usual, o que é resultado de vital
importância em muitas aplicações da álgebra de quons, visado para descre-
ver muitas características de sistemas físicos. Além disto, podemos construir
operadores tensoriais do grupo SU(2) e realizar acoplamentos usando-se dos
coeficientes de Clebsh-Gordon da álgebra de Lie, o que é bastante útil no que
se refere às aplicações da álgebra quônica.

Na elaboração dos modelos, podemos considerar os operadores de cri-
ação e aniquilação de quons como os graus de liberdade fundamentais. Pelo
acoplamento dos tensores podemos construir hamiltonianos escalares por ro-
tação que, por sua vez, irão descrever os sistemas físicos que desejamos estu-
dar. Neste trabalho foi considerado o exemplo do hamiltoniano do rotor, que
poderia ter sido apresentado como o escalar j = 0 gerado a partir do acopla-
mento de tensores esféricos j = 1/2 construídos a partir dos operadores a+

+,
a+
−, a+ e a−.

Uma classe enorme de modelos algébricos pode ser considerada no
contexto que estamos discutindo. Algumas aplicações preliminares nesta li-
nha já foram feitas em modelos nucleares construídos a partir de bósons s
( j = 0) e d ( j = 2)[27].

Analisamos de que forma podemos utilizar os diagramas de Young na
formação dos estados de base para um sistema de muitos quons. Um fato
interessante é que, para um mesmo sistema de quons, pode haver mais de
uma base ortonormal, como podemos perceber devido às diferenças entre as
equações 3.23 até 3.26 e 3.47 até 3.50.

Conseguimos uma expressão fechada para o subespaço totalmente si-
métrico e aplicamo-la para os casos do oscilador harmônico e do rotor quô-
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nico. Um fato interessante é que a expressão que define o espectro do rotor
quônico é diferente da vista na literatura obtida através da álgebra suq(2)[5].
Por intermédio de uma expansão de 4.12 em `(`+1) verificamos sua equiva-
lência a feita em [24], e a diferença em relação a [25].

Na atualidade, uma série de aplicações utilizando-se um subespaço
restrito quônico é realizada [27, 28].
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APÊNDICE

O objetivo deste apêndice é apresentar as definições de alguns destes
entes matemáticos citados durante o texto. Especificamente, definimos álbe-
bra de Lie, grupo de Lie e o operador de Casimir. Além disto, é feita uma
breve explanação sobre a conexão entre álgebra de Lie e seu respectivo grupo
de Lie[20, 21, 29, 30].

Álgebra de Lie

Uma álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial g munido de pro-
duto (colchete ou comutador de Lie)

[ , ] : g×g−→ g ,

com as propriedades:

1. bilinearidade;

2. antissimetria, ou seja [X ,X ] = 0 ∀ X ∈ g, implicando no fato de que
[X ,Y ] =−[Y,X ] ∀ X ,Y ∈ g, e;

3. satisfação da identidade de Jacobi, ou seja, ∀ X ,Y e Z ∈ g

[X , [Y,Z]]+ [Y, [Z,X ]]+ [Z, [X ,Y ]] = 0 .

Grupos de Lie

É um grupo contínuo. Em outras palavras, é um grupo cujos elemen-
tos são funções analíticas dos parâmetros. Um exemplo possível é o grupo
de rotação SO(2) (S-special, O-ortoghonal, 2-referente ao número de dimen-
sões).
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Relação entre álgebra de Lie e seu respectivo grupo

Seja G(ti) ∈ G e gi ∈ g, sendo G o grupo e g a álgebra, então a
relação entre G(ti) e gi é dada por:

G(ti) = exp(giti)

ou ainda (
dG(ti)

dti

)
ti=0

= gi ,

com
i ∈ N .

O grupo SU(2)

Seja o grupo GL(n,C) = {U ∈U(n,C)/detU 6= 0}, então

SU(2) = {U ∈ GL(2,C)/U †U = 1 e detU = 1 }.

O operador de Casimir

É o operador que comuta com todos os elementos da álgebra.


