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Resumo

Desde a década passada, os métodos sem maha sdo considerados uma aternativa na
simulacdo numérica de problemas, onde a qualidade da solucéo é sensivel a distor¢éo da
malha.

Apesar disto as metodologias sem maha apresentam restricbes a sua aplicagdo. Estas
restricdes, inerentes de sua propria construcdo, dizem respeito aimposicao de condicdes de
contorno essenciais, construcdo de espacos de aproximacao em dominios curvos e tempo de
processamento normal mente superior ao utilizado em elementos finitos convencionais.

O presente trabalho consiste numa proposta de abordar as limitagdes supracitadas na
simulacdo numérica de problemas regulares e de atos gradientes localizados (boundary-
layer) em placas e cascas.

O tema principa desta tese estd na construcdo do espaco de aproximacdo dos
campos primais, que segue a filosofia do Generalized Finite Element Method (GFEM)
(Duarte, Babuska & Oden, 1999). Este método, que teve a sua origem, no Partition of
Unity Finite Element Method (PUFEM) (Melenk & Babuska, 1996) e no hp-Clouds
(Duarte & Oden, 1995) torna possivel, com baixo custo computacional, enriquecimentos p-
anisotropicos e aimposi¢ao das condigdes de contorno esséncias de forma forte.

As contribuicdes feitas abordam dois aspectos fundamentais do GFEM. O primeiro
refere-se a construgdo dos espacos locais em superficies curvas, utilizando o procedimento
dos planos pseudo-tangentes O segundo aspecto aborda a imposicdo das condigdes de
contorno de formaforte. Isto € possivel através da utilizac8o das funcdes de fronteira sobre
afronteirade Dirichlet.

Os resultados obtidos referemse aos modelos cinematicos de primeira e terceira
ordem com normal extensivel. Os exemplos analisados sd0 para materiais compostos e
homogéneos com comportamento elastico linear. O desempenho do espaco de aproximacao
€ andlisado: quanto aos problemas de travamento (ocking), quanto a convergéncia dos

campos primais e duais e quanto aos fendmenos de camada limite (boundary -layer).
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Abstract

In the last decade, meshless methods have been used as an alternative in the
numerical solution of problems which are sensitive to mesh distortion.

Nvertheless, meshless methods still present significant restriction in their
application. These restrictions, inerent to the methods implementation, involve assignement
of essential boundary conditions, constructions of approximating spaces in curved domain
and high processing time in comparision to conventional FEM analysis.

This study addresses the above mentioned restrictions in the numerical solutinos of
regular problems with high localized gradients (bounday layer) in plates and shells.

The main concern of the thesis is the construction of aproximating spaces for
displacement fields forwing the philosophy of GFEM. This method had its origin in the
PUFEM and in the hp-Clouds. It allows for anisotropic p-enrichment and the assignement
boundary conditions in strong form with small computational cost.

The thesis make two contributions towards the GFEM. The first is the constructions
of the local spaces in curved surfaces, using a pseudo-tangent plane approach. The second
refers to the assingnement of boundary conditions in the strong form. This is done using
boundary functions over the Dirichlet boundary.

Result obtained refer to first and third iner kinematic models with extensible
normal. Exemples analyzed include homogeneus linear elastic e composite materials.

The approximatig spaces is analyzed with regards to locking problems,
displacement fields convergence, tension fields convergence and boundary-layer problems.
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[R) Operador matricial que leva, {&7%} — {e'}.
Q] Matriz de rotagao.

Q Dominio aberto do problema.

00 Fronteira do problema.

02p  Fronteira de Dirichlet.

02y  Fronteira de Newmann.

R Espago real n dimensional.

Y Dominio fechado do problema.

{Q,}Y. | Cobertura aberta do dominio £ por N suportes.

Po Funcao particao da unidade associada & nuvem a.

{¢. )Y, Particio da unidade definida sobre a cobertura {Q4}"_,

7 Conjunto de indices que matém bijecao com o conjunto de nuvens.
C° (24)  Conjunto de fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto.
SUPP P, Supremo da funcio ¢, no dominio fechado €,,.

|-/l (@ny  Norma infinita em R™.

V() Gradiente de um compo.

div (.) Divergente de um campo vetorial ou escalar

Cx Constante de majoracao da norma infinita.

Ca Constante de majoracao da norma infinita do gradiente da funcao.

diam (£2,) Diametro do suporte €.
C™(R™)  Conjunto de fungdes m diferenciaveis em R™.



card Cardinalidade da cobertura.

Q Espaco de aproximacao global.

H'(Q2) Espago de Hilbert com fungoes e seus gradientes quadrado integréveis em €.
u Funcao a ser aproximada.

u, Funcoes de aproximacao associadas as nuvens a.

U, Funcgao de aproximacao global.

0 Conjunto de fungoes continuas em 2.

C! Conjunto de fungoes continuas com primeira derivada continua em (2.
M Nimero méximo de subdominios €2, sobre um ponto de integracao

N Conjunto dos niimeros naturais.

X Vetor posicao de um ponto de

-l Norm L?* de um campo no dominio ).

€1 (@) Limite superiror da norma L? (2N €,) do erro e = u — u,,.

€z (@) Limite superior da norma L? (2 N €,) do erro e = V (u — u,).

P Conjunto de fungoes obtidas por produto tensorial de polinémios.

A’C’Y Conjunto de funcgoes obtida por produto completo de polinémios.

Fx Conjunto de fungoes que gera o espaco de aproximacao ().

Noprod Nimero de fungoes associadas a uma nuvem .
P Ordem polinomial associada & nuvem a.

P Conjunto dos polindémios de grau g < p.

L;;(x) Fungao obtida por produto de polinémios correspondentes a nuvem o.

X Vetor posi¢ao de um ponto referido a uma base local (Z,7) .

& Posicao do ponto X no dominio normalizado w,.

We Dominio normalizado associado & nuvem c.

he Raio correspondente a um suporte €2,.

Vs ()  Gradiente de uma fungao em relacao ao sistema de coordenadas (Z, %) .
Ve () Gradiente de uma fun¢ao no dominio normalizado w,.

Qﬁf’ #Py) Conjunto de fungoes obtidas por enriquecimento ortotrépico nas diregoes (Z, ) -
Py Superficie de referéncia.

n Vetor normal.

Xp Vetor posicao de um ponto p sobre a superficie de referéncia 3.
&,n,¢) Coordenadas Gausseanas de um ponto em R3

(X,Y,72) Coordenadas globais de um ponto em R3.

dx, Diferéncial total do vetor posicao x, sobre a superficie de referéncia.
a; Vetor covariante tangente a curva &, n = cte.

as Vetor covariante tangente a curva n, £ = cte.

\2) Vetor pseudo normal (coincide com o vetor n no interior do elemento)
[Fo Tensor correspondente & base covariante.a;, as, v

t1,to,n Base ortornormal.

Q] Matriz de rotagao correspondente & base ortonormal t;, to, n.

dx, Diferencial total do vetor posi¢ao de um ponto ¢ tal que ¢ # 0.
aj,,as,,a3, Vetores da base covariante num ponto ¢ tal que ¢ # 0.

[F?] Tensor correspondente & base covariante aj,,a$,, a3, .

dA, Elemento vetorial de area num ponto qualquer de §2.



Elemento diferencial de volume.

z
0;,602,v; Sistema ortornormal de coordenada no né k do elemento.
t1.,t,,,n, Sistema ortornormal de coordenadas num ponto com cota z # 0.

Funcoes de interpolacao lagrangeanas associadas ao elemento.
Vetor pseudo normal associado a no k£ de um elemento.
Vetor posicao do né k a com cota % medida na direcao vsy.
Vetor posicao do né k a com cota —% medida na direcao vsy.
Vetor posicao do n6 k do elemento correspondente a ( = 0.
Vetor posi¢gao de um ponto sobre a aresta k& do elemento para ¢ # 0.
Vetor posicao de um ponto no interior do elemento.
Espessura medida na direcao n.
Projecao da espessura ¢t da estrutura na direcao vs.
Matriz de rotacao associada ao ponto de integragao ¢ do elemento.
Rotacdo entorno de 67.
Rotacdo entorno de 6.
Rotacdo entorno de 3 correspondente a uma coordenada ¢ # 0.
Rotacdo entorno de ;. correspondente a uma coordenada ¢ # 0.
Parametro nao linear do deslocamento transversal w.
Descloamento de um ponto ¢ no elemento.
Deslocamento de um ponto situado na aresta de dire¢ao vs; para ¢ # 0.
Fungoes de aproximacao associadas ao né k.
Matriz de rotagao correspondente & nuvem a.
Matriz de projecao de R? — R2.
Matriz Jacobiana.
Valores prescritos do campo na fronteira de Dirichlet.
Forcas de corpo.
Forcas externas.
Fungao Residuo.
Conjunto das variagoes.
Conjunto das solugoes cinematicamente admissiveis
Campo de deslocamento aproximado.
Matriz de aproximacgao do campo de deslocamento.
Vetor de parametros de deslocamentos nodais.
Gradiente de u em coordenadas intrinsicas (£,7) .
Operador diferencial para a determinagao de ¢ (u).
Matriz associada a ¢ (u) .
Gradiente de deslocamento em coordenadas globais (X,Y, 7).
Matriz de transformacao inversa obtida a partir de J 1.
Operador de rotagao.
Gradiente de deslocamento na base local do ponto de integragao.
Vetor de componentes de deformagao na base local do ponto de integragao.
Matriz boleana utilizada para determinar o vetor €.
Funcional de energia de deformagao.
Traco da funcao deslocamento na fronteira de Dirichlet.
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Trago da funcao deslocamento com valores nulos sobre 0€)p.
Funcional de penalizacao.

Fator de penalizacao.

Funcional bilinear associado a energia interna de deformacao.
Funcional linear da energia de deformacao das forcas externas.
Operador de Variagao.

Valor de perturbagao da funcao u.

Matriz associada ao vetor de deformagoes.

Matriz de penalizacao dos graus de liberdade prescritos em 0€2p.
Operador de penalizaca atuando sobre os graus de liberdade prescritos.
Fungoes rampa definidas em coordenadas intrinsicas.

Funcoes bolha definidas em coordenadas intrinsicas.
Deslocamento analitico nos pontos de integracao.

Esforco cortante analitico nos pontos de integracao.

Momento radia analitico nos pontos de integracao.

Ca—C
Norma L? () do erro raltivo da grandeza C, || Ec| 12y = W
allL2(Q
Norma L' (99) do erro ralativo da grandeza C, |F¢|;, = ‘C‘“c_‘c‘fl
alL

Espago de aproximaca local utilizados nas fronteiras.

Espacgo de aproximacao local com funcoes com decaimento exponencial.
Operador indicatriz.

Coeficiente de corre¢ao da energia de deformacao cisalhante.

Momento fletor que gira a secao com normal na direcao = local.
Momento fletor que gira a secao com normal na direcao y local.
Esforco cortante na direcao x local.

Esforco cortante na direcao y local.

Enriquecimento p na diregao x local.

Enriquecimento p na diregao y local.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo a implementacao do Método de Elementos Finitos Gener-
alizados (MEFG) (Duarte, Babuska & Oden [11]) na anilise estdtica de placas e cascas, de
material composto por laminados ortotrépicos, utilizando os modelos cinemdticos de primeira
ordem (Mindlin [60]) e terceira ordem com normal extensivel (Pandya & Kant [4]). Dentre
os tépicos estudados, sao enfatizados, a construcao dos espagos de aproximagao em superficies
curvas (cascas), a imposigao de condigoes de contorno de forma forte, a capacidade dos espagos
construidos de contornar fenémenos de travamento e a versatilidade desta metodologia na sim-
ulagao de problemas de camada limite. Para cada um dos tépicos observados sao comentadas as
potencialidades e limitacoes da metodologia através da andlise de exemplos de material eldstico

linear, podendo ser, homogéneo e isotrépico ou composto por laminados.

O escopo do trabalho é constituido de oito capitulos. O primeiro consta de uma revisao
bibliogréafica. Neste capitulo ¢ feita a critica do estado da arte, das metodologias sem malha,
dando énfase as técnicas que utilizam a particao da unidade na construcao do espaco de aprox-
imacao. Com um papel secundério, porém nao menos relevante, sao abordados aspectos da
simulagao numeérica de materiais compostos por laminados e os fen6menos de camada limite

em placas e cascas.

O segundo capitulo consta de uma revisao sucinta dos materiais compostos laminados.
Neste topico sao tratadas as propriedades destes materiais e aspectos de macromecanica dos

laminados.

No terceiro capitulo sao comentados os fundamentos matematicos relativos & construgao
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do espago de aproximagao. Também sdo abordados os enriquecimentos anisotrépicos (Duarte
& Babuska[12]). Com esta técnica sdo construidos os espagos com decaimento exponencial

caracteristico dos fendmenos de camada limite.

O quarto capitulo aborda aspectos bdsicos da geometria diferencial de superficies junta-
mente com os modelos cinemédticos de primeira ordem (Mindlin) e terceira ordem com normal
extensivel (Pandya & Kant [4]) adaptados ao elemento sélido degenerado de Ahmad (Ahmad
et alli [70]).

O quinto capitulo constitui um dos principais aportes desta tese. Nele é introduzido o
procedimento dos planos pseudo-tangentes utilizado para construir os espacos de aproximagcao
locais em superficies curvas. A técnica dos planos pseudo-tangentes constitui um procedimento
simples e versatil envolvendo, em sua esséncia, uma sequéncia de operagoes de translacao,
rotagao e transformacgao do sistema de coordenadas. Os erros envolvidos no procedimento, que
estao intrinsecamente ligados a curvatura do elemento, sao avaliados, neste capitulo, através de

ensaios numéricos especificos.

O sexto capitulo trata da imposicao das condigoes de contorno de forma forte e da construgao
de espacos locais especiais. Neste capitulo sao apresentadas duas alternativas de contornar
este problema. A primeira, utilizando o método clédssico de penalizacoes, e a segunda pela
modificagao dos espacos locais, nas fronteiras de Dirichlet, utilizando uma técnica proposta
neste trabalho. Fecha-se o capitulo mostrando um dos aspectos mais interessantes do método,
que consiste na construcao de espacos locais especiais. Estes espacos possuem funcoes que sao
modos da solucao de uma classe de problemas. Especificamente, neste trabalho, sao construidos

os espagos para abordar fendmenos de camada limite em placas e cascas rasas.

No sétimo capitulo sao apresentados os resultados numéricos em trés grupos de exemplos. No
primeiro grupo mostra-se o desempenho do espago construido utilizando MEFG na abordagem
dos fenémenos de travamento para os modelos de primeira e terceira ordem. O segundo grupo
consta de resultados de convergéncia de campos primais e duais em problemas regulares de
placas e cascas. Neste grupo sao apresentados exemplos constituidos de material homogéneo e

de material composto por laminados modelados com teorias de primeira e terceira ordem. No
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terceiro grupo de resultados sao exibidos os exemplos que apresentam camada limite em placas
e cascas. Através destes exemplos é constatada a versatilidade dos espagos construidos segundo
esta técnica. Aqui sao utilizados enriquecimentos ortotrépicos dos espacos locais na dire¢ao dos
altos gradientes. Neste tépico a construcao destes espacos locais é feita com funcoes polinomias

ou funcgoes que apresentam decaimento exponencial em direcoes especificas.

1.1 Revisao bibliografica

A revisao bibliogrifica apresentada a seguir consiste de um resumo abrangente dos temas suprac-
itados na introducao, dando énfase aos tépicos utilizados nesta tese. A mesma se inicia com
uma revisao sucinta do status da tecnologia na simulagao numérica em materiais compostos
laminados. O segundo tema, que constitui o tépico principal deste trabalho, consta de uma
critica do estado da arte dos métodos sem malha, focalizando a atengao naqueles que con-
stroem o espago de aproximagao por produto das fungoes da Particao de Unidade com funcoes
que apresentam boas propriedades de aproximagao (fungdes polinomiais ou modos conhecidos
da solugao). Fecha-se esta revisdo com um comentdrio sobre os fenomenos de camada limite e

as técnicas utilizadas, até o momento, para simular numericamente seu comportamento.

1.1.1 Laminados compostos

Por definigdo (Mendonga [55]), os materiais compostos sdo aqueles obtidos por combinagao
macroscépica de dois ou mais materiais distintos de forma que o novo material assim obtido
apresente propriedades diferentes das que possuem os materiais constituintes separadamente.
A possibilidade de manipular as propriedades de performance do material, maximizando as
caracteristicas desejadas e minimizando as indesejadas, fornece ao projetista grande flexibili-
dade. Estas caracteristicas tornam este tipo de material altamente atrativo para a industria
automobilistica, naval, bélica e aerondutica. Tratando-se de laminas de material composto for-
madas pelo conjunto fibra-matriz, o estudo do comportamento destes materiais envolve dois
aspectos bdsicos, que sao a micro mecania e a macro mecanica de uma lamina. A macro
mecéanica estuda o comportamento da ldmina a partir de propriedades mecénicas aparentes

meédias fornecidas pelo estudo micro mecanico da lamina (Jones [61]). A micro mecénica es-
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tuda as interagbes microscépicas entre o reforgo (fibras, tecidos etc.) e a matriz. Um dos
procedimentos classicos utilizados na micro-mecénica para a obtencao das propriedades médias
de cada lamina ¢ a regra da mistura. Neste procedimento as propriedades elasticas médias de
uma lamina, resisténcias & tracao longitudinal e transversal, sao obtidas através dos volumes
das fibras e da matriz. Dependendo do tipo de propriedade a ser determinada, este procedi-
mento pode ser mais ou menos preciso quando comparado com dados experimentais. O modelo,
que consiste na concentracao de massa das fibras numa regiao do volume elementar, apresenta
resultado satisfatério quando se trata de ensaios de tragao longitudinal na direcao das fibras.
Para os ensaios de tragao transversal, os modelos propostos por Hopkins & Chamis (Mendonga
[55]), que levam em consideragao o efeito da descontinuidade dos materias apresentam valores

satisfatorios com relacao aos resultados experimentais.

Uma outra abordagem trata os modelos baseados na teoria da elasticidade. Neste caso
as condicoes de contorno na andlise dos volumes representativos constituidos de fibra-matriz,
sao satisfeitas ponto a ponto e nao em média como no caso anterior. Os modelos neste caso
representam solugoes fechadas de equagoes diferenciais da elasticidade ou solugoes obtidas por
métodos numéricos, quando se trata de geometrias complexas. Maiores detalhes sobre estes

métodos podem ser encontrados em (Jones [61]), e (Tsai & Hahn [67]).

Dentre as propostas baseados na teoria da elasticidade encontra-se o modelo semi-empirico
de Halpin-Tsai (Jones [61]). Este modelo estima as propriedades utilizando equagbes semi-
empiricas cujos parametros sao ajustados através de dados obtidos experimentalmente ou pela

teoria da elasticidade.

Dentro da abordagem macro-mecénica do laminado sao introduzidas as teorias de ordem su-
perior, capazes de modelar de forma mais realista que a teoria cldssica a distribuicao de tensoes
transversais e os fendmenos de acoplamento entre os mecanismos de deformacgao caracteristico

dos materiais anisotrépicos.

Atualmente a utilizacao de modelos micro mecanicos que explicitamente reconhecem os
componentes individuais do composto tem sido preferida em virtude destes fornecerem mais

informacoes sobre os constituintes do composto fibra-matriz. Dentro desta linha de trabalho
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se destacam as pesquisas de Pecknold & Rahman [16] e mais recentemente Zalamea, Miquel &
Oller [22].

O trabalho de Pecknold & Rahman propoe, para a andlise de problemas estruturais tridi-
mensionais, um modelo hierdrquico para o material, utilizando os conceitos matematicos de
homogeneizacao, sendo o campo de deslocamentos modelados por elementos finitos. A utiliza-
¢ao deste modelo permite verificar as condigoes nas quais ocorre dano e falha do material, sendo
essencial para uma andlise nao linear devido a possivel interacao entre os modos de falha e de
dano.

O processo de homogeneizacao do modelo hierdrquico para o material é obtido pelo de-
sempenho integrado de dois médulos. O primeiro constitui o micro-modelo de uma lamina
unidirecional Fig.1.1(a) e Fig.1.1(b) onde, a partir das relacoes constitutivas das fibras e da
matriz obtém-se, por processo de homogeneizacao, os campos e tensoes e defomagoes médios
da lamina. O segundo é constituido por um sub-laminado Fig.1.1(c) que a partir do campo de
tensoes médias da ldmina e mediante um processo de homogeneizacao obtém-se os campos de
tensoes de deformacoes homogeneamente distribuido entre laminas, e entre os pontos internos
das laminas obtendo-se um material homogéneo anisotrépico Fig.1.1(d).

Zalamea, Miquel & Oller, propoem uma abordagem micro mecénica utilizando o conceito
de homogeneizacao associado a uma formulacao de dupla escala. Isto consiste em determinar a
equacao de equilibrio para a micro estrutura (modelo global) e macro estrutura do composto.
Nesta abordagem o composto ¢ dividido em pequenos volumes (cé¢lulas) (Fig.1.2a) (Fig.1.2b)
capazes de guardar informacoes completas do composto se a distribuicao destas estruturas for
periédica. Entretanto, se o material tem uma distribuicao aleatéria, deve ser utilizado um

volume representativo do mesmo.

Modelo macro-mecanico

Do ponto de vista macro mecénico sao inlimeras as teorias que tentam modelar de forma mais
ou menos satisfatéria problemas estruturais de materiais compostos laminados. Neste capitulo

sao citadas algumas delas, evidenciando suas potencialidades e limitacoes.
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Figura 1.1: a) Micro modelo de um laminado unidirecional; b) laminado unidirecional; c)
modelo sub laminado; d) material homogeneizado anisotrépico.

Macro Estrutura (Problema Global)

Figura 1.2: a) Macro estrutura composta de células retangulares; b) macro estrutura composta
de células rombicas.

17



A primeria teoria utilizada para modelar este tipo de problema foi a Teoria Cléssica da
Laminacao (TCL) (Jones [61]). Esta teoria utiliza as hipéteses de Kirchhoff para problema de

placas e Kirchhoff-Love para problemas de cascas. Por trabalhar com estruturas de pequena

L

oo largura média da estrutura), negligencia as tensoes normais as fibras

espessura (espessura <
e as tensoes cisalhantes transversais. A consideracao destas tensoes é de suma importancia nos
problemas de estruturas laminadas, pois elas sao responséaveis pela falha do laminado devido

ao deslizamento entre as laminas e por separagao das laminas (delaminagao).

Uma outra proposta para trabalhar com este tipo de modelo é utilizar os elementos tri-
angulares (Batoz & Dhatt [37]), conhecidos como DKT (Discret Kirchhoff Triangular), que
incorporam dois graus de liberdade a mais que o modelo Kirchhoff para garantir a continuidade
de rotacoes. Esta teoria é bastante utilizada na andlise de placas de material isotrépico sendo
estendida sua utilizacao para placas laminadas. Dentro desta linha encontra-se o trabalho de
Mendonga [56], que consiste numa formulagao de elementos finitos para placas delgadas mul-
ticamadas utilizando o DKT. Na sequéncia direta das teorias de Kirchhoff e Kirchhoff-Love
surgem as teorias de primeira ordem de Reissner [20] e Mindlin [60]. Estas teorias modelam
as componentes membranais do deslocamento por fungoes lineares da varidvel z da espessura.
Embora este modelo considere as deformacoes cisalhantes transversais, apresenta inconsisténcia
fisica pois as deformacoes sao constantes ao longo da espessura, nao satisfazendo as condigoes de
contorno de Poisson. Em face desta limitacao, as tensoes cisalhantes transversais sao corrigidas
por fatores obtidos através diversos procedimentos como as equacoes de equilibrio energético
proposto por Reissner ou a tensdo cisalhante maxima conforme Timoshenko (Mendonga [55]).
Para o caso de placas laminadas ortotrépicas, Whitney (Mendonga [55]), apresenta um pro-
cedimento eficiente para determinar os fatores de correcao para a energia cisalhante k, e k,.
Um outro problema apresentado por este modelo é o surgimento do travamento (locking) que
se manifesta através de um aumento da rigidez com a diminuicao da espessura da estrutura

analisada.

Dentro de uma sequéncia cronolégica das teorias que tentam modelar o comportamento dos

materiais laminados compostos, encontra-se o modelo de Pipes & Pagano [63]. Neste trabalho
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os autores utilizam a teoria da elasticidade tridimensional para obter as solucao completa de
uma barra laminada sujeita a um carregamento uniforme distribuido longitudinalmente e uma
extensao uniforme na diregao axial longitudinal. O modelo matemadtico resulta num sistema
de equagoes diferenciais acopladas e resolvidas utilizando diferencas finitas. Os resultados
obtidos sao préximos aos da TCL para pontos a uma certa distdncia das bordas maior do que
a espessura total da viga. Para uma distdncia das bordas laterais aproximadamente igual ou
inferior a espessura surge o comportamento de camada limite (boundary Layer) para certos tipos
de campos primais e duais. Solugoes para placas retangulares usando elésticidade tridimensinal
sao também obtidas em Pagano [51] e Pagano [50]. Essas solugoes sao utilizadas como referéncia

na andlise algoritmos e novas formulagoes.

A teoria de Lo, Christensen & Wu [44] é uma extensao da teoria de Reissner [20] utilizada
para flexao onde nao eram considerados carregamentos membranais. Esta teoria aproxima
as componentes de deslocamento tangencial & superficie de referéncia por fungoes polinomiais
cibicas completas da varidvel z da espessura. Este modelo propoe uma distribuicao quadrética
da componente transversal do deslocamento possibilitando considerar deformacoes lineares na
direcao normal & superficie média. Além disto, pelo fato de utilizar uma distribuicao cibica
para os deslocamentos de membrana, apresenta uma ditribuicao quadrética para as deformagoes
cisalhantes transversais. Os resultados obtidos para o deslocamento transversal e para as tensoes
flexurais na andlise de um lamindo simétrico bidirecional do tipo [0, 90, 0], mostram valores
mais proximos do que a TCL com relagao a solugao analitica de Pagano[51]. Embora o modelo

apresentado seja muito preciso, envolve um custo muito alto tendo sua aplicacao limitada.

Com o intuito de obter uma distribuigao satisfatéria para as tensoes transversais cisalhantes,
Reddy [32] utiliza polinomiais cibicas completas da varidvel z da espessura para representar
o campo de deslocamentos tangentes a uma superficie no problema de placas laminadas. Os
resultados obtidos pela solucao exata baseada nesta teoria, mostram as limitagoes observadas
nos modelos fundamentados em deslocamentos, onde nao sao levadas em consideragao os efeitos

das tensoes transversais interlaminares responsdaveis pelo equilibrio de cada lamina.

Esta limitacao pode ser observada na distribui¢ao descontinua das tensoes cisalhantes transver-
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sais no laminado quando se utilizam as equacoes constitutivas. Neste caso, a obtencao de um
campo continuo e consistente (que satisfacem condigoes de contorno de Poisson) para as tensoes

transversais, recai no uso das equagoes de equilibrio tridimensionais.

Phan & Reddy [53] utilizam o modelo cinemdtico proposto por Reddy [32] para construir
as equagoes de Galerkin através do método de elementos finitos. Neste trabalho sao analisados
os problemas de flexao, vibragoes livres e instabilidade estrutural de placas compostas por lam-
inados. Os resultados obtidos foram comparados com o método de Navier utilizando a mesma
teoria e a solugdo da elasticidade tridimensional de Pagano [51]. Nesta anélise foram observados
os efeitos das deformacoes cisalhantes e os acoplamentos entre tracao e flexao em laminados
asimétricos e anisotrépicos. Na andlise de flexao, os resultados sao préximos aos obtidos pela
solugdo exata da elasticidade tridimensional de Pagano [51]. Nesta anélise foi constatado uma
diminucao na rigidez da placa de material composto devido ao efeito da deformacao cisalhante
em relacao & mesma andlise feita utilizando a TCL. Sao verificados os efeitos do acoplamento
flexao-extensao no laminado anisotropico, onde a diferenca nas respostas pela teoria clédssica
e pela teoria de ordem superior para o deslocamento transversal nomalizado no meio do vao,
aumentam com a taxa de anisotropia. No problema de vibragoes livres, os resultados obtidos
pela TCL, apresentam valores inferiores aos obtidos com esta teoria e aos da solucao analitica
de Noor citada neste artigo. Na andlise de flambagem, através da carga critica normalizada,
os efeitos do acoplamento flexao extensao para o composto anisotropico, podem ser observados
através de uma discrepéancia crescente de valores, para a carga critica, determinados pela TCL
com relacao a teoria de ordem superior e a da solucao da elasticidade tridimensional proposta

por G. J. Turvey citado no artigo.

Sivakumaran, Chaudury & Vajarasathira [45] analisam a performance de trés teorias de
ordem superior na modelagem por elementos finitos do campo de deslocamento transversal e
tensoes para placas compostas por laminados simétricos. As funcoes de deslocamento foram
obtidas de forma direta por expansao em série de poténcias da varidvel z da espessura cotada a
partir da superficie de referéncia. O modelo de 3% ordem proposto considera uma distribuicao

cuibica para os deslocamentos coplanares e quadratica para o deslocamento transversal, levando
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em consideragao uma distribuicao parabdlica das tensoes cisalhantes e linear das tensoes normais
as fibras. Os elementos utilizados sao os lagrangeanos de 9 nés, onde cada né estd associado a 3,
5 e 6 graus de liberdade para cada um dos modelos propostos. Esta andlise objetiva verificar a
sensibilidade no deslocamento central normalizado, do problema modelado com estes elementos,
quanto a variacao da taxa de espessura % (L é a largura média da placa e h a espessura), efeito
de anisotropia do material, efeito de nimero de ldminas no laminado e influéncia do erro na
orientacao das laminas. Os resultados obtidos com esta teoria sao comparados com a solucao
da elasticidade tridimensional de Pagano [51], com a solucao exata de da HSDT (Higher Shear
Deformation Theory) de Reddy e com a solugao utilizando elementos finitos proposta por
Reddy & Chao, ambos citados neste artigo. Os resultados com o modelo de 3% ordem foram os
mais proximos daqueles obtidos pelas equagoes de elasticidade tridimensional de Pagano [51]

em todos os ensaios realizados.

Para modelar cascas sandwiches com niicleo de baixa rigidez e laminas altamente resistentes
e anisotrépicas sob carregamento dindmico, Kant & Kommineni [74] utilizam uma teoria de 3%
ordem com termos quadrdticos juntamente com o método de elementos finitos para modelar
problemas nao lineares no sentido de Von Karman. Este modelo cinemético garante uma
distribuicao quadratica através da espessura das deformagoes cisalhantes transversais, nao sendo
necessdria a utilizagao de coeficientes de correcao. Os resultados obtidos para o deslocamento
transversal e as tensoes no tempo apresentaram valores préximos daqueles obtidos pela teoria

da elasticidade tridimensional Bathe et alli, citado no artigo.

Com o intuito de considerar as tensoes normais transversais, de grande importancia para
prever ruptura por delaminac¢ao Pandya & Kant [4] utilizam a teoria de 3% ordem incluindo o
termo quadratico no deslocamento normal as fibras. Este modelo apresenta a mesma limitacao
das teorias fundamentadas no campo de deslocamento que nao levam em consideracao as tensoes
interlaminares e portanto nao representam uma distribuicao continua das tensoes cisalhantes

transversais, além de nao satisfazer em forma direta as condicoes de contorno de Poisson.

A forma usual de contornar este problema consiste na integracao das equacoes de equilibrio

da elésticidade tridimensional para obter uma distribuicao continua das tensoes cisalhantes
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transversais.

Tessler & Saether [3] propoe uma teoria baseada em deslocamentos que representa em termos
de teoria de ordem superior uma sucessora da Single Layer Theory de Reddy [32]. Esta proposta
constitui-se de uma teoria variacional de ordem superior fundamentada na elasticidade tridi-
mensional, procurando conciliar aspectos relevantes na andlise de estruturas laminadas. Dentro
destes aspectos tem-se uma distribuicao continua ao longo da espessura das tensoes cisalhantes
transversais e da tensao normal as fibras, juntamente com a facilidade de implementacao com-
putacional. Este propdsito é conseguido trabalhando com modelos cineméticos do tipo [1, 2],
ou seja os campos de deslocamentos coplanares sao modelados com fungoes lineares, ao passo
que o campo do deslocamento transversal é obtido com funcoes quadraticas da varidvel z da
espessura. Neste método os campos de deformacgoes transversais {’ym, Vyzs szz} sao modelado
de forma independente dos campos de deformacoes coplanares {sm,syy,vw}. Estes campos

foram construidos de forma a satisfazer as condicoes de contorno de Poisson.

Do ponto de vista da andlise por FEM os espacos de interpolacao podem ser do tipo C° e
C~! sendo este ultimo utilizado para modelar os termos de ordem superior do deslocamento
transversal. A vantagem de se utilizar fungoes do tipo C'~!(continuas apenas no interior do
elemento) possibilita através de uma condensagao estatica, em nivel de elemento, eliminar 2
graus de liberdade correspondentes aos termos de ordem superior do deslocamento transversal.
Sendo assim a equacao do ponto de vista elementar apresenta 5 graus de liberdade por né resul-
tando num custo computacional similar ao modelo de primeira ordem. As tensoes cisalhantes
transversais e tensoes normais as fibras sao obtidas utilizando as equacoes constitutivas ou as
equagoes e equilibrio. Os resultados obtidos utilizando as equagoes de equilibrio tridimension-
ais sdo mais préximos da solugao exata da elasticidade tridimensional de Pagano [51], citado
no artigo. Na modelagem da tensao normal as fibras, os resultados sao bons em ambas as

situagoes.

Para modelar o problema de cascas rasas laminadas, Xiao-Ping [69] propoe um modelo
cinemaético utilizando a aproximacao geométrica de primeira ordem de Love e a simplificacao de

Donnell. Este modelo, que leva em consideragao a distribui¢ao continua das tensoes cisalhantes
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através da espessura, utiliza os mesmos graus de liberdade que a teoria de Mindlin, mas permite
modelar os campos de deslocamentos tangenciais através da espessura de forma a satisfazer a
distribuicao parabdlica e continua das tensoes cisalhantes transversais e as condicoes de contorno

de Poisson.

A influéncia dos materiais e da forma de empilhamento é considerado no campo de desloca-
mentos. Em termos de precisao, apresentam valores muito préximos aos obtidos pela solucao
da elasticidade tridimensional sendo melhores que os obtidos por Reddy [32], citado no artigo,

e pela teoria de primeira ordem de Mindlin.

Um modelo recente que utiliza a teoria de primeira ordem (Reissner-Mindlin) e elementos
finitos convencionais, na andlise placas e cascas de material compostos por laminados, é apre-
sentado por Menezes & Devloo [24]. Neste trabalho os autores mostram um modelo baseado
no procedimento dos deslocamentos para andlise de placas multicamadas com qualquer orien-
tacao. O modelo apresentado considera uma distribui¢ao continua para os deslocamentos mas
as rotacoes sao independentes para cada lamina. Este modelo permite uma andlise mais real-
ista das placas de material composto, considerando de forma mais adequada o comportamento
anisotropico das camadas. Num trabalho posterior, Menezes & Devloo [25] apresentam a teo-
ria supracitada juntamente com estratégias h, p e hp adaptativas na andlise de uma placa de
material homogéneo e isotrépico e uma casca de material composto. Nestes exemplos, além da
potencialidade do modelo, os autores mostram o desempenho das estratégias p, h e hp adapta-
tivas obtidas com o progama PZ construido em C++. Este programa utiliza uma malha para
gerar a geometria independente da malha associada ao espago de aproximacao. Isto permite
escolher os elementos que precisam ser refinados sem necessidade de alterar a malha geométrica.
Os resultados obtidos mostram um bom desempenho da técnica utilizada na captura de altos
gradientes localizados e um comportamento igualmente satisfatério na simulacao de desloca-

mentos e esforcos em estruturas, de material composto por laminado, com forte anisotropia.

As teorias supracitadas caracterizam-se por ter o modelo do campo de deslocamento e o
espago de interpolagao fixos para um determinado problema. Actis, Szabo & Schwab [64],

propoem um refino hierdrquico para o modelo cinemético e para o espago de elementos finitos
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que satisfaz os requisitos de convergéncia, consisténcia assintética e taxas de convergéncia

otimas. Os requisitos supracitados sao definidos como:

N . (HMi
e Convergéncia: Sendo h > 0 a espessura da casca e seja uSE X R campo de deslocamento

do modelo de casca de ordem superior tal que quando i € N*e © — +o00 converge para
- - - . (3D) .
a solucao exata da elasticidade tridimensional uyy’, define-se convergéncia em norma de

energia como

lim HuEX SNl — (1.1)

1—00

‘E(Q)
Na expressao (1.1) o supra indice i representa a ordem do modelo avaliado e F (£2) o espaco

de funcoes de aproximacgao que compoe o modelo hierdrquico.

e Consisténcia Assintdtica: A consisténcia assintética é a capacidade do modelo utilizado

de simular o comportamento de casca fina. A mesma ¢é definida como

HuEX - g(Mu)

. E@Q)

;lzli% D) =0. (1.2)
Upx B(Q)

Muitos modelos satisfazem este critério, especialmente os modelos classicos como os de Koi-
ter, Sanders e Novozilov (estes critérios nao consideram a deformacao cisalhante) e os modelos

Reissner-Mindlin e Naghdi (levam em consideracao a deformacao cisalhante).

e Taxa de convergéncia 6tima: Na auséncia do fendbmeno de camada limite e singularidades,

2%
Upx

a taxa de convergéncia 6tima ¢ definida como H G D)H

7 .
EQ) ~ Ch" para h — 0, i —
E(Q)
00.

A convergéncia 6tima se verifica se a taxa 71 > ~7,

Os modelos hierarquicos constituem uma sequéncia convergente com relagao a solucao exata
da elasticidade tridimensional de modelos matematicos. Em outras palavras, deseja-se obter a
solucao exata de modelos de ordem superior, como resultado limite de uma série convergente.

Os modelos de cascas apresentados em [64] sdo uma redugdo dimensional do problema de

elasticidade tridimensional, obtida por meio de uma semi-discretizacao na direcao transversal e
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projecao de energia. Em outras palavras, os modelos sao obtidos restrigindo os deslocamentos
admissiveis no principio dos trabalhos virtuais tridimensional ficando a equacao integral da
formulagao fraca dependente da coordenada curvilinea transversal (.

As solugbes que minizam o funcional de energia II (u) pertencem ao sub-espago E™ (2)

definido por:
E"(Q)z{uwgsm Zuﬁfwz(),unmc Zu|"£n 05 (),

((&m, Q) = ZUIgfnpk()

1= 1, N, ] = ]_, ...y No, k= ]_, 3} (]_3)

A construcao de modelos hierdrquicos sequenciais de elementos finitos fundamenta-se na
geracao de fungdes transversais 6timas ¢; (¢), ©; (¢) e pi () e da construcao de fungdes de
mapeamento da superficie média da casca. A utilizacao de fungoes transversais constitui o
item fundamental desta modelagem. Estas fungoes sao obtidas de forma a satisfazer as equacoes
de equilibrio tridimensionais e dependem da sequéncia de laminacao e do material utilizado.
As conclusoes do trabalho mostram que a utilizacao deste modelo, na simulacao do campo
cinemadtico, juntamente com a versao p do método de elementos finitos, para construir o espaco
de aproximagao resultam um algoritmo livre de travamento (locking) para valores de p = 4, e de
baixa sensibilidade & distor¢ao da malha. Embora esta teoria apresente excelentes resultados na
abordagem de problemas clédssicos dentro da teoria de placas e cascas, o processo de construcao
do modelo hierdrquico adaptativo é computacionalmente caro, o que torna essencial uma andlise

prévia de custo / beneficio para a sua aplicagao.

1.1.2 Meétodos sem malha

No contexto deste trabalho, sao chamados métodos sem malha aqueles nos quais o conjunto
de equacoes que governa o problema discretizado nao depende de uma malha no sentido forte.
Entenda-se por isto que as malhas devem satisfazer os requisitos de conformidade exigidas em
elementos finitos convencionais.

Em muitas destas metodologias pode ser observada uma dependéncia fraca com relacao a
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malha, a qual tem somente a fungao de suporte para a quadratura numérica. No presente
trabalho, é feita uma sucinta revisao histérica destas metodologias, dando énfase aos métodos
que utilizam o enriquecimento externo da particao da unidade para construir o espaco aproxi-
magao, como o Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) (Melenk & Babuska [34])
e o hp-Clouds (Duarte & Oden [9]). Estes ultimos representam uma generalizacao das versoes
h, p e hp do método de elementos finitos convencionais (FEM), o que lhes valeu o nome de

Elementos Finitos Generalizados (MEFG).

Dentro das primeiras propostas de métodos sem malha encontram-se Monaghan [35] com o
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), Liszka et alli [79] com o Generalized Finite Diference
Method (GFDM) e Lancaster & Salkauskas [57] introduzindo o uso do Mowving Least Square
Methods (MLSM).

Utilizando a técnica MLLSM para construir os espagos locais de aproximacao surgem o Diffuse
Elements Method (DEM) proposto por Nayroles, Touzot & Villon [6] e o Element Free Galerkin
Method (EFGM) de Belytschko, Lu & Gu [80].

O método SPH constitui uma forma discretizada do Interpolation by Kernel Estimates
(Monaghan [35]) através de uma subdivisdo do dominio da solu¢do em pequenos volumes V7
com massa m; e centro em X;. Este método, que constréi o sistema de equagoes do prob-
lema discretizado utilizando colocacao, foi idealizado inicialmente para modelar problemas de

astrofisica sem fronteiras definidas.

Nesta metodologia a discretizagao ¢ levada a cabo por um conjunto de pontos aleatoria-
mente distribuidos sobre o dominio a ser analizado. Embora seja muito simples de ser im-
plementado, este método utiliza fungoes de interpolacao similares as fungoes MLSM de ordem
zero (fungoes de Shepard) conhecidas por sua baixa capacidade de aproximagao, o que requer
um nidmero elevado de pontos para atingir uma precisao satisfatéria. Dentre outras limitacoes

desta metodologia ocorre a instabilidade numérica causada por uma quadratura inadequada.

Um item fundamental no estudo dos metodologias sem malha é sem divida o MLSM. Esta
técnica de construcao do espaco de aproximacao é precursora de uma familia de métodos sem

malha, como o DEM, EFGM e o hp-Clouds. A idéia fundamental é a aproximacao local uti-
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lizando minimos quadrados ponderados. Ao contrario dos minimos quadrados convencionais
onde a solucao ¢ uma funcao polinomial que minimiza o erro quadratico em média, nos min-
imos quadrados méveis sdo incorporadas fungdes peso aos nés de discretizacao (a estes nos
estao associados valores discretos da fungao a ser interpolada) introduzindo um cardter local a

aproximacao.

Uma outra metodologia proposta, quase paralelamente com o SPH, é o GFDM, apresentado
por Liszka & Orkiz [78], que utiliza minimos quadrados ponderados para aproximar localmente
solugoes suaves. Nesta metodologia, a solucao ¢ expandida em série de Taylor em cada ponto

de discretizagao do dominio, onde sao conhecidos os valores da funcao e de suas derivadas.

Quando na determinacao da solucao sao utilizados todos os pontos do dominio discretizado
que tem influéncia sobre o ponto onde se quer a aproximacao local da solucao, este método é
idéntico ao MLSM. Entretanto Liszka utiliza um nimero fixo de pontos de influéncia, o que

pode ocasionar em certas situacoes descontinuidades na solucao.

Em Diffuse Approzimation Method (DAM), proposto por Nayroles et alli [6], que é uma gen-
eralizacao do DEM, é utilizado o mesmo procedimento do MLSM para construir os elementos
difusos. A idéia deste método é utilizar as fungoes do DEM como fungoes de interpolacao de um
espago local do tipo H* (Q), e utilizar o método de Galerkin para determinar a solugao aprox-
imada de equacoes diferenciais ordindrias e equacoes diferenciais parciais. Esta metodologia

utiliza uma distribuicao aleatéria de pontos sobre o dominio e proporciona uma aproximacao

do tipo C* (Q).

O DAM, embora livre dos problemas acarretados por uma malha, e de proporcionar uma
distribuicao continua das fungoes e gradientes no dominio, ¢ menos preciso do que elementos
finitos convencionais. Esta limitacao deve-se a uma consideracao inadequada das condicoes de
contorno e do gradiente das fungoes de aproximacao, ja que é feita uma derivagao incompleta
destas fungoes. As limitagoes encontradas por Nayroles et alli [6] em DAM sao contornadas por
Belytschko et alli [80] no EFGM. Este método utiliza uma distribuigao aleatéria de pontos sobre
o dominio aos quais estao associadas as funcgoes de interpolagao do tipo MLSM. Para evitar

problemas de instabilidade devido a uma sub-itegragao é utilizada uma malha de suporte para
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a quadratura numeérica.

No EFGM a deficiéncia da propriedade seletiva delta de Kronecker das fungoes de inter-
polagao é contornada forgando as condigoes de contorno essenciais por multiplicadores de La-
grange. Neste método o gradiente das fung¢oes de interplogao é determinado de forma completa,

incorporando os termos das derivadas negligenciados por Nayroles et alli [6].

Esta metodologia apresenta uma performance melhor que elementos finitos convencional na
abordagem de problemas onde a estrutura da malha encontra limitagoes, como nos casos ja
citados, além de obter espacos com regularidade desejada. Os custos destes beneficios recaem
sobre tempo de processamento elevado, decorrentes da construcao do espago de interpolacao e
da integracao numérica. Soma-se a estas limitagoes as perdas de precisao nas fronteiras devido
a utilizacao de uma malha nao ajustada ao contorno e a imposicao das condigoes de contorno

de forma fraca através de multiplicadores de Lagrange.

A performance desta metodologia pode ser constatada em trabalhos como os de Lu, Be-
lytschko & Tabbara [87] na abordagem de problemas de dindmica de fratura. Neste artigo, os
autores contornam o problema da inversao da matriz utilizando um processo de ortonormaliza-
¢ao das fungoes peso polinomiais, obtendo uma forma diagonal para a matriz de valores nodais

da base polinomial de interpolacao.

Entretanto o custo computacional do processo de ortonormalizacao é tao caro quanto a
inversao da matriz. Este método, quando aplicado a problemas regulares, onde a geragao de
malhas conformes é obtida a baixo custo computacional, nao oferece vantagens com relacao a

elementos finitos convencionais.

Um procedimento onde se consegue elevada precisao de resultados em regioes criticas e ao
mesmo tempo baixo custo computacional é apresentado por D. Hegen [17]. Neste trabalho
o autor propoe uma divisao do dominio numa regiao critica do ponto de vista de estrutura
de malha onde ¢é utilizado o EFGM e uma regiao regular onde ¢é utilizado elementos finitos

convencionais.

Uma dificuldade que surge nos métodos sem malha que utilizam funcoes de interpolacao que

nao apresentam a propriedade delta de Kronecker é a forma de impor as condigoes de contorno
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essenciais utilizando multiplicadores de Lagrange. Este procedimento, quando utilizado de
forma direta no principio variacional cldssico, resulta numa matriz de rigidez que nao é positiva
definida, podendo apresentar problemas de mal condicionamento quando se trabalha com bases
polinomiais de grau elevado. Uma forma de contornar este tipo de problema é apresentado
por Lu, Belytschko & Gu [87], fazendo uso do principio variacional modificado. Neste caso
sao utilizados os significados fisicos dos multiplicadores de Lagrange que correspondem aos
vetores de tragao sobre a fronteira de Dirichlet necessarios para forgar as condi¢oes de contorno
prescritas. A vantagem da utilizagao desta técnica consiste na diminuicao do niimero de graus
de liberdade do problema e no surgimento de uma matriz de rigidez sem grandes problemas de

mal condicionamento.

A utilizacao do EFGM ¢ estendida ao tratamento de dominios constituidos de materiais
diferentes (Cordes & Moran [84]), onde novamente é utilizado o significado fisico dos mul-
tiplicadores de Lagrange para forcar condigoes de contorno essenciais na fronteira definida
entre materiais. Outra variagao do método é o tratamento do EFGM com integragao nodal,
ou seja, onde nao é preciso uma malha auxiliar para efetuar a quadratura numérica. Neste
caso, o problema de sub-integracao, também chamada de instabilidade tensorial, é contornado
incorporando-se ao principio variacional o quadrado do residuo da energia (estabilizagao de

modos esptirios).

Como uma sequéncia natural do EFGM, surgem os métodos que constréem o espago de
aproximagcao por enriquecimento externo da parti¢ao da unidade, como o hp-Clouds (Duarte &

Oden [9]) e o Partition of Unitity Finite Element Method (PUFEM) (Melenk & Babuska [34]).

No método hp-Clouds o espago de aproximagao é construido por enriquecimento da fungao
particao da unidade com sinal. Este enriquecimento se déd pelo produto das fungoes particao
da unidade com bases polinomiais, obtidos por produto tensorial ou completo (Tridngulo de
Pascal), ou quando conhecidos, por modos caracteristicos da solugdo do problema de valores

no cortorno (PVC).

A principal vantagem deste método sobre o EFGM ¢é o de poder usar particoes da unidade de

grau zero (fungdes de Shepard). Esta caracteristica torna este método muito atrativo para o uso
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de estratégias adaptativas, devido ao baixo custo computacional necessario para obter o espaco
de aproximacao. O emprego de fungoes de Shepard na construcao do espaco de aproximacao,
representa uma economia de tempo de processamento, ja que nao hd vantagem em construir
funcgoes particao da unidade usando bases polinomiais de grau maior do que zero, como provado
em Duarte & Oden [9].

Nesta metodologia surge o conceito de cobertura do dominio em lugar de discretizacao
como em elementos finitos convencionais. Juntam-se a este conceito propriedades como conec-
tividade livre, suportes de func¢oes de qualquer formato, enriquecimentos direcionados e espagos
construidos com regularidade desejada.

A cobertura é conseguida com uma distribuicao aleatéria de pontos sobre o dominio aos
quais estao associados os centros de nuvens de forma que cada ponto do dominio seja coberto
pelo menos por uma nuvem. Esta metodologia obtém o conjunto de equagoes discretizadas
utilizando o método de Galerkin e vale-se de uma malha de suporte para a quadratura numérica.
Quando as funcgoes peso utilizadas para construir a particao da unidade sao as fungoes globais
utilizadas em elementos finitos convencionais, pela definicao da funcao de Shepard conclui-se
que as funcoes da particao da unidade sao as préprias fungoes globais de elementos finitos
convencionais. A partir do exposto, este método pode ser entendido como uma generalizacao
das versoes h, p e hp de elementos finitos convencionais.

Como vantagens do hp-Clouds sobre o EFGM podem ser apontadas a facilidade de con-
strucao do espago de interpolagao sem a necessidade de inverter uma matriz em cada ponto de
integracao e a utilizacao de uma malha de suporte de quadratura ajustada ao dominio, evitando
com isto problemas de instabilidade numérica decorrentes de uma quadratura inadequada nas
fronteiras. Com relacao ao método de elementos finitos convencionais, podem ser observadas

as vantagens caracteristicas dos métodos sem malha de forma geral como:

e funcoes de interpolacao com suportes nao necessariamente depentes de uma malha;

e construcao do espaco de interpolacao e implementacao de estratégias h, p e hp adapta-
tivas de forma direta, sem problemas de continuidade entre elementos encontrados em

elementos finitos convencionais;
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e geracao de campos com regularidade desejada do tipo C* com s > 1 o que possibilita
obter um campo continuo para as derivadas da solucao de grande interesse em problemas

de elasticidade;

A andlise de custo/beneficio entretanto, designa sua utilizagdo em problemas onde a estru-
tura da malha apresenta limitagoes. Dentro dos inconvenientes que acompanham esta metodolo-

gia podem ser observados:

e perda de precisao nos contornos de Dirichlet, devido & incorporacao de forma fraca das

condicoes de contorno essenciais;

e custo de processamento elevado quando as particoes de unidade sao construidas com
fungoes peso muito regulares, exigindo um niimero elevado de pontos de integracao para

evitar instabilidade numérica na quadratura.

e matriz de rigidez com banda larga, normalmente com nimero de condi¢cao maior do que

em elementos finitos convencionais na modelagem do mesmo problema.

Uma outra abordagem dos métodos chamados de elementos finitos generalizados ¢ o PUFEM
de Melenk & Babuska [34]. Esta metodologia se caracteriza por construir o seu espago de
aproximagcao por enriquecimento das fungoes particao da unidade do tipo Lipschitz, com funcoes
que apresentam boas propriedades de aproximacao (polindmios de Legendre, polinémios de
Lagrange e fungdes que fazem parte da solucao do PVC). Dentro das fungoes parti¢ao da unidade
possiveis de serem usadas se encontram as fungoes globais de elementos finitos convencionais.

As principais caracteristicas do método sao:

e habilidade de incluir, a priori, conhecimento sobre o comportamento local da solucao no
espaco de elementos finitos. Isto o torna apropriado na abordagem de problemas onde
as solucoes sao fortemente oscilatérias onde as fungoes polinomiais nao representam de

forma adequada este comportamento.

e habilidade de construir o espaco de aproximagao de regularidade desejada;
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e devido a nao necessitar de uma malha no sentido clédssico de elementos finitos, o torna

um método sem malha;

e podem ser entendidos como uma generalizacao das versoes h p e hp utilizadas em ele-

mentos finitos convencionais.

Dentre as dificuldades encontradas podem ser citadas:

e a incorporacao das condicoes de contorno essenciais no problema, ji que as fungoes de
interpolagao podem nao ter a propriededade seletiva do Delta de Kronecker, sao forcadas,

por meio de fungoes de penalizacao ou outras técnicas;

e 0 processo de integracao numeérica torna-se mais dificil do que em elementos finitos con-
vencionais, ja que as funcoes nao estao amarradas a malha, tendo que determinar para
cada ponto de integracao, o mimero de suportes (dominios da particdo da unidade) que
o cobre, bem como os valores das fungoes e seus gradientes correspondentes no ponto de

integracgao.

Dentre os trabalhos abordados por estas tecnologias, podem ser citados a modelagem de
fratura eldstica em problemas de elasticidade plana (Duarte & Oden [9]), aproximacdo da
Equagdo de Laplace e da Equacio de Helmholtz (Melenk & Babuska [34]), modelagem do
problema estatico de placas de Mindlin (Garcia et alli [54]). O Método de Elementos Fini-
tos Generalizados (MEFG) (Duarte, Babuska & Oden [11]) constitui a primeira proposta de
métodos sem malha para modelar problemas complexos da mecénica dos sélidos tridimensional.
Neste trabalho os autores utilizam particoes de unidade Lagrangeanas Trilineares associdas a
suportes de malhas tetraédricas como as usadas em elementos finitos convencionais para con-
struir o espago de aproximacao. Sao evidenciados neste trabalho a grande flexibilidade do
método, através da possibilidade de fazer refino p ortotrépico (Babuska & Duarte [12]), e de
incorporar conhecimento da solugao do (PVC) no espaco de elementos finitos, ambas relevantes
na modelagem de problemas de singularidades e de camada limite (boundary layer). Além das
propriedades j& citadas a matriz de rigidez obtida com esta metodologia apresenta vantagens

sobre aquela obtida com elementos finitos convencionais para o mesmo problema. Ao contrério
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do que em elementos finitos convencionais, a matriz de rigidez obtida nao altera sua estrutura
com o enriquecimento p, j4 que o nimero de nés permanece 0 mesmo, aumentando apenas o
ntimero de fungoes associadas a cada n6. Como esta metodologia desconsidera os nés das faces
e centrais do elemento, a matriz de rigidez obtida é menor do que em elementos finitos con-
vencionais, com valores armazenados em banda e mais povoada com valores nao nulos. Esta é
uma caracteristica positiva do ponto de vista de adaptatividade a solvers. Dentre as limitacoes
que acompanham o uso de funcées particoes de unidade constituidas de fungoes polinomiais

lineares se observam:

e um espago de interpolaciao do tipo C° (2), onde evidentemente nao se tem continuidade

do gradiente no dominio;

e Problemas de dependéncia linear quando as funcoes de enriquecimento sao polinomiais.

Isso exige solvers adequados, como por exemplo, baseados no algoritmo interativo apre-

sentado em (Duarte, Babuska & Oden [11]).

Embora, o espaco de aproximacao apresente a propriedade delta de Kronecker, a idéia inicial
de impor condicoes de contorno essenciais pela simples eliminacao das funcoes que aproximan
graus de liberdade prescritos nao ¢ correta. Esta observacao, feita por Schwebke & Holtzer [47]
para problemas de elasticidade plana p enriquecidos, mostra que o espaco gerado com estas
caracteristicas apresenta energia de deformacao finita entretanto nao é minimamente conforme.
Esta limitagao é ratificada no trabalho onde a caréncia de completude do espaco, em proble-
mas de flexao, torna-o incapaz de representar alguns modos de solucao com pequeno nimero
de elementos. Uma proposta para contornar o problema é apresentada pelos autores suprac-
itados. Esta técnica denominada de restricao multiplicativa consiste no produto das funcoes
associadas as nuvens sobre a fronteira de Dirichlet pelas Hat functions do elemento suporte. As
funcoes resultantes deste procedimento tem regularidade C°, sdo suaves e constréem um espaco
local completo. Outra alternativa de impor condicoes de contorno essenciais é apresentada

no trabalho onde sao utilizadas as funcoes de fronteira. Estas fungoes, obtidas por processo

de restricao multiplicativa, possuem valor nulo sobre as fronteiras com condi¢oes de contorno
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prescritas. As fungoes de fronteira, utilizadas no trabalho, pertecem ao sub-espaco das fungoes
Lagrangeanas biquadriticas de utilizacao difundida pelo elementos finitos convencionais. O es-
paco construido com estas fungoes tem regularidade C°, é suave, e garante a completude sobre

a fronteira de Dirichlet.

1.1.3 Fenoémenos em camadas limite (boundary layers)

De forma genérica, os fendomenos em camadas limite representam um comportamento diferenci-
ado da solucao numa determinada faixa do dominio do problema de valores no contorno. Estas
regices, onde ocorre este comportamento diferenciado da solucao em relacao ao restante do
dominio estao localizadas nas vizinhancas dos contornos. Estas respostas sao caracteristicas de
problemas modelados com determinado tipo de equacoes diferenciais. Dentro destes casos sao
citados os problemas elipticos de placas e cascas (modelo de Mindlin para placas semi espes-
sas) em mecanica dos sélidos e os problemas de transféncia de calor com coeficientes térmicos

pequenos.

Do ponto de vista matemaético, o fendmeno se deve a que as equacoes diferenciais apresentam
operadores diferenciais de ordens diferentes. Os problemas postos desta forma sao suscetiveis
a perturbagoes por parametros associados a equacgao diferencial (a espessura, em problemas de

placas e cascas).

As primeiras tentativas de estabelecer um tratamento matematico para os fendmenos de
camadas limites devem-se aos estudos de Gol’denveizer (1953) e posteriormente a andlise ass-
intética de Rutten (1973), e mais recentemene, ao trabalho de Arnold and Falk [18] na anélise
dos efeitos de borda em placas de Mindlin.

Uma caraterfstica deste tipo de fenomeno é o de apresentar as solucoes dentro da camada
com um decaimento exponencial em fun¢ao do parametro de perturbacao. Na Fig.1.3 Sf e
S. representam os geradores de fronteiras suaves e pontual (devido ao canto) respectivamente.
Neste caso S = S; U S, ¢ um sub-domfnio de  de medida nula em L? (Q2) chamado de gerador

do efeito de camada.

De forma genérica, diz-se que uma func¢ao u; (Pitkiiranta et alli [41]) é uma solugdo na
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camada limite de um problema de casca definido em 2D pela equacao diferencial
Mu +t*Bu = f (1.4)
se:

e ; é parametrizada pela varidvel de perturbagao t e satisfaz a equacao diferencial de Fuler

Lagrange fora de S.

e A solucao u; decai exponencialmente com relacao a um ponto P fora de S conforme
a expressao |wp)| ~ exp{—d(P)/L}. Nesse caso L ¢ a largura da camada, d(P) =
dis(P,S), (Fig.1.3).

e Quando t varia, o comprimento da camada L varia, de forma que L — 0 quando ¢t — 0

A seguir sao comentadas algumas tentativas de modelar este fendémeno utilizando as versoes
h, p e hp de elementos finitos convencionais, e uma nova visao do modelo matemético baseada
nos modos principais de Fourier.

Inicia-se a revisao comentando o modelo para problemas de valores no contorno unidimen-
sionais de Schwab et alli [14]. Neste trabalho, os autores modelam o fenémeno de camada
limite para problemas uinidimensionais de valores no contorno elipticos e de difussao de calor.
A modelagem ¢ feita utilizando estratégias hp adaptativas para as situagoes de malha fixa
(dimensao dos elementos independe do parametro de perturbagao), constituida de um ou mais
elementos, e de malha varidvel (a dimensdo do elemento depende do parametro de pertur-
bagao). Para a primeira anédlise, quando ¢é utilizada malha fixa, a taxa de convergéncia do erro
relativo em norma de energia é uniforme com relacao ao parametro de perturbacao de camada
t € (0,1] sendo o melhor valor atingido da ordem de O (p~!) onde p ¢ o grau da fungao de
interpolagao polinomial associada ao elemento. Para malhas varidveis constatou-se uma taxa
de convergéncia exponencial para o erro relativo da norma de energia quando a dimensao do
primeiro elemento é da ordem de O (tp) onde tp é o produto do parametro de perturbagao ¢
pela ordem polinomial das fungoes de aproximacao.

Uma abordagem numérica do fenomeno em placas de Mindlin e cascas rasas e problemas

de fluxo de calor ¢ feita no trabalho de Schwab et alli [14]. Para o modelo de Mindlin ¢ feita
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a andlise de uma placa circular sujeita a uma carga senoidal. Sao utilizadas duas malhas de 8
elementos cada. Para a primero caso é utilizada uma malha uniforme constituida por elementos
de mesma largura medida na dire¢do radial. No segundo caso a malha é varidvel sendo O (tp)
a da dimensao do elemento na fronteira. Na andlise do erro relativo em norma de energia, a
diferenca de resultados obtidos com as duas malhas é pequena. Entretanto, a convergéncia
é obtida com a malha varidvel. Pode ser observado nesta andlise que o efeito da espessura
provoca deterioracao dos resultados devido ao efeito de travamento. Na anilise do problema
de transmisao de calor com fronteiras nao suaves, sao considerados os efeitos combinados de
camada limite com as singularidades decorrentes de cantos vivos. Os melhores resultados nesta
andlise s2o novamente obtidos utilizando malhas varidveis (a dimensao dos elementos varia com

o parametro de perturbagao) e com refino nos cantos.

Na anédlise de cascas rasas os autores evidenciam a influéncia da geometria da mesma no
tracado da camada. Neste exemplo sao mostradas cascas com curvaturas nao constantes onde
os efeitos de camada limite nas fronteiras desenvolve-se numa regiao de largura O (\/1_5) Fig.1.4b.
Os casos anomalos correspondem a cascas com curvaturas constante segundo um determinado
eixo como as cascas parabdlicas e hiperbdlicas com larguras de camada O (\4/1_5) (Fig.1.4b) e
O (\?/f) (Fig.1.4a). Para a casca definida por um hiperboléide de revolugao, sujeita a uma
perturbacao provocada por uma carga concentrada sobre a fronteira, os efeitos de camada se

transmitem pelos eixos de curvaturas constantes.

O problema da determinacao do comprimento da escala é abordado por Pitkéiranta, Mat-
ache & Schwab [41]. No artigo sdo analisadas as cascas rasas segundo os medelos das teorias
classicas de Love de Koiter e de Novozilov e dos modelos que consideram a deformacao cisal-
hante como os de Reissner & Naghdi. A primeira abordagem é feita considerando que a largura
da camada depende unicamente da varidvel de perturbagao (neste caso a espessura da casca).
Entretanto, as consideracoes gerais sobre a largura da camada sao obtidas através da andlise
dos quatro modos principais de Fourier. Neste caso a largura depende nao apenas do parametro

de perturbacao mas de geometria da casca (Fig.1.4).

Como constatado nos trabalhos anteriores, as estratégias utilizadas em elementos finitos
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Valores da fungdo U(y)
Z

Figura 1.3: Elemento estrutural de placa e sistema local de coordenadas (z,y, z) com o eixo

9,0

y” normal ao contorno no ponto ) € S.

Figura 1.4: a) Hiperboléide de revolugao, b) cilindro com geratriz parabélica.

convencionais para representar gradientes ingrimes sao h e hp adaptativas. A utilizacao de
técnicas p adaptativas, utilizadas de forma usual em elementos finitos convencionais, podem, até
certo ponto, reduzir os erros locais quando sao utilizados polindbmios de alta ordem. Entretanto
o refino p, utilizando malha groseira, seja ele isotrépico ou anisotrépico, nao consegue eliminar
os erros devido a oscilagao dos resultados no elemento onde ocorre o fendémeno de camada limite.
A partir do exposto pode-se observar a necessidade de poder incluir fungbes exponenciais no
espaco de interpolacao de forma a obter altas taxas de convergéncia na regiao da camada. Neste
ponto o MEFG se apresenta como uma forma de construir um espago com estas caracteristicas

e com uma implementacao computacional relativamente simples de ser realizada.
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Capitulo 2

Materiais Compostos Laminados

Os materiais compostos por definicdo (Jones [61]) sdo aqueles constituidos por dois ou mais
componentes diferentes, combinados de forma macroscépica, para funcionarem como uma tinica
unidade. Procura-se com isto obter um conjunto de propriedades que nenhum dos componentes
individualmente apresenta. Embora a abordagem cientifica desta tecnologia tenha se dado
no século XX, a sua utilizacao de forma empirica data do segundo milénio antes de Cristo,
quando os egipcios utilizavam nas construgoes urbanas tijolos de argila reforcados com fibras
vegetais. Neste caso a argila é responsavel pela resisténcia a compressao e a as fibras vegetais
conferem uma diminuicao de peso e um aumento considerdvel da resisténcia a tragao da pega
como um todo. Na atualidade a utilizacao de materiais compostos estd amplamente difundida
e a sua utilizagao pode ser constatada desde a fabricacao de raquetes de ténis e quadros de
bicicletas construidos em fibra de carbono até fuselagens de aeronaves. A utilizacao de materiais
compostos fornece ao projetista uma grante flexibilidade no atendimento de ftens de projeto,
em outras palavras, é possivel construir um material que otimize os ftens de performance do
projeto maximizando as caracteristicas desejdaveis e minimizando as indesejaveis. Para atingir

este objetivo sao manipulados aspectos do comportamento do material tais como:

Resisténcia a fadiga;

Rigidez;

Resisténcia a corrosao;

Resisténcia & abracao;
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Reducao de peso;

Capacidade de trabalho a altas e baixas temperaturas;

Isolamento ou conductividade térmica, elétrica ou acustica;

Dureza, ductilidade;
e Aparéncia estética.

A abordagem deste capitulo se desdobra sobre os chamados materiais compostos modernos
que sao aqueles constituidos por fibras de alto desempenho como as de carbono, grafite, vidro
e kevlar imersas numa matriz de resina polimérica. De forma genérica o material composto
fibra-matriz encontra-se na forma de laminas constituidas de fibra-polimero, fibra-metal, metal-
metal, ceramica-metal ou outros. Numa lamina de material composto as fibras possuem alta
resisténcia na direcao longitudinal das mesmas, portanto esforgos nas outras diregoes deverao
ser suportados pela matriz. Dentro da lamina as fibras podem ser colocadas numa tnica
diregdo (2.1a), ou em diregoes cruzadas (2.1b), sendo que na grande maioria dos casos de
pegas estruturais (vigas, placas, cascas etc.) o laminado (material do qual é formado a peca) é
constituido por vérias ldminas com direcoes de fibras variando de lamina para lamina de forma
a otimizar indices de performance do projeto como maximizar rigidez e resisténcia e minimizar
peso (2.1c¢).

A razao fundamental do uso de fibras recai no fato, comprovado experimentalmente pela
primeira vez por Griffth em 1920, que a rigidez e a resisténcia de um material em forma
de fibra é algumas ordens de magnitude maior do que a do mesmo material em forma de
bloco. Uma explicagao para este fendmeno provém de que um bloco de material possui uma
populagao de trincas inerentes ao processo de fabricacao. J& na fibra a dimensao longitudinal
é muitas vezes maior do que as outras duas tornando invidvel o desenvolvimento excessivo de
trincas durante a fabricacao. A anédlise de materiais compostos laminados é decomposta no
estudo micro-mecénico e macro-mecanico das laminas compostas por fibra-matriz. Os aspectos
referentes & abordagem micro-mecénica nao serao abordados neste capitulo podendo os mesmos

serem encontrados em Mendonga [55] ou Jones[61]. O objetivo deste capitulo consiste numa
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Figura 2.1: Tipos de laminas: a) lamina com fibras unidirecionais, b) laminas com fibras tecidas,
c¢) laminado composto por vérias laminas orientadas em diferentes dire¢oes.
abordagem sucinta porém indispensavel de tépicos referéntes & macro-mecéanica dos materias

compostos laminados.

2.1 Macro-Mecanica

A macro-mecéanica estuda o comportamento da lamina considerando ja disponiveis as pro-
priedades mecénicas aparentes médias em sua forma macroscopica. Neste caso deseja-se con-
hecer o comportamento de uma lamina sob acao de carregamentos combinados que geralmente
estao aplicados fora das diregoes principais de material. Esta teoria estd restrita ao comporta-
mento elédstico linear do conjunto fibra-matriz, apresentando boa precisao para compostos do

tipo vidro-E/ep6xi, e boro/epdxi.
2.1.1 Relacao Constitutiva

As relagoes constitutivas formam o conjunto de equagoes conhecidas como Lei de Hooke para
materiais com comportamento eldstico linear ideal. Nestas circunsténcias, existe uma relacao
biunivoca entre o estado de tensoes e o estado de deformagoes. Considerando temperaturas
constantes, ou variacoes de temperatura muito pequenas, os coeficientes eldsticos podem ser
considerados constantes. Para a condicao de pequenos deslocamentos as relagoes entre o tensor

de deformagoes de Green-Saint Venan e o tensor de tensoes de Cauchy é dada pela equagao:

Oij= Cijrssrsi7j> rs=1,.,3 (2.1)
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O tensor Cjjrs tem 81 componentes. Porém, valendo-se das propriedades de simetria dos
tensores tensao e deformagao e considerando o material Green-eldstico (possuem a fungao de
potencial eldstica) o niimero de coeficientes da matriz de elasticidade reduz-se para 21. Aprovei-
tando a propriedade de simetria do tensor de tensoes e de deformacoes, estes sao colocados na

forma vetorial:

(o1 ) [ Dy Dig D1z Diy Dis Dig | [ &1 )
p) Dyy Da3 Doy Das Do €2
03 _ D33 D3y D35 Dsg €3 (2 2)
Tog Dyy Dys Dys Va3 .
T31 Dss  Dsg V31

[ T12 ) | sim Dgg 1 U Y12 )

De forma compacta (2.1) pode ser escrita como:

{o'} = [D']{<'} (2.3)

Os supra-indices em (2.3) indicam que a equacao esta referenciada ao sistema de eixos
principais 1,2,3.
Para o caso de simetria de grupos materiais com relacao a planos mutuamente ortogonais

(2.3) toma a forma:

(o1 ) [ Dy D1y D1z O 0 0 ] ( e )
02 Doy Dog 0 0 0 €9
03 D33 0 0 0 €3
— 24
T23 Dy 0 0 V23 ( ( )
T31 Dss 0 V31
L 7—12 ) L Slm D66 i \ ’}/12 )

A equagao (2.4), representa os chamados materias ortotrépicos que sd@o aqueles nos quais
os coeficientes eldsticos nao se alteram em direcoes ortonormais. Um material ortotrépico no
sistema de coordenadas principais apresenta os mecanismos entre tensoes normais e cisalhantes
desacoplados. Isto quer dizer que neste sistema de coordenadas as tensoes normais provocam
apenas deformacoes normais, e as tensoes cisalhantes apenas deformacoes cisalhantes. Devido a

equacao constitutiva ser uma relagao biunivoca, pode-se escrever esta equagao de forma inversa:

{e'} = [S"]{c'}, [SY]=[D]". (2.5)
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@ (b)

Figura 2.2: a) diregoes principais coincidentes com o sistema de coordenadas xy, b) diregoes
principais obliquas com relacao ao sistema de coordenadas xy.

A matriz [S'] ¢ conhecida como matriz de flexibilidade do material. Tanto esta quanto a
matriz de rigidez eldstica do material sao normalmente escritas em funcao das constantes de

engenharia F, G e v.

2.1.2 Constantes de Engenharia para Materiais Ortotrépicos

As constantes de engenharia representam as propriedades eldsticas do material e sao obtidas
a partir dos médulos de Young generalizados Ey, Es, E3, dos coeficientes de Poisson vis, Vag,
v31 € dos médulos de elasticidade cisalhantes 1o, Ga3, GG31. Desta forma, para um material

ortotrépico, a matriz de flexibilidade [S*] e dada por:

o —1% -0 0 0
7o 1E 0 0 0
0 0 o0
5] = B (2.6)
= 0 0
23 1

GV

stm G%Q
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A matriz de rigidez eléstica correspondente [D] tem componentes dados por

Dll = El(l—l/2 %>/A,

23E2

Dyy = Ey (1 ’/%3%> YEAS
FEy
E

D33 = E3 (1 V%2—2> /A s
FEy

Diy = (vieEsy + vi3vasEs) /A,
D13 = (vi3+viaves) /A

E
Dy3 = Ejs (V23 + V12V13E2> YA
1

D44 - G127 D55 - G137 D66 - G23 ) (27)
onde
EQ E3 E3 E3
A=1- V%2E - V%?,E — I/%SE - 21/12V131/23E . (2.8)

As equagbes constitutivas apresentadas referem-se as dire¢oes ortotrépicas principais (Fig.
2.2). Na maioria das vezes nos problemas envolvendo materiais compostos laminados, a dire¢ao
dos carregamentos nao coincide com as das fibras dentro de cada lamina e nestas circunstancias

é necessdrio fazer a rotacao da relacao tensao-deformacao.

2.1.3 Equagoes Constitutivas Numa Diregao ¢ Qualquer

Para construir a matriz constitutiva de um laminado, utiliza-se o sistema global zyz de coorde-
nadas, evidentemente diferente do sistema local 123 de cada lamina. Sendo assim para somar a
contribui¢ao de cada ldmina na matriz constitutiva do laminado é preciso rotacionar a mesma
para o sistema de coordenadas globais. As consideracoes e seqiiéncia de operacoes sao dadas a
seguir.

Seja a lamina da (Fig.2.3), onde se quer determinar a equagao constitutiva com relagao a
um sistema de eixos xy através de uma rotacao plana do dngulo # em torno o eixo z. Partindo
de (2.4) no sistema principal de coordenadas locais 1-2 (Fig.2.3) e levando em consideracao
que a rotagao é feita sobre o tensor de deformacoes de Green, e nao do vetor de deformagoes
utilizado na equagao constitutiva (2.24) onde a deformagao cisalhante de engenharia 7,5, = 2¢12,

esta equacao toma a forma:
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Figura 2.3: Lamina com diregoes principais obliquas com relagao ao sistema de coordenadas
xy.

{o}' = [D'][R] {g%} (2.9)

onde ) )
1 00 00O
1 00 0O
1 000
20

i stm 2 ]

e7
T
{55} :{ €1 € €3 & I b } ) (2.11)

Efetuando uma rotacao positiva de um angulo # em torno de z a partir do sistema zy se

obtém
{et} = 1Q1{7) (2.12)

Zz 2 . L. ~ .
O vetor {52 } contém as componentes simétricas do tensor de deformagoes no sistema xy e

(@] é um operador de rotacao definido por

cos?d sin¢ 0 0 0 2sin 6 cos 0
sin’ @ cos?d 0 0 0 —2sinf cosf
0 0 1 0 0 0
@] = 0 0 0 cost —sinf 0 (2.13)
0 0 0 sinf cosf 0
| —sin Bcosf sinfcosfd 0 O 0 cos? 6 — sin? 0 ]




Substituindo (2.12) em (2.9) se obtém:
{o'} = [D]RQ{e}
= [D']IRIQIR " {"} . (2.14)

Em (2.14) {¢*} é o vetor de deformacbes da equacdo constitutiva no sistem xy definido

como:
{‘gx}T = { € 61/ €2 fsz /sz /y:cy } (215)

Efetuando a rotagao sobre o vetor de tensoes pode-se escrever {o'} em fungao {o*} :
{o'} =1Ql{o"} . (2.16)

Substituindo (2.14) em (2.16) se obtém:

Ql{o"} = [D'] [RI[QI[R]" {e"} . (2.17)

Pré multiplicando (2.17) por [Q]™" se tem:

{o"} =[QI" [D'] R [Q)[R) " {"} . (2.18)

Como [Q]" = [R][Q] [R] ™" pode-se condensar (2.18) na forma:

o'y =[QI" [D'] Q" {} - (2.19)

Analisando (2.19) conclui-se que a matriz de rigidez eldstica do material no sistema xy ¢é

definida por:
[D] =@ [P, (2.20)
e (2.19) pode ser escrita na forma compacta:

{c*} = [D] {e"} . (2.21)

A equagao (2.21) define a relacdo constitutiva do material no sistema de coordenadas (z,y).

A partir de (2.19) pode-se obter (2.5) no sistema de coordenadas (z,y) como segue

"} =1QI [D'] Qo™ = [Q" [$"] [Q {07} (2.22)
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ou de forma compacta,
{e"} = [S] {0"} , (2.23)

onde

A matriz de rigidez eldstica dada em (2.20) tem seguinte forma:

Dy Dhp D 00 Dy
D D 0 0 D
= D3, 0 0 Dig

[D] = pi, D o | (2.24)
Di 0
sim. Dgs

A matriz de flexibilidade [S] tem forma similar a (2.24) e através de (2.23) conclui-se que
os mecanismos de esforgos axiais e cisalhantes nos planos (y, z) e (z, z) estao acoplados neste
caso. As laminas com estas caracteristicas sao conhecidas como ortotrépicas angulares.

Para o caso especifico do modelo de primeira ordem (Mindlin) é adotada a hipotese de
0., = 0.0 do estado plano de tensoes na determinacao da matriz constitutiva. Desta forma
partindo da equacdo constitutiva correspondente a matriz (2.24)é da hipotese supra-citada

conclui-se que,

g, = D§3€Z + D§2f}/xy - OO (2.25)
D§2,yxy
g, = =y (226)
D33

Como as equacoes das tensoes membranais o, e 0, sao as unicas acopladas & deformacao
transversal ¢,, substituindo (2.26) nas equacoes de o, e o,, obtidas do produto da matriz

constitutiva (2.24) pelo vetor de deformagoes (2.15), se obtem

xX xr xr X DI
o, = Dijes + Dihey + ( 16 — 13_D26) Yays (2.27)
33
x X x X DI
33

Desta forma as linhas da matriz constitutiva (2.24) correspondente as equagoes de 7., T,
e T,y permanecem inalteradas.a matriz de constitutiva resultante para o modelo de primeira

ordem ¢ obtida a partir de (2.24) eliminando a terceira linha e a terceira coluna e substituindo
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os termos Dfy e D3 de (2.24) por <Df6 — DY, ggﬁ) e (D;‘G — D3, g,?:ﬁ
33 33

assim a mtriz constitutiva para o modelo de primeira ordem toma a forma:

> respectivamente. Sendo

[ T Py T xT D3
Dhy Di; 0 0 Dis — D13D4£
m} B D3 0 0 D3 — D23D_§§ (2.29)
M Diy Dis 0 ’ ’
Dg. 0
| sim. Dg

Desta forma fecha-se o capitulo tendo abordado os tépicos indispensdveis ao desemvolvi-

mento deste trabalho.
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Capitulo 3

Construcao do espaco de aproximacao

A proposta de trabalhar com uma metodologia sem malha para construir o espago de aproxi-
macao fundamenta-se em dois aspectos bdsicos a serem considerados. O primeiro consiste em
eliminar, tanto quanto possivel, os inconvenientes que surgem quando o dominio das fungoes de
interpolagao estao associados & malha. Neste caso se tem uma andlise de custo-beneficio a ser
considerada. A primeira possibilidade seria construir as fungoes totalmente independentes do
dominio da malha, da forma usada por Duarte & Oden [9], carregando consigo o inconveniente
de impor condigoes de contorno de forma fraca. Deste tltimo sao referenciados na literatura
técnica a perda de precisao, para valores de alguns campos, nos contornos de Dirichlet e o ele-
vado custo de processamento decorrente do emprego fungoes baseadas em minimos quadrados
moéveis (MLS). Uma segunda alternativa utiliza a particdo da unidade associada ao dominio
do elemento, (Melenk & Babuska [34]) e (Duarte, Babuska & Oden [11]). Ganha-se com isto
uma conectividade fixa, fungoes de regularidade mais baixa, custo computacional inferior nos
processo de integacao numérica e a imposi¢ao de condigoes de contorno essenciais de forma

mais simples.

O segundo aspecto a ser considerado consiste na possibilidade de tornar flexivel o espaco de
aproximacao. Neste ponto cita-se os enriquecimentos locais ortotrépicos e a incorporacao no
espaco de aproximacao de modos conhecidos do problema de valores no contorno. A metodolo-
gia que reune as caracterfsticas apresentadas acima para o espago de aproximacao ¢ conhecida
como Método de Elementos Finitos Generalizados(MEFG). Esta técnica foi proposta indepen-

dentemente por Melenk & Babuska [34] com o nome de Partition of Unity Finite Element
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o€

Figura 3.1: Fungoes PU Lagrangeanas ¢,,, @g, ¢, € ¢ com suportes 2., s, {1, e {25 e centros
em Xq, X3, Xy € Xs.

Method (PUFEM) e por Duarte & Oden [9] sobre o nome de hp-Clouds. A diferenga principal
entre o hp-Clouds e o PUFEM, reside em que o primeiro nao precisa de uma conectividade fixa.
Outras diferencas dizem respeito a detalhes matematicos necessérios para definir e caracterizar
corretamente os espacos de aproximacao e suas propriedades de convergéncia, como limite de
cardinalidade da cobertura ou propriedades da partigdo de unidade (Lipschitz ou com sinal).
Este capitulo tem o objetivo de resumir os fundamentos matematicos do MEFG através dos
teoremas que garantem a convergéncia dos espacos contruidos com esta metodologia. Inicia-se

o mesmo definido a particao de unidade e a existéncia da mesma

3.1 Particao da unidade

Seja €2 C R™ um dominio aberto e limitado e €2 um contorno que satisfaz a condigao de cone,
diz-se que um conjunto de fungdes {p,}~, onde a € T = {a € N* | N < +00} de maneira que
Qc UQN:1 ,, constitui uma particao da unidade associada a cobertura aberta {Qa}gzl do

dominio {2 se:
Lo, (x) € (57 (), a €T,

N _
ii. Yo, =1lep,>0Vxe,

a=1
iii. Todo subconjunto compacto de €2 intercepta um nidmero finito de suportes de . A ex-

isténcia das fungoes ¢, com estas propriedades é assegurada pelo Teorema 3.1 a seguir:
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Teorema 3.1: Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado tal que 2 = ngl Q, paraa € 1.
Entao existem fungoes ¢, € C5° (), a € T tal que g: v,=1l,ep,>0VxeQparaael.
Além disto, se N = oo com Q*compacto e Q2* C ((:1;50 Q* intercepta um nimero finito de
suportes €2,. A prova deste teorema é apresentada em Oden & Reddy [39].

Dependendo do espaco ao qual elas pertencem, estas fungoes sao classificadas em particoes
de unidade com sinal, como as apresentadas acima, e do tipo Lipschitz cujas propriedas sao

dadas a seguir.

3.1.1 Funcoes particao da unidade tipo Lipschitz

Estas fungoes sao tais que o, € H* (ﬁa) e satisfazem as seguintes propriedades.
i. supp ¢, € Q,, 0 €T,

ii. > ¢, =1, V x €,

iii. HS%”Loo(Rn) < Cx

V. [|Veall o @y < G

v. A particio é de grau m se {p,}_ C C™ (R™).

Em iii e iv, Cy e Cg sao constantes independentes de .¢,,.
Em funcao das caracteristicas acima citadas, a escolha de uma particao de unidade é baseada

em alguns aspectos tais como:

i. Complexidade da geometria do dominio.
ii. Regularidade requerida C°, C*, ou ordens maiores.

iii. A importancia do carater sem malha da aproximacao.

As partigoes de unidade do tipo Lipschitz podem apresentar-se como particoes de unidade

do tipo (M, Cw,Cg), onde C e Cg sao constantes finitas que limitam os valores das fungoes
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e de seus gradientes e o nimero natural M define um limite no total de subdominios €2, que

cobrem un ponto x € ). Em outras palavras, dada a cobertura {Qa}gzl ,
AMeN  card{a:x€Q,} <M Vx € Q. (3.1)

Um exemplo de particao de unidade com estas caracteristicas é utilizada em elementos
finitos cldssicos. Neste caso o representante mais simples para o elemento quadrilateral, é a
particdo de unidade construida com fungdes Lagrangeanas bilineares (tendas) mostradas na
Fig.3.1. Nesta situacao especifica o limite de cardinalidade M = 4, isto é se tem um numéro

de no méaximo quatro nuvens cobrindo cada ponto de integracao do dominio 2.

3.2 Espaco de aproximacao no MEFG

O MEFG provém das metodologias que constroem o espaco de aproximagao por enriquecimento
externo das funcoes particao da unidade. Dentre as potencialidades e limitagoes merecem ser

citadas:

i. Cardinalidade limitada e fixa, ou seja, o nimero de nuvens que cobrem um ponto de in-
tegracao é fixo e depende da malha utilizada. Isto é conseguido utilizando particoes de

unidade do tipo Lipschitz que apresentam a propriedade (3.1).
ii. Possibilidade de impor condigbes de contorno essenciais de forma forte.

iii. Refino A, p e hp em alguns aspectos mais simples do que em elementos finitos convencionais,
ja& que nao se tem o inconveniente da necessidade de compatibilizar as funcoes entre
elementos (Novotny et alli [1]) e Devloo [59]. Um segundo aspecto relevante ¢é a construcao

de espacos locais p anisotrépicos.

iv. Possibilidade de introduzir no espago de interpolagao fungoes que fazem parte da solucao

do problema de valores no contorno.

v. Matriz de rigidez positiva-semi definida quando sao utilizadas parti¢oes de unidade polino-

miais e fungoes de enriquecimento também polinomiais.
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Os aspectos da construcao de espagos de aproximagao com as caracterfsticas citadas tem
seu formalismo matemaético apresentado a seguir.

Seja {Q,}\_, uma cobertura do dominio e seja {p,})_, uma particdo de unidade do
tipo Lipschitz, subordinada a esta cobertura. Em cada subdominio €2, o espago @), reflete a

aproximacao local, sendo o espago de aproximacao global dado por

N
Q=> ¢.Qa (3:2)
a=1

A convergéncia pode ser atingida por refino h, p, hp ou pela construcao de espagos locais
6timos obtidos pela inclusao de autofuncées do PVC nos conjuntos @),. O espago global @)
construido desta forma herda as propriedades de aproximacao dos conjuntos locais (),. Esta
afirmacao ¢ garantida pelo Teorema 3.2 (Melenk & Babuska [34]) que segue.

Teorema 3.2: Seja 2 C R™ um dominio aberto e limitado. Seja {goa}gzl, ¢, € H' (Q),
a particao da unidade subordinada a cobertura {Qa}gzl , o € T, de forma que Q C Ugil Q4.
Seja u € H' () uma fungao a ser aproximada de forma que em cada subdominio 2, N Q, u

possa ser aproximado localmente por uma funcao u, € @, tal que:

v =l 0,0 < ala), (3.3)
IV (=)l p2igun0 < €la). (3.4)
entao a funcao de aproximacao,
N
U,y = ngaua €QC H (D (3.5)
a=1

satisfaz a seguinte estimativa global:

[u— uap||L2(Q) < VMG, (Z €t (O‘)> ) (3.6)

1
2

W(Z (CJTG%)?eﬂa)wzoe%(a)) @

O Teorema 3.2 supra-citado fundamenta as versoes h e p das estimativas a priori do erro,

IN

|V (u— uap)HL?(Q)

em norma L? (), dos espagos com as caracteristicas citadas, sejam eles construidos utilizando

FEM, PUFEM ou hp-Clouds. A idéia fundamental do MEFG consiste, como j4 foi dito, na
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Figura 3.2: Suporte das fungoes de enriquecimento €2, e base local da nuvem.

construcao do espago de aproximacao local por enriquecimento das fungoes particao da unidade.
Desta forma as caracteristicas de convergéncia p do espaco de aproximacao sao asseguradas pelas

conjuntos .. A seguir é mostrada a técnica de construgao do espaco de aproximagao global.

3.2.1 Construgao das familias F%,.

Os espagos locais (), sao em geral construidos usando fungoes polinomiais devido as conhecidas
boas qualidades de aproximabilidade destas fungoes. Por exemplo, no caso de elementos do tipo
quadrilateral pode ser utilizado o produto tensorial de polindémios definidos em R!, que aqui
constituem os conjuntos de polinémios QF,, definidos na expressio (3.9), ou ainda por conjuntos
completos de polinomios (tridangulo de Pascal) correspondente ao conjunto Qg, definidos na
expressao (3.11). O espago de aproximacao global é definido em fungdo dos espagos locais

supracitados como @ = span {FX}. O conjunto F% é definido como

Fr={{p.@0} :1<a <N} (3.8)

onde,

Qb ={Li;(X):0<i,j<p,i,j >0, p=>0} (3.9)
se o enriquecimento for obtido por produto tensorial de polindémios. Neste caso a dimensao dos
conjuntos Q¥ ¢ Nyoq = (p + 1)°.

Se o enriquecimento for por conjunto completo de polindmios (Tridngulo de Pascal) se tem
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que,
f%:{{soaQi}lléaéN} (3.10)
onde,

QL ={Ly(®) |0<i,j<p 0<i+j<p}. (3.11)

A dimensao dos conjuntos Q” é Nproa = (272), em espagos construidos no R? n = 2.

Os espacos obtidos desta forma tém a propriedade de P C () onde P é o conjunto dos
polinoémios de grau g < p (teorema 3.4).

Com o objetivo de trabalhar com funcoes de enriquecimento definidas no dominio normal-

izado, as funcoes L;; (X) e seu gradiente VzL;; (X) sdo definidos pelas expressoes:
_ _ 1 A
Lij (%) = Lij (§) , VxLij (X) = 7=VeLij (€) - (3.12)

Em (3.12) f/ij (&) e vgf/ij (&) sao calculadas para o conjunto de pontos pertecentes a w, =
{&€ € R?: ||€]|ge < 1}, que correspondem & normalizagao dos pontos X em relagao a um circulo
de raio h,, tal que (Fig.3.2):

£ = X = ho§.

2
e

O vetor posicao X ¢ obtido por uma translacao e uma rotagao de forma que X = [Q]Z (x—x%4)
onde x é o vetor posi¢do, de um ponto sobre a nuvem (2,, em coordenadas globais e [()], e
X, Sao a matriz de rotacao e o vetor posicao do centro da nuvem a em coordenadas globais,
respectivamente.

A familia F%, cuja construgdo foi descrita anteriormente, ¢ fundamentada nos seguintes

teoremas:

N

Teorema 3.3: Seja o conjunto {¢,}._;,

constituido por funcoes linearmente independentes

formando uma Particao de Unidade em (). Se os conjunto de fungoes de enriquecimento definidos

N

pelas expressoes (3.9) e (3.11) sao linearmente independentes de {¢,}._; ,

entao os conjuntos
F%. definidos em (3.8) e (3.10) sao também linearmente independentes.
Teorema 3.4: L.s € Q, para 0 <r,s <p.

As provas dos Teoremas (3.3) e (3.4) sdo encontradas em Duarte & Oden [9].
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Figura 3.3: Funcao da particao de unidade bilinear PU associada & nuvem central do dominio
[—1,1] x [-1,1].

A forma das funcoes construidas pela técnica supracitada é mostrada nas Figuras.3.3, 3.4
e 3.5. As funcoes mostradas neste exemplo representam a particao de unidade bilinear e seus

enriquecimentos para o né de coordenadas (0, 0) pertencente ao dominio [—1,1] x [—1,1].

Um dos inconvenientes desta metodologia quando sao utilizadas fungoes particoes de unidades
polinomiais (que é o caso das fungoes lineares e bilineares utilizadas em FEM convencional), e
fungoes de enriquecimento local também polinomiais, é o surgimento de uma matriz de rigidez
positiva semi-definida. Isto se deve a que o conjunto de fungoes Fh gerado nestas condigdes é
linearmente dependente. Técnicas possiveis para tratar este problema sao mostradas no tra-
balho de Duarte, Babuska & Oden [11] e serdo comentadas em detalhes no apéndice anexo a

este trabalho.

O MEFG permite realizar, com baixo custo computacional, enriquecimentos anisotrépicos.
Esta propriedade o torna adequado na simula¢do de problemas de camada limite (Boundary-
Layer), onde o gradiente da solugdo apresenta valores elevados em diregoes especificas. Esta
técnica, apresentada a seguir, permite melhorar o processo p adaptativo resultando numa sim-
ulagao melhor de solugdes que variam bruscamente em determinadas diregoes e variando muito

pouco nas outras.
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Figura 3.4: Enriquecimento ortotrépico em x obtido por x PU para a nuvem com coordenadas
(0,0).
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Figura 3.5: Enriquecimento isotrépico obtido por zyPU para a nuvem de coordenadas (0, 0) .
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3.2.2 Enriquecimento local p-ortotrépico

Em particular a técnica de enriquecimento ortotrépico utilizada neste trabalho segue a estraté-
gia utilizada em Duarte & Babuska [12]. Neste caso o conjunto de fungoes locais Qg, que
confere as caracteristicas de ortotropia ao enriquecimento polinomial, é obtida a partir das
bases polinomiais locais Q? e Q? definidas nas expressoes (3.11) e (3.9). O supra indice (p;, Py)

na expressao (3.13) indica o enriquecimento de ordem p; na diregdo Z local e p; na direcao local

7.
O conjunto de fungdes polinomiais Qg correspondente a uma nuvem « é definido pela

expressao:

Q((lpivpg) — Qﬁmax N Q(()épi7pg)7 (313)

onde pmax = max{pz, p;}
A seguir sao mostrados dois exemplos de obtengao do conjunto local Qg. O primeiro exemplo
consta de um enriquecimento isotrépico do tipo pz = py; = 3. Neste caso o conjunto de fungoes

de aproximacao local é dado por:
Q=@ = {1,292, 29,9, 2, 20, 25°, 5"} (3.14)

O conjunto (3.14) mostra que quando o enriquecimento for isotrépico, o conjunto Qg é
obtido por produtos completos de polindmios de terceira ordem, ou seja, o tridngulo de Pascal
de ordem p = 3. O segundo exemplo mostra um enriquecimento ortotrépico na direcao & do
tipo pz = 3 e p; = 2. O conjunto local com estas caracteristicas, obtido conforme (3.13), é
dado por:

Q° = {1,7,5,7% 25,7, 7%, 3%y, 25°} (3.15)

O conjunto (3.15) pode também ser compreendido como uma parcela do tridngulo de Pascal
obtido, para pmax = p; = p; = 3, que contém no mdximo termos de y? como mostrado no

esquema abaixo.

T y
2 - L. (3.16)
73 7%y Ty

O esquema mostrado em (3.16), representa a operacao de interse¢ao indicada em (3.13).
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Um dos aspectos fundamentais na utilizacao das métodologias sem malha é a forma de
impor condi¢oes de contorno essenciais. A seguir é estudado o problema de completude do

espago e as técnicas utilizadas para contornd-lo.
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Capitulo 4

Modelos de ordem superior para cascas

Na abordagem de problemas de placas e cascas de materiais compostos laminados, os objetivos
das pesquisas focalizam-se na construcao de modelos capazes de garantir uma distribuicao
quadréatica para as tensoes cisalhantes transversais, continuidade das tensoes cisalhantes entre
laminas, capturar fendmenos de acoplamento membrana flexao e respeitar condicoes de contorno

de Poisson.

Na procura desta solucao sao propostos os modelos cineméticos de ordem superior, que se
caracterizam por representar os campos de deslocamentos por fungoes polinomiais da varidvel

z da espessura do elemento estrutural.

Dentre os modelos com estas caracteristicas podem ser citadas as teorias que trabalham com
a solucao exata da elasticidade tridimensional e as que obtem a solugao aproximada utilizando

elementos finitos convencionais.

Dentro da primeira abordagem se encontram as teorias de Pagano [51]; Lo,Christensen & Wu
[44], Reddy [32] e mais recentemente Shu Xiao-ping [69]. Nos trabalhos anteriores, os autores
valem-se das equacgoes de equilibrio da elasticidade tridimensional e de um espaco de fungoes
de interpolagao que satisfaz as condigoes de contorno para determinar os campos analisados.
Estas abordagens mostraram bons resultados para problemas de placas onde a simplicidade da
geometria e do carregamento permitem a utilizacao de métodos analiticos como Levi e Navier

para O caso.

No segundo enfoque sao utilizandos elementos finitos para construir o espago de interpolagao.

Dentre estes trabalhos podem ser citados os de Phan & Reddy [53], Tesller & Saether [3], Kant
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Figura 4.1: ¥ é a superficie de referéncia, {2 o dominio, R o raio de curvatura e C' o centro de
curvatura e um ponto genérico P.

& Komineni [74], Pandya & Kant [4] e mais recentemente os trabalhos de Menezes & Devloo
[23] e Menezes & Devloo [24].

Neste trabalho as caracteristicas supracitadas atribuidas ao modelo cinemético sao atingidas
adaptando as teorias de primeira ordem (Mindlin) e terceira ordem com normal extensivel
(Pandya & Kant [4]) ao elemento sélido degenerado (Ahmad et alli [70]). Dando prosseguimento
ao presente desenvolvimento, a seguir sao comentadas, caracteristicas gerais das estruturas de
cascas envolvendo aspectos bdsicos de geometria diferencial de superficies. Serd feita uma
breve introducao da discretizacao do dominio utilizando o elemento finito sélido degenerado

para cascas.

4.1 Cascas

4.1.1 Aspectos gerais

Uma casca é um sélido de volume () gerado pela superficie média ¥ e sua normal n

% medido a partir da superficie média >, como

extendendo-se por um comprimento h =
mostrado na (Fig.4.1).
Estes modelos descrevem de forma satisfatéria os campos de deslocamentos e esforcos in-

ternos quando a espessura t é pequena comparada com as dimensoes da superficie >. Se L e R
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representam o comprimento de referéncia e o raio de curvatura da casca, as seguintes relagoes

devem ser satisfeitas.

t t
— le— 1 4.1
5 <<lep<<l, (4.1)

Valores tipicos para cascas semi-espessas giram em torno de:

t 1 t
<

Z <
R-16°L "

. (4.2)

| =

4.1.2 Elementos basicos da geometria diferencial de cascas

A geometria de uma casca é caracterizada pela superficie média ¥, também denominada de
superficie de referéncia, (Batoz & Dhatt [37]), que pode ser descrita por suas coordenadas
curvilineas (£,7) e ¢ = 0. A posigao de um ponto p sobre ¥ ¢ definida pelo vetor posicao x,,

(Fig.4.2) dado por:

onde as componentes cartesianas nas dire¢oes dos vetores i, j e k de (4.3) que correspondem

aos versores da base cartesiana global X, Y e Z sao

xp, = (X (&n) Y (&n) Z(&m)- (4.4)

Bases locais covariante e ortonormal

As coordenadas curvilineas nao sao ortogonais a nao ser que estejam associadas as direcoes
principais. Portanto, serd visto a seguir como definir uma base ortonormal associada as mesmas.

O ponto de partida deste desenvolvimento é a diferéncial do vetor posigao x,, dado por:

dx, = (Xed§+ X dn)it (YedS +Yydn) j+ (ZedS + Zydn) k,
= (X + Vi + Zek) d€ + (X i+ Vi + Z k) dn,

= (Xp,e ) dE + (Xpyy ) dn = ard€ + aqdn. (4.5)

A partir dos vetores covariantes a; e as obtem-se o vetor normal vs definido por:

a; X as
Vg = —M8
’ |a; X aq]
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N &:const.

& m:const.

Figura 4.2: Descricao de um ponto na superficie 3 de referéncia.

Os vetores a;, ag e vy constituem a chamada base covariante ou natural no ponto p (Fig
4.2). Os vetores a;, a; ndo sao necessesariamente ortonormais a nao ser que sejam tangentes as
diregoes principais. Para o caso de se ter uma parametrizacao discreta da superficie (como em
elementos finitos) o vetor vs, para pontos sobre as fronteiras dos sub-dominios parametrizados,
como na situacao do ponto p da figura Fig.4.2, é obtido pela média das dire¢oes normais
definidas nestes pontos. Neste caso é denominado pseudo-normal & superficie de referéncia. A

base covariante é definida pelo tensor

[Fo]:[alfagfvg}:[alfagfag]- (4.7)

Para definir uma base ortonormal associada ao ponto p pode-se partir da base covariante

para definir os vetores unitérios t; e ty e n por:

a; X as

n — ————— 4.8
ar < aa] (48)
a; n X tl

tg = — g = ——— . (4.9)
R

Em (4.8) observa-se que o vetor vs = n para o caso de se ter uma parametrizagao continua

da superficie.
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Figura 4.3: Descrigao geométrica de um ponto ¢ localizado a uma cota z > 0.

Estes vetores, com o vetor n, formam uma base ortonormal cujas componentes definem o

tensor:

Q=[t it in|. (4.10)
Descrigcao de um ponto

Seja ¢ um ponto material da casca localizado a uma cota z da superficie de referéncia medida
na dire¢ao pseudo-normal vi conforme a (Fig.4.3). Para o caso de espessura constante o vetor

posicao é dado por
X, (&m,2) = %(&m) +2vs(&m) (4.11)
= % (6,1) + 50v3 (€:1)

Onde t é a espessura, o parametro ¢ é limitado por —1 < ( < 1 e v3 é o vetor pseudo-normal.

O diferencial dx, é dado por

t t t
qu = <Xp,§ + §CV37€> df —|— (Xp’,7 —|— §CV3,77) d?] + V3§d< . (412)

Este pode ser colocado em funcao do tensor da base covariante associada ao ponto ¢ e do

vetor de componentes diferenciais curvilineas como
dx, = [F7]{d¢} (4.13)
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onde

[F7] = [a‘fz Poag, ag] (4.14)

{d¢}" = {d¢ dn d¢} . (4.15)

Os vetores da base covariante [F¢] associada ao ponto ¢ sdo:

t
ai’z = Xp’§ + §CV37§ s (416)
t
a;, = X,,+ §§v3777 , (4.17)
t
agz = V3§ . (418)

Isto permite decompor [F¢] como segue:

[F2) = [Fo] + %C [F3] (4.19)
onde
[FO] = aj as V3% ] 7[F3] = [ V3¢ V3n 0 ] : (420)

Diferencial de drea dA e de volume dV O elemento de drea orientado num ponto ¢ de
uma superficie definida por ¢ constante é um vetor com dire¢ao normal ao plano tangente &
superficie neste ponto.

Os diferenciais de drea e supeficie sao dados por:

dA. = a;.dé xay.dn (4.21)

|[dA.| = |a;, X ay.|d&dn (4.22)

O elemento de drea dA, é indicado na Fig.4.4.
O elemento de volume dV, em ¢ é dado pelo volume do paralelepipedo formado pelo ele-
mento de drea orientado dA , e pela altura medida na direcao normal. O diferencial de volume

dV é, entao, dado por
t t t
dV. =dA.- Vgidg =dA.n - V3§dc = det [FY] 5d§dnd§. (4.23)
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Figura 4.4: Elemento diferencial de drea.

Consideragoes geométricas referentes a espessura t({,n) varidvel Para uma casca
com espessura t (£, n) varidvel, a posi¢do de um ponto ¢ localizado a uma distancia z do plano
de referéncia é definida por (4.11), levando em consideracao a variagdo da espessura com as

coordenadas curvilineas £ e 1 como segue:

Xq (§:1,¢) =%y (S,n)+t<€2’n)CV3 (€:m)- (4.24)
O diferencial dX, escrito em fungao de d§, dn e d¢ é:
e, = doe, b g (F(Em) ¢ Cvs (Em) +1(6m) Cvs (€.m) ) e (4:25)
o (HEm v em) +HEm) s €)Y dn+ N v, (Em) .

A partir das expressoes (4.5), (4.18), (4.19) e ( 4.20) se obtém:

dX, = Kal + %t (&) Cvs (E,n) ,5> + %t (&) ¢ Cvs (f,n)] d§ (4.26)

+ {(32 +t(&m) Cvs(€m) ) + %t (&n),Cvs (6,77)} dn
t(&n)
2

+ V3 (5777) dg
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Pode-se observar que os termos entre parénteses e o termo em d( correspondem as compo-
nentes do tensor covariante no ponto ¢ para a espessura t constante (4.14). Portanto (4.26)

pode ser escrita como

ax, = [+ qrlen ccwalen) de (a.27
[t e e cnen]an B v e mac
- alzd§+a2zdn+a3de7

onde os vetores aj,, as, € az, sao os vetores da base covariante no ponto

a = al+31(Em)Cvs (€n), (4.28)
a = Al + 26, (Ve (E), (4.29)
a = L8 e, (1.30)
dx, = [F.]{d¢} . (4.31)

Definindo o tensor da base covariante em ¢ como:

[FZ] = aj, ag, asz, ] ) (432)

de maneira que o tensor [F,] pode ser decomposto da seguinte forma

[F.]=[F]+ C[Fi] , (4.33)
onde,
[Fi] = [bl © by o], (4.34)
b1 = %Hfﬂ])g@%(fﬂ])a (435)
b, = %t(&n),gCVs(éln)' (4.36)

Nesta decomposi¢ao ficam em evidéncia os tensores [F,| e [Fy], e a influéncia da variagao da
espessura com a coordenada curvilinea (. A partir desta defini¢dao, determinam-se os parametros
geométricos associados ao ponto (diferencial de drea, diferencial de volume) de forma similar
ao problema de espessura constante. A determinacdo das bases ortonormais associadas aos

tensores [F?] e [F,], sao feitas de forma similar a do tensor dado em.(4.12)
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Figura 4.5: a) Elemento sélido de Ahmad de 16 nés, b) elemento sélido de Ahmad de 12 nés.

4.2 Elemento finito s6lido degenerado

O elemento sélido degenerado foi introduzido na literatura por S. Ahmad, B. M. Irons &
O.C. Zienkiewicz [70]. Este elemento, que é largamente utilizado na modelagem de problemas
lineares e nao lineares de cascas, tornou-se popular devido & simplicidade de sua implementacao.
Esta técnica dispensa o uso de diversos dos conceitos de geometria diferencial de superficies na

modelagem de problemas de cascas.

A formulacao de elemento sélido degenerado tem como objetivo contornar algumas dificul-

dades que surgem na modelagem de cascas com elementos sélidos convencionais como:

i. Nimero excessivo de graus de liberdade do problema ja que a modelagem com elemento

sélido envolve no minimo trés graus de liberdade por né, e discretizacao na espessura.

ii. Matriz de rigidez mal condicionada quando a espessura é muito fina comparada com
as outras dimensoes. Nesta situacao, para evitar o nimero exagerado de elementos, as
malhas usualmente necessitam usar suportes onde as dimensoes da espessura sao muito
menores que as outras duas, produzindo matrizes de rigidez mal condicionadas devido a

influéncia do Jacobiano.
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Figura 4.6: a) Cubo intrinseco; b) elemento sélido degenerado de 16 nds; c) sistema global de
coordenadas (X,Y, 7).

Tipo de elemento utilizado

Em principio os elementos degenerados de casca que sao utilizados correspondem aos elementos
solidos de Ahmad de 16 nds ilustrados na Fig.4.5(a).e 12 nés Fig.4.5(b). Estes elementos se
caracterizam por utilizar funcoes lineares para interpolar pontos sobre a curva ( e funcoes
quadréticas nas varidveis (£,7n) para interpolar pontos sobre as superficies ( = cte.

Na proposta deste trabalho nao serao utilizados elementos isoparamétricos, isto é, as funcoes
que mapeiam o dominio nao sao em geral as mesmas que interpolam os campos primais e duais.
A seguir é feita referéncia a um conjunto de quatro sistemas de coordenadas (Fig.4.6) cujo

significado e utilizagao ficarao claros no decorrer do texto.

i. Sistema global de coordenadas (XY, Z) associado a base cartesiana [i, j, k| .

ii. Sistema de coordenadas associadas & base ortonormal local [t1., t,,,n,], tangente e normal

a superficie ( = cte.

iii. Sistema ortonormal de coordenadas associadas ao né k& do elemento, dada pelos vetores
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Figura 4.7: Base pseudo-normal [01197 0%, vi} , associada ao noé k.

[0,16, 03, vi] , definidas a partir do conceito de pseudo-espessura t; em cada né k do ele-

mento.

iv. Base covariante associada as coordenadas paramétricas (£, 7, () do elemento finito padrao

utilizado para mapear a geometria. Os vetores sao [a;,, as,, V3]

Definicao geométrica do elemento

Para obter a funcao de mapeamento da geometria do elemento, parte-se definindo um sistema
de coordenadas locais associadas aos nés extremos de cada elemento (Fig.4.7). Este sistema de

coordenadas é chamado de pseudo-normal com relacao ao plano de referéncia do elemento, ja

que o vetor relativo a espessura ¢ obtido em fungio dos vetores de posicio x;* e xitf| referentes

aos No6s kgp € kins do elemento. Portanto o vetor pseudo-normal associado ao né k ¢ obtido

COmo segue:

V3k

_ Vs (4.37)
INEA

__ Sup inf
Vi, =x, — X,V

sup inf
X, +xk

Define-se 0 né k na posi¢ao intermediaria por X, = >

O vetor V3, pode ser tambem escrito em fungao da espessura ¢, associada ao né k e o seu
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vetor normalizado vsy:

Vi = Vaplk. (4.38)

Uma das formas de obter os outros vetores componentes da base é através do produto
vetorial com os versores i, j, k do sistema global de coodenadas. Supondo que j seja um vetor

ndo paralelo a v, definem-se os vetores 8}, e 0; como:
0, =j X Vai, 07 = v x 0;. (4.39)

Conhecido o vetor pseudo-normal a superficie de referéncia em cada né k e as coordenadas
deste n6 no sistema global, obtém-se as coordenadas de um ponto X; numa posi¢ao genérica

entre os nés inf e sup, através de uma interpolagao linear da varidvel curvilinea ( como segue:

K = NowpX)™ + NMppxi™ | (4.40)
1 su 1 1n
= SO0+ 51 -Oxp",

1 1 .
_ 5( sup+ mf) 4= 5 (Xskup X}cnf) C7

= x7 + %ngc ;
= x4 %ngg.
Em (4.40), ./\fSup e Nyt sa0 as funcoes de interpolacao Lagrangeanas lineares associadas aos
pontos inf e sup.
Os pontos X; obtidos com ¢ = 0 estao sobre a superficie de referéncia, motivo pelo qual,
neste caso, X, = Xzef .
Considerando uma superficie definida por ( = cte é possivel determinar, através dos ve-
tores X e das fungoes de interpolacao Ny (€, 7) associadas aos nés do elemento na superficie

de referéncia, o vetor posicao x de um ponto qualquer nesta superficie ( = cte mediante a

expressao:

x(&,1,¢) ZNk &m) Xk (€) (4.41)

k=1
onde n corresponde ao nimero de nés da superficie de referéncia do elemento. Substituindo

(4.41) em (4.42) se obtém

X (&m,¢) n Xi
Z (57 7, C) k=1 Zk ref
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Observa-se que esta expressao pode ser colocada em termos dos vetores x;'* e xi" e das

fungoes Nyyp € Nine obtendo-se:

X Xk

x = Y ZNk £,1) (HC> Y, + (4.43)
A Z, sup
N 1 _C Xk
> N (€m) (T) Y
k=1 Zk

inf
Um dos aspectos relevantes nesta andlise é o cuidado que deve ser tomado quando se tem
um problema genérico de espessura varidvel. Nesta situacao o sistema ortonormal associado a

cada ponto no interior do elemento varia com a coordenada curvilinea (.
Bases covariantes & ortonormais para t (£, 7) varidvel

A posicao de um ponto genérico no interior do elemento é dada por:
X—ZNk £,m)x f—l-ZNk £,n) —ngC (4.44)
A diferencial de dx é dado por

dx = xd§+x,dn+xcd¢ (4.45)

ZNk (57 7]),5 Xzef + ZNk (f? 77)75 %ngC] d€
k=1 =

= + ZNk(é,n)m f+ZNk &), V3k:§] dn

= +2Nk§77 — V3| dC.

A partir deste ponto pode-se determinar as componentes do tensor [F,], que corresponde as

componentes da base covariante na superficie de referéncia, como:

a; = ZNk & exit (4.46)

a = ZNk 577 refa (4.47)

ag = ZNk(é,n) EkVSk- (4.48)
k=1
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As componentes do tensor covariante [F,| correspondente a uma superficie ( = cte sao

1 n
a;, = a;+ 5 ;Nk (ﬁ, 77)75 tkVarC (4.49)
1 n
ay, = as+ 5 ;Nk (ﬁ, 77)75 tkVarC (4.50)
az, — as (451)

A partir do tensor da base covariante de componentes dadas pelas expressoes de (4.49) a

(4.51), obtém-se de forma direta o elemento diferencial de volume no ponto x:
dV = det [F.]" dedndc. (4.52)

A base ortonormal associada ao ponto x ¢ obtida a partir da base covariante [F,] como

segue:
Z>< yA
n, = _oXan (4.53)
. X ag.||
aiy
t, — , (4.54)
: |a.|]
l’lthlz
fy, — —=Xllz 455
B (4.55)

de forma que a matriz de rotagao )], é definida como,

4.2.1 Modelos cinematicos de ordem superior

O refino hierdrquico na espessura sera feito utilizando os modelos de primeira ordem (Mindlin)
e terceira ordem com normal extensivel (Pandya & Kant [4]). A finalidade desta proposta de
refino na espessura é poder racionalizar o custo computacional. Neste aspecto é utilizado o
modelo de primeira ordem, computacionalmente mais barato, nas situagoes onde as tensoes
cisalhantes nao sao relevantes.

Para o caso especifico de materiais compostos, ou de estruturas com a razao (dimensao
média) /(espessura) suficientemente pequena, a representacao adequada das deformagdes e ten-

soes cisalhantes é altamente relevante e portanto se utiliza o modelo de terceira ordem com
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normal extensivel. Este modelo representa os deslocamentos membranais u e v por polinomiais
cibicas incompletas e deslocamento normal w por polinomiais quadraticas, em ambos os casos
com relacao & varidvel ( da espessura. O campo de deslocamento proposto por esta teoria

confere as seguintes caracteristicas ao campo de deformagoes:

i. Variagao quadrética das deformagoes transversais ,,, € 7,,,, na espessura da casca. Embora
esta consideragao nao implique que as condigoes de contorno de Poisson sejam satisfeitas,
permite dispensar o uso de coeficientes para corrigir o efeito da parcela de energia devido

a cisalhamento.
ii. Variagao linear da deformacao normal, €., na espessura.

Sers apresentado a seguir um caso especial de modelagem do problema de cascas semi-
espessas utilizando elementos sélidos degenerados (elemento de Ahmad) juntamente com &

teoria de ordem superior utilizada no trabalho de Pandya & Kant [4].
Teoria de terceira ordem com normal extensivel aplicada ao elemento de Ahmad

Em elementos finitos, o deslocamento u de um ponto ¢ qualquer no interior do elemento é
representado por interpolacao dos valores nodais de deslocamento.
O deslocamento 1, (¢) de um ponto i situado sobre a pseudo-espessura de dire¢ao vz a

uma cota ( da superficie de referéncia é dada por

00 = wt (%) vauieci oh -0y { 7 | (457

Uk ’ 1 2 Tk
(&) (i)

ou, em componentes nas dire¢oes da base global, i, j, k,

El

U, U " 2 U3k
B v o= { w4 (Ekg) Usky W (4.58)
W w U3kz

91 _92 3 1
b | pi g {ak} (tk) P {vk}
(=] 0t —p + (¢ 0> —0 .
20t gt | LA 2) Lol gt | L

Na expressao (4.58) uy, v € wy sdo as componentes do deslocamento do né k da superficie

el

de referéncia nas diregoes X,Y e Z. A varidvel w; é o pardmetro de deslocamento de ordem
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superior associado ao deslocamento na dire¢io da pseudo-normal. Os vetores 8} e €7 formam a
base ortonormal associada & pseudo-normal de direcao vz, que sao definidos pelas expressoes
(4.38) e (4.39). As constantes ay, e [3;, sdo os angulos de rotacao da pseudo-normal em torno
dos vetores 0% e 0,1g respectivamente. Em funcao do exposto pode-se definir o deslocamento u,

de um ponto ¢ no interior do elemento através dos valores nodais

u, =) U (&) (Q) (4.59)

onde n é o nimero de nds associados a superficie média do elemento e 1, (£,7) a funcdo de

interpolagao associada a cada né. De forma expandida tem-se

n Uk ty 2 U3k
w (&m0 = S qven] u trven (5) 4 pui @oo)
k=1 Wy V3kz

0. —6?
t kx kx
01 _02 k
kz kz
0. —6?
t 3 kx kx
ronen (¢5) [ ok o [ {30
01 02 k
kz kz

Teoria de primeira ordem (Mindlin) aplicada ao elemento de Ahamad

A teoria de primeira ordem (Mindlin) é um caso especial da teoria de terceira ordem com
normal extensivel definida pela expressao (4.60). Esta teoria, amplamente difundida na andlises
por métodos analiticos e numéricos de placas e cascas semi espessas, se caracteriza por uma
funcao linear na varidvel ¢ da espessura para representar os deslocamentos membranais e uma
funcao constante para o deslocamento transversal. Dentro das limitacoes, sao observadas uma
distribuicao inadequada das tensoes cisalhantes e inconsisténcia fisica na superficie livre da
estrutura. As limitagoes citadas provém do préprio modelo cinemético que produz deformacao
cisalhante constante ao longo da espessura. A distribuicao cisalhante inadequada obriga a
utilizacao de fatores de correcao que equalizam a energia de deformacao cisalhante com aquela
obtida por uma distribui¢do parabdlica (Mendonga [55]). A equacdo que define esta teoria é

obtida a partir da expressao do modelo de terceira ordem, negligenciando os termos de ordem
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superior:

n Uk
u, (§,1,¢) = Y (§,m) 8 vk g+ (4.61)
k=1 Wi
0. —6?
t kx kx
91 _92 k
kz kz

Uma observacao pertinente quando se trabalha com os modelos cinemdticos adaptados ao
elemento de Ahmad refere-se aos graus de liberdade do modelo. Quando as teorias, sejam elas
de primeira ou terceira ordem, sao adaptadas ao elemento de Ahmad os graus de liberdade ref-
erentes aos deslocamentos membranais e transversais sao referenciados em coordenadas globais
enquanto que as rotacoes estao associadas as coordenadas locais. Isso requer certos cuidados
quando sao utilizadas condigoes de contorno de simetria ou antisimetria, onde é necessario um
conhecimento prévio das direcoes dos eixos locais. Com as observagoes e formulagoes suprac-
itadas, fecha-se este capitulo, o qual serve como alicerce para a implementagao do processo p

adaptativo que constitui o tema do préximo capitulo.
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Capitulo 5

Espacos de aproximacao em superficies
curvas

5.1 Introducao

Um dos desafios das metodologias sem malha é, sem divida, impor condicoes de contorno
essenciais de forma forte e construir espacos de aproximacao definidos em superficies curvas.
O segundo aspecto desta problemética foi abordado inicialmente na solucao de cascas finas
no trabalho de Kryls & Belytschko[58] no qual, os autores, utilizam o Element Free Galerkin
Method (EFGM) para construir um espago de aproximagao sobre um dominio parametrizado
da superficie do problema em questao. Este dominio parametrizado é obtido utilizando o
método dos minimos quadrados méveis. As fungoes peso utilizadas correspondem as fungoes
lagrangeanas associadas aos nés da malha de elementos finitos convencionais.

Os resultados apresentados foram satisfatérios, entretanto com um custo computacional
elevado na etapa de pré-processamento referente & parametrizacao da superficie. Um segundo
aspecto a ser considerado diz respeito a suavidade da superficie a ser parametrizada. Além
disso esta metodologia limita sua utilizacao a superficies desenvolviveis, ou seja, com curvatura
gauseana nula.

A proposta do presente trabalho consiste numa forma versatil de baixo custo computacional
e tao independente quanto possivel da suavidade da superficie fisica do problema. A caracteris-
tica de construir as funcoes de enriquecimento no dominio real proveniente das metodologias
sem malha juntamente com dominios definidos sobre superficies curvas, deu origem a ideia dos

planos pseudo-tangentes descrito neste capitulo. Esse procedimento consiste em construir as
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Figura 5.1: Sistemas de coordenadas: (a) ortogonais, globais (X,Y,Z); (b) pseudo-normal
associados a nuvem com direcoes dadas pelos vetores [0&, 6>, v3]; (c) associadas ao ponto de
integracao com diregoes [t1,,t,,,n,].

fungoes de enriquecimento em planos pseudo-tangentes associados a cada nuvem (suporte das
fungbes parti¢do de unidade e seus enriquecimentos). Desta forma obtém-se um mapeamento
continuo para pontos situados nos elementos associados & nuvem. Garante-se com isto a con-
tinuidade da fungao em todo o suporte, o que implica numa regularidade minima C° (2) para o
espaco das fungoes de aproximagcao. A proposta da utilizacao deste procedimento como forma
de construir as funcoes de enriquecimento no dominio real, conservando as caracteristicas dos
métodos sem malha, passa necessariamente por uma avaliagdo de custo beneficio. A simplici-
dade do formalismo matematico e a facilidade de implementacao estao acompanhadas de um
erro. Este erro, proveniente da distorcao das fungoes construidas no plano pseudo-tangente é

constatado através da andlise de convergéncia apresentada neste capitulo.

5.2 Construcao do espaco de enriquecimento

A estratégia proposta para o enriquecimento p das fungoes de interpolagao fundamenta-se na

definicao de uma base para cada suporte de nuvem. Para cada né x, centro de nuvem é
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estabelecido um plano 7, pseudo-tangente & superficie através da base ortonormal associada
[0(1}, 03, vg] . O plano é donominado pseudo-tangente, em lugar de tangente, porque ele é
definido pelos vetores 87, e 82 , que ndo necessariamente sio tangentes & superficie de referéncia
da casca (Fig.5.1). Neste plano define-se um raio h, de forma tal que a projegao de todos os
pontos do suporte sobre o plano 7, estejam dentro do circulo de raio h, e centro x, (Fig.5.1).

Assim o suporte local das func¢ées de enriquecimento é definido por
we = {X(Z,7) €R?:[X|ge < ha}, talque (5.1)
g = P[Q] (x—xa) , (5.2)

o

onde P é a matriz de projecao definida por:

10
P=|0 1 (5.3)
0 0

o O O

elQ],= [ 0. : 6> : v3 | ¢éamatriz de rotacao associada & base local da nuvem a.

O enriquecimento é feito a partir dos conjuntos de polinémios definidos pelas expressoes (3.8)
e (3.10) construidas no dominio 0, (indicado no Cap.3) ou por fungdes que constituem modos
da solucao do problema de valores no contorno. A partir destas definigoes s@ao mostrados os
passos necessarios na construgao do espago de aproximagao local definido pela expressao (3.8) e

(3.10), matriz de rigidez, vetor de carregamento equivalente e resultados de pds-processamento

(tensoes e deformagoes) para um ponto de integracao.

5.2.1 Construgao do espaco de aproximagao local
A construcao do espaco de aproximacao local segue o roteiro:

i. Determinacao do valor da funcao particao da unidade e seu gradiente no ponto de integracao.

ii. Determinar as coordenadas reais globais do ponto de integracao através da funcao mapea-

mento dada em (4.43).

iii. Determinagao das bases locais associadas ao ponto de integracao e aos planos pseudo-

tangentes m, correspondentes aos nés de vértices do elemento que sao respectivamente,

Qi=]t. @ e in|el@=]0o e :v]|. (G

« «
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Determinagao das coordenadas X = X (£, 1) do ponto de integragao no plano pseudo-tangente

da nuvem
X (x)q, = P[Q [x — xa] , (5.5)

onde x e x, sao0 0s vetores posi¢ao do ponto de integracao, com coordenada ¢ = 0,0 e do centro

da nuvem « em coordenadas globais (Fig.5.1).

v. Célculo do valor da fungao de enriquecimento e de seu gradiente no plano pseudo-tangente

a nuvem o.

Como a integragao numérica é efetuada em coordenadas paramétricas (£, 7), tanto a funcao
de enriquecimento local Ly (X) quanto o seu gradiente Vx Ly (X) deverao ser descritos neste

sistema. O valor da fungao é obtido de forma direta a partir do valor de X obtida em (5.5)

Ly (§,m) = Ly (X) (5.6)

Entretanto, o gradiente da fungao VL (X) deverd sofrer uma segunda transformagao con-
stituida de uma rotacdo para o sistema global de coordenadas (XY, 7) feita pela matriz de
rotagao Q,, um mapeamento para o dominio paramétrico (£, 7, () através da matriz Jacobiana
J e uma projecao sobre a superficie ( = 0, feita através da matriz de projecao P. Estas operacoes

sao resumidas na seguinte expressao:

VeE (§,n) = PJ[QaVsLli (X)), (5.7)
Ve (¢ n) = PJVx (5.8)
0 20 20

Em (5.7) VI () = {a B 5} . A matriz Jacobiana do mapeamento é definida por:

g
8l
<

0 o o

J=1| 9 o7 9 : (5.9)
oX oY 07
ac 9 &

Em (5.9), deve-se ressaltar que o gradiente Vx possui trés componentes em relacdo as
dire¢oes do sistema global [i, j, k]. Quando o mesmo é mapeado para o dominio paramétrico
surge a componente ¢ que ¢é negligencida quando se utiliza o operador P, ja que para construir

o modelo definido a seguir em (5.18), precisa-se apenas da projecao sobre a superficie (£, 7).
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Definidas as funcoes de enriquecimento e seus gradientes no dominio paramétrico, a con-
strugao do espago local de elementos finitos d4 origem as fungoes de interpolagao ¢y (£,1) =
v, (£,m) Ly (X) obtidas pelo procedimento j& abordado no Capitulo 3.

Partindo do exposto acima define-se a seguir o problema genérico de elaticidade tridimen-
sional e posteriormente o problema discretizado através das equagoes de Bunov-Galerkin para

um enriquecimento p do espago de aproximacao.

5.2.2 Definicao do problema de elasticidade tridimensional

Os problemas de placas e cascas estao definidos no R? portanto podem ser abordados da ética
de eslaticidade tridimensional. Sendo assim o problema genérico de um sélido, submetido ao
carregametno indicado no elemento estrutural da Fig.(5.2) e no regime eldstico linear pode ser

definido como determinar o campo de deslocamentos u € Kin tal que:

divo (u)+b = f, em (5.10)
c(uyn =t em 0Oy (5.11)
u = a em Jp (5.12)

O conjunto Kin corresponde aos deslocamentos cinematicamente admissiveis e é definido

CO1mo:

Kin={u|lueC'(Q), u=tdem dQp} (5.13)
Definindo uma func¢ao residuo a partir da equacao (5.10) se obtém:
R (u) = divo (u) + b —f£. (5.14)
Aplicando o método dos residuos poderados utilizando o critério de Galerkin se tem:
/Q R (0)9dQ = 0, (5.15)
onde V sao as funcoes peso que pertecem ao conjunto das variacoes definido por:

VeVar ={v|veH" (Q),¥ =0, em 9Qp} (5.16)
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Figura 5.2: Elemento estrutural em R?,em equilibrio.

Aplicando o integragdo por partes e o teorema da divergéncia de Gauss na equagao (5.15)

obtem-se a seguinte expressao para a formulacao fraca do problema:

—/b\?dQ — / fvdQ) =0, Vv eVar (5.17)
Q Q

Na equacao integral (5.17), Vi (), é o gradiente simétrico do campo de deslocamento no
sistema real de coordenadas, que poderd ser global ou local, e [D] a matriz de coeficientes

eldsticos do material.

5.2.3 Equacoes de Bunov-Galerkin

Partindo de (4.60), supondo que existem n, fungdes associadas ao né « do elemento e que

existem n,, nés ativos por elemento (nés associados a nuvens), o campo de deslocamento para
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um ponto no de integracao no interior de um elemento é definido por:

u Nn  Na Ug
u = w=4 v =) > Uy v (5.18)
w a=1 k=1 wy
Nin U3k
+ZZ¢k C— Usky 0 WE
a=1 k=1 V3kz
Nn aa
Y5 ey o - { of |
a=1 k=1 k
TL CY t o
£ wen o el |
a=1 k=1 k
Escrevendo (5.18), em forma matricial se obtém
u, = NU, (5.19)
onde,
2
Ui 00 T 01,C004 —H%xcw“l
N = |0 ¢ 0 e1PGosy 00,0008 —07,C0n%
0 0 ¥ ¥iCFus. OLCO1E —67.(01%
91 ltl _92 1t3
ot o
1 1t% 2 1t§"
elzc ¢ 5 _elzc ¢ 5
O ¢ZZ 0 ¢na CQ t:TnUZSnny nnyc¢zz tnTn _einyﬁbzz tnTn
0 0 @Z)ZZ Q:bnncgﬂv%nz nnzCQpZZtnTn —QinzC@/)ZZt"T”
nnyC ¢ZZ ’g" —Ginyc ¢Z:§ ’g" (5.20)
nnzC ¢na 8n _einzc wna 8n
e
(ol of b wl ol gt A (521

Nn Nn Nn N * Nn /Bnn Nn Nn
una Una wna wna Oéna N ﬁ)/na )\na

onde o vetor U é o vetor de parametros de deslocamento.
As componentes do tensor gradiente de deslocamento pode ser analisadas de forma matricial
como:
8? (u) = { Uge Uy Ue Ve UV, Ve We W, We } . (5.22)
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onde,

85 (ll) = 8§NU . (523)

Em (5.23) O (.) é um operador diferencial da forma:

a()
% 0 0
% 0 0
a0
0 5 0
de= | 0 % 0 (5.24)
0 52 0
0 0 %’
0 0 %7)
a()
0 0 &

A expressao do vetor O (u) é escrita de forma mais adequada introduzindo a matriz G

G = ON, (5.25)
Ot (u) = GU. (5.26)
O vetor de derivadas do deslocamento em relagdo as coordenadas globais dx (u) ¢ obtido

por:

dx (u) = JO¢ (u) = JGU, (5.27)

onde o operador jacobiano J tem a forma

Jt 0 o0
J={ 0o J!' o0 |, (5.28)
o o J!

e J é definido em (5.9).

Como a integragao numérica ¢é feita no sistema local de coordenadas, é necessario determinar
uma base ortonormal local associada a cada ponto de integracao. A matriz de rotagao entre a
base local e global é obtida de forma direta a partir dos vetores da base ortonormal no ponto
de integracdo que formam o tensor [()],. Assim, o vetor Ox (u) rotacionado para o sistema de

coordenadas locais ortonormais do ponto de integracao tem a forma
Oz (u) = ROx(u), (5.29)
Oz (u) = RIGU, (5.30)
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onde R ¢é o operador de rotacao obtido a partir da matriz de rotacao local [Q],.
A partir das derivadas do deslocamento, calculam-se as componentes de deformacao na base

local:

& = HRIGU, (5.31)
gT - {gx gy gz A’)/Jyz A’)/Jzz A’yxy }7 (532)
(10000000 0]
000O0T1TO0O0O0O® O
000O0O0O0O0O0T1
H = 000O0O0T1O0T1P®0 (5.:33)
0010001O0O0
(010100000,

As deformacoes € sao descritas nas diregoes x,y e z definidas pelos vetores [ti,,ts,, n.].
Por comodidade, as operacoes na matriz de deformacao discreta B podem ser condensadas

de forma tal que
§=BU (5.34)
onde,

B = HRJIG . (5.35)

Finalmente, a contribuicao para a matriz de rigidez dada pelo ponto de integracao é:
K = B'DB, (5.36)

sendo, D a matriz de elasticidade do material.
A abordagem do problema feita até agora nao leva em consideragao que o material é con-
stituido de varias camadas. Se a casca é constituida por vdrias laminas com propriedades

ortotrépicas a matriz de rigidez num ponto de integracao toma a seguinte forma
K'=B'D'B. (5.37)

A expressao (5.37), refere-se a parcela da matriz de rigidez do laminado correspondente
a um ponto de integragao localizado na lamina [. Com esta consideragao a matriz de rigidez
global tem a forma:

NI Ni
K=>"> B'"D'BdetJW,W, W, (5.38)
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Em (5.38) NI é o nimero de laminas, N7 ¢ o nimero de pontos de integragao por lamina,
D' é a matriz de rigidez na lamina [ definida pela expressao (2.21) e We, W, e W, sao os pesos
da quadratura numérica no ponto de integragao correspondente as coordenadas curvilineas &,
nec.

O sistema linear resultante apresenta-se na forma padrao ja conhecida de FEM,
KU =F (5.39)

O vetor de forgas consistentes segue o procedimento similar ao que foi utilizado na matriz de
rigidez. A seguir é mostrada a sua construcao para alguns tipos de carregamento usuais em
problemas de placas e cascas.

Forcgas de Corpo

F’ = N"f det JW W, W, (5.40)

onde f é o vetor de forcas de corpo.
Forcas de Superficie

A forma geral do vetor de forcas de superficie é dada por:
F* = N"hdet JW, W, . (5.41)

Quando a forca de superficie for uma presao o h ¢ definida por h = (—{pn) onde ( €
{=1,1}, p é a pressdo e n, o vetor unitdrio normal & superficie no ponto de integragdo. A
determinacao dos campos de deslocamento e tensoes a partir dos parametros de deslocametos

nodais é realizado de forma similar a elementos finitos convencionais.

5.2.4 Campos primais e duais

O campo de deslocamento ¢ determinado de forma direta uma vez conhecido o vetor de paramet-
ros de deslocamento associado a cada nuvem que cobre o ponto onde se deseja saber os valores
deste campo. Por exemplo para um ponto kg,p, vértice de um elemento, o campo aproximado
de deslocamento é dado por:

Ui sup = Nksup ksup (542)
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Supondo que existem n, funcoes ao né k se tem a seguinte expressao para o Uy :
sup
T — 1 1 1 1% 1 1 1 1
Usp = {wp vf wp w o By v N o (5.43)

Neo*

N ng ng
Up Vo W Wy

Ny

n, n, n
ap® Pt 7" )‘ka}

o sub-indice k£ indicam o ponto da superficie de referéncia que estd sobre a mesma pseudo-

7

normal que ”kg,,” e o supra indice o nimero da funcao de aproximacgao nao nula associada ao

no.
As deformacoes e tensoes serao determinadas no sistema local de coordenadas ou serao

dadas através de seus valores principais de tensao equivalente de Von Misses ou ainda tensoes

quivalentes de T'sai-Hill para o caso de materiais compostos laminados:

Ekup = Broy Ukuuys (5.44)
onde,
Para as tensoes de um ponto integracao na lamina [ se tem
Ghy = D'Br, Uk, (5.46)
&i;up = { Ogx Oy Oz Txz Tyz Ty } . (547)

De forma geral, conclui-se que a menos da técnica utilizada para construcao dos espagos
de aproximagao local (plano pseudo-tangente), os procedimentos de construcao dos sistema de
equagoes e os resultados de pés-processamento nao diferem daqueles utilizados por elementos
finitos hierarquicos em processos p-adaptativos. Entretanto, a utilizagao deste procedimento
carrega consigo um erro proveniente da utilizacao da projecao do ponto sobre o plano pseudo-

tangente associado a nuvem.

5.2.5 Sensibilidade do plano pseudo-tangente

A construcao dos espacos locais em planos pseudo-tangentes carregam consigo um erro decor-
rente de sua propria concepgao. Este erro provém de mapeamentos nao lineares do dominio

intrinsico com relagao ao dominio real. Neste caso a funcao de enriquecimento, construida
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sobre o plano pseudo-tangente, nao mantém suas caracteristicas de convergéncia no dominio
definido pela superficie curva. Esta limitagao pode ser melhor compreendida através do exem-

plo mostrado na Fig.5.3. Neste exemplo é analisado o traco de uma superficie curva tangente

3

o, com indicado na Fig.5.3. Nesta situagao a fungao

ao plano m, com normal dada pelo vetor v
linear L;; (Z), construida com a projecao 7, de pontos x da superficie sobre o plano pseudo-
tangente, mantém o mesmo valor para o ponto x sobre a superficie. Como as coordenadas de
7, e x sao diferentes, a funcao definida sobre o suporte €1, sofre uma distor¢ao. Neste tépico
constata-se que a aproximacao dos espagos locais é sensivel & curvatura. O aumento da cur-
vatura incrementa a distorcao das funcoes construidas no plano pseudo-tangente, resultando

numa perda de precisao. Este efeito pode ser constatado através da distorcao da funcao linear

da Fig.5.3, para uma familia de arcos parabdlicos definidos em 1D dados pela funcao:

z= ;—fﬁ. (5.48)

Em (5.48) o coeficiente k é diretamente proporcional & curvatura sendo que para cada valor
de k se tem um incremento na distorcao da funcao linear definida sobre os pontos do plano
pseudo-tangente m,(Fig.5.3) como mostrado na Fig.5.4.

Na Fig.5.4, para k = 0 nao h4 distorcao da funcao, ja que a mesma é calculada para pontos
z € m,. Para valores de k > 0 comeca a ocorrer a distor¢ao da fungao, pois nestes casos os
pontos estao definidos sobre os arcos parabdlicos.

A perda de precisao decorrente do aumento de curvatura, no procedimento dos planos
pseudo-tangentes, € verificado através do deslocamento vertical da extremidade livre de uma
seqiiéncia de arcos parabdlicos engastados, sob carga de momento distribuido na aresta livre
como ilustrado na (Fig.5.2). Com este procedimento, evita-se o erro de geometria, ja que a
mesma ¢ aproximada por elementos quadraticos de oito nés (Q8). A familia de arcos parabdlicos

utilizada é obtida pela seguinte fungao:

k
2 = 2kx — —a?

- (5.49)

Os arcos parabdlicos utilizados neste exemplo, mostrados na Fig.5.5, tem o pardmetro R = 2

mm, espessura t = 0, 2mm, largura b = 1mm e propriedades materiais dadas por £ = 2,1 x
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Figura 5.3: Funcao linear L;; avalida para a projecao dos pontos x da nuvem (2, sobre o plano
pseudo-tangente .

10°MPa e v = 0,0. A familia de arcos utilizada tem a origem engastada e na extremidade livre
é aplicado um momento M = 1Nmm/mm (Fig. 5.5). As solugbes numeéricas obtidas para cada
arco, na extremidade livre, sao comparadas com a solucao analitica do deslocamento vertical

méximo de um arco delgado, dada pela expressao:

1 32
— 11 -
(+1) 5@

A expressao (5.50) é obtida no apéndice A desta tese.

MR

Wq = 3T (550)

A sequéncia de arcos utilizada neste exemplo em funcao da constante k£ é mostrada na
Fig.5.6. O dominio foi discretizado com 2 elementos quadrangulares quadraticos de oito nos
(Q8) e o espago de aproximagao foi construido com refino homogéno com p = 4. A deterioragao

do espago é medida através da perda de convergéncia em funcao da constante k por meio do

|[w—wg|

AR Como uma forma
a

erro relativo do deslocamento vertical na extremidade livre Fw =
de colocar em evidéncia a perda de convergéncia com o aumento de k sao plotados juntamente
os resultados obtidos com elementos finitos convecionais para a mesma malha. Os resultados
da Fig.5.7 tornam evidente a perda de convergéncia devida ao efeito de projecao de coorde-
nadas utilizado pelo procedimento do plano pseudo-tangente para os espacos construidos com
p =2 e p=4. Os resultados obtidos por elementos finitos convencionais, utilizando elemen-
tos quadraticos de oito nés (Q8), ndo tem o efeito da distor¢ao das fungoes de aproximagao

mantendo o erro aproximadamente constante com o aumento de k.

A Fig.5.7 mostra um comportamento assintético, do valor relativo EFw, utilizando MEFG e
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Figura 5.4: Distorcao da fungao linear L;; com o incremento no valor de &k

Figura 5.5: Arco parabdlico engastado na extremidade AD e sujeito a uma carga de momento
distribuida na aresta BC.
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Figura 5.6: Familia de pardbolas com semicorda R = 2mm e constante k varidvel.

1.00E-1

1.00E-2

Ew

1.00E-3

1.00E-4 I I I I ‘

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
K

Figura 5.7: Erro Fw na extremidade livre do arco parabdlico.
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elementos finitos convencionais. O resultado do Fw para k = 1 corresponde a um caso critico
onde se tem o maior erro decorrente da projecao sobre o plano pseudo-tangente.

Com esta verificagao conclui-se o capitulo mostrando uma alternativa de construgao do
espaco de aproximagao em superficies curvas juntamente com uma critica do erro incorporado

nesta técnica.
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Capitulo 6

Problemas e potencialidades no MEFG

Este capitulo considera dois tépicos relevantes na utilizacao do MEFG. O primeiro diz respeito
ao problema decorrente da imposi¢ao de condigoes de contorno essenciais que, dependendo da
técnica utilizada, pode gerar um conjunto incompleto de fun¢oes de aproximacao. Em relacao
a este aspecto sao mostradas duas técnicas para abordar o problema. O segundo tépico mostra
a potencialidade do método na abordagem de problemas de camada limite em placas e cascas
através da incorporacao de modos da solucao do problema de valores no contorno na construcao

dos espacos locais sobre as fronteiras de Dirichlet.

A imposicao de condigoes de contorno essenciais constituem ainda uma resalva a utilizagao
dos métodos sem malha. O emprego desta tecnologia, de forma geral, vem sendo utilizada na
andlise de campos cujos valores extremos nao estao localizados em fronteiras de Dirichlet. A
construcao do espaco de aproximagao com fungoes que nao apresentam a propriedade delta de
Kronecker, como é o caso de vdrios métodos (EFGM, hp-Clouds, RKPM, etc.), obriga a impor
as condigoes de contorno de forma fraca. Este procedimento é realizado utilizando métodos
classicos como penalizacao, solugao do problema dual através de multiplicadores de Lagrange
ou método do Lagrangeano Aumentado, entre outros. Estas tentativas de contornar a limi-
tacao das funcoes do espaco de aproximacao, em relacao as condicoes de contorno essenciais,
carregam consigo efeitos indesejdveis na simulagao numérica. Dentre eles, foram observados, de
forma geral, aumento do custo computacional decorrente da integracao nas fronteiras, matriz
mal condicionada quando o fator de penalizagao for muito elevado (valores acima do médulo de

elasticidade longitudinal). No caso da resolucao do problema dual (minimic¢ao do Lagrangeano)
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nao se consegue convergéncia monotonica e assintética como em elementos finitos convencionais
(Garcia et alli [54]). Uma alternativa de impor condigoes de contorno essenciais de forma forte,
sacrificando parcialmente o carater sem malha do método e a regularidade da solucao, é ap-
resentado pelo MEFG. Neste caso a Particao da Unidade é constituida por funcoes lineares e
bilineares utilizadas em elementos finitos convencionais. Entretanto, a idéia inicial de impor
condigoes de contorno essenciais pela simples eliminacao das fungoes que aproximam graus de
liberdade prescritos nao se mostrou correta. O espago gerado com estas caracteristicas é exata-
mente conforme mas nao minimamente conforme em espacos construidos com enriquecimento
p. A falta de completude do conjunto de fungoes é constatada neste trabalho em problemas de
flexao de vigas discretizadas com pequeno nimero de elementos. Nesta situacao o espaco gerado
nao ¢ capaz de representar os modos pares caracteristicos, por exemplo, de vigas biapoiadas
em flexao. Concomitantemente a observagao deste fenomeno durante o desenvolvimento deste

trabalho, Schwebke & Holzer [47] constatam este fato em problemas de elasticidade plana.

6.1 Incompletude do conjunto de funcoes de aproximacao

A condicao necessdria para a convergéncia de uma solucao é que o espaco de aproximacao
gerado seja exatamente e minimamente conforme com relagao ao espago H* (). Por definigao,
o espago de MEFG @ (), indicado em (3.2), é exatamente e minimamente conforme quando
¢ o maior espago exatamente conforme e 7 (£,71) € span{p,QF} onde Q¥ podem ser obtidos
pelas expressoes (3.9) ou (3.11). Este problema serd exemplificado através da anélise de flexao

de uma placa bi-apoiada conforme Fig.6.1.

O exemplo consiste numa placa simplesmente apoiada (soft) em duas extremidades opostas.
A mesma estd sujeita a uma carga uniformemente distribuida com as dimensoées, proriedades
materiais e particionamento do dominio dados na Fig 6.1. Com o propdsito de utilizar a
solucao da equacao diferencial da viga de Euler-Bernoulli como “calibre” de comparacao para
os resultados do deslocamento transversal w, foi empregado coeficiente de Poisson nulo. O
espago de aproximagao para o campo w foi construido conforme as expressoes (3.10) e (3.11)

para N = 6 e p = 4. Neste caso, para atender as condigoes de contorno essenciais, foram
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L=10mm

b=2mm
t=1mm

E =2.1x10°Mpa
q=0.1 MPa

Figura 6.1: Placa simplesmente apoiada nas extremidades opostas discretizada com 2x1 ele-
mentos quadrangulares.
eliminados os espacos locais associados as nuvens sobre os contornos vinculados. Sendo assim,

o espaco resultante toma a forma

7 = {{e.i}i1<asn, (6.1)
{e@t} = {008} = {0u0s} = {osh} =0} (6.2)

Os tracos das funcoes de aproximagao associadas & nuvem o = 2 para pontos de coordenada
(x,1) sdo mostrados na Fig.6.2. Sendo a solucao simétrica em relacao a metade da viga, somente
as funcoes “pares” ¢, pr? e pz* serdo titeis para representar o campo w. Assim, claramente
faltam os termos quadraticos e de quarta ordem. Se utilizarmos estas funcoes a solugao obtida
¢ apresentada na Fig.6.3(a), diferente da linha eldstica correta mostrada em Fig.6.3(b)

A seguir serao comentados dois procedimentos utilizados para contornar este problema. O

primeiro consiste no processo cléssico de penalizagao das fungoes de fronteira.

6.2 Meétodo de penalizacao

Uma vez que este método é amplamente utilizado na abordagem de problemas desta natureza,
serao suprimidos maiores detalhes no formalismo matemético de sua aplicacao.
Considere-se o problema de aproximagao do campo primal u (2) para um elemento estru-

tural genérico mostrado na Fig.6.4, utilizando o Principio da Energia Potencial Minima II (u),
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1 2 4
0.75 1 3
0.5 0 2
0.25 1 1
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X QX
20 60
10 45
0 30
-10 15
=20 0
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Figura 6.2: Trago das fungoes associadas & nuvem « = 2 sobre o contorno (z, 1)

0.00E+0 — 0.00E+0 —
-3.00E-3 — -1.50E-1 —
-6.00E-3 —| -3.00E-1 —
B B 2 _
-9.00E-3 — -4.50E-1 —
-1.20E-2 — -6.00E-1 —
-1.50E-2 -7.50E-1
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
X X
(a) (b)

Figura 6.3: Modos de solugao; a) obtido por espago incompleto, b) obtido por processo de
penalizacao.
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Figura 6.4: Elemento estrutural sujeito a forgas de tracao t e forcas de corpo f

o problema em questao pode ser formulado como:

min II (u
{ g(u) Z(O)ern o0 (6.3)

onde as condigoes de contorno de Dirichlet sdo impostas como g (u) = g (u)—ua =0V u € 9Qp.

Incorporando as condigoes de contorno no problema de minimo, o funcional a ser minimizado
¢ dado por:

P (p,m) =TT (w) + py (7 (). 7 (w) (64)

Na expressao (6.4) P (p,u) é o funcional penalizado e p > 0 é o fator de penalizagdo. Em

(6.4) se tem que II(u) = 3a(u,u)—I(u) ¢ continuo em Q e II(u) > 0 Vu € Q. Aplicando as

condicoes necessarias de minimo se obtém
P (9,u) [u*] =0, (6.5)
onde u*,u € H! (Q2). Da minimizacao do funcional P (p,u) obtém-se a expressao:
a(u,u) —I(u") +p(g(u),g(u)) —plg(u), 0 =0"u € H (Q). (6.6)
Colocando (6.6) na forma matricial se obtém

H / BIDBIQ + p NTNd(%Z} U
Q 00D

- / NTFdQ — NTtdQ — p NTﬁ} . U* =0, YU* € R". (6.7)
Q OON

oD
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A forma final de (6.7) recae na equagao KU = F onde,

K = / B'DBIQ+p [ N NdoQ, (6.8)
Q 00D

F = / NTFdQ — N’tdQ—p [ N U, (6.9)
Q 0ON oD

e U ¢ o vetor nodal com os graus de liberdade prescritos. A matriz N é constituida das funcoes

que aproximan os graus de liberdade prescritos na fronteira de Dirichlet e tem a seguinte forma:

. ;51 0 0 §%¢i5491x _C%@biSS Z2x e
N=|--- 0 ¥; Sy 0 C510iSat, —C51;S50, - (6.10)
0 0 %SB Céwisﬂgzlz _C%wis59122 T

1 presc.

0 nito/presc. parai=1,...,5.

na expressao acima S; {
Um cuidado a ser tomado na utilizacao desta técnica diz respeito ao fator de penalizagao p.
Este coeficiente nao deve assumir valores muito acima do médulo de elasticidade longitudinal,
sob pena de resultar numa matriz de rigidez mal condicionada.
Uma forma alternativa de impor condigoes de contorno de forma forte consiste na utilizagao
de funcoes que satisfazem condigoes de contorno na fronteira sem se anular dentro dos elemen-

tos. Na préxima se¢ao se introduz uma forma simples de construcao de fungoes de fronteira

satisfazendo esta restricao.

6.3 Funcoes de fronteira

Esta técnica consiste na substituicao das funcoes particao da unidade sobre as fronteiras de
Dirichlet por fungoes que se anulam nestas fronteiras. Essas novas fungoes, denominadas neste
trabalho de “funcoes de fronteira”, sao obtidas pelo procedimento de restricao multiplicativa,
similar aquele apresentado no trabalho de Schwebke & Holzer [47].

As funcoes de fronteira sao funcoes quadréticas em R! e biquadraticas em R? que possuem
valores nulos nos contornos de Dirichlet. Estas fungoes substituem as Partigoes de Unidade na
aproximagao dos graus de liberdade prescritos. As mesmas sao obtidas pelo produto tensorial
das funcgoes particao de unidade associadas a nuvens com graus de liberdade prescritos pelas
fungoes “rampa” definidas no dominio do elemento. As fungoes rampa que tém o mesmo suporte

das nuvens sobre a fronteira prescrita sao definidas para cada grau de liberdade do modelo.
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Figura 6.5: Contorno com deslocamentos prescritos e posicao da funcao rampa correspondente
aos graus de liberdade prescritos no elemento destacado.

Elem.\N6 [1]2]3]4 R (§:1)
1 1101 vs (§,m)
2 LI1]0]0|ps(&n) +es(Em)

Tabela 6.1: Funoes rampa associadas ao grau de liberdade u correspondente aos elementos e
e ey da Fig.6.5.

Sendo assim o mimero de fungoes rampa por elemento de fronteira prescrita é sempre igual
ao nimero de graus de liberdade prescritos do modelo utilizado. A técnica de construcao das

“funcoes de fronteira” e das fungoes rampa sao mostradas a seguir através de um exemplo.

Seja um dominio dicretizado 2 como mostrado na Fig.6.5, onde se quer atribuir para as
fronteiras 0€); e 0y condicao de contorno homogénea para o deslocamento u. A fungao rampa
R. (&,7n) associada ao grau de liberdade prescrito é obtida pela soma das fungoes partigao de
unidades associadas as nuvens que nao estao sobre as fronteiras prescritas. Portanto para os
elementos e; e ey (Fig.6.5), com contornos sobre as froteiras prescritas 9€; e 0, as fungoes

rampas sao dadas pela Tab 1. as seguir:

Definidas as fungoes rampa correspondentes ao grau de liberdade u, como indicado na Tab.1,
a construcao das funcoes de fronteira associadas as nuvens sobre os contornos com condicoes
prescritas é realizada pelo produto tensorial da particao da unidade da nuvem pela funcao
rampa do elemento correspondente ao grau de liberdade prescrito. O procedimento para a

construcao das funcoes de fronteira associadas aos nds 1 e 2 dos elementos e; e ey é indicado
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Elemento | N6 | R, (&,n) B, (&)
1 1 Y3 ¥1¥3
1 2 ¥3 ¥2¥3
2 L | o3+ @4 | 0103+ 04)
2 2 | o3t @y | 9203+ ¢4)

Tabela 6.2: Funoes bolha para os nos 1 e 2 dos elementos e; e e da Fig.6.5.

% a2k 2
)C

(b) e (c) sao as “fungdes de fronteira” correspondentes aos nés 1, 2 e 4 do
e (e) corresponde as fungoes de fronteira do elemento 2 associado aos nés 1 e

Figura 6.6: (a),
elemento eq, (d)
2.

na Tab.2 como segue:
As Fig. 6.6(a), (b) e (c) mostram as fungdes de fronteira associadas aos nés do elemento e;

e as Fig.6.6(d) e (e) representam as fungdes de fronteira associadas ao elemento e.

6.4 Analise comparativa entre penalizacao e funcgoes de
fronteira

Esta andlise consiste na comparacao de resultados entre as duas técnicas citadas em problemas

onde, propositalmente, os valores maximos do campo acontecem sobre a fronteira de Dirichlet.

6.4.1 Placa quadrada simplesmente apoiada

Este exemplo é constituido de uma placa quadrada simplesmente apoiada (hard) com carga
uniformemente distribuida no dominio. Devido as condigoes de simetria e carregamento, é

analisado apenas um quadrante da placa, discretizado com quatro elementos quadrangulares.
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Figura 6.7: a) Norma L? () do erro relativo de esfor¢o cortante Q,; b) Norma L? () do erro
relativo do deslocamento transversal w.

Os resultados sao obtidos com refinos p-homogéneos. O quadrante analisado tem 8mm de
comprimento, 0,lmm de espessura e estd sob uma carga distribuida de 0,1MPa. As normas
L?(9) do erro relativo do esforgo cortante @, e do deslocamento transversal w sao mostrados

nas Fig.6.7(a) e 6.7(b) em func¢ao do nimero de graus de liberdade (NGL) do modelo numérico.

Os resultados da Fig.6.7(a), mostram uma melhora significativa na convergéncia da norma
L2 () do erro relativo de @, com as fungoes de fronteira em relacao ao processo de penalizagao.
Isto se deve ao enriquecimento adicional acarretado pela substituicao de fungoes Particao de
Unidade bilineares pelas funcoes de fronteira biquadraticas. A Fig.6.7(b) mostra que a norma
L? () do erro relativo no deslocamento transversal w apresenta taxa de convergéncia ligeira-
mente mais elevada com a utilizacao das funcoes de fronteira, entretanto o erro se estabiliza na
ordem de 10~° contra 1079 atingido quando é usado o processo de penalizacao. Em ambas as
situacoes sao usados 1260 graus de liberdade. Conclui-se, no exemplo da placa quadrada, que
o efeito das fungoes de fronteira tem cardter local, como pode ser notado na Fig.6.7(a). Isto se
deve ao fato de se ter um espaco mais rico nas regioes onde se acumula a energia de deformacao
devido ao cisalhamento. Este efeito benéfico nao se repete no deslocamento transversal, como

mostrado na Fig.6.7(b), onde os valores do campo crescem em dire¢ao oposta aos apoios.
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Figura 6.8: a) Norma L?(2) do erro relativo do momento radial M,,, b) Norma L?(£2) do
deslocamento transversal w.

6.4.2 Placa circular engastada

O exemplo analisado é constituido de uma placa circular de 8mm de raio, 0,1 mm de espes-
sura, sob a agao de uma carga uniformemente distribuida de 0,1 MPa. Analisa-se somente um
quadrante da placa sob condig¢oes de contorno de simetria, com doze elementos quadrangulares.
Os resultados obtidos sao referentes a refinos p-homogéneos. Neste exemplo é utilizada inte-
gragao completa com um nimero méximo de (8 x 8) pontos de Gauss. Os resultados mostrados
na Fig.6.8(a) e 6.8(b) referem-se a norma L? (©2) do momento radial M,, e do deslocamento
transversal w, em funcao do mimero de graus de liberdadedo sistema.

Na andlise da norma L? (£2) do momento radial, Fig.6.8(a), pode ser constatado um com-
portamento similar dos espacos de aproximacao construidos com as funcoes de fronteira e o
processo de penalizacao. O baixo desempenho dos espagos obtidos, com erros estabilizados em
patamares da ordem de 10~!, decorrem possivelmente da malha distorcida e de um refino h po-
bre. Os resultados obtidos para o erro relativo do deslocamento transversal mostram um ligeiro
aumento na taxa de convergéncia quando sao utilizadas as funcoes de fronteira. Entretanto, os
resultados se estabilizam em patamares ligeiramente superiores aos atingidos pelo processo de

penalizaco, como mostra a Fig.6.8(b).
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0Q2

Figura 6.9: Coordenadas r e ¢ do ponto x suficientemente préximo do contorno

Como fechamento deste capitulo, abre-se a seguir a discusao de um dos aspectos mais

atraentes desta metodologia, que diz respeito a flexibilidade de construcao dos espacos locais.

6.5 Funcoes especiais em MEFG

Neste topico é feita um breve discusao sobre a construcao dos espacos locais pela inclusao
de modos conhecidos da solucao para o problema de valores no contorno em questao. Este
procedimento serd utilizado na andlise dos fendmenos de camada limite em placas e cascas rasas
modeladas com teoria cinemética de primeira ordem (Mindlin). Em mecanica dos sélidos, os
fenomenos de camada limite sao caracteristicos de problemas elipticos modelados com teorias
de ordem superior. Os mesmos se manifestam por um comportamento diferenciado da solugao a
uma distancia da borda da ordem da espessura. Este comportamento ocorre de forma geral num
decaimento exponencial perturbado pela espessura nas regioes supracitadas. Especificamente
nos problemas estéticos de placas de Mindlin, a perturbacao exponencial da solucao ¢ associada

as rotacoes, como mostrado a seguir.

Seja w e ¢ as solugoes, para o deslocamento transversal e para as rotagoes, que satisfazem,
para condicoes de contorno especificas, a equagao diferencial para placas de Reissner-Mindlin

(Arnold & Falk [18]). Escrevendo w e ¢ como expansoes assintGticas da espessura ¢ obtém-se
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Figura 6.10: Funcao de fronteira com decaimento exponencial associada ao né 1 do elemento 2
da Fig.6.5.

as expressoes:

w o~ wy+twy +trwy + ..., (6.11)

¢ ~ (D +tdy + 120y + ) + x (B + 1Dy + 12y +....) (6.12)

de forma tal que quando t — 0, w — wg € ¢ — Py + xDo.

Nas expansoes (6.11) e (6.12) as fungdes w; e ¢;, com i = 0,1,2,.., sdo suaves. x é um
operador que vale zero para pontos do dominio suficientemente afastados da fronteira e tem
valor unitdrio para pontos suficientemente préximos da mesma. As fungoes ®;, com: =0,1,2, ..,

sao fungoes perturbadas exponencialmente pela espessura e tem a forma,

®; = e VMR (r/t,0) . (6.13)

Na expressao (6.13), k é o coeficiente de corre¢ao do cisalhamento, r é a distdncia de um
ponto suficientemente préximo a fronteira na direcao normal & mesma e 6 o &ngulo medido a
partir do sistema global de coordenadas como indicado na Fig.6.9. As fungdes F; () sado fungoes
suaves e independentes de t. A convergéncia dos espagos construidos com estas fungoes serd

comentada a seguir.
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6.5.1 Construcgao do espago Q) (1)

O objetivo deste topico é construir um espago com caracteristicas locais especificas sobre as
fronteiras, que representem de forma mais adequada os decaimentos exponenciais caracteristicos
dos fendbmenos de camada limite em placas e cascas rasas semi-espessas. A idéia entretanto nao
¢ a de aproximar a solucao de forma 6tima (que tem que ser realizada com as autofungdes do
PVC), pois isto limitaria o espa¢o a um determinado tipo de problema. A proposta consiste
em aproximar as parcelas suaves w e ¢ em €) com fungdes polinomiais e as parcelas de ® (x, y)
em 02 com as fungoes indicadas na expressao (6.13). Assim, o espago de aproximacao global

() pode ser escrito como:

N

Q = Z%Vm Vo C H(lfzamfz)a (6'14>
a=1

Vo = span{QP UXV,}. (6.15)

Em (6.15) o simbolo x é dado por:

1, x, € 0N
0, X, ¢ 00

onde x,, é o vetor posi¢ao do centro da nuvem «.

O conjunto de fungoes de enriquecimento Q¥ pode ser obtido conforme (3.9), se for por
produto tensorial, ou por (3.11) se for obtido por produtos completos de polindmios. O conjunto
V, C V, confere o comportamento local caracterizado pelo decaimento exponencial. O mesmo
¢ dado pela expressao:

Vo = {eP'F (r/t,0), F € P} (6.16)

Em (6.16) P = {1,7,7%,...,r" 1} onde 7 e 0, mostrados na Fig.6.9, sdo a coordenada local
medida na dire¢ao normal e o &ngulo medido com relacao a origem do sistema de coordenadas
respectivamente. O coeficiente 3 = 12k ¢é caracteristico do modelo cinematico de Mindlin
para placas e cascas rasas.

A Fig.6.10 mostra a funcdo B (¢,n), e 7/t (r/t) € V, onde as fungdes de fronteira correspon-
dem ao n6 1 do elemento e, da Fig.6.5. Da Fig.6.10 observa-se um comportamento estritamente

local dos espacos otimizados na fronteira onde o valor da fungao varia bruscamente em regioces
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localizadas a uma distancia da fronteira da ordem da espessura. A potencialidade dos espagos

locais construidos com as caracteristicas supracitadas sao discutidos no capitulo sete.
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Capitulo 7

Resultados numeéricos

7.1 Introducao

Neste capitulo é apresentado um conjunto de exemplos numéricos com o objetivo de avaliar
o desempenho dos espagos de aproximacao construidos segundo MEFG, quando aplicados em
modelos de placas e cascas de primeira ordem (Mindlin) e terceira ordem com normal extensivel
(Pandya & Kant [4]). Os exemplos contemplam estruturas de material homogéneo e composto
por laminados. Trés aspectos bésicos sao abordados nos exemplos. O primeiro diz respeito ao
desempenho frente ao fenémeno de travamento (locking) de membrana e flexdo em exemplos
de material homogéneo, eléstico linear e isotrépico. O segundo aspecto consiste na andlise de
convergéncia de campos primais e duais, em problemas regulares, para materiais homogéneos e
compostos por laminados. Neste ponto sao observados os aspectos qualitativos e quantitativos
da convergéncia. O terceiro e ultimo ftem desta andlise diz respeito a versatilidade do espago
utilizado. Neste tépico é explorada a capacidade adaptativa do espaco de aproximacao em
problemas de camada limite em placas e cascas para os modelos de primeira e terceira ordem.
Aqui sao utilizadas as técnicas hp adaptativas, utilizadas em elementos finitos convencionais,
acrescidas dos enriquecimentos p-ortotrépicos e a inclusao, em espacos locais especificos, de
autofungoes conhecidas da solugao do problema em questao.

Os resultados deste capitulo sao apresentados em quatro secoes como segue:

7.1.1 Anadlise de travamento (locking).

Os resultados desta secao sao observados através dos seguintes exemplos:
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i. Placa quadrada simplesmente apoiada (hard) com carga uniformemente distribuida no dominio.

O exemplo é complementado pela verificagao da influéncia da distorcao da malha.
ii. Placa circular engastada com uma carga uniformemente distribuida no dominio.
iii. Teto cilindrico de Scordelis-Lo, apoiado em diafragma e sujeito a uma carga de gravidade.
iv. Casca cilindrica puncionada apoiada em diafragmas.
v. Hemisfério submetido a cargas radiais defasadas de 90° e com sentidos alternados.
vi. Casca cilindrica com superficie de referéncia inextensivel e carga de puncao auto-equilibrada.

7.1.2 Anadlise de convergéncia em problemas regulares de placas

Estes resultados sao obtidos para estruturas de material homogéneo e material composto por
laminados e correspondem a valores locais normalizados e norma L? (Q) do erro relativo do
campo analisado. Para todos os exemplos que seguem a norma L? (2) do erro relativo de um
campo genérico C serd definida por || E¢|| 2y = [ICa — Cll12(q) / [|Call z2(q) » onde C, € o valore de
referéncia e C o valor obtido pela pelo MEFG. A anélise é feita observando o modelo cinematico

utilizado para os seguintes elementos estruturais:

i. Placa quadrada simplesmente apoiada (hard) e modelo de primeira ordem.
ii. Placa circular engastada no contorno e modelo de primeira ordem.
iii. Modelos de primeira ordem e de terceira ordem na anélise de uma placa quadrada composta.

7.1.3 Anadlise de problemas regulares de cascas

Devido a auséncia de solugoes analiticas para a grande maioria dos problemas os resultados
mostrados neste tépico sao comparados com resultados equivalentes obtidos com elementos

finitos convencionais e com solucoes analiticas de cascas finas.

i. Andlise de casca cilindrica sob pressao interna. Neste exemplo o modelo de primeira ordem

e serd comparado com a solucdo de casca fina obtida por série de Fourier (Nicolazzi [48]).
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ii. Verificagao do cardter hierdrquico dos modelos utilizados.
iii. Verificacao da sensibilidade a distor¢ao da malha para a casca cilindrica.

7.1.4 Problemas de camada limite

Nesta secao é analisado o problema de camada limite em placas e cascas para o modelo de
primeira ordem (Mindlin) e para o modelo de terceira ordem com normal extensivel. Esta
andlise é realizada para elementos estruturais de material homogéneo e isotrépico bem como

para material composto por laminados. Os resultados sao obtidos para os seguintes exemplos:

i. Placa quadrada, com bordo livre, modelada por teoria de primeira ordem e sujeita a uma

carga senoidal auto equilibrada.

ii. Placa simplesmente apoiada (hard), modelada com teoria de primeira ordem, sob carga

uniformemente distribuida.

iii. Casca cilindrica, modelada com teoria de primeira ordem e de material homogéneo e

isotrépico, com borda livre sujeita a uma carga senoidal de tracao auto-equilibrada.

iv. Casca cilindrica de material composto por laminado modelada com teoria de terceira ordem

e sujeita a uma carga de tracao senoidal auto-equilibrada.

v. Teto parabdlico raso constituido de material homogéneo e isotrépico modelado com teoria

de primeira ordem e sujeito a uma carga de gravidade.

vi. Teto parabdlico raso constituido de material composto por laminado modelado com teoria

de terceira ordem e sujeito a uma carga de gravidade.

7.2 Anadlise de travamento (locking)

De forma geral pode-se definir o travamento (locking) como a incapacidade do espago de aprox-
imacao de satisfazer as restricoes de deformacao cisalhante e de membrana nulas quando a
espessura do elemento estrutural tende a zero. Este fendmeno, que é mais freqiiente no modelo

de primeira ordem, pode ocorrer em modelos de ordem superior com a deterioracao do espaco de
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aproximacao (malhas distorcidas, matriz de rigidez mal condicionada etc.). O mesmo se mani-
festa em problemas dominados por mecanismos de flexao. A parcela de energia de deformacao
correspondente a flexao tende ao valor nulo mais rapidamente que as parcelas de energia de
cisalhamento e de membrana. Os sintomas desta patologia numérica se traduzem num aumento
de rigidez da estrutura a medida que a espessura tende a zero. A baixa ordem do modelo uti-
lizado e do espacgo de aproximacao tem sido contornada em MEF através da sub integracao da
matriz de rigidez do elemento. Este procedimento foi utilizada por Huang & Hinton [15] para
contornar travamento de membrana no teto cilindrico de Scordelis-Lo e Belytschko et alli [81]
no problema da casca cilindrica puncionada. O procedimento de sub integragao, largamente
difundido em elementos finitos convencionais pelo seu baixo custo de utilizagao, apresenta o
inconveniente de poder gerar modos espirios de deformacao. Estes modos, também conhecidos
por modos de Hourglass, se caracterizam por apresentar energia de deformacao nula e devem
ser estabilizados sob pena de gerar uma matriz de rigidez global singular. Outros procedimen-
tos tem dado bons resultados em elementos finitos como o refino p utilizando elementos de
alta ordem como apresentado no trabalho de Della Croce & Scapolla [49] ou através de bases
hirdrquicas apresentado em Novotny & Fancello [1]. Neste tltimo trabalho os autores ratificam
resultados apresentados por outros autores onde para espacos de aproximacao gerados com
polinémios de quarta ordem nao se observa travamento de cisalhamento. Nesta secao é verifi-
cada a capacidade do espaco de aproximacao, construido segundo a filosofia do MEFG, evitar
o travamento de cisalhamento e membrana para espacos construidos por refino p homogéneo.
Para tal sao utilizados exemplos através dos quais se pretende observar a influéncia da distorcao

da malha, das condigoes de contorno, da geometria e dos efeitos de membrana e flexao.

7.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno

Este exemplo consta de uma placa quadrada simplesmente apoiada com carregamento uni-
formemente distribuido no dominio cujas dimensoes e propriedades materiais sao indicadas
na Fig.7.1. Esta anélise objetiva verificar o efeito de deterioracao do espaco de aproximagao
através da distorcao da malha. Devido a simetria da geometria e do carregamento ¢ modelado

apenas o quadrante inferior na Fig.7.1. Os resultados correspondem aos valores maximos do
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L=16mm
E=210000MPa
Vi03 . (a)
g=variavel

t=variavel

(b)

Figura 7.1: Placa quadrada simplesmente apoiada; (a) malha regular 4 elementos Q8; (b) malha
distorcida 4elemetos Q8.

deslocamento transversal, normalizados em relacao a solucao de placa fina de Timoshenko et
alli [72]. Os resultados s@o obtidos para uma malha regular e outra distorcida. Nos dois casos
o dominio é discretizado por uma malha de quatro elementos quadrangulares e o espaco de
aproximagao construido por refino p homogéneo. Neste exemplo é utilizada integragao cheia
com regra de quadratura méaxima de 6 x 6 pontos de Gauss por elemento. Os resultados sao
apresentados nas Fig.7.2(a) e 7.2(b).

Observando os resultados da Fig.7.2(a) e (b) constata-se que mesmo para espagos de aprox-
imacao construidos com bases polinomiais de p = 4 ocorre travamento ,em ambas as situacoes,
para uma razao L/t > 10%. Por outro lado observa-se, na Fig.7.2(b), que o efeito de distor¢ao da
malha nao produz uma deterioracao do espago ao ponto de apresentar discrepancias acentuadas
nos resultados obtidos com malha regular (Fig.7.2(a)). Os efeitos da influéncia da geometria

sao analizados através de uma placa circular engastada no contorno como mostrado a seguir.

7.2.2 Placa circular engastada no contorno

Este exemplo consiste numa placa circular engastada no contorno sujeita a uma carga uni-
formemente distribuida no dominio. Devido a simetria analisa-se somente o quadrante superior

direito como indicado na Fig.7.3. O quadrante é discretizado com doze elementos quadrangu-
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Figura 7.2: Valores normalizados w/w,, (a) malha regular; (b) malha distorcida.

lares e um niimero méximo de 6 x 6 pontos de Gauss. O espago de aproximacao é construido
com refino homogéneo p = 3 e p = 4 respectivamente. Os resultados deste exemplo sao apre-
sentados na Fig.7.4, onde se mostra o valor méximo de deslocamento transversal w normalizado
em relagao a solugdo analitica de placa fina de Timoshenko et alli [72].

Verifica-se, a ocorréncia de travamento para valores 2R/t > 10% para p = 3 e 2R/t > 10*
para p = 4. Comparando estes resultados com os obtidos para placas quadradas, observa-se
uma incapacidade maior do espago gerado com p = 3 para contornar o fenémeno de travamento,
mesmo para espessuras de ordem pratica. Ja que em ambas as situacoes existe o problema da
distor¢ao da malha, acredita-se na influéncia do engaste que constitui uma condicao de contorno
critica nos problemas de travamento.

Até o presente momento foi analizado o travamento de cisalhamento caracteristico de prob-
lemas de flexao de placas. Entretanto, problemas similares ocorrem nas estruturas que sofrem
esforcos acoplados de flexao e membrana, ocorrendo o efeito conhecido como travamento de
membrana. Os exemplos mostrados a seguir tem a finalidade de verificar o comportamento do
espaco de aproximacao na abordagem do fendmeno de travamento, de cisalhamento e mem-

brana, bem como a capacidade de representar mecanismos complexos de membrana e flexao.
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E=210000 Mpa
v=0.3

R =8mm

t = variavel

q = variavel

Figura 7.3: Placa circular engastada no contorno.
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Figura 7.4: Deslocamento transversal méximo normalizado w/wj,.
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7.2.3 Teto cilindrico de Scordelis-Lo

Este exemplo é utilizado para verificar a capacidade do espago de aproximacao de representar
campos complexos de deformagoes de membrana. Ele foi sugerido por Huang & Hinton [15]
para verificar o travamento de membrana.

A estrutura observada constitui-se de um teto cilindrico com as extremidades curvas apoiadas
em diafragmas rigidos na diregao radial e flexiveis na direcao longitudinal. Os contornos laterais
sao livres (Fig.7.5). Esta estrutura estd sujeita a uma carga de gravidade uniformemente dis-
tribuida sobre a superficie. As caracteristicas geométricas e materiais sao mostradas na Fig.7.5,
sendo analisado apenas um octante da estrutura. A regiao analisada é discretizada com 2 x 2
elementos quadrilaterais e integragao cheia, de 8 x 8 pontos de Gauss. Aqui sao comparados
resultados do deslocamento transversal w no ponto B com os equivalentes obtidos através da
solugao analitica de MacNeal & Harder [66]. Os valores numéricos foram obtidos por refino p
homogéneo, utilizando os modelos cinemdticos de primeira e terceira ordem.

A Fig.7.6, mostra auséncia de travamento de membrana e convergéncia assintética do deslo-
camento transversal, para ambos os modelos. Observa-se, para os dois modelos cineméticos,
que a convergéncia é atingida com espacgos gerados com p = 3 sendo que o aumento da ordem
polinomial nao produz variacoes significativas, mesmo para o pequeno nimero de elementos
utilizados. Observa-se também uma rigidez maior do modelo de terceira ordem que converge
para um valor menor que aquele utilizado como referéncia. Este fato se deve a que o modelo
de terceira ordem se comporta como um modelo sélido ja que neste caso a rigidez transversal
nao é negligenciada como ocorre no modelo de primeira ordem, e a condi¢ao de engaste ¢ mais

restritiva que a do modelo de primeira ordem.

7.2.4 Casca cilindrica puncionada

Neste exemplo, proposto por Belytschko et alli [81], é posta a prova a capacidade dos modelos
utilizados e do espago de aproximacgao, construido segundo a filosofia do MEFG, de descrever
estados complexos de membrana e flexao. Este consiste numa casca cilindrica apoiada em

diafragmas nas duas extremidades curvas indicada na Fig.7.7. Estes diafragmas sao rigidos no
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Primeira ordem
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CB:v=a =0
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Figura 7.5: Teto cilindrico de Scordelis-Lo.
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Primeira ordem

AB:w= B=0
DA: u=w= B =0
CB:v=a =0
DC:u=p =0

Terceira ordem

AB:yw=w*= B=0

DA:u=w=w*=0
B=06=0

CB:y=0=7y=0

DC:y=p=06=0

R=300 L=600 t=3.0

E=3.0x10" v=03 P=1.0

Figura 7.7: Octante de uma casca cilindrica sob carga de pungao.

plano do apoio e flexiveis no plano perpendicular ao apoio. A casca cilindrica é submetida a
acao de duas forcas diametralmente opostas aplicadas no centro da estrutura. Devido & simetira
¢ analisado somente o primeiro octante com uma malha de 6 x 6 elementos quadrangulares e
regra de quadratura méxima de 8 x 8 pontos de Gauss por elemento. Os resultados analisados
referem-se ao deslocamento transversal w do ponto C (Fig.7.7) normalizado com relagao a
solugdo apresentada por Belytschko et alli [81]. Estes resultados, mostrados na Fig.7.8, sao
obtidos por refino p-homogéneo para os modelos cinemadticos de primeira e terceira ordem
respectivamente.

Pela andlise de resultados da Fig.7.8, constata-se convergéncia asintética e auséncia de trava-
mento de membrana para espacos construidos com p > 4. Os resultados observados mostram
uma pequena diferenga nos limites de convergéncia do modelo de primeira ordem com relacao

ao modelo de terceira ordem ambos ligeiramente superiores a solu¢ao de Belytschko et alli [81].

7.2.5 Hemisfério puncionado

O exemplo a seguir consiste de uma casca hemisférica submetida a cargas radiais defasadas

de 90° de sentidos alternados como mostrado na Fig.7.9. Este exemplo tem como finalidade
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Figura 7.8: Razao w/w, no ponto C para os modelos de primeira e terceira ordem.

verificar a capacidade dos modelos cinemdticos e do espaco de aproximacgao de representar
mecanismos de flexao sem distensao de membrana, ji que neste exemplo as deformacoes de
membrana sao pequenas. Este problema também é adequado para verificar as rotagoes de
corpo rigido que surgem nos elementos mais afastados dos pontos de aplicacao do carregamento.
Devido & simetria é analisado o primero octante discretizado com uma malha regular de 6 x 6
elementos quadrangulares e integragao cheia com um nimero méximo de 8 x 8 pontos de Gauss
por elemento. Os resultados do deslocamento u do ponto A (Fig.7.9) sdo normalizados com
relagdo a solugao analitica de MacNeal & Harder [66] e obtidos com um espago de aproximagao

p-uniforme para os modelos de primeira e terceira ordem (Fig.7.10).

Como nos resultados anteriores, a partir de espagos contruidos com base polinomial de
quarta ordem, nao se verificam os efeitos de travamento. Novamente, aqui se constata uma
convergéncia assintética dos espagos construidos por refino p homogéneo. Este exemplo apre-
senta um comportamento de convergéncia similar aos exemplos anteriores, onde, a partir de

p > 4, os resultados nao sofrem praticamente alteragoes.

116



Primeira ordem
DA:v= B =0

BC:u= a =0

Terceira ordem
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P =
.Y,y t=0.04

E=6.825x10"
v =0.3
P=1.0

Figura 7.9: Octante de um hemisfério com carga de puncao alternada.
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Figura 7.10: Razao -, no ponto A para os modelos de primeira e terceira ordem.
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Figura 7.11: Razdo - no ponto C da Fig.7.7 ; (a) modelo de primeira ordem, (b) modelo de
terceira ordem.

7.2.6 Casca cilindrica com carga de puncao auto-equilibrada

O exemplo mostrado a seguir consta de uma casca cilindrica com carregamento de pungao auto
equilibrado. A mesma tem dimensées e propriedades materias indicadas na Fig.7.7, sendo que
neste caso, o octante analisado é discretizado com uma malha regular de 8 x 8 elementos quad-
rangulares. Este exemplo constitui um caso critico de travamento de membrana. A casca, com
as extremidades livres, nao apresenta deformagcoes na superficie de referéncia no sentido longitu-
dinal. Entretanto, devido ao carregamento nao ser axi-simétrico predominam esforgos de flexao
no sentido axial e esforcos membranais radiais elevados. Visto que, quando a espessura tende
a zero, a energia de flexao tende a zero mais rapidamente que a de cisalhamento e a de mem-
brana é de se esperar que para espessuras muito pequenas os mecanismos de deformacao sejam
dominados por esfor¢cos membranais. Neste exemplo é verificado o comportamento dos modelos
de primeira e terceira ordem para espacos construidos por refino homogéneo e isotrépico, com
p =3 e p =4 para ambos os modelos. Os resultados mostrados sao o deslocamento trasversal
no ponto C, Fig.7.7, normalizado em relagao & solugao analitica apresentada em Timoshenko

et alli [72], (Fig.7.11(a) e Fig.7.11(b)).

As Fig.7.11(a) e Fig.7.11(b) mostram um comportamento semelhante para ambos os mod-
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elos. Constata-se, entretanto, que mesmo para espacos construidos com polinémios de quarta

R

* > 10°. Para uma situacao de

ordem nao se consegue evitar o travamento para uma razao
integracao completa, como a utilizada neste exemplo, os resultados obtidos nao frustraram as

espectativas, ja que os travamentos fortes de membrana, como é o caso deste exemplo, nao sao

B
-

evitados por refinos p além de um determinado limite da razao

Com os resultados apresentados acima encerra-se esta secao, concluindo-se que, embora os
espagos gerados com as bases polinomiais utilizadas nao apresentem travamento para espessuras
de interesse pratico, do ponto de vista matemdtico o fenémeno ocorre. Os espagos gerados
com esta metodologia mostram, nos exemplos de placas de Mindlin, resultados compativeis e

inferiores aos obtidos pelo hp-Clouds (Garcia et alli [54]) e elementos finitos utilizando bases

hierdrquicas (Novotny & Fancello [1]).

7.3 Anadlise de convergéncia em problemas regulares de
placas

Esta secao analisa o desempenho do espaco de aproximacao e dos modelos cinemadticos de
primeira e terceira ordem na simulacao numérica de problemas regulares de placas. As analises

sao realizadas para os exemplos a seguir:

7.3.1 Placa quadrada simplesmente apoiada

Este exemplo é uma reanélise do caso mostrado na Fig.7.1 com uma espessura de 0.1mm e sob
uma carga uniformemente distribuida no dominio de 0.1 MPa. Os resultados correspondem as
malhas da Fig.7.1(a) e 7.1(b) e um espago de aproximagao p-homogéneo. Os resultados para
a norma L?(Q2) erro relativo do deslocamento transversal w e do momento M,, sdo mostra-
dos nas Fig.7.12 e a Fig.7.13 respectivamente para refinos p. Os valores méximos locais do
deslocamento transversal w foram normalizados com relacao & solucao analitica de Marguerre
& Woernle [46]. A Fig.7.12(a) mostra a influéncia da distor¢ao da malha na deterioragdo do
espaco de aproximacao. Este fato pode ser confirmado pela diminuicao da taxa de convergéncia
da curva da malha distorcida com relacao a taxa de convergéncia da malha regular. Através dos

resultados da Fig.7.12(b) constata-se que os valores obtidos com malha distorcida nao diferem
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Figura 7.12: (a) Norma L? (Q) do erro relativo de w; (b) valores normalizados .

a

significativamente daqueles com malha regular para bases polinomiais com p > 3. Dos resul-
tados observados nas Fig.7.12(a) e Fig.7.12 (b) conclui-se que nao ha um efeito acentuado na
perda de convergéncia para o caso de malhas distorcidas e como esperado o mesmo é atenuado
pelo refino p. Um comportamento semelhante ao observado para o erro da norma de deslo-
camento ocorre para o momento M,, mostrado na Fig.7.13. Os resultados do erro relativo
da norma L? (f2) do momento M,, mostram um pequeno efeito da distor¢ao da malha que
¢é sensivel para valores baixos de p e é praticamente eliminado com o incremento da ordem

polinomial.

7.3.2 Placa circular engastada no contorno

Este exemplo é o mesmo do caso mostrado na Fig.7.3 utilizando uma espessura de 0,1 mm e
carga distribuida de 0,1 MPa. A regiao observada é o primeiro quadrante discretizado com 12
elementos quadrangulares e no méximo 8 x 8 pontos de integracao de Gauss. Os resultados do
deslocamento transversal w,. e do momento radial M,.,. sdo apresentados nos graficos da Fig.7.14
e da Fig.7.15, normalizados em relagao a solucao analitica de Marguerre & Woernle [46].

Os resultados observados nas Fig.7.14(a) e 7.14(b) mostram valores satisfatérios para a con-

vergéncia tanto em norma L? (£2) como para valores locais méximos do deslocamento transversal
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w. Como a solugao analitica deste exemplo é uma polinomial de quarta ordem o comporta-
mente de convergéncia mostrado na Fig.7.14(a) era esperado, entretanto, resultados melhores
podem ser obtidos se a representacao geométrica da fronteira circular for exata que nao é esta
situacao. O comportamento de convergéncia do momento radial M, é similar ao do desloca-
mento contudo a partir de quarta ordem observa-se uma ligeira perda de convergéncia indicada
por um aclive da curva da Fig.7.15 este fato é atribuido, como no deslocamento, a perda de
precisao ocasionada pela representagao inadequada do contorno curvo aliada a resulatdos mais
pobres obtidos para as varidveis duais.

Os casos estudados até o momento foram de estruturas de material homogéneo e isotrépico.

O exemplo a seguir apresenta o caso de uma placa de material composto laminado.

7.3.3 Placa quadrada de material composto laminado

Este exemplo analisa uma placa quadrada simplesmente apoiada sujeita a uma carga senoidal
distribuida no dominio (Fig.7.16). A estrutura ¢ construida de quatro laminas transversamente
isotrépicas formando um laminado simétrico com orientacao de fibras [0/90], mostrado na
Fig.7.16. Por apresentar simetria é analisado apenas o quadrante inferior discretizado com
2 x 2 elementos quadrangulares, com ordem polinomial p = 4. Os resultados obtidos para

deslocamentos e tensoes sao adimensionalizados pela geometria, carregamento e propriedades
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Esquema de laminagdo
3 t4 [0]

L 1 t4 [90]

E =172250 Mpa

E,= E;= 6890 Mpa
A P(x.y)
t _y —vy —
i Vio= V3= Vs~ 0.3
> X
VAN foN } G,,= G ;= G,;=1378 Pa

p(xy) =sin(nX / L)sin(nY/ L)

Figura 7.16: Placa quadrada, simplesmente apoiada, composta do tipo [0/90], .

materiais como indicado a seguir:

L L 0 t3E.10?
wl—=,= —_—
27 27 Y

gl
|

Estes valores sao comparados com a solugdo da elasticidade tridimensional de Pagano [51]
e as teorias HSDT e FSDT propostas por Reddy (Mendonga [55]). Os resultados do exemplo
sao apresentados nas Tab.7.1 e Tab.7.2. Para facilitar a identificagao dos resultados na tabela
sao denominados como MEFG(1) e MEFG(3) os valores obtidos com os modelos cinematicos
de primeira e terceira ordem respectivamente.

Na andlise dos resultados da Tab. 7.1 verifica-se a limitacao dos modelos de primeira ordem
para a razao L/t = 4 onde o erro em deslocamento transversal com relagao e teoria HSDT
e a solugdo de Pagano [51] sdao de 9,73% e 11,83% respectivamente. Constata-se com isto o
papel preponderante desempenhado pelo modelo de terceira ordem onde para a razao L/t = 4 os

erros decrescem para 1,1% e 3,3% respectivamente. Esta diferenca significativa nas resposta do
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% Teoria w O rx Tyy
MEFG(1) 1.7094 0.4102 0.5825
MEFG(3) 1.8727 0.7134 0.6239

4 Pagano 1.9367 0.7200 0.6630
HSDT 1.8937 0.66510 0.6322
FSDT 1.7100 0.4059 0.5765
MEFG(1) 0.6637 0.5042 0.3652
MEFG(3) 0.7179 0.5658 0.3942

10 Pagano 0.7370 0.5590 0.4010
HSDT 0.7147 0.5456 0.3888
FSDT 0.6628 0.4989 0.3615
MEFG(1) 0.4343 0.5438 0.2733
MEFG(3) 0.4343 0.5445 0.2737

100 | Pagano 0.4347 0.5390 0.2710
HSDT 0.4343 0.5387 0.2708
FSDT 0.4337 0.5382 0.2705

Tabela 7.1: Valores normalizados do eslocamento transversal e de tensoes membranais.

L | Teoria Tay T Ty
MEFG(1) 0.0311 0.11772 0.16521
MEFG(3) 0.0455 0.2260 0.2763

4 Pagano 0.0467 0.2190 0.2920
HSDT 0.0440 0.2064 0.2389
FSDT 0.0308 0.1398 0.1963
MEFG(1) 0.02438 0.1402 0.10881
MEFG(3) 0.02744 0.2868 0.1614

10 Pagano 0.02750 0.3010 0.1960
HSDT 0.0268 0.2640 0.1531
FSDT 0.0241 0.1667 0.1292
MEFG(1) 0.02153 0.1498 0.08508
MEFG(3) 0.02157 0.3185 0.1165

100 | Pagano 0.0214 0.3390 0.1390
HSDT 0.0213 0.2897 0.1117
FSDT 0.0213 0.1780 0.1009

Tabela 7.2: Tensoes transversais normalizadas.
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Figura 7.17: TensGes ao longo de z ponto (%, £, 2); (a) tensdo o, , (b) tensdo oy,.

modelo de terceira ordem com relagao ao de primeira ordem provém do fato que os mecanismos
de deformacao transversal para uma relagdo L/t = 4 sao devidos, quase que exclusivamente, ao
cisalhamento. Na segunda andlise deste exemplo observa-se a distribuicao das tensoes para a
razao L/t = 4. Os resultados observados referem-se a variagao das tensoes o, € 0,,, ao longo
da espessura do laminado, no ponto (%, %, z)

As Fig.7.17(a) e 7.17(b) mostram a distribuigao descontinua das tensoes o,, e oy, através
do laminado. Embora os campos de deslocamentos sejam continuos através do laminado, a
mudanca de propriedades materiais nas faces interlaminares produz a descontinuidade do campo
de tensoes. Além disto é observada uma diferenca quantitativa e qualitativa na distribuicao das
tensoes do modelo de terceira ordem em relagao ao modelo de primeira ordem. Esta diferenga
fica evidente na variacao da tensao o,, das laminas extremas do laminado onde o modelo

(1P

de terceira ordem(MEFG(3)) apresenta uma variagdo cibica em “z” e o modelo de primeira

ordem(MEFG(1)) uma variacao linear em “z”.

Um dos aspectos relevantes da simulacao numérica de estruturas de material composto
laminado diz respeito a determinacao da distribuicao continua das tensoes cisalhantes 7., e
Ty através do laminado. Neste trabalho foi utilizado o processo de integracao das equagoes de

equilibrio da elasticidade tridimensional apresentada por Kant & Manjunatha [75]. O gradiente
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do tensor de tensoes de Cauchy foi obtida por diferencas finitas centrais. Os resultados da

distribuicao transversal de tensoes 7., e T,., para o exemplo anterior, ¢ mostrada na Fig.7.18(a)

L
)9

e 7.18(b) para os pontos (O z) e (%,0,2) respectivamente.

A Fig.7.18 mostra a distribuicao das tensoes obtidas por relagao constitutiva, em linha
pontilhada “b”, e as obtidas através da integracao das equacoes de equlilibrio da eldsticidade
tridimensional em linha cheia “a”. J& que as teorias utilizadas neste trabalho nao consideram
condicoes de contorno naturais interlaminares, os resultados obtidos via relacao constitutiva,
mostram uma distribuicao descontinua para as tensoes cisalhantes sem satisfazer as condicoes
de contorno na superficie livre do laminado. Este fato é constatado nas Fig.7.18(a) e 7.18(b)
onde as tensoes tangenciais 7., e 7,, sao descontinuas nas interfaces das laminas e nao sao

equilibradas na superficie livre do laminado. Deve-se ressaltar que os resultados obtidos desta

forma sao fisicamente inconsistentes e nao devem ser considerados na andlise de resisténcia

do laminado. Os resultados obtidos pela integragao das equacoes 7,, = fh (85;“” + agf) dz e

Ty, = |, N (8(;;'” + %) dz fornecem uma distribuicao continua do campo através da espessura
(Mendonga [55]). Os valores normalizados para as tensoes 7, e T,,, com relacao a solucdo de
Pagano [51], registrados nos pontos (0, %, 0) e (%, 0, 0) sao 1.032 e 0.9462. Embora o processo
de diferencas finitas nao seja o mais conveniente para aproximar fungoes de alta ordem, no caso

de se utilizar espagos construidos com enriquecimento p, os resultados obtidos mostraram-se

satisfatdrios com relagao a solucao analitica.

7.4 Anailise de problemas regulares em cascas

A anilise de comportamento e convergéncia da solugdo em problemas de cascas possui a difi-
culdade de nao dispor, em geral, de solugoes analiticas. Assim, os exemplos aqui utilizados sao
comparados com solugoes analiticas de cascas finas ou com solugoes numéricas. Portanto, nesta
se¢ao nao se comentard a convergéncia e sim a proximidade de resultados com relacao aqueles
obtidos por outros procedimentos como elementos finitos convencionais e solucoes analiticas
de cascas finas. Os exemplos apresentados nesta se¢ao tem como finalidade mostrar a poten-

cialidade do cardter p adaptativo do método frisando trés aspectos. O primeiro diz repeito
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Figura 7.18: (a) Tensao 7,, nos pontos (O, %, z) ;(b) tensao 7,, nos pontos (%, 0, z) )

a capacidade dos espacos de aproximacao representar os efeitos de camada limite fracas que
ocorrem devido as perturbagoes dos apoios. O segundo aspecto analisa o cardter hierarquico
dos modelos de primeira e terceira ordem. Finalmente o 1ltimo aspecto analisado observa os

efeitos da distorcao da malha nos resultados de campos primais.

7.4.1 Casca cilindrica sob pressao interna

Este exemplo consiste num setor de reservatério cilindrico de material homogéneo elédstico linear
isotrépico, sob pressao interna uniforme (Fig.7.19(a)). Suas extremidades estdo apoiadas em
diafragmas rigidos no plano transversal ao cilindro e flexivel no plano perpendicular ao apoio.
Os resultados obtidos correspondem ao modelo de primeira ordem e a espacos construidos com
refino p homogéneo. Devido & simetria é analisado um octante da casca com 6 X 6 elementos
quadrangulares (Fig.7.19(b)) sob os quais serd utilizada uma quadratura numérica maxima de

8 x 8 pontos de Gauss. Os resultados obtidos referem-se a momentos M,

yy, esforcos normais N, e

deslocamentos radiais w, através do meridiano DC (Fig.7.19). Estes resultados sdo comparados
com a solugao de casca fina obtida por séries de Fourier (Nicolazzi [48]).
Da Fig.7.20 observam-se valores do deslocamento radial w, préximos aos obtidos pela

solugao analitica utilizando séries de Fourier. Um outro aspecto relevante desta andlise é
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Figura 7.19: (a) Octante de casca cilindrica; (b) malha regular de 6 x 6 elementos Q8.

relacionado com com as distribui¢oes dos deslocamentos e esforcos. Neste aspecto é obser-
vado, tanto na Fig.7.20 como nas Fig.7.21(a) e 7.21(b), que o enriquecimento p do espacgo de
aproximacao captura, para uma relacdo R/t = 15, as perturbagoes de bordo ou efeitos fracos
de camada limite caracteristicas das solucoes analiticas de cascas finas. Observa-se que a con-
vergéncia, neste problema, é atingida com p = 4, e por este motivo as curvas obtidas com p = 6
coincidem com as obtidas com refino p de quarta ordem. Dos resultados anteriores constata-se

um desempenho satisfatorio do espago construido com esta metodologia.

7.4.2 Anadlise das propriedades hierarquicas dos modelos de 1% e 3%
ordem

A andlise das propriedades hierdrquicas do modelo é relacionado a capacidade do mesmo de
aproximar a solucao da elasticidade tridimensional. Esta andlise foi realizada para o exemplo
7.3.1. Neste caso o problema foi discretizado com uma malha de 2 X 2 elementos quadrangulares
considerando os modelos cineméticos de primeira e terceira ordem. Como o problema em
questao nao possui solucao analitica para o modelo de elasticidade tridimensional, os resultados
do erro relativo E,, = \w‘rw;rwrl do deslocamento radial w, ao longo do meridiano DC, foram
obtidos com relagao & solucao numérica de elementos finitos convencionais sélidos. Neste caso,

a regiao foi discretizada com 30 x 30 x 6 elementos cibicos triquadraticos. Os resultados

observados nas Fig.7.22(a) e 7.22(b) mostram, como esperado, que o modelo de terceira ordem
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Figura 7.20: Deslocamento radial w, ao longo do meridiano DC.
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Figura 7.21: (a) Momentos M,,, (b) Esforco de membrana N,,.
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Figura 7.22: E,, para, (a) modelo de primeira ordem, (b) modelo de terceira ordem

se aproxima mais da solugao obtida com o elemento sélido que o de primeira ordem. Constata-se
através da andlise da Fig.7.22(a) que o modelo de primeira ordem nao converge para a solucao

correspondente ao elemento sélido.

7.4.3 Anadlise dos efeitos de distorcao da malha em cascas

A anélise da sensibilidade do espaco construido em relacao a distor¢ao da malha em superficies
curvas ¢ realizada para a casca cilindrica da Fig.7.19. A mesma ¢ discretizada com uma malha
distorcida contendo 6 x 6 elementos quadrangulares, sendo a distor¢ao obtida por rotagao do
eixo horizontal de 27° como indicado na Fig.7.23. Os resultados apresentados envolvem duas

andlises. A primeira diz respeito a sensibilidade do MEFG a distor¢ao da malha. Neste caso os

d
- ) . . Wr—w
resultados sao observados através dos valores relativos do deslocamento radial E,; = %
s
My | . ] 1
e de momentos FE,,; = i ambos avaliados através do meridiano DC. Os valores de
yy

referéncia, w, e My, sao obtidos com malha regular contendo o mesmo nimero de elementos
da malha anterior. Nesta primeira andlise, mostrada na Fig.7.24(a) e 7.24(b), é observada
a capacidade dos espacos gerados com refino p homogéneo de atenuar o efeito da distorcao
da malha. A segunda andlise consta de uma comparagao de erro devido a distorcao da malha

mostrada na Fig.7.23 utilizando MEFG com p = 2 homogéneo e elementos finitos convencionais
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Figura 7.23: Malha de 6 x 6 elementos Q8 distorcida de 6 = 27°.

utilizando elementos Q8 (elementos quadraticos de oito nés). Os resultados sdo mostrados na
Fig.7.25.

Os resultados da Fig.7.24(a) mostram uma redugao singnificativa do erro com os espagos
enriquecidos, entretanto como pode ser observado para os espagos gerados com p =4 ep =06
nao ha uma diminuicao sensivel do erro do deslocamento radial w, como esperado. Entretanto,
se observa, para o caso anterior um comportamento mais uniforme do que para espagos gerados
com p = 2 onde as amplitudes de oscilagao dos resultados sao acentuadas. Uma situacao mais
desfavoravel é observada para o erro em momentos observado na Fig.7.24(b) onde para espaco
construido com p = 6 o erro aumenta, de forma geral, com relacao ao espago construido com
p = 4. A anadlise dos resultados da Fig.7.25 mostra que os efeitos de distorcao da malha sao
mais acentuados em FEM convencional do que em MEFG. Isto se deve, provavelmente, ao fato
de que o espaco de enriquecimento local, em MEFG, é construido no dominio real independente

da malha.

7.5 Problemas de camada limite em placas e cascas

Os fenémenos de camada limite sao caracteristicos de problemas elipticos onde uma parcela da
solucao é perturbada por um parametro especifico das dimensoes do problema em questao. Este

problema ocorre nos modelos de placas e cascas e se manifesta por um comportamento difer-
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Figura 7.24: (a) medida Eg,, (b) medida Eg,.
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Figura 7.25: Medida Fg4, para a malha distorcida com 6 = 27°, para valores avaliados no
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enciado da solugao préximos dos contornos. Em problemas de placas e cascas de Mindlin este
comportamento se caracteriza por decaimento exponencial dos campos primais numa distancia
de ordem de magnitude da espessura. Para o caso especifico do modelo de primeira ordem
supracitado, os efeitos de camada limite nao estao associados ao deslocamento transversal e
sim aos vetores de rotagdo (Arnold & Falk [18]). No decorrer da década passada houveram
varias tentativas de simular numericamente o problema de camada limite. Dentre as pesquisas
mais relevantes, as quais foram utilizados como guia neste trabalho, se tem as de Babuska,
Szab6 & Actis [26], Cho & Oden [42] e Actis, Szab6 e Schwab [64]. Estes autores utilizam os
modelos e o espago de elementos finitos hierdrquicos juntamente com uma estratégia adequada
de refino h. Nesta secao serd analisado o desempenho do espaco de aproximacao construido
segundo o MEFG com os modelos de primeira e terceira ordem de placas e cascas. Ao invés
de abordar o problema utilizando a técnica de refino h, amplamente utilizada para localizacao
de singularidades e altos gradientes, o refino serd mantido constante nestes problemas com o
objetivo de verificar a capacidade dos espacos gerados de representar estes fendémenos sobre
as fronteiras. Os resultados sao observados através de erros relativos locais e da variacao dos
valores, do campo estudado, na direcao dos altos gradientes. As observacoes sao feitas sobre os

exemplos a seguir.

7.5.1 Placa quadrada com borda livre

O exemplo a seguir ¢ um problema regular e trata da andlise de resultados de esfor¢o cortante @,
em uma placa quadrada de material eldstico linear e isotrépico com dimensoes, carregamento e
condigoes de contorno mostrados na Fig.7.26. Devido a simetria da geometria e da anti-simetria
do carregamento, ¢ analisada da placa sob condicoes de contorno anti-simétricas como mostrado
na Fig.7.26. A porcao analisada ¢é discretizada com 2 x 16 elementos quadrangulares com regra
de quadratura de 6 x 6 pontos de Gauss para os elementos do dominio e 31 x 31 pontos de
Gauss para os elementos sobre a borda livre X = 0.0.

Os resultado deste exemplo sao discutidos através de duas andlises. A primeira mostra
a capacidade do espaco gerado utilizando estratégias p adaptativas construidas com funcoes

polinomiais. A segunda andlise observa a variagao e o erro em (), para pontos préximos a
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borda livre.

Os resultados da primeira andlise correspondem ao erro relativo £, = WTQ—_Q%" no ponto A
da Fig.7.26 e sao obtidos por refino p isotrépico e p ortotrépico, sendo este iltimo na diregao
perpendicular & fronteira. Na expressao do erro, (), é o valor da solucao analitica para o modelo
de primeira ordem conforme Duarte & Babuska [12] e @, ¢ o valor aproximado. Os resultados
obtidos sao mostrados na Fig.7.27 e correspondem a trés estratégias p adaptativas indicadas a

seguir:
i. Estratégia “a”: refino p homogéneo e isotrépico p, = p, = 4, ..., 6.

ii. Estratégia “b”: refino local isotrépico p, = p, = 4,...,7 nas nuvens 1, 2 e 3 da Fig. 7.26,

permanecendo o restante do dominio com p = 4.

iii. Estratégia “c”: refino p ortotrépico p, = 4,...,7 e p, = 4 nas nuvens 1,2 e 3 da Fig.7.26,

permanecendo o restantes do dominio com p = 4.

Os resultados da Fig.7.27 mostram o erro relativo do esforgo cortante ), no ponto A indicado
na Fig.7.26, para as trés estratégias citadas. Na primeira estratégia, “a”, (Fig.7.27) o erro atinge
a ordem de 107! com 5335 graus de liberdade, o que torna este tipo de procedimento pouco
eficiente. A segunda estratégia, correspondente a “b” na Fig.7.27, se mostrou mais eficiente
que a primeira, ja que o erro se reduz para uma ordem de 102 com 2820 graus de liberdade.
Finalmente a iltima das estratégias “c” indicada na Fig.7.27, o erro permanece na casa de
1072 e é alcancado com 2730 graus de liberdade. Comprova-se através deste exemplo, que
para o caso especifico de fendmenos de camada limite, onde os gradientes elevados tem diregoes
preferenciais,o enriquecimento direcionado, como esperado, foi o mais eficiente.

O exemplo anterior mostrou resultados locais satisfatérios atingidos com as estratégias p
adaptativas, entretanto estes resultados nao sao representativos das regioes proximas ao bordo
livre. As oscilagoes dos resultados ao longo de uma extensao igual ao comprimento do primeiro
elemento chegam a conter erros relativos maiores do que a unidade. Este fato, que faz parte
da segunda andlise do problema, é observado sobre dois aspectos. O primeiro, de cardter

qualitativo, diz respeito a distribui¢ao do esforgo cortante (), para pontos sobre o eixo (X, 1.96)
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(a linha tracejada na Fig.7.26) pertecentes aos cinco primeiros elementos, adjacentes & borda
livre. O segundo, de cardter quantitativo, observa o erro £, obtido para 250 pontos igualmente
distribuidos entre os cinco elementos sobre o eixo supracitado. Estes resultados, mostrados nas

Fig.7.28 e Fig.7.29, correspondem as seguintes estratégias p adptativas.

i. Estratégia A: refino isotrépico homogéneo do tipo p = 4.

ii. Estratégia B: refino ortotrépico p, = 8 e p, = 4, para as nuvens 1, 2 e 3 e para as nuvens

restantes p = 4.

iii. Estratégia C: refino adaptativo ortotrépico do tipo (eﬁf/ t,py), com p, = 4. Na fungao
exponencial f = 12k , onde k = 5 /6 € a constante de corre¢ao do cisalhamento, T e
t correspondem a coordenada local na direcao do refino e a espessura da placa respecti-
vamente. Para as nuvens restantes do dominio é utilizado um enriquecimento isotrépico

p = 4.

Os resultados da Fig.7.28 mostram um comportamento esperado das estratégias A e B
caracterizado pelas oscilacoes no elemento adjacente & borda livre. Entretanto verifica-se um
comportamento melhor, do ponto de vista qualitativo (Fig.7.28) e quantitativo (Fig.7.29), da
estratégia B com relagao a estratégia A.

Nesta andlise fica evidente a capacidade dos espacos construidos pela estratégia C. Este es-
pago, construido conforme (6.16), além de nao apresentar as oscilagdes observadas nas estraté-
gias anteriores, mostra um comportamento, do ponto de vista quantitativo, muito préximo da

solucao analitica como ¢ observado através do erro F, na Fig.7.29.

7.5.2 Placa quadrada simplesmente apoiada

O exemplo consiste na anédlise do esforco cortante (), de uma placa com as dimensoes, car-
regamento e condigoes de contorno mostradas na Fig.7.30. Para este exemplo, é analisada a
metade da placa sob condicoes de contorno simétricas. A regiao estudada é discretizada com
2 x 16 elementos quadrilaterais (Fig.7.30) e uma regra de quadratura de 6 x 6 pontos de Gauss

para elementos do dominio e 31 x 31 pontos de integracao para os elementos sobre a fronteira
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Figura 7.26: Parcela quadrada com borda livre sob carga senoidal auto equilibrada
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c) estratégia C.
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prescrita. Os resultados sao obtidos para trés estratégias, as quais apresentam as seguintes

caracteristicas:

i. Estratégia “A”: refino ortotrépico (eﬁf/t,py), com p, =4 e § = V12k, com (k = 2) nas

nuvens 1,2 e 3 (Fig.7.30). Para as nuvens restantes, p = 4.
ii. Estratégia “B”: refino homogéneo e isotrépico p = 4.

iii. Estratégia “C”: refino ortrotrépico pr = 8 e py = 4 nas nuvens 1,2 e 3 e para as nuvens

restantes p = 4.

Os resultados sao estudados sobre dois aspectos. O primeiro analisa a variagao do esforco
cortante (), ao longo da face CD da Fig.7.30, para os cinco primeiros elementos adjacentes ao
lado AD. Os resultados sao vistos na Fig.7.31(a) correspondem as estratégias A e C cotejadas
com a solugao analitica de placa semi-espessa de Marguerre & Woernle [46]. O segundo aspecto
corresponde & verificacao de convergéncia local do esforco cortante (), no ponto D. Esta andlise
¢ realizada para as trés estratégias e ¢ avaliada através do erro relativo dado por £, = Q'Q_QLQ‘“‘,
onde @, ¢ o cortante em D (Fig.7.31) obtido pela solugdo analitica de Marguerre & Woernie
[46]. Os resultados sao mostrados na Fig.7.31(b).

Dos resultados da Fig.7.31(a) constata-se que os espagos locais construidos com as fungoes
exponenciais, correspondente & estratégia A, nao apresentam oscilagoes da solucao nos 1ltimos
dois elementos como ¢é o caso daqueles obtidos com fungoes polinomiais da estratégia C. Além
disto, como pode ser observado no gréfico da Fig.7.31(b), para a razao % > 200 o erro local de

@, no ponto D diminui para a estratégia A e aumenta bruscamente para as estratégias B e C

construidas com fungoes polinomiais.

7.5.3 Casca cilindrica com borda livre

Através deste exemplo se analisa os efeitos de camada limite na borda livre da casca cilindrica,
de material homogéneo isotrépico com as propriedades materiais e dimensoes indicadas na
Fig.7.32. A mesma ¢é submetida a uma carga de tracao senoidal auto-equilibrada, mostrada na

Fig.7.32(a), constante em Y e variando na direc@o radial com a expressao p = cos 2. Como este
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Figura 7.30: Placa simplesmente apoiada, “hard” em AB e CD e “soft” em BC e AD.

exemplo nao possui solucao analitica, é utilizada, uma solucao de referéncia obtida por um refino
hp adaptativo com malha de 6 x 20 elementos quadrangulares com dimensoes em progressao
geométrica, decrescente em Y, de razao r = 0,90. O espago é construido por enriquecimento
isotrépico p = 4, para todas as nuvens com excecao daquelas que estao sobre o bordo livre, onde

¢é utilizado um enriquecimento isotrépico p = 7. Devido & simetria é analisado um octante.

Comparando a solucao de referéncia com os resultados obtidos por uma malha de 6 x 15
elementos (Fig.7.33) e p = 4 isotrépico (Fig.7.34) constata-se a auséncia de travamento e
resultados para o deslocamento radial ug = 0, 1222741 mm, que é préximo ao obtido, para o
mesmo exemplo, por Actis, Szabé e Schwab [64], onde up = 0,12219. A boa representagao do
deslocamento nao se repete para o esforco cortante @, (Fig.7.35). No ponto “k”, de coordenadas
(0,7071;1,0;7071) (Fig.7.32) o erro relativo do esforgo cortante E, = % = 0.27 (onde Q.

é o valor da solucao de referéncia e @), a solugao da estratégia utilizada).

Na Fig.7.35 constata-se que a partir de uma disténcia, inferior a um 1/3, medida a partir da
borda livre BC (correspondente aos cinco elementos vizinhos a borda livre) comega a ocorrer
uma diferenca de resultados que se torna proeminente em regides vizinhas da borda, mais

especificamente nos ltimos dois elementos proximos & borda livre. Este fato, observado na
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Figura 7.31: (a) @), ao longo de CD para a solucao analitica e para as estratégias A e C, (b)
erro relativo £, para as estratégias A, B e C.
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Fig.7.35, mostra que, além de se ter uma diferenca acentuada para o valor maximo do esforco
cortante em “k”, ocorrem oscilagoes fortes da solucao nesta regiao.
Visto que o fendbmeno de camada limite tem cardter local sao propostas duas estratégias

para simular o fendémeno de camada limite:

i. Estratégia 1: enriquecimento isotrépico p = 4 no dominio e, nas nuvens sobre o bordo livre,

(pontos 1-7 da Fig.(7.33), enriquecimento isotrépico p =4 — 7.

ii. Estratégia 2: refino p = 4 no dominio e, nas nuvens correspondentes aos pontos 1-7 en-
riquecimento ortotrépico com p, = 4 e p, = 4 — 7 onde o enriquecimento p, ocorre na

[YS)]

direcao “x” local e p, na dire¢ao “y” local como mostrado na Fig.7.33

A anilise destas estratégias ¢ feita sob dois enfoques. O primeiro trata da convergéncia local
com relacao a solucao de referéncia, sendo esta avaliada através do erro relativo E, no ponto
“k” da Fig.7.32(a).

Os resultados da Fig.7.36 mostram um melhor desempenho da primeira estratégia para
capturar valores locais, chegando a um erro relativo de 0,0145 com 6230 graus de liberdade
contra 0,0914 com 6020 graus de liberdade atingido pela segunda estratégia. Em principio,
poderia se afirmar que o refino adaptativo p isotrépico utilizado pela primeira estratégia é
mais adequado para representar fendmenos de camada limite. Entretanto esta afirmagao nao
se mostrou verdadeira nas regioes vizinhas a borda livre como pode ser constatado na Fig.7.37.

Na Fig.7.37 sao analisados os resultados do esforco cortante (), ao longo do meridiano
(0,7071;Y;0,7071) para pontos correspondentes aos 5 elementos adjacentes a borda livre na
direcao Y. Estes resultados referem-se a dois casos especificos da primeira e segunda estratégias.
O primeiro é constituido de um refino p, = p, = 7 para as nuvens associadas aos nos 1-7 da
Fig.7.33 e enriquecimento isotrépico p = 4 para as nuvens restantes. No segundo caso adota-se
pr =4 e py, = 7, para as nuvens dos nos 1-7 e refino isotrépico p = 4 para as nuvens restantes
do dominio.

Dos resultados da Fig.7.37 constata-se que, a uma distancia de 0,13333 mm medida a partir

da borda livre sobre o meridiano em estudo, o enriquecimento ortotrépico se aproxima mais da
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Figura 7.32: (a) Octante de casca cilindrica sob carga auto equilibrada senoidal, (b) malha de
6 x 20 elementos Q8 em PG.

solucao de referéncia do que o refino isotrépico. Este fato se deve a que a variacao brusca do
gradiente da solugao nesta regiao tem uma direcao preferencial mantendo seus valores pouco
alterados nas outras diregoes.

Os exemplo a seguir e referente ao fenémeno de camada limite em materiais compostos

laminados modelados com teoria de terceira ordem com normal extensivel.

7.5.4 Casca cilindrica composta por laminados

O exemplo trata de uma casca cilindrica de material composto laminado, sob carregamento
senoidal auto-equilibrado e propriedades geométricas mostradas na Fig.7.32. A casca é constitu-
ida de quatro laminas de material transversamente isotrépico com esquema de laminagao [0/90],
e propriedades eldsticas de cada lamina dadas por F; = 25 x 10M Pa, Ey = E5 = 1 x 10°M Pa,
Vig = 13 = 0,25, 193 = 0,49, G13 = G153 = 5 X 10° M Pa e Ga3 = 2 x 10° M Pa. As fibras tem
direcao paralela ao eixo Y global para # = 0° e ao eixo X global para 6§ = 90°. Como no
exemplo anterior, sao aproveitadas as condigoes de simetria para analisar um octante da estru-
tura. Os resultados obtidos correspondem ao modelo cinemético de terceira ordem e espacos

de aproximacao construidos com estratégias p adaptativas. Os efeitos de camada limite sobre
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Figura 7.33: Malha uniforme de 6 x 15 elementos Q8.
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Figura 7.34: Deslocamento de u ao longo do meridiano (1, Y, 0.0)
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Figura 7.36: Erro relativo para valores locais no ponto “k” (0,7071, 1.0, 0.7071) da Fig.7.32.
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Figura 7.37: Esforgo cortante @), ao longo do meridiano (0.7071, Y, 0.7071).

a borda livre da casca sao observados através das tensoes principais o, avaliadas na superficie
de referéncia, ou seja, na cota local z = 0,0 (Fig.7.32). Visto que o exemplo nao possui solucao
analitica, os valores de tensoes sao comparados com uma solucao de referéncia obtida utilizando
o mesmo procedimento do exemplo anterior. Todas as estratégias p adaptativas sao tratadas

para a malha regular de 6 x 15 elementos indicada na Fig.7.33.

i. Estratégia 1: refino p isotrépico homogéneo p = 4.

ii. Estratégia 2: utiliza um refino isotrépico p, = p, = 7 sobre as nuvens correspondentes
aos pontos 1-7 sobre a borda livre e nas nuvens restantes enriquecimento homogéneo

isotrépico p = 4.

iii. Estratégia 3: refino ortotrépico p, = 4 e p, = 7 sobre as nuvens correspondentes aos pontos
1-7 da borda livre, onde p, é o enriquecimento na diregao x local e p, o enriquecimento
na diregao y local indicados na Fig.7.32. Igualmente que as estratégias anteriores, no

restante das nuvens foi adotado um enriquecimento homogéneo e isotrépico p = 4.
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Embora a solucao de referéncia nao represente um calibre 6timo para avaliacao de erro, como
serd comentado posteriormente, para cada uma das estratégias de anélise deste exemplo,em
lugar do erro relativo no ponto B (Fig.7.32) serd utilizada a medida E, = %, onde o ¢ a
tensao principal em B correspondente a solucao de referéncia e o; a solugao correspondente a
estratégia especifica.

Os resultados para as tensoes principais o1, mostrados na Fig.7.38(a) e Fig.7.38(b), corre-
spondem & solucao de referéncia avaliada na face superior da segunda lamina na cota local
z = 0.0 (Fig.7.32). A influéncia dos efeitos de borda na tensao principal o; do campo ao longo
do meridiano (1.0,Y,0.0) ¢ mostrada na Fig.7.39.

A Fig.7.38 mostra a existéncia de camada limite para a tensao principal o; nas proximidades
da borda livre. Como pode ser observado no diagrama de isocamadas da Fig 7.38(a), a tensao
principal o{ tem valores muito baixos em quase todo o dominio com excecao de uma pequena
franja na borda livre onde os valores aumentam bruscamente. Do ponto de vista quantitativo,
a variagao de 0§ é observada na Fig.7.38(b), que corresponde a regiao destacada da Fig.7.38(a).
O gradiente da solugao, embora sendo muito ingrime préximo a esta regiao, é capturado com
facilidade utilizando a Estratégia-1 como indicado na Fig.7.39(a). Neste caso o erro local no
ponto é de E, = 0,1117. Na andlise da Fig.7.39(b), observa-se um comportamento satisfatério
para as estratégias 2 e 3, sendo que a estratégia 2 mostra resultados locais, no ponto B, mais
préximos da solucao de referéncia, dos que os obtidos pela estratégia 3. Nesta situacao os erros

locais para as estratégias 2 e 3 sao F, = 0,00028 e E, = 0, 11059 respectivamente.

7.5.5 Casca parabdlica rasa de material homogéneo

O problema analisado é constituido de uma casca cilindrica rasa, modelada com teoria de
primeira ordem (Mindlin), com geratriz parabdlica sujeita a um carregamento de gravidade
(Fig.7.40(a)). A mesma apresenta as caracteristicas geométricas indicadas na Fig.7.40(a) a
menos da espessura que neste exemplo é ¢t = 0, Imm. A casca é constituida de material eldstico
linear isotrépico com as propriedades mecanicas dadas por, £ = 2.1 x 10'*Pa e v = 0, 3.

Neste exemplo é analisado o octante definido pelos pontos A e D sob condigoes de contorno de
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Figura 7.38: (a) Tensao principal o1, b) Variagao de o; na regiao destacada em (a).
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Figura 7.39: (a) Solucao de referéncia e estratégia 1, (b) solugao de referéncia e estratégias 2 e
3.
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simetria. As arestas BC (u = f = 0,0) e CD (v = a = 0,0) tem condigbes de contorno de
simetria, as arestas AB (w = 0,0) e DA (w = a = 0,0) s@o simplesmente apoiadas de maneira
soft e hard respectivamente. Como este exemplo nao possui solucao analitica foi utilizada uma
solucao de referéncia obtida por refino hp adaptativo. Este refino é obtido com uma malha com
a dimensao dos elementos variando em progressao geométrica decrescente na direcao Y de razao
r =1,2 (Fig.7.40(b)) e um refino p isotrépico. O refino p utilizado aqui é polinomial de quarta
ordem para todas as nuvens do dominio com excecao daquelas correspondentes aos nés de 1-7,
indicados na Fig.7.40(c), onde sdo utilizados polinémios de sétima ordem nas duas diregoes.
A casca cilindrica rasa de geratriz parabdlica, com uma razao L/2t > 100 e as condigoes de
contorno citadas, apresenta variagoes bruscas do esforco esforgo cortante (), na direcao y do
sistema local de coordenadas (z,y, z) indicado na Fig.7.40(c). Os resultados mostrados a seguir
correspondem a variacao do esforgo cortante (), sobre a aresta DC para a solugao de referéncia

e trés estratégias p adaptativas com as seguintes caracteristicas:

i. Estratégia “A”: refino ortotrépico (655’/ ¢ py), com p, = 4, para as nuvens de 1-7 da Fig.7.40(c).

Para as nuvens restantes do dominio, p = 4.
ii. Estratégia “B”: refino isotrépico e homogéneo com p = 4.

iii. Estratégia “C”: refino ortotrépico pr = 4 e py = 7 das nuvens 1-7 da Fig.7.40(c) e para
as nuvens restantes p = 4. Os resultados deste exemplo sao mostrados nas Fig.7.41 e na

Fig.7.42.

O resultado observado na Fig.7.41 evidencia o comportamento esperado dos espagos lo-
cais correspondentes a estratégia A. Neste caso o efeito local da fungao exponencial, no refino
ototrépico, permite valores locais muito préximos daqueles obtido pela solugao de referéncia,
além de nao apresentar as ocilacoes caracteristicas dos espacos construidos com polinomiais.
Os resultados da Fig.7.42 mostram um comportamento oscilatério da solugao referente as es-
tratégias B e C. Estes resultados sao esperados em refinos p adaptativos com malha grosseira
como a indicada na Fig.7.40(c). A estratégia B, além de apresentar fortes oscilagbes no tltimo

elemento adjacente a borda AB, tem uma diferenca local acentuada no ponto A com relagao &
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Figura 7.40: (a)Casca rasa parabdlica, (b) malha de 6 x 12 Q8 em PG, (c) malha regular com
6 x 10 elementos Q8.
solucao de referéncia. Na estratégia C a utilizacao de refino p ortotrépico, com polinémio de
alta ordem na direcao em que ocorre a variacao brusca do campo, reduz a amplitude das os-
cilagoes e tem uma diferenca local do esfor¢o cortante ), no ponto A da ordem daquela obtida
pela estratégia A.

Com a andlise dos tépicos supracitados fecha-se este capitulo cumprindo o objetivo de
mostrar aspectos fundamentais desta metodologia. Neste capitulo foi apresentada uma pro-
posta valida na abordagem de imposicao de condi¢oes de contorno essenciais, entretanto, este

problema permanece um tema em aberto merecedor de uma ampla discussao.

7.5.6 Casca parabdlica rasa composta por laminados

O exemplo trata de uma cobertura formada por uma casca parabdlica rasa com as carac-
teristicas geométricas e de carregamento mostrado na Fig.7.40(a). A casca é constituida de
quatro laminas de material transversamente isotrépico com esquema de laminacao [0/90], e
propriedades eldsticas de cada lamina dadas por E; = 25 x 102Pa, Fy = FE53 = 1 x 10'2Paq,

Vig = V13 = 0,25, 193 = 0,49, G2 = G135 = 5 x 101 Pa e Go3 = 2 x 10! Pa. Para as laminas a 0°
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as fibras sao paralelas ao eixo Y global. Devido & simetria é analisado apenas o octante definido
pelos pontos A e D. Os resultados deste exemplo foram obtidos com o modelo cinemético de
terceira ordem, sendo o foco da andlise a tensao transversal 7,, nos pontos sobre a aresta AD
pertecentes aos cinco primeiros elementos adjacentes & borda AB. Estes pontos estao situados
na cota 2z = 0,0, correspondente & base local indicada na Fig.7.40(c). Como o exemplo nao
possui solucao analitica, é utilizada uma solucao de referéncia como parametro de comparacao.
A malha de referéncia (Fig.7.40(b)) é construida com elementos quadrangulares em progressao
geométrica crescente em Y com razao r = 1.4 e p, = p, = 7 para as nuvens correspondentes aos
pontos de 1-7 indicados na Fig.7.40(b), e p = 4 isotrépico no resto do dominio. A finalidade
deste exemplo é mostrar o desempenho de trés estratégias adaptativas sem necessidade de refi-
nos h especiais da malha. Assim a malha utilizada para todas as estratégias é a malha uniforme
mostrada na Fig.7.40(c). As estratégias utilizadas tem cardter unicamente p adaptativo e sao

construidas como segue:

i. Estratégia A: refino homogeéneo isotrépico p, = 4.

ii. Estratégia B: refino ortotrépico p, = 4 e p, = 7 para as nuvens de 1-7 e p = 4 isotrépico no

restante do dominio.

iii. Estratégia C: refino ortotrépico do tipo (px, ePv/ t), com p, = 4. A constante 5 = 3,162278
(este modelo nao tem corregao das tensoes cisalhantes) e 7, t correspondem a coordenada
local do ponto, na direcao do refino e a espessura, respectivamente. Para as nuvens
restantes do dominio é utilizado um enriquecimento homogéneo e isotrépico de quarta

ordem.

Os resultados destas estratégias sao mostrados nas Fig.7.43 e Fig.7.44 através dos diagramas
de tensao transversal 7. e da medida aproximativa do erro relativo E. , = |Ty|i—:|yz| avaliado no
ponto A (Fig.7.40(c)) para as trés estratégias com relagao a solucao de referéncia. Na expressao

de E

Tyz)

T,. € a tensao cisalhante no ponto A referente a solugao de referéncia e 7. a solugao

no mesmo ponto obtida para as estratégias propostas.
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Figura 7.43: Tensao 7,,, para a solucao de referéncia e para estratégia C sobre a aresta AD.

A Fig.7.43 mostra o comportamento da tensao 7,, em 50 pontos situados sobre a aresta
AD pertecentes ao elemento adjacente ao apoio AB. Nesta figura se observa o excelente com-
portamento da fungao exponencial, produzindo um resultado praticamente idéntico ao da
solugao de referéncia nas tensoes cisalhantes transversais. O erro local da estratégia C é de
E.,. =0,072092.

A Fig.7.44 mostra o comportamento da tensao cisalhante 7,. para 250 pontos situados sobre
o apoio AD pertecentes aos cinco primeiros elementos adjacentes ao lado AB. Os resultados
da estratégia A mostram um comportamento semelhante ao observado na placa semi-infinita,
onde, além de apresentar oscilagoes fortes no elemento adjacente ao apoio AB produz um erro
local no ponto A com relagao a solugao de referéncia de E; , = 0,647315. A estratégia B
obtida por refino p ortotrépico, dos pontos de 1,...,7 (Fig.7.40(c)) mostra um comportamento
semelhante ao observado na estratégia A, entretanto, com oscilagbes menores e o erro local com
valor . . = 0,184865.

Os resultados deste capitulo mostraram um comportamento satisfatério dos espacos con-
struidos utilizando MEFG nos problemas analisados. Sendo que a versatilidade da metodologia
¢ evidenciada na abordagem de problemas de camada limite, onde, embora para problemas sim-

ples, os resultados obtidos por enriquecimento ortotrépico e pela utilizacao de espacos locais
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Figura 7.44: Tensao 7, para as estratégias A, B e C avaliados sobre a aresta AD.

especiais, indicados em (6.18), mostraram-se muito bons.

Os espagos locais especiais utilizados neste trabalho limitam-se, no momento, a problemas
de placas e cascas rasas com contornos retos. Com os resultados e comentérios apresentados
fecha-se o capitulo acreditando ter cumprido o propésito estabelecido de mostrar o desempenho

da metodologia utilizada nos problemas abordados.
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Capitulo 8

Consideracoes finais

Conclui-se este trabalho tendo evidenciado, tanto quanto possivel, as potencialidades e limi-
tagoes do Elementos Finitos Generalizados (MEFG) na anélise de problemas estaticos de placas
e cascas. Dentro deste contexto foram implementadas contribuicoes que contemplam proble-
mas das metodologias sem malha de forma geral. A primeira constitui-se numa proposta de
construcao das fungoes de eriquecimento em dominios curvos, utilizando o procedimento dos
planos pseudo-tangentes. A segunda contribuicao refere-se & imposicao de condigoes de con-
torno essencias de forma forte utilizado uma proposta de construgao de fungoes de fronteira.
Esta tltima proposta nao é restrita apenas aos casos de placas e cascas mas ao método como

um todo.

Dentre os aspectos positivos do MEFG na abordagem dos problemas analisados, observou-
se um comportamento satisfatério nos problemas de travamento (locking) para espessuras de
interese pratico, mesmo para as situacoes de malhas distorcidas. Entretanto os espacgos con-
struidos com esta metodologia mostram-se ligeiramente menos adequados na abordagem deste
problema do que aqueles obtidos por elementos finitos convencionais hierarquicos (Novotny et
alli [1]) e por hp-Clouds (Garcia et alli [54]). Nos exemplos observados, do ponto de vista
matemadtico, os espagos construidos ndo conseguem evitar completamente o travamento (lock-

ing) de cisalhamento e membrana com bases polinomiais de quarta ordem.

A capacidade p adaptativa do método foi comprovada na convergéncia de campos primais
e duais e em problemas regulares de placas e cascas. Nos problemas de placas, os resultados

de convergéncia em média e para valores locais para os modelos de primeira e terceira ordem
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foram satisfatorios e compativeis com hp-Clouds para um espago com as mesmas caracateristicas
(cobertura e ordem polinomial). Neste item observou-se pouca influéncia da distor¢ao da malha
na convergéncia sendo a mesma atenuada pelo refino p.

A utilizagdo do MEFG na simulacao de placas de material composto por laminado mostrou
resultados préximos aos obtidos com elementos finitos convencionais.

A construcao dos espagos de aproximacao em superficies curvas, foi realizado utilizando o
procedimento dos planos pseudo-tangentes. Este procedimento, de facil implementagao e baixo
custo computacional, conserva as caracteristicas h, p e hp adaptativas do método. A utilizacao
deste procedimento carrega consigo um erro inerente de sua prépria concepcao. Entretanto,
como foi mostrado para uma situacao critica no capitulo cinco desta tese, a sua ocorréncia nao
inviabiliza o procedimento. A aplicabilidade desta técnica em superficies curvas fica evidente

em problemas como:

i. A simulacao dos efeitos de perturbacao devido aos apoios em cascas cilindricas sob pressao

interna.

ii. Efeitos de distorcao da malha na convergéncia. Nesta situacao verificou-se um comporta-
mento semelhante aquele obtido em elementos finitos convencionais com refino p (Actis,

Szabo & Schwab [64]) onde o erro proveniente da distor¢ao é atenuado por um refino p.

iii. Verificacao do carater hierdarquico dos modelos de primeira e terceira ordem. Os resultados
obtidos nesta situacao corroboram a eficiéncia da capacidade p adaptativa. Neste exem-
plo, o erro relativo do deslocamento radial ao longo do meridiano, obtido para uma malha
de 2 x 2 elementos, mostrou um comportamento préximo ao obtido com elementos finitos

convencionais sélidos.

Um dos compromissos deste trabalho de tese ¢ investigar, tanto quanto possivel, a versatil-
idade dos espacos construidos segundo a filosofia do MEFG. Neste aspecto foi comprovada a
eficiéncia dos espacos p adaptativos como mostrado nos capitulos seis e sete desta tese.

Os resultados obtidos com refinos p adaptativos ortotrépicos utilizando fungoes polinomi-

ais ou funcoes especiais, mostradas no capitulo seis, indicam comportamentos qualitativos e
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quantitativos melhores que aqueles obtidos por refino p isotrépico como era ja esperado. Esta
caracteristica ficou evidente na abordagem de problemas de camada limite. Neste caso, além
de se ter valores muito préximos da solucao analitica ou uma solucao de referéncia, consegue-
se diminuir, ou até evitar, no caso de utilizar funcoes especias, as oscilagoes da solugao nos

elementos proximos a regiao perturbada.

A familia de funcoes de fronteira, proposta no capitulo seis, apresenta resultados excelentes
nos problemas de camada limite. Os resultados para o modelo de primeira ordem, em pla-
cas e cascas rasas parabdlicas de material homogéneo eldstico linear isotrépico, evidencia os

comentdrios supracitados.

Um comportamento semelhante ao das cascas parabdlicas rasas, modeladas com teoria de
primeira ordem e de material homogéneo, é observado para a mesma estrutura constituida de
material composto por laminado e modelada com teoria de terceira ordem. Nesta situacao os

valores foram comparados com aqueles obtidos por refino hp adaptativo para o mesmo exemplo.

O aspecto a ser ressaltado é que nos exemplos de camada limite nao foram utilizadas malhas

com refino h nas bordas onde ocorre a perturbacao da solucao.

Em relagao a imposi¢ao de condicoes de contorno de Dirichlet, a idéia inicial de eliminar as
fungoes que aproximam graus de liberdade prescritos nestas fronteiras nao é correta. As simples
eliminacao destas fungoes dos espagos locais os torna incapazes de representar certos modos
de solucao. Este trabalho apresenta uma proposta para abordar este problema utilizando a
substituicao dos espacos locais que aproximam graus de liberdade prescritos. Este procedimento
é baseado em multiplicacao seletiva e da origem as funcoes de fronteira. Estas fun¢ées possuem
valores nulos nas fronteiras de Dirichlet e nao se anulam dentro do elemento. A utilizagao destas

fungoes melhora a convergéncia de campos com valores maximos sobre a fronteira prescrita.
Ficam como sugestoes para trabalhos futuros, dentre outros,

i. Estudar a possibilidade de implementar particoes de unidade nao polinomiais. Aumenta-

se com isto o tempo naintegragao numérica mas a matriz de rigidez resultante é positiva definida.

ii. Utilizar superficies parametrizadas ajustadas aos elementos suportes das nuvens. Acredita-

se que com estes procedimento deve-se diminuir sensivelmente o erro de projecao cometido
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utilizando a técnica dos planos pseudo- tangentes.

iii. Aplicar técnicas de integracao numérica adaptativa ( J. C. F. Telles [43]), de maneira
a diminuir o tempo de integracao numérica nos elementos de fronteira quando sao utilizadas
funcoes especiais.

As sugestoes citadas acima foram consideradas a partir das dificuldades encontradas neste
trabalho. Entretanto, o horizonte de pesquisa nesta drea ¢ muito amplo abrangendo, por
exemplo, o estudo dos espacos locais 6timos. Estes espacos sao desenvolvidos para otimizar o
comportamento local de classes especificas de problemas.

Neste trabalho foram testados com sucesso alguns casos de problemas de camada limite
ficando ainda uma infinidade de outras situa¢ées como singularidades geométricas ou de car-
regamentos, simulacao do cardter oscilatério de problemas elipticos de segunda ordem com
coeficientes rugosos (Babuska, Caloz & Osborn [27]), tipicas de solugbes de materiais compos-
tos, etc.

Finalmente, fecha-se este trabalho de tese tendo mostrado de forma objetiva as potencil-
idades do MEFG, com contribuicoes feitas nesta metodologia e identificando as dificuldades
encontradas no percurso da pesquisa. Contudo, mais do que as modestas contribuicoes apre-
sentadas, e despojado de qualquer interesse invidualista, o objetivo deste trabalho destina-se
a despertar o interesse de outros pesquisadores no tema, renovando a incansdvel busca da

quimera, forca vital da ciéncia em todas suas manifestacoes.
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Apéndice A

Viga parabolica delgada

A.1 Introducao

Na andlise numérica do erro de distor¢ao introduzido no processo dos planos pseudo-tangentes
busca-se uma forma de isolar este efeito dentre outras fontes de erro. A prosta apresetada neste
trabalho consiste numa viga parabdlica delgada em balanco com uma carga de momento na
extremidade livre. Consegue-se com isto uma solugao suave, aproximada facilmente com refino
p, e uma representacao exata da geometria com elementos qudréticos. O valor utilizado como
pardmetro para comparacao é o deslocamento transversal na superficie livre obtido aplicando

trabalhos virtuais (PTV).

A.2 Deslocamento transversal w
O problema é resolvido para a familia de arcos parabdlicos mostrados na Fig.A.1 e dados pela
funcao:

z=kR — (k/R)2* (A.1)

Na expressao (A.1), k é um coeficiente proporcioal a curvatura do arco. Aplicando o PTV

ao problema se tem

Z Wezt + Z Wint = 0; (AQ)

ou abrindo a expressao se obtem:
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Figura A.1: Arco parabdlico delgado em balango com momento na extremidade.

R
lavg — / dMdyp = 0.0. (A.3)
0

Em (A.3) wy é o deslocament transversal no ponto A, 0M o mometo virtual atrdves da
viga e dy o diferéncial de arco correspondente a rotagao da secao como indicado na Fig.A.1.
O sistema virtual de carregamento é obtido pela aplicagao de uma carga unitdria transversal

aplicada no né A. Abrindo a epressao (A.3) se tem que:

M = =z (A.4)
M
dp = Eds (A.5)

Em (A.5) o diferencial de arco ds em coordenadas catesianas ¢ dado por:

2,2
ds = Vdx? +dz?2 =1/1+ 41;5 dx (A.6)

Substituindo (A.4), (A.5) e (A.6) em (A.3) a equacao de trabalhos virtuais toma a forma:

Ve Ak2a?
Lawy — 7T ), z/1+ 72 dr = 0.0, (A7)
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portanto w4 é determiando pela integral:

M (%[ 4k2a?

Integrando (A.8) entre os limites prescritos se obtem a seguinte expressao para o desloca-

mento transversal w 4:

 2MER?
WA= 3R]

(7)7] (A9)

A expressao (A.9) refere-se ao modelo de viga de Euler-Bernoulli portanto seus valores
analfticos serao utilizados com cautela tendo apenas o obojetivo de verificar a sensibilidade

quando comparadas com resultados dos modelos de semi-espessos utilizados neste trabalho.
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Apéndice B

Operador de rotacao

B.1 Introducao

A finalidade de se trabalhar com um operador de rotacao para a trasformacao de tensores de
seguda ordem, permite uma abordagem computacional mais adequada em processos p adapta-
tivos. A proposta apresentada aqui é a de substituir a forma usual da operagao de rotacao de

um tensor de segunda ordem do tipo,

A=QTAQ, (B.1)

pela operacao dada por:

Vi = RVj. (B.2)

Na expressdo (B.2), V4 e V4 sdo as componentes dos tensores A e A escritas em forma de
vetores e R é um operador de rotagdo que satisfaz a igualdade (B.2). Este operador é uma
matriz quadrada de dimensoes n? x n?, onde n é o niimero linhas da matriz de rotacdo Q. A

obtencao do operador R bem como sua forma matricial sao deducidas a partir da expressao

(B.1).

B.2 Operador de Rotacao R

Para construir o operador de rotacdo parte-se da expressao (B.1), escrita em forma indicial:
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Ajn = QiinlQIm i;jal7n = 17"737 (BB)
Ajn = QilenAil; (B4)
A]n = RijlnAilv i7j7l7n: 17"'73‘ (B5>

A partir da expressao (B.5), conclui-se que operador de rotacdo R é um tensor de quarta

ordem e é obtido por:

Rijln = Qilena 7i7j7 l7n = ]-7 ) 3. (B6>

Sendo V (u) o gradiente de deslocamento dado por

Qu v Jw
T e z
_ ou ov  ow
VX (u) - dy Oy Jy ) (B7>
u v Jw
0z 0z 0z

o mesmo pode ser escrito na sua forma vetorial, utilizada na equacao (B.2), como,
T_f Ou du du Ov Ov v Jw Odw Jw
(8X (u)) - o Oy 0z Oz Oy Oz or oy 0z } : (B8)

partino agora das equagoes (B.2), (B.6) e (B.8), obtem-se uma operagao de rotagao dada por,

Oz (u) = ROy (u) , (B.9)

onde 0% (u) é o vetor formado pelas componentes do tensor Vi (u) na base local (X Y, Z ) eo

operador R tém a forma matricial dada por:

Q11QT Q12QT Q13QT
R=| Q" 20" ¢Q" | . (B.10)
931QT 932QT 933QT

O operador de rotacao indicado em (B.6) é representad por uma matriz de 9 x 9, constituido
pela formagao em bloco de 9 submatrizes como indicado em (B.10).

O procedimeto apresento aqui para realizar a operacao de rotacao do tensor de deslocamento
Vi« (u) da base global (X,Y,Z) para a base local (X Y. Z ) sistematiza este procedimento

quando cada componente do gradiente deve ser escrito como a combinacao linear de um niimero
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finito de fucoes como é o caso de aproximagoes que utilizam p adaptatividade. O operador R
definido em (B.10) mantém as propriedades de ortonormalidade da matriz de rotagao @ ou
seja:

I =RR" (B.11)

B.3 Ortogonaliade de R

Partindo da equagao (B.1), a tranformacao inversa é obtida por,

A=QAQ". (B.12)

Substituindo a equagao (B.1) em (B.12) pode-se expressar a matriz de A como:

A=0QQTAQQ". (B.13)

Para identificar os operadores de rotagdo R utilizaremos a expressao (B.13) na sua forma

indicial como segue:

A = QiQkjAQneQrg, 1,7, k,n,q,m=1,..,3

Air = QijQrqQrjQngAkn,

Air = RijrgRijngAin,

Air = OirknAkn- (B.14)

Da igualdade (B.14) conclui-se que:

Rijqukjnq = (5irkn- (B15)

Escrevendo (B.15) em na forma matricial se tém RRT = I. O prova de RT R = I segue um
procecimento similar ao anterior. Fecha-se assim este anexo mostrando uma alternativa valida

para as operacoes de rotagao em processos p adaptativos.
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Apéndice C

Solucao do sistema linear

A dependéncia linear do conjunto de fungoes Fy, definido em (3.7) e (3.9) decorrente de utilizar
parti¢coes de unidade polinomiais e fungoes de enriquecimento também plinomiais resulta numa
matriz de rigidez positiva semi definida.

A abordagem utilizada neste trabalho, para contornar o problema, proposta em Duarte,

Babuska & Oden [11], a qual serd objeto de critica deste anexo.

C.1 Algoritmo interativo

A construcao do algoritmo compreende dois procedimentos. O primeiro consiste num pré
condicionamento do sistema linear inicial que contém a matrize de rigidez positiva semi-definida.
O segundo procedimento consiste na criagao de uma matriz perturbada positiva definida e o
processo interativo de reducao do residuo.

O algoritmo interativo utilizado pode ser compreendido através da solucao do seguinte

problema:

i. Pré-condicionamento
Em (C.1) K é uma matriz positiva semi definida, U é o vetor de parametros de deslocamento

e F o vetor de cargas equivalentes. Seja ainda uma matriz diagonal T tal que,
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K,

T =

(C.2)

Pré multiplicando pela matriz T ambos os lados da igualdade de (C.1) obtem-se o sistema

equivalente dado por,

TKU = TF,
ou ainda,

TKTT 'U = TF.

O sistema da equgao (C.4) pode ser reescrito como,

KU =F,
onde,
K = TKT,
F = TF,
U = T'U.

(C.3)

(C.6)
(C.7)
(C.8)

A matriz K resultante do processo de pré-condicionamento tem os termos da diagonal

pricipal unitdrios.

ii. Processo interativo de reducao do residuo

A idéia princiapal deste procedimeto é a obtencao de uma matriz positiva definida através

de uma perturbagao dos elementos da diagonal principal da matriz pré-condicionada K. Isto é

feito através da seguinte operagao:

K. = K+el.

O valor da perturbacao € > 0 sendo o valor aconselhdo de € = 1 x 10710,
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A partida do processo interativo consiste na determinagao dos valores inicias para o residuo

rg, para o erro €y e para o vetor de parametros de deslocamento Uy, de forma que

U, = K_'F, (C.10)

rp = F—KUO (Cll)

Por definicao sendo U o vetor obtido com residuo zero o erro cometido quando K ~ K, e

definido por,

€y = U - UO, (C12)
portanto,
Keeo ~ KU — KUO =F— KUO =TIy. (013)
Da igualdade (C.13) conclui-se que:
€y — K;lro. (C14)

Com os valores iniciais dados pelas expressoes (C.11), (C.12) e (C.14) da-se a partida ao
processo interativo. O controle de convergéncia é feito através do quociente ¢;, dado em (C.15),
entre as normas Euclidianas do erro e; e do vetor de parametros de deslocametos U; onde

ambos os vetores estdo definidos em RY sendo N a dimensao do espaco.

leillgy :
Ei=-—"— i=1,..,ni, (C.15)
Ul

em ni representa o nimero de interacoes adotadas e . O critério de parada para o processo é
quando ¢; <1 x 1075,

O processo interativo segue o roteiro:
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While(E; < 1x1071)
ri-y = Key_y);
L) = T@-1) —TG-1);
ewy = Ki'ra;
Uy = Ug-y +ei-1y;

1 = i+ 1;

O valor final do vetor de parametros de deslocamento é dado pela expressao:

U=TU (C.16)
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