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Resumo 

 

Desde a década passada, os métodos sem malha são considerados uma alternativa na 

simulação numérica de problemas, onde a qualidade da solução é sensível à distorção da 

malha. 

Apesar disto as metodologias sem malha apresentam restrições a sua aplicação. Estas 

restrições, inerentes de sua própria construção, dizem respeito à imposição de condições de 

contorno essenciais, construção de espaços de aproximação em domínios curvos e tempo de 

processamento normalmente superior ao utilizado em elementos finitos convencionais. 

O presente trabalho consiste numa proposta de abordar as limitações supracitadas na 

simulação numérica de problemas regulares e de altos gradientes localizados (boundary-

layer) em placas e cascas. 

O tema principal desta tese está na construção do espaço de aproximação dos 

campos primais, que segue a filosofia do Generalized Finite Element Method (GFEM) 

(Duarte, Babuska & Oden, 1999). Este método, que teve a sua origem, no Partition of 

Unity Finite Element Method (PUFEM) (Melenk & Babuska, 1996) e no hp-Clouds  

(Duarte & Oden, 1995) torna possível, com baixo custo computacional, enriquecimentos p-

anisotrópicos e a imposição das condições de contorno essências de forma forte. 

As contribuições feitas abordam dois aspectos fundamentais do GFEM. O primeiro 

refere-se à construção dos espaços locais em superfícies curvas, utilizando o procedimento 

dos planos pseudo-tangentes. O segundo aspecto aborda a imposição das condições de 

contorno de forma forte. Isto é possível através da utilização das funções de fronteira  sobre 

a fronteira de Dirichlet. 

Os resultados obtidos referem-se aos modelos cinemáticos de primeira e terceira 

ordem com normal extensível. Os exemplos analisados são para materiais compostos e 

homogêneos com comportamento elástico linear. O desempenho do espaço de aproximação 

é analisado: quanto aos problemas de travamento (locking ), quanto à convergência dos 

campos primais e duais e quanto aos fenômenos de camada limite (boundary-layer). 
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Abstract 
 
 

In the last decade, meshless methods have been used as an alternative in the 
numerical solution of problems which are sensitive  to mesh distortion. 

Nvertheless, meshless methods still present significant restriction in their 
application. These restrictions, inerent to the methods implementation, involve assignement 
of essential boundary conditions, constructions of approximating spaces in curved domain 
and high processing time in comparision to conventional FEM analysis. 

This study addresses the above mentioned restrictions in the numerical solutinos of 
regular problems with high localized gradients (bounday layer) in plates and shells. 

The main concern of the thesis is the construction of  aproximating spaces for 
displacement fields forwing the philosophy of GFEM. This method had its origin  in the 
PUFEM and in the hp-Clouds. It allows for anisotropic  p-enrichment and the assignement 
boundary conditions in strong form with small computational cost.  

The thesis make two contributions towards the GFEM. The first is the constructions 
of the local spaces in curved surfaces, using a pseudo-tangent plane approach. The second 
refers to the assingnement of boundary conditions in the strong form. This is done using 
boundary functions over the Dirichlet boundary.  

Result obtained refer to first and third iner kinematic models with extensible 
normal. Exemples analyzed include homogeneus linear elastic e composite materials.  

The approximatig spaces is analyzed with regards to locking problems, 
displacement fields convergence, tension fields convergence and boundary-layer problems. 
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ū Valores prescritos do campo na fronteira de Dirichlet.
b Forças de corpo.
f Forças externas.
R Função Resíduo.
V ar Conjunto das variações.
Kin Conjunto das soluções cinematicamente admissíveis
uh Campo de deslocamento aproximado.
N Matriz de aproximação do campo de deslocamento.
U Vetor de parâmetros de deslocamentos nodais.
∂ξ (u) Gradiente de u em coordenadas intrínsicas (ξ, η) .
∂ξ (.) Operador diferencial para a determinação de ∂ξ (u) .
G Matriz associada a ∂ξ (u) .
∂X (u) Gradiente de deslocamento em coordenadas globais (X,Y,Z) .
J Matriz de transformação inversa obtida a partir de J−1.
R Operador de rotação.
∂ex (u) Gradiente de deslocamento na base local do ponto de integração.
ε̃ Vetor de componentes de deformação na base local do ponto de integração.
H Matriz boleana utilizada para determinar o vetor ε̃.
Π (u) Funcional de energia de deformação.
g (u) Traço da função deslocamento na fronteira de Dirichlet.

10



g (u) Traço da função deslocamento com valores nulos sobre ∂ΩD.
P (ρ,u) Funcional de penalização.
ρ Fator de penalização.
a(u,u) Funcional bilinear associado à energia interna de deformação.
l(u) Funcional linear da energia de deformação das forças externas.
δ (.) Operador de Variação.
u∗ Valor de perturbação da função u.
B Matriz associada ao vetor de deformações.
N Matriz de penalização dos graus de liberdade prescritos em ∂ΩD.
Si Operador de penalizaçã atuando sobre os graus de liberdade prescritos.
Ru (ξ, η) Funções rampa definidas em coordenadas intrínsicas.
Bu (ξ, η) Funções bolha definidas em coordenadas intrínsicas.
wa Deslocamento analítico nos pontos de integração.
Qa Esforço cortante analítico nos pontos de integração.
Mrra Momento radia analítico nos pontos de integração.

kECkL2(Ω) Norma L2 (Ω) do erro raltivo da grandeza C, kECkL2(Ω) =
kCa−CkL2(Ω)
kCakL2(Ω)

|EC|L1 Norma L1 (∂Ω) do erro ralativo da grandeza C, |EC|L1 = |Ca−C|L1
|Ca|L1Vα Espaço de aproximaçã local utilizados nas fronteiras.

Vα Espaço de aproximação local com funções com decaimento exponencial.
χ Operador indicatriz.
k Coeficiente de correção da energia de deformação cisalhante.
Mxx Momento fletor que gira a seção com normal na direção x local.
Myy Momento fletor que gira a seção com normal na direção y local.
Qx Esforço cortante na direção x local.
Qy Esforço cortante na direção y local.
px Enriquecimento p na direção x local.
py Enriquecimento p na direção y local.

11



Capítulo 1

Introdução

Este trabalho tem como objetivo a implementação do Método de Elementos Finitos Gener-

alizados (MEFG) (Duarte, Babuska & Oden [11]) na análise estática de placas e cascas, de

material composto por laminados ortotrópicos, utilizando os modelos cinemáticos de primeira

ordem (Mindlin [60]) e terceira ordem com normal extensível (Pandya & Kant [4]). Dentre

os tópicos estudados, são enfatizados, a construção dos espaços de aproximação em superfícies

curvas (cascas), a imposição de condições de contorno de forma forte, a capacidade dos espaços

construídos de contornar fenômenos de travamento e a versatilidade desta metodologia na sim-

ulação de problemas de camada limite. Para cada um dos tópicos observados são comentadas as

potencialidades e limitações da metodologia através da análise de exemplos de material elástico

linear, podendo ser, homogêneo e isotrópico ou composto por laminados.

O escopo do trabalho é constituído de oito capítulos. O primeiro consta de uma revisão

bibliográfica. Neste capítulo é feita a crítica do estado da arte, das metodologias sem malha,

dando ênfase às técnicas que utilizam a partição da unidade na construção do espaço de aprox-

imação. Com um papel secundário, porém não menos relevante, são abordados aspectos da

simulação numérica de materiais compostos por laminados e os fenômenos de camada limite

em placas e cascas.

O segundo capítulo consta de uma revisão sucinta dos materiais compostos laminados.

Neste tópico são tratadas as propriedades destes materiais e aspectos de macromecânica dos

laminados.

No terceiro capítulo são comentados os fundamentos matemáticos relativos à construção
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do espaço de aproximação. Também são abordados os enriquecimentos anisotrópicos (Duarte

& Babuska[12]). Com esta técnica são construídos os espaços com decaimento exponencial

característico dos fenômenos de camada limite.

O quarto capítulo aborda aspectos básicos da geometria diferencial de superfícies junta-

mente com os modelos cinemáticos de primeira ordem (Mindlin) e terceira ordem com normal

extensível (Pandya & Kant [4]) adaptados ao elemento sólido degenerado de Ahmad (Ahmad

et alli [70]).

O quinto capítulo constitui um dos principais aportes desta tese. Nele é introduzido o

procedimento dos planos pseudo-tangentes utilizado para construir os espaços de aproximação

locais em superfícies curvas. A técnica dos planos pseudo-tangentes constitui um procedimento

simples e versátil envolvendo, em sua essência, uma sequência de operações de translação,

rotação e transformação do sistema de coordenadas. Os erros envolvidos no procedimento, que

estão intrinsecamente ligados à curvatura do elemento, são avaliados, neste capítulo, através de

ensaios numéricos específicos.

O sexto capítulo trata da imposição das condições de contorno de forma forte e da construção

de espaços locais especiais. Neste capítulo são apresentadas duas alternativas de contornar

este problema. A primeira, utilizando o método clássico de penalizações, e a segunda pela

modificação dos espaços locais, nas fronteiras de Dirichlet, utilizando uma técnica proposta

neste trabalho. Fecha-se o capítulo mostrando um dos aspectos mais interessantes do método,

que consiste na construção de espaços locais especiais. Estes espaços possuem funções que são

modos da solução de uma classe de problemas. Especificamente, neste trabalho, são construídos

os espaços para abordar fenômenos de camada limite em placas e cascas rasas.

No sétimo capítulo são apresentados os resultados numéricos em três grupos de exemplos. No

primeiro grupo mostra-se o desempenho do espaço construído utilizando MEFG na abordagem

dos fenômenos de travamento para os modelos de primeira e terceira ordem. O segundo grupo

consta de resultados de convergência de campos primais e duais em problemas regulares de

placas e cascas. Neste grupo são apresentados exemplos constituidos de material homogêneo e

de material composto por laminados modelados com teorias de primeira e terceira ordem. No
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terceiro grupo de resultados são exibidos os exemplos que apresentam camada limite em placas

e cascas. Através destes exemplos é constatada a versatilidade dos espaços construídos segundo

esta técnica. Aqui são utilizados enriquecimentos ortotrópicos dos espaços locais na direção dos

altos gradientes. Neste tópico a construção destes espaços locais é feita com funções polinomias

ou funções que apresentam decaimento exponencial em direções específicas.

1.1 Revisão bibliográfica

A revisão bibliográfica apresentada a seguir consiste de um resumo abrangente dos temas suprac-

itados na introdução, dando ênfase aos tópicos utilizados nesta tese. A mesma se inicia com

uma revisão sucinta do status da tecnologia na simulação numérica em materiais compostos

laminados. O segundo tema, que constitui o tópico principal deste trabalho, consta de uma

crítica do estado da arte dos métodos sem malha, focalizando a atenção naqueles que con-

stroem o espaço de aproximação por produto das funções da Partição de Unidade com funções

que apresentam boas propriedades de aproximação (funções polinomiais ou modos conhecidos

da solução). Fecha-se esta revisão com um comentário sobre os fenômenos de camada limite e

as técnicas utilizadas, até o momento, para simular numericamente seu comportamento.

1.1.1 Laminados compostos

Por definição (Mendonça [55]), os materiais compostos são aqueles obtidos por combinação

macroscópica de dois ou mais materiais distintos de forma que o novo material assim obtido

apresente propriedades diferentes das que possuem os materiais constituintes separadamente.

A possibilidade de manipular as propriedades de performance do material, maximizando as

características desejadas e minimizando as indesejadas, fornece ao projetista grande flexibili-

dade. Estas características tornam este tipo de material altamente atrativo para a indústria

automobilística, naval, bélica e aeronáutica. Tratando-se de lâminas de material composto for-

madas pelo conjunto fibra-matriz, o estudo do comportamento destes materiais envolve dois

aspectos básicos, que são a micro mecânia e a macro mecânica de uma lâmina. A macro

mecânica estuda o comportamento da lâmina a partir de propriedades mecânicas aparentes

médias fornecidas pelo estudo micro mecânico da lâmina (Jones [61]). A micro mecânica es-
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tuda as interações microscópicas entre o reforço (fibras, tecidos etc.) e a matriz. Um dos

procedimentos clássicos utilizados na micro-mecânica para a obtenção das propriedades médias

de cada lâmina é a regra da mistura. Neste procedimento as propriedades elásticas médias de

uma lâmina, resistências à tração longitudinal e transversal, são obtidas através dos volumes

das fibras e da matriz. Dependendo do tipo de propriedade a ser determinada, este procedi-

mento pode ser mais ou menos preciso quando comparado com dados experimentais. O modelo,

que consiste na concentração de massa das fibras numa região do volume elementar, apresenta

resultado satisfatório quando se trata de ensaios de tração longitudinal na direção das fibras.

Para os ensaios de tração transversal, os modelos propostos por Hopkins & Chamis (Mendonça

[55]), que levam em consideração o efeito da descontinuidade dos materias apresentam valores

satisfatórios com relação aos resultados experimentais.

Uma outra abordagem trata os modelos baseados na teoria da elasticidade. Neste caso

as condições de contorno na análise dos volumes representativos constituídos de fibra-matriz,

são satisfeitas ponto a ponto e não em média como no caso anterior. Os modelos neste caso

representam soluções fechadas de equações diferenciais da elasticidade ou soluções obtidas por

métodos numéricos, quando se trata de geometrias complexas. Maiores detalhes sobre estes

métodos podem ser encontrados em (Jones [61]), e (Tsai & Hahn [67]).

Dentre as propostas baseados na teoria da elasticidade encontra-se o modelo semi-empírico

de Halpin-Tsai (Jones [61]). Este modelo estima as propriedades utilizando equações semi-

empíricas cujos parâmetros são ajustados através de dados obtidos experimentalmente ou pela

teoria da elasticidade.

Dentro da abordagem macro-mecânica do laminado são introduzidas as teorias de ordem su-

perior, capazes de modelar de forma mais realista que a teoria clássica a distribuição de tensões

transversais e os fenômenos de acoplamento entre os mecanismos de deformação característico

dos materiais anisotrópicos.

Atualmente a utilização de modelos micro mecânicos que explicitamente reconhecem os

componentes individuais do composto tem sido preferida em virtude destes fornecerem mais

informações sobre os constituintes do composto fibra-matriz. Dentro desta linha de trabalho
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se destacam as pesquisas de Pecknold & Rahman [16] e mais recentemente Zalamea, Miquel &

Oller [22].

O trabalho de Pecknold & Rahman propõe, para a análise de problemas estruturais tridi-

mensionais, um modelo hierárquico para o material, utilizando os conceitos matemáticos de

homogeneização, sendo o campo de deslocamentos modelados por elementos finitos. A utiliza-

ção deste modelo permite verificar as condições nas quais ocorre dano e falha do material, sendo

essencial para uma análise não linear devido à possível interação entre os modos de falha e de

dano.

O processo de homogeneização do modelo hierárquico para o material é obtido pelo de-

sempenho integrado de dois módulos. O primeiro constitui o micro-modelo de uma lâmina

unidirecional Fig.1.1(a) e Fig.1.1(b) onde, a partir das relações constitutivas das fibras e da

matriz obtém-se, por processo de homogeneização, os campos e tensões e defomações médios

da lâmina. O segundo é constituído por um sub-laminado Fig.1.1(c) que a partir do campo de

tensões médias da lâmina e mediante um processo de homogeneização obtém-se os campos de

tensões de deformações homogeneamente distribuído entre lâminas, e entre os pontos internos

das lâminas obtendo-se um material homogêneo anisotrópico Fig.1.1(d).

Zalamea, Miquel & Oller, propõem uma abordagem micro mecânica utilizando o conceito

de homogeneização associado a uma formulação de dupla escala. Isto consiste em determinar a

equação de equilíbrio para a micro estrutura (modelo global) e macro estrutura do composto.

Nesta abordagem o composto é dividido em pequenos volumes (células) (Fig.1.2a) (Fig.1.2b)

capazes de guardar informações completas do composto se a distribuição destas estruturas for

periódica. Entretanto, se o material tem uma distribuição aleatória, deve ser utilizado um

volume representativo do mesmo.

Modelo macro-mecânico

Do ponto de vista macro mecânico são inúmeras as teorias que tentam modelar de forma mais

ou menos satisfatória problemas estruturais de materiais compostos laminados. Neste capítulo

são citadas algumas delas, evidenciando suas potencialidades e limitações.
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Figura 1.1: a) Micro modelo de um laminado unidirecional; b) laminado unidirecional; c)
modelo sub laminado; d) material homogeneizado anisotrópico.
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Figura 1.2: a) Macro estrutura composta de células retangulares; b) macro estrutura composta
de células rômbicas.
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A primeria teoria utilizada para modelar este tipo de problema foi a Teoria Clássica da

Laminação (TCL) (Jones [61]). Esta teoria utiliza as hipóteses de Kirchhoff para problema de

placas e Kirchhoff-Love para problemas de cascas. Por trabalhar com estruturas de pequena

espessura (espessura ≤ 1
100
largura média da estrutura), negligencia as tensões normais as fibras

e as tensões cisalhantes transversais. A consideração destas tensões é de suma importância nos

problemas de estruturas laminadas, pois elas são responsáveis pela falha do laminado devido

ao deslizamento entre as lâminas e por separação das lâminas (delaminação).

Uma outra proposta para trabalhar com este tipo de modelo é utilizar os elementos tri-

angulares (Batoz & Dhatt [37]), conhecidos como DKT (Discret Kirchhoff Triangular), que

incorporam dois graus de liberdade a mais que o modelo Kirchhoff para garantir a continuidade

de rotações. Esta teoria é bastante utilizada na análise de placas de material isotrópico sendo

estendida sua utilização para placas laminadas. Dentro desta linha encontra-se o trabalho de

Mendonça [56], que consiste numa formulação de elementos finitos para placas delgadas mul-

ticamadas utilizando o DKT. Na sequência direta das teorias de Kirchhoff e Kirchhoff-Love

surgem as teorias de primeira ordem de Reissner [20] e Mindlin [60]. Estas teorias modelam

as componentes membranais do deslocamento por funções lineares da variável z da espessura.

Embora este modelo considere as deformações cisalhantes transversais, apresenta inconsistência

física pois as deformações são constantes ao longo da espessura, não satisfazendo as condições de

contorno de Poisson. Em face desta limitação, as tensões cisalhantes transversais são corrigidas

por fatores obtidos através diversos procedimentos como as equações de equilíbrio energético

proposto por Reissner ou a tensão cisalhante máxima conforme Timoshenko (Mendonça [55]).

Para o caso de placas laminadas ortotrópicas, Whitney (Mendonça [55]), apresenta um pro-

cedimento eficiente para determinar os fatores de correção para a energia cisalhante kx e ky.

Um outro problema apresentado por este modelo é o surgimento do travamento (locking) que

se manifesta através de um aumento da rigidez com a diminuição da espessura da estrutura

analisada.

Dentro de uma sequência cronológica das teorias que tentam modelar o comportamento dos

materiais laminados compostos, encontra-se o modelo de Pipes & Pagano [63]. Neste trabalho
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os autores utilizam a teoria da elasticidade tridimensional para obter as solução completa de

uma barra laminada sujeita a um carregamento uniforme distribuído longitudinalmente e uma

extensão uniforme na direção axial longitudinal. O modelo matemático resulta num sistema

de equações diferenciais acopladas e resolvidas utilizando diferenças finitas. Os resultados

obtidos são próximos aos da TCL para pontos a uma certa distância das bordas maior do que

a espessura total da viga. Para uma distância das bordas laterais aproximadamente igual ou

inferior a espessura surge o comportamento de camada limite (boundary Layer) para certos tipos

de campos primais e duais. Soluções para placas retangulares usando elásticidade tridimensinal

são também obtidas em Pagano [51] e Pagano [50]. Essas soluções são utilizadas como referência

na análise algoritmos e novas formulações.

A teoria de Lo, Christensen & Wu [44] é uma extensão da teoria de Reissner [20] utilizada

para flexão onde não eram considerados carregamentos membranais. Esta teoria aproxima

as componentes de deslocamento tangencial à superficie de referência por funções polinomiais

cúbicas completas da variável z da espessura. Este modelo propõe uma distribuição quadrática

da componente transversal do deslocamento possibilitando considerar deformações lineares na

direção normal à superficie média. Além disto, pelo fato de utilizar uma distribuição cúbica

para os deslocamentos de membrana, apresenta uma ditribuição quadrática para as deformações

cisalhantes transversais. Os resultados obtidos para o deslocamento transversal e para as tensões

flexurais na análise de um lamindo simétrico bidirecional do tipo [0, 90, 0], mostram valores

mais próximos do que a TCL com relação à solução analítica de Pagano[51]. Embora o modelo

apresentado seja muito preciso, envolve um custo muito alto tendo sua aplicação limitada.

Com o intuito de obter uma distribuição satisfatória para as tensões transversais cisalhantes,

Reddy [32] utiliza polinomiais cúbicas completas da variável z da espessura para representar

o campo de deslocamentos tangentes a uma superfície no problema de placas laminadas. Os

resultados obtidos pela solução exata baseada nesta teoria, mostram as limitações observadas

nos modelos fundamentados em deslocamentos, onde não são levadas em consideração os efeitos

das tensões transversais interlaminares responsáveis pelo equilíbrio de cada lâmina.

Esta limitação pode ser observada na distribuição descontínua das tensões cisalhantes transver-
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sais no laminado quando se utilizam as equações constitutivas. Neste caso, a obtenção de um

campo contínuo e consistente (que satisfacem condições de contorno de Poisson) para as tensões

transversais, recai no uso das equações de equilíbrio tridimensionais.

Phan & Reddy [53] utilizam o modelo cinemático proposto por Reddy [32] para construir

as equações de Galerkin através do método de elementos finitos. Neste trabalho são analisados

os problemas de flexão, vibrações livres e instabilidade estrutural de placas compostas por lam-

inados. Os resultados obtidos foram comparados com o método de Navier utilizando a mesma

teoria e a solução da elasticidade tridimensional de Pagano [51]. Nesta análise foram observados

os efeitos das deformações cisalhantes e os acoplamentos entre tração e flexão em laminados

asimétricos e anisotrópicos. Na análise de flexão, os resultados são próximos aos obtidos pela

solução exata da elasticidade tridimensional de Pagano [51]. Nesta análise foi constatado uma

diminução na rigidez da placa de material composto devido ao efeito da deformação cisalhante

em relação à mesma análise feita utilizando a TCL. São verificados os efeitos do acoplamento

flexão-extensão no laminado anisotrôpico, onde a diferença nas respostas pela teoria clássica

e pela teoria de ordem superior para o deslocamento transversal nomalizado no meio do vão,

aumentam com a taxa de anisotropia. No problema de vibrações livres, os resultados obtidos

pela TCL, apresentam valores inferiores aos obtidos com esta teoria e aos da solução analítica

de Noor citada neste artigo. Na análise de flambagem, através da carga crítica normalizada,

os efeitos do acoplamento flexão extensão para o composto anisotrôpico, podem ser observados

através de uma discrepância crescente de valores, para a carga crítica, determinados pela TCL

com relação à teoria de ordem superior e a da solução da elasticidade tridimensional proposta

por G. J. Turvey citado no artigo.

Sivakumaran, Chaudury & Vajarasathira [45] analisam a performance de três teorias de

ordem superior na modelagem por elementos finitos do campo de deslocamento transversal e

tensões para placas compostas por laminados simétricos. As funções de deslocamento foram

obtidas de forma direta por expansão em série de potências da variável z da espessura cotada a

partir da superfície de referência. O modelo de 3a ordem proposto considera uma distribuição

cúbica para os deslocamentos coplanares e quadrática para o deslocamento transversal, levando
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em consideração uma distribuição parabólica das tensões cisalhantes e linear das tensões normais

as fibras. Os elementos utilizados são os lagrangeanos de 9 nós, onde cada nó está associado a 3,

5 e 6 graus de liberdade para cada um dos modelos propostos. Esta análise objetiva verificar a

sensibilidade no deslocamento central normalizado, do problema modelado com estes elementos,

quanto à variação da taxa de espessura L
h
(L é a largura média da placa e h a espessura), efeito

de anisotropia do material, efeito de número de lâminas no laminado e influência do erro na

orientação das lâminas. Os resultados obtidos com esta teoria são comparados com a solução

da elasticidade tridimensional de Pagano [51], com a solução exata de da HSDT (Higher Shear

Deformation Theory) de Reddy e com a solução utilizando elementos finitos proposta por

Reddy & Chao, ambos citados neste artigo. Os resultados com o modelo de 3a ordem foram os

mais próximos daqueles obtidos pelas equações de elasticidade tridimensional de Pagano [51]

em todos os ensaios realizados.

Para modelar cascas sandwiches com núcleo de baixa rigidez e lâminas altamente resistentes

e anisotrópicas sob carregamento dinâmico, Kant & Kommineni [74] utilizam uma teoria de 3a

ordem com termos quadráticos juntamente com o método de elementos finitos para modelar

problemas não lineares no sentido de Von Karman. Este modelo cinemático garante uma

distribuição quadrática através da espessura das deformações cisalhantes transversais, não sendo

necessária a utilização de coeficientes de correção. Os resultados obtidos para o deslocamento

transversal e as tensões no tempo apresentaram valores próximos daqueles obtidos pela teoria

da elasticidade tridimensional Bathe et alli, citado no artigo.

Com o intuito de considerar as tensões normais transversais, de grande importância para

prever ruptura por delaminação Pandya & Kant [4] utilizam a teoria de 3a ordem incluindo o

termo quadrático no deslocamento normal às fibras. Este modelo apresenta a mesma limitação

das teorias fundamentadas no campo de deslocamento que não levam em consideração as tensões

interlaminares e portanto não representam uma distribuição contínua das tensões cisalhantes

transversais, além de não satisfazer em forma direta as condições de contorno de Poisson.

A forma usual de contornar este problema consiste na integração das equações de equilíbrio

da elásticidade tridimensional para obter uma distribuição contínua das tensões cisalhantes
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transversais.

Tessler & Saether [3] propõe uma teoria baseada em deslocamentos que representa em termos

de teoria de ordem superior uma sucessora da Single Layer Theory de Reddy [32]. Esta proposta

constitui-se de uma teoria variacional de ordem superior fundamentada na elasticidade tridi-

mensional, procurando conciliar aspectos relevantes na análise de estruturas laminadas. Dentro

destes aspectos tem-se uma distribuição contínua ao longo da espessura das tensões cisalhantes

transversais e da tensão normal às fibras, juntamente com a facilidade de implementação com-

putacional. Este propósito é conseguido trabalhando com modelos cinemáticos do tipo [1, 2],

ou seja os campos de deslocamentos coplanares são modelados com funções lineares, ao passo

que o campo do deslocamento transversal é obtido com funções quadráticas da variável z da

espessura. Neste método os campos de deformações transversais
©
γxz, γyz, εzz

ª
são modelado

de forma independente dos campos de deformações coplanares
©
εxx, εyy, γxy

ª
. Estes campos

foram construídos de forma a satisfazer as condições de contorno de Poisson.

Do ponto de vista da análise por FEM os espaços de interpolação podem ser do tipo C0 e

C−1 sendo este último utilizado para modelar os termos de ordem superior do deslocamento

transversal. A vantagem de se utilizar funções do tipo C−1(contínuas apenas no interior do

elemento) possibilita através de uma condensação estática, em nível de elemento, eliminar 2

graus de liberdade correspondentes aos termos de ordem superior do deslocamento transversal.

Sendo assim a equação do ponto de vista elementar apresenta 5 graus de liberdade por nó resul-

tando num custo computacional similar ao modelo de primeira ordem. As tensões cisalhantes

transversais e tensões normais às fibras são obtidas utilizando as equações constitutivas ou as

equações e equilíbrio. Os resultados obtidos utilizando as equações de equilíbrio tridimension-

ais são mais próximos da solução exata da elasticidade tridimensional de Pagano [51], citado

no artigo. Na modelagem da tensão normal às fibras, os resultados são bons em ambas as

situações.

Para modelar o problema de cascas rasas laminadas, Xiao-Ping [69] propõe um modelo

cinemático utilizando a aproximação geométrica de primeira ordem de Love e a simplificação de

Donnell. Este modelo, que leva em consideração a distribuição contínua das tensões cisalhantes
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através da espessura, utiliza os mesmos graus de liberdade que a teoria de Mindlin, mas permite

modelar os campos de deslocamentos tangenciais através da espessura de forma a satisfazer a

distribuição parabólica e contínua das tensões cisalhantes transversais e as condições de contorno

de Poisson.

A influência dos materiais e da forma de empilhamento é considerado no campo de desloca-

mentos. Em termos de precisão, apresentam valores muito próximos aos obtidos pela solução

da elasticidade tridimensional sendo melhores que os obtidos por Reddy [32], citado no artigo,

e pela teoria de primeira ordem de Mindlin.

Um modelo recente que utiliza a teoria de primeira ordem (Reissner-Mindlin) e elementos

finitos convencionais, na análise placas e cascas de material compostos por laminados, é apre-

sentado por Menezes & Devloo [24]. Neste trabalho os autores mostram um modelo baseado

no procedimento dos deslocamentos para análise de placas multicamadas com qualquer orien-

tação. O modelo apresentado considera uma distribuição contínua para os deslocamentos mas

as rotações são independentes para cada lâmina. Este modelo permite uma análise mais real-

ista das placas de material composto, considerando de forma mais adequada o comportamento

anisotrópico das camadas. Num trabalho posterior, Menezes & Devloo [25] apresentam a teo-

ria supracitada juntamente com estratégias h, p e hp adaptativas na análise de uma placa de

material homogêneo e isotrópico e uma casca de material composto. Nestes exemplos, além da

potencialidade do modelo, os autores mostram o desempenho das estratégias p, h e hp adapta-

tivas obtidas com o progama PZ construído em C++. Este programa utiliza uma malha para

gerar a geometria independente da malha associada ao espaço de aproximação. Isto permite

escolher os elementos que precisam ser refinados sem necessidade de alterar a malha geométrica.

Os resultados obtidos mostram um bom desempenho da técnica utilizada na captura de altos

gradientes localizados e um comportamento igualmente satisfatório na simulação de desloca-

mentos e esforços em estruturas, de material composto por laminado, com forte anisotropia.

As teorias supracitadas caracterizam-se por ter o modelo do campo de deslocamento e o

espaço de interpolação fixos para um determinado problema. Actis, Szabo & Schwab [64],

propõem um refino hierárquico para o modelo cinemático e para o espaço de elementos finitos
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que satisfaz os requisitos de convergência, consistência assintótica e taxas de convergência

ótimas. Os requisitos supracitados são definidos como:

• Convergência: Sendo h > 0 a espessura da casca e seja u(HM |i)
EX o campo de deslocamento

do modelo de casca de ordem superior tal que quando i ∈ N∗e i → +∞ converge para

a solução exata da elasticidade tridimensional u(3D)EX , define-se convergência em norma de

energia como

lim
i→∞

°°°u(3D)EX − u(HM |i)
EX

°°°
E(Ω)

= 0 . (1.1)

Na expressão (1.1) o supra índice i representa a ordem do modelo avaliado e E (Ω) o espaço

de funções de aproximação que compõe o modelo hierárquico.

• Consistência Assintótica: A consistência assintótica é a capacidade do modelo utilizado
de simular o comportamento de casca fina. A mesma é definida como

lim
h→0

°°°u(3D)EX − u(HM |i)
EX

°°°
E(Ω)°°°u(3D)EX

°°°
E(Ω)

= 0 . (1.2)

Muitos modelos satisfazem este critério, especialmente os modelos clássicos como os de Koi-

ter, Sanders e Novozilov (estes critérios não consideram a deformação cisalhante) e os modelos

Reissner-Mindlin e Naghdi (levam em consideração a deformação cisalhante).

• Taxa de convergência ótima: Na ausência do fenômeno de camada limite e singularidades,
a taxa de convergência ótima é definida como

°°°u(3D)EX −u(HM|i)
EX

°°°
E(Ω)°°°u(3D)EX

°°°
E(Ω)

≈ Chγ
i
para h→ 0, i→

∞.

A convergência ótima se verifica se a taxa γ(i+1) > γi.

Os modelos hierárquicos constituem uma sequência convergente com relação à solução exata

da elasticidade tridimensional de modelos matemáticos. Em outras palavras, deseja-se obter a

solução exata de modelos de ordem superior, como resultado limite de uma série convergente.

Os modelos de cascas apresentados em [64] são uma redução dimensional do problema de

elasticidade tridimensional, obtida por meio de uma semi-discretização na direção transversal e
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projeção de energia. Em outras palavras, os modelos são obtidos restrigindo os deslocamentos

admissíveis no princípio dos trabalhos virtuais tridimensional ficando a equação integral da

formulação fraca dependente da coordenada curvilínea transversal ζ.

As soluções que minizam o funcional de energia Π (u) pertencem ao sub-espaço En (Ω)

definido por:

En (Ω) =

(
u |uξ (ξ, η, ζ) =

n1X
i=0

u |ξi (ξ, η)ϕi (ζ) , uη (ξ, η, ζ) =
n2X
j=0

u |ηj (ξ, η)ψj (ζ) ,

uζ (ξ, η, ζ) =
n3X
k=0

u |ζk (ξ, η) ρk (ζ) ,

i = 1, ..., n1, j = 1, ..., n2, k = 1, ...n3} (1.3)

A construção de modelos hierárquicos sequenciais de elementos finitos fundamenta-se na

geração de funções transversais ótimas ϕi (ζ) , ψj (ζ) e ρk (ζ) e da construção de funções de

mapeamento da superfície média da casca. A utilização de funções transversais constitui o

ítem fundamental desta modelagem. Estas funções são obtidas de forma a satisfazer as equações

de equilíbrio tridimensionais e dependem da sequência de laminação e do material utilizado.

As conclusões do trabalho mostram que a utilização deste modelo, na simulação do campo

cinemático, juntamente com a versão p do método de elementos finitos, para construir o espaço

de aproximação resultam um algoritmo livre de travamento (locking) para valores de p = 4, e de

baixa sensibilidade à distorção da malha. Embora esta teoria apresente excelentes resultados na

abordagem de problemas clássicos dentro da teoria de placas e cascas, o processo de construção

do modelo hierárquico adaptativo é computacionalmente caro, o que torna essencial uma análise

prévia de custo / benefício para a sua aplicação.

1.1.2 Métodos sem malha

No contexto deste trabalho, são chamados métodos sem malha aqueles nos quais o conjunto

de equações que governa o problema discretizado não depende de uma malha no sentido forte.

Entenda-se por isto que as malhas devem satisfazer os requisitos de conformidade exigidas em

elementos finitos convencionais.

Em muitas destas metodologias pode ser observada uma dependência fraca com relação à
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malha, a qual tem somente a função de suporte para a quadratura numérica. No presente

trabalho, é feita uma sucinta revisão histórica destas metodologias, dando ênfase aos métodos

que utilizam o enriquecimento externo da partição da unidade para construir o espaço aproxi-

mação, como o Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) (Melenk & Babuska [34])

e o hp-Clouds (Duarte & Oden [9]). Estes últimos representam uma generalização das versões

h, p e hp do método de elementos finitos convencionais (FEM), o que lhes valeu o nome de

Elementos Finitos Generalizados (MEFG).

Dentro das primeiras propostas de métodos sem malha encontram-se Monaghan [35] com o

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), Liszka et alli [79] com o Generalized Finite Diference

Method (GFDM) e Lancaster & Salkauskas [57] introduzindo o uso do Moving Least Square

Methods (MLSM).

Utilizando a técnica MLSM para construir os espaços locais de aproximação surgem oDiffuse

Elements Method (DEM) proposto por Nayroles, Touzot & Villon [6] e o Element Free Galerkin

Method (EFGM) de Belytschko, Lu & Gu [80].

O método SPH constitui uma forma discretizada do Interpolation by Kernel Estimates

(Monaghan [35]) através de uma subdivisão do domínio da solução em pequenos volumes VI

com massa mI e centro em xI . Este método, que constrói o sistema de equações do prob-

lema discretizado utilizando colocação, foi idealizado inicialmente para modelar problemas de

astrofísica sem fronteiras definidas.

Nesta metodologia a discretização é levada a cabo por um conjunto de pontos aleatoria-

mente distribuídos sobre o domínio a ser analizado. Embora seja muito simples de ser im-

plementado, este método utiliza funções de interpolação similares às funções MLSM de ordem

zero (funções de Shepard) conhecidas por sua baixa capacidade de aproximação, o que requer

um número elevado de pontos para atingir uma precisão satisfatória. Dentre outras limitações

desta metodologia ocorre a instabilidade numérica causada por uma quadratura inadequada.

Um ítem fundamental no estudo dos metodologias sem malha é sem dúvida o MLSM. Esta

técnica de construção do espaço de aproximação é precursora de uma família de métodos sem

malha, como o DEM, EFGM e o hp-Clouds. A idéia fundamental é a aproximação local uti-
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lizando mínimos quadrados ponderados. Ao contrário dos mínimos quadrados convencionais

onde a solução é uma função polinomial que minimiza o erro quadrático em média, nos mín-

imos quadrados móveis são incorporadas funções peso aos nós de discretização (a estes nós

estão associados valores discretos da função a ser interpolada) introduzindo um caráter local a

aproximação.

Uma outra metodologia proposta, quase paralelamente com o SPH, é o GFDM, apresentado

por Liszka & Orkiz [78], que utiliza mínimos quadrados ponderados para aproximar localmente

soluções suaves. Nesta metodologia, a solução é expandida em série de Taylor em cada ponto

de discretização do domínio, onde são conhecidos os valores da função e de suas derivadas.

Quando na determinação da solução são utilizados todos os pontos do domínio discretizado

que tem influência sobre o ponto onde se quer a aproximação local da solução, este método é

idêntico ao MLSM. Entretanto Liszka utiliza um número fixo de pontos de influência, o que

pode ocasionar em certas situações descontinuidades na solução.

EmDiffuse Approximation Method (DAM), proposto por Nayroles et alli [6], que é uma gen-

eralização do DEM, é utilizado o mesmo procedimento do MLSM para construir os elementos

difusos. A idéia deste método é utilizar as funções do DEM como funções de interpolação de um

espaço local do tipo H1 (Ω), e utilizar o método de Galerkin para determinar a solução aprox-

imada de equações diferenciais ordinárias e equações diferenciais parciais. Esta metodologia

utiliza uma distribuição aleatória de pontos sobre o domínio e proporciona uma aproximação

do tipo C1 (Ω).

O DAM, embora livre dos problemas acarretados por uma malha, e de proporcionar uma

distribuição contínua das funções e gradientes no domínio, é menos preciso do que elementos

finitos convencionais. Esta limitação deve-se a uma consideração inadequada das condições de

contorno e do gradiente das funções de aproximação, já que é feita uma derivação incompleta

destas funções. As limitações encontradas por Nayroles et alli [6] em DAM são contornadas por

Belytschko et alli [80] no EFGM. Este método utiliza uma distribuição aleatória de pontos sobre

o domínio aos quais estão associadas as funções de interpolação do tipo MLSM. Para evitar

problemas de instabilidade devido a uma sub-itegração é utilizada uma malha de suporte para
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a quadratura numérica.

No EFGM a deficiência da propriedade seletiva delta de Kronecker das funções de inter-

polação é contornada forçando as condições de contorno essenciais por multiplicadores de La-

grange. Neste método o gradiente das funções de interploção é determinado de forma completa,

incorporando os termos das derivadas negligenciados por Nayroles et alli [6].

Esta metodologia apresenta uma performance melhor que elementos finitos convencional na

abordagem de problemas onde a estrutura da malha encontra limitações, como nos casos já

citados, além de obter espaços com regularidade desejada. Os custos destes benefícios recaem

sobre tempo de processamento elevado, decorrentes da construção do espaço de interpolação e

da integração numérica. Soma-se a estas limitações as perdas de precisão nas fronteiras devido

a utilização de uma malha não ajustada ao contorno e a imposição das condições de contorno

de forma fraca através de multiplicadores de Lagrange.

A performance desta metodologia pode ser constatada em trabalhos como os de Lu, Be-

lytschko & Tabbara [87] na abordagem de problemas de dinâmica de fratura. Neste artigo, os

autores contornam o problema da inversão da matriz utilizando um processo de ortonormaliza-

ção das funções peso polinomiais, obtendo uma forma diagonal para a matriz de valores nodais

da base polinomial de interpolação.

Entretanto o custo computacional do processo de ortonormalização é tão caro quanto a

inversão da matriz. Este método, quando aplicado a problemas regulares, onde a geração de

malhas conformes é obtida a baixo custo computacional, não oferece vantagens com relação a

elementos finitos convencionais.

Um procedimento onde se consegue elevada precisão de resultados em regiões críticas e ao

mesmo tempo baixo custo computacional é apresentado por D. Hegen [17]. Neste trabalho

o autor propõe uma divisão do domínio numa região crítica do ponto de vista de estrutura

de malha onde é utilizado o EFGM e uma região regular onde é utilizado elementos finitos

convencionais.

Uma dificuldade que surge nos métodos sem malha que utilizam funções de interpolação que

não apresentam a propriedade delta de Kronecker é a forma de impor as condições de contorno
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essenciais utilizando multiplicadores de Lagrange. Este procedimento, quando utilizado de

forma direta no princípio variacional clássico, resulta numa matriz de rigidez que não é positiva

definida, podendo apresentar problemas de mal condicionamento quando se trabalha com bases

polinomiais de grau elevado. Uma forma de contornar este tipo de problema é apresentado

por Lu, Belytschko & Gu [87], fazendo uso do princípio variacional modificado. Neste caso

são utilizados os significados físicos dos multiplicadores de Lagrange que correspondem aos

vetores de tração sobre a fronteira de Dirichlet necessários para forçar as condições de contorno

prescritas. A vantagem da utilização desta técnica consiste na diminuição do número de graus

de liberdade do problema e no surgimento de uma matriz de rigidez sem grandes problemas de

mal condicionamento.

A utilização do EFGM é estendida ao tratamento de domínios constituídos de materiais

diferentes (Cordes & Moran [84]), onde novamente é utilizado o significado físico dos mul-

tiplicadores de Lagrange para forçar condições de contorno essenciais na fronteira definida

entre materiais. Outra variação do método é o tratamento do EFGM com integração nodal,

ou seja, onde não é preciso uma malha auxiliar para efetuar a quadratura numérica. Neste

caso, o problema de sub-integração, também chamada de instabilidade tensorial, é contornado

incorporando-se ao princípio variacional o quadrado do resíduo da energia (estabilização de

modos espúrios).

Como uma sequência natural do EFGM, surgem os métodos que constróem o espaço de

aproximação por enriquecimento externo da partição da unidade, como o hp-Clouds (Duarte &

Oden [9]) e o Partition of Unitity Finite Element Method (PUFEM) (Melenk & Babuska [34]).

No método hp-Clouds o espaço de aproximação é construído por enriquecimento da função

partição da unidade com sinal. Este enriquecimento se dá pelo produto das funções partição

da unidade com bases polinomiais, obtidos por produto tensorial ou completo (Triângulo de

Pascal), ou quando conhecidos, por modos característicos da solução do problema de valores

no cortorno (PVC).

A principal vantagem deste método sobre o EFGM é o de poder usar partições da unidade de

grau zero (funções de Shepard). Esta característica torna este método muito atrativo para o uso
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de estratégias adaptativas, devido ao baixo custo computacional necessário para obter o espaço

de aproximação. O emprego de funções de Shepard na construção do espaço de aproximação,

representa uma economia de tempo de processamento, já que não há vantagem em construir

funções partição da unidade usando bases polinomiais de grau maior do que zero, como provado

em Duarte & Oden [9].

Nesta metodologia surge o conceito de cobertura do domínio em lugar de discretização

como em elementos finitos convencionais. Juntam-se a este conceito propriedades como conec-

tividade livre, suportes de funções de qualquer formato, enriquecimentos direcionados e espaços

construídos com regularidade desejada.

A cobertura é conseguida com uma distribuição aleatória de pontos sobre o domínio aos

quais estão associados os centros de nuvens de forma que cada ponto do domínio seja coberto

pelo menos por uma nuvem. Esta metodologia obtém o conjunto de equações discretizadas

utilizando o método deGalerkin e vale-se de uma malha de suporte para a quadratura numérica.

Quando as funções peso utilizadas para construir a partição da unidade são as funções globais

utilizadas em elementos finitos convencionais, pela definição da função de Shepard conclui-se

que as funções da partição da unidade são as próprias funções globais de elementos finitos

convencionais. A partir do exposto, este método pode ser entendido como uma generalização

das versões h, p e hp de elementos finitos convencionais.

Como vantagens do hp-Clouds sobre o EFGM podem ser apontadas a facilidade de con-

strução do espaço de interpolação sem a necessidade de inverter uma matriz em cada ponto de

integração e a utilização de uma malha de suporte de quadratura ajustada ao domínio, evitando

com isto problemas de instabilidade numérica decorrentes de uma quadratura inadequada nas

fronteiras. Com relação ao método de elementos finitos convencionais, podem ser observadas

as vantagens características dos métodos sem malha de forma geral como:

• funções de interpolação com suportes não necessariamente depentes de uma malha;

• construção do espaço de interpolação e implementação de estratégias h, p e hp adapta-
tivas de forma direta, sem problemas de continuidade entre elementos encontrados em

elementos finitos convencionais;
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• geração de campos com regularidade desejada do tipo Cs com s ≥ 1 o que possibilita

obter um campo contínuo para as derivadas da solução de grande interesse em problemas

de elasticidade;

A análise de custo/benefício entretanto, designa sua utilização em problemas onde a estru-

tura da malha apresenta limitações. Dentro dos inconvenientes que acompanham esta metodolo-

gia podem ser observados:

• perda de precisão nos contornos de Dirichlet, devido à incorporação de forma fraca das
condições de contorno essenciais;

• custo de processamento elevado quando as partições de unidade são construídas com
funções peso muito regulares, exigindo um número elevado de pontos de integração para

evitar instabilidade numérica na quadratura.

• matriz de rigidez com banda larga, normalmente com número de condição maior do que

em elementos finitos convencionais na modelagem do mesmo problema.

Uma outra abordagem dos métodos chamados de elementos finitos generalizados é o PUFEM

de Melenk & Babuska [34]. Esta metodologia se caracteriza por construir o seu espaço de

aproximação por enriquecimento das funções partição da unidade do tipo Lipschitz , com funções

que apresentam boas propriedades de aproximação (polinômios de Legendre, polinômios de

Lagrange e funções que fazem parte da solução do PVC). Dentro das funções partição da unidade

possíveis de serem usadas se encontram as funções globais de elementos finitos convencionais.

As principais características do método são:

• habilidade de incluir, a priori, conhecimento sobre o comportamento local da solução no
espaço de elementos finitos. Isto o torna apropriado na abordagem de problemas onde

as soluções são fortemente oscilatórias onde as funções polinomiais não representam de

forma adequada este comportamento.

• habilidade de construir o espaço de aproximação de regularidade desejada;
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• devido a não necessitar de uma malha no sentido clássico de elementos finitos, o torna
um método sem malha;

• podem ser entendidos como uma generalização das versões h p e hp utilizadas em ele-

mentos finitos convencionais.

Dentre as dificuldades encontradas podem ser citadas:

• a incorporação das condições de contorno essenciais no problema, já que as funções de
interpolação podem não ter a propriededade seletiva do Delta de Kronecker, são forçadas,

por meio de funções de penalização ou outras técnicas;

• o processo de integração numérica torna-se mais difícil do que em elementos finitos con-

vencionais, já que as funções não estão amarradas à malha, tendo que determinar para

cada ponto de integração, o número de suportes (domínios da partição da unidade) que

o cobre, bem como os valores das funções e seus gradientes correspondentes no ponto de

integração.

Dentre os trabalhos abordados por estas tecnologias, podem ser citados a modelagem de

fratura elástica em problemas de elasticidade plana (Duarte & Oden [9]), aproximação da

Equação de Laplace e da Equação de Helmholtz (Melenk & Babuska [34]), modelagem do

problema estático de placas de Mindlin (Garcia et alli [54]). O Método de Elementos Fini-

tos Generalizados (MEFG) (Duarte, Babuska & Oden [11]) constitui a primeira proposta de

métodos sem malha para modelar problemas complexos da mecânica dos sólidos tridimensional.

Neste trabalho os autores utilizam partições de unidade Lagrangeanas Trilineares associdas a

suportes de malhas tetraédricas como as usadas em elementos finitos convencionais para con-

struir o espaço de aproximação. São evidenciados neste trabalho a grande flexibilidade do

método, através da possibilidade de fazer refino p ortotrópico (Babuska & Duarte [12]), e de

incorporar conhecimento da solução do (PVC) no espaço de elementos finitos, ambas relevantes

na modelagem de problemas de singularidades e de camada limite (boundary layer). Além das

propriedades já citadas a matriz de rigidez obtida com esta metodologia apresenta vantagens

sobre aquela obtida com elementos finitos convencionais para o mesmo problema. Ao contrário
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do que em elementos finitos convencionais, a matriz de rigidez obtida não altera sua estrutura

com o enriquecimento p, já que o número de nós permanece o mesmo, aumentando apenas o

número de funções associadas a cada nó. Como esta metodologia desconsidera os nós das faces

e centrais do elemento, a matriz de rigidez obtida é menor do que em elementos finitos con-

vencionais, com valores armazenados em banda e mais povoada com valores não nulos. Esta é

uma característica positiva do ponto de vista de adaptatividade a solvers. Dentre as limitações

que acompanham o uso de funções partições de unidade constituídas de funções polinomiais

lineares se observam:

• um espaço de interpolação do tipo C0 (Ω) , onde evidentemente não se tem continuidade

do gradiente no domínio;

• Problemas de dependência linear quando as funções de enriquecimento são polinomiais.
Isso exige solvers adequados, como por exemplo, baseados no algoritmo interativo apre-

sentado em (Duarte, Babuska & Oden [11]).

Embora, o espaço de aproximação apresente a propriedade delta de Kronecker, a idéia inicial

de impor condições de contorno essenciais pela simples eliminação das funções que aproximan

graus de liberdade prescritos não é correta. Esta observação, feita por Schwebke & Holtzer [47]

para problemas de elasticidade plana p enriquecidos, mostra que o espaço gerado com estas

características apresenta energia de deformação finita entretanto não é minimamente conforme.

Esta limitação é ratificada no trabalho onde a carência de completude do espaço, em proble-

mas de flexão, torna-o incapaz de representar alguns modos de solução com pequeno número

de elementos. Uma proposta para contornar o problema é apresentada pelos autores suprac-

itados. Esta técnica denominada de restrição multiplicativa consiste no produto das funções

associadas às nuvens sobre a fronteira de Dirichlet pelas Hat functions do elemento suporte. As

funções resultantes deste procedimento tem regularidade C0, são suaves e constróem um espaço

local completo. Outra alternativa de impor condições de contorno essenciais é apresentada

no trabalho onde são utilizadas as funções de fronteira. Estas funções, obtidas por processo

de restrição multiplicativa, possuem valor nulo sobre as fronteiras com condições de contorno
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prescritas. As funções de fronteira, utilizadas no trabalho, pertecem ao sub-espaço das funções

Lagrangeanas biquadráticas de utilização difundida pelo elementos finitos convencionais. O es-

paço construído com estas funções tem regularidade C0, é suave, e garante a completude sobre

a fronteira de Dirichlet.

1.1.3 Fenômenos em camadas limite (boundary layers)

De forma genérica, os fenômenos em camadas limite representam um comportamento diferenci-

ado da solução numa determinada faixa do domínio do problema de valores no contorno. Estas

regiões, onde ocorre este comportamento diferenciado da solução em relação ao restante do

domínio estão localizadas nas vizinhanças dos contornos. Estas respostas são características de

problemas modelados com determinado tipo de equações diferenciais. Dentro destes casos são

citados os problemas elípticos de placas e cascas (modelo de Mindlin para placas semi espes-

sas) em mecânica dos sólidos e os problemas de transfência de calor com coeficientes térmicos

pequenos.

Do ponto de vista matemático, o fenômeno se deve a que as equações diferenciais apresentam

operadores diferenciais de ordens diferentes. Os problemas postos desta forma são suscetíveis

à perturbações por parâmetros associados à equação diferencial (a espessura, em problemas de

placas e cascas).

As primeiras tentativas de estabelecer um tratamento matemático para os fenômenos de

camadas limites devem-se aos estudos de Gol’denveizer (1953) e posteriormente à análise ass-

intótica de Rutten (1973), e mais recentemene, ao trabalho de Arnold and Falk [18] na análise

dos efeitos de borda em placas de Mindlin.

Uma caraterística deste tipo de fenômeno é o de apresentar as soluções dentro da camada

com um decaimento exponencial em função do parâmetro de perturbação. Na Fig.1.3 Sf e

Sc representam os geradores de fronteiras suaves e pontual (devido ao canto) respectivamente.

Neste caso S = Sf ∪Sc é um sub-domínio de Ω de medida nula em L2 (Ω) chamado de gerador

do efeito de camada.

De forma genérica, diz-se que uma função ul (Pitkäranta et alli [41]) é uma solução na
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camada limite de um problema de casca definido em 2D pela equação diferencial

Mu+ t2Bu = f (1.4)

se:

• ul é parametrizada pela variável de perturbação t e satisfaz a equação diferencial de Euler
Lagrange fora de S.

• A solução ul decai exponencialmente com relação a um ponto P fora de S conforme

a expressão
¯̄
ul(P )

¯̄ ∼ exp {−d (P ) /L} . Nesse caso L é a largura da camada, d (P ) =

dis(P, S), (Fig.1.3).

• Quando t varia, o comprimento da camada L varia, de forma que L→ 0 quando t→ 0

A seguir são comentadas algumas tentativas de modelar este fenômeno utilizando as versões

h, p e hp de elementos finitos convencionais, e uma nova visão do modelo matemático baseada

nos modos principais de Fourier.

Inicia-se a revisão comentando o modelo para problemas de valores no contorno unidimen-

sionais de Schwab et alli [14]. Neste trabalho, os autores modelam o fenômeno de camada

limite para problemas uinidimensionais de valores no contorno elípticos e de difussão de calor.

A modelagem é feita utilizando estratégias hp adaptativas para as situações de malha fixa

(dimensão dos elementos independe do parâmetro de perturbação), constituída de um ou mais

elementos, e de malha variável (a dimensão do elemento depende do parâmetro de pertur-

bação). Para a primeira análise, quando é utilizada malha fixa, a taxa de convergência do erro

relativo em norma de energia é uniforme com relação ao parâmetro de perturbação de camada

t ∈ (0, 1] sendo o melhor valor atingido da ordem de O (p−1) onde p é o grau da função de

interpolação polinomial associada ao elemento. Para malhas variáveis constatou-se uma taxa

de convergência exponencial para o erro relativo da norma de energia quando a dimensão do

primeiro elemento é da ordem de O (tp) onde tp é o produto do parametro de perturbação t

pela ordem polinomial das funções de aproximação.

Uma abordagem numérica do fenômeno em placas de Mindlin e cascas rasas e problemas

de fluxo de calor é feita no trabalho de Schwab et alli [14]. Para o modelo de Mindlin é feita
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a análise de uma placa circular sujeita a uma carga senoidal. São utilizadas duas malhas de 8

elementos cada. Para a primero caso é utilizada uma malha uniforme constituída por elementos

de mesma largura medida na direção radial. No segundo caso a malha é variável sendo O (tp)

a da dimensão do elemento na fronteira. Na análise do erro relativo em norma de energia, a

diferença de resultados obtidos com as duas malhas é pequena. Entretanto, a convergência

é obtida com a malha variável. Pode ser observado nesta análise que o efeito da espessura

provoca deterioração dos resultados devido ao efeito de travamento. Na análise do problema

de transmisão de calor com fronteiras não suaves, são considerados os efeitos combinados de

camada limite com as singularidades decorrentes de cantos vivos. Os melhores resultados nesta

análise são novamente obtidos utilizando malhas variáveis (a dimensão dos elementos varia com

o parâmetro de perturbação) e com refino nos cantos.

Na análise de cascas rasas os autores evidenciam a influência da geometria da mesma no

traçado da camada. Neste exemplo são mostradas cascas com curvaturas não constantes onde

os efeitos de camada limite nas fronteiras desenvolve-se numa região de largura O
¡√

t
¢
Fig.1.4b.

Os casos anômalos correspondem a cascas com curvaturas constante segundo um determinado

eixo como as cascas parabólicas e hiperbólicas com larguras de camada O
¡
4
√
t
¢
(Fig.1.4b) e

O
¡
3
√
t
¢
(Fig.1.4a). Para a casca definida por um hiperbolóide de revolução, sujeita a uma

perturbação provocada por uma carga concentrada sobre a fronteira, os efeitos de camada se

transmitem pelos eixos de curvaturas constantes.

O problema da determinação do comprimento da escala é abordado por Pitkäranta, Mat-

ache & Schwab [41]. No artigo são analisadas as cascas rasas segundo os medelos das teorias

clássicas de Love de Koiter e de Novozilov e dos modelos que consideram a deformação cisal-

hante como os de Reissner & Naghdi. A primeira abordagem é feita considerando que a largura

da camada depende unicamente da variável de perturbação (neste caso a espessura da casca).

Entretanto, as considerações gerais sobre a largura da camada são obtidas através da análise

dos quatro modos principais de Fourier. Neste caso a largura depende não apenas do parâmetro

de perturbação mas de geometria da casca (Fig.1.4).

Como constatado nos trabalhos anteriores, as estratégias utilizadas em elementos finitos
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Figura 1.3: Elemento estrutural de placa e sistema local de coordenadas (x, y, z) com o eixo
”y” normal ao contorno no ponto Q ∈ S.

(a) (b)

Figura 1.4: a) Hiperbolóide de revolução, b) cilindro com geratriz parabólica.

convencionais para representar gradientes íngrimes são h e hp adaptativas. A utilização de

técnicas p adaptativas, utilizadas de forma usual em elementos finitos convencionais, podem, até

certo ponto, reduzir os erros locais quando são utilizados polinômios de alta ordem. Entretanto

o refino p, utilizando malha groseira, seja ele isotrópico ou anisotrópico, não consegue eliminar

os erros devido a oscilação dos resultados no elemento onde ocorre o fenômeno de camada limite.

A partir do exposto pode-se observar a necessidade de poder incluir funções exponenciais no

espaço de interpolação de forma a obter altas taxas de convergência na região da camada. Neste

ponto o MEFG se apresenta como uma forma de construir um espaço com estas características

e com uma implementação computacional relativamente simples de ser realizada.
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Capítulo 2

Materiais Compostos Laminados

Os materiais compostos por definição (Jones [61]) são aqueles constituídos por dois ou mais

componentes diferentes, combinados de forma macroscópica, para funcionarem como uma única

unidade. Procura-se com isto obter um conjunto de propriedades que nenhum dos componentes

individualmente apresenta. Embora a abordagem científica desta tecnologia tenha se dado

no século XX, a sua utilização de forma empírica data do segundo milénio antes de Cristo,

quando os egípcios utilizavam nas construções urbanas tijolos de argila reforçados com fibras

vegetais. Neste caso a argila é responsavel pela resistência a compressão e a as fibras vegetais

conferem uma diminuição de peso e um aumento considerável da resistência a tração da peça

como um todo. Na atualidade a utilização de materiais compostos está amplamente difundida

e a sua utilização pode ser constatada desde a fabricação de raquetes de tênis e quadros de

bicicletas construídos em fibra de carbono até fuselagens de aeronaves. A utilização de materiais

compostos fornece ao projetista uma grante flexibilidade no atendimento de ítens de projeto,

em outras palavras, é possível construir um material que otimize os ítens de performance do

projeto maximizando as características desejáveis e minimizando as indesejáveis. Para atingir

este objetivo são manipulados aspectos do comportamento do material tais como:

• Resistência à fadiga;

• Rigidez;

• Resistência à corrosão;

• Resistência à abração;
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• Redução de peso;

• Capacidade de trabalho a altas e baixas temperaturas;

• Isolamento ou conductividade térmica, elétrica ou acústica;

• Dureza, ductilidade;

• Aparência estética.

A abordagem deste capítulo se desdobra sobre os chamados materiais compostos modernos

que são aqueles constituídos por fibras de alto desempenho como as de carbono, grafite, vidro

e kevlar imersas numa matriz de resina polimérica. De forma genérica o material composto

fibra-matriz encontra-se na forma de lâminas constituídas de fibra-polímero, fibra-metal, metal-

metal, cerâmica-metal ou outros. Numa lâmina de material composto as fibras possuem alta

resistência na direção longitudinal das mesmas, portanto esforços nas outras direções deverão

ser suportados pela matriz. Dentro da lâmina as fibras podem ser colocadas numa única

direção (2.1a), ou em direções cruzadas (2.1b), sendo que na grande maioria dos casos de

peças estruturais (vigas, placas, cascas etc.) o laminado (material do qual é formado a peça) é

constituído por várias lâminas com direções de fibras variando de lâmina para lâmina de forma

a otimizar índices de performance do projeto como maximizar rigidez e resistência e minimizar

peso (2.1c).

A razão fundamental do uso de fibras recai no fato, comprovado experimentalmente pela

primeira vez por Griffth em 1920, que a rigidez e a resistência de um material em forma

de fibra é algumas ordens de magnitude maior do que a do mesmo material em forma de

bloco. Uma explicação para este fenômeno provém de que um bloco de material possui uma

população de trincas inerentes ao processo de fabricação. Já na fibra a dimensão longitudinal

é muitas vezes maior do que as outras duas tornando inviável o desenvolvimento excessivo de

trincas durante a fabricação. A análise de materiais compostos laminados é decomposta no

estudo micro-mecânico e macro-mecânico das lâminas compostas por fibra-matriz. Os aspectos

referentes à abordagem micro-mecânica não serão abordados neste capítulo podendo os mesmos

serem encontrados em Mendonça [55] ou Jones[61]. O objetivo deste capítulo consiste numa
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Figura 2.1: Tipos de lâminas: a) lâmina com fibras unidirecionais, b) lâminas com fibras tecidas,
c) laminado composto por várias lâminas orientadas em diferentes direções.

abordagem sucinta porém indispensável de tópicos referêntes à macro-mecânica dos materias

compostos laminados.

2.1 Macro-Mecânica

A macro-mecânica estuda o comportamento da lâmina considerando já disponíveis as pro-

priedades mecânicas aparentes médias em sua forma macroscópica. Neste caso deseja-se con-

hecer o comportamento de uma lâmina sob ação de carregamentos combinados que geralmente

estão aplicados fora das direções principais de material. Esta teoria está restrita ao comporta-

mento elástico linear do conjunto fibra-matriz, apresentando boa precisão para compostos do

tipo vidro-E/epóxi, e boro/epóxi.

2.1.1 Relação Constitutiva

As relações constitutivas formam o conjunto de equações conhecidas como Lei de Hooke para

materiais com comportamento elástico linear ideal. Nestas circunstâncias, existe uma relação

biunívoca entre o estado de tensões e o estado de deformações. Considerando temperaturas

constantes, ou variações de temperatura muito pequenas, os coeficientes elásticos podem ser

considerados constantes. Para a condição de pequenos deslocamentos as relações entre o tensor

de deformações de Green-Saint Venan e o tensor de tensões de Cauchy é dada pela equação:

σij= Cijrsεrsi, j, r, s = 1, .., 3 (2.1)
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O tensor Cijrs tem 81 componentes. Porém, valendo-se das propriedades de simetria dos

tensores tensão e deformação e considerando o material Green-elástico (possuem a função de

potencial elástica) o número de coeficientes da matriz de elasticidade reduz-se para 21. Aprovei-

tando a propriedade de simetria do tensor de tensões e de deformações, estes são colocados na

forma vetorial: 

σ1
σ2
σ3
τ 23
τ 31
τ 12


=


D11 D12 D13 D14 D15 D16

D22 D23 D24 D25 D26

D33 D34 D35 D36

D44 D45 D46

D55 D56

sim D66





ε1
ε2
ε3
γ23
γ31
γ12


(2.2)

De forma compacta (2.1) pode ser escrita como:

©
σ1
ª
=
£
D1
¤ ©

ε1
ª

(2.3)

Os supra-índices em (2.3) indicam que a equação esta referenciada ao sistema de eixos

principais 1,2,3.

Para o caso de simetria de grupos materiais com relação a planos mutuamente ortogonais

(2.3) toma a forma:



σ1
σ2
σ3
τ 23
τ 31
τ 12


=


D11 D12 D13 0 0 0

D22 D23 0 0 0
D33 0 0 0

D44 0 0
D55 0

sim D66





ε1
ε2
ε3
γ23
γ31
γ12


(2.4)

A equação (2.4), representa os chamados materias ortotrópicos que são aqueles nos quais

os coeficientes elásticos não se alteram em direções ortonormais. Um material ortotrópico no

sistema de coordenadas principais apresenta os mecanismos entre tensões normais e cisalhantes

desacoplados. Isto quer dizer que neste sistema de coordenadas as tensões normais provocam

apenas deformações normais, e as tensões cisalhantes apenas deformações cisalhantes. Devido a

equação constitutiva ser uma relação biunívoca, pode-se escrever esta equação de forma inversa:

©
ε1
ª
=
£
S1
¤ ©

σ1
ª
,
£
S1
¤
= [D]−1 . (2.5)
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Figura 2.2: a) direções principais coincidentes com o sistema de coordenadas xy, b) direções
principais oblíquas com relação ao sistema de coordenadas xy.

A matriz [S1] é conhecida como matriz de flexibilidade do material. Tanto esta quanto a

matriz de rigidez elástica do material são normalmente escritas em função das constantes de

engenharia E,G e ν.

2.1.2 Constantes de Engenharia para Materiais Ortotrópicos

As constantes de engenharia representam as propriedades elásticas do material e são obtidas

a partir dos módulos de Young generalizados E1, E2, E3, dos coeficientes de Poisson ν12, ν23,

ν31 e dos módulos de elasticidade cisalhantes G12, G23, G31. Desta forma, para um material

ortotrópico, a matriz de flexibilidade [S1] e dada por:

[S]1 =



1
E1

−ν21
E2
−ν31

E3
0 0 0

1
E2

−ν32
E3

0 0 0
1
E3

0 0 0
1

G23
0 0
1

G31
0

sim 1
G12


(2.6)
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A matriz de rigidez elástica correspondente [D] tem componentes dados por

D11 = E1

µ
1− ν223

E3
E2

¶
Á4 ,

D22 = E2

µ
1− ν213

E3
E1

¶
Á4 ,

D33 = E3

µ
1− ν212

E2
E1

¶
Á4 ,

D12 = (ν12E2 + ν13ν23E3)Á4 ,

D13 = (ν13 + ν12ν23)Á4 ,

D23 = E3

µ
ν23 + ν12ν13

E2
E1

¶
Á4 ,

D44 = G12, D55 = G13, D66 = G23 , (2.7)

onde

4 = 1− ν212
E2
E1
− ν213

E3
E1
− ν223

E3
E2
− 2ν12ν13ν23E3

E1
. (2.8)

As equações constitutivas apresentadas referem-se às direções ortotrópicas principais (Fig.

2.2). Na maioria das vezes nos problemas envolvendo materiais compostos laminados, a direção

dos carregamentos não coincide com as das fibras dentro de cada lâmina e nestas circunstâncias

é necessário fazer a rotação da relação tensão-deformação.

2.1.3 Equações Constitutivas Numa Direção θ Qualquer

Para construir a matriz constitutiva de um laminado, utiliza-se o sistema global xyz de coorde-

nadas, evidentemente diferente do sistema local 123 de cada lâmina. Sendo assim para somar a

contribuição de cada lâmina na matriz constitutiva do laminado é preciso rotacionar a mesma

para o sistema de coordenadas globais. As considerações e seqüência de operações são dadas a

seguir.

Seja a lâmina da (Fig.2.3), onde se quer determinar a equação constitutiva com relação a

um sistema de eixos xy através de uma rotação plana do ângulo θ em torno o eixo z. Partindo

de (2.4) no sistema principal de coordenadas locais 1-2 (Fig.2.3) e levando em consideração

que a rotação é feita sobre o tensor de deformações de Green, e não do vetor de deformações

utilizado na equação constitutiva (2.24) onde a deformação cisalhante de engenharia γ12 = 2ε12,

esta equação toma a forma:
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1
2

y

x

θ

z,3

Figura 2.3: Lâmina com direções principais obliquas com relação ao sistema de coordenadas
xy.

{σ}1 = £D1
¤
[R]
n
ε
1
2

o
(2.9)

onde

[R] =


1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0
2 0

sim 2

 , (2.10)

e, n
ε
1
2

oT
=
©
ε1 ε2 ε3

γ23
2

γ31
2

γ12
2

ª
. (2.11)

Efetuando uma rotação positiva de um ângulo θ em torno de z a partir do sistema xy se

obtém n
ε
1
2

o
= [Q]

©
ε
x
2

ª
. (2.12)

O vetor
©
ε
x
2

ª
contém as componentes simétricas do tensor de deformações no sistema xy e

[Q] é um operador de rotação definido por

[Q] =


cos2 θ sin2 θ 0 0 0 2 sin θ cos θ
sin2 θ cos2 θ 0 0 0 −2 sin θ cos θ
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos θ − sin θ 0
0 0 0 sin θ cos θ 0

− sin θ cos θ sin θ cos θ 0 0 0 cos2 θ − sin2 θ

 . (2.13)
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Substituindo (2.12) em (2.9) se obtém:

©
σ1
ª
=

£
D1
¤
[R] [Q]

©
ε
x
2

ª
,

=
£
D1
¤
[R] [Q] [R]−1 {εx} . (2.14)

Em (2.14) {εx} é o vetor de deformações da equação constitutiva no sistem xy definido

como:

{εx}T = © εx εy εz γyz γxz γxy
ª

(2.15)

Efetuando a rotação sobre o vetor de tensões pode-se escrever {σ1} em função {σx} :
©
σ1
ª
= [Q] {σx} . (2.16)

Substituindo (2.14) em (2.16) se obtém:

[Q] {σx} = £D1
¤
[R] [Q] [R]−1 {εx} . (2.17)

Pré multiplicando (2.17) por [Q]−1 se tem:

{σx} = [Q]−1 £D1
¤
[R] [Q] [R]−1 {εx} . (2.18)

Como [Q]−T = [R] [Q] [R]−1 pode-se condensar (2.18) na forma:

{σx} = [Q]−1 £D1
¤
[Q]−T {εx} . (2.19)

Analisando (2.19) conclui-se que a matriz de rigidez elástica do material no sistema xy é

definida por: £
D̄
¤
= [Q]−1

£
D1
¤
[Q]−T , (2.20)

e (2.19) pode ser escrita na forma compacta:

{σx} = £D̄¤ {εx} . (2.21)

A equação (2.21) define a relação constitutiva do material no sistema de coordenadas (x, y).

A partir de (2.19) pode-se obter (2.5) no sistema de coordenadas (x, y) como segue

{εx} = [Q]T £D1
¤−1

[Q] {σx} = [Q]T £S1¤ [Q] {σx} , (2.22)
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ou de forma compacta,

{εx} = £S̄¤ {σx} , (2.23)

onde £
S̄
¤
= [Q]T

£
S1
¤
[Q] .

A matriz de rigidez elástica dada em (2.20) tem seguinte forma:

£
D̄
¤
=


Dx
11 Dx

12 Dx
13 0 0 Dx

16

Dx
22 Dx

23 0 0 Dx
26

Dx
33 0 0 Dx

36

Dx
44 Dx

45 0
Dx
55 0

sim. Dx
66

 . (2.24)

A matriz de flexibilidade
£
S̄
¤
tem forma similar a (2.24) e através de (2.23) conclui-se que

os mecanismos de esforços axiais e cisalhantes nos planos (y, z) e (x, z) estão acoplados neste

caso. As lâminas com estas características são conhecidas como ortotrópicas angulares.

Para o caso específico do modelo de primeira ordem (Mindlin) é adotada a hipotese de

σz u 0.0 do estado plano de tensões na determinação da matriz constitutiva. Desta forma

partindo da equação constitutiva correspondente à matriz (2.24)é da hipotese supra-citada

conclui-se que,

σz = Dx
33εz +Dx

32γxy = 0.0 (2.25)

εz = −D
x
32γxy
Dx
33

. (2.26)

Como as equações das tensões membranais σx e σy são as únicas acopladas à deformação

transversal εz, substituindo (2.26) nas equações de σx e σy, obtidas do produto da matriz

constitutiva (2.24) pelo vetor de deformações (2.15), se obtem

σx = Dx
11εx +Dx

12εy +

µ
Dx
16 −Dx

13

Dx
36

Dx
33

¶
γxy, (2.27)

σy = Dx
12εx +Dx

22εy +

µ
Dx
26 −Dx

23

Dx
36

Dx
33

¶
γxy. (2.28)

Desta forma as linhas da matriz constitutiva (2.24) correspondente às equações de τ yz, τxz

e τxy permanecem inalteradas.a matriz de constitutiva resultante para o modelo de primeira

ordem é obtida a partir de (2.24) eliminando a terceira linha e a terceira coluna e substituindo
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os termos Dx
16 e D

x
26 de (2.24) por

³
Dx
16 −Dx

13
Dx
36

Dx
33

´
e
³
Dx
26 −Dx

23
Dx
36

Dx
33

´
respectivamente. Sendo

assim a mtriz constitutiva para o modelo de primeira ordem toma a forma:

£
D
¤
M
=


Dx
11 Dx

12 0 0
³
Dx
16 −Dx

13
Dx
36

Dx
33

´
Dx
22 0 0

³
Dx
26 −Dx

23
Dx
36

Dx
33

´
Dx
44 Dx

45 0
Dx
55 0

sim. Dx
66

 . (2.29)

Desta forma fecha-se o capítulo tendo abordado os tópicos indispensáveis ao desemvolvi-

mento deste trabalho.
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Capítulo 3

Construção do espaço de aproximação

A proposta de trabalhar com uma metodologia sem malha para construir o espaço de aproxi-

mação fundamenta-se em dois aspectos básicos a serem considerados. O primeiro consiste em

eliminar, tanto quanto possível, os inconvenientes que surgem quando o domínio das funções de

interpolação estão associados à malha. Neste caso se tem uma análise de custo-benefício a ser

considerada. A primeira possibilidade seria construir as funções totalmente independentes do

domínio da malha, da forma usada por Duarte & Oden [9], carregando consigo o inconveniente

de impor condições de contorno de forma fraca. Deste último são referenciados na literatura

técnica a perda de precisão, para valores de alguns campos, nos contornos de Dirichlet e o ele-

vado custo de processamento decorrente do emprego funções baseadas em mínimos quadrados

móveis (MLS). Uma segunda alternativa utiliza a partição da unidade associada ao domínio

do elemento, (Melenk & Babuska [34]) e (Duarte, Babuska & Oden [11]). Ganha-se com isto

uma conectividade fixa, funções de regularidade mais baixa, custo computacional inferior nos

processo de integação numérica e a imposição de condições de contorno essenciais de forma

mais simples.

O segundo aspecto a ser considerado consiste na possibilidade de tornar flexível o espaço de

aproximação. Neste ponto cita-se os enriquecimentos locais ortotrópicos e a incorporação no

espaço de aproximação de modos conhecidos do problema de valores no contorno. A metodolo-

gia que reúne as características apresentadas acima para o espaço de aproximação é conhecida

como Método de Elementos Finitos Generalizados(MEFG). Esta técnica foi proposta indepen-

dentemente por Melenk & Babuska [34] com o nome de Partition of Unity Finite Element
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Figura 3.1: Funções PU Lagrangeanas ϕα, ϕβ, ϕγ e ϕδ com suportes Ωα,Ωβ,Ωγ e Ωδ e centros
em xα,xβ,xγ e xδ.

Method (PUFEM) e por Duarte & Oden [9] sobre o nome de hp-Clouds. A diferença principal

entre o hp-Clouds e o PUFEM, reside em que o primeiro não precisa de uma conectividade fixa.

Outras diferenças dizem respeito a detalhes matemáticos necessários para definir e caracterizar

corretamente os espaços de aproximação e suas propriedades de convergência, como limite de

cardinalidade da cobertura ou propriedades da partição de unidade (Lipschitz ou com sinal).

Este capítulo tem o objetivo de resumir os fundamentos matemáticos do MEFG através dos

teoremas que garantem a convergência dos espaços contruídos com esta metodologia. Inicia-se

o mesmo definido a partição de unidade e a existência da mesma

3.1 Partição da unidade

Seja Ω ⊂ Rn um domínio aberto e limitado e ∂Ω um contorno que satisfaz a condição de cone,

diz-se que um conjunto de funções {ϕα}Nα , onde α ∈ I = {α ∈ N+ | N ≤ +∞} de maneira que
Ω̄ ⊂ SN

α=1Ωα, constitui uma partição da unidade associada à cobertura aberta {Ωα}Nα=1 do
domínio Ω se:

i. ϕα (x) ∈ C∞0 (Ωα), α ∈ I,

ii.
NP
α=1

ϕα = 1, e ϕα ≥ 0 ∀ x ∈ Ω̄,

iii. Todo subconjunto compacto de Ω intercepta um número finito de suportes de ϕα. A ex-

istência das funções ϕα com estas propriedades é assegurada pelo Teorema 3.1 a seguir:
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Teorema 3.1 : Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado tal que Ω̄ =
SN

α=1Ωα para α ∈ I.
Então existem funções ϕα ∈ C∞0 (Ωα), α ∈ I tal que

NP
α=1

ϕα = 1, e ϕα ≥ 0 ∀ x ∈ Ω para α ∈ I.
Além disto, se N = ∞ com Ω∗compacto e Ω∗ ⊂ Ω então Ω∗ intercepta um número finito de

suportes Ωα. A prova deste teorema é apresentada em Oden & Reddy [39].

Dependendo do espaço ao qual elas pertencem, estas funções são classificadas em partições

de unidade com sinal, como as apresentadas acima, e do tipo Lipschitz cujas propriedas são

dadas a seguir.

3.1.1 Funções partição da unidade tipo Lipschitz

Estas funções são tais que ϕα ∈ H1
¡
Ωα

¢
e satisfazem as seguintes propriedades.

i. supp ϕα ∈ Ωα, α ∈ I,

ii.
NP
α=1

ϕα = 1, ∀ x ∈ Ω,

iii. kϕαkL∞(Rn) ≤ C∞

iv. k∇ϕαkL∞(Rn) ≤ CG
diam(Ωα)

v. A partição é de grau m se {ϕα}Nα=1 ⊂ Cm (Rn).

Em iii e iv, C∞ e CG são constantes independentes de .ϕα.

Em função das características acima citadas, a escolha de uma partição de unidade é baseada

em alguns aspectos tais como:

i. Complexidade da geometria do domínio.

ii. Regularidade requerida C0, C1, ou ordens maiores.

iii. A importância do caráter sem malha da aproximação.

As partições de unidade do tipo Lipschitz podem apresentar-se como partições de unidade

do tipo (M,C∞, CG), onde C∞ e CG são constantes finitas que limitam os valores das funções
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e de seus gradientes e o número natural M define um limite no total de subdomínios Ωα que

cobrem un ponto x ∈ Ω. Em outras palavras, dada a cobertura {Ωα}Nα=1 ,

∃M ∈ N card {α : x ∈ Ωα} ≤M ∀x ∈ Ω. (3.1)

Um exemplo de partição de unidade com estas características é utilizada em elementos

finitos clássicos. Neste caso o representante mais simples para o elemento quadrilateral, é a

partição de unidade construída com funções Lagrangeanas bilineares (tendas) mostradas na

Fig.3.1. Nesta situação específica o limite de cardinalidade M = 4, isto é se tem um numéro

de no máximo quatro nuvens cobrindo cada ponto de integração do domínio Ω.

3.2 Espaço de aproximação no MEFG

OMEFG provém das metodologias que constroem o espaço de aproximação por enriquecimento

externo das funções partição da unidade. Dentre as potencialidades e limitações merecem ser

citadas:

i. Cardinalidade limitada e fixa, ou seja, o número de nuvens que cobrem um ponto de in-

tegração é fixo e depende da malha utilizada. Isto é conseguido utilizando partições de

unidade do tipo Lipschitz que apresentam a propriedade (3.1).

ii. Possibilidade de impor condições de contorno essenciais de forma forte.

iii. Refino h, p e hp em alguns aspectos mais simples do que em elementos finitos convencionais,

já que não se tem o inconveniente da necessidade de compatibilizar as funções entre

elementos (Novotny et alli [1]) e Devloo [59]. Um segundo aspecto relevante é a construção

de espaços locais p anisotrópicos.

iv. Possibilidade de introduzir no espaço de interpolação funções que fazem parte da solução

do problema de valores no contorno.

v. Matriz de rigidez positiva-semi definida quando são utilizadas partições de unidade polino-

miais e funções de enriquecimento também polinomiais.
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Os aspectos da construção de espaços de aproximação com as características citadas tem

seu formalismo matemático apresentado a seguir.

Seja {Ωα}Nα=1 uma cobertura do domínio Ω e seja {ϕα}Nα=1 uma partição de unidade do
tipo Lipschitz, subordinada a esta cobertura. Em cada subdomínio Ωα o espaço Qα reflete a

aproximação local, sendo o espaço de aproximação global dado por

Q =
NX
α=1

ϕαQα (3.2)

A convergência pode ser atingida por refino h, p, hp ou pela construção de espaços locais

ótimos obtidos pela inclusão de autofunções do PVC nos conjuntos Qα. O espaço global Q

construído desta forma herda as propriedades de aproximação dos conjuntos locais Qα. Esta

afirmação é garantida pelo Teorema 3.2 (Melenk & Babuska [34]) que segue.

Teorema 3.2 : Seja Ω ⊂ Rn um domínio aberto e limitado. Seja {ϕα}Nα=1, ϕα ∈ H1
¡
Ω̄α

¢
,

a partição da unidade subordinada à cobertura {Ωα}Nα=1 , α ∈ I, de forma que Ω̄ ⊂
SN

α=1 Ω̄α.

Seja u ∈ H1 (Ω) uma função a ser aproximada de forma que em cada subdomínio Ωα ∩ Ω, u

possa ser aproximado localmente por uma função uα ∈ Qα tal que:

ku− uαkL2(Ωα∩Ω) ≤ �1 (α) , (3.3)

kO (u− uα)kL2(Ωα∩Ω) ≤ �2 (α) . (3.4)

então a função de aproximação,

uap =
NX
α=1

ϕαuα ∈ Q ⊂ H1 (Ω) (3.5)

satisfaz a seguinte estimativa global:

ku− uapkL2(Ω) ≤
√
MC∞

Ã
NX
α=1

�21 (α)

!1
2

, (3.6)

kO (u− uap)kL2(Ω) ≤
√
2M

Ã
NX
α=1

µ
CG

diamΩα

¶2
�21 (α) + C2

∞�
2
2 (α)

!1
2

. (3.7)

O Teorema 3.2 supra-citado fundamenta as versões h e p das estimativas a priori do erro,

em norma L2 (Ω) , dos espaços com as características citadas, sejam eles construídos utilizando

FEM, PUFEM ou hp-Clouds. A idéia fundamental do MEFG consiste, como já foi dito, na
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Figura 3.2: Suporte das funções de enriquecimento Ωα e base local da nuvem.

construção do espaço de aproximação local por enriquecimento das funções partição da unidade.

Desta forma as características de convergência p do espaço de aproximação são asseguradas pelas

conjuntos Qα. A seguir é mostrada a técnica de construção do espaço de aproximação global.

3.2.1 Construção das famílias Fp
N .

Os espaços locais Qα são em geral construídos usando funções polinomiais devido às conhecidas

boas qualidades de aproximabilidade destas funções. Por exemplo, no caso de elementos do tipo

quadrilateral pode ser utilizado o produto tensorial de polinômios definidos em R1, que aqui

constituem os conjuntos de polinômios Q̄p
α, definidos na expressão (3.9), ou ainda por conjuntos

completos de polinômios (triângulo de Pascal) correspondente ao conjunto Q̂p
α, definidos na

expressão (3.11). O espaço de aproximação global é definido em função dos espaços locais

supracitados como Q = span {Fp
N}. O conjunto Fp

N é definido como

Fp
N =

©©
ϕαQ̄

p
α

ª
: 1 ≤ α ≤ N

ª
(3.8)

onde,

Q̄p
α = {Lij(x̄) : 0 ≤ i, j ≤ p, i, j ≥ 0, p ≥ 0} (3.9)

se o enriquecimento for obtido por produto tensorial de polinômios. Neste caso a dimensão dos

conjuntos Q̄p
α é Nprod = (p+ 1)

2 .

Se o enriquecimento for por conjunto completo de polinômios (Triângulo de Pascal) se tem
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que,

Fp
N =

nn
ϕαQ̂

p
α

o
| 1 ≤ α ≤ N

o
(3.10)

onde,

Q̂p
α = {Lij(x̄) | 0 ≤ i, j ≤ p, 0 ≤ i+ j ≤ p} . (3.11)

A dimensão dos conjuntos Q̂p
α é Nprod = (

p+2
n ) , em espaços construídos no R2, n = 2.

Os espaços obtidos desta forma têm a propriedade de P ⊂ Q onde P é o conjunto dos

polinômios de grau g ≤ p (teorema 3.4 ).

Com o objetivo de trabalhar com funções de enriquecimento definidas no domínio normal-

izado, as funções Lij (x̄) e seu gradiente ∇x̄Lij (x̄) são definidos pelas expressões:

Lij (x̄) = L̂ij (ξ) ,∇x̄Lij (x̄) =
1

hα
∇ξL̂ij (ξ) . (3.12)

Em (3.12) L̂ij (ξ) e ∇ξL̂ij (ξ) são calculadas para o conjunto de pontos pertecentes a ŵα =

{ξ ∈ R2 : kξkR2 ≤ 1} , que correspondem à normalização dos pontos x̄ em relação a um círculo
de raio hα, tal que (Fig.3.2):

ξ =
x̄

hα
, x̄ = hαξ.

O vetor posição x̄ é obtido por uma translação e uma rotação de forma que x̄ = [Q]Tα (x−xα)
onde x é o vetor posição, de um ponto sobre a nuvem Ωα, em coordenadas globais e [Q]α e

xα são a matriz de rotação e o vetor posição do centro da nuvem α em coordenadas globais,

respectivamente.

A família Fp
N , cuja construção foi descrita anteriormente, é fundamentada nos seguintes

teoremas:

Teorema 3.3 : Seja o conjunto {ϕα}Nα=1, constituído por funções linearmente independentes
formando uma Partição de Unidade emΩ. Se os conjunto de funções de enriquecimento definidos

pelas expressões (3.9) e (3.11) são linearmente independentes de {ϕα}Nα=1 , então os conjuntos
Fp
N definidos em (3.8) e (3.10) são também linearmente independentes.

Teorema 3.4 : Lrs ∈ Q , para 0 ≤ r, s ≤ p.

As provas dos Teoremas (3.3) e (3.4) são encontradas em Duarte & Oden [9].
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Figura 3.3: Função da partição de unidade bilinear PU associada à nuvem central do domínio
[−1, 1]× [−1, 1] .

A forma das funções construídas pela técnica supracitada é mostrada nas Figuras.3.3, 3.4

e 3.5. As funções mostradas neste exemplo representam a partição de unidade bilinear e seus

enriquecimentos para o nó de coordenadas (0, 0) pertencente ao domínio [−1, 1]× [−1, 1].

Um dos inconvenientes desta metodologia quando são utilizadas funções partições de unidades

polinomiais (que é o caso das funções lineares e bilineares utilizadas em FEM convencional), e

funções de enriquecimento local também polinomiais, é o surgimento de uma matriz de rigidez

positiva semi-definida. Isto se deve a que o conjunto de funções Fp
N gerado nestas condições é

linearmente dependente. Técnicas possíveis para tratar este problema são mostradas no tra-

balho de Duarte, Babuska & Oden [11] e serão comentadas em detalhes no apêndice anexo a

este trabalho.

O MEFG permite realizar, com baixo custo computacional, enriquecimentos anisotrópicos.

Esta propriedade o torna adequado na simulação de problemas de camada limite (Boundary-

Layer), onde o gradiente da solução apresenta valores elevados em direções específicas. Esta

técnica, apresentada a seguir, permite melhorar o processo p adaptativo resultando numa sim-

ulação melhor de soluções que variam bruscamente em determinadas direções e variando muito

pouco nas outras.
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Figura 3.4: Enriquecimento ortotrópico em x obtido por xPU para a nuvem com coordenadas
(0, 0) .

Figura 3.5: Enriquecimento isotrópico obtido por xyPU para a nuvem de coordenadas (0, 0) .
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3.2.2 Enriquecimento local p-ortotrópico

Em particular a técnica de enriquecimento ortotrópico utilizada neste trabalho segue a estraté-

gia utilizada em Duarte & Babuska [12]. Neste caso o conjunto de funções locais Q̃p
α, que

confere as características de ortotropia ao enriquecimento polinomial, é obtida a partir das

bases polinomiais locais Q̂p
α e Q̄

p
α definidas nas expressões (3.11) e (3.9). O supra índice (px̄, pȳ)

na expressão (3.13) indica o enriquecimento de ordem px̄ na direção x̄ local e pȳ na direção local

ȳ.

O conjunto de funções polinomiais Q̃p
α correspondente a uma nuvem α é definido pela

expressão:

Q̃(px̄,pȳ)
α = Q̂pmax

α ∩ Q̄(px̄,pȳ)
α , (3.13)

onde pmax = max{px̄, pȳ}.
A seguir são mostrados dois exemplos de obtenção do conjunto local Q̃p

α. O primeiro exemplo

consta de um enriquecimento isotrópico do tipo px̄ = pȳ = 3. Neste caso o conjunto de funções

de aproximação local é dado por:

Q̃p
α = Q̂p

α =
©
1, x̄,ȳ, x̄2, x̄ȳ, ȳ2, x̄3, x̄2ȳ, x̄ȳ2, ȳ3

ª
. (3.14)

O conjunto (3.14) mostra que quando o enriquecimento for isotrópico, o conjunto Q̃p
α é

obtido por produtos completos de polinômios de terceira ordem, ou seja, o triângulo de Pascal

de ordem p = 3. O segundo exemplo mostra um enriquecimento ortotrópico na direção x̄ do

tipo px̄ = 3 e pȳ = 2. O conjunto local com estas características, obtido conforme (3.13), é

dado por:

Q̃p
α =

©
1, x̄,ȳ, x̄2, x̄ȳ, ȳ2, x̄3, x̄2ȳ, x̄ȳ2

ª
(3.15)

O conjunto (3.15) pode também ser compreendido como uma parcela do triângulo de Pascal

obtido, para pmax = px̄ = pȳ = 3 , que contém no máximo termos de ȳ2 como mostrado no

esquema abaixo.
1

x̄ ȳ
x̄2 x̄ȳ ȳ2

x̄3 x̄2ȳ x̄ȳ2

. (3.16)

O esquema mostrado em (3.16), representa a operação de interseção indicada em (3.13).
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Um dos aspectos fundamentais na utilização das métodologias sem malha é a forma de

impor condições de contorno essenciais. A seguir é estudado o problema de completude do

espaço e as técnicas utilizadas para contorná-lo.
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Capítulo 4

Modelos de ordem superior para cascas

Na abordagem de problemas de placas e cascas de materiais compostos laminados, os objetivos

das pesquisas focalizam-se na construção de modelos capazes de garantir uma distribuição

quadrática para as tensões cisalhantes transversais, continuidade das tensões cisalhantes entre

lâminas, capturar fenômenos de acoplamento membrana flexão e respeitar condições de contorno

de Poisson.

Na procura desta solução são propostos os modelos cinemáticos de ordem superior, que se

caracterizam por representar os campos de deslocamentos por funções polinomiais da variável

z da espessura do elemento estrutural.

Dentre os modelos com estas características podem ser citadas as teorias que trabalham com

a solução exata da elasticidade tridimensional e as que obtem a solução aproximada utilizando

elementos finitos convencionais.

Dentro da primeira abordagem se encontram as teorias de Pagano [51]; Lo,Christensen &Wu

[44], Reddy [32] e mais recentemente Shu Xiao-ping [69]. Nos trabalhos anteriores, os autores

valem-se das equações de equilíbrio da elasticidade tridimensional e de um espaço de funções

de interpolação que satisfaz as condições de contorno para determinar os campos analisados.

Estas abordagens mostraram bons resultados para problemas de placas onde a simplicidade da

geometria e do carregamento permitem a utilização de métodos analíticos como Levi e Navier

para o caso.

No segundo enfoque são utilizandos elementos finitos para construir o espaço de interpolação.

Dentre estes trabalhos podem ser citados os de Phan & Reddy [53], Tesller & Saether [3], Kant
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Figura 4.1: Σ é a superfície de referência, Ω o domínio, R o raio de curvatura e C o centro de
curvatura e um ponto genérico P .

& Komineni [74], Pandya & Kant [4] e mais recentemente os trabalhos de Menezes & Devloo

[23] e Menezes & Devloo [24].

Neste trabalho as características supracitadas atribuidas ao modelo cinemático são atingidas

adaptando as teorias de primeira ordem (Mindlin) e terceira ordem com normal extensível

(Pandya &Kant [4]) ao elemento sólido degenerado (Ahmad et alli [70]). Dando prosseguimento

ao presente desenvolvimento, a seguir são comentadas, características gerais das estruturas de

cascas envolvendo aspectos básicos de geometria diferencial de superfícies. Será feita uma

breve introdução da discretização do domínio utilizando o elemento finito sólido degenerado

para cascas.

4.1 Cascas

4.1.1 Aspectos gerais

Uma casca é um sólido de volume Ω gerado pela superfície média Σ e sua normal n

extendendo-se por um comprimento h = t
2
medido a partir da superfície média Σ, como

mostrado na (Fig.4.1).

Estes modelos descrevem de forma satisfatória os campos de deslocamentos e esforços in-

ternos quando a espessura t é pequena comparada com as dimensões da superfície Σ. Se L e R
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representam o comprimento de referência e o raio de curvatura da casca, as seguintes relações

devem ser satisfeitas.
t

R
<< 1 e

t

L
<< 1 , (4.1)

Valores típicos para cascas semi-espessas giram em torno de:

t

R
≤ 1

16
e
t

L
≤ 1
4
. (4.2)

4.1.2 Elementos básicos da geometria diferencial de cascas

A geometria de uma casca é caracterizada pela superfície média Σ, também denominada de

superfície de referência, (Batoz & Dhatt [37]), que pode ser descrita por suas coordenadas

curvilíneas (ξ, η) e ζ = 0. A posição de um ponto p sobre Σ é definida pelo vetor posição xp

(Fig.4.2) dado por:

xp (ξ, η) = X (ξ, η) i+Y (ξ, η) j+ Z (ξ, η)k, (4.3)

onde as componentes cartesianas nas direções dos vetores i, j e k de (4.3) que correspondem

aos versores da base cartesiana global X, Y e Z são

xp = (X (ξ, η) Y (ξ, η) Z (ξ, η)) . (4.4)

Bases locais covariante e ortonormal

As coordenadas curvilíneas não são ortogonais a não ser que estejam associadas às direções

principais. Portanto, será visto a seguir como definir uma base ortonormal associada as mesmas.

O ponto de partida deste desenvolvimento é a diferêncial do vetor posição xp, dado por:

dxp = (X,ξdξ +X,ηdη) i+(Y,ξdξ + Y,ηdη) j+(Z,ξdξ + Z,ηdη)k,

= (X,ξi+ Y,ξj+ Z,ξk) dξ + (X,ηi+ Y,ηj+ Z,ηk) dη,

= (xp,ξ ) dξ + (xp,η ) dη = a1dξ + a2dη. (4.5)

A partir dos vetores covariantes a1 e a2 obtem-se o vetor normal v3 definido por:

v3 =
a1 × a2
ka1 × a2k (4.6)
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Figura 4.2: Descrição de um ponto na superfície Σ de referência.

Os vetores a1, a2 e v3 constituem a chamada base covariante ou natural no ponto p (Fig

4.2). Os vetores a1, a2 não são necessesariamente ortonormais a não ser que sejam tangentes às

direções principais. Para o caso de se ter uma parametrização discreta da superfície (como em

elementos finitos) o vetor v3, para pontos sobre as fronteiras dos sub-domínios parametrizados,

como na situação do ponto p da figura Fig.4.2, é obtido pela média das direções normais

definidas nestes pontos. Neste caso é denominado pseudo-normal à superfície de referência. A

base covariante é definida pelo tensor

[Fo] =
h
a1

... a2
... v3

i
=
h
a1

... a2
... a3

i
. (4.7)

Para definir uma base ortonormal associada ao ponto p pode-se partir da base covariante

para definir os vetores unitários t1 e t2 e n por:

n =
a1 × a2
ka1 × a2k (4.8)

t1 =
a1
ka1k , t2 =

n× t1
kn× t1k . (4.9)

Em (4.8) observa-se que o vetor v3 ≡ n para o caso de se ter uma parametrização contínua
da superfície.

62



Σ

ζ>0

ζ=0
Xp

Xq

p

q

v3

a1

a2

ao1

ao2

ξ

ξ η

η

X

Y

Z

O

z

z

z

Figura 4.3: Descrição geométrica de um ponto q localizado a uma cota z > 0.

Estes vetores, com o vetor n, formam uma base ortonormal cujas componentes definem o

tensor:

[Q] =
h
t1

... t2
... n

i
. (4.10)

Descrição de um ponto

Seja q um ponto material da casca localizado a uma cota z da superfície de referência medida

na direção pseudo-normal v3 conforme a (Fig.4.3). Para o caso de espessura constante o vetor

posição é dado por

xq (ξ, η, z) = xp (ξ, η) + zv3 (ξ, η) , (4.11)

= xp (ξ, η) +
t

2
ζv3 (ξ, η)

Onde t é a espessura, o parâmetro ζ é limitado por−1 ≤ ζ ≤ 1 e v3 é o vetor pseudo-normal.
O diferencial dxq é dado por

dxq =

µ
xp,ξ +

t

2
ζv3,ξ

¶
dξ +

µ
xp,η +

t

2
ζv3,η

¶
dη + v3

t

2
dζ . (4.12)

Este pode ser colocado em função do tensor da base covariante associada ao ponto q e do

vetor de componentes diferenciais curvilíneas como

dxq = [F
o
z] {dξ} , (4.13)
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onde

[Fo
z] =

h
ao1z

... ao2z
... ao3z

i
, (4.14)

{dξ}T =
©
dξ dη dζ

ª
. (4.15)

Os vetores da base covariante [Fo
z] associada ao ponto q são:

ao1z = Xp,ξ +
t

2
ζv3,ξ , (4.16)

ao2z = Xp,η +
t

2
ζv3,η , (4.17)

ao3z = v3
t

2
. (4.18)

Isto permite decompor [Fo
z] como segue:

[Fo
z] = [Fo] +

t

2
ζ [F3] , (4.19)

onde

[Fo] =
h
a1

... a2
... v3 t2

i
, [F3] =

h
v3,ξ

... v3,η
... 0

i
. (4.20)

Diferencial de área dA e de volume dV O elemento de área orientado num ponto q de

uma superfície definida por ζ constante é um vetor com direção normal ao plano tangente à

superfície neste ponto.

Os diferenciais de área e supefície são dados por:

dAz = a1zdξ × a2zdη (4.21)

|dAz| = |a1z × a2z| dξdη (4.22)

O elemento de área dAz é indicado na Fig.4.4.

O elemento de volume dVz em q é dado pelo volume do paralelepípedo formado pelo ele-

mento de área orientado dAz e pela altura medida na direção normal. O diferencial de volume

dVZ é, então, dado por

dVz = dAz · v3 t
2
dζ = dAzn · v3 t

2
dζ = det [Fo

z]
t

2
dξdηdζ. (4.23)
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Figura 4.4: Elemento diferencial de área.

Considerações geométricas referentes à espessura t (ξ, η) variável Para uma casca

com espessura t (ξ, η) variável, a posição de um ponto q localizado a uma distância z do plano

de referência é definida por (4.11), levando em consideração a variação da espessura com as

coordenadas curvilíneas ξ e η como segue:

xq (ξ, η, ζ) = xp (ξ, η) +
t (ξ, η)

2
ζv3 (ξ, η) . (4.24)

O diferencial dXq escrito em função de dξ, dη e dζ é:

dxq = dxp +
1

2

³
t (ξ, η),ξ ζv3 (ξ, η) + t (ξ, η) ζv3 (ξ, η) ,ξ

´
dξ (4.25)

+
1

2

³
t (ξ, η),η ζv3 (ξ, η) + t (ξ, η) ζv3 (ξ, η) ,η

´
dη +

t (ξ, η)

2
v3 (ξ, η) dζ.

A partir das expressões (4.5), (4.18), (4.19) e ( 4.20) se obtém:

dXq =

·µ
a1 +

1

2
t (ξ, η) ζv3 (ξ, η) ,ξ

¶
+
1

2
t (ξ, η),ξ ζv3 (ξ, η)

¸
dξ (4.26)

+

·
(a2 + t (ξ, η) ζv3 (ξ, η) ,η ) +

1

2
t (ξ, η),η ζv3 (ξ, η)

¸
dη

+
t (ξ, η)

2
v3 (ξ, η) dζ.
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Pode-se observar que os termos entre parênteses e o termo em dζ correspondem às compo-

nentes do tensor covariante no ponto q para a espessura t constante (4.14). Portanto (4.26)

pode ser escrita como

dxq =

·
a01z +

1

2
t (ξ, η),ξ ζv3 (ξ, η)

¸
dξ (4.27)

+

·
a01z +

1

2
t (ξ, η),η ζv3 (ξ, η)

¸
dη +

t (ξ, η)

2
v3 (ξ, η) dζ

= a1zdξ+a2zdη+a3zdζ ,

onde os vetores a1z, a2z e a3z são os vetores da base covariante no ponto

a1z = a01z +
1

2
t (ξ, η),ξ ζv3 (ξ, η) , (4.28)

a2z = a02z +
1

2
t (ξ, η),η ζv3 (ξ, η) , (4.29)

a3z =
t (ξ, η)

2
v3 (ξ, η) , (4.30)

dxq = [Fz] {dξ} . (4.31)

Definindo o tensor da base covariante em q como:

[Fz] =
h
a1z

... a2z
... a3z

i
, (4.32)

de maneira que o tensor [Fz] pode ser decomposto da seguinte forma

[Fz] = [F
o
z] + ζ [F1] , (4.33)

onde,

[F1] =
h
b1

... b2
... 0

i
, (4.34)

b1 =
1

2
t (ξ, η),ξ ζv3 (ξ, η) , (4.35)

b2 =
1

2
t (ξ, η),ξ ζv3 (ξ, η) . (4.36)

Nesta decomposição ficam em evidência os tensores [Fz] e [F1], e a influência da variação da

espessura com a coordenada curvilínea ζ. A partir desta definição, determinam-se os parâmetros

geométricos associados ao ponto (diferencial de área, diferencial de volume) de forma similar

ao problema de espessura constante. A determinação das bases ortonormais associadas aos

tensores [Fo
z] e [Fz], são feitas de forma similar a do tensor dado em.(4.12)
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Figura 4.5: a) Elemento sólido de Ahmad de 16 nós, b) elemento sólido de Ahmad de 12 nós.

4.2 Elemento finito sólido degenerado

O elemento sólido degenerado foi introduzido na literatura por S. Ahmad, B. M. Irons &

O.C. Zienkiewicz [70]. Este elemento, que é largamente utilizado na modelagem de problemas

lineares e não lineares de cascas, tornou-se popular devido à simplicidade de sua implementação.

Esta técnica dispensa o uso de diversos dos conceitos de geometria diferencial de superfícies na

modelagem de problemas de cascas.

A formulação de elemento sólido degenerado tem como objetivo contornar algumas dificul-

dades que surgem na modelagem de cascas com elementos sólidos convencionais como:

i. Número excessivo de graus de liberdade do problema já que a modelagem com elemento

sólido envolve no mínimo três graus de liberdade por nó, e discretização na espessura.

ii. Matriz de rigidez mal condicionada quando a espessura é muito fina comparada com

as outras dimensões. Nesta situação, para evitar o número exagerado de elementos, as

malhas usualmente necessitam usar suportes onde as dimensões da espessura são muito

menores que as outras duas, produzindo matrizes de rigidez mal condicionadas devido à

influência do Jacobiano.
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Figura 4.6: a) Cubo intrínseco; b) elemento sólido degenerado de 16 nós; c) sistema global de
coordenadas (X,Y,Z) .

Tipo de elemento utilizado

Em princípio os elementos degenerados de casca que são utilizados correspondem aos elementos

sólidos de Ahmad de 16 nós ilustrados na Fig.4.5(a).e 12 nós Fig.4.5(b). Estes elementos se

caracterizam por utilizar funções lineares para interpolar pontos sobre a curva ζ e funções

quadráticas nas variáveis (ξ, η) para interpolar pontos sobre as superfícies ζ = cte.

Na proposta deste trabalho não serão utilizados elementos isoparamétricos, isto é, as funções

que mapeiam o domínio não são em geral as mesmas que interpolam os campos primais e duais.

A seguir é feita referência a um conjunto de quatro sistemas de coordenadas (Fig.4.6) cujo

significado e utilização ficarão claros no decorrer do texto.

i. Sistema global de coordenadas (X,Y, Z) associado à base cartesiana [i, j,k] .

ii. Sistema de coordenadas associadas à base ortonormal local [t1z, t2z,nz] , tangente e normal

à superficie ζ = cte.

iii. Sistema ortonormal de coordenadas associadas ao nó k do elemento, dada pelos vetores
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Figura 4.7: Base pseudo-normal
£
θ1k,θ

2
k,v

3
k

¤
, associada ao nó k.

£
θ1k,θ

2
k,v

3
k

¤
, definidas a partir do conceito de pseudo-espessura tk em cada nó k do ele-

mento.

iv. Base covariante associada às coordenadas paramétricas (ξ, η, ζ) do elemento finito padrão

utilizado para mapear a geometria. Os vetores são [a1z,a2z,v3]

Definição geométrica do elemento

Para obter a função de mapeamento da geometria do elemento, parte-se definindo um sistema

de coordenadas locais associadas aos nós extremos de cada elemento (Fig.4.7). Este sistema de

coordenadas é chamado de pseudo-normal com relação ao plano de referência do elemento, já

que o vetor relativo a espessura é obtido em função dos vetores de posição xsupk e xinfk , referentes

aos nós ksup e kinf do elemento. Portanto o vetor pseudo-normal associado ao nó k é obtido

como segue:

V3k = x
sup
k − xinfk ,v3k =

V3k

kV3kk . (4.37)

Define-se o nó k na posição intermediaria por Xk =
xsupk +xinfk

2
.

O vetor V3k pode ser tambem escrito em função da espessura tk associada ao nó k e o seu
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vetor normalizado v3k:

V3k = v3ktk. (4.38)

Uma das formas de obter os outros vetores componentes da base é através do produto

vetorial com os versores i, j,k do sistema global de coodenadas. Supondo que j seja um vetor

não paralelo a v3k, definem-se os vetores θ1k e θ
2
k como:

θ1k = j× v3k, θ2k = v3k × θ1k. (4.39)

Conhecido o vetor pseudo-normal à superfície de referência em cada nó k e as coordenadas

deste nó no sistema global, obtém-se as coordenadas de um ponto x̂k numa posição genérica

entre os nós inf e sup, através de uma interpolação linear da variável curvilínea ζ como segue:

x̂k = Nsupx
sup
k +Ninfxinfk , (4.40)

=
1

2
(1 + ζ)xsupk +

1

2
(1− ζ)xinfk ,

=
1

2

¡
xsupk + xinfk

¢
+
1

2

¡
xsupk − xinfk

¢
ζ ,

= xrefk +
1

2
V3kζ ,

= xrefk +
ti
2
v3kζ .

Em (4.40), Nsup e Ninf são as funções de interpolação Lagrangeanas lineares associadas aos

pontos inf e sup.

Os pontos x̂k obtidos com ζ = 0 estão sobre a superfície de referência, motivo pelo qual,

neste caso, x̂k = x
ref
k .

Considerando uma superfície definida por ζ = cte é possível determinar, através dos ve-

tores x̂k e das funções de interpolação Nk (ξ, η) associadas aos nós do elemento na superfície

de referência, o vetor posição x de um ponto qualquer nesta superfície ζ = cte mediante a

expressão:

x (ξ, η, ζ)=
nX

k=1

Nk (ξ, η) x̂k (ζ) , (4.41)

onde n corresponde ao número de nós da superfície de referência do elemento. Substituíndo

(4.41) em (4.42) se obtém

x (ξ, η, ζ)=

 X (ξ, η, ζ)
Y (ξ, η, ζ)
Z (ξ, η, ζ)

 =
nX

k=1

Nk (ξ, η)

 Xk

Yk
Zk


ref

+
nX

k=1

Nk (ξ, η)
tk
2
v3kζ . (4.42)
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Observa-se que esta expressão pode ser colocada em termos dos vetores xsupk e xinfk e das

funções Nsup e Ninf obtendo-se:

x =

 X
Y
Z

 =
NX
k=1

Nk (ξ, η)

µ
1 + ζ

2

¶ Xk

Yk
Zk


sup

+ (4.43)

NX
k=1

Nk (ξ, η)

µ
1− ζ

2

¶ Xk

Yk
Zk


inf

.

Um dos aspectos relevantes nesta análise é o cuidado que deve ser tomado quando se tem

um problema genérico de espessura variável. Nesta situação o sistema ortonormal associado a

cada ponto no interior do elemento varia com a coordenada curvilínea ζ.

Bases covariantes & ortonormais para t (ξ, η) variável

A posição de um ponto genérico no interior do elemento é dada por:

x =
nX

k=1

Nk (ξ, η)x
ref
k +

nX
k=1

Nk (ξ, η)
tk
2
v3kζ (4.44)

A diferencial de dx é dado por

dx = x,ξdξ + x,ηdη + x,ζdζ (4.45)

=

"
nX

k=1

Nk (ξ, η),ξ x
ref
k +

nX
k=1

Nk (ξ, η),ξ
tk
2
v3kζ

#
dξ

= +

"
nX

k=1

Nk (ξ, η),η x
ref
k +

nX
k=1

Nk (ξ, η),η
tk
2
v3kζ

#
dη

= +

"
nX

k=1

Nk (ξ, η)
tk
2
v3k

#
dζ.

A partir deste ponto pode-se determinar as componentes do tensor [Fo], que corresponde as

componentes da base covariante na superfície de referência, como:

a1 =
nX

k=1

Nk (ξ, η),ξ x
ref
k , (4.46)

a2 =
nX

k=1

Nk (ξ, η),η x
ref
k , (4.47)

a3 =
nX

k=1

Nk (ξ, η)
tk
2
v3k. (4.48)

71



As componentes do tensor covariante [Fz] correspondente a uma superfície ζ = cte são

a1z = a1 +
1

2

nX
k=1

Nk (ξ, η),ξ tkv3kζ (4.49)

a2z = a2 +
1

2

nX
k=1

Nk (ξ, η),ξ tkv3kζ (4.50)

a3z = a3 (4.51)

A partir do tensor da base covariante de componentes dadas pelas expressões de (4.49) a

(4.51), obtém-se de forma direta o elemento diferencial de volume no ponto x:

dV = det [Fz]
T dξdηdζ. (4.52)

A base ortonormal associada ao ponto x é obtida a partir da base covariante [Fz] como

segue:

nz =
a1z × a2z
ka1z × a2zk , (4.53)

t1z =
a1z
ka1zk , (4.54)

t2z =
nz × t1z
knz × t1zk , (4.55)

de forma que a matriz de rotação [Q]i é definida como,

[Q]i =
h
t1z

... t2z
... nz

i
. (4.56)

4.2.1 Modelos cinemáticos de ordem superior

O refino hierárquico na espessura será feito utilizando os modelos de primeira ordem (Mindlin)

e terceira ordem com normal extensível (Pandya & Kant [4]). A finalidade desta proposta de

refino na espessura é poder racionalizar o custo computacional. Neste aspecto é utilizado o

modelo de primeira ordem, computacionalmente mais barato, nas situações onde as tensões

cisalhantes não são relevantes.

Para o caso específico de materiais compostos, ou de estruturas com a razão (dimensão

média)/(espessura) suficientemente pequena, a representação adequada das deformações e ten-

sões cisalhantes é altamente relevante e portanto se utiliza o modelo de terceira ordem com
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normal extensível. Este modelo representa os deslocamentos membranais u e v por polinomiais

cúbicas incompletas e deslocamento normal w por polinomiais quadráticas, em ambos os casos

com relação à variável ζ da espessura. O campo de deslocamento proposto por esta teoria

confere as seguintes características ao campo de deformações:

i. Variação quadrática das deformações transversais γxz e γyz, na espessura da casca. Embora

esta consideração não implique que as condições de contorno de Poisson sejam satisfeitas,

permite dispensar o uso de coeficientes para corrigir o efeito da parcela de energia devido

a cisalhamento.

ii. Variação linear da deformação normal, εz, na espessura.

Será apresentado a seguir um caso especial de modelagem do problema de cascas semi-

espessas utilizando elementos sólidos degenerados (elemento de Ahmad) juntamente com à

teoria de ordem superior utilizada no trabalho de Pandya & Kant [4].

Teoria de terceira ordem com normal extensível aplicada ao elemento de Ahmad

Em elementos finitos, o deslocamento u de um ponto q qualquer no interior do elemento é

representado por interpolação dos valores nodais de deslocamento.

O deslocamento ûk (ζ) de um ponto i situado sobre a pseudo-espessura de direção v3k a

uma cota ζ da superfície de referência é dada por

ûk (ζ) = uk +

µ
tk
2
ζ

¶2
v3kw

∗
k+ζ

tk
2

£
θ1k,−θ2k

¤½ αk

βk

¾
(4.57)

+

µ
ζ
tk
2

¶3 £
θ1k,−θ2k

¤½ γk
λk

¾
,

ou, em componentes nas direções da base global, i, j, k, ûk
v̂k
ŵk

 =

 uk
vk
wk

+
µ
tk
2
ζ

¶2 v3kx
v3ky
v3kz

w∗k (4.58)

+ζ
tk
2

 θ1x −θ2x
θ1y −θ2y
θ1z −θ2z

½ αk

βk

¾
+

µ
ζ
tk
2

¶3  θ1x −θ2x
θ1y −θ2y
θ1z −θ2z

½ γk
λk

¾
.

Na expressão (4.58) uk, vk e wk são as componentes do deslocamento do nó k da superfície

de referência nas direções X,Y e Z. A variável w∗k é o parámetro de deslocamento de ordem
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superior associado ao deslocamento na direção da pseudo-normal. Os vetores θ1k e θ
2
k formam a

base ortonormal associada à pseudo-normal de direção v3k, que são definidos pelas expressões

(4.38) e (4.39). As constantes αk e βk são os ângulos de rotação da pseudo-normal em torno

dos vetores θ2k e θ
1
k respectivamente. Em função do exposto pode-se definir o deslocamento uq

de um ponto q no interior do elemento através dos valores nodais

uq =
nX

k=1

ψk (ξ, η) ûk (ζ) , (4.59)

onde n é o número de nós associados a superficie média do elemento e ψk (ξ, η) a função de

interpolação associada a cada nó. De forma expandida tem-se

uq (ξ, η, ζ) =
nX

k=1

ψk (ξ, η)

 uk
vk
wk

+ ψk (ξ, η)

µ
tk
2
ζ

¶2 v3kx
v3ky
v3kz

w∗k (4.60)

+ψk (ξ, η) ζ
tk
2

 θ1kx −θ2kx
θ1ky −θ2ky
θ1kz −θ2kz

½ αk

βk

¾

+ψk (ξ, η)

µ
ζ
tk
2

¶3  θ1kx −θ2kx
θ1ky −θ2ky
θ1kz −θ2kz

½ γk
λk

¾ ,

Teoria de primeira ordem (Mindlin) aplicada ao elemento de Ahamad

A teoria de primeira ordem (Mindlin) é um caso especial da teoria de terceira ordem com

normal extensível definida pela expressão (4.60). Esta teoria, amplamente difundida na análises

por métodos analíticos e numéricos de placas e cascas semi espessas, se caracteriza por uma

função linear na variável ζ da espessura para representar os deslocamentos membranais e uma

função constante para o deslocamento transversal. Dentro das limitações, são observadas uma

distribuição inadequada das tensões cisalhantes e inconsistência física na superfície livre da

estrutura. As limitações citadas provêm do próprio modelo cinemático que produz deformação

cisalhante constante ao longo da espessura. A distribuição cisalhante inadequada obriga à

utilização de fatores de correção que equalizam a energia de deformação cisalhante com aquela

obtida por uma distribuição parabólica (Mendonça [55]). A equação que define esta teoria é

obtida a partir da expressão do modelo de terceira ordem, negligenciando os termos de ordem
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superior:

uq (ξ, η, ζ) =
nX

k=1

ψk (ξ, η)

 uk
vk
wk

+ (4.61)

ψk (ξ, η) ζ
tk
2

 θ1kx −θ2kx
θ1ky −θ2ky
θ1kz −θ2kz

½ αk

βk

¾ .

Uma observação pertinente quando se trabalha com os modelos cinemáticos adaptados ao

elemento de Ahmad refere-se aos graus de liberdade do modelo. Quando as teorias, sejam elas

de primeira ou terceira ordem, são adaptadas ao elemento de Ahmad os graus de liberdade ref-

erentes aos deslocamentos membranais e transversais são referenciados em coordenadas globais

enquanto que as rotações estão associadas às coordenadas locais. Isso requer certos cuidados

quando são utilizadas condições de contorno de simetria ou antisimetria, onde é necessário um

conhecimento prévio das direções dos eixos locais. Com as observações e formulações suprac-

itadas, fecha-se este capítulo, o qual serve como alicerce para a implementação do processo p

adaptativo que constitui o tema do próximo capítulo.
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Capítulo 5

Espaços de aproximação em superfícies
curvas

5.1 Introdução

Um dos desafios das metodologias sem malha é, sem dúvida, impor condições de contorno

essenciais de forma forte e construir espaços de aproximação definidos em superfícies curvas.

O segundo aspecto desta problemática foi abordado inicialmente na solução de cascas finas

no trabalho de Kryls & Belytschko[58] no qual, os autores, utilizam o Element Free Galerkin

Method (EFGM) para construir um espaço de aproximação sobre um domínio parametrizado

da superfície do problema em questão. Este domínio parametrizado é obtido utilizando o

método dos mínimos quadrados móveis. As funções peso utilizadas correspondem às funções

lagrangeanas associadas aos nós da malha de elementos finitos convencionais.

Os resultados apresentados foram satisfatórios, entretanto com um custo computacional

elevado na etapa de pré-processamento referente à parametrização da superfície. Um segundo

aspecto a ser considerado diz respeito à suavidade da superfície a ser parametrizada. Além

disso esta metodologia limita sua utilização à superfícies desenvolvíveis, ou seja, com curvatura

gauseana nula.

A proposta do presente trabalho consiste numa forma versátil de baixo custo computacional

e tão independente quanto possível da suavidade da superfície física do problema. A caracterís-

tica de construir as funções de enriquecimento no domínio real proveniente das metodologias

sem malha juntamente com domínios definidos sobre superfícies curvas, deu origem à ideia dos

planos pseudo-tangentes descrito neste capítulo. Esse procedimento consiste em construir as
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¤
; (c) associadas ao ponto de

integração com direções [t1z, t2z,nz] .

funções de enriquecimento em planos pseudo-tangentes associados a cada nuvem (suporte das

funções partição de unidade e seus enriquecimentos). Desta forma obtém-se um mapeamento

contínuo para pontos situados nos elementos associados à nuvem. Garante-se com isto a con-

tinuidade da função em todo o suporte, o que implica numa regularidade mínima C0 (Ω) para o

espaço das funções de aproximação. A proposta da utilização deste procedimento como forma

de construir as funções de enriquecimento no domínio real, conservando as características dos

métodos sem malha, passa necessariamente por uma avaliação de custo benefício. A simplici-

dade do formalismo matemático e a facilidade de implementação estão acompanhadas de um

erro. Este erro, proveniente da distorção das funções construídas no plano pseudo-tangente é

constatado através da análise de convergência apresentada neste capítulo.

5.2 Construção do espaço de enriquecimento

A estratégia proposta para o enriquecimento p das funções de interpolação fundamenta-se na

definição de uma base para cada suporte de nuvem. Para cada nó xα centro de nuvem é
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estabelecido um plano πα pseudo-tangente à superfície através da base ortonormal associada£
θ1α, θ

2
α, v

3
α

¤
. O plano é donominado pseudo-tangente, em lugar de tangente, porque ele é

definido pelos vetores θ1α e θ
2
α , que não necessariamente são tangentes à superfície de referência

da casca (Fig.5.1). Neste plano define-se um raio hα de forma tal que a projeção de todos os

pontos do suporte sobre o plano πα estejam dentro do círculo de raio hα e centro xα (Fig.5.1).

Assim o suporte local das funções de enriquecimento é definido por

ωα =
©
x̄ (x̄, ȳ) ∈ R2 : kxkR2 ≤ hα

ª
, talque (5.1)

x̄ = P [Q]Tα (x− xα) , (5.2)

onde P é a matriz de projeção definida por:

P =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 (5.3)

e [Q]α =
h
θ1α

... θ2α
... v3α

i
é a matriz de rotação associada à base local da nuvem α.

O enriquecimento é feito a partir dos conjuntos de polinômios definidos pelas expressões (3.8)

e (3.10) construídas no domínio ŵα (indicado no Cap.3) ou por funções que constituem modos

da solução do problema de valores no contorno. A partir destas definições são mostrados os

passos necessários na construção do espaço de aproximação local definido pela expressão (3.8) e

(3.10), matriz de rigidez, vetor de carregamento equivalente e resultados de pós-processamento

(tensões e deformações) para um ponto de integração.

5.2.1 Construção do espaço de aproximação local

A construção do espaço de aproximação local segue o roteiro:

i. Determinação do valor da função partição da unidade e seu gradiente no ponto de integração.

ii. Determinar as coordenadas reais globais do ponto de integração através da função mapea-

mento dada em (4.43).

iii. Determinação das bases locais associadas ao ponto de integração e aos planos pseudo-

tangentes πα correspondentes aos nós de vértices do elemento que são respectivamente,

[Q]i =
h
t1z

... t2z
... nz

i
e [Q]α =

h
θ1α

... θ2α
... v3α

i
. (5.4)
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Determinação das coordenadas x̄ = x̄ (ξ, η) do ponto de integração no plano pseudo-tangente

da nuvem

x̄ (x)Ωα = P [Q]
T
α [x− xα] , (5.5)

onde x e xα são os vetores posição do ponto de integração, com coordenada ζ = 0, 0 e do centro

da nuvem α em coordenadas globais (Fig.5.1).

v. Cálculo do valor da função de enriquecimento e de seu gradiente no plano pseudo-tangente

à nuvem α.

Como a integração numérica é efetuada em coordenadas paramétricas (ξ, η), tanto a função

de enriquecimento local Lk (x̄) quanto o seu gradiente ∇XLk (x̄) deverão ser descritos neste

sistema. O valor da função é obtido de forma direta a partir do valor de x̄ obtida em (5.5)

Lk (ξ, η) = Lk (x̄) (5.6)

Entretanto, o gradiente da função ∇x̄Lk (x̄) deverá sofrer uma segunda transformação con-

stituída de uma rotação para o sistema global de coordenadas (X,Y, Z) feita pela matriz de

rotação Qα, um mapeamento para o domínio paramétrico (ξ, η, ζ) através da matriz Jacobiana

J e uma projeção sobre a superfície ζ = 0, feita através da matriz de projeçãoP. Estas operações

são resumidas na seguinte expressão:

∇ξE (ξ, η) = PJ [Qα∇x̄Lk (x̄)] , (5.7)

∇ξE (ξ, η) = PJ∇X (5.8)

Em (5.7) ∇T
x̄ (.) =

n
∂()
∂x̄
, ∂()
∂ȳ
, ∂()
∂z̄

o
. A matriz Jacobiana do mapeamento é definida por:

J=

 ∂X
∂ξ

∂Y
∂ξ

∂Z
∂ξ

∂X
∂η

∂Y
∂η

∂Z
∂η

∂X
∂ζ

∂Y
∂ζ

∂Z
∂ζ

 . (5.9)

Em (5.9), deve-se ressaltar que o gradiente ∇X possui três componentes em relação às

direções do sistema global [i, j,k] . Quando o mesmo é mapeado para o domínio paramétrico

surge a componente ζ que é negligencida quando se utiliza o operador P, já que para construir

o modelo definido a seguir em (5.18), precisa-se apenas da projeção sobre a superfície (ξ, η).

79



Definidas as funções de enriquecimento e seus gradientes no domínio paramétrico, a con-

strução do espaço local de elementos finitos dá origem às funções de interpolação ψα
k (ξ, η) =

ϕα (ξ, η)Lk (x) obtidas pelo procedimento já abordado no Capítulo 3.

Partindo do exposto acima define-se a seguir o problema genérico de elaticidade tridimen-

sional e posteriormente o problema discretizado através das equações de Bunov-Galerkin para

um enriquecimento p do espaço de aproximação.

5.2.2 Definição do problema de elásticidade tridimensional

Os problemas de placas e cascas estão definidos no R3 portanto podem ser abordados da ótica

de eslaticidade tridimensional. Sendo assim o problema genérico de um sólido, submetido ao

carregametno indicado no elemento estrutural da Fig.(5.2) e no regíme elástico linear pode ser

definido como determinar o campo de deslocamentos u ∈Kin tal que:

divσ (u) + b = f , em Ω (5.10)

σ (u) .n = t em ∂ΩN (5.11)

u = ū em ∂ΩD (5.12)

O conjunto Kin corresponde aos deslocamentos cinematicamente admissíveis e é definido

como:

Kin =
©
u | u ∈C1 (Ω) , u ≡ ū em ∂ΩD

ª
(5.13)

Definindo uma função resíduo a partir da equação (5.10) se obtém:

R (u) = divσ (u) + b− f . (5.14)

Aplicando o método dos resíduos poderados utilizando o critério de Galerkin se tem:Z
Ω

R (u) v̂dΩ = 0, (5.15)

onde v̂ são as funções peso que pertecem ao conjunto das variações definido por:

v̂ ∈V ar = ©v̂ | v̂ ∈H1 (Ω) , v̂ ≡0, em ∂ΩD

ª
(5.16)
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D∂Ω

∂Ω b

Figura 5.2: Elemento estrutural em R3,em equilibrio.

Aplicando o integração por partes e o teorema da divergência de Gauss na equação (5.15)

obtem-se a seguinte expressão para à formulação fraca do problema:

Z
∂Ω

td∂Ω−
Z
Ω

(∇x (v̂))
T
s [D] (∇x (û))s dΩ−

Z
Ω

(∇x (v̂))
T
s [D] (∇x (ū))s dΩ

−
Z
Ω

bv̂dΩ−
Z
Ω

f v̂dΩ = 0, ∀v̂ ∈V ar (5.17)

Na equação integral (5.17), ∇x ()s é o gradiente simétrico do campo de deslocamento no

sistema real de coordenadas, que poderá ser global ou local, e [D] a matriz de coeficientes

elásticos do material.

5.2.3 Equações de Bunov-Galerkin

Partindo de (4.60), supondo que existem nα funções associadas ao nó α do elemento e que

existem nn nós ativos por elemento (nós associados à nuvens), o campo de deslocamento para
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um ponto no de integração no interior de um elemento é definido por:

u ∼= uh=

 u
v
w

 =
nnX
α=1

nαX
k=1

ψα
k (ξ, η)

 uαk
vαk
wα
k

 (5.18)

+
nnX
α=1

nαX
k=1

ψα
k (ξ, η) ζ

2 t
2
α

4

 v3kx
v3ky
v3kz

wα∗
k

+
nnX
α=1

nαX
k=1

ψα
k (ξ, η) ζ

tα
2

£
θ1α − θ2α

¤½ αα
k

βαk

¾
+

nnX
α=1

nαX
k=1

ψα
k (ξ, η) ζ

3 t
3
α

8

£
θ1α − θ2α

¤½ γαk
λαk

¾
.

Escrevendo (5.18), em forma matricial se obtém

uh = NU, (5.19)

onde,

N =

 ψ11 0 0 ψ11ζ
2 t2i
4
v31x θ11xζψ

1
1
t1
2
−θ21xζψ11 t12

0 ψ11 0 ψ11ζ
2 t2i
4
v31y θ11yζψ

1
1
t1
2
−θ21yζψ11 t12

0 0 ψ11 ψ11ζ
2 t2i
4
v31z θ11zζψ

1
1
t1
2
−θ21zζψ11 t12

θ11xζ
3ψ11

t31
8
−θ21xζ3ψ11 t

3
1

8
· · · · · ·

θ11yζ
3ψ11

t31
8
−θ21yζ3ψ11 t

3
1

8
· · · · · ·

θ11zζ
3ψ11

t31
8
−θ21zζ3ψ11 t

3
1

8
· · · · · ·

ψnn
nα 0 0 ψnn

nαζ
2 t
2
nn

4
v3nnx θ1nnxζψ

nn
nα

tnn
2
−θ2nnxζψnn

nα
tnn
2

0 ψnn
nα 0 ψnn

nαζ
2 t
2
nn

4
v3nny θ1nnyζψ

nn
nα

tnn
2
−θ2nnyζψnn

nα
tnn
2

0 0 ψnn
nα ψnn

nαζ
2 t
2
nn

4
v3nnz θ1nnzζψ

nn
nα

tnn
2
−θ2nnzζψnn

nα
tnn
2

θ1nnxζ
3ψnn

nα

t3nn
8
−θ2nnxζ3ψnn

nα

t3nn
8

θ1nnyζ
3ψnn

nα

t3nn
8
−θ2nnyζ3ψnn

nα

t3nn
8

θ1nnzζ
3ψnn

nα

t3nn
8
−θ2nnzζ3ψnn

nα

t3nn
8

 (5.20)

e

UT =
©
u11 v11 w11 w1∗1 α11 β11 γ11 λ11 · · · · · · (5.21)

unnnα vnnnα wnn
nα wnn∗

nα αnn
nα βnnnα γnnnα λnnnα

ª
onde o vetor U é o vetor de parâmetros de deslocamento.

As componentes do tensor gradiente de deslocamento pode ser analisadas de forma matricial

como:

∂Tξ (u) =
©
u,ξ u,η u,ζ v,ξ v,η v,ζ w,ξ w,η w,ζ

ª
. (5.22)
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onde,

∂ξ (u) = ∂ξNU . (5.23)

Em (5.23) ∂ξ (.) é um operador diferencial da forma:

∂ξ =



∂(·)
∂ξ

0 0
∂(·)
∂η

0 0
∂(·)
∂ζ

0 0

0 ∂(·)
∂ξ

0

0 ∂(·)
∂η

0

0 ∂(·)
∂ζ

0

0 0 ∂(·)
∂ξ

0 0 ∂(·)
∂η

0 0 ∂(·)
∂ζ


. (5.24)

A expressão do vetor ∂ξ (u) é escrita de forma mais adequada introduzindo a matriz G:

G = ∂ξN, (5.25)

∂ξ (u) = GU. (5.26)

O vetor de derivadas do deslocamento em relação às coordenadas globais ∂X (u) é obtido

por:

∂X (u) = J∂ξ (u) = JGU, (5.27)

onde o operador jacobiano J tem a forma

J=

 J−1 0 0
0 J−1 0
0 0 J−1

 , (5.28)

e J é definido em (5.9).

Como a integração numérica é feita no sistema local de coordenadas, é necessário determinar

uma base ortonormal local associada a cada ponto de integração. A matriz de rotação entre a

base local e global é obtida de forma direta a partir dos vetores da base ortonormal no ponto

de integração que formam o tensor [Q]i. Assim, o vetor ∂X (u) rotacionado para o sistema de

coordenadas locais ortonormais do ponto de integração tem a forma

∂ex (u) = R∂X (u) , (5.29)

∂ex (u) = RJGU, (5.30)
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onde R é o operador de rotação obtido a partir da matriz de rotação local [Q]i.

A partir das derivadas do deslocamento, calculam-se as componentes de deformação na base

local:

ε̃ = HRJGU , (5.31)

eεT =
© eεx eεy eεz eγyz eγxz eγxy ª , (5.32)

H =


1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0

 . (5.33)

As deformações ε̃ são descritas nas direções x, y e z definidas pelos vetores [t1z, t2z,nz] .

Por comodidade, as operações na matriz de deformação discreta B̃ podem ser condensadas

de forma tal que

ε̃ = B̃U (5.34)

onde,

B̃ = HRJG . (5.35)

Finalmente, a contribuição para a matriz de rigidez dada pelo ponto de integração é:

K̃ = B̃TDB̃, (5.36)

sendo, D a matriz de elasticidade do material.

A abordagem do problema feita até agora não leva em consideração que o material é con-

stituído de varias camadas. Se a casca é constituída por várias lâminas com propriedades

ortotrópicas a matriz de rigidez num ponto de integração toma a seguinte forma

K̃l = B̃TDlB̃ . (5.37)

A expressão (5.37), refere-se à parcela da matriz de rigidez do laminado correspondente

a um ponto de integração localizado na lâmina l. Com esta consideração a matriz de rigidez

global tem a forma:

K =
NlX NiX eBTDl eBdetJWξWηWζ (5.38)
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Em (5.38) Nl é o número de lâminas, Ni é o número de pontos de integração por lâmina,

Dl é a matriz de rigidez na lâmina l definida pela expressão (2.21) e Wξ, Wη e Wζ são os pesos

da quadratura numérica no ponto de integração correspondente às coordenadas curvilíneas ξ,

η e ζ.

O sistema linear resultante apresenta-se na forma padrão já conhecida de FEM,

KU = F (5.39)

O vetor de forças consistentes segue o procedimento similar ao que foi utilizado na matriz de

rigidez. A seguir é mostrada a sua construção para alguns tipos de carregamento usuais em

problemas de placas e cascas.

Forças de Corpo

Fb = NT f det JWξWηWζ , (5.40)

onde f é o vetor de forças de corpo.

Forças de Superfície

A forma geral do vetor de forças de superfície é dada por:

Fs = NThdet JWηWζ . (5.41)

Quando a força de superfície for uma presão o h é definida por h = (−ζpn) onde ζ ∈
{−1, 1} , p é a pressão e nz o vetor unitário normal à superfície no ponto de integração. A
determinação dos campos de deslocamento e tensões a partir dos parâmetros de deslocametos

nodais é realizado de forma similar a elementos finitos convencionais.

5.2.4 Campos primais e duais

O campo de deslocamento é determinado de forma direta uma vez conhecido o vetor de parâmet-

ros de deslocamento associado a cada nuvem que cobre o ponto onde se deseja saber os valores

deste campo. Por exemplo para um ponto ksup, vértice de um elemento, o campo aproximado

de deslocamento é dado por:

uk sup = NksupUksup . (5.42)
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Supondo que existem nα funções ao nó k se tem a seguinte expressão para o Uksup:

UT
sup =

©
u1k v1k w1k w1∗k α1k β1k γ1k λ1k · · · (5.43)

unαk vnαk wnαk wnα∗k αnαk βnαk γnαk λnαk
ª

o sub-índice k indicam o ponto da superfície de referência que está sobre a mesma pseudo-

normal que ”ksup” e o supra índice o número da função de aproximação não nula associada ao

nó.

As deformações e tensões serão determinadas no sistema local de coordenadas ou serão

dadas através de seus valores principais de tensão equivalente de Von Misses ou ainda tensões

quivalentes de Tsai-Hill para o caso de materiais compostos laminados:

ε̃ksup = B̃ksupUksup , (5.44)

onde,

ε̃Tksup =
©
εx εy εz γxz γyz γxy

ª
. (5.45)

Para as tensões de um ponto integração na lámina l se tem

eσksup = DlB̃ksupUksup , (5.46)

σ̃T
ksup =

©
σx σy σz τxz τ yz τxy

ª
. (5.47)

De forma geral, concluí-se que a menos da técnica utilizada para construção dos espaços

de aproximação local (plano pseudo-tangente), os procedimentos de construção dos sistema de

equações e os resultados de pós-processamento não diferem daqueles utilizados por elementos

finitos hierárquicos em processos p-adaptativos. Entretanto, a utilização deste procedimento

carrega consigo um erro proveniente da utilização da projeção do ponto sobre o plano pseudo-

tangente associado à nuvem.

5.2.5 Sensibilidade do plano pseudo-tangente

A construção dos espaços locais em planos pseudo-tangentes carregam consigo um erro decor-

rente de sua própria concepção. Este erro provém de mapeamentos não lineares do domínio

intrínsico com relação ao domínio real. Neste caso a função de enriquecimento, construída
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sobre o plano pseudo-tangente, não mantém suas características de convergência no domínio

definido pela superfície curva. Esta limitação pode ser melhor compreendida através do exem-

plo mostrado na Fig.5.3. Neste exemplo é analisado o traço de uma superfície curva tangente

ao plano πα com normal dada pelo vetor v3α, com indicado na Fig.5.3. Nesta situação a função

linear Lij (x̄), construída com a projeção x̄p de pontos x da superfície sobre o plano pseudo-

tangente, mantém o mesmo valor para o ponto x sobre a superfície. Como as coordenadas de

x̄p e x são diferentes, a função definida sobre o suporte Ωα sofre uma distorção. Neste tópico

constata-se que a aproximação dos espaços locais é sensível à curvatura. O aumento da cur-

vatura incrementa a distorção das funções construídas no plano pseudo-tangente, resultando

numa perda de precisão. Este efeito pode ser constatado através da distorção da função linear

da Fig.5.3, para uma família de arcos parabólicos definidos em 1D dados pela função:

z =
−k
hα

x2. (5.48)

Em (5.48) o coeficiente k é diretamente proporcional à curvatura sendo que para cada valor

de k se tem um incremento na distorção da função linear definida sobre os pontos do plano

pseudo-tangente πα(Fig.5.3) como mostrado na Fig.5.4.

Na Fig.5.4, para k = 0 não há distorção da função, já que a mesma é calculada para pontos

x̄ ∈ πα. Para valores de k > 0 começa a ocorrer a distorção da função, pois nestes casos os

pontos estão definidos sobre os arcos parabólicos.

A perda de precisão decorrente do aumento de curvatura, no procedimento dos planos

pseudo-tangentes, é verificado através do deslocamento vertical da extremidade livre de uma

seqüência de arcos parabólicos engastados, sob carga de momento distribuído na aresta livre

como ilustrado na (Fig.5.2). Com este procedimento, evita-se o erro de geometria, já que a

mesma é aproximada por elementos quadráticos de oito nós (Q8). A família de arcos parabólicos

utilizada é obtida pela seguinte função:

z = 2kx− k

R
x2 (5.49)

Os arcos parabólicos utilizados neste exemplo, mostrados na Fig.5.5, tem o parâmetro R = 2

mm, espessura t = 0, 2mm, largura b = 1mm e propriedades materiais dadas por E = 2, 1 ×
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Figura 5.3: Função linear Lij avalida para a projeção dos pontos x da nuvem Ωα sobre o plano
pseudo-tangente πα.

105MPa e ν = 0, 0. A família de arcos utilizada tem a origem engastada e na extremidade livre

é aplicado um momentoM = 1Nmm/mm (Fig. 5.5). As soluções numéricas obtidas para cada

arco, na extremidade livre, são comparadas com a solução analítica do deslocamento vertical

máximo de um arco delgado, dada pela expressão:

wa =
2MkR2

3EI

"µ
1

4k2
+ 1

¶3/2
+

1

8k3

#
. (5.50)

A expressão (5.50) é obtida no apêndice A desta tese.

A sequência de arcos utilizada neste exemplo em função da constante k é mostrada na

Fig.5.6. O domínio foi discretizado com 2 elementos quadrangulares quadráticos de oito nos

(Q8) e o espaço de aproximação foi construído com refino homogêno com p = 4. A deterioração

do espaço é medida através da perda de convergência em função da constante k por meio do

erro relativo do deslocamento vertical na extremidade livre Ew = |w−wa|
|wa| . Como uma forma

de colocar em evidência a perda de convergência com o aumento de k são plotados juntamente

os resultados obtidos com elementos finitos convecionais para a mesma malha. Os resultados

da Fig.5.7 tornam evidente a perda de convergência devida ao efeito de projeção de coorde-

nadas utilizado pelo procedimento do plano pseudo-tangente para os espaços construídos com

p = 2 e p = 4. Os resultados obtidos por elementos finitos convencionais, utilizando elemen-

tos quadráticos de oito nós (Q8), não tem o efeito da distorção das funções de aproximação

mantendo o erro aproximadamente constante com o aumento de k.

A Fig.5.7 mostra um comportamento assintótico, do valor relativo Ew, utilizando MEFG e
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Figura 5.4: Distorção da função linear Lij com o incremento no valor de k

Rb

m

A

B

C

D

Figura 5.5: Arco parabólico engastado na extremidade AD e sujeito a uma carga de momento
distribuída na aresta BC.
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Figura 5.6: Família de parábolas com semicorda R = 2mm e constante k variável.

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
K

1.00E-4
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1.00E-2

1.00E-1

Ew

GFEM, p = 4

FEM, Q8

GFEM, p = 2

Figura 5.7: Erro Ew na extremidade livre do arco parabólico.
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elementos finitos convencionais. O resultado do Ew para k = 1 corresponde a um caso crítico

onde se tem o maior erro decorrente da projeção sobre o plano pseudo-tangente.

Com esta verificação concluí-se o capítulo mostrando uma alternativa de construção do

espaço de aproximação em superfícies curvas juntamente com uma crítica do erro incorporado

nesta técnica.
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Capítulo 6

Problemas e potencialidades no MEFG

Este capítulo considera dois tópicos relevantes na utilização do MEFG. O primeiro diz respeito

ao problema decorrente da imposição de condições de contorno essenciais que, dependendo da

técnica utilizada, pode gerar um conjunto incompleto de funções de aproximação. Em relação

a este aspecto são mostradas duas técnicas para abordar o problema. O segundo tópico mostra

a potencialidade do método na abordagem de problemas de camada limite em placas e cascas

através da incorporação de modos da solução do problema de valores no contorno na construção

dos espaços locais sobre as fronteiras de Dirichlet.

A imposição de condições de contorno essenciais constituem ainda uma resalva à utilização

dos métodos sem malha. O emprego desta tecnologia, de forma geral, vem sendo utilizada na

análise de campos cujos valores extremos não estão localizados em fronteiras de Dirichlet. A

construção do espaço de aproximação com funções que não apresentam a propriedade delta de

Kronecker, como é o caso de vários métodos (EFGM, hp-Clouds, RKPM, etc.), obriga a impor

as condições de contorno de forma fraca. Este procedimento é realizado utilizando métodos

clássicos como penalização, solução do problema dual através de multiplicadores de Lagrange

ou método do Lagrangeano Aumentado, entre outros. Estas tentativas de contornar a limi-

tação das funções do espaço de aproximação, em relação às condições de contorno essenciais,

carregam consigo efeitos indesejáveis na simulação numérica. Dentre eles, foram observados, de

forma geral, aumento do custo computacional decorrente da integração nas fronteiras, matriz

mal condicionada quando o fator de penalização for muito elevado (valores acima do módulo de

elasticidade longitudinal). No caso da resolução do problema dual (minimição do Lagrangeano)
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não se consegue convergência monotônica e assintótica como em elementos finitos convencionais

(Garcia et alli [54]). Uma alternativa de impor condições de contorno essenciais de forma forte,

sacrificando parcialmente o carater sem malha do método e a regularidade da solução, é ap-

resentado pelo MEFG. Neste caso a Partição da Unidade é constituida por funções lineares e

bilineares utilizadas em elementos finitos convencionais. Entretanto, a idéia inicial de impor

condições de contorno essenciais pela simples eliminação das funções que aproximam graus de

liberdade prescritos não se mostrou correta. O espaço gerado com estas características é exata-

mente conforme mas não minimamente conforme em espaços construídos com enriquecimento

p. A falta de completude do conjunto de funções é constatada neste trabalho em problemas de

flexão de vigas discretizadas com pequeno número de elementos. Nesta situação o espaço gerado

não é capaz de representar os modos pares característicos, por exemplo, de vigas biapoiadas

em flexão. Concomitantemente à observação deste fenômeno durante o desenvolvimento deste

trabalho, Schwebke & Holzer [47] constatam este fato em problemas de elasticidade plana.

6.1 Incompletude do conjunto de funções de aproximação

A condição necessária para a convergência de uma solução é que o espaço de aproximação

gerado seja exatamente e minimamente conforme com relação ao espaço H1 (Ω). Por definição,

o espaço de MEFG Q (Ω) , indicado em (3.2), é exatamente e minimamente conforme quando

é o maior espaço exatamente conforme e ψα
k (ξ, η) ∈ span {ϕαQ

p
α} onde Qp

α podem ser obtidos

pelas expressões (3.9) ou (3.11). Este problema será exemplificado através da análise de flexão

de uma placa bi-apoiada conforme Fig.6.1.

O exemplo consiste numa placa simplesmente apoiada (soft) em duas extremidades opostas.

A mesma está sujeita a uma carga uniformemente distribuída com as dimensões, proriedades

materiais e particionamento do domínio dados na Fig 6.1. Com o propósito de utilizar a

solução da equação diferencial da viga de Euler-Bernoulli como “calibre” de comparação para

os resultados do deslocamento transversal w, foi empregado coeficiente de Poisson nulo. O

espaço de aproximação para o campo w foi construído conforme as expressões (3.10) e (3.11)

para N = 6 e p = 4. Neste caso, para atender às condições de contorno essenciais, foram
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Figura 6.1: Placa simplesmente apoiada nas extremidades opostas discretizada com 2x1 ele-
mentos quadrangulares.

eliminados os espaços locais associados as nuvens sobre os contornos vinculados. Sendo assim,

o espaço resultante toma a forma

Fp=4
N=6 =

nn
ϕαQ̂

p
α

o
: 1 ≤ α ≤ N , (6.1)n

ϕ1Q̂
p
1

o
≡
n
ϕ3Q̂

p
3

o
≡
n
ϕ4Q̂

p
4

o
≡
n
ϕ6Q̂

p
6

o
≡ 0

o
(6.2)

Os traços das funções de aproximação associadas à nuvem α = 2 para pontos de coordenada

(x, 1) são mostrados na Fig.6.2. Sendo a solução simétrica em relação à metade da viga, somente

as funções “pares” ϕ, ϕx2 e ϕx4 serão úteis para representar o campo w. Assim, claramente

faltam os termos quadráticos e de quarta ordem. Se utilizarmos estas funções a solução obtida

é apresentada na Fig.6.3(a), diferente da linha elástica correta mostrada em Fig.6.3(b)

A seguir serão comentados dois procedimentos utilizados para contornar este problema. O

primeiro consiste no processo clássico de penalização das funções de fronteira.

6.2 Método de penalização

Uma vez que este método é amplamente utilizado na abordagem de problemas desta natureza,

serão suprimidos maiores detalhes no formalismo matemático de sua aplicação.

Considere-se o problema de aproximação do campo primal u (Ω) para um elemento estru-

tural genérico mostrado na Fig.6.4, utilizando o Princípio da Energia Potencial Mínima Π (u),
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Figura 6.2: Traço das funções associadas à nuvem α = 2 sobre o contorno (x, 1)
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Figura 6.3: Modos de solução; a) obtido por espaço incompleto, b) obtido por processo de
penalização.
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Figura 6.4: Elemento estrutural sujeito a forças de tração t e forças de corpo f

o problema em questão pode ser formulado como:½
min Π (u)
g (u) = 0 em ∂ΩD

(6.3)

onde as condições de contorno de Dirichlet são impostas como g (u) = g (u)−u = 0 ∀ u ∈ ∂ΩD.

Incorporando as condições de contorno no problema de mínimo, o funcional a ser minimizado

é dado por:

P (ρ,u) = Π (u) + ρ
1

2
hg (u) , g (u)i (6.4)

Na expressão (6.4) P (ρ,u) é o funcional penalizado e ρ ≥ 0 é o fator de penalização. Em
(6.4) se tem que Π (u) = 1

2
a(u,u)−l(u) é contínuo em Ω e Π (u) ≥ 0 ∀u ∈ Ω. Aplicando as

condições necessárias de mínimo se obtém

δP (δ,u) [u∗] = 0, (6.5)

onde u∗,u ∈ H1 (Ω) . Da minimização do funcional P (ρ,u) obtém-se a expressão:

a (u,u∗)− l (u∗) + ρ hg (u) , g (u∗)i− ρ hg (u∗) ,ui = 0, ∀ u∗ ∈ H1 (Ω) . (6.6)

Colocando (6.6) na forma matricial se obtém½·Z
Ω

BTDBdΩ+ ρ

Z
∂ΩD

N
T
Nd∂Ω

¸
U

−
Z
Ω

NT fdΩ−
Z
∂ΩN

NT tdΩ− ρ

Z
∂ΩD

N
T
U

¾
·U∗ = 0, ∀U∗ ∈ Rn. (6.7)
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A forma final de (6.7) recae na equação KU = F onde,

K =

Z
Ω

BTDBdΩ+ ρ

Z
∂ΩD

N
T
Nd∂Ω, (6.8)

F =

Z
Ω

NT fdΩ−
Z
∂ΩN

NT tdΩ− ρ

Z
∂ΩD

N
T
U, (6.9)

e Ū é o vetor nodal com os graus de liberdade prescrítos. A matriz N é constituída das funções

que aproximan os graus de liberdade prescritos na fronteira de Dirichlet e tem a seguinte forma:

N =

 · · · ψiS1 0 0 ζ t
2
ψiS4θ

i
1x −ζ t

2
ψiS5θ

i
2x · · ·

· · · 0 ψiS2 0 ζ t
2
ψiS4θ

i
1y −ζ t

2
ψiS5θ

i
2y · · ·

· · · 0 0 ψiS3 ζ t
2
ψiS4θ

i
1z −ζ t

2
ψiS5θ

i
2z · · ·

 (6.10)

na expressão acima Si

½
1 presc.
0 não/presc.

para i = 1, ..., 5.

Um cuidado a ser tomado na utilização desta técnica diz respeito ao fator de penalização ρ.

Este coeficiente não deve assumir valores muito acima do módulo de elasticidade longitudinal,

sob pena de resultar numa matriz de rigidez mal condicionada.

Uma forma alternativa de impor condições de contorno de forma forte consiste na utilização

de funções que satisfazem condições de contorno na fronteira sem se anular dentro dos elemen-

tos. Na próxima seção se introduz uma forma simples de construção de funções de fronteira

satisfazendo esta restrição.

6.3 Funções de fronteira

Esta técnica consiste na substituição das funções partição da unidade sobre as fronteiras de

Dirichlet por funções que se anulam nestas fronteiras. Essas novas funções, denominadas neste

trabalho de “funções de fronteira”, são obtidas pelo procedimento de restrição multiplicativa,

similar aquele apresentado no trabalho de Schwebke & Holzer [47].

As funções de fronteira são funções quadráticas em R1 e biquadráticas em R2 que possuem

valores nulos nos contornos de Dirichlet. Estas funções substituem as Partições de Unidade na

aproximação dos graus de liberdade prescritos. As mesmas são obtidas pelo produto tensorial

das funções partição de unidade associadas a nuvens com graus de liberdade prescritos pelas

funções “rampa” definidas no domínio do elemento. As funções rampa que têm o mesmo suporte

das nuvens sobre a fronteira prescrita são definidas para cada grau de liberdade do modelo.
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Figura 6.5: Contorno com deslocamentos prescritos e posição da função rampa correspondente
aos graus de liberdade prescritos no elemento destacado.

Elem.\Nó 1 2 3 4 Ru (ξ, η)
1 1 1 0 1 ϕ3 (ξ, η)
2 1 1 0 0 ϕ3 (ξ, η) + ϕ4 (ξ, η)

Tabela 6.1: Funões rampa associadas ao grau de liberdade u correspondente aos elementos e1
e e2 da Fig.6.5.

Sendo assim o número de funções rampa por elemento de fronteira prescrita é sempre igual

ao número de graus de liberdade prescritos do modelo utilizado. A técnica de construção das

“funções de fronteira” e das funções rampa são mostradas a seguir através de um exemplo.

Seja um domínio dicretizado Ω como mostrado na Fig.6.5, onde se quer atribuir para as

fronteiras ∂Ω1 e ∂Ω2 condição de contorno homogênea para o deslocamento u. A função rampa

Ru (ξ, η) associada ao grau de liberdade prescrito é obtida pela soma das funções partição de

unidades associadas às nuvens que não estão sobre as fronteiras prescritas. Portanto para os

elementos e1 e e2 (Fig.6.5), com contornos sobre as froteiras prescritas ∂Ω1 e ∂Ω2, as funções

rampas são dadas pela Tab 1. as seguir:

Definidas as funções rampa correspondentes ao grau de liberdade u, como indicado na Tab.1,

a construção das funções de fronteira associadas às nuvens sobre os contornos com condições

prescritas é realizada pelo produto tensorial da partição da unidade da nuvem pela função

rampa do elemento correspondente ao grau de liberdade prescrito. O procedimento para a

construção das funções de fronteira associadas aos nós 1 e 2 dos elementos e1 e e2 é indicado
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Elemento Nó Ru (ξ, η) Bu (ξ, η)
1 1 ϕ3 ϕ1ϕ3
1 2 ϕ3 ϕ2ϕ3
2 1 ϕ3 + ϕ4 ϕ1 (ϕ3 + ϕ4)
2 2 ϕ3 + ϕ4 ϕ2 (ϕ3 + ϕ4)

Tabela 6.2: Funões bolha para os nos 1 e 2 dos elementos e1 e e2 da Fig.6.5.

1

2

3 1

2

3
1

2

3

1

2

3
1

2

3

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 6.6: (a), (b) e (c) são as “funções de fronteira” correspondentes aos nós 1, 2 e 4 do
elemento e1, (d) e (e) corresponde às funções de fronteira do elemento 2 associado aos nós 1 e
2.

na Tab.2 como segue:

As Fig. 6.6(a), (b) e (c) mostram as funções de fronteira associadas aos nós do elemento e1

e as Fig.6.6(d) e (e) representam as funções de fronteira associadas ao elemento e2.

6.4 Análise comparativa entre penalização e funções de
fronteira

Esta análise consiste na comparação de resultados entre as duas técnicas citadas em problemas

onde, propositalmente, os valores máximos do campo acontecem sobre a fronteira de Dirichlet.

6.4.1 Placa quadrada simplesmente apoiada

Este exemplo é constituído de uma placa quadrada simplesmente apoiada (hard) com carga

uniformemente distribuída no domínio. Devido às condições de simetria e carregamento, é

analisado apenas um quadrante da placa, discretizado com quatro elementos quadrangulares.
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Figura 6.7: a) Norma L2 (Ω) do erro relativo de esforço cortante Qx; b) Norma L2 (Ω) do erro
relativo do deslocamento transversal w.

Os resultados são obtidos com refinos p-homogêneos. O quadrante analisado tem 8mm de

comprimento, 0,1mm de espessura e está sob uma carga distribuída de 0,1MPa. As normas

L2 (Ω) do erro relativo do esforço cortante Qx e do deslocamento transversal w são mostrados

nas Fig.6.7(a) e 6.7(b) em função do número de graus de liberdade (NGL) do modelo numérico.

Os resultados da Fig.6.7(a), mostram uma melhora significativa na convergência da norma

L2 (Ω) do erro relativo de Qx com as funções de fronteira em relação ao processo de penalização.

Isto se deve ao enriquecimento adicional acarretado pela substituição de funções Partição de

Unidade bilineares pelas funções de fronteira biquadráticas. A Fig.6.7(b) mostra que a norma

L2 (Ω) do erro relativo no deslocamento transversal w apresenta taxa de convergência ligeira-

mente mais elevada com a utilização das funções de fronteira, entretanto o erro se estabiliza na

ordem de 10−5 contra 10−6 atingido quando é usado o processo de penalização. Em ambas as

situações são usados 1260 graus de liberdade. Concluí-se, no exemplo da placa quadrada, que

o efeito das funções de fronteira tem caráter local, como pode ser notado na Fig.6.7(a). Isto se

deve ao fato de se ter um espaço mais rico nas regiões onde se acumula a energia de deformação

devido ao cisalhamento. Este efeito benéfico não se repete no deslocamento transversal, como

mostrado na Fig.6.7(b), onde os valores do campo crescem em direção oposta aos apoios.
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Figura 6.8: a) Norma L2 (Ω) do erro relativo do momento radial Mrr, b) Norma L2 (Ω) do
deslocamento transversal w.

6.4.2 Placa circular engastada

O exemplo analisado é constituído de uma placa circular de 8mm de raio, 0,1 mm de espes-

sura, sob a ação de uma carga uniformemente distribuida de 0,1 MPa. Analisa-se somente um

quadrante da placa sob condições de contorno de simetria, com doze elementos quadrangulares.

Os resultados obtidos são referentes a refinos p-homogêneos. Neste exemplo é utilizada inte-

gração completa com um número máximo de (8×8) pontos de Gauss. Os resultados mostrados
na Fig.6.8(a) e 6.8(b) referem-se à norma L2 (Ω) do momento radial Mrr e do deslocamento

transversal w, em função do número de graus de liberdadedo sistema.

Na análise da norma L2 (Ω) do momento radial, Fig.6.8(a), pode ser constatado um com-

portamento similar dos espaços de aproximação construídos com as funções de fronteira e o

processo de penalização. O baixo desempenho dos espaços obtidos, com erros estabilizados em

patamares da ordem de 10−1, decorrem possivelmente da malha distorcida e de um refino h po-

bre. Os resultados obtidos para o erro relativo do deslocamento transversal mostram um ligeiro

aumento na taxa de convergência quando são utilizadas as funções de fronteira. Entretanto, os

resultados se estabilizam em patamares ligeiramente superiores aos atingidos pelo processo de

penalização, como mostra a Fig.6.8(b).
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Figura 6.9: Coordenadas r e θ do ponto x suficientemente próximo do contorno

Como fechamento deste capítulo, abre-se a seguir a discusão de um dos aspectos mais

atraentes desta metodologia, que diz respeito à flexibilidade de construção dos espaços locais.

6.5 Funções especiais em MEFG

Neste tópico é feita um breve discusão sobre a construção dos espaços locais pela inclusão

de modos conhecidos da solução para o problema de valores no contorno em questão. Este

procedimento será utilizado na análise dos fenômenos de camada limite em placas e cascas rasas

modeladas com teoria cinemática de primeira ordem (Mindlin). Em mecânica dos sólidos, os

fenômenos de camada limite são característicos de problemas elípticos modelados com teorias

de ordem superior. Os mesmos se manifestam por um comportamento diferenciado da solução a

uma distância da borda da ordem da espessura. Este comportamento ocorre de forma geral num

decaimento exponencial perturbado pela espessura nas regiões supracitadas. Especificamente

nos problemas estáticos de placas de Mindlin, a perturbação exponencial da solução é associada

às rotações, como mostrado a seguir.

Seja w e φ as soluções, para o deslocamento transversal e para as rotações, que satisfazem,

para condições de contorno específicas, a equação diferencial para placas de Reissner-Mindlin

(Arnold & Falk [18]). Escrevendo w e φ como expansões assintóticas da espessura t obtém-se
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Figura 6.10: Função de fronteira com decaimento exponencial associada ao nó 1 do elemento 2
da Fig.6.5.

as expressões:

w ∼ w0 + tw1 + t2w2 + ....., (6.11)

φ ∼ ¡
φ0 + tφ1 + t2φ2 + .....

¢
+ χ

¡
Φ0 + tΦ1 + t2Φ2 + ....

¢
(6.12)

de forma tal que quando t→ 0, w→ w0 e φ→ φ0 + χΦ0.

Nas expansões (6.11) e (6.12) as funções wi e φi, com i = 0, 1, 2, .., são suaves. χ é um

operador que vale zero para pontos do domínio suficientemente afastados da fronteira e tem

valor unitário para pontos suficientemente próximos da mesma. As funções Φi, com i = 0, 1, 2, ..,

são funções perturbadas exponencialmente pela espessura e tem a forma,

Φi = e−
√
12kr/tFi (r/t, θ) . (6.13)

Na expressão (6.13), k é o coeficiente de correção do cisalhamento, r é a distância de um

ponto suficientemente próximo à fronteira na direção normal à mesma e θ o ângulo medido a

partir do sistema global de coordenadas como indicado na Fig.6.9. As funções Fi (r) são funções

suaves e independentes de t. A convergência dos espaços construídos com estas funções será

comentada a seguir.
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6.5.1 Construção do espaço Q (Ω)

O objetivo deste tópico é construir um espaço com características locais específicas sobre as

fronteiras, que representem de forma mais adequada os decaimentos exponenciais característicos

dos fenômenos de camada limite em placas e cascas rasas semi-espessas. A idéia entretanto não

é a de aproximar a solução de forma ótima (que tem que ser realizada com as autofunções do

PVC), pois isto limitaria o espaço a um determinado tipo de problema. A proposta consiste

em aproximar as parcelas suaves w e φ em Ω com funções polinomiais e as parcelas de Φ (x, y)

em ∂Ω com as funções indicadas na expressão (6.13). Assim, o espaço de aproximação global

Q pode ser escrito como:

Q =
NX
α=1

ϕαVα,Vα ⊂ H1
(Ωα∩Ω), (6.14)

Vα = span {Qp
α ∪ χVα} . (6.15)

Em (6.15) o símbolo χ é dado por:

χ

½
1, xα ∈ ∂Ω
0, xα /∈ ∂Ω

onde xα é o vetor posição do centro da nuvem α.

O conjunto de funções de enriquecimento Qp
α pode ser obtido conforme (3.9), se for por

produto tensorial, ou por (3.11) se for obtido por produtos completos de polinômios. O conjunto

Vα ⊂ Vα confere o comportamento local caracterizado pelo decaimento exponencial. O mesmo
é dado pela expressão:

Vα =
©
e−βr/tF (r/t, θ) , F ∈ P

ª
(6.16)

Em (6.16) P = {1, r, r2, ..., rn−1n } onde r e θ, mostrados na Fig.6.9, são a coordenada local
medida na direção normal e o ângulo medido com relação à origem do sistema de coordenadas

respectivamente. O coeficiente β =
√
12k é característico do modelo cinemático de Mindlin

para placas e cascas rasas.

A Fig.6.10 mostra a função B (ξ, η)u e−βr/t (r/t) ∈ Vα onde as funções de fronteira correspon-
dem ao nó 1 do elemento e2 da Fig.6.5. Da Fig.6.10 observa-se um comportamento estritamente

local dos espaços otimizados na fronteira onde o valor da função varia bruscamente em regiões
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localizadas a uma distância da fronteira da ordem da espessura. A potencialidade dos espaços

locais construídos com as características supracitadas são discutidos no capítulo sete.
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Capítulo 7

Resultados numéricos

7.1 Introdução

Neste capítulo é apresentado um conjunto de exemplos numéricos com o objetivo de avaliar

o desempenho dos espaços de aproximação construídos segundo MEFG, quando aplicados em

modelos de placas e cascas de primeira ordem (Mindlin) e terceira ordem com normal extensível

(Pandya & Kant [4]). Os exemplos contemplam estruturas de material homogêneo e composto

por laminados. Três aspectos básicos são abordados nos exemplos. O primeiro diz respeito ao

desempenho frente ao fenômeno de travamento (locking) de membrana e flexão em exemplos

de material homogêneo, elástico linear e isotrópico. O segundo aspecto consiste na análise de

convergência de campos primais e duais, em problemas regulares, para materiais homogêneos e

compostos por laminados. Neste ponto são observados os aspectos qualitativos e quantitativos

da convergência. O terceiro e último ítem desta análise diz respeito a versatilidade do espaço

utilizado. Neste tópico é explorada a capacidade adaptativa do espaço de aproximação em

problemas de camada limite em placas e cascas para os modelos de primeira e terceira ordem.

Aqui são utilizadas as técnicas hp adaptativas, utilizadas em elementos finitos convencionais,

acrescidas dos enriquecimentos p-ortotrópicos e a inclusão, em espaços locais específicos, de

autofunções conhecidas da solução do problema em questão.

Os resultados deste capítulo são apresentados em quatro seções como segue:

7.1.1 Análise de travamento (locking).

Os resultados desta seção são observados através dos seguintes exemplos:
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i. Placa quadrada simplesmente apoiada (hard) com carga uniformemente distribuída no domínio.

O exemplo é complementado pela verificação da influência da distorção da malha.

ii. Placa circular engastada com uma carga uniformemente distribuída no domínio.

iii. Teto cilíndrico de Scordelis-Lo, apoiado em diafragma e sujeito a uma carga de gravidade.

iv. Casca cilíndrica puncionada apoiada em diafragmas.

v. Hemisfério submetido a cargas radiais defasadas de 90o e com sentidos alternados.

vi. Casca cilíndrica com superfície de referência inextensível e carga de punção auto-equilibrada.

7.1.2 Análise de convergência em problemas regulares de placas

Estes resultados são obtidos para estruturas de material homogêneo e material composto por

laminados e correspondem a valores locais normalizados e norma L2 (Ω) do erro relativo do

campo analisado. Para todos os exemplos que seguem a norma L2 (Ω) do erro relativo de um

campo genérico C será definida por kECkL2(Ω) = kCa − CkL2(Ω) / kCakL2(Ω) , onde Ca e o valore de
referência e C o valor obtido pela pelo MEFG. A análise é feita observando o modelo cinemático
utilizado para os seguintes elementos estruturais:

i. Placa quadrada simplesmente apoiada (hard) e modelo de primeira ordem.

ii. Placa circular engastada no contorno e modelo de primeira ordem.

iii. Modelos de primeira ordem e de terceira ordem na análise de uma placa quadrada composta.

7.1.3 Análise de problemas regulares de cascas

Devido a ausência de soluções analíticas para a grande maioria dos problemas os resultados

mostrados neste tópico são comparados com resultados equivalentes obtidos com elementos

finitos convencionais e com soluções analíticas de cascas finas.

i. Análise de casca cilíndrica sob pressão interna. Neste exemplo o modelo de primeira ordem

e será comparado com a solução de casca fina obtida por série de Fourier (Nicolazzi [48]).
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ii. Verificação do caráter hierárquico dos modelos utilizados.

iii. Verificação da sensibilidade à distorção da malha para a casca cilíndrica.

7.1.4 Problemas de camada limite

Nesta seção é analisado o problema de camada limite em placas e cascas para o modelo de

primeira ordem (Mindlin) e para o modelo de terceira ordem com normal extensível. Esta

análise é realizada para elementos estruturais de material homogêneo e isotrópico bem como

para material composto por laminados. Os resultados são obtidos para os seguintes exemplos:

i. Placa quadrada, com bordo livre, modelada por teoria de primeira ordem e sujeita a uma

carga senoidal auto equilibrada.

ii. Placa simplesmente apoiada (hard), modelada com teoria de primeira ordem, sob carga

uniformemente distribuída.

iii. Casca cilíndrica, modelada com teoria de primeira ordem e de material homogêneo e

isotrópico, com borda livre sujeita a uma carga senoidal de tração auto-equilibrada.

iv. Casca cilíndrica de material composto por laminado modelada com teoria de terceira ordem

e sujeita a uma carga de tração senoidal auto-equilibrada.

v. Teto parabólico raso constituido de material homogêneo e isotrópico modelado com teoria

de primeira ordem e sujeito a uma carga de gravidade.

vi. Teto parabólico raso constituido de material composto por laminado modelado com teoria

de terceira ordem e sujeito a uma carga de gravidade.

7.2 Análise de travamento (locking)

De forma geral pode-se definir o travamento (locking) como a incapacidade do espaço de aprox-

imação de satisfazer as restrições de deformação cisalhante e de membrana nulas quando a

espessura do elemento estrutural tende a zero. Este fenômeno, que é mais freqüente no modelo

de primeira ordem, pode ocorrer emmodelos de ordem superior com a deterioração do espaço de
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aproximação (malhas distorcidas, matriz de rigidez mal condicionada etc.). O mesmo se mani-

festa em problemas dominados por mecanismos de flexão. A parcela de energia de deformação

correspondente à flexão tende ao valor nulo mais rapidamente que as parcelas de energia de

cisalhamento e de membrana. Os sintomas desta patologia numérica se traduzem num aumento

de rigidez da estrutura a medida que a espessura tende a zero. A baixa ordem do modelo uti-

lizado e do espaço de aproximação tem sido contornada em MEF através da sub integração da

matriz de rigidez do elemento. Este procedimento foi utilizada por Huang & Hinton [15] para

contornar travamento de membrana no teto cilíndrico de Scordelis-Lo e Belytschko et alli [81]

no problema da casca cilíndrica puncionada. O procedimento de sub integração, largamente

difundido em elementos finitos convencionais pelo seu baixo custo de utilização, apresenta o

inconveniente de poder gerar modos espúrios de deformação. Estes modos, também conhecidos

por modos de Hourglass, se caracterizam por apresentar energia de deformação nula e devem

ser estabilizados sob pena de gerar uma matriz de rigidez global singular. Outros procedimen-

tos tem dado bons resultados em elementos finitos como o refino p utilizando elementos de

alta ordem como apresentado no trabalho de Della Croce & Scapolla [49] ou através de bases

hirárquicas apresentado em Novotny & Fancello [1]. Neste último trabalho os autores ratificam

resultados apresentados por outros autores onde para espaços de aproximação gerados com

polinômios de quarta ordem não se observa travamento de cisalhamento. Nesta seção é verifi-

cada a capacidade do espaço de aproximação, construído segundo a filosofia do MEFG, evitar

o travamento de cisalhamento e membrana para espaços construídos por refino p homogêneo.

Para tal são utilizados exemplos através dos quais se pretende observar a influência da distorção

da malha, das condições de contorno, da geometria e dos efeitos de membrana e flexão.

7.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno

Este exemplo consta de uma placa quadrada simplesmente apoiada com carregamento uni-

formemente distribuído no domínio cujas dimensões e propriedades materiais são indicadas

na Fig.7.1. Esta análise objetiva verificar o efeito de deterioração do espaço de aproximação

através da distorção da malha. Devido à simetria da geometria e do carregamento é modelado

apenas o quadrante inferior na Fig.7.1. Os resultados correspondem aos valores máximos do
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Figura 7.1: Placa quadrada simplesmente apoiada; (a) malha regular 4 elementos Q8; (b) malha
distorcida 4elemetos Q8.

deslocamento transversal, normalizados em relação à solução de placa fina de Timoshenko et

alli [72]. Os resultados são obtidos para uma malha regular e outra distorcida. Nos dois casos

o domínio é discretizado por uma malha de quatro elementos quadrangulares e o espaço de

aproximação construído por refino p homogêneo. Neste exemplo é utilizada integração cheia

com regra de quadratura máxima de 6 × 6 pontos de Gauss por elemento. Os resultados são
apresentados nas Fig.7.2(a) e 7.2(b).

Observando os resultados da Fig.7.2(a) e (b) constata-se que mesmo para espaços de aprox-

imação construídos com bases polinomiais de p = 4 ocorre travamento ,em ambas as situações,

para uma razão L/t ≥ 104. Por outro lado observa-se, na Fig.7.2(b), que o efeito de distorção da
malha não produz uma deterioração do espaço ao ponto de apresentar discrepâncias acentuadas

nos resultados obtidos com malha regular (Fig.7.2(a)). Os efeitos da influência da geometria

são analizados através de uma placa circular engastada no contorno como mostrado a seguir.

7.2.2 Placa circular engastada no contorno

Este exemplo consiste numa placa circular engastada no contorno sujeita a uma carga uni-

formemente distribuída no domínio. Devido à simetria analisa-se somente o quadrante superior

direito como indicado na Fig.7.3. O quadrante é discretizado com doze elementos quadrangu-
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Figura 7.2: Valores normalizados w/wa, (a) malha regular; (b) malha distorcida.

lares e um número máximo de 6× 6 pontos de Gauss. O espaço de aproximação é construído
com refino homogêneo p = 3 e p = 4 respectivamente. Os resultados deste exemplo são apre-

sentados na Fig.7.4, onde se mostra o valor máximo de deslocamento transversal w normalizado

em relação à solução analítica de placa fina de Timoshenko et alli [72].

Verifica-se, a ocorrência de travamento para valores 2R/t ≥ 102 para p = 3 e 2R/t ≥ 104

para p = 4. Comparando estes resultados com os obtidos para placas quadradas, observa-se

uma incapacidade maior do espaço gerado com p = 3 para contornar o fenômeno de travamento,

mesmo para espessuras de ordem prática. Já que em ambas as situações existe o problema da

distorção da malha, acredita-se na influência do engaste que constitui uma condição de contorno

crítica nos problemas de travamento.

Até o presente momento foi analizado o travamento de cisalhamento característico de prob-

lemas de flexão de placas. Entretanto, problemas similares ocorrem nas estruturas que sofrem

esforços acoplados de flexão e membrana, ocorrendo o efeito conhecido como travamento de

membrana. Os exemplos mostrados a seguir tem a finalidade de verificar o comportamento do

espaço de aproximação na abordagem do fenômeno de travamento, de cisalhamento e mem-

brana, bem como a capacidade de representar mecanismos complexos de membrana e flexão.
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Figura 7.3: Placa circular engastada no contorno.
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Figura 7.4: Deslocamento transversal máximo normalizado w/wa.
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7.2.3 Teto cilíndrico de Scordelis-Lo

Este exemplo é utilizado para verificar a capacidade do espaço de aproximação de representar

campos complexos de deformações de membrana. Ele foi sugerido por Huang & Hinton [15]

para verificar o travamento de membrana.

A estrutura observada constitui-se de um teto cilíndrico com as extremidades curvas apoiadas

em diafragmas rígidos na direção radial e flexíveis na direção longitudinal. Os contornos laterais

são livres (Fig.7.5). Esta estrutura está sujeita a uma carga de gravidade uniformemente dis-

tribuída sobre a superfície. As características geométricas e materiais são mostradas na Fig.7.5,

sendo analisado apenas um octante da estrutura. A região analisada é discretizada com 2× 2
elementos quadrilaterais e integração cheia, de 8 × 8 pontos de Gauss. Aqui são comparados
resultados do deslocamento transversal w no ponto B com os equivalentes obtidos através da

solução analítica de MacNeal & Harder [66]. Os valores numéricos foram obtidos por refino p

homogêneo, utilizando os modelos cinemáticos de primeira e terceira ordem.

A Fig.7.6, mostra ausência de travamento de membrana e convergência assintótica do deslo-

camento transversal, para ambos os modelos. Observa-se, para os dois modelos cinemáticos,

que a convergência é atingida com espaços gerados com p = 3 sendo que o aumento da ordem

polinomial não produz variações significativas, mesmo para o pequeno número de elementos

utilizados. Observa-se também uma rigidez maior do modelo de terceira ordem que converge

para um valor menor que aquele utilizado como referência. Este fato se deve a que o modelo

de terceira ordem se comporta como um modelo sólido já que neste caso a rigidez transversal

não é negligenciada como ocorre no modelo de primeira ordem, e a condição de engaste é mais

restritiva que a do modelo de primeira ordem.

7.2.4 Casca cilíndrica puncionada

Neste exemplo, proposto por Belytschko et alli [81], é posta a prova a capacidade dos modelos

utilizados e do espaço de aproximação, construído segundo a filosofia do MEFG, de descrever

estados complexos de membrana e flexão. Este consiste numa casca cilíndrica apoiada em

diafragmas nas duas extremidades curvas indicada na Fig.7.7. Estes diafragmas são rígidos no
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Figura 7.5: Teto cilíndrico de Scordelis-Lo.

Figura 7.6: Razão w/wa, no ponto B para os modelos de primeira e terceira ordem.
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Figura 7.7: Octante de uma casca cilíndrica sob carga de punção.

plano do apoio e flexíveis no plano perpendicular ao apoio. A casca cilíndrica é submetida a

ação de duas forças diametralmente opostas aplicadas no centro da estrutura. Devido à simetira

é analisado somente o primeiro octante com uma malha de 6 × 6 elementos quadrangulares e
regra de quadratura máxima de 8× 8 pontos de Gauss por elemento. Os resultados analisados
referem-se ao deslocamento transversal w do ponto C (Fig.7.7) normalizado com relação à

solução apresentada por Belytschko et alli [81]. Estes resultados, mostrados na Fig.7.8, são

obtidos por refino p-homogêneo para os modelos cinemáticos de primeira e terceira ordem

respectivamente.

Pela análise de resultados da Fig.7.8, constata-se convergência asintótica e ausência de trava-

mento de membrana para espaços construídos com p ≥ 4. Os resultados observados mostram
uma pequena diferença nos limites de convergência do modelo de primeira ordem com relação

ao modelo de terceira ordem ambos ligeiramente superiores à solução de Belytschko et alli [81].

7.2.5 Hemisfério puncionado

O exemplo a seguir consiste de uma casca hemisférica submetida a cargas radiais defasadas

de 90oe de sentidos alternados como mostrado na Fig.7.9. Este exemplo tem como finalidade

115



0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
NGL

4.00E-1

5.00E-1

6.00E-1

7.00E-1

8.00E-1

9.00E-1

1.00E+0

1.10E+0

w 
/ w

a

2

3

4
5 6 7

2

3

4
5 6 7

Primeira ordem

Belitscho et alli (1985)

Terceira ordem

Figura 7.8: Razão w/wa no ponto C para os modelos de primeira e terceira ordem.

verificar a capacidade dos modelos cinemáticos e do espaço de aproximação de representar

mecanismos de flexão sem distensão de membrana, já que neste exemplo as deformações de

membrana são pequenas. Este problema também é adequado para verificar as rotações de

corpo rígido que surgem nos elementos mais afastados dos pontos de aplicação do carregamento.

Devido à simetria é analisado o primero octante discretizado com uma malha regular de 6× 6
elementos quadrangulares e integração cheia com um número máximo de 8×8 pontos de Gauss
por elemento. Os resultados do deslocamento u do ponto A (Fig.7.9) são normalizados com

relação à solução analítica de MacNeal & Harder [66] e obtidos com um espaço de aproximação

p-uniforme para os modelos de primeira e terceira ordem (Fig.7.10).

Como nos resultados anteriores, a partir de espaços contruídos com base polinomial de

quarta ordem, não se verificam os efeitos de travamento. Novamente, aqui se constata uma

convergência assintótica dos espaços construídos por refino p homogêneo. Este exemplo apre-

senta um comportamento de convergência similar aos exemplos anteriores, onde, a partir de

p ≥ 4, os resultados não sofrem praticamente alterações.
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Figura 7.11: Razão w
wa
no ponto C da Fig.7.7 ; (a) modelo de primeira ordem, (b) modelo de

terceira ordem.

7.2.6 Casca cilíndrica com carga de punção auto-equilibrada

O exemplo mostrado a seguir consta de uma casca cilíndrica com carregamento de punção auto

equilibrado. A mesma tem dimensões e propriedades materias indicadas na Fig.7.7, sendo que

neste caso, o octante analisado é discretizado com uma malha regular de 8×8 elementos quad-
rangulares. Este exemplo constitui um caso crítico de travamento de membrana. A casca, com

as extremidades livres, não apresenta deformações na superfície de referência no sentido longitu-

dinal. Entretanto, devido ao carregamento não ser axi-simétrico predominam esforços de flexão

no sentido axial e esforços membranais radiais elevados. Visto que, quando a espessura tende

a zero, a energia de flexão tende a zero mais rapidamente que a de cisalhamento e a de mem-

brana é de se esperar que para espessuras muito pequenas os mecanismos de deformação sejam

dominados por esforços membranais. Neste exemplo é verificado o comportamento dos modelos

de primeira e terceira ordem para espaços construídos por refino homogêneo e isotrópico, com

p = 3 e p = 4 para ambos os modelos. Os resultados mostrados são o deslocamento trasversal

no ponto C, Fig.7.7, normalizado em relação à solução analítica apresentada em Timoshenko

et alli [72], (Fig.7.11(a) e Fig.7.11(b)).

As Fig.7.11(a) e Fig.7.11(b) mostram um comportamento semelhante para ambos os mod-
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elos. Constata-se, entretanto, que mesmo para espaços construídos com polinômios de quarta

ordem não se consegue evitar o travamento para uma razão R
t
≥ 103. Para uma situação de

integração completa, como a utilizada neste exemplo, os resultados obtidos não frustraram as

espectativas, já que os travamentos fortes de membrana, como é o caso deste exemplo, não são

evitados por refinos p além de um determinado limite da razão R
t
.

Com os resultados apresentados acima encerra-se esta seção, concluindo-se que, embora os

espaços gerados com as bases polinomiais utilizadas não apresentem travamento para espessuras

de interesse prático, do ponto de vista matemático o fenômeno ocorre. Os espaços gerados

com esta metodologia mostram, nos exemplos de placas de Mindlin, resultados compatíveis e

inferiores aos obtidos pelo hp-Clouds (Garcia et alli [54]) e elementos finitos utilizando bases

hierárquicas (Novotny & Fancello [1]).

7.3 Análise de convergência em problemas regulares de
placas

Esta seção analisa o desempenho do espaço de aproximação e dos modelos cinemáticos de

primeira e terceira ordem na simulação numérica de problemas regulares de placas. As análises

são realizadas para os exemplos a seguir:

7.3.1 Placa quadrada simplesmente apoiada

Este exemplo é uma reanálise do caso mostrado na Fig.7.1 com uma espessura de 0.1mm e sob

uma carga uniformemente distribuída no domínio de 0.1 MPa. Os resultados correspondem às

malhas da Fig.7.1(a) e 7.1(b) e um espaço de aproximação p-homogêneo. Os resultados para

a norma L2 (Ω) erro relativo do deslocamento transversal w e do momento Mxx são mostra-

dos nas Fig.7.12 e a Fig.7.13 respectivamente para refinos p. Os valores máximos locais do

deslocamento transversal w foram normalizados com relação à solução analítica de Marguerre

& Woernle [46]. A Fig.7.12(a) mostra a influência da distorção da malha na deterioração do

espaço de aproximação. Este fato pode ser confirmado pela diminuição da taxa de convergência

da curva da malha distorcida com relação a taxa de convergência da malha regular. Através dos

resultados da Fig.7.12(b) constata-se que os valores obtidos com malha distorcida não diferem
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Figura 7.12: (a) Norma L2 (Ω) do erro relativo de w; (b) valores normalizados w
wa
.

significativamente daqueles com malha regular para bases polinomiais com p ≥ 3. Dos resul-
tados observados nas Fig.7.12(a) e Fig.7.12 (b) conclui-se que não há um efeito acentuado na

perda de convergência para o caso de malhas distorcidas e como esperado o mesmo é atenuado

pelo refino p. Um comportamento semelhante ao observado para o erro da norma de deslo-

camento ocorre para o momento Mxx mostrado na Fig.7.13. Os resultados do erro relativo

da norma L2 (Ω) do momento Mxx mostram um pequeno efeito da distorção da malha que

é sensível para valores baixos de p e é praticamente eliminado com o incremento da ordem

polinomial.

7.3.2 Placa circular engastada no contorno

Este exemplo é o mesmo do caso mostrado na Fig.7.3 utilizando uma espessura de 0,1 mm e

carga distribuída de 0,1 MPa. A região observada é o primeiro quadrante discretizado com 12

elementos quadrangulares e no máximo 8× 8 pontos de integração de Gauss. Os resultados do
deslocamento transversal wr e do momento radialMrr são apresentados nos gráficos da Fig.7.14

e da Fig.7.15, normalizados em relação à solução analítica de Marguerre & Woernle [46].

Os resultados observados nas Fig.7.14(a) e 7.14(b) mostram valores satisfatórios para a con-

vergência tanto em norma L2 (Ω) como para valores locais máximos do deslocamento transversal
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Figura 7.15: Norma L2 (Ω) do erro relativo do momento radial Mrr.

w. Como a solução analítica deste exemplo é uma polinomial de quarta ordem o comporta-

mente de convergência mostrado na Fig.7.14(a) era esperado, entretanto, resultados melhores

podem ser obtidos se a representação geométrica da fronteira circular for exata que não é esta

situação. O comportamento de convergência do momento radial Mrr é similar ao do desloca-

mento contudo a partir de quarta ordem observa-se uma ligeira perda de convergência indicada

por um aclive da curva da Fig.7.15 este fato é atribuído, como no deslocamento, a perda de

precisão ocasionada pela representação inadequada do contorno curvo aliada a resulatdos mais

pobres obtidos para as variáveis duais.

Os casos estudados até o momento foram de estruturas de material homogêneo e isotrópico.

O exemplo a seguir apresenta o caso de uma placa de material composto laminado.

7.3.3 Placa quadrada de material composto laminado

Este exemplo analisa uma placa quadrada simplesmente apoiada sujeita a uma carga senoidal

distribuída no domínio (Fig.7.16). A estrutura é construída de quatro lâminas transversamente

isotrópicas formando um laminado simétrico com orientação de fibras [0/90]s mostrado na

Fig.7.16. Por apresentar simetria é analisado apenas o quadrante inferior discretizado com

2 × 2 elementos quadrangulares, com ordem polinomial p = 4. Os resultados obtidos para

deslocamentos e tensões são adimensionalizados pela geometria, carregamento e propriedades

122



t
p(x,y)Z

 

  

X

           Esquema de laminação

t/4 [ 0 ]
t/4 [ 90 ]

p(x,y) = sin(nX / L)sin(nY/ L)

 2 3

12

13 2312

13 23

L

X

Y

1
E  = 172250 Mpa

E  =  E  = 6890 Mpa

ν   = ν   = ν   =  0.3

G   =  G   =  G   = 1378 Pa
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Estes valores são comparados com a solução da elasticidade tridimensional de Pagano [51]

e as teorias HSDT e FSDT propostas por Reddy (Mendonça [55]). Os resultados do exemplo

são apresentados nas Tab.7.1 e Tab.7.2. Para facilitar a identificação dos resultados na tabela

são denominados como MEFG(1) e MEFG(3) os valores obtidos com os modelos cinemáticos

de primeira e terceira ordem respectivamente.

Na análise dos resultados da Tab. 7.1 verifica-se a limitação dos modelos de primeira ordem

para a razão L/t = 4 onde o erro em deslocamento transversal com relação e teoria HSDT

e a solução de Pagano [51] são de 9,73% e 11,83% respectivamente. Constata-se com isto o

papel preponderante desempenhado pelo modelo de terceira ordem onde para a razão L/t = 4 os

erros decrescem para 1,1% e 3,3% respectivamente. Esta diferença significativa nas resposta do
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L
t

Teoria w σxx σyy

4

MEFG(1)
MEFG(3)
Pagano
HSDT
FSDT

1.7094
1.8727
1.9367
1.8937
1.7100

0.4102
0.7134
0.7200
0.66510
0.4059

0.5825
0.6239
0.6630
0.6322
0.5765

10

MEFG(1)
MEFG(3)
Pagano
HSDT
FSDT

0.6637
0.7179
0.7370
0.7147
0.6628

0.5042
0.5658
0.5590
0.5456
0.4989

0.3652
0.3942
0.4010
0.3888
0.3615

100

MEFG(1)
MEFG(3)
Pagano
HSDT
FSDT

0.4343
0.4343
0.4347
0.4343
0.4337

0.5438
0.5445
0.5390
0.5387
0.5382

0.2733
0.2737
0.2710
0.2708
0.2705

Tabela 7.1: Valores normalizados do eslocamento transversal e de tensões membranais.

L
t

Teoria τxy τxz τ yz

4

MEFG(1)
MEFG(3)
Pagano
HSDT
FSDT

0.0311
0.0455
0.0467
0.0440
0.0308

0.11772
0.2260
0.2190
0.2064
0.1398

0.16521
0.2763
0.2920
0.2389
0.1963

10

MEFG(1)
MEFG(3)
Pagano
HSDT
FSDT

0.02438
0.02744
0.02750
0.0268
0.0241

0.1402
0.2868
0.3010
0.2640
0.1667

0.10881
0.1614
0.1960
0.1531
0.1292

100

MEFG(1)
MEFG(3)
Pagano
HSDT
FSDT

0.02153
0.02157
0.0214
0.0213
0.0213

0.1498
0.3185
0.3390
0.2897
0.1780

0.08508
0.1165
0.1390
0.1117
0.1009

Tabela 7.2: Tensões transversais normalizadas.
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Figura 7.17: Tensões ao longo de z ponto
¡
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¢
; (a) tensão σxx , (b) tensão σyy.

modelo de terceira ordem com relação ao de primeira ordem provém do fato que os mecanismos

de deformação transversal para uma relação L/t = 4 são devidos, quase que exclusivamente, ao

cisalhamento. Na segunda análise deste exemplo observa-se a distribuição das tensões para a

razão L/t = 4. Os resultados observados referem-se à variação das tensões σxx e σyy, ao longo

da espessura do laminado, no ponto
¡
L
2
, L
2
, z
¢
.

As Fig.7.17(a) e 7.17(b) mostram a distribuição descontínua das tensões σxx e σyy através

do laminado. Embora os campos de deslocamentos sejam contínuos através do laminado, a

mudança de propriedades materiais nas faces interlaminares produz a descontinuidade do campo

de tensões. Além disto é observada uma diferença quantitativa e qualitativa na distribuição das

tensões do modelo de terceira ordem em relação ao modelo de primeira ordem. Esta diferença

fica evidente na variação da tensão σxx das lâminas extremas do laminado onde o modelo

de terceira ordem(MEFG(3)) apresenta uma variação cúbica em “z” e o modelo de primeira

ordem(MEFG(1)) uma variação linear em “z”.

Um dos aspectos relevantes da simulação numérica de estruturas de material composto

laminado diz respeito à determinação da distribuição contínua das tensões cisalhantes τxz e

τ yz através do laminado. Neste trabalho foi utilizado o processo de integração das equações de

equilíbrio da elasticidade tridimensional apresentada por Kant & Manjunatha [75]. O gradiente
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do tensor de tensões de Cauchy foi obtida por diferenças finitas centrais. Os resultados da

distribuição transversal de tensões τxz e τ yz, para o exemplo anterior, é mostrada na Fig.7.18(a)

e 7.18(b) para os pontos
¡
0, L

2
, z
¢
e
¡
L
2
, 0, z

¢
respectivamente.

A Fig.7.18 mostra a distribuição das tensões obtidas por relação constitutiva, em linha

pontilhada “b”, e as obtidas através da integração das equações de equlilíbrio da elásticidade

tridimensional em linha cheia “a”. Já que as teorias utilizadas neste trabalho não consideram

condições de contorno naturais interlaminares, os resultados obtidos via relação constitutiva,

mostram uma distribuição descontinua para as tensões cisalhantes sem satisfazer as condições

de contorno na superfície livre do laminado. Este fato é constatado nas Fig.7.18(a) e 7.18(b)

onde as tensões tangenciais τxz e τ yz são descontínuas nas interfaces das lâminas e não são

equilibradas na superfície livre do laminado. Deve-se ressaltar que os resultados obtidos desta

forma são fisicamente inconsistentes e não devem ser considerados na análise de resistência

do laminado. Os resultados obtidos pela integração das equações τxz =
R
h

³
∂σxx
∂x

+ ∂τyx
∂y

´
dz e

τ yz =
R
h

³
∂τxy
∂x
+ ∂σyy

∂y

´
dz fornecem uma distribuição contínua do campo através da espessura

(Mendonça [55]). Os valores normalizados para as tensões τxz e τ yz, com relação à solução de

Pagano [51], registrados nos pontos
¡
0, L

2
, 0
¢
e
¡
L
2
, 0, 0

¢
são 1.032 e 0.9462. Embora o processo

de diferenças finitas não seja o mais conveniente para aproximar funções de alta ordem, no caso

de se utilizar espaços construídos com enriquecimento p, os resultados obtidos mostraram-se

satisfatórios com relação à solução analítica.

7.4 Análise de problemas regulares em cascas

A análise de comportamento e convergência da solução em problemas de cascas possui a difi-

culdade de não dispor, em geral, de soluções analíticas. Assim, os exemplos aqui utilizados são

comparados com soluções analíticas de cascas finas ou com soluções numéricas. Portanto, nesta

seção não se comentará a convergência e sim a proximidade de resultados com relação aqueles

obtidos por outros procedimentos como elementos finitos convencionais e soluções analíticas

de cascas finas. Os exemplos apresentados nesta seção tem como finalidade mostrar a poten-

cialidade do caráter p adaptativo do método frisando três aspectos. O primeiro diz repeito
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à capacidade dos espaços de aproximação representar os efeitos de camada limite fracas que

ocorrem devido às perturbações dos apoios. O segundo aspecto analisa o caráter hierárquico

dos modelos de primeira e terceira ordem. Finalmente o último aspecto analisado observa os

efeitos da distorção da malha nos resultados de campos primais.

7.4.1 Casca cilíndrica sob pressão interna

Este exemplo consiste num setor de reservatório cilíndrico de material homogêneo elástico linear

isotrópico, sob pressão interna uniforme (Fig.7.19(a)). Suas extremidades estão apoiadas em

diafragmas rígidos no plano transversal ao cilíndro e flexível no plano perpendicular ao apoio.

Os resultados obtidos correspondem ao modelo de primeira ordem e a espaços construídos com

refino p homogêneo. Devido à simetria é analisado um octante da casca com 6× 6 elementos
quadrangulares (Fig.7.19(b)) sob os quais será utilizada uma quadratura numérica máxima de

8×8 pontos de Gauss. Os resultados obtidos referem-se a momentosMyy, esforços normaisNxx e

deslocamentos radiais wr através do meridiano DC (Fig.7.19). Estes resultados são comparados

com a solução de casca fina obtida por séries de Fourier (Nicolazzi [48]).

Da Fig.7.20 observam-se valores do deslocamento radial wr próximos aos obtidos pela

solução analítica utilizando séries de Fourier. Um outro aspecto relevante desta análise é
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Figura 7.19: (a) Octante de casca cilíndrica; (b) malha regular de 6× 6 elementos Q8.

relacionado com com as distribuições dos deslocamentos e esforços. Neste aspecto é obser-

vado, tanto na Fig.7.20 como nas Fig.7.21(a) e 7.21(b), que o enriquecimento p do espaço de

aproximação captura, para uma relação R/t = 15, as perturbações de bordo ou efeitos fracos

de camada limite características das soluções analíticas de cascas finas. Observa-se que a con-

vergência, neste problema, é atingida com p = 4, e por este motivo as curvas obtidas com p = 6

coincidem com as obtidas com refino p de quarta ordem. Dos resultados anteriores constata-se

um desempenho satisfatório do espaço construído com esta metodologia.

7.4.2 Análise das propriedades hierárquicas dos modelos de 1a e 3a

ordem

A análise das propriedades hierárquicas do modelo é relacionado à capacidade do mesmo de

aproximar a solução da elasticidade tridimensional. Esta análise foi realizada para o exemplo

7.3.1. Neste caso o problema foi discretizado com uma malha de 2×2 elementos quadrangulares
considerando os modelos cinemáticos de primeira e terceira ordem. Como o problema em

questão não possui solução analítica para o modelo de elasticidade tridimensional, os resultados

do erro relativo Ewr =
|wsr−wr|
|wsr | do deslocamento radial wr ao longo do meridiano DC, foram

obtidos com relação à solução numérica de elementos finitos convencionais sólidos. Neste caso,

a região foi discretizada com 30 × 30 × 6 elementos cúbicos triquadráticos. Os resultados

observados nas Fig.7.22(a) e 7.22(b) mostram, como esperado, que o modelo de terceira ordem
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Figura 7.21: (a) Momentos Myy, (b) Esforço de membrana Nxx.
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Figura 7.22: Ewr para, (a) modelo de primeira ordem, (b) modelo de terceira ordem

se aproxima mais da solução obtida com o elemento sólido que o de primeira ordem. Constata-se

através da análise da Fig.7.22(a) que o modelo de primeira ordem não converge para a solução

correspondente ao elemento sólido.

7.4.3 Análise dos efeitos de distorção da malha em cascas

A análise da sensibilidade do espaço construído em relação à distorção da malha em superfícies

curvas é realizada para a casca cilíndrica da Fig.7.19. A mesma é discretizada com uma malha

distorcida contendo 6 × 6 elementos quadrangulares, sendo a distorção obtida por rotação do
eixo horizontal de 27o como indicado na Fig.7.23. Os resultados apresentados envolvem duas

análises. A primeira diz respeito a sensibilidade do MEFG à distorção da malha. Neste caso os

resultados são observados através dos valores relativos do deslocamento radial Ewd =
|wr−wdr |
|wr|

e de momentos Emd =
|Myy−Md

yy|
|Myy | , ambos avaliados através do meridiano DC. Os valores de

referência, wr e Myy são obtidos com malha regular contendo o mesmo número de elementos

da malha anterior. Nesta primeira análise, mostrada na Fig.7.24(a) e 7.24(b), é observada

a capacidade dos espaços gerados com refino p homogêneo de atenuar o efeito da distorção

da malha. A segunda análise consta de uma comparação de erro devido a distorção da malha

mostrada na Fig.7.23 utilizando MEFG com p = 2 homogêneo e elementos finitos convencionais
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Figura 7.23: Malha de 6× 6 elementos Q8 distorcida de θ = 27o.

utilizando elementos Q8 (elementos quadráticos de oito nós). Os resultados são mostrados na

Fig.7.25.

Os resultados da Fig.7.24(a) mostram uma redução singnificativa do erro com os espaços

enriquecidos, entretanto como pode ser observado para os espaços gerados com p = 4 e p = 6

não há uma diminuição sensível do erro do deslocamento radial wr como esperado. Entretanto,

se observa, para o caso anterior um comportamento mais uniforme do que para espaços gerados

com p = 2 onde as amplitudes de oscilação dos resultados são acentuadas. Uma situação mais

desfavorável é observada para o erro em momentos observado na Fig.7.24(b) onde para espaço

construído com p = 6 o erro aumenta, de forma geral, com relação ao espaço construído com

p = 4. A análise dos resultados da Fig.7.25 mostra que os efeitos de distorção da malha são

mais acentuados em FEM convencional do que em MEFG. Isto se deve, provavelmente, ao fato

de que o espaço de enriquecimento local, em MEFG, é construído no domínio real independente

da malha.

7.5 Problemas de camada limite em placas e cascas

Os fenômenos de camada limite são característicos de problemas elípticos onde uma parcela da

solução é perturbada por um parâmetro específico das dimensões do problema em questão. Este

problema ocorre nos modelos de placas e cascas e se manifesta por um comportamento difer-
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0.00 100.00 200.00 300.00 400.00 500.00
Y

0.00E+0

2.50E-3

5.00E-3

7.50E-3

1.00E-2

1.25E-2

1.50E-2

1.75E-2

2.00E-2

2.25E-2

Ew
d

 FEM, Q8

GFEM, p = 2

Figura 7.25: Medida Edw para a malha distorcida com θ = 27o, para valores avaliados no
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enciado da solução próximos dos contornos. Em problemas de placas e cascas de Mindlin este

comportamento se caracteriza por decaimento exponencial dos campos primais numa distância

de ordem de magnitude da espessura. Para o caso específico do modelo de primeira ordem

supracitado, os efeitos de camada limite não estão associados ao deslocamento transversal e

sim aos vetores de rotação (Arnold & Falk [18]). No decorrer da década passada houveram

várias tentativas de simular numericamente o problema de camada limite. Dentre as pesquisas

mais relevantes, as quais foram utilizados como guia neste trabalho, se tem as de Babuska,

Szabó & Actis [26], Cho & Oden [42] e Actis, Szabó e Schwab [64]. Estes autores utilizam os

modelos e o espaço de elementos finitos hierárquicos juntamente com uma estratégia adequada

de refino h. Nesta seção será analisado o desempenho do espaço de aproximação construído

segundo o MEFG com os modelos de primeira e terceira ordem de placas e cascas. Ao invés

de abordar o problema utilizando a técnica de refino h, amplamente utilizada para localização

de singularidades e altos gradientes, o refino será mantido constante nestes problemas com o

objetivo de verificar a capacidade dos espaços gerados de representar estes fenômenos sobre

as fronteiras. Os resultados são observados através de erros relativos locais e da variação dos

valores, do campo estudado, na direção dos altos gradientes. As observações são feitas sobre os

exemplos a seguir.

7.5.1 Placa quadrada com borda livre

O exemplo a seguir é um problema regular e trata da análise de resultados de esforço cortanteQy

em uma placa quadrada de material elástico linear e isotrópico com dimensões, carregamento e

condições de contorno mostrados na Fig.7.26. Devido a simetria da geometria e da anti-simetria

do carregamento, é analisada da placa sob condições de contorno anti-simétricas como mostrado

na Fig.7.26. A porção analisada é discretizada com 2× 16 elementos quadrangulares com regra
de quadratura de 6 × 6 pontos de Gauss para os elementos do domínio e 31 × 31 pontos de
Gauss para os elementos sobre a borda livre X = 0.0.

Os resultado deste exemplo são discutidos através de duas análises. A primeira mostra

a capacidade do espaço gerado utilizando estratégias p adaptativas construídas com funções

polinomiais. A segunda análise observa a variação e o erro em Qy para pontos próximos a
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borda livre.

Os resultados da primeira análise correspondem ao erro relativo Eq =
|Qa−Qy|
|Qa| no ponto A

da Fig.7.26 e são obtidos por refino p isotrópico e p ortotrópico, sendo este último na direção

perpendicular à fronteira. Na expressão do erro, Qa é o valor da solução analítica para o modelo

de primeira ordem conforme Duarte & Babuska [12] e Qy é o valor aproximado. Os resultados

obtidos são mostrados na Fig.7.27 e correspondem a três estratégias p adaptativas indicadas a

seguir:

i. Estratégia “a”: refino p homogêneo e isotrópico px = py = 4, ..., 6.

ii. Estratégia “b”: refino local isotrópico px = py = 4, ..., 7 nas nuvens 1, 2 e 3 da Fig. 7.26,

permanecendo o restante do domínio com p = 4.

iii. Estratégia “c”: refino p ortotrópico px = 4, ..., 7 e py = 4 nas nuvens 1,2 e 3 da Fig.7.26,

permanecendo o restantes do domínio com p = 4.

Os resultados da Fig.7.27 mostram o erro relativo do esforço cortanteQy no ponto A indicado

na Fig.7.26, para as três estratégias citadas. Na primeira estratégia, “a”, (Fig.7.27) o erro atinge

a ordem de 10−1 com 5335 graus de liberdade, o que torna este tipo de procedimento pouco

eficiente. A segunda estratégia, correspondente a “b” na Fig.7.27, se mostrou mais eficiente

que a primeira, já que o erro se reduz para uma ordem de 10−2 com 2820 graus de liberdade.

Finalmente a última das estratégias “c” indicada na Fig.7.27, o erro permanece na casa de

10−2 e é alcançado com 2730 graus de liberdade. Comprova-se através deste exemplo, que

para o caso específico de fenômenos de camada limite, onde os gradientes elevados tem direções

preferenciais,o enriquecimento direcionado, como esperado, foi o mais eficiente.

O exemplo anterior mostrou resultados locais satisfatórios atingidos com as estratégias p

adaptativas, entretanto estes resultados não são representativos das regiões próximas ao bordo

livre. As oscilações dos resultados ao longo de uma extensão igual ao comprimento do primeiro

elemento chegam a conter erros relativos maiores do que a unidade. Este fato, que faz parte

da segunda análise do problema, é observado sobre dois aspectos. O primeiro, de caráter

qualitativo, diz respeito à distribuição do esforço cortante Qy para pontos sobre o eixo (X, 1.96)
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(a linha tracejada na Fig.7.26) pertecentes aos cinco primeiros elementos, adjacentes à borda

livre. O segundo, de caráter quantitativo, observa o erro Eq obtido para 250 pontos igualmente

distribuídos entre os cinco elementos sobre o eixo supracitado. Estes resultados, mostrados nas

Fig.7.28 e Fig.7.29, correspondem as seguintes estratégias p adptativas.

i. Estratégia A: refino isotrópico homogêneo do tipo p = 4.

ii. Estratégia B: refino ortotrópico px = 8 e py = 4, para as nuvens 1, 2 e 3 e para as nuvens

restantes p = 4.

iii. Estratégia C: refino adaptativo ortotrópico do tipo
¡
eβx̄/t, py

¢
, com py = 4. Na função

exponencial β =
√
12k , onde k = 5/6 é a constante de correção do cisalhamento, x̄ e

t correspondem à coordenada local na direção do refino e a espessura da placa respecti-

vamente. Para as nuvens restantes do domínio é utilizado um enriquecimento isotrópico

p = 4.

Os resultados da Fig.7.28 mostram um comportamento esperado das estratégias A e B

caracterizado pelas oscilações no elemento adjacente à borda livre. Entretanto verifica-se um

comportamento melhor, do ponto de vista qualitativo (Fig.7.28) e quantitativo (Fig.7.29), da

estratégia B com relação à estratégia A.

Nesta análise fica evidente a capacidade dos espaços construídos pela estratégia C. Este es-

paço, construído conforme (6.16), além de não apresentar as oscilações observadas nas estraté-

gias anteriores, mostra um comportamento, do ponto de vista quantitativo, muito próximo da

solução analítica como é observado através do erro Eq na Fig.7.29.

7.5.2 Placa quadrada simplesmente apoiada

O exemplo consiste na análise do esforço cortante Qy de uma placa com as dimensões, car-

regamento e condições de contorno mostradas na Fig.7.30. Para este exemplo, é analisada a

metade da placa sob condições de contorno simétricas. A região estudada é discretizada com

2× 16 elementos quadrilaterais (Fig.7.30) e uma regra de quadratura de 6× 6 pontos de Gauss
para elementos do domínio e 31× 31 pontos de integração para os elementos sobre a fronteira
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Figura 7.26: Parcela quadrada com borda livre sob carga senoidal auto equilibrada
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Figura 7.27: Erro relativo local Eq =
|Qa−Qy|
|Qa| , avaliado no ponto A da Fig.7.26.
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Figura 7.28: Esforço cortante Qy ao longo do eixo (X, 1.96); (a) estratégia A, b) estratégia B,
c) estratégia C.

Figura 7.29: Erro relativo Eq, sobre o eixo (X, 1.96) para as esrtatégias A, B e C.
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prescrita. Os resultados são obtidos para três estratégias, as quais apresentam as seguintes

características:

i. Estratégia “A”: refino ortotrópico
¡
eβx̄/t, py

¢
, com py = 4 e β =

√
12k, com (k = 5

6
) nas

nuvens 1,2 e 3 (Fig.7.30). Para as nuvens restantes, p = 4.

ii. Estratégia “B”: refino homogêneo e isotrópico p = 4.

iii. Estratégia “C”: refino ortrotrópico px = 8 e py = 4 nas nuvens 1,2 e 3 e para as nuvens

restantes p = 4.

Os resultados são estudados sobre dois aspectos. O primeiro analisa a variação do esforço

cortante Qy ao longo da face CD da Fig.7.30, para os cinco primeiros elementos adjacentes ao

lado AD. Os resultados são vistos na Fig.7.31(a) correspondem às estratégias A e C cotejadas

com a solução analítica de placa semi-espessa de Marguerre & Woernle [46]. O segundo aspecto

corresponde à verificação de convergência local do esforço cortante Qy no ponto D. Esta análise

é realizada para as três estratégias e é avaliada através do erro relativo dado por Eq =
|Qy−Qa|
|Qa| ,

onde Qa é o cortante em D (Fig.7.31) obtido pela solução analítica de Marguerre & Woernie

[46]. Os resultados são mostrados na Fig.7.31(b).

Dos resultados da Fig.7.31(a) constata-se que os espaços locais construídos com as funções

exponenciais, correspondente à estratégia A, não apresentam oscilações da solução nos últimos

dois elementos como é o caso daqueles obtidos com funções polinomiais da estratégia C. Além

disto, como pode ser observado no gráfico da Fig.7.31(b), para a razão L
t
≥ 200 o erro local de

Qy no ponto D diminui para a estratégia A e aumenta bruscamente para as estratégias B e C

construídas com funções polinomiais.

7.5.3 Casca cilíndrica com borda livre

Através deste exemplo se analisa os efeitos de camada límite na borda livre da casca cilíndrica,

de material homogêneo isotrópico com as propriedades materiais e dimensões indicadas na

Fig.7.32. A mesma é submetida a uma carga de tração senoidal auto-equilibrada, mostrada na

Fig.7.32(a), constante em Y e variando na direção radial com a expressão p = cos 2θ. Como este
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Figura 7.30: Placa simplesmente apoiada, “hard” em AB e CD e “soft” em BC e AD.

exemplo não possui solução analítica, é utilizada, uma solução de referência obtida por um refino

hp adaptativo com malha de 6 × 20 elementos quadrangulares com dimensões em progressão

geométrica, decrescente em Y, de razão r = 0, 90. O espaço é construído por enriquecimento

isotrópico p = 4, para todas as nuvens com exceção daquelas que estão sobre o bordo livre, onde

é utilizado um enriquecimento isotrópico p = 7. Devido à simetria é analisado um octante.

Comparando a solução de referência com os resultados obtidos por uma malha de 6 × 15
elementos (Fig.7.33) e p = 4 isotrópico (Fig.7.34) constata-se a ausência de travamento e

resultados para o deslocamento radial uB = 0, 1222741 mm, que é próximo ao obtido, para o

mesmo exemplo, por Actis, Szabó e Schwab [64], onde uB = 0, 12219. A boa representação do

deslocamento não se repete para o esforço cortanteQx (Fig.7.35). No ponto “k”, de coordenadas

(0,7071;1,0;7071) (Fig.7.32) o erro relativo do esforço cortante Eq =
|Qxr−Qx|
|Qxr| = 0.27 (onde Qxr

é o valor da solução de referência e Qx à solução da estratégia utilizada).

Na Fig.7.35 constata-se que a partir de uma distância, inferior a um 1/3, medida a partir da

borda livre BC (correspondente aos cinco elementos vizinhos à borda livre) começa a ocorrer

uma diferença de resultados que se torna proeminente em regiões vizinhas da borda, mais

específicamente nos últimos dois elementos proximos à borda livre. Este fato, observado na
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Fig.7.35, mostra que, além de se ter uma diferença acentuada para o valor máximo do esforço

cortante em “k”, ocorrem oscilações fortes da solução nesta região.

Visto que o fenômeno de camada limite tem caráter local são propostas duas estratégias

para simular o fenômeno de camada limite:

i. Estratégia 1: enriquecimento isotrópico p = 4 no domínio e, nas nuvens sobre o bordo livre,

(pontos 1-7 da Fig.(7.33), enriquecimento isotrópico p = 4− 7.

ii. Estratégia 2: refino p = 4 no domínio e, nas nuvens correspondentes aos pontos 1-7 en-

riquecimento ortotrópico com px = 4 e py = 4 − 7 onde o enriquecimento px ocorre na

direção “x” local e py na direção “y” local como mostrado na Fig.7.33

A análise destas estratégias é feita sob dois enfoques. O primeiro trata da convergência local

com relação a solução de referência, sendo esta avaliada através do erro relativo Eq no ponto

“k” da Fig.7.32(a).

Os resultados da Fig.7.36 mostram um melhor desempenho da primeira estratégia para

capturar valores locais, chegando a um erro relativo de 0,0145 com 6230 graus de liberdade

contra 0,0914 com 6020 graus de liberdade atingido pela segunda estratégia. Em princípio,

poderia se afirmar que o refino adaptativo p isotrópico utilizado pela primeira estratégia é

mais adequado para representar fenômenos de camada limite. Entretanto esta afirmação não

se mostrou verdadeira nas regiões vizinhas à borda livre como pode ser constatado na Fig.7.37.

Na Fig.7.37 são analisados os resultados do esforço cortante Qx ao longo do meridiano

(0,7071;Y;0,7071) para pontos correspondentes aos 5 elementos adjacentes à borda livre na

direção Y. Estes resultados referem-se a dois casos específicos da primeira e segunda estratégias.

O primeiro é constituido de um refino px = py = 7 para as nuvens associadas aos nos 1-7 da

Fig.7.33 e enriquecimento isotrópico p = 4 para as nuvens restantes. No segundo caso adota-se

px = 4 e py = 7, para as nuvens dos nos 1-7 e refino isotrópico p = 4 para as nuvens restantes

do domínio.

Dos resultados da Fig.7.37 constata-se que, a uma distância de 0,13333 mm medida a partir

da borda livre sobre o meridiano em estudo, o enriquecimento ortotrópico se aproxima mais da
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Figura 7.32: (a) Octante de casca cilíndrica sob carga auto equilibrada senoidal, (b) malha de
6× 20 elementos Q8 em PG.

solução de referência do que o refino isotrópico. Este fato se deve a que a variação brusca do

gradiente da solução nesta região tem uma direção preferencial mantendo seus valores pouco

alterados nas outras direções.

Os exemplo a seguir e referente ao fenômeno de camada limite em materiais compostos

laminados modelados com teoria de terceira ordem com normal extensível.

7.5.4 Casca cilíndrica composta por laminados

O exemplo trata de uma casca cilíndrica de material composto laminado, sob carregamento

senoidal auto-equilibrado e propriedades geométricas mostradas na Fig.7.32. A casca é constitu-

ida de quatro lâminas de material transversamente isotrópico com esquema de laminação [0/90]s

e propriedades elásticas de cada lâmina dadas por E1 = 25×106MPa, E2 = E3 = 1×106MPa,

ν12 = ν13 = 0, 25, ν23 = 0, 49, G12 = G13 = 5× 105MPa e G23 = 2× 105MPa. As fibras tem

direção paralela ao eixo Y global para θ = 0o e ao eixo X global para θ = 90o. Como no

exemplo anterior, são aproveitadas as condições de simetria para analisar um octante da estru-

tura. Os resultados obtidos correspondem ao modelo cinemático de terceira ordem e espaços

de aproximação construídos com estratégias p adaptativas. Os efeitos de camada limite sobre
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0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Y

1.2160E-1

1.2180E-1

1.2200E-1

1.2220E-1

1.2240E-1

u

s.referencia

homogeneo, p = 4

Figura 7.34: Deslocamento de u ao longo do meridiano (1, Y, 0.0)

143



0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
Y

-4.50

-4.00

-3.50

-3.00

-2.50

-2.00

-1.50

-1.00

-0.50

0.00

Q
x s.referencia

homogenea, px = py = 4

Figura 7.35: Esforço cortante Qx ao longo do meridiano (0.7071, Y, 0.7071).

5600 5800 6000 6200 6400
NGL

0.00

0.03

0.05

0.08

0.10

0.13

0.15

0.18

0.20

0.23

0.25

0.28

Eq

strategia - 1

strategia - 2

4

5

6

7

5

6

7

Figura 7.36: Erro relativo para valores locais no ponto “k” (0,7071, 1.0, 0.7071) da Fig.7.32.

144



0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Y

-4.50

-4.00

-3.50

-3.00

-2.50

-2.00

-1.50

-1.00

-0.50

0.00

Q
x

estrategia - 1

estrategia - 2

s.referencia
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a borda livre da casca são observados através das tensões principais σ1 avaliadas na superfície

de referência, ou seja, na cota local z = 0, 0 (Fig.7.32). Visto que o exemplo não possui solução

analítica, os valores de tensões são comparados com uma solução de referência obtida utilizando

o mesmo procedimento do exemplo anterior. Todas as estratégias p adaptativas são tratadas

para a malha regular de 6× 15 elementos indicada na Fig.7.33.

i. Estratégia 1: refino p isotrópico homogêneo p = 4.

ii. Estratégia 2: utiliza um refino isotrópico px = py = 7 sobre as nuvens correspondentes

aos pontos 1-7 sobre a borda livre e nas nuvens restantes enriquecimento homogêneo

isotrópico p = 4.

iii. Estratégia 3: refino ortotrópico px = 4 e py = 7 sobre as nuvens correspondentes aos pontos

1-7 da borda livre, onde px é o enriquecimento na direção x local e py o enriquecimento

na direção y local indicados na Fig.7.32. Igualmente que às estratégias anteriores, no

restante das nuvens foi adotado um enriquecimento homogêneo e isotrópico p = 4.
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Embora a solução de referência não represente um calibre ótimo para avaliação de erro, como

será comentado posteriormente, para cada uma das estratégias de análise deste exemplo,em

lugar do erro relativo no ponto B (Fig.7.32) será utilizada a medida Eσ =
|σa1−σ1|
|σa1| , onde σa1 é a

tensão principal em B correspondente à solução de referência e σ1 a solução correspondente à

estratégia específica.

Os resultados para as tensões principais σ1, mostrados na Fig.7.38(a) e Fig.7.38(b), corre-

spondem à solução de referência avaliada na face superior da segunda lâmina na cota local

z = 0.0 (Fig.7.32). A influência dos efeitos de borda na tensão principal σ1 do campo ao longo

do meridiano (1.0,Y,0.0) é mostrada na Fig.7.39.

A Fig.7.38 mostra a existência de camada limite para a tensão principal σ1 nas proximidades

da borda livre. Como pode ser observado no diagrama de isocamadas da Fig 7.38(a), a tensão

principal σa1 tem valores muito baixos em quase todo o domínio com exceção de uma pequena

franja na borda livre onde os valores aumentam bruscamente. Do ponto de vista quantitativo,

a variação de σa1 é observada na Fig.7.38(b), que corresponde à região destacada da Fig.7.38(a).

O gradiente da solução, embora sendo muito ingrime próximo a esta região, é capturado com

facilidade utilizando a Estratégia-1 como indicado na Fig.7.39(a). Neste caso o erro local no

ponto é de Eσ = 0, 1117. Na análise da Fig.7.39(b), observa-se um comportamento satisfatório

para as estratégias 2 e 3, sendo que a estratégia 2 mostra resultados locais, no ponto B, mais

próximos da solução de referência, dos que os obtidos pela estratégia 3. Nesta situação os erros

locais para as estratégias 2 e 3 são Eσ = 0, 00028 e Eσ = 0, 11059 respectivamente.

7.5.5 Casca parabólica rasa de material homogêneo

O problema analisado é constituído de uma casca cilíndrica rasa, modelada com teoria de

primeira ordem (Mindlin), com geratriz parabólica sujeita a um carregamento de gravidade

(Fig.7.40(a)). A mesma apresenta as características geométricas indicadas na Fig.7.40(a) a

menos da espessura que neste exemplo é t = 0, 1mm. A casca é constituida de material elástico

linear isotrópico com as propriedades mecânicas dadas por, E = 2.1 × 1011Pa e ν = 0, 3.

Neste exemplo é analisado o octante definido pelos pontos A e D sob condições de contorno de
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simetria. As arestas BC (u = β = 0, 0) e CD (v = α = 0, 0) tem condições de contorno de

simetria, as arestas AB (w = 0, 0) e DA (w = α = 0, 0) são simplesmente apoiadas de maneira

soft e hard respectivamente. Como este exemplo não possui solução analítica foi utilizada uma

solução de referência obtida por refino hp adaptativo. Este refino é obtido com uma malha com

a dimensão dos elementos variando em progressão geométrica decrescente na direção Y de razão

r = 1, 2 (Fig.7.40(b)) e um refino p isotrópico. O refino p utilizado aqui é polinomial de quarta

ordem para todas as nuvens do domínio com exceção daquelas correspondentes aos nós de 1-7,

indicados na Fig.7.40(c), onde são utilizados polinômios de sétima ordem nas duas direções.

A casca cilíndrica rasa de geratriz parabólica, com uma razão L/2t ≥ 100 e as condições de
contorno citadas, apresenta variações bruscas do esforço esforço cortante Qy na direção y do

sistema local de coordenadas (x, y, z) indicado na Fig.7.40(c). Os resultados mostrados a seguir

correspondem à variação do esforço cortante Qy sobre a aresta DC para a solução de referência

e três estratégias p adaptativas com as seguintes características:

i. Estratégia “A”: refino ortotrópico
¡
eβx̄/t, py

¢
, com py = 4, para as nuvens de 1-7 da Fig.7.40(c).

Para as nuvens restantes do domínio, p = 4.

ii. Estratégia “B”: refino isotrópico e homogêneo com p = 4.

iii. Estratégia “C”: refino ortotrópico px = 4 e py = 7 das nuvens 1-7 da Fig.7.40(c) e para

as nuvens restantes p = 4. Os resultados deste exemplo são mostrados nas Fig.7.41 e na

Fig.7.42.

O resultado observado na Fig.7.41 evidencia o comportamento esperado dos espaços lo-

cais correspondentes à estratégia A. Neste caso o efeito local da função exponencial, no refino

ototrópico, permite valores locais muito próximos daqueles obtido pela solução de referência,

além de não apresentar as ocilações características dos espaços construídos com polinomiais.

Os resultados da Fig.7.42 mostram um comportamento oscilatório da solução referente as es-

tratégias B e C. Estes resultados são esperados em refinos p adaptativos com malha grosseira

como a indicada na Fig.7.40(c). A estratégia B, além de apresentar fortes oscilações no último

elemento adjacente à borda AB, tem uma diferença local acentuada no ponto A com relação á
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Figura 7.40: (a)Casca rasa parabólica, (b) malha de 6× 12 Q8 em PG, (c) malha regular com
6× 10 elementos Q8.

solução de referência. Na estratégia C a utilização de refino p ortotrópico, com polinômio de

alta ordem na direção em que ocorre a variação brusca do campo, reduz a amplitude das os-

cilações e tem uma diferença local do esforço cortante Qy no ponto A da ordem daquela obtida

pela estratégia A.

Com a análise dos tópicos supracitados fecha-se este capítulo cumprindo o objetivo de

mostrar aspectos fundamentais desta metodologia. Neste capítulo foi apresentada uma pro-

posta válida na abordagem de imposição de condições de contorno essenciais, entretanto, este

problema permanece um tema em aberto merecedor de uma ampla discussão.

7.5.6 Casca parabólica rasa composta por laminados

O exemplo trata de uma cobertura formada por uma casca parabólica rasa com as carac-

terísticas geométricas e de carregamento mostrado na Fig.7.40(a). A casca é constituida de

quatro lâminas de material transversamente isotrópico com esquema de laminação [0/90]s e

propriedades elásticas de cada lâmina dadas por E1 = 25 × 1012Pa, E2 = E3 = 1 × 1012Pa,
ν12 = ν13 = 0, 25, ν23 = 0, 49, G12 = G13 = 5×1011Pa e G23 = 2×1011Pa. Para as lâminas a 0o
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Figura 7.41: Esforço cortante Qy para a da solução de referência e a estratégia A.

Figura 7.42: Esforço cortante Qy para às estratégias A, B e C.
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as fibras são paralelas ao eixo Y global. Devido à simetria é analisado apenas o octante definido

pelos pontos A e D. Os resultados deste exemplo foram obtidos com o modelo cinemático de

terceira ordem, sendo o foco da análise a tensão transversal τ yz nos pontos sobre a aresta AD

pertecentes aos cinco primeiros elementos adjacentes à borda AB. Estes pontos estão situados

na cota z = 0, 0, correspondente à base local indicada na Fig.7.40(c). Como o exemplo não

possui solução analítica, é utilizada uma solução de referência como parâmetro de comparação.

A malha de referência (Fig.7.40(b)) é construída com elementos quadrangulares em progressão

geométrica crescente em Y com razão r = 1.4 e px = py = 7 para as nuvens correspondentes aos

pontos de 1-7 indicados na Fig.7.40(b), e p = 4 isotrópico no resto do domínio. A finalidade

deste exemplo é mostrar o desempenho de três estratégias adaptativas sem necessidade de refi-

nos h especiais da malha. Assim a malha utilizada para todas as estratégias é a malha uniforme

mostrada na Fig.7.40(c). As estratégias utilizadas tem caráter unicamente p adaptativo e são

construídas como segue:

i. Estratégia A: refino homogêneo isotrópico py = 4.

ii. Estratégia B: refino ortotrópico px = 4 e py = 7 para as nuvens de 1-7 e p = 4 isotrópico no

restante do domínio.

iii. Estratégia C: refino ortotrópico do tipo
¡
px, e

βȳ/t
¢
, com px = 4. A constante β = 3, 162278

(este modelo não tem correção das tensões cisalhantes) e ȳ, t correspondem a coordenada

local do ponto, na direção do refino e a espessura, respectivamente. Para as nuvens

restantes do domínio é utilizado um enriquecimento homogêneo e isotrópico de quarta

ordem.

Os resultados destas estratégias são mostrados nas Fig.7.43 e Fig.7.44 através dos diagramas

de tensão transversal τ yz e da medida aproximativa do erro relativo Eτyz =
|τryz−τyz|
|τyz | avaliado no

ponto A (Fig.7.40(c)) para as três estratégias com relação à solução de referência. Na expressão

de Eτyz , τ
r
yz é a tensão cisalhante no ponto A referente à solução de referência e τ yz a solução

no mesmo ponto obtida para as estratégias propostas.
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τyz

Figura 7.43: Tensão τ yz, para a solução de referência e para estratégia C sobre a aresta AD.

A Fig.7.43 mostra o comportamento da tensão τ yz em 50 pontos situados sobre a aresta

AD pertecentes ao elemento adjacente ao apoio AB. Nesta figura se observa o excelente com-

portamento da função exponencial, produzindo um resultado praticamente idêntico ao da

solução de referência nas tensões cisalhantes transversais. O erro local da estratégia C é de

Eτyz = 0, 072092.

A Fig.7.44 mostra o comportamento da tensão cisalhante τ yz para 250 pontos situados sobre

o apoio AD pertecentes aos cinco primeiros elementos adjacentes ao lado AB. Os resultados

da estratégia A mostram um comportamento semelhante ao observado na placa semi-infinita,

onde, além de apresentar oscilações fortes no elemento adjacente ao apoio AB produz um erro

local no ponto A com relação à solução de referência de Eτyz = 0, 647315. A estratégia B

obtida por refino p ortotrópico, dos pontos de 1,...,7 (Fig.7.40(c)) mostra um comportamento

semelhante ao observado na estratégia A, entretanto, com oscilações menores e o erro local com

valor Eτyz = 0, 184865.

Os resultados deste capítulo mostraram um comportamento satisfatório dos espaços con-

struídos utilizando MEFG nos problemas analisados. Sendo que a versatilidade da metodologia

é evidenciada na abordagem de problemas de camada limite, onde, embora para problemas sim-

ples, os resultados obtidos por enriquecimento ortotrópico e pela utilização de espaços locais
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τyz

Figura 7.44: Tensão τ yz para as estratégias A, B e C avaliados sobre a aresta AD.

especiais, indicados em (6.18), mostraram-se muito bons.

Os espaços locais especiais utilizados neste trabalho limitam-se, no momento, a problemas

de placas e cascas rasas com contornos retos. Com os resultados e comentários apresentados

fecha-se o capítulo acreditando ter cumprido o propósito estabelecido de mostrar o desempenho

da metodologia utilizada nos problemas abordados.
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Capítulo 8

Considerações finais

Concluí-se este trabalho tendo evidenciado, tanto quanto possível, as potencialidades e limi-

tações do Elementos Finitos Generalizados (MEFG) na análise de problemas estáticos de placas

e cascas. Dentro deste contexto foram implementadas contribuições que contemplam proble-

mas das metodologias sem malha de forma geral. A primeira constitui-se numa proposta de

construção das funções de eriquecimento em domínios curvos, utilizando o procedimento dos

planos pseudo-tangentes. A segunda contribuição refere-se à imposição de condições de con-

torno essencias de forma forte utilizado uma proposta de construção de funções de fronteira.

Esta última proposta não é restrita apenas aos casos de placas e cascas mas ao método como

um todo.

Dentre os aspectos positivos do MEFG na abordagem dos problemas analisados, observou-

se um comportamento satisfatório nos problemas de travamento (locking) para espessuras de

interese prático, mesmo para as situações de malhas distorcidas. Entretanto os espaços con-

struídos com esta metodologia mostram-se ligeiramente menos adequados na abordagem deste

problema do que aqueles obtidos por elementos finitos convencionais hierárquicos (Novotny et

alli [1]) e por hp-Clouds (Garcia et alli [54]). Nos exemplos observados, do ponto de vista

matemático, os espaços construídos não conseguem evitar completamente o travamento (lock-

ing) de cisalhamento e membrana com bases polinomiais de quarta ordem.

A capacidade p adaptativa do método foi comprovada na convergência de campos primais

e duais e em problemas regulares de placas e cascas. Nos problemas de placas, os resultados

de convergência em média e para valores locais para os modelos de primeira e terceira ordem
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foram satisfatórios e compatíveis com hp-Clouds para um espaço com as mesmas caracaterísticas

(cobertura e ordem polinomial). Neste item observou-se pouca influência da distorção da malha

na convergência sendo a mesma atenuada pelo refino p.

A utilização do MEFG na simulação de placas de material composto por laminado mostrou

resultados próximos aos obtidos com elementos finitos convencionais.

A construção dos espaços de aproximação em superfícies curvas, foi realizado utilizando o

procedimento dos planos pseudo-tangentes. Este procedimento, de fácil implementação e baixo

custo computacional, conserva as características h, p e hp adaptativas do método. A utilização

deste procedimento carrega consigo um erro inerente de sua própria concepção. Entretanto,

como foi mostrado para uma situação crítica no capítulo cinco desta tese, a sua ocorrência não

inviabiliza o procedimento. A aplicabilidade desta técnica em superfícies curvas fica evidente

em problemas como:

i. A simulação dos efeitos de perturbação devido aos apoios em cascas cilíndricas sob pressão

interna.

ii. Efeitos de distorção da malha na convergência. Nesta situação verificou-se um comporta-

mento semelhante àquele obtido em elementos finitos convencionais com refino p (Actis,

Szabo & Schwab [64]) onde o erro proveniente da distorção é atenuado por um refino p.

iii. Verificação do caráter hierárquico dos modelos de primeira e terceira ordem. Os resultados

obtidos nesta situação corroboram a eficiência da capacidade p adaptativa. Neste exem-

plo, o erro relativo do deslocamento radial ao longo do meridiano, obtido para uma malha

de 2×2 elementos, mostrou um comportamento próximo ao obtido com elementos finitos
convencionais sólidos.

Um dos compromissos deste trabalho de tese é investigar, tanto quanto possível, a versatil-

idade dos espaços construídos segundo a filosofia do MEFG. Neste aspecto foi comprovada a

eficiência dos espaços p adaptativos como mostrado nos capítulos seis e sete desta tese.

Os resultados obtidos com refinos p adaptativos ortotrópicos utilizando funções polinomi-

ais ou funções especiais, mostradas no capítulo seis, indicam comportamentos qualitativos e
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quantitativos melhores que aqueles obtidos por refino p isotrópico como era já esperado. Esta

característica ficou evidente na abordagem de problemas de camada limite. Neste caso, além

de se ter valores muito próximos da solução analítica ou uma solução de referência, consegue-

se diminuir, ou até evitar, no caso de utilizar funções especias, as oscilações da solução nos

elementos próximos à região perturbada.

A família de funções de fronteira, proposta no capítulo seis, apresenta resultados excelentes

nos problemas de camada limite. Os resultados para o modelo de primeira ordem, em pla-

cas e cascas rasas parabólicas de material homogêneo elástico linear isotrópico, evidencia os

comentários supracitados.

Um comportamento semelhante ao das cascas parabólicas rasas, modeladas com teoria de

primeira ordem e de material homogêneo, é observado para a mesma estrutura constituída de

material composto por laminado e modelada com teoria de terceira ordem. Nesta situação os

valores foram comparados com aqueles obtidos por refino hp adaptativo para o mesmo exemplo.

O aspecto a ser ressaltado é que nos exemplos de camada limite não foram utilizadas malhas

com refino h nas bordas onde ocorre a perturbação da solução.

Em relação à imposição de condições de contorno de Dirichlet, a idéia inicial de eliminar as

funções que aproximam graus de liberdade prescritos nestas fronteiras não é correta. As simples

eliminação destas funções dos espaços locais os torna incapazes de representar certos modos

de solução. Este trabalho apresenta uma proposta para abordar este problema utilizando a

substituição dos espaços locais que aproximam graus de liberdade prescritos. Este procedimento

é baseado em multiplicação seletiva e da origem às funções de fronteira. Estas funções possuem

valores nulos nas fronteiras de Dirichlet e não se anulam dentro do elemento. A utilização destas

funções melhora a convergência de campos com valores máximos sobre a fronteira prescrita.

Ficam como sugestões para trabalhos futuros, dentre outros,

i. Estudar a possibilidade de implementar partições de unidade não polinomiais. Aumenta-

se com isto o tempo naintegração numérica mas a matriz de rigidez resultante é positiva definida.

ii. Utilizar superfícies parametrizadas ajustadas aos elementos suportes das nuvens. Acredita-

se que com estes procedimento deve-se diminuir sensivelmente o erro de projeção cometido
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utilizando a técnica dos planos pseudo- tangentes.

iii. Aplicar técnicas de integração numérica adaptativa ( J. C. F. Telles [43]), de maneira

a diminuir o tempo de integração numérica nos elementos de fronteira quando são utilizadas

funções especiais.

As sugestões citadas acima foram consideradas a partir das dificuldades encontradas neste

trabalho. Entretanto, o horizonte de pesquisa nesta área é muito amplo abrangendo, por

exemplo, o estudo dos espaços locais ótimos. Estes espaços são desenvolvidos para otimizar o

comportamento local de classes específicas de problemas.

Neste trabalho foram testados com sucesso alguns casos de problemas de camada limite

ficando ainda uma infinidade de outras situações como singularidades geométricas ou de car-

regamentos, simulação do caráter oscilatório de problemas elípticos de segunda ordem com

coeficientes rugosos (Babuska, Caloz & Osborn [27]), típicas de soluções de materiais compos-

tos, etc.

Finalmente, fecha-se este trabalho de tese tendo mostrado de forma objetiva as potencil-

idades do MEFG, com contribuições feitas nesta metodologia e identificando as dificuldades

encontradas no percurso da pesquisa. Contudo, mais do que as modestas contribuições apre-

sentadas, e despojado de qualquer interesse invidualista, o objetivo deste trabalho destina-se

a despertar o interesse de outros pesquisadores no tema, renovando a incansável busca da

quimera, força vital da ciência em todas suas manifestações.
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Apêndice A

Viga parabólica delgada

A.1 Introdução

Na análise numérica do erro de distorção introduzido no processo dos planos pseudo-tangentes

busca-se uma forma de isolar este efeito dentre outras fontes de erro. A prosta apresetada neste

trabalho consiste numa viga parabólica delgada em balanço com uma carga de momento na

extremidade livre. Consegue-se com isto uma solução suave, aproximada facilmente com refino

p, e uma representação exata da geometria com elementos qudráticos. O valor utilizado como

parámetro para comparação é o deslocamento transversal na superfície livre obtido aplicando

trabalhos virtuais (PTV).

A.2 Deslocamento transversal w

O problema é resolvido para a família de arcos parabólicos mostrados na Fig.A.1 e dados pela

função:

z = kR− (k/R)x2 (A.1)

Na expressão (A.1), k é um coeficiente proporcioal à curvatura do arco. Aplicando o PTV

ao problema se tem

X
Wext +

X
Wint = 0, (A.2)

ou abrindo a expressão se obtem:

167



kR

R

MA

B

dx
dy ds

p

p
ds

t

ϕ

sr

Z

X

Figura A.1: Arco parabólico delgado em balanço com momento na extremidade.

1.wA −
Z R

0

δMdϕ = 0.0. (A.3)

Em (A.3) wA é o deslocament transversal no ponto A, δM o mometo virtual atráves da

viga e dϕ o diferêncial de arco correspondente à rotação da seção como indicado na Fig.A.1.

O sistema virtual de carregamento é obtido pela aplicação de uma carga unitária transversal

aplicada no nó A. Abrindo a epressão (A.3) se tem que:

δM = x (A.4)

dϕ =
M

EI
ds (A.5)

Em (A.5) o diferencial de arco ds em coordenadas catesianas é dado por:

ds =
√
dx2 + dz2 =

r
1 +

4k2x2

R2
dx (A.6)

Substituíndo (A.4), (A.5) e (A.6) em (A.3) a equação de trabalhos virtuais toma a forma:

1.wA − M

EI

Z R

0

x

r
1 +

4k2x2

R2
dx = 0.0, (A.7)
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portanto wA é determiando pela integral:

wA =
M

EI

Z R

0

x

r
1 +

4k2x2

R2
dx (A.8)

Integrando (A.8) entre os limites prescritos se obtem a seguinte expressão para o desloca-

mento transversal wA:

wA =
2MkR2

3EI

"µ
1

4k2
+ 1

¶ 3
2

− 1

8k3

#
(A.9)

A expressão (A.9) refere-se ao modelo de viga de Euler-Bernoulli portanto seus valores

analíticos serão utilizados com cautela tendo apenas o obojetivo de verificar a sensibilidade

quando comparadas com resultados dos modelos de semi-espessos utilizados neste trabalho.
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Apêndice B

Operador de rotação

B.1 Introdução

A finalidade de se trabalhar com um operador de rotação para a trasformação de tensores de

seguda ordem, permite uma abordagem computacional mais adequada em processos p adapta-

tivos. A proposta apresentada aqui é a de substituir a forma usual da operação de rotação de

um tensor de segunda ordem do tipo,

Ā = QTAQ, (B.1)

pela operação dada por:

V̄A = RVA. (B.2)

Na expressão (B.2), V̄A e VA são as componentes dos tensores A e Ā escritas em forma de

vetores e R é um operador de rotação que satisfaz a igualdade (B.2). Este operador é uma

matriz quadrada de dimensões n2 × n2, onde n é o número linhas da matriz de rotação Q. A

obtenção do operador R bem como sua forma matricial são deducidas a partir da expressão

(B.1).

B.2 Operador de Rotação R

Para construir o operador de rotação parte-se da expressão (B.1), escrita em forma indicial:
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Ājn = QijAilQln, i, j, l, n = 1, .., 3, (B.3)

Ājn = QijQlnAil, (B.4)

Ājn = Rij lnAil, i, j, l, n = 1, ..., 3. (B.5)

A partir da expressão (B.5), concluí-se que operador de rotação R é um tensor de quarta

ordem e é obtido por:

Rij ln = QijQln, , i, j, l, n = 1, ..., 3. (B.6)

Sendo ∇x (u) o gradiente de deslocamento dado por

∇x (u) =
 ∂u

∂x
∂v
∂x

∂w
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

∂w
∂y

∂u
∂z

∂v
∂z

∂w
∂z

 , (B.7)

o mesmo pode ser escrito na sua forma vetorial, utilizada na equação (B.2), como,

(∂x (u))
T =

©
∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z

ª
. (B.8)

partino agora das equações (B.2), (B.6) e (B.8), obtem-se uma operação de rotação dada por,

∂x̄ (u) = R∂x (u) , (B.9)

onde ∂x̄ (u) é o vetor formado pelas componentes do tensor ∇x̄ (u) na base local
¡
X̄, Ȳ , Z̄

¢
e o

operador R tém a forma matricial dada por:

R =

 q11Q
T q12Q

T q13Q
T

q21Q
T q22Q

T q23Q
T

q31Q
T q32Q

T q33Q
T

 . (B.10)

O operador de rotação indicado em (B.6) é representad por uma matriz de 9×9, constituído
pela formação em bloco de 9 submatrizes como indicado em (B.10).

O procedimeto apresento aqui para realizar a operação de rotação do tensor de deslocamento

∇x (u) da base global (X,Y,Z) para a base local
¡
X̄, Ȳ , Z̄

¢
sistematiza este procedimento

quando cada componente do gradiente deve ser escrito como a combinação linear de um número
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finito de fuções como é o caso de aproximações que utilizam p adaptatividade. O operador R

definido em (B.10) mantém as propriedades de ortonormalidade da matriz de rotação Q ou

seja:

I = RRT (B.11)

B.3 Ortogonaliade de R

Partindo da equação (B.1), a tranformação inversa é obtida por,

A = QĀQT . (B.12)

Substituindo a equação (B.1) em (B.12) pode-se expressar a matriz de A como:

A = QQTAQQT . (B.13)

Para identificar os operadores de rotação R utilizaremos a expressão (B.13) na sua forma

indicial como segue:

Air = QijQkjAknQnqQrq, i, j, k, n, q, r = 1, .., 3

Air = QijQrqQkjQnqAkn,

Air = RijrqRkjnqAkn,

Air = δirknAkn. (B.14)

Da igualdade (B.14) concluí-se que:

RijrqRkjnq = δirkn. (B.15)

Escrevendo (B.15) em na forma matricial se tém RRT = I. O prova de RTR = I segue um

procecimento similar ao anterior. Fecha-se assim este anexo mostrando uma alternativa válida

para as operações de rotação em processos p adaptativos.
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Apêndice C

Solução do sistema linear

A dependência linear do conjunto de funções Fp
N definido em (3.7) e (3.9) decorrente de utilizar

partições de unidade polinomiais e funções de enriquecimento também plinomiais resulta numa

matriz de rigidez positiva semi definida.

A abordagem utilizada neste trabalho, para contornar o problema, proposta em Duarte,

Babuska & Oden [11], a qual será objeto de crítica deste anexo.

C.1 Algoritmo interativo

A construção do algoritmo compreende dois procedimentos. O primeiro consiste num pré

condicionamento do sistema linear inicial que contém a matrize de rigidez positiva semi-definida.

O segundo procedimento consiste na criação de uma matriz perturbada positiva definida e o

processo interativo de redução do resíduo.

O algoritmo interativo utilizado pode ser compreendido através da solução do seguinte

problema:

K̃Ũ = F̃. (C.1)

i. Pré-condicionamento

Em (C.1) K̃ é uma matriz positiva semi definida, Ũ é o vetor de parâmetros de deslocamento

e F̃ o vetor de cargas equivalentes. Seja ainda uma matriz diagonal T tal que,

173



Tij =
δijq
K̃ij

. (C.2)

Pré multiplicando pela matriz T ambos os lados da igualdade de (C.1) obtem-se o sistema

equivalente dado por,

TK̃Ũ = TF̃, (C.3)

ou ainda,

TK̃TT
−1
Ũ = TF̃. (C.4)

O sistema da equção (C.4) pode ser reescrito como,

KU = F, (C.5)

onde,

K = TK̃T, (C.6)

F = TF̃, (C.7)

U = T−1Ũ. (C.8)

A matriz K resultante do processo de pré-condicionamento tem os termos da diagonal

pricipal unitários.

ii. Processo interativo de redução do resíduo

A idéia princiapal deste procedimeto é a obtenção de uma matriz positiva definida através

de uma perturbação dos elementos da diagonal principal da matriz pré-condicionada K. Isto é

feito através da seguinte operação:

K� = K+�I. (C.9)

O valor da perturbação � > 0 sendo o valor aconselhdo de � = 1× 10−10.
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A partida do processo interativo consiste na determinação dos valores inicias para o resíduo

r0, para o erro e0 e para o vetor de parâmetros de deslocamento U0, de forma que

U0 = K−1� F, (C.10)

r0 = F−KU0. (C.11)

Por definição sendo U o vetor obtido com resíduo zero o erro cometido quando K ' K� e

definido por,

e0 = U−U0, (C.12)

portanto,

K�e0 ' KU−KU0 = F−KU0 = r0. (C.13)

Da igualdade (C.13) concluí-se que:

e0 = K
−1
� r0. (C.14)

Com os valores iniciais dados pelas expressões (C.11), (C.12) e (C.14) da-se a partida ao

processo interatívo. O controle de convergência é feito através do quociente qi, dado em (C.15),

entre as normas Euclidianas do erro ei e do vetor de parâmetros de deslocametos Ui onde

ambos os vetores estão definidos em RN sendo N a dimensão do espaço.

Ei =
keikRN
kUikRN

, i = 1, ..., ni, (C.15)

em ni representa o número de interações adotadas e . O critério de parada para o processo é

quando qi ≤ 1× 10−6.
O processo interativo segue o roteiro:
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Ei = 1;

i = 1;

While(Ei ≤ 1× 10−10)

r̄(i−1) = Ke(i−1);

r(i) = r(i−1) − r̄(i−1);

e(i) = K−1� r(i);

U(i) = U(i−1) + e(i−1);

i = i+ 1;

O valor final do vetor de parâmetros de deslocamento é dado pela expressão:

Ũ = TU (C.16)
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