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Resumo

Apresentamos medidas de ndo normalidade, bem como algumas relagoes
entre as diversas medidas, com enfoque especial na influéncia da nao normalidade sobre
a sensibilidade do problema de autovalores matricial. Tal influéncia pode ser estudada
devido as relacoes estabelecidas entre as medidas de nao normalidade e os nimeros de
condicdo para autovalores e matrizes.

Uma breve introduc¢ao aos sistemas dindmicos lineares é apresentada. Para
aplicacoes da teoria de nao normalidade, restringimo-nos aos sistemas discretos lineares
invariantes no tempo. Apresentamos alguns métodos utilizados na resolucao do problema
de realizacao associado a estes sistemas.

Sao feitas estimativas tedricas sobre a nao normalidade das matrizes que
governam o sistema para os métodos de realizagdo apresentados. Algumas dessas estima-
tivas sdo baseadas em resultados recentemente publicados, outras sao originais.

A teoria é ilustrada com diversos experimentos numéricos, sendo alguns

baseados em estruturas dindmicas reais, que aparecem em aplicades na engenharia.



Abstract

We present measures of non normality of matrices including an analysis of
existing relationships between the measures studied. Special emphasis on the way non
normality influences the spectral sensitivity of a matrix is given, showing that the Jordan
condition numbers, which govern the sensitivity of eigenvalues to perturbations on the
matrix, are bounded in terms of measures of non normality.

The theory studied is the exploited analysing measures of non normality
of certain matrices arising from de system analisys field (the system’s matrices), whem
solving realization problems associated with time invariant discrete dynamical systems. As
a by product, theoretical estimates of measures of non normality of the system’s matrices
of three realization methods are presented. The presented estimates rely on theoretical
results recently published but most of the them appear for the first time. Several numerical

experiments using data from real dynamical structures illustrate the theory.
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Introducao

Matrizes normais possuem propriedades interessantes que permitem re-
solver eficientemente muitos problemas em A]gebra Linear provenientes das ciéncias e
engenharia. A guisa de exemplo, sistemas lineares simétricos podem ser resolvidos em
aproximadamente metade do tempo utilizado para sistemas nio simétricos [4, 5. Uma
outra caracteristica notdvel de matrizes normais é que seus autovalores sao pouco sensiveis
a pequenas perturbacoes nas entradas da matriz. Estes exemplos sdo simplesmente para
ilustrar que, em geral, pode ser mais simples lidar com problemas que envolvem ma-
trizes normais do que com problemas que envolvem matrizes nao normais. Além disso,
servem para justificar o interesse de muitos autores de investigar maneiras de caracterizar
matrizes normais. Uma primeira coletdnea de 60 dessas propriedades foi publicada em
1987 [25]; outras 20 foram publicadas recentemente e podem ser encontrados em [24]. Em
se tratando especificamente do problema de autovalor associado a matrizes ndo normais,
embora os autovalores dessas matrizes sdo potencialmente sensiveis a ruidos [4, 5, 9], é
importante enfatizar que existem matrizes cujos autovalores refletem baixa sensibilidade.
Ruhe [36] chamou essas matrizes de “quase normais”. Isto sugere que hi necessidade de
estudar maneiras de tipificar quando uma matriz pode ser considerada como quase nor-
mal e quando, como altamente ndo normal (consequentemente, com autovalores altamente
sensiveis.), o que motiva o estudo de medidas de ndo normalidade.

Matrizes ndo normais ocorrem em muitas aplicacbes. Em fisica, a dis-
cretizacao de operadores diferenciais parciais pode gerar matrizes altamente nao normais.
A maneira de exemplos, temos o operador de convec¢ao-difusao unidimensional e o ope-
rador de Orr-Sommerfeld, na dindmica dos fluidos [17]. Ainda em fisica, mais precisa-

mente, em teoria Magnetohidrodindmica (MHD) ocorrem matrizes com grande nao nor-



malidade [2, cap. 10],[19]. Em fisica e tecnologia, o fenémeno de grande ndo normalidade
ocorre na area de mecénica estrutural combinada com aerodinidmica [2, cap. 10].

O estudo de medidas de nao normalidade foi iniciado nos anos 60, sendo
Henrici [26] um dos autores a propor uma das primeiras medidas (the Henrici’s depar-
ture from nonnormality). Entretanto, o estudo da influéncia de ndo normalidade sobre o
comportamento de algoritmos para calcular autovalores ou resolver outros problemas em
Algebra Linear (sistemas lineares, por exemplo) é relativamente recente [2, 17]. Hoje em
dia é conhecido que grande nao normalidade afeta fortemente o calculo de poténcias de
uma matriz [27]. O reflexo desta influéncia é sentido nos métodos iterativos baseados em
iteracdo de subespacos e/ou metédos de Krylov, por exemplo, que tém sua convergéncia
comprometida [17, 19]. Vale observar que neste tipo de métodos o residuo depende da
medida de ndo normalidade da matriz [28]. Com relagio a sensibilidade de autovalores, o
erro absoluto dos autovalores de uma matriz perturbada depende nao somente da norma
da perturbagdo, mas também de alguma medida de ndo normalidade [20]: grande nao
normalidade implica em alta sensibilidade do problema de autovalor. Esta observacao é
crucial, j4 que em certos problemas que envolvem pardmetros com sentido fisico, em que
as entradas da matriz sdo obtidas por meio de medicées ou experimentos, devido a alta
nao normalidade, os autovalores calculados em aritmética finita podem nfo representar,
como se espera, o fendmeno estudado.

Os trés exemplos a seguir ilustram como o cdlculo do espectro de certas
matrizes pode ser grandemente afetado por pequenas perturbagoes nos elementos da ma-
triz. Estas perturbacoes surgem naturalmente quando critérios de parada ou convergéncia
sao estabelecidos nos algoritmos utilizados para resolver numéricamente os problemas que
aparecem nas ciéncias aplicadas. Em todos os casos, os autovalores foram calculados em
Matlab, versao 5.1 pela fungao “eig”, com microprocessador Intel Celeron 400 Mhz. A
funcao “eig” utiliza para o cdlculo de autovalores, o método QR, que é um poderoso método

utilizado quando se quer calcular todos os autovalores de uma determinada matriz.



Exemplo 1.

Este exemplo ilustra o efeito que a multiplicidade de uma autovalor pode

ter sobre a sensibilidade do mesmo. Consideremos a familia de matrizes

01 0 0
0 0 1 0
In = 0
00 0 1
00 O 0
E evidente que o espectro de J,, é o conjunto A(J,,) = {u} Consideremos a seguir

n
as matrizes:

Ap = QJ,Q*, @ unitiria (gerada aleatériamente)

0, i1#mn,ouj#1
Bn:Jn+E, Eij: )
e, 1=nej=1

Cn=Jn+E, E aleatéria, E = Of(e)

em que O(e) significa' que a perturbacio é da mesma ordem de €, com ¢ = 10710,
Obviamente, A(J,) = A(4,). Na pratica porém, como o cilculo dos auto-
valores é feito utilizando aritmética finita, sdo introduzidos erros de truncamento (roundoff
error). No representacdo do espectro de A,, consideram-se apenas estes erros de arredonda-
mento. Na representacdo do espectro de B, e C,, além destes, estamos considerando a
perturbacio e, conforme definicdo destas matrizes. Os resultados do experimento cor-
respondentes a n = 20,50, 100 e 200, mostrados na Figura 1, confirmam o fato de que
autovalores multiplos de matrizes ndo normais sao altamente sensiveis a pequenas per-
turbagbes nos dados(quando calculados pela fungio “eig”). Tal sensibilidade pode ser
observada de modo especial no espectro de A,, uma vez que em teoria os espectros de A,

e J, sao iguais.

'Dada uma funcdo g : R — R, dizemos que g é da Ordem de AP (g = O(hP)), p real positivo, se existe
uma constante real positiva M, que ndo depende de h, tal que |g(h)| < M hP.
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Figura 1:  +: A(Bp). o A(Cr). *: M4p).
Exemplo 2.

O exemplo seguinte ilustra que pode ocorrer alta sensibilidade de autova-
lores, ainda que a matriz tenha autovalores diferentes. Para tal consideremos a matriz
companheira D, = [ez e3--- e, x|, com e; 0 i-ésimo vetor da base candnica de R™ e z a

solucao de norma minima do sistema,

Wz = A"e,



em que W = [e Ae --- A" le], A = diag(A;, A1 ... As,A5) com os \'s definidos na
Tabela 1 abaixo, e e = [1 ... 1]T € R1%. E conhecido que, se m > 10, esta matriz possui

os 10 autovalores A; e (m — 10) autovalores adicionais que dependem do vetor z [14, 16].

Tabela 1: Autovalores de D,,.

‘ Aj ‘ |\ ‘ Separacao ‘
0.9699 + 0.2248 7 | 0.9956 0.0645
0.9532 + 0.2931 7 | 0.9972 0.0703
0.9844 + 0.1619 7 | 0.9976 0.0559
0.9921 4+ 0.1065 7 | 0.9978 0.0483
0.9972 4+ 0.0585 7 | 0.9989 0.0483

T W N H>.

O objetivo ¢ ilustrar a sensibilidade dos autovalores A\; a pequenas per-
turbagoes em D,,,. Primeiro consideremos perturbacoes decorrentes de erros de arredonda-
mento e, apds, perturbagdes localizadas no vetor . Nos dois casos, o vetor z foi calculado
utilizando a funcao do matlab pinv. Os resultados correspondentes ao primeiro caso,
ou seja, em que consideramos apenas os erros de arredondamento sdo apresentados na
Figura 2, para m = 10 e m = 15. Esta representacdo ilustra que esses \’s sdo de fato
muito sensiveis a ruidos para m = 10, mas que a sensibilidade decresce quando se aumenta,
a dimensao para m = 15.

Na outra parte do experimento, além dos erros de arredondamento, uti-
lizamos um vetor perturbado : £ = x + ¢, com € sendo um vetor com entradas aleatorias
da ordem de 10~*. Os resultados sdo apresentados na Figura 3, novamente para m = 10
e m = 15. Note-se que as perturbagoes localizadas no vetor z tém maior influéncia sobre
a sensibilidade do espectro da matriz D,, tanto para m = 10, quanto para m = 15. Isto
sugere que, de algum modo, este vetor estd relacionado com o grau de sensibilidade a

pequenas perturbacgoes apresentado no calculo do espectro de D,,.
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Exemplo 3

: Espectro calculado considerando-se também a perturbacao e.

Considere a matriz S, [17] chamada de “matriz de Schur”, de ordem n = 2p,

definida como



rr  n

Yy T1 14
T2 Y2
Sy: —Y2 T2 14 y
14
Tp  Yp
Y Tp |

sendo z;, y; e v numeros reais. Expandindo o determinante pela primeira linha resulta

que
To— A Yo
—Yys To— A UV
det(S, — M) = [(z1 — X\)? + 93] - det oy
Tp — A Yp
i —Yp  Tp— A
Seguindo o mesmo procedimento conclui-se que
det(S, — AI) = [(z1 = N)? +yil[(z2 = N + 93] - - [(2p — A)* + ).
Assim, o espectro de S, é:
ASy) ={zk £y, k=1,...,p.}.
~ _ (2k=1)? _ 2k—1 _ ili
Segue entdo que se xy = oo~ € Yk = T50 > k=1,...,p, 0espectro exato da familia
de matrizes S, pertence & pardbola y = —10z2, e independe do pardmetro v. Definimos

a matriz A, = Q*S,Q, em que @ é simétrica ortogonal consistindo de autovetores obti-
dos da discretizacao do operador Laplaciano (Q = [gi;], ¢ij = n—+1 sin :Lfl) Temos,
A(Ay) = A(Sy). Definimos também B, = U*S,U, com U unitdria obtida da fatoracao QR
de uma matriz de entradas aleatdrias reais gerada em Matlab. Ilustramos na Figura 4 a

sensibilidade dos autovalores como funcdo do pardmentro v, para valores de v iguais a 5,



10, 20 e 100. Neste experimento todas as

matrizes sao de dimensao n = 40.
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A Figura 4 ilustra quao influente pode ser a ndao normalidade sobre a sen-
sibilidade do espectro de uma matriz. Mesmo com v = 5, que é um valor moderado, ja
se observam distorgoes no vértice da concavidade do grafico. De fato, o pardmetro v estd
relacionado com a nao normalidade das matrizes S,, A, e B,. Mesmo que as matrizes
de transformacao sejam matrizes ortonormais, como neste exemplo, aumentando o valor
de v em médulo, a matriz fica cada vez mais distante do conjunto das matrizes normais.

Pode-se dizer portanto que a distancia de A, até esse conjunto depende de |v|, ou em



outras palavras, que v governa a medida de ndo normalidade de A, .

Este exemplo ilustrou o efeito que transformacoes de semelhanca podem
ter sobre a sensibilidade do espectro das matrizes envolvidas, quando alguma destas nao é
normal. No capitulo 5, vamos mostrar como uma determinada medida de nao normalidade
depende de v e ilustrar graficamente como v influencia na sensibilidade espectral de A, e
B,.

O objetivo deste trabalho é desenvolver um estudo de medidas de nao nor-
malidade, dando énfase & influéncia da nao normalidade sobre a sensibilidade dos auto-
valores de uma matriz. O trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 1,
introduzem-se conceitos e propriedades fundamentais que servem como suporte para nosso
estudo. No capitulo 2 discutem-se varias medidas de nao normalidade de matrizes, bem
como relagdes entre as diversas medidas. O capitulo 3 discute algumas conexdes entre
as medidas e a teoria de perturbacao de autovalores. Os capitulos 2 e 3 estao baseados
em [23, 38]. No capitulo 4, figuram aplicagbes em teoria de sistemas dindmicos discretos,
com algumas estimativas tedéricas sobre a nao normalidade das matrizes que governam
os sistemas de alguns importantes métodos de realizagdo. Algumas das estimativas sao
baseadas em [10], outras sdo originais. Finalmente, no capitulo 5, apresentamos experi-

mentos numéricos para ilustrar a aplicacdo da teoria desenvolvida neste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacoes

Nesta secao, apresentamos as principais notacées que serao utilizadas ao
longo do texto.

O conjunto dos nimeros reais é denotado por R, e o conjunto dos niimeros
complexos por C. O espago n-dimensional de vetores-coluna com componentes em R (ou
C), é denotado por R" (ou C"). O conjunto das matrizes m x n com entradas em R (ou C),
denotaremos por R™" (ou C™™). Num contexto mais geral, M, , (IF) denota o conjunto
das matrizes m X n com entradas no corpo F,com F = R (ou C).

A matriz identidade de ordem n, é denotada por I,,. Ainda, 2T e AT deno-
tam a transposta do vetor z e da matriz A, respectivamente, e A* é a conjugada transposta
de A. Também, A" denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose de A € My, € A7l é a
matriz inversa de A € M, .

Normas vetoriais e matriciais serdao denotadas por || - |, com um indice
subscrito de maneira usual.

Outras notacdes! que se fizerem necessirias serdo inseridas ao longo do

texto.

10 simbolo O indica o fim de uma demonstracao.

10



1.2 Conceitos Basicos

Com as notacgoes da secdo precedente, vamos definir os principais conceitos

a serem usados ao longo do texto.

Definigao 1.2.1 Uma matriz A é dita:
1. Simétrica (ou Hermitiana) se AT = A (ou A* = A);

2. Positiva definida (Semi-positiva definida) se é Hermitiana e z* Az > 0 (>) para todo

z #0;
3. Unitéria (ou Ortogonal, no caso real) se A*A = AA* = I;
4. Normal, se A*A = AA*;

5. Triangular superior se ¢ quadrada e i > j = «;; = 0; (isto €, se todos as entradas

abaizo da diagonal principal sao nulas);

6. Triangular inferior se € quadrada e i < j = o4; = 0; (isto é, se todos as entradas

acima da diagonal principal sao nulas);

7. Diagonal se € triangular superior e inferior; isto €, elementos nao nulos ocorrem

apenas na diagonal;

8. Nao singular, se é inversivel; caso contrdrio € dita singular.

Uma matriz diagonal pode ser indicada apenas por diag(ds,...,dy), sendo
d; 0 1-ésimo elemento da diagonal da matriz.
Para cada matriz A € M,,, existem quatro subespagos vetoriais funda-

mentais a ela associados, a saber,
e R(A)={Az e C" : z€C"}
e N(A)={z eC" : Az =0}
e R(A*) ={A*zeC" : z€C"}
e N(A*)={z eC™ : A*z =0}
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O termo posto refere-se ao nuimero de colunas linearmente independentes de uma matriz.
Quando todas as colunas sdo LI, dizemos que a matriz tem posto completo.
Outro conceito importante é o de adjunta (no sentido cldssico) de uma

matriz A € M, (F)

Definigao 1.2.2 Seja A € M, (F). A matriz de cofatores B = [b;;] € M, (F), transposta,
definida por

bij = (—1)i+j det(Aji),
em que det(Aj;) € o determinante da matriz Aj;, formada eliminando-se a linha j e coluna

i da matriz A, é chamada adjunta (cldssica) de A e é denotada por adj(A).

Existe uma conexao entre a adjunta e o determinante de uma matriz nao

singular C.

Proposicao 1.2.3 Seja C € C*" nao singular. Entao
adj(C) = C~1 det(C).

Demonstragio: [8, pg. 402].
Para a prova de um teorema central do Capitulo 2, serd necessario o
conceito de produto de Kronecker e de Hadamard, denotados respectivamente pelos

simbolos ® e o.

Definigao 1.2.4 Dadas matrizes A = [a;;] € R™" e B = [b;;] € R, o produto de

Kroneker de A por B € a matriz mp X ng,em blocos, definida por,

-auB algB P alnB—
ang G,QQB P a9 B
A®B = §
lam1 B ameB ... amnB]

Definigao 1.2.5 Dadas duas matrizes A = [a;;], B = [bij] € My, ,(F) o produto de
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Hadamard (elemento a elemento), Ao B € a matriz,

Toda matriz pode ser escrita numa forma vetorial, como segue.

Defini¢do 1.2.6 Dada uma matriz A € C™", A = [ay,--- ,ay], sendo a; a1-ésima coluna

de A, a sua forma vetorizada, denotada por vec(A) € o vetor

a1
vec(A)=| ! | e C™.

an

Da Definigao 1.2.6 decorre imediatamente que se A, B, C, € M, ,(F) e A = B+C, entdo

vec(A) = vec(B) + vec(C) (1.1)

1.3 Autovalores e Autovetores

Os autovalores de uma matriz A € C™" sdo as raizes do polinémio carac-
teristico p(z) = det(zI — A). Quando uma raiz tem multiplicidade 1, dizemos que o
autovalor é simples, caso contrario é dito autovalor multiplo. O conjunto de todas as
raizes é chamado espectro de A e é denotado por A(A). Analizando os coeficientes de p(z)
é possivel verificar que, se A(4) = {A1, ..., A\p}, entdo, o determinante e o traco, denotado

tr(A), satisfazem,
n
det(A) =Ada... Ay e tr(A) = azg=A+ -+ An. (1.2)
i=1

Seja A € A(A). Um vetor ndo nulo z € C* que satisfaz Az = Az é chamado
um autovetor. Mais precisamente, £ é um autovetor a direita para A se Az = Ax e y
é um autovetor a esquerda para A se y*A = Ay*. A menos que indiquemos o contririo,
autovetor refere-se a autovetor a direita.

Um autovetor define um subespaco unidimensional que é invariante com
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respeito a multiplicagdo por A. De modo mais geral, um subespago S C C" com a
propriedade:
zeS = AzeS (1.3)

é dito ser invariante (por A). Note que se AX = XB, B € C** X € C**, entdo o
conjunto R(X) é invariante. Se X tem posto completo por colunas entdo AX = XB —
A(B) C A(A4). Se X é quadrada e nao singular, entdao A(B) = A(A) e temos que A e
B = X 'AX sdo semelhantes.

1.4 Fatoracoes Importantes

1.4.1 A Decomposicao de Schur

A decomposi¢ido de Schur é uma clissica e importante propriedade de uma

matriz n X n, e é descrita pelo seguinte teorema.

Teorema 1.4.1 Dada A € C™", existe uma matriz unitdiria U € C™", tal que,
A =UTU*, com T triangular superior cujas entradas da diagonal principal sdo os auto-

valores de A.

Demonstragio: Ver [4, pg. 146], [5, pg. 335] ou [6, pg. 79].

1.4.2 A Forma de Jordan

Uma alternativa & decomposi¢cdo de Schur, com aplicacoes especialmente

do ponto de vista tedrico é conhecida como Forma Canodnica de Jordan.

Teorema 1.4.2 Dada A € C™", existe uma matriz ndo singular X, tal que
XTAX = diag(Jy (A1), Ja(Aa), - -+, (M),

em que Jy(\) € CE*, conhecido como bloco de Jordan, é da forma
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>
—
)
)
)
—

iy
; 0 X1 0 0
k
Je(A) = T e J(\) =
' 00 0 Al
Jr,
0 0 0 0 A )

FEsta decomposicao € unica a menos da ordem dos blocos.

Demonstragao: [4, pg. 141], [5, pg. 339] ou [6, pg. 121].

1.4.3 A Decomposicao em Valores Singulares - SVD

Uma decomposicdo matricial que tem vastissimas aplicacOes praticas e

tedricas é a SVD. A existéncia de tal decomposicio é estabelecida no seguinte teorema.

Teorema 1.4.3 Seja A € C"™"™ uma matriz de posto r. Entao existem matrizes unitdrias

UeC™m eV e C™" tais que

A=USV*, %= : (1.4)

em que ¥ € R™" 3, = diag (01,09,...,0;), e 01 >09>--+>0, >0.

Demonstragao: Ver [1, pg. 9], [4, pg- 109] ou [5, pg. 71 ].

Cada o; é dito um valor singular de A e o conjunto o(A) = {o1,--- ,0,}
é chamado de espectro singular de A. As colunas de U e V, u; e v;, s20 os respectivos
vetores singulares a esquerda e a direita associados ao valor singular o;. A SVD de A pode

ser escrita como soma de matrizes de posto 1:

T
A=USi V=) oy, (1.5)
i=1
em que Uy = [U1,. -, Up|mxrs Vi =[V1,--, Ur|nxr
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Os valores singulares de A sdo tnicos. O vetor singular v;, j < r, pode ser
tnico somente quando O'JZ- é um autovalor simples de A* A. Para um valor singular multiplo,
o correspondente vetor singular pode ser escolhido em uma base ortonormal para o inico
subespaco que é gerado. Uma vez escolhidos os vetores singulares v;, 1 < j < r, os vetores

uj, 1 < j <r, sdo unicamente determinados por
Avj =ojuj, j=1,...,m

Similarmente, dado u;, os vetores singulares v; sao unicamente determinados por
A'uj =ojvj, j=1,...,r

A SVD da informacio completa sobre os quatro subespagos associados com A, definidos

na Sec¢ao 1.2. Prova-se que:

R(A) = spanfui,...,u] (1.6)
N(A) = spanfvri1,-..,va] (1.7)
R(A*) = spanfvr, ..., v] (1.8)
N(A*) = spanfuri1,. .., un)- (1.9)

Dai decorrem as seguintes relagoes
NA)L=R(AY) e R(A)T =N(4Y)

Existe também uma estreita conexdo entre a SVD de uma matriz A e o problema de

autovalores Hermitiano (ou real simétrico) que segue do Teorema 1.4.3.
A*A=vyTev*, AA* =UxxTU™

Os 0?,...,02, sdo os autovalores nio nulos da matriz Hermitiana semi-positiva definida

A*A e AA*, com vj, uj os correspondentes autovetores.
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1.5 Pseudo-inversa de uma Matriz

Defini¢do 1.5.1 (Condigdes de Penrose) A pseudo-inversa de uma matriz A € My, ,,

X = At, é unicamente determinada pelas sequintes quatro condicies:

1. AXA=A4A
2. XAX =X
3. (AX)* = AX

4. (XA)*=XA
Se A e C™™, m > n e posto(A) = n, entdo
Al = (4*4)7'4*, A" = A4 4)! (1.10)
Em geral nao é verdade que
(AB)' = Bt Al

O teorema a seguir caracteriza os casos em que a igualdade é valida.

Teorema 1.5.2 Assumindo que A € C™", B € C"", com posto(A) = posto(B) = r.

Entao vale que

(AB)' = BTA" = B*(BB*)~1(A*A) "1 A*

Demonstragio: Ver [1, pg. 17]

Uma vez estabelecida a existéncia da decomposicdo em valores singulares,
conforme o Teorema 1.4.3, a pseudo-inversa de uma matriz A € M,,,, de posto

r < min{m, n}, pode ser calculada como,

27l oo .
Al =V U* =WisiUr. (1.11)
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A pseudo inversa é 1til porque serve para solucionar problemas de quadra-
dos minimos:

Encontrar z € C" que minimiza ||Az — b||s. (1.12)

O problema (1.12) é equivalente [1, Secao 1.1.4.] ao problema
AT Az = ATb. (1.13)
Quando m > n e A tem posto completo, entao
zt = At (1.14)

é a tnica solug¢ao do problema (1.13) e portanto a tnica soluc¢ao de (1.12)(neste caso uma
expressdo para Af é dada em (1.10)). Se o posto de A é 7 < min{m,n}, o problema (1.13)
possui infinitas solugoes e (1.14) fornece a solu¢do de menor norma 2 [1, Secdo 1.1.4.], e

dai diz-se que (1.14) ¢ a solug¢do de norma minima para o problema (1.12).

1.5.1 Pseudo-inversa e Projecoes

Definigao 1.5.3 Se S € R™ ¢ um subespago, entao Pg € R™™ € o projetor ortogonal

sobre S se, R(Ps) =S, e P2=Ps, Pl=Ps

Da Definicdo 1.5.3, segue que se Ps é a projecao ortogonal sobre S, entdo I — Ps é o
projetor sobre S, o complemento ortogonal de S.

Uma importante propriedade da pseudo-inversa é que ela fornece expressoes
simples para as projecoes ortogonais sobre os quatro subespagos associados & matriz A, as

quais sdo descritas como segue:

Pray = AAl (1.15)
Prasy = AlA (1.16)
Py = I-ATA (1.17)
Pyay = I—AA (1.18)
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Se as colunas da matriz U sdo ortonormais, Pr(;y = UU™. Podemos expressar as projegoes

(1.15 - 1.18) em termos dos vetores singulares de A, como

Pra) = UUy (1.19)
Priasy = ViV (1.20)
Pyay = VaVi (1.21)
Pyravy = U2U3, (1.22)
sendo que
U = [uty...,ur], U2 = [upg1,-+ - yup], Vi =[v1,...,00], Va=[vpg1,-+ ,0n).

1.6 Normas Vetoriais e Matriciais

Nesta secao vamos introduzir o conceito de norma, para vetores e matrizes,

bem como algumas propriedades relevantes.

1.6.1 Normas de Vetores

Defini¢do 1.6.1 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F (R, ou C). A funcdo

v:VY — R € uma norma vetorial se para todo x,y €V, tivermos,
1. v(z) >0 e wv(x)=0seesdsex=0;
2. v(az) = |a|v(z), Ya € F
3. v(z+y) <v(z)+v(y)

Definigao 1.6.2 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F (R, ou C). A fungao
(-, : VxV — F é um produto interno se para todo z,y,z € V, tivermos satisfeitas

as segquintes quatro condigoes:
1. {(z,z) >0 e (z,x)=0seesdse,z=0

2. (x+y,2) = (z,2) + (y, 2)
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8. {ax,y) = afz,y), Ya €

4 (z,y) = (y,z)

No préximo resultado introduzimos as normas de vetores usualmente uti-

lizadas.

Proposicao 1.6.3 As funcdes abaizo sdo normas em C".

Izl = Vw2 +--- + |zl (1.23)
Izl = |z1]+ -+ |24 (1.24)
2]l = max{lzy],...,|za|} (1.25)

Demonstragado: Prova-se que (1.23) - (1.25) satisfazem a Defini¢do 1.6.1. O
As normas da proposi¢do acima sao chamadas de norma 2, norma da soma
e norma do mdzrimo, respectivamente.
Dado um par (z,y) € C* x C", o produto interno usual (ou euclidiano) é
definido por
(z,9) =y"z = 2191 + -+ + 1Y, (1.26)

em que a barra denota a conjugacio complexa. E evidente de (1.23) e (1.26) que
lz|l2 = Va*z. (1.27)
Como consequéncia direta de (1.27), dada uma matriz unitdria U, entdo,
|Uz2 = [|z]2, Yz € C". (1.28)

A defini¢do a seguir generaliza a propriedade (1.28).

Definigao 1.6.4 Se a funcdio ¢ : C* — Ry € uma norma que satisfaz
o(Uz) = ¢(z), YU € C*" unitdria,

entao ¢ é dita ser unitariamente invariante.
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Todo produto interno em um espago vetorial V goza de uma importante
propriedade denominada desigualdade de Cauchy-Schwartz, que é descrita no seguinte

teorema.

Teorema 1.6.5 Seja (-,-) um produto interno de um espago V sobre um corpo
F (R, ouC), entao
[z, )* < (z,2)(y,y) Vz, 9y €V

1.6.2 Normas de Matrizes

Definicao 1.6.6 Dizemos que uma fungdo v : M, — R € uma norma matricial, se para

todo A, B € M, sdo satisfeitos os sequintes axiomas:
1. v(A) >0, v(A) =0 seesdseA=0;
2. v(adA) =|a| v(A), VaeC
3. v(A+ B) <v(A) +v(B)

4. v(AB) < v(A) v(B)
Alguns autores, ao definir norma de matrizes, exigem que a fun¢io v satis-

faca apenas as condicoes 1 — 3. Neste contexto, quando além das primeiras, a funcao

satisfaz a condicao 4, diz-se que v é uma norma consistente.

Proposicao 1.6.7 Seja A € M, ,,. As funcoes abaizo sao normas de matrizes.

1/2 1/2

m n n

Alr = (DD layl = D llasl3 = [|A*[|F (1.29)
i=1 j=1 j=1

[4]l2 = VAmax(A*A) = omax(A4) = [|A"|2 (1.30)

Demonstracgao: Basta verificar que ambas satisfazem a Defini¢ao 1.6.6. [
A norma ||-|| 7 é chamada norma de Frobenius e ||-||2 é dita norma espectral,
ou simplesmente “norma 2”. O préximo lema estabelece uma importante relacdo entre as

normas da Proposicao (1.6.7).
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Lema 1.6.8 Dadas A, B € M, vale

IABllr < |lAl2 IBllr e [[ABllr < lAllF [Bll2-, (1.31)

1A% = tr(A"A). (1.32)

Demonstragdo: Na primeira desigualdade de (1.31), se o vetor b; é a 1-ésima coluna de

B entao Ab; é a 1-ésima coluna de AB, entao

n n
IAB|I% = > 11465 < > IIAlBIIb:I3 = 14131 BII%

i=1 i=1

A segunda desigualdade segue da primeira, como vemos abaixo,
|AB||r = |B*A*||r < || B*|l2[| 4”7 = IBll2llAll 7

Agora, observando que se a;; é um elemento da diagonal de A*A, entdo, oy = afa; = ||a; 112,
sendo a; a 1-ésima coluna de A. Assim de (1.29) decorre (1.32). O
A definicdo de norma unitariamente invariante pode ser naturalmente es-

tendida para matrizes. A seguinte proposicdo decorre de (1.28), (1.30) e de (1.32).
Proposicao 1.6.9 As normas da Proposi¢io 1.6.7 sdo unitariamente invariantes.

Uma vez estabelecido o conceito de norma, podemos definir o nimero de
condicao associado a uma matriz. Este nimero de condicao é uma ferramenta importante

para avaliar a sensibilidade do problema de autovalores.

Defini¢do 1.6.10 Seja A = X 'JX a forma de Jordan de A € C*™. O nimero de

condi¢do de Jordan para as normas espectral e de Frobenius € definido por,

kp(X) = inf{| X2 X7 l2}, (1.33)

kp(X) = f{||X|FIX7F}. (1.34)
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1.7 Normalidade

O conceito de normalidade de uma matriz é central no desenvolvimento
deste trabalho. O seguinte teorema apresenta algumas propriedades dentre as cerca de 80

maneiras de caracterizar normalidade conhecidas [24, 25].

Teorema 1.7.1 Denotando o conjunto das matrizes unitdrias por U. As sequintes condi¢oes

sao equivalentes:
1. A*A = AA%;
2. Vel tq VAV = A =diag(A1, -+, A\n);
2 - 2
3. Al = 22 [Nl
i=1
4. 0 =N 1<i<m
5. Existe um conjunto ortonormal de n autovetores de A;
6. Vz € C", temos, ||Az|2 = ||A*z||2;
7. A= XAX"Y para algum X ndo singular tal que r2(X) = || X ||2/|X |2 = 1.

Demonstragao: As provas podem ser encontradas nas seguintes referéncias:

1. < 2. [5, Coroldrio 7.1.4.],

1. < 3 e 1 < 4 [25]

1. <= 5. [9, Corolario 3.5.],

1. <= 6. decorre de 1. e da relagdo (1.27),
1.« 7. ]24].

As caracterizagoes introduzidas no Teorema 1.7.1 formam a base para definirmos as me-

didas de nao normalidade de matrizes no préximo capitulo.
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1.8 Outros Resultados Auxiliares

Nestas secao apresentaremos alguns lemas e proposigoes auxiliares que serao

utilizados no decorrer do trabalho.

Lema 1.8.1 Com G € C"", temos
IGG* — G*G|% = 2||GG™||F - 2I|G*[ < 2|G %

Demonstragao: Primeiro, observe que utilizando (1.32) e o fato de GG* — G*G ser

normal, entao

IGG* — G*G|lz = tr[(GG* - G*G)*(GG* — G*G)]
= tr[(GG* - G*G)?].

Desenvolvendo o quadrado segue que

tr [(GG* — G*G)?] = t(GG*GG* + G*GG*G — GG*G*G — G*GGG)
2r(GG*GG”) — 2tr(GG*G*G)

2|GG™ || — 2|67

< 2|GIElG*|E = 211G,

0 que prova o lema. [
A norma da pseudo inversa de uma matriz é determinada pela SVD da

mesma, conforme estabelecido no seguinte lema:

Lema 1.8.2 Seja A € My, , (F) de posto r < min{m,n}. Entdo
ATz = ot

Demonstragdo: Se ¥, é a matriz diagonal com os r valores singulares ndo nulos (ver

(1.4)), entdo decorre de (1.11) que ||Af|jz = ||Z; Y2 = o1 O
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Lema 1.8.3 (Desigualdade de Kantarovich) Seja B € M, uma matriz positiva definida

com autovalores 0 < Ay < Ag < --- < \,. Entao,

AX A . e
lalls > 5= 5y (e Ba) (=" B~ a),
n

para todo x € C*. Além disso, existe um vetor unitdrio x para o qual vale a igualdade.

Demonstragio: Ver [6, pg. 444]
O préximo resultado relaciona o determinante de uma matriz semi-positiva

definida e o produto dos elementos de sua diagonal principal.

Lema 1.8.4 (Desigualdade de Hadamard) Se A = [a;;] € M, € semi-positiva definida,

entdo,

n
det(A) S Haii,
i=1

além disso, quando A € positiva definida, a igualdade vale se, e somente se, A € diagonal.

Demonstragao: Ver [6, pg. 477],[9, pg. 8]
A seguir apresentamos uma importante propriedade do menor e maior au-
tovalores de uma matriz Hermitiana, que serd 1til para algumas estimativas feitas no

Capitulo 4.

Lema 1.8.5 (Rayleigh-Ritz) Seja A € M, uma matriz Hermitiana,com autovalores

ordenados tais que Amin = A1 < Ao < -+ < A1 < Ay = Amax- Com estas hipdteses vale,

Mr'rz <z*Az < A\pz'z Vo el

*
T*Azx
Amax = Ap = mMax = max z*Azx
A0 x*xT z*z=1
*
. T¥Azx )
Amin = A1 = min = mi ¥ Az.

z#£0 T*T z*r=1

Demonstragio: Ver [6, pg. 176]

O préximo lema, trata espectro do produto de matrizes.
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Lema 1.8.6 Sejam A,B* € M, ,, m > n. Entdo temos que,
MAB) = AM(BA)UA{0,---,0}.
(AB) = A(BA) U{ }
m—n

Demonstragao: Veja [3, pg. 72] ou [6, pg. 53, Teorema 1.3.20.].
O traco do produto de matrizes obedece a propriedade descrita no lema

que segue.

Lema 1.8.7 Sejam A, B* € My, ,,(F), m > n. Entdo vale:
tr(AB) = tr(BA)

Demonstragao: Aplicando o Lema 1.8.6. Sejam AB = [«;;] e BA = [$;;]. Entao,
m m n n
tr(AB) =Y aii = Y N(AB) =Y N(BA) =) Bi =tr(BA).O
i=1

=1 1=1 i=1

Os dois lemas a seguir descrevem propriedades importantes de valores sin-
gulares de matrizes. O primeiro estabelece uma relagao entre os valores singulares do
produto, com o produto dos valores singulares de duas matrizes. O segundo basicamente
indica que o calculo dos valores singulares ndo é sensivel a pequenas perturbagoes na

matriz.

Lema 1.8.8 Sejam A, B € My, , € 01(A) > --- > 0,(A), valores singulares. Entdo,
0i(AB) < 0i(A) o1(B).

Demonstragio: [9, pg. 34, Teorema 4.5]

Lema 1.8.9 Sejam A e A= A+ E em C™", m < n. Entdo,
loi(A) = 0i(A)| < 01(E) = || E]2-

Demonstragéo: Veja [5, Corolario 8.3.2] ou [6, Corolario 4.3.8.].

O lema a seguir foi demonstrado por Schur em 1909.
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Lema 1.8.10 (Lema de Schur) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Temos

n n
SN <AF=D"0?
=1 =1

Demonstragio: Ver [7, pg. 142, 1.4.1]
Autovalores e valores singulares de uma matriz quadrada possuem uma

importante relagdao, conforme descrito no lema a seguir.

Lema 1.8.11 Seja A € C"™, com espectro AM(A) = {A1,---, \n} € espectro singular
o(A) = {o1, -+ ,0n}. Entdo,

n n
[Txi =11

Demonstragdo: Aplicando a equagio (1.2), obtém-se:

| det(A)|? = det(A*A) = f[ Ai(A*A) = f[ o2(A). O

i=1 =1

A seguir apresentamos dois resultados técnicos que também serdo utilizados

na demonstracdo de um teorema central do Capitulo 2.

Lema 1.8.12 Se S é Hermitiana e X ndo singular, entdo
ISF < X~ SX]|5.

Demonstragio: Primeiro vamos observar que A(S) = A(X 15X). Como S é Hermitiana,

se \; e o; sdo os respectivos autovalores e valores singulares de S, entdo |\;| = o;. Portanto,

n n n n
a
1817 =D a7 () =Y ()P =D (X 'SX)P <D ou(X15X)? = | X1 SX ][
i=1 i=1 i=1 i=1

Uma observagao: (a) decorre do Lema 1.8.10 (Schur).O]

Lema 1.8.13 Se Y € positiva definida e G € C¥"™, entao

IY7'GY - G|lr < (ka(Y) = DG .
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Demonstracao: Para demonstrar este lema, precisamos de alguns resultados auxiliares
que relacionam o produto de Kroneker (Defini¢do 1.2.4) com a forma vetorizada de uma

matriz (Definicdo 1.2.6). Estes sdo dados nos préximos trés lemas.

Lema 1.8.14 Se A C"™", Be (P? e D € CP™, entao
(A ® B)vec(D) = vec(BT DA).

Demonstragio: [1, pg. 337, Lema 8.5.3.]

Lema 1.8.15 Com A € C™™, B e C"" e X € C"™", vale a sequinte propriedade:
vec(AX) = (I, @ A)vec(X).

Demonstragio: [4, pg. 275, Lema 6.2.]

Lema 1.8.16 Dadas matrizes A, B,C e D, assuma que 0s produtos ordindrios (usuais)

AC e BD estdo bem definidos. Deste modo valem,
1. (A® B)(C® D) =(AC)® (BD)
2. Se A e B sio ndo singulares, (A® B)"! = A~'®@ B~}

Demonstragao: [4, pg. 275, Lema 6.3.]
Demonstracdo do Lema 1.8.13: Considere o operador linear L : C*" — (C™",
definido por

LG)=Y"'GYy - @ (1.35)

Aplicando o Lema 1.8.14, em Y™!GY, com A=Y, B=Y 'e D =G, e 0 Lema 1.8.15

em G, obtemos,

vec(YTIQY) = (Y @ Y Hwec(Q), (1.36)

vec(G) = wec(I,G) = (I, @ I)vec(G) (1.37)
Portanto, utilizando (1.1), (1.36) e (1.37) concluimos que,

vec(L(G)) = vec(Y 'GY) —wec(G) = (Y @Y ! — I, ® I,)vec(G) = L vec(G), (1.38)
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emque L =YQ®Y 1 —I,Q®1I,. Agora, se Y tem uma decomposicio espectral Y = X 1A X,

entao pelo Lema 1.8.16, obtemos

YV ! = (X 1AX) @ (XAX 1)
= (XN e (X 'ATH(X @ X)
= |

(

A1X)T® (AX) (X ® X)
= [(AT'X) @ (AX)] (X ® X)

(

= [(AT'®AN)(X®X)] (X ®X)
= XeoX)!A1teAN) H(XeX)
(

XoX) 'AeA H) (X ®X) (1.39)

Note-se que (1.39) é uma decomposicio espectral para Y ® Y ~1. Se 7; sdo os autovalores
de Y, entdo os autovalores de Y ® Y ! sdo, para cada i fixo, ni/n;, 1 < j < n, e portanto,
os autovalores de L sdo ni/ﬂj —1,1<4i<n,1<j<n ComoY é Hermitiana, Lé

Hermitiano. Assim,

L@ = loeelL@)IE = L vee(@)3 < |ZIZuec()]}
2
~ 12 N
— (D) IIGII%Zlglg{n—;—l} telA
1<j<n
2
= {21 jop
nmln
= (V) - D21 (140

A dltima igualdade decorre do fato de Y ser positiva definida. O

Lema 1.8.17 Seja C € C*", nao singular. Entao,
[adj(C)][adj(C)]* = adj(C™C)
Demonstragao: Aplicando a Proposicao 1.2.3, temos:

[adj(0)][adj(C)]* = C~ ' det(C)(C*) ™! det(C*) = (C*C) ™' det(C*C) = adj(C*C). O
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Capitulo 2

Nao Normalidade

2.1 Medidas de Nao Normalidade

Na Secao 1.7 exploramos o conceito de normalidade e apresentamos alguns
resultados que caracterizam de diferentes maneiras quando uma matriz é normal. Nesta
secdo apresentamos diferentes maneiras de medir quao “distante”de ser normal a matriz
esta. Para tal, precisamos em primeiro lugar definir o que entendemos por medida de nao

normalidade.

Definigdo 2.1.1 Seja N ={A € C»" : A*A = AA*}, o conjunto das matrizes normais.

Uma medida de nio normalidade é uma funcdo p: C¥" — Ry, que satisfaz(ver [23])
1. u(A) =0 VAeWN;
2. A¢ N = pu(A) > 0.

Se A ¢ N, nosso objetivo é quantificar a distdncia de A até o conjunto N.

Isto pode ser feito por meio das duas seguintes funcoes.

p1(A) = min{||A— N||r: N e N},

fi(A) = min{|A - N|2: N € N}
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Estas funcoes satisfazem as condicbes da Definicdo 2.1.1 e medem a distdncia de A ao
conjunto A (Ruhe, em [37], prova a existéncia da matriz N que minimiza pu; (ou fi1) e
mostra como determiné-la).

Outra maneira de medir nao normalidade decorre da norma do residuo

R = A*A — AA*. Utilizando a norma de Frobenius e a norma 2, obtemos

pa(A) = [|A*A - A4},
fia(A) = |A*A—AAr|y>

A decomposicao de Schur, introduzida na Secdo 1.4.1, junto com os itens

(2. € 3.) do Teorema 1.7.1, nos permitem definir duas novas medidas, como segue:

=

w

B
I

n 1/2
Ap(4) = (IIAII% -y IAZ-IQ) :

i=1
fis(A) = Ag(A),
em que
Ag(A) = min{||M|ls : U"AU =T = A+ M, A = diag(\1,--- , An)}.

Quando a condicao (4.) do Teorema 1.7.1 nao é satisfeita, supondo que os
autovalores em moédulo e os valores singulares de A, estdo ordenados da mesma maneira
(digamos crescente), entdao o médulo maximo da diferenca entre os valores singulares o;(A),

e o m6dulo dos autovalores \;(A4), também define uma medida de nao normalidade.

pa(A) = m?X|Uz‘ — |l |

Finalmente, para uma matriz A diagonalizdvel, podemos definir uma me-

dida de nao normalidade baseada no nimero de condicdo da matriz ndo singular X, que
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diagonaliza A. Este nimero de condi¢do da Definicdo 1.6.10, nos permite introduzir:

ps(A) = min{kp(X)—n:X e C", X"'AX = A},

fis(A) = min{kx(X) -1:X € C"", X 1AX = A}.

Esta medida nos diz, de acordo com o item (5.) do Teorema 1.7.1, que quanto mais bem
condicionada a matriz de diagonalizagdo X, mais préxima de ser normal, a matriz A est4.

Estas sao o que podemos chamar de as mais interessantes medidas de nao
normalidade encontradas na literatura, uma vez que a partir delas é possivel obter varias
relacbes interessantes, como veremos na pxéxima secdo. Qutras medidas podem ser en-

contradas em [23].

2.2 Comparacoes entre Medidas de Nao Normalidade

O teorema seguinte estabelece relacoes entre as medidas definidas na sec¢do

precedente.

Teorema 2.2.1 Seja A € C". Sdo vdlidas as sequintes desigualdades (Ver [22, 23, 26,
29, 35, 36, 38]):

1o ng_n 1/4
, —= < < .
* <= ()

5. 3 < (/201415 +1IAIZ s < 20|A]lF ps.
4 13 <A\Al2 .

5. pd <A||A|F i+ vV2n i3

8. 13 < 2v/n [|Allp pa < 2n)|All2 pa.
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10.

~2 ~2
n
K5 < K5

< — .
T4/ =M= 211 fis

Se todos os autovalores de A sao simples (i.e. de multiplicidade 1) temos:

5j:min{|)\i—)\j|:i#j},j:l,...,n,

entao
n 2 (n—1)/2
ps < Z 1+ 273] -1
= 65(n —1)
11. p5 < 2|Al2l|AllF fis (2 + fis) < 2| Al f25(2 + fis)-
All% fi5(2 + [
12, s < A% Ms(~ 2Ms)_
(1 + fis)
13. pa < [|A]2 fis.
Neste Teorema usamos a abreviagdo u; para simplificar a notagdo p;(A),2 =1,...,5 e [i;

para ji;(A),i =1,2,3 e 5.

A seguir, faremos a prova do Teorema 2.2.1, seguindo a mesma enumeracao

do enunciado.

Demonstragao:

1.

Seja A € C™™. Da definicao das normas espectral e de Frobenius, do fato de ambas
serem unitariamente invariantes e da SVD de A, obtemos a equivaléncia entre as

normas ||-||r el - |2 descrita pelas relagoes abaixo

1/2

[A]l2 = o1(4) < (ZG?(A)) < (ZU%(M) = Vnl[A]z-

O primeiro item segue dessas relagoes.

. Iniciaremos considerando A = U*TU a decomposicdo de Schur de A, em que

T=A+ M, com A = diag(A1,...,A,) e M estritamente triangular superior. Para

a primeira desigualdade, consideremos M = (m;;). Entdo temos,
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[AA" — A*Allp = [I(A+ M)(A"+ M7) — (A" + M*)(A + M)|r

< | MA* + AM* — A*M — M*Al|p + | MM* — M*M||5

1/2
= 23 ImylPh - N2+ MM - M M|p
1<j
< V2s|M|r+ V2| M7, (2.1)

em que s = max;; |A; — Aj|. O termo da direita segue do Lema 1.8.1, que garante

IMM* — M*M||p < V2| M|%.

Como || - ||r é invariante por transformagdes unitdrias (unitariamente invariante), da

decomposicao de Schur temos

1/2
IMIle = {141% - A7} (2:2)
Assumindo que A = A I, de (2.1) e (2.2) segue que,
|AA* — A*Allp = |[MM* = M*M|r < V2|M|F = V2(| Al - [|Al7),
ou
JAA" — A" Allp _ |AA" — A Al
Al — [AlE > > : (2.3)
r r V2 2)|Al%
Por outro lado, se assumirmos que A # A I, entdo s # 0 e ||A]|? # 0. Sejam
A7 |AA* — A*A|% 8
= , Y= , € a=—F7——, (2.4)
Al 2)|Al1% V2[|Allr

entio 0 <z <1, 0<y <1, 0 <a<1 Com esta notagdo, vamos mostrar que
2
1-22< 2. (2.5)
3
Decorre de (2.1) que y < 1 — 22 + V2azv/1 — 22. Ou, noutra formulacio,

y— 1422 < V2azv1 — 22, (2.6)
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Sey—1+22<0, y?/3<y<1—az2evale (2.5). Sey—1+z2 >0, elevando (2.6)

ao quadrado e reordenando os termos, obtemos
P(z?) = (1+2%)z* —2(1 =2y + oH)z? + 4% — 2y +1) < 0. (2.7)

Como P tem dois zeros reais (basta calcular duas raizes para ver isso), 2 deve ser

menor ou igual ao maior, ou seja,

1
a? < m(l—y+a2+a(a2—2y—2y2)1/2). (2.8)

Note-se que

22 2 1/2 2
(a2—2y—2y2)1/2:a(1—u2y) Sa(l—#).
a e

Dai, substituindo em (2.8), obtemos x2 < 1 — [y2/(1 + 2a?)] ou, como o? < 1, vale

(2.5). Logo, da defini¢do de z, y, «, em (2.4), segue que

M
Vel|Al

Para provar
3

I 1/4
<
M3 > ( 12 ) H2,

definimos I' = T*T — TT* e notamos que os elementos da diagonal de I' = (v;;) sao

dados em funcao dos elementos m;; de M pela expressao
i = O Imkal” =D Il i =1,...,n (2.9)
k<i k>i

Vamos provar que

|M||% < y22 + 2733 + .- + (. — D)ynn (2.10)

usando induc¢do matemadtica. Obviamente a desigualdade é valida para ordem 1.
Suponha que também vale para ordem 7 e consideremos a matriz M de ordem n+1

que tem M como submatriz formada eliminando-se as linha e coluna n + 1, e desta
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forma

N 2 .
Yii = Vi — |Mins1]%, 1=1,2,...,n.

Assim segue que

IM|[7 = |M|%+ |minsal® + - + M
< Y2 +2ys3+ ...+ (0= D)yun + Y1041
= oo+ Imami|® + 20933 + [mapmra ) + - +

+(n - 1)(;77171 + |mn,n+1|2) + ’A)’n+1,n+1

IN

’?22 + ...+ (n - 1);7nn + anYn—l—l,n—l—l-

(2.11)

(2.12)

Observemos que a hipétese de indugdo aplicada (2.11) junto com a representagio

dos termos da diagonal de I' dada por (2.9) implica (2.12) e portanto vale (2.10).

Por outro lado, de (2.9) decorre que

Y11+ Y22 + ... + Ynn =0,

logo, subtraindo 5t vezes (2.13) de (2.10), temos

n n—1
'722+---+—'7nna

%o+
Y11 9 5

]__
M%<
Ml < =

e usando a desigualdade de Cauchy, segue

1-n)? (3-n) (n—1)?

M||% e —
|15 T

VAN

’I'L3—

n
= — Dh 2%+ )

Observando que A*A — AA* = UTU* temos
Vi + 9%+t Yo TR = (1474 — AA*|[7,

portanto,
n® —n

Il < (M55 ) 14t - Adcl.
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3

1/4
ou seja, | M||r < (” _”) |A*A — AA*||}V/2 donde finalmente decorre (2.).

12

. A inequagio (2.15) foi estabelecida por Kress, De Vries e Wegmann em [29], e serd

utilizada para a prova deste item:

2
n
1
(le) < |lAll% - 5ub (2:15)
i=1

Manipulando os termos de (2.15), e fatorando como segue,

n 2

1

o<1k () -
=1

1AIE = > Inf?
i=1

1AIE + ) I/\i|2] ,
=1

obtemos, p3 < \/ 2(][A||% + ||A|% ps. A segunda desigualdade é consequéncia do
Lema de Schur 1.8.10.

. Se N € NV, entdo vale
A*A—AA* = A*(A-N)+(A—-N)'N—-(A—-N)N* - A(A— N)*, (2.16)
= A(A-N)+(A-N)A—(A-N)A*—A(A—-N)"+
+(A—N)(A—N)*—(A—-N)*(A—N). (2.17)
Agora, de (2.16) decorre
u3 = [|A*A — AA*|p < 2(||All2 + [IN]l2)I|A — Nl|r (2.18)

Supondo que N é tal que p; = ||A—N||F e tomando U unitéria tal que U*NU = D,

com D diagonal. Temos assim,

p1 = ||[A=NJ|p=|U"(A-N)U|r=|U*AU - D||Fr

= min{||{U*AU — D||p, D diagonal e U unitdria},

e dai concluimos que D é a diagonal de U*AU. Em particular,
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IN||2 = ||D]|2 < ||A||l2- Da tltima observagao, junto com (2.18), obtemos (4.).

. A prova deste item decorre do Lema 1.8.1, de (2.17) e (2.18) como segue

ps = A*A - AA*| < 4] Allp|lA - N2 + V2|4 - NI

A

4| Allr|lA = Nljs +V2n||A - N|3

4| Allrfn + V20 i,

que ¢ exatamente (5.).

. Para a primeira inequacgdo, vamos utilizar a desigualdade (2.19) estabelecida por

Laszl6 em [31].
n—1
1AIIZ, (2.19)

n

, 1
|diag(A)[I7 < —[IAll7 +

em que A = diag(Ai,---,\,) é a diagonal cujas entradas sao os autovalores de
A e Cv", e diag(A) é a diagonal principal de A. Se N € N/, entdo N = U*DU, com

D diagonal e U unitaria. Logo,

|A-N|%: = |A-U*DU|%
= |vAU* - D|%
> |UAU* - diag(4)||%
> |UAU*|% — ||diag(A)|%
1 n—1
> Z — Z|AlE - ——|| A3 2.2
> Al — A - Al (2.20)
2 2
n

Notemos que (2.20) decorre da equagio (2.19) e (2.21) é o resultado desejado, ji que
N ¢ arbitraria. Para a segunda desigualdade, assumamos que U ¢ unitdria e que

U*AU = A+ M, onde M é estritamente triangular superior. Entdo temos
13 = AlF = IME = M| = |U*AU = Alf = |A - UAU|F > 4,
pois UAU* é normal.
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7. Consideremos A uma matriz qualquer e definamos A = A + E, onde E é uma ma-
triz de perturbacio. Assim, pelo Lema 1.8.9, temos |o;(A) —0;(A4)| < 01(E) = ||E||..
Portanto, o;(A + M) < o;(A) + o1(M) = oi(A) + [|M]|2. Ou seja,
oi(A) — [M(A)] < ||M]2, portanto, max;|o;(A) — |[Ai(A)|] < inf|| M2, como

queriamos.
8. Observemos que,
n

uy = (IIAII% _Z|>‘i(A)|2> = (07 =N
=1

=1

.

n

n
= Y (o — Nl (oi + X)) < ngggllai — Al (o3 + |Ail)

=1 =1 - -
n n 1/2 n 1/2
= e Y (o0 + |Nil) = pav/n (Z 0?) + (Z |)\i|2)
=1 =1 =1

< 2v/n||Allpps < 20| All2 pa

devido ao Lema 1.8.10. Portanto, vale o item (8.).

9. A demonstragao comeca com o seguinte lema auxiliar.

Lema 2.2.2 Seja A = P 'JP, com J a forma de Jordan de A, k3 = ko(P),

kp = kp(P). Entao,
-1 1 -1
n—2+kKy+ Ky, <kp< §n(f§2—|—h;2 )
Demonstragao: Se q; > g2 > ... > ¢, sio os autovalores de P*P, entao
IPIEIP E = (g1 + -+ @)@+ 4+ g,") = e Qee* Q7 e,
em que e* = (1,1,...,1). Pelo Lema 1.8.3, temos
* *—1 1 —1\2/ % _\2 1 —1\12
#Qec'Q e < [(p+p (0] = [pn(p+p )
= /2 = ||P|||P~l2. Entdo kp < ||P||p|P7 |r < 3 -
com p = (q1/qn) [Pll2]| P~ |l2. Entao kp < [|P||p|P™ |lr < gnlp+p7).
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10.

A segunda inequacdo de (2.2.2) segue usando que k2 = inf{p}, tomado sobre todo

P que satisfaz A = P~'JP.

Se u = (q1qn)1/2(q2 + ...+ gur)ev = (qlqn)_l/z(q;1 + ...+ qgil), entao,

pela desigualdade de Cauchy, uv > (n — 2)? e segue que

_ _1 1 _ _
IPIZIP 7Y% = (q1gn) 2(q1 + -+ an)(q1gn)2 (g7 " + .. + g2 Y)

= (pt+utp ) +o+p) > p+pt + ()72
Como (uv)% >(n—2)ep>k>1,resulta que
HP”FHP_lHF >p+pt+n—2 252-{-52—14_71_2

que ¢ a primeira inequacao do Lema 2.2.2. [J

Agora, subtraindo n na expressao dada pelo Lema 2.2.2, obtemos,

1
—2-|—f<az+f<a§1§ Kp —™n Sin(m-l—hgl)—n
ﬁ%—2/~;2—|—1§ i —n Sﬁ(/ﬂ%_2/§2+1>
K9 2 %)
_ 2 _12
(kg —1)7 < kp—mn < n(fz — 1) ;
K2 2 K2

em que, somando e subtraindo 1 no denominador do primeiro e ultimo termo da

expressao, segue o item 9.
Na prova dos itens (10.) - (13.) assumiremos que A € C" é uma matriz diago-

nalizdvel.

Para iniciar precisamos definir o nimero de condicdo para um autovalor de uma

dada matriz.

Definicao 2.2.3 Seja A € C*", \; um autovalor de A. Sejam x, y os respectivos
autovalores a direita e a esquerda para Aj. O nimero de condi¢do associado ao

autovalor \; € definido por
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11.

12.

13.

1z l2lly;l2
Kk(\;) = 1Zal2194112 (2.22)
! |y ;]

A desigualdade segue dos resultados abaixo, que serao demonstrados no capitulo

seguinte.

(n—1)/2

2

wnuns%+@{%§} C = min{|y M, Vi, 1< <n;
J

n
(b) Se A é diagonalizavel: A = XAX ™! entdo kp(X) = Y k(N\;)
=1

Assumamos A = XlAXl_1 e fis = ko(X1) — 1. Entdo
XTHAYA — AANX) = (YTIAY — A%)A — A(YIA'Y — AY),

onde Y = X7 X, é positiva definida. Logo, usando os Lemas 1.8.12 e 1.8.13, obtemos

VAN

% IX1(ATA = AAY) X = 2 A )l (Y TAY = A)|p

N

1Al All PR (Y) = 1] = 2] All2l|All Flr5(X1) — 1]

= 2/|All2llAllF fis(2 + fis),
Observemos que, sendo A = X;AX, ! como no item anterior vale:
IAlE = [IA1FR3(X0),
e entao
ps = [|AIF — Al < JANE{L — 2(X0) 723,

na qual completando o quadrado no denominador, se obtém a prova do item (12.)

Se XAX~! = A, aplicando o Lema 1.8.8 temos

0i(A) < Ra(X)ai(A) = ra(X)os|Ni(A)], (2.23)
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oi(A)

VAN

ka(X)ai(4),  ou seja,

INi(A)] < ko (X)oi(A) (2.24)

De (2.23) e (2.24) decorre que

—0i(A)(r2(X) = 1) < 0i(4) = [Ai(A)] < 0i(A) (r2(X) — 1)

e, portanto,

|0i(4) = [Mi(A)] | < 0i(A) (k2 (X) — 1)
Concluindo assim a demonstragao, de (13.) e do Teorema 2.2.1. [

Dentre as desigualdades do Teorema 2.2.1, algumas sao de especial interes-
se. Por exemplo, o item 2. fornece uma limitante superior para a diferenca entre a soma
dos valores singulares de uma matriz A e seus autovalores, que depende apenas da norma
do residuo R = A*A — AA* e da dimensao n da matriz.

O item item 4. diz que 1/4 da norma do residuo é limitada pelo produto
entre o maior valor singular de A e a distancia de A até o conjunto N.

Em 6., temos limitantes que garantem que, se a diferenga entre os valores
singulares e autovalores for pequena, e por conseguinte, a diferenca entre as somas também,
entdo a matriz estd bem préxima do conjunto N. Por outro lado, se esta diferenga for
grande, entao a limitante inferior garante que a matriz estd distante do conjunto N. Este
é o caso também no item 7., ou seja se opax(A) >> max; |A;|, entdo, a norma 2 da parte
estritamente triangular superior de T, a matriz triangular da decomposicdo de Schur de
A, serd grande.

Por 1ltimo, no item 10., se os autovalores de A nao estiverem muito proxi-
mos, conforme medido por §; e, além disso, os valores singulares nao diferirem em muito
dos autovalores, entdo a matriz de diagonalizacao X é bem condicionada, o que indica

uma quase normalidade de A.
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Capitulo 3

Nao Normalidade e Sensibilidade

de Autovalores

3.1 Perturbacao de Autovalores

H4 na literatura diversos resultados que permitem estimar o erro nos auto-
valores de uma matriz perturbada em relacdo aos autovalores da matriz original
[4, Secao 4.3.], [5, Secao 7.2.], [9, Capitulo 4.]. Apresentamos alguns deles com o in-
tuito de esclarecer o importante fenémeno da sensibilidade do problema de autovalores
matricial.

O seguinte teorema apresenta uma limitante para o médulo do erro no

autovalor perturbado em funcao do nimero de condicdo do autovalor exato.

Teorema 3.1.1 Seja A\ um autovalor simples de A € C*™ com autovetor a direita x, e
autovetor 4 esquerda y, normalizados de modo que ||z||2 = |ly||]2 = 1. Seja E € C*" uma
matriz de perturbacio. Defina A= A+ E, e seja X o autovalor de A, mais prézimo de ).

Se k(M) € o nimero de condi¢ao da Definicio 2.2.3, entdo

3 Yy Ex 2
= E
A= A+ TR OB, ou
A=A < sWIEl2 + O(IE[I3) = secO(y, z)|| Ell2 + O £]3) (3.1)

em que O(y,z) € o angulo agudo entre y e x.
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Demonstragao: Ver [4, pg. 149.]

A expressao (3.1) no Teorema 3.1.1 nos diz que o nimero de condigido tem
papel fundamental sobre a sensibilidade de um autovalor. Se o angulo ©(y,z) = 0, ou
seja, se os autovetores forem quase colineares, entao, sec © = 1 e, portanto, K(A) = 1. Ou
seja, o autovalor é bem condicionado e assim, pouco sensivel a perturbacoes na matriz.
Desta forma, a distancia entre o autovalor perturbado e o exato é da ordem da norma
da perturbagdo. Para matrizes simétricas (ou normais), isto sempre ocorre, ou seja, 0s
autovalores simples desta classe de matrizes sdo perfeitamente condicionados (k(A) = 1).

O Coroldrio a seguir descreve isso.

Coroldrio 3.1.2 Supondo vdlidas as condi¢coes do teorema anterior, seja A simétrica

(ou normal). Entio |\ — X < || E| + O(|E|?).

Demonstragao: Ver [4, pg. 150.]
O Corolério 3.1.2 é uma versao fraca do Teorema 3.1.1, pois exige que o
autovalor seja simples. Uma versao mais forte generaliza o coroldrio, para o caso em que

tanto A como F sao simétricas.

Teorema 3.1.3 Sejam A, E € C"" matrizes simétricas (ou normais).  Sejam
A1 > --- > A, 0s autovalores de A, e Ay > e > 5\n 0s autovalores A = A + E. Entdo

X — M| < B2

Demonstragao: Veja [4, pg. 198.]
Outro teorema muito conhecido diz que as regides de inclusdo dos autova-

lores perturbados também dependem do niimero de condicdo de cada autovalor exato.

Teorema 3.1.4 (Bauer-Fike) Seja A € C™" com espectro simples e E € C*" uma
matriz de perturbacdo. Seja i um autovalor de A, com autovetor a esquerda e direita
respectivamente y e x, normalizados de modo que ||z|2 = ||yl = 1. Entao os autovalores

de A= A+ E pertencem a discos B; centrados em \; e de raio nk(\;)| E|.

Demonstragao: Ver [4, 5, 6, 9]
O reflexo do bom condicionamento de A; ¢ observado no Teorema 3.1.4.

Basicamente, conclui-se que se x(\;) = 1, o raio do disco que contém o autovalor \; de A
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depende apenas da dimensao n e da norma espectral da perturbacdo. Se esta ultima for

suficientemente pequena, entdo temos excelente informacao sobre a localizacao do espectro

de A.

3.2 Nao Normalidade e Sensibilidade

Nesta secdo apresentamos resultados que explicam como a nao normali-
dade de uma matriz influencia a sensibilidade de seus autovalores. A sensibilidade de
um autovalor é medida pelo nimero de condicao, introduzido na Definicao 2.2.3. Um
primeiro resultado que relaciona o ntimero de condi¢ao de um autovalor com medidas de

nao normalidade é descrito pelo seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 Sejam A € C*" e \; ¢ um autovalor simples de A. Entdo

(n—1)/2
H3(4) }

Iﬂ:(/\j) < {1 + 7(71‘ = 1)(5]2-

em que §; = min{|\; — \j| 1 i # j},i=1,...,n.

Demonstragao: Podemos assumir sem perda de generalidade que A = A+ M é triangular
superior, com A = diag();). Sendo A; um elemento da diagonal de A fixo, o u-ésimo

elemento da diagonal de (A\;I — A)*(\;I — A) é dado por
A7 = Xil” + [lma %, (3.2)
com m; a 1-ésima coluna de M. Tomando C = (A\;I — A), pelo Lema 1.8.17, obtemos
[adj(A; I — A)][adj(A; T — A)]" = adj[(AT — A)* (A1 — A)] (3:3)

Se o vetor y” é a primeira linha de adj(\;I — A), entdo o primeiro elemento da diagonal
de [adj(A\;I — A)][adj(A\;I — A)]*, no termo & esquerda em (3.3) é, ||y||?>. Segue-se do lado
direito de (3.3) que ||ly||> = det B, onde B é obtida eliminando-se a primeira linha e a
primeira coluna de (\;I — A)*(A\;I — A). Como B é Hermitiana e positiva definida, o

Lema 1.8.4 nos fornece ||y||? = det B < biby...b,_1, onde biby...b, 1 sdo os elementos
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da diagonal de B. Como estes também sdo elementos da diagonal de (A\;I — A)*(\;I — A),
entdo segue de (2.2) que

lyli? < TT{%G — Xl + llmall*}
j

IN

LT+ 6721mal®} - TTHA — M) (3.4)
J J
Dados ai,a9, -

,an € R as médias aritmética e geométrica obedecem a seguinte relacao,

n 1/n 1 n
(H ai) < — Zai.
1=1 i

(3.5)
Aplicando (3.5) no primeiro termo de (3.4), obtemos,
n
[T+ 62 0mall 3D < (n = 1)1 Y {1+ (n— 1) 71652 lml*}. (3.6)
j i=1
i#
Sustituindo (3.6) na estimativa (3.4) obtemos
lyl* < [1+ (o = )71 2 M50 TTHA — NP (3.7)
J
Da equagdo (2.2), aplicada em (3.7), resulta
lyll* < [t + (n = 1) 716723 - TN = AP (3-8)
J

Como estamos considerando que A é triangular superior, entao tanto (A;I — A), quanto

adj(AjI — A), sdo triangulares superior. Logo, se x é a primeira coluna de adj(\;1 — A),
seu tinico elemento néo nulo é J[,;(A; — A;), donde

Izl =TT 1% =Nl v"e =Ty — M) (3.9)
J J
Substituindo (3.8) e (3.9), na definicdo de x(A;) se deduz o Teorema 3.2.1. O

Para os préximos teoremas, consideremos ko e kg conforme Definicdo 1.6.10
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A partir do Teorema, 3.2.1 é possivel estabeler uma, conexao entre medida de
nio normalidade e condicionamento (na norma de Frobenius) de uma matriz diagonalizdvel

com apenas autovalores simples.

Teorema 3.2.2 Se A ¢ diagonalizdvel (A = XAX™') e todos os autovalores sdo simples,

entao o numero de condicdo de Jordan satisfaz:
n
re(X) = k(M)
j=1

Demonstragao: Sejam Aqy,---, )\, os autovalores de A e X € C™" uma maftriz cujas
colunas sdo os autovetores & direita wui,us,...,u, de A, normalizados. Se Y é a matriz

cujas linhas sao os autovetores de A & esquerda normalizados, entdo
AX =XJ, YA=JY =YXJ=JYX,

com J = diag();). Visto que os autovalores sido distintos, somente matrizes diagonais
comutam com J, donde Y X é uma matriz diagonal. O j-ésimo elemento da diagonal de

Y X é k();) por definicdo. Assim,
YX =8 =diag(k '(M1), 6 1 (N2)y-- s T M), e X 1 =857

Ainda, os autovetores de A sdo Unicos exceto por um multiplo escalar e, portanto, uma ma-
triz satisfazendo A = P~'JP é da forma P = XR, onde R = diag(ri,r2,...,m,). Entdo
|P|2 = 3> |r|? devido as colunas de X terem norma unitdria. Também
Pl = R71S7Y e [|P7YZ = X |ris1(N)|72, devido as colunas de Y terem norma

unitaria. Usando a desigualdade de Cauchy obtemos

IPIEIPHE = O Ira) QO lran )7 < Q7 Is(a))?,

e portanto

> 16| = nf{||Pl|g - [|IP |} = kp. O
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Observagoes Relevantes:

1. Se d; que define a distancia de A; ao resto do espectro nao for muito pequeno e a
medida de ndo normalidade p3(A) ~ 0 entdo o Teorema 3.2.1 garante que \; é bem
condicionado e portanto pouco sensivel a pequenas perturbacoes nas entradas da

matriz.

2. Se as condicoes da primeira observagao se verificam para todos os autovalores, entao
0 Teorema 3.2.2 diz que o problema de autovalores é bem condicionado na norma
de Frobenius e por conseguinte, na norma espectral. Se, por outro lado, apenas um
dos autovalores for muito mal condicionado, em virtude de grande nao normalidade,
ou de multiplicidade, entao o condicionamento é ruim como consequéncia do mesmo

teorema.

Utilizando uma medida de ndo normalidade (u2) é possivel prever se o
espectro de uma matriz serd sensivel a pequenas perturbagoes nas suas entradas, sem que

seja conhecida uma decomposicao espectral da matriz.

Teorema 3.2.3 Se A ¢ diagonalizdvel e todos os autovalores sao simples, entao

1]]A*A — A4 2\ " 1 oud MV
2 |l

2| 42|%
Demonstragio: Consideremos XJX ! como a forma de Jordan de A. Ento, aplicando

o Lema 1.6.8 duas vezes, obtemos

|A*Allr = | X' X*XIXY|p
< X M2l XX T || e X2

= XXX ||, (3.10)

e tomando C = X J, vale [|C*C||p = ||CC*||F e, portanto, novamente pelo Lema 1.6.8,

temos
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I X*XJ||p = |XJJ'X*|F
< [ X2l g7 |r

= [IXIl2]l7%]#

IA

X121 42|, (3.11)

pois J é diagonal. Substituindo (3.11) em (3.10), obtemos

1A Allr < IXTHZIX Nl204%F = £3(X)I1A% | F (3.12)

Portanto, de (3.12) e do lema (1.8.1), decorre o teorema. [
A quantidade

A" A — AA*|3

|
Held)="—@p

(3.13)

é denominada nimero de Henrici, devido & Henrici que o publicou em 1962 [26]. Para
certos operadores diferenciais que aparecem em Dindmica dos Fluidos, existem uma relacdo
entre o nimero de Henrici e o nimero de Reynolds associado ao operador (O primeiro
cresce com o segundo) [2, 17, 19].

Alguns autores tém apontado para este nimero de Henrici como um modo
bastante confidvel de se investigar uma possivel instabilidade no cédlculo do espectro de
uma matriz [17, 19].

No préximo capitulo veremos como podemos obter estimativas tedricas para

a medida de nao normalidade de certas matrizes que aparecem em aplicagoes.
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Capitulo 4

Nao Normalidade em Teoria de

Sistemas

4.1 Sistemas Dinamicos Lineares

Apresentamos uma breve introducao ao sistemas dindmicos lineares invari-
antes no tempo, bem como um problema inverso conhecido como Problema de Realizacao
[3]. O objetivo é mostrar como a nao normalidade de uma matriz influencia na solugdo do
problema de realizacao.

Intuitivamente, o termo sistema refere-se a uma entidade (fisica,
econdmica etc) capaz de produzir alguma reagdo y (saida/output) como consequéncia

de um estimulo u (entrada/imput), e pode ser representado pelo seguinte diagrama:

u Yy
Sistema

Input Output

Figura 4.1: Um sistema genérico
As equagoes que descrevem um sistema podem assumir muitas formas,
podem ser equagoes lineares, equagoes nao lineares, equacoes integrais ou diferenciais,

equacoes de diferenca e outras. O tipo de equagoes depende em muito do problema a
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ser estudado e um mesmo sistema fisico por exemplo pode ser representado por varios
modelos matematicos.

Quando uma descricdo matematica é obtida, anilises do sistema do ponto
de vista quantitativo e/ou qualitativo sao sempre possiveis. Em andlise quantitativa,
estamos interessados em certas respostas do sistema quando este é excitado por certos
estimulos. Uma andlise qualitativa se concentra nas propriedades gerais do sistema, como
a estabilidade, controlabilidade e observabilidade.

Neste trabalho estamos interessados em sistemas dindmicos lineares

descritos por equacoes de estado do tipo

#(t) = Asz(t)+ Bu(t) (4.1)

y(t) = Cz(t) + Du(t), (4.2)

no caso continuo, ou por equagoes do tipo,

Xp+1 = Axy, + Buy (43)

Y& = Cxi + Duy (4.4)

no caso discreto.

Em ambos os casos, A é uma matriz quadrada de ordem n (a matriz do
sistema), B é n X ¢ (matriz de controle), C' é p x n (matriz de observagao), e D é p X q
(matriz de transmissdo). O nimero n é conhecido como ordem do sistema. Por sua vez
xx € R" up € Ry € R?, e z(t),y(t) e u(t),t > 0 sdo fungdes vetoriais de dimensao
compativel com as operacoes envolvidas. Assumiremos que o sistema é estavel, isto é,
os autovalores \;(A) satisfazem |\;(A4)| < 1 no caso discreto e Re(A;(4)) < 0, no caso
continuo.

Existem muitos problemas matematicos interessantes em conexao com sis-
temas dindmicos. Neste trabalho vamos nos restringir ao problema descrito na segao

seguinte.
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4.2 Problema de Realizacao

De agora em diante, trataremos apenas de sistemas lineares discretos in-
variantes no tempo, como os descritos pelas equagdes (4.3) e (4.4).
Se o sistema, encontra-se em repouso, a resposta y do sistema ao vetor de

entrada uy, € governada pela operagao de convolucao

k
Ye =Y Gr1u, (4.5)
i=1
em que Gj € RP?, conhecido como Parametro de Markov, é definido por

Gi=1 " k=0 (4.6)
CA* 1B, k>0.

Dado um conjunto finito de pardmetros de Markov Gy o problema de re-
alizac¢do, consiste em determinar matrizes A € R*»", B € R*?, C € RP" e D € RPY,
satisfazendo as equagoes de estado (4.3) e (4.4) e as relagoes (4.6), com A da menor or-
dem possivel. O problema admite infinitas solu¢oes mas todas elas relacionam-se com as
matrizes do modelo (4.3) e (4.4) via transformagoes de semelhanca.

A solugao do problema comega com a construcdo de uma matriz de Hankel

(maiores detalhes sobre matrizes de Hankel podem ser vistos em [6, Secao 0.9]) em bloco,

definida para [ > 1 por

G G o0 Grysa
HTS(Z) _ I+1 +2 I+ (4 7)
B Gl—H"fl Gl—H" e Gl+r+572

= prxgs

Uma, propriedade importante desta matriz é que ela pode ser fatorada como
H,,(l) = 0A" ¢, (4.8)
em que O e C sao as matrizes de observabilidade e controlabilidade, respectivamente
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definidas por,

CA
0= _ , C=[BAB --- A*'B], (4.9)

car—!

Se r,s > n, e o sistema é controlavel' e observivel?, as matrizes em (4.7) e (4.9) possuem

a seguinte propriedade,
posto(H,s(1)) = posto(Q) = posto(C) = n, (4.10)

paral > 1 e r, s > n. Daqui para frente assumiremos sempre que o sistema é controlavel
e observavel e que a matriz A é diagonalizdvel, ou seja, existe X € R™"™ tal que X é ndo

singular e A = X 'AX. A fatoragio em (4.8) pode ser reescrita como segue,
H,,() = 0OX'A-1Xx¢ = OA1C, (4.11)

em que A é uma matriz diagonal cujas entradas sdo os autovalores de A; O e C sao as

novas matrizes de observabilidade e controlabilidade, respectivamente definidas por,

C
CA

Qy
[l

, C=[BAB - A5, (4.12)

CAr-!

com C = CX~!e B=XB. Vale notar quese p=g =1, e r > s, a fatoracio em (4.11),

pode ser novamente reformulada como segue [11],

H, (1) = WIAIRW,, (4.13)

'Um sistema é dito controldvel se para qualquer estado desejado do sistema, digamos w € R", sempre
podemos encontrar uma entrada (controle) u que permita conduzir o sistema do estado inicial z(0) = 0
até o estado w.

*Um sistema é dito observdvel se permite recuperar o estado inicial 2(0) a partir de informacdes do
sinal de saida.
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em que W, é uma matriz de Vandermonde (para detalhes sobre matrizes desse tipo, ver

[6, Secao 0.9])

(1 A A2 o AT
1 A A3 - A
Wre=Wr(Ar,oo ) = | ) ) i , (4.14)
1 A A2l |
com R = diag(ry,--- ,m,) e W a submatriz de W, consistindo das s primeiras colunas.

A ferramenta malis eficiente para o problema é a fatoracdo SVD da matriz
Hankel bloco:
H, (1) = U5V, (4.15)

em que Y; é a matriz dos valores sigulares ndo nulos de H,4(1) e Uy, Vi as matrizes de
vetores singulares associados.

A propriedade (4.10) junto com a decomposicdo (4.8) formam a base para
uma série de métodos de realizagao. Entre eles, por exemplo, Zeiger e Mac-Ewen, Kung e

o de Bazén e Bavastri [13, 30, 39]. Seguem alguns comentérios gerais sobre cada método.

4.3 Alguns Métodos de Realizacgao
Observando que O e C sao de posto completo, igual a n, temos para [ = 2
A=0TH,,(2)C'. (4.16)

Agora, consideremos a decomposi¢do SVD da matriz Hankel em bloco dada em (4.15).

Esta decomposi¢do pode ser reescrita nos moldes de (4.8), como segue,

H,,(1) = U, s)?51?vT, (4.17)

e deste modo podemos tomar
O=t%1? e C=3x*V. (4.18)
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4.3.1 Meétodo de Zeiger-Mac Ewen

O método de Zeiger-Mac Ewen utiliza essas estimativas em (4.16) para

obter a matriz do sistema [39],

Azy = S7PUTH, Vs 2 (4.19)
As matrizes B, C e D séao
1/2+,T
Bz = E/°Vi(1:n,1:p), (4.20)
Czmy = Ui(l:q,1: n)Zi/z, (4.21)
Dy = G (4.22)

A notagao A(1 :n,1: p) significa a submatriz de A formada por suas n primeiras linhas e
p primeiras colunas.
Nos dois métodos apresentados a seguir, concentrar-nos-emos apenas na

matriz do sistema.

4.3.2 Meétodo de Kung

Este método estd baseado na propriedade de invaridncia ao deslocamento
(shift-invariant) das matrizes de observabilidade e controlabilidade [39]. Especificamente,
considere a estimativa para a matriz de controlabilidade definida em (4.18) e definamos,

as matrizes V, e V da seguinte forma:

Vis—
= (=vaxn | _ | Qoxn . (4.23)
XM | Pyxn V((s-1)q)xn
Entao a invaridncia ao deslocamento da matriz O nos permite deduzir que,
VA=V. (4.24)

Resolvendo a equagao via pseudo-inversao obtemos
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Ag =V'v, (4.25)

que é a matriz do sistema proposto pelo método de Kung [30].

4.3.3 Método de Bazan e Bavastri

O método estd baseado na propriedade de invaridncia ao deslocamento da
matriz de Hankel e na relacao

Hrs(2) = Hrs(l)Fa (4'26)

em que F' é uma matriz companheira [6, Se¢do 3.3] em bloco definida por

0 0 0 X
I, 0 -« 0 X,
F=10 1, --- 0 X3
0 0 - I, X, |

Aqui, X é um vetor em bloco obtido do sistema linear
H, ()X = b, (4.27)

com b sendo a tltima coluna (bloco) da matriz H,¢(2). A decomposicdo SVD da matriz
H,s(1) fornece as matrizes de Observabilidade e Controlabilidade em (4.18). Usando isso

na relacao (4.26), como O, C sdo de posto completo, obtemos,
AC=CF = A=CFC.

~ 1 2 .
Uma vez que podemos tomar C = 21/ V', usando o fato de V; ter colunas ortonormais e,

portanto, VlT = V', obtemos

AC=CF = A=CFC' = A=x/*VIFvs;"%
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A matriz do método de Bazdn e Bavastri [13] é definida por
Agy = V{'FV;. (4.28)

De agora em diante, vamos considerar p = ¢ = 1, e com esta restricao
queremos estimar algumas medidas de nao normalidade da matriz do sistema A, de cada

um dos métodos introduzidos na Se¢ao 4.3.

4.4 Estimativas de Nao Normalidade para a Matriz Ay

Nesta secao, vamos analizar estimativas das medidas de ndo normalidade
com Lo, 43 € ii4, para a matriz do método de Bazan e Bavastri. Os dois lemas a seguir
serdo utilizados nessas andlizes. Por questao de simplicidade, denotaremos Apy apenas

por A, e Vi apenas por V.

Lema 4.4.1 Seja a matriz do método de Bazin e Bavastri, A=VTFV, entdo,
AAT = T+ VP22V —VTeel v,
em que x € a solugdo de norma minima do sistema
H,;(1)z = b, (4.29)

onde b é a dltima coluna de de H,4(2), e e1 € o primeiro vetor da base candnica.

Demonstracgao: Notemos que,
AAT =VTFVVTETV. (4.30)

Da fatoracao de H,s(l) dada em (4.8) e da SVD de H,4(1) em (4.15), junto com a
Definicdo 1.5.3, segue que tanto as colunas de V quanto as de CT sio duas bases para
o mesmo subespaco, a saber R(H/ (1)) e, portanto, existe uma matriz nio singular X, tal
que

Vv =CrX. (4.31)
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Além disso, da relagdo (4.8) decorre que
H,,(2) = H,,(1)F < OAC = OCF
Por outro lado, como AC = CF, obtemos
Frcl =ctAr. (4.32)
Logo, substituindo (4.31) e (4.32) em (4.30), temos:

AAT = VTFVVTFTCTX

= VITFVVTCcTATX. (4.33)

Como VVT ¢ a projecio ortogonal (note (1.20)) sobre o subespago das colunas de CT

tem-se VVICT = C7 e, aplicando isso em (4.33), obtemos

AAT = VTFRCTATX

= VIFFTCTX
= VI'FFTV (4.34)
Ainda, F = [e,e3,--- ,e,,x] e a expressdo (4.34) pode ser calculada explicitamente,

AAT = VTFFTV
= VT(ezeg + e + enez; + IE:L‘T)V
= Vel V4+VTered V- + Vel V+ V7izaTV - Vel vV

= T4+ VT2’V —vTerelV,

o que conclui a demonstragao. [
O préximo lema estabelece os autovalores de AA” e, em consequéncia, os

valores singulares de A.

Lema 4.4.2 Se A = VI'FV e py € a primeira coluna de P = VV7T, o0s autovalores de
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AAT sdo,

2+ |21 — llp1 13 + v/(I=]3 + Ip1]5)? — 4z*pa]?

51 = 2 )

& = 1L,2<j<n-1

e, = 2F 2113 = [lpoll3 — /(3 + llp1]3)? — 4f*p1[?

n - .
2

Demonstracao: A demonstracdo comega com a observagao de que a expressao dada no
Lema 4.4.1 pode ser reescrita como

zIvT

AAT =T+ [Vz Ve : (4.35)
Ty T
_61 V

Note que a matriz

.Z'TVT
[Vz Ve] (4.36)
—elTVT

tem posto 2 e portanto possui apenas dois autovalores nao nulos. Dai, concluimos que

AAT tem n — 2 autovalores iguais a 1 e os dois restantes sdo autovalores da matriz

A - lzllz P _ (4.37)

—zTpr 1—|pl3

Este fato é devido a que, pelo Lema 1.8.6,

.’ETVT IL'TVT
M Ve Ve = A Vz Ve] | (J{0,--,0}.
—el'vT —el V7T TT

O polinémio caracteristico de A, é

p(N) =2 = 2+ [l2ll3 = IpalI3) A+ 1+ 23 = llpsll3 — Izl llpel3 + l2"pof?,  (4.38)

cujas raizes sdo &1 e &, acima enunciadas. [
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4.4.1 Estimativa para us

Teorema 4.4.3 A medida de nao normalidade us(Apy) é dada por

n

n
pa(A) = | n =1+ llzl3llp 3 + [T 1212 = T2 = D Il
j=1 i=1

Demonstragao: A demonstracao sera feita em dois passos. No primeiro, tomando traco
em ambos os membros da expressao dada no Lema 4.4.1, e usando a propriedade de traco

descrita no Lema 1.8.7, obtemos

142 = n+tr(Vizz"V) — tr(VTere] V)
= n+tr(VVTzzT) —tr(el VVTe)
= n+tr(zz?) —tr(fVVIVVTe)
= n+|z|z - tr(VVTe)T(VVTe)
= n+ |z} - pim

= n+ |zl - 3 (4.39)

devido & z pertencer ao subespaco das colunas de CT e & Definicao 1.5.3, sendo p; a

primeira coluna de P = VV7T. Portanto, de (4.39) decorre que

pa(4) = yfn+ 2l — ool — [AI3 (4.40)

No segundo passo, do polinémio dado em (4.38), obtém-se que

n
TT 1217 = det(A4") = (1 + [l2l3) (1 — Ip1lI3) + [pf /%, (4.41)
j=1
ou seja,
n
(13 = llpall3 = lzl3llpall3 — 1= T2 + T 121, (4.42)
=1
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e assim, u3 pode ser reescrita como

n n
ps(A) = | n =1+ [lzl3llpell3 + T 212 = T2l = Y Il

o que demonstra o teorema. [
Esta expressio torna-se consideravelmente mais simples quando ||z||2 ~ 0
2 =

e |Aj| = 1, pois neste caso obtém-se que

indicando assim que a matriz A do método de Bazdn e Bavastri torna-se muito préxima,
de ser normal.

O Teorema 4.4.5 mostra que a condi¢do ||z||3 ~ 0 pode ser atingida aumen-
tando-se de forma conveniente a dimensao da matriz de Hankel H, ;(1). Para demonstré-lo,

vamos introduzir o seguinte lema preliminar.

Lema 4.4.4 Consideremos a matriz de Vandermonde dada em (4.14). Entdo, temos que
Wi lla < 11wl

Demonstragao: Provaremos que omin(Wst1) > omin(Ws). Para tal, iniciaremos obser-

vando que a matriz W, 1, pode ser decomposta em blocos da seguinte maneira
W1 = [Ws | 9], (4.43)
em que y é a dltima coluna de Wy;. Segue da decomposicao (4.43) que,
Ws Wi = WW] +yy”. (4.44)

Notemos que W, 1 W, | tem dimensdo (s+1) x (s+1) e W, ;W1 é de dimensdo n x n.

Aplicando o Lema 1.8.6, temos que o espectro nao nulo obedece & relacao,

AW i Wep1) = AWs 1 WL y). (4.45)
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Agora, tomando z o autovetor associado ao autovalor Amin(Ws11 W, ), ndo nulo, decorre

de (4.44) com a aplicagdo do Lema 1.8.5 que,

02inWsi1) = Amin(Ws1 W5 ))
= Z*(WeiWi )z
= Z'W W]z +z"yy* =
> Amin(WsW7) + 2

Ur2nin(W8) + ﬂQa
com 3 = |y*z|2. Portanto, segue do Lema 1.8.2 que

WS lle = 0mh (Wai1) < omia(Wy) = [[W] 2. O

mn

O Lema 4.4.4 diz essencialmente, que ||W5]L ||2 é limitada superiormente e assume seu valor
méximo quando s = n em (4.14). Esta informacdo é crucial para a demonstracdo do

teorema seguinte.

Teorema 4.4.5 Sejam H, (1) a matriz de Hankel introduzida em (4.7) (com | = 1),

p=q=1er >s. Entao
|zl — 0 gquando s — oo

Demonstragao: Em primeiro lugar, vamos observar que como b é tultima coluna da
matrix H,4(2), e estamos considerando p = ¢ = 1, entao o sistema dado em (4.29) pode

ser reformulado em termos de (4.13), e a solu¢do de norma minima é dada por
= Hi,(1)b=WiA%, come=][1,---,1]T, (4.46)
Assim, segue de (4.46) que,

lzlle = IWiA%e]lz < [WHIA%||2]le]l2 = W ]vne?,
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em que @« = max |\;|, 1 < i < n com ); as entradas da diagonal de A. Como estamos

supondo que |A(A4)| < 1, isto, junto com o Lema 4.4.4, nos d4

s—o00 = |lz|]2 — 0.0

’

Nota: Da equivaléncia dada por (4.46) conclui-se que aumentar a dimensao de H,s(1) é
0 mesmo que aumentar o nimero de colunas de W.

Sobre a condigdo |A;| ~ 1, a experiéncia tem mostrado que os sistemas que
aparecem nas aplicacoes, em geral, possuem esta propriedade , o que indica que a andlise
de nao normalidade estd baseada em hipéteses bastante razoaveis. No préximo capitulo

ilustraremos numericamente estes fatos.

4.4.2 Estimativa para

Uma outra estimativa pode ser feita baseada nos autovalores e valores sin-
gulares da matriz do sistema Apy. O seguinte teorema é uma das estimativas originais

sobre as quais nos referimos co capitulo introdutério.

Teorema 4.4.6 Supondo que || > |A2| > -+ > |\y|, a medida de ndo normalidade

pa(Apy) € determinada por
pa(Apy) = max{o1(4) = 1,1 — [An—1],[An] — on(a)}

Demonstragao: Como os valores singulares de A sdo o1, o, e (n —2) vezes, o valor 1, e

para 1 <4 <n vale |\;(4)| < 1, temos,
pa(A) = m;fiX|0i —[Ail | = max{o1 — 1,1 — [Ap—1], [An| — on},

pois estamos supondo que os autovalores estao ordenados em valor absoluto. [
O préximo lema nos permite analisar o comportamento de p4 como fungao

da dimensdo da matriz de Hankel H,s(I).
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Lema 4.4.7 O maior e o menor valor singular de A satisfazem
A V2 < <1<a(4)< (1 2)1/2
HI J(+[l2]13) on(A) <1< 01(A) < (L+[lzfz)

Demonstracao: Consideremos os autovalores &; e &, determinados no Lema 4.4.2.
Tomemos u € C" unitario tal que u*V%'e; = 0. Agora, no Lema 4.4.1, com z = Vg

ey =VTey, temos
w* AATu = v Tu 4 u*zz*u — uy*u = 1 + |u*z|2
Tome v o autovetor associado ao autovalor A;, normalizado. Do Lema 1.8.5 vem que

& =v*AATY = max wAATu > 1+ [utz* > 1

llull=1
Analogamente, prova-se que se ¥ é o autovetor associado ao autovalor \,, normalizado, e

u € C" é unitério, entao

bn =0 AATH = ”Ir|1‘1n wAATY <1 - |u*y)? < 1.
ul|=1

Por outro lado,

2+ |21 — Ipall3 + v/(l=]13 + llpa[13)? — 4]z*ps [*

SEES 5
< 2+ =03 + VI3 + lIpalI3)?
- 2
242l
2
= 1+ |z]|3, ouseja
& < 14zl3
logo,
of <1+ |3, (4.47)

que é a ultima desigualdade do lema.
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Para a primeira desigualdade, usando o Lema 1.8.11 e a equagao (4.47),

obtemos,

_H (A = o7 (Aot (4) < op(A)(1+ |z]3)

e portanto

LTI+ 1z13) 7 < o,
j=1

provando assim o Lema 4.4.7. O
Assim, sempre que a matriz Hankel é suficientemente grande, ou seja, de

acordo com o Teorema 4.4.5, sempre que ||z||2 = 0, o Lema 4.4.7 nos fornece

n
TT 1% = on(A) < 1Al < 17 01(4). (4.48)
=1

Com a hipétese ||z||2 & 0, pa pode ser estimada apenas em funcio dos

autovalores de A, como vemos a seguir

n
pa(A) ~ max{1l — max |\;|,min|X;] — [T [As1}- (4.49)
j=1
Portanto, sempre que |A;| =~ 1 e a dimensdo da matriz Hankel é suficiente-

mente grande, obtemos

,u4(A) =~ 0.

4.4.3 Estimativa para .

O Teorema, 4.4.8 abaixo, é também uma estimativa original deste trabalho

e, estabelece uma limitante superior para a medida de nao normalidade ps(Agy).

Teorema 4.4.8 Seja 0 = {01,1...1,0,} 0 espectro singular de Agy. A medida de ndo
n—2
normalidade po(Apy) € limitada superiormente por

4
I, w}”

n
o1/4 {ai‘ Y240k ln — 1+ TP+ el — ol | = (13
2

i=1

Demonstragao: A demonstracio se dard com o auxilio de dois lemas.

65



Lema 4.4.9 Se A é a matriz do método de Bazdn e Bavastri e o1, o, $40 seu maior e

menor valor singular, entdo
|AA* |} =0t +n—2+0)

Demonstragio: Consideremos A = ULV* a SVD de A. Temos que (AA*)? = US*U*

e, portanto, pelas mesmas observacoes da Secdo 4.4.1 sobre os autovalores de AA*, temos
|AA*||% = tr(AA*)? = tr(USU*) = o} +n — 2 + o,

0 que conclui a prova do lema. O

Lema 4.4.10 Se A € a matriz do método de Bazdn e Bavastri, entdo

[Tie, il

n
T
1A% = (0 — 1+ [T INl® + N2 3llpall3 — o7 2?) N 5
+ ll=ll3

=1

com x e p1 conforme o Lema 4.4.1.

Demonstragao: Usando a propriedade de traco dada pelo Lema 1.8.7, e as relacoes

(4.31) e (4.32) temos
1A%% = a(4%)"A%)

= tw(VIFTVVTFTYVTFVVTEV)

(
= w(VIFVVIFVVTFTVVTFTY)
= tr(VIFVVTFFTFTV)

(

= w(VIFVVTFFTFTV)T
= w[VIFX(F%)TV]. (4.50)
A expressio (4.50) pode ser de fato calculada e se obtém

VIFAF)TV = Vel VA VT 4+ VetV + Viaa vV + Viyy'v

lpsll3 + -+« + llpallz + 12113 + llyli3, (4.51)
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sendo p; i = 1,n a 1-ésima coluna do projetor P = VV7T, z dado em (4.29) e y = Fx com
F dada em (4.26).

Desde que z # 0, usando o Lema 1.8.5 podemos estimar a norma de y, em
termos da norma de z. Também a norma de z, em termos da norma de p, (a n-ésima
coluna de P = VVT); e para 2 < i < n, podemos estimar a norma de p; em termos da
norma, de p;_1.

De fato, como y = F'z e = pertence ao subespaco das colunas de C” entdo,

y=FVVTz, logo,

Iyl = te(VTyy"V)

= tr(VIFVV 2" VVTFTY)

= tr(AV 22"V AT)
(

= tr(Agy’ A7), (4.52)

em que § = VTz. Aplicando o Lema 1.8.7 em (4.52), obtemos,

Iyl = w(G"AT A7)
— AT Ay
> 2(A)FI3 (4.53)
= 2(A)]el3- (4.54)

Notemos que (4.53) decorre do Lema 1.8.5 e (4.54) segue do fato de ||V z||; = ||z||2, pois
V tem colunas ortonormais.
Usando a relagdo dada em (4.46), prova-se que ||z||3 > o2||p,|3. De fato,

primeiro observemos que

z = WA
= WJIAA®* e

= WIAW WA e (4.55)
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A 1ltima equacao decorre do fato de WSWSJr = I. Agora, da fatoracido de H,4(l) dada em
(4.13) e da relacao H,s(2) = H,s(1)F, obtemos a relagdo W;F = AWj e substituindo isso
em (4.55), temos

r = WIW,FWIA* e
= W]W,Fp,

= VVIFp,. (4.56)

A segunda equacao segue de WiAS—le = p, a n-ésima coluna da projecio VV7, e, (4.56)

vem de WiW, = VVT. Portanto,
z=VVTFp, =VTz=VTFp,=VTFvVvTy, = Ap,,

ou seja, valendo-nos novamente do Lema 1.8.7, do fato de V ter colunas ortonormais e o

Lema 1.8.5, obtemos:

lzll3 = [[VTz|3 = tr(Apaby AT) = tr(p, AT Apy)

= ﬁgATAﬁn > 0721||pn||% (4'57)

Da mesma forma, temos para 2 < i < s, com aplicagao dos dois lemas acima, citados e da

referida propriedade de V,

pi = WINTle=WIAN T2 = WIAW,W]A 2
= WIW FWIN2e = WIW,Fp;_,

= VVTFpZ'_l, — VT.’I,‘ = VTFpi_l = VTFVVTpZ'_l = Aﬁi—l- (458)

Portanto de (4.58), segue que

913 IVTpill3 = tr(Api15; 1 AT) = tr(p] 1 AT Api-1)

= P ATApi 1 > opllpiall3- (4.59)
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Substituindo as trés estimativas, a saber (4.54), (4.57) e (4.59), em (4.51), obtemos

14%1% > (lp2ll3 + -+ llpall2 + |2]3) o7
= [|Al% on
= (n—2+02+02) 02 (4.60)

Como os valores singulares de A sdo dados pelo Lema 4.4.2 | concluimos que

W
_ iz IME (4.61)
o1

)
3N

Também, observando o polinémio caracteristico da matriz A, em (4.38) percebe-se que

0? + 02 =2+ ||z||3 — |lp1||? e isto, junto com (4.42), implica em

n
of +an =1+ [T NP+ llzlBllp1 3 — [T = (4.62)

=1

Substituindo (4.61) e (4.62) em (4.60), obtemos

g [T Il
i— )
1423 > (n = 1+ T INP + [z l3 115 — o] =) =20 (4.63)
o 1+ o3
concluindo a demonstracao do Lema 4.4.10. [
O Teorema 4.4.8, segue dos Lemas 4.4.9 e 4.4.10 aplicados ao
Lema 1.8.1. O
Assim, com a hipétese de s suficientemente grande, pelo Teorema 4.4.5
obtemos ||:c||% ~ 0 e, portanto, o limitante superior dado pelo Teorema 4.4.8 nao mais

depende de x e pode ser reescrito como

n n 1/4
21/4{a;*+n—2+a;§— [n—1+H|AZ~|2] H|>\,~|2} : (4.64)

i=1 i=1
Se, além disso, |\;| ~ 1, 1 <4 < n, decorre do Lema 4.4.7 que of, o} ~ 1

e, por sua vez,
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i=1 =1

n n 1/4
21/4 {U%+n—2+afl— |:n_1+H|)\Z|2]H|)\Z|2} ~0 :>H2(ABV)an

indicando assim que se [A\;| = 1, 1 < i < n e a dimensdao da matriz de Hankel H,4(1) é
suficientemente grande, entdo a matriz do método de Bazan e Bavastri estd bem préxima

de ser normal.

4.5 Relacoes Entre Alguns Métodos de Realizacao e Esti-

mativas para u(Agx) e u(Azu).

As estimativas feitas na segdo precedente sdo muito importantes. Gragcas
ao proximo teorema, podemos lancar mao delas para obter estimativas para as matrizes

dos outros métodos descritas em (4.19) e (4.25).

Teorema 4.5.1 Assumamos que os parametros de Markov sejam conhecidos ezatamente.

Sejam Azn, Ak e Ay as matrizes do sistema discreto definido pelas equacoes (4.3) e

(4.4). Entao

1/2

Azmv = ABVE_l/Q

(4.65)
Ax = AL,. (4.66)

Demonstragao: Temos, da definicdo da matriz Az, em (4.19) e das relagoes (4.15) e

(4.26), que

Az = STYPUTH, (1)FVsY?
= 3, 2UTu s VI Fv e, P
= » o vIFvs, 2
_ 21/21/1TFV12*1/2

1/2

_ ABVZ—l/z

70



o que prova (4.65).

A demonstragio de (4.66) precisa do seguinte resultado auxiliar:

Lema 4.5.2 A matriz Ax tem uma decomposi¢ao da forma
A = (VIC) AT (') = (VIcT) AT (vTcT) L.

Demonstragao: Primeiro, vamos lembrar da representacao de V; dada em (4.23). Esta

representagao, junto com as relagoes (4.31) e (4.9), permite-nos concluir que

_ STy -
BTATX Vv
: P 14
| BTAG-D"X |

em que V e V sdo de dimensdo (s(g—1)) xn, P e Q de dimensdo ¢ x n. Assim analisando

(4.67) fica claro que podemos escrever

= T X, (4.68)

< <l
|

= ¢l A"x, (4.69)

em que CST_1 representa as s — 1 primeiras linhas de C”. Portanto, das relacdes (4.68) e

4.69) e dos fatos de CL_, ter posto completo e X ser nio singular, concluimos que
s—1

vy = x-icTt el ATx
= vTrcTcr cT  ATC Y,
= (AT (C"'w)
= (vIcT) AT (vifeh)—t (4.70)
E relevante observar que, como V1V1T é a projecao ortogonal sobre o subespago gerado

pelas colunas de CT, temos ViV CT = CT, ou seja, V1 VI = CTC™. Entao CTCT' 6 a

projecao ortogonal sobre o subespaco das colunas de V;. Isto permite provar facilmente
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que CT'v;, = (VIcT)=1) o que justifica a tltima igualdade em (4.70). O
Continuando com a prova do teorema, observemos que, como P = ViV{! é

a projecio ortogonal sobre o subespaco coluna da matriz CT, segue de (4.32) que
FTvivEcT =wvivifcT AT, (4.71)

e multiplicando os termos da equagio (4.71) & direita por (V;'CT)~! e & esquerda por V{T,
segue que

VITFT‘/lV'chT(‘/chT)—l _ ‘/IT‘/IV'chTAT(VchT)—l’

ou seja,

‘GTFTW — (VvchT)AT(V'chT)fl’

a qual, junto com o Lema 4.5.2, demonstra (4.66). O
Como consequéncia imediata da relagao (4.66) estabelecida no Teorema 4.5.1,

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.5.3 Com as notagoes da se¢do precedente, valem

p3(Ax) = ps(Apv); (4.72)
pa(Ar) = pa(Apv); (4.73)
p2(Ak) = p2(Apv). (4.74)

4.6 Consideracoes Finais

e A equagdo (4.65) do Teorema 4.5.1, nos diz essencialmente que Azpy e Apy sdo
semelhantes e portanto tém os mesmos autovalores. Um aspecto interessante em
relacdo a estas matrizes é que se ambas forem calculadas a partir de dados perturba-
dos, H,4(l) = H,(l) + E, conforme ocorre em aplicacoes, as estimativas Az e Agy
também tém os mesmos autovalores perturbados [11]. Este fato é importante ja que,
como o erro nos autovalores |A; — :\Z| ¢ 0 mesmo a partir de ambas as matrizes, basta
analizar apenas a sensibilidade do problema de autovalores associado & matriz Agy/,

o que ja foi feito na secao precedente.
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e Deve-se enfatizar que a andlise desenvolvida foi para sistemas com entrada e resposta
simples (p = ¢ = 1). Um ponto que deve ser analisado é portanto a influéncia que pro-
duz o niimero de entradas sobre as diferentes medidas de nao normalidade descritas
acima. Infelizmente, ndo existe na literatura nada a respeito. Porém mostraremos,
com ilustragoes numéricas, que pode haver uma grande melhora quando ¢ > 1,

mesmo que para o caso de autovalores muito préximos.
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Capitulo 5

Experimentos Numéricos

Neste capitulo apresentamos alguns experimentos numéricos para ilustrar
a teoria desenvolvida nos capitulos precedentes. Todos os resultados numéricos foram

obtidos usando Matlab.

Exemplo 1: Protétipo de um Prédio

Consideremos um sistema vibratério com entrada e resposta simples

(p = g =1). Neste exemplo os parametros de Markov sao descritos por

T T
G = E rj/\f = E rjesfmk,
Jj=1 J=1

em que r; = —0.1366 + 02490z, 71, ro = 0.7294 4+ 0.5743¢, 72, r3 = —0.3162 + 0.0844:, 73,
r4 = 1.3284 + 0.62657, 74, r5 = —0.0591 + 0.19584, 75 e, os X's, os autovalores do sistema,
sdo os mesmos dados na Tabela 1 (ver pg. 5 - Introdugdo). Estes autovalores provém de
uma estrutura real (detalhes em [10, 13]).

Veremos como se comportam as medidas de nao normalidade po, u3 € p4,
da matriz Ay, de ordem 10, calculados de acordo com a defini¢ao de cada medida intro-
duzida na Segdo 2.1, como fun¢ido da dimensdo da matriz de Hankel H,4(1), com r = s.
Também calculamos o nimero de Henrici (3.13), a norma da solugdo z, do sistema dado
em (4.29), bem como os nimeros de condigdo para os autovalores da matriz Apy, e suas

respectivas cotas superiores dadas pelo Teorema 3.2.1.
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As Figuras 5.1 e 5.2 mostram em respectivas escalas logaritmica e normal
o comportamento das medidas p2(Apy), us(Apy), e pa(Apy), como funcio da dimensdo
da matriz de Hankel (eixo z). Note-se que as medidas sao bastante elevadas, para as
dimensoes inicias (10 a 20), mas que com n moderado, n = 50 por exemplo, as medidas de
ndo normalidade ja se aproximam de zero, indicando que a matriz Agy estd bem préxima,

de ser normal. Isto é consequéncia do Teorema 4.4.5 e de |\;| = 1, conforme Tabela 1.

Escala log.
T

——T

Figura 5.1: po : linha tracejada; ps : linha pontilhada; p4 : linha continua.

Escala normal
T

180

160

140

————

120

100 |
80

60

Figura 5.2: po : linha tracejada; ps : linha pontilhada; w4 : linha continua.
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No caso do Teorema, 4.4.5 é digno de notar que a condigaos —> oo é exa-
gerada, pois a Figura 5.3, que apresenta o decaimento da norma de z, solu¢do do sistema
(4.29), como funcdo da dimensdo de H,s(l), comprova que com um pequeno aumento na
dimensdo s se obtém uma queda significativa em ||z||3. Na Figura 5.4, temos o compor-

x 10" Escala normal
18 T T

10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 5.3: ||z||3 como funcio da dimens?o.

x 10° Escala normal
25 T T

15 T

10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 5.4: Nimero de Henrici He, como funcao da dimensao.

tamento do ntimero de Henrici. Este ntimero de Henrici com valor reduzido, nao significa
que a matriz ndo possa apresentar sensibilidade espectral. E importante lembrar que este

valor indica alta sensibilidade, se for elevado. Isto de fato é observado para dimensdes 10,
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ou 12, da matriz de Hankel.

A seguir, nas Figuras 5.5 e 5.6, vemos a representagdo de uo, bem como da

limitante para uo estabelecida no Teorema 4.4.8.

Escala normal

900 T T

700

600 -

500

400 -

300

200 |

100 |

-100 L L L L I I
10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 5.5: po : linha continua; limitante: linha tracejada

Escala log.

Figura 5.6: o : linha continua; limitante: linha tracejada

Observemos que o grafico em escala normal indica que o limitante superior
dado pelo Teorema 4.4.8 é bastante préximo da medida de ndo normalidade calculada

de acordo com a definicdo de uo. Isto mostra que de fato as andlises feitas para po na
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Secdo 4.4.3 estdo corretas, uma vez que, neste exemplo, as hipéteses |\j| ~ 1 e ||z]|3 ~ 0
sdo satisfeitas, a ltima com o aumento da dimensao de H,4(l).

Finalmente na Figura 5.7, apresentamos os ntimeros de condigao calculados
para alguns autovalores com a funcao condeig, do Matlab. Também sao apresentadas as
respectivas limitantes estabelecidas no Teorema, 3.2.1. Na questao do condicionamento, a

Escala log.
70 T

50 b

40 B

Figura 5.7: £(});) :linha continua; limitantes: linha pontilhada.

Figura 5.7 comprova o que a teoria previa. Uma medida de nao normalidade pequena, ou
seja, préxima de zero, junto com uma separacdo entre os autovalores adequada, faz com
que estes se tornem bem condidionados. O reflexo destes dois fatos sobre as limitantes do

Terorema 3.2.1 é percebido nas maiores dimensoes (> 50) da matriz de Hankel.

Exemplo 2

No terceiro exemplo do capitulo introdutério, apresentamos a familia de
matrizes S,. Observamos que para valores de v maiores que zero, as matrizes A, e B,
apresentaram uma crescente instabilidade no seu espectro (Figura 4 - Introdugéo). Naquele
momento, afirmamos que o pardmetro v governa a medida de ndo normalidade das matrizes

em questao. De fato,
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u3(S,) 1017 = 1A

n

— ZZ INi(S) + (p = 1) =Y INi(Sy)|

i=1
= (p—1)2 (5.1)

Assim, fica provado que p3(S,) cresce linearmente com v.

Vale notar, que o espectro de S, nao sofre influéncia de v. Isto se deve ao
fato de a matriz S, j4 estar em sua forma triangular em blocos.

A seguir, na Figura 5.8, ilustramos como o ntimero de Henrici calculado
para A, e B, de dimensao n = 40, cresce como fungdo de v. Isto indica como mencionado

x10° n=40
10 .

0 I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 5.8: Numero de Henrici He como funcao de v, para n = 40.

na Secdo 3.2, que se este niimero for grande, tem-se um indicador de alta sensibilidade no

espectro de uma dada matriz.

Exemplo 3: Mini-Mast Model

Os dados deste experimento provém de uma, estrutura real, conhecida como
Mini-Mast. A Mini-Mast é uma viga estrutural usada para pesquisa em dindmica estru-

tural e controle ativo de vibragdes na NASA Langley Research Center. As equacbes que
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modelam este sistema, sao:

#(t) = Az(t)+ Bu(t) (5.2)

y(t) = Cux(t). (5.3)

As entradas das A, B, e C, podem ser encontradas em [34]. Neste experimento os

parametros de Markov sdo dados por
Gy = Ce*™™ B k=0,1,---,

e os autovalores da matriz A do sistema discreto associado ao modelo continuo (5.2) séo
Aj = e%iBt com sj = —aj £ Bji, dados na Tabela 5.1. O simbolo §; denota a separacao

dos autovalores X’s. Aqui At, a taxa de amostragem, foi tomada como At = 0,03s.

Tabela 5.1: Dados para o Mini-Mast Model

il e | B ML 8]
11 0.32907 | 27.42011 | 0.99017 | 0.32299
2 1 0.38683 | 38.68230 | 0.98846 | 0.00982
3 | 0.38352 | 38.35103 | 0.98856 | 0.00982
4
5

0.09066 | 5.03555 | 0.99728 | 0.00011
0.09055 | 5.03176 | 0.99728 | 0.00011

Apresentamos na Tabela 5.2 os ntimeros de condicao para os autovalores
Aj, para os casos p = ¢ = 1 (entrada e resposta simples) e para p = 2, ¢ = 2 (entrada e
resposta dupla). Os resultados foram obtidos utilizando matrizes de Hankel em blocos 2 x 2
cujas dimensoées variam de s = 10 a s = 20. A Tabela 5.1 mostra que as separacoes entre os
autovalores da matriz do sistema é muito pequena, ou seja, trata-se de um caso de “quase
multiplicidade”. O reflexo desta proximidade é apresentado na Tabela 5.2. Notemos que
ali, para ¢ = 1 (entrada e resposta simples), o condicionamento dos autovalores torna-
se muito ruim. Agora, com g = 2, a mesma tabela indica uma melhora significativa no
condicionamento dos autovalores. Este fendmeno sugere que aumentando-se o nimero de
entradas (ou seja ¢ > 1), o condicionamento dos autovalores melhora, e por conseguinte

sua sensibilidade diminui.
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Tabela 5.2: Numeros de condicao do A;.

‘ /ﬁ:j,l,S:lO ‘ fij’l,s:QO ‘Kj’2,5:10‘f<;j’2’5:20‘

U R W N .

0.00017 x 107
0.00127 x 107
0.00136 x 107
3.10889 x 107
3.11084 x 107

0.00130 x 103
0.02310 x 103
0.02311 x 103
4.75131 x 10°
4.75306 x 103

1.84786 1.00766
1.20076 1.00611
1.71432 1.00758
1.52448 1.00447
2.15234 1.00587

O aumento do ntimero de entradas do sistema também tem um profundo

impacto sobre as medidas de nao normalidade. A Figura 5.9 mostra como se comporta a

medida de nao normalidade pu3 para os casos ¢ = 1 e ¢

de colunas bloco da matriz de Hankel.

Para o caso ¢

2, como funcao do ntmero

2, a medida p3 da matriz

Apy correspondente a 10, 12 e 14 colunas bloco da matriz de Hankel, atinge os valores

p3 = 1.8803, pus = 0.7652, e puz = 0.5756, respectivamente.

180

160

1401 \

120 \

100

80 \

60

401 \

20

oF

-20 I

10 11

I
13 14 15 16
Colunas bloco

Figura 5.9: ps para ¢ = 2 : linha continua;
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Conclusoes

A relevancia de um estudo sobre Medidas de nao normalidade é indicada
pelos exemplos de aplicagoes as quais matrizes ndo normais sao associadas. Algumas em
areas das ciéncias aplicadas em pleno desenvolvimento. Como a influéncia de grande nao
normalidade nessas aplicagoes vem sendo esclarecida apenas nos ultimos anos, entender
esta questao podera representar algum tipo de diferencial tedrico na resolugdo de proble-
mas.

O estudo do problema da sensibilidade do espectro de uma matriz nio é
uma, tarefa ficil, haja vista ndo haver um tnico fator que determina se este espectro serd
ou nao sensivel a variacoes nas entradas da matriz.

Mesmo que uma maftriz seja quase normal, ou seja, que as medidas de nao
normalidade sejam préximas de zero, ainda assim podem existir autovalores extremamente
sensiveis, como resultado da multiplicidade. O exemplo 1, no capitulo introdutério ilustra
este efeito. Ali, a medida de ndo normalidade da matriz J,,, po(J,) = 21/4, Logo, néo re-
presenta, de fato, grande nao normalidade, porém também nao indica baixa sensibilidade.

Quando o problema de multiplicidade nao existe, as medidas de nao norma-
lidade podem dar muitas informacoes sobre a sensibilidade dos autovalores de uma dada
matriz, conforme apresentado no Capitulo 3 e ilustrado no Capitulo 5. Neste contexto, os
experimentos com a familia de matrizes S,, comprovam, de acordo com a teoria introduzida
no Capitulo 3, que grande ndo normalidade, assim como a multiplicidade, implica neces-
sariamente em alta sensibilidade espectral. Neste sentido, o nimero de Henrici mostrou
ser um bom indicativo para uma potencial sensibilidade.

No Capitulo 4 mostramos que as medidas de ndo normalidade sdo fer-

ramentas eficientes para fazer andlises a priori sobre a sensibilidade dos autovalores das
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matrizes de certos problemas, embora naturalmente muitas ferramentas tedricas possam
ser necessarias. Os experimentos realizados no Capitulo 5 comprovam que a pratica reflete
bem a teoria, como seria de esperar.

Enfim, concluimos que um estudo sobre nao normalidade apresenta resul-
tados que explicam muitos fenémenos inesperados que ocorrem quando se trabalha em
aritmética finita, especialmente, em nosso enfoque, no campo da sensibilidade espectral.
Este estudo poderia se estender a investigar a influéncia de nao normalidade sobre métodos
iterativos baseados em iteracao de subespagos. Um outro campo para futuros desenvolvi-
mentos é avaliar o comportamento das medidas de nao normalidade em sistemas dindmicos
discretos com entrada e resposta multiplas. Neste campo, pelo menos, alguns experimen-
tos numéricos tém sinalizado uma visivel melhora ndo apenas no condicionamento dos
autovalores das matrizes do sistema (mesmo para autovalores bem préximos), e em con-
sequéncia a reducao na sensibilidade desses autovalores, mas também nas medidas de nao
normalidade.

Como as matrizes dos sistemas sdo obtidas por meio de dados contaminados
por ruidos, estimativas para o erro nos autovalores das matrizes do sistema poderiam ser
feitas. Para o caso p = ¢ = 1, essas estimativas foram discutidas em [15] e recentemente
aperfeicoadas em [12]. Para o caso p,q > 2 nao existem resultados na literatura. Este é

certamente um campo promissor para futuras pesquisas.
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