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Abstract

In this work, we consider a measure space (S, %, i), a Banach space X and
functions f : S — X. For these functions, we define the Bochner, Pettis and Dunford
integrals.

From this basis, we present the inconditional integrability theory, and prove
that it can be seen as the Pettis integrability theory, thus establishing a clear link between

them.



Resumo

Neste trabalho consideraremos um espago de medida (S, 3, 1), X um espaco
de Banach e fungoes f : S — X. Para estas funcoes vamos definir as integrais de Bochner,
de Pettis e de Dunford.

A partir do conhecimento destas integrais, vamos apresentar a teoria de
integragao incondicional. Vamos demonstrar que esta teoria pode ser vista como a teoria

de integracao de Pettis.
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Introducao

Iniciamos este trabalho apresentando o conceito e alguns resultados sobre
a integral de Bochner. Para isso, vamos trabalhar com funcgoes simples, fraca e forte-
mente mensuraveis num espaco de Banach, ja que falar apenas em mensurabilidade nao é
suficiente.

Em seguida, procuramos mostar alguns resultados sobre convergéncia in-
condicional de séries e entao demonstrar o Teorema de Orlicz-Pettis.

Além disso, vamos apresentar mais duas integrais vetoriais, a integral de
Pettis e a de Dunford, e procurar saber quais as relagdes entre estas integrais.

Por dltimo, com base no artigo Unconditional integrability for dual actions,
Ruy Exel, apresentamos a teoria de integracao incondicional, a qual generaliza a teoria de
Bochner. Com isso, alcangamos o nosso objetivo que é demonstrar a igualdade de duas

nocoes de integracao, a integracao de Pettis e a integracao incondicional.



Capitulo 1

Integral de Bochner

Neste trabalho vamos considerar um espago de medida (S, %, ) com S
completo! e X um espaco de Banach. Vamos denotar por X* o dual topoldgico de X.

Este capitulo d& inicio ao estudo de integracao de fungoes vetoriais. Para
isto, vamos definir alguns tipos de funcoes e apresentar o Teorema de Pettis. A primeira
integral vetorial que vamos definir serd a integral de Bochner. Apresentaremos também
o Teorema de Bochner e o Teorema da Convergéncia Dominada para fun¢oes Bochner

integréaveis.

1.1 Teorema de Pettis
Definicao 1.1 Dizemos que f : S — X € uma fungdo
1. fracamente mensurdvel se para todo x* € X*, a fun¢do x* o f é mensurdvel.

2. simples se existem vetores fi,---, fn de X e conjuntos E1,---,E, de ¥, disjuntos
n

dois a dois, com u(E;) < oo quando f; # 0 tais que f(s) = ZfZXEZ(S) para todo
i=1

s € S, sendo xg a funcgdo caracteristica do conjunto E C S.

3. fortemente mensurdvel se existe uma seqiiéncia de funcoes simples que converge

1S é completo se dado um conjunto A C S mensuravel de medida nula, qualquer que seja B C A temos

que B é mensuravel.



pontualmente para f ¢.s.2 em S.

Sem perda de generalidade, no caso em que f é simples podemos assumir
n n n
que U E; = S. De fato, se f = Z fixE,, entdo f(s) = 0 para todo s € S\ U E;, portanto
i=1 i=1 i=1
n n+1 n+1
chamando E,+1 =S5\ U E;e frny1 =0, temos S = U Eief= ZfiXEi'
i=1 i=1 i=1

Para facilitar a prova do teorema de Pettis, vamos primeiro demonstrar os

lemas seguintes.

Lema 1.2 Sejam f,f : S — R e Z C S um conjunto mensurdvel de medida nula tal

que f = f fora de Z. Se f é mensurdvel, entdo f ¢é mensurdvel.

Prova. Sejam a € R e Z o conjunto da hipdtese (que tem medida zero).
Entao,
1~ ay00) = (' ~Hay00) N Z) U (F ~a,00) 1 2°) = (f'~H(a,00) N Z) U (f L (a,00) 1 2°).
Como (f ~(a,00)NZ) C Z, entdo (f ' (a,00) N Z) é mensuravel. Logo, (f~!(a,c0)N Z¢)
também é mensuravel e f 1 (a, 00) é mensuravel.

O

Lema 1.3 Seja X um espaco de Banach separdvel. FEntao existe {x}}, em X* com

llzk]| =1 tal que, para todo x € X,

2| = sup |5, (z)].
neN

Prova. Seja {z,}, denso em S(0,1) = {x € X : ||z|| = 1}. Pelo teorema
de Hahn-Banach ([6], pg 223, teorema 4.3-3), para cada n existe um z; € X* tal que

|z}t (z,)| = ||zn|l = 1 e ||z} || = 1. Considere entao a seqiiéncia {x} },,. Dado x € X, é 6bvio
que sup |7, ()] < [z
neN

Tnll < €. Assim

Seja € > 0. Entao existe um n € N tal que ‘

T
[E3]

%quase sempre ([9], pg 15)



|z (2)] = |zn (2 + l[zllzn = [J2]lzn)] = [, (|2][2n)] = |7 (z = [|l2]lzn)] >

/ey (zn)] = llznllllz = [lzllznll = 2l = llz = [lzflzal =
]| = ellz]l = [l<](1 — ).
Temos entao que ||z|[(1 —¢€) < sup |z (x)| < ||z||, o que implica sup |z}, ()| = ||z|.
neN neN

O

oo

Lema 1.4 Seja G o conjunto das funcédes g = Zacixgi, comxz; € X, B; € ¥ para todo
i=1

i e BiNB; =0 para i # j.

1. Se g € G entdo g € fortemente mensurdvel.

2. Suponha que existe uma seqiéncia {gn}n em G tal que g, "% f uniformemente.

Entao, f € fortemente mensurdvel.

Prova.

o0
1. Seja g = inxgi € (. Faga, para cada k € N,
i=1

i, ses€EB; (i=1,---,k)
Ty (s) =
0, sesé¢ U?Zl B;

Temos entao que {z}; é uma seqiiéncia de fungbes simples e que obviamente con-

verge para g pontualmente.

2. Dado € > 0, sabemos que existe h € G tal que ||f — h|| < € (notemos que esta
é a norma do supremo). Em particular, tomando ¢ = 1, existe h; € G tal que

| f — h1|| < 1. Tomando € = § existe hy € G tal que | f — ho|| < 1. Continuando este

1

processo, dado € = 55, n € N, existe hpy1 tal que ||f — hpp1]| < 2%

Sejam g1 = hy e g, = hy — hy—1 para todo n > 2 (podemos observar que G é um
espago vetorial e portanto g, € G), entao

1
I1F =1 = = gall < g

4



e, portanto,
n—oo
E g — f
k=1
uniformemente.

[e.9]
Afirmacao: Z gn converge absolutamente.
n=2

Para n > 2,

1 1 3

lgnll =f =91 = =gn—=(f =91 — - = gn-1)[| < on—1 +2n72 = on—1 =

:>ZH9nH —Z2n T < 0.

o

_ L . . z 7/ . . ~

Sendo g; = g ijXp; para cada ¢, com Bj NBj # () para j1 # jo, vamos escrevé-
=1

la da forma g¢; = z;gi’j com gij = ijXpi- Entao, para cada s € S, z;gi(s) =
j= i=

g E gi,j(s) também é absolutamente convergente. Para concluir isso, observe que
1=2 j=1
para todo

L5 (8)|| = llgi()ll;

S llgus (s)l =

pois para cada s € S, o conjunto {j : g;;(s) # 0} tem no maximo um elemento.

Desta forma,

SN lges ) =Y lai(s)l < 3 llgill < oo
=2 i=2

=2 j=1
Sejam {A,}, a seqiiéncia de conjuntos definida por A, = {1,---,n} x {1,---,n}

para todo n e f,(s) = Z Gij(s). E fécil ver que f, ¢ uma funcio simples.
(i,j)€An

Afirmacao: f,(s) "—> f(s) para todo s.

Sejam s € S e € > 0. Entao existe um ng tal que para todo n > ny, Z llgi(s)]] <<

=n 2
Para i = 1, existe um tunico j; tal que s € le’17 para ¢ = 2, existe um tnico
Jo tal que s € BJZQ,..., para ¢ = np, existe um unico jp, tal que s € B"O Seja
m = max{nog, j1, -, Jn, ;- Entdo, para todo n > m,



n n o0 o
1fa(s) = F = || D gis(s ng DY gl =D giils)
(i,j)EAn i=1 j=1 i=1 j=1
ng n oo 00
= D2 gils)+ Z Zgz’,j(é’)—zzgi,j@)
i=1 j=1 i=no+1 j=1 i=1 j=1
n n o0 o0
= Z Zgi,j(s)_ Z Zgi,j(s)
i=no+1 j=1 i=no+1 j=1
n n (o] (o]
< Y g+ D Y llgiss)
i=no+1 j=1 i=ng+1 j=1
n
< D> las)l+ Z lgi(s)[l <2 Z llgi(s)]| < e
i=ng+1 i=ng+1 i=ng+1

O

Teorema 1.5 (Pettis) Uma fun¢io f : S — X € fortemente mensurdvel se e somente

se
1. f € fracamente mensurdvel;

2. existe um conjunto mensurdvel E em S, com u(E) = 0, tal que f(S\ E) é um

subconjunto separdvel de X.

Prova. Supondo que f é fortemente mensuravel, entdo existe uma
seqiiéncia {f,}n de fungoes simples tal que f,(s) "—> f(s) q.s. Seja z* € X*, entdo
para todo n, x* o f,, é também uma funcdo simples e, portanto, mensurdvel. Assim, f, é
fracamente mensuravel para todo n. Como f,(s) iy (s) q.s. e x* é continuo, entao
*(fn(s)) =3 2*(f(s)) q.s.,isto é, existe um Z C S com u(Z) = 0, tal que z*(f,.(s)) —>
z*(f(s)) para todo s € S\ Z. Seja ¢ = x5\z, entao q(s)z*(fn(s)) "% q(s)z*(f(s)) para
todo s € S. Como qz* o f,, é mensuravel, qz* o f também o é. Assim, z* o f = qz*o f q.s.

e pelo Lema 1.2, * o f é mensuravel e, portanto, f é fracamente mensuravel.

[e.e]
Sabemos que f,(S5) é um conjunto finito para todo n, entdo A = U fn(S)
n=1
¢ um conjunto enumeravel e, portanto, A é separavel. Como f(S\ Z) C A, entao f(S\ Z)

é separavel.



Vamos supor agora que f é fracamente mensuravel. Sem perda de gene-
ralidade, podemos assumir que X é separdvel. Pelo Lema 1.3, dado y € X existe uma

sequéncia {z}}, C X*, com |z} || = 1 para todo n, tal que

1(s) —yll = sup |z, (f(s) — y)|.
neN

Como X ¢é separavel, dado n € N, X pode ser coberto por um conjunto enumeravel de

bolas abertas D;,, centradas em z;, e de raio +. Como ||f(s) — x| é mensurdvel, o
o0

conjunto B, ={s € S: f(s) € D} é mensurdvel e S = U Bj . Definamos
Jj=1

1—1
gn(s) =Tin se s€B;,=Dj,— U Bin-
j=1

Entdo S = U;.;B;n e, portanto, [f(s) — gn(s)]| < % para todo s € S. Como
[ee]

gn = in,an{ para todo n e f é limite uniforme da seqiiéncia {g,},, pelo Lema
Z_l T,

1.4, f é fortemente mensuravel.

O

Coroldrio 1.6 Seja uma seqiéncia {f,}n de fungoes fortemente mensurdveis. Se

fu(s) =5 f(s) q.5., entdo f € fortemente mensurdvel.

Prova. E fécil ver que f é fracamente mensuravel. Basta entao saber se
sua imagem é separavel. Como cada f, é fortemente mensurdvel, vamos assumir sem perda
de generalidade que a sua imagem é separavel. Seja D,, = {d{,dy,---,d}},---} um conjunto

oo
denso em f,(S) para todo n. De fato, D = U D,, é enumerdvel pois m : NXx N — D

n=1

definida por m(n,m) = d™ é uma sobrejecio. Entdo D é separdvel.

o0
Afirmagao: F = U fn(S) C D.
n=1
Seja y € F entao existe um ng tal que y € f,,,(S). Dado € > 0, existe k tal
que ||y — d°|| < e. Portanto, y € Dy, donde y € D.

Entdo F' é separdvel. Como f(S) C F, entao f(S) é separavel.



1.2 Funcgoes Bochner integraveis

Seja f uma fungao simples, igual ao vetor y; # 0 em B; € X para todo

i=1,2,---,n,com BiNB; =0sei#jepu(B;) <oo,e f(s) =0em S\UBi. Definimos
i=1
a integral de Bochner de f sobre um conjunto mensuravel E por

/ fdp=> vy p(BiNE).
E i=1

Lema 1.7 Seja f: S — X uma funcgao simples. Entdo para todo E € ¥

H/Ef dﬂH < [ 17 ldnts)

Prova. Seja f = ZinBr Entao, para todo F € X
i=1

> yin(EN B;)

i=1

n n n
S lwluEnB) =Y / il it = / S il s, du
i—1 i=17FE Eim1

< /E 1£(5)lldpa(s)

f duH =
E

IN

O

Podemos observar que se f e g sao fungoes simples, f+ g também é simples

/g(f+g)du—fgfdu+/ggdu-

Vamos entao verificar a igualdade acima ja que é facil ver que f + g é simples. Sejam
f= Z%XB eg= ZijD , entiio
7j=1

n m

[+ i = /(ZWB +ZWD >du 3250+ )=

=1 j=1

> (@i +y;)u(Bin Dy) inN(Bi)+Zij(Dj):/gf du+/sg dy.
i=1 j=1

=1 j=1

Agora, para as fungoes que nao sao simples temos a seguinte definigao.



Defini¢ao 1.8 Uma func¢ao f definida num espaco de medida (S, 3, 1) com valores num

espaco de Banach X € Bochner integrdvel se existe uma sequéncia de funcgoes simples

(Fua tal que lim [1£.(s) = F(5)]| = 0 gs. ¢
Jm [ 17(6) = fulo)ldn(s) = 0. (1.1)

Para qualquer conjunto B € 3, a integral de Bochner de f sobre B € definida por

/Bf dp = nhiﬁlo/Bf" dju. (1.2)

Observacao:

Devemos justificar tal definicao. Primeiro, podemos notar que a integral de
Bochner s6 esta definida para fungoes fortemente mensuraveis. Pelo Teorema de Pettis 1.5,
a funcao || fn(s)— f(s)|| ¢ mensuravel, por isso a integral na condigao (1.1) faz sentido. Para
justificar a igualdade (1.2), dada uma seqiiéncia { f,, },, de funcoes simples que satisfaz as
condigOes da definigao, considere a seqiiéncia { /B In d,u} . Sejam n, k nimeros inteiros,
entao '

\

oheol I
< [ 106) = £ duts) + [ 17 = Ful)lduco)

Como esta iltima soma converge para zero quando n e k sao suficientemente grandes,

i duH / 17e(5) — fuls)dp(s) <

entao a seqiiéncia { / fn d,u,} é de Cauchy e, portanto, convergente em X. Desta forma,
B n
existe o lim / fn dpu.
n—oo B
Além disso, temos que mostrar que este limite independe da seqiiéncia

escolhida, ou seja, qualquer que seja a seqiiéncia de fungoes simples que satisfaga (1.1),

o limite serd o mesmo. Sejam {f,}n € {gn}n seqiiéncias de fungoes simples tais que
L | fa(s) = F(8)] == 0 e llgn(s) — f(s)I = 0 as.,

2. Jim / 1£(5) ~ Fals)ldn(s) = Tim / 1£(5) — guls)|dus) = 0.



Seja n um nimero natural qualquer.

/Bfn du—/gn duH
< [ 105 = £ + [ 176 = 92(6) (o)

Esta ultima soma converge para zero quando n — oo, portanto

(f — 9n) duH <

n—oo

lim fn = lim/gn du.
n—oo B

Teorema 1.9 (Bochner) Uma funcao f fortemente mensurdvel é Bochner integravel se

e somente se, || f(s)|| € integrdvel.

Prova. Suponha que f é Bochner integravel. Entao existe uma seqiiéncia
{fn}n de funcdes simples tal que f,(s) —> f(s) q.s. e hm / | f(s) s)||du(s) = 0.
Como [|f(s)[| < [[fa(s)l| +[1f(s) = fu(s)l; basta mostrar que || fn(s)]| e [[f(s) = fu(s)] sdo

n Mn
integrdveis. De fato, || f,,(s)|| é integréavel pois se f, = Z fixs;, entao Z | fillw(B;) < oo.
i=1 i=1

Além disso, || f(s)— fn(s)|| também é integrével. Claro, se nh—{go/s If(s)— fn(s)||du(s) =
entao existe um ng tal que para todo n > no, /S | f(s) = fu(s)||du(s) < co. Entao, || f(s)]|
¢ integravel.

Por outro lado, seja {f,},, uma seqiiéncia de fungdes simples tal que

fn(s) =2 f(s) q.s. Faca

Fuls), se llfa(s)ll < 3I1F(s)ll
0, se |[fa(s)ll > 3£ (s)]

In(s) =

Entdo, a seqiiéncia {g,}, de funcdes simples satisfaz |lgo(s)| < 3| f(s)| e

lim ||f(s) — gn(s)|]| =0 q.s. Além disso, ||f(s) — gn(s)| é integrével. De fato,
n—oo

1765) = n() < 1)+ lga(s)] < 17+ £ = 217

e como || f(s)|| é integravel, entdao ||f(s) — gn(s)|| é integravel. Pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue ([7], pg 321, teorema 11.32)

fim [ 1£5) = gu(s)ldn(s) = [ Tim 1(5) = gn(o)dus) = o

n—oo

10



Portanto, f é Bochner integréavel.

O

Vamos considerar agora, uma fungao f : N — X e p a medida de contagem
[e.e]

em N. Neste caso f é Bochner integravel se e somente se g f(n) converge absolutamente.
n=1
Usando o Teorema de Bochner, a demostracao é imediata. Primeiro, é facil ver que f é

fortemente mensurdvel. Entao,

[ é Bochner integrével < / | f(n)|ldp < oo.

Como Z lf(n)]| = / [If(n)||du < oo, entao vale a afirmagao.

n=1

Corolario 1.10 Se f: S — X é Bochner integrdvel, entdo para todo B € ¥

/ fd/iH < [ 1£s)lauts)

it. F:¥— X, dada por F(B) = / f du, € o-aditiva.
B

Prova.

i. Seja {gn}, uma seqiiéncia de fungdes simples tal que gn(s) —> f(s) q.s. e, assim
como no Teorema de Bochner 1.9, podemos assumir que [|g,(s)|| < 3{|f(s)||. Entéo

lgn ()]l "=3"1|£(s)| q.s. Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, para

Jim / [lgn (s)[ldp(s) /Ilf )l dp(s)
fro |

lim /gn dqu lim
n—oo
< Jim [ (o) ldns) / 1£(5)lda(s)

todo B € %,

Dai

gn duH <

n—oo

m

ii. Note que F' ¢é aditiva. De fato, sejam B = UBZ- tal que B; € X para todo
i=1

i=1,---,me B;NBj =0 para i # j, e ainda {f,},, uma seqiiéncia de funcoes

simples tal que f,(s) "—> f(s) q.s. e nlirgOA I (s) = fu(s)||du(s) = 0. Entao,

[, fdu=tm fudn =l [ fuxye, mdn =
Uiz, Bi " isq B nmeelJs



lim fn <Z XBi)dIU/: lim Z/ anBid/’L =
n—oo fg — n—oo — IS
Z,}E{}o/ anBidu=Z/ f dp.
i=1 s i=1 7 Bi

o
Como f é Bochner integravel, entao || f(s)|| é integravel. Dados k € Ne B = U B,

i=1
com B; € ¥ disjuntos dois a dois, temos

/ f@z/k fw+/
U?il B; Ui B Ufi

=1 D

deuzi/dew/w / dn.
s

k+1 i=k+1 B;

[o¢]
Considerando Ej, = U B;, temos que
i=k+1

(ver [5],teorema 10.5). Portanto,

k
fdp = lim /fd,u—i—/ fdul| =
‘/U?il B; k=00 ; B; Uoo B

i=k+1 D

/ fduHS 1 lants =0
By R

k

limZ/de,uzi/de,u.
: — /B

k—oo 4
i=1

O

Corolario 1.11 Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador linear

limitado. Se f € uma funcdo Bochner integrdvel com valores em X, entao T o f ¢ uma

funcao Bochner integrdavel com valores em'Y e

/BTofdu:T/deu

para todo B € X..

Prova. Seja {f,}, uma seqiiéncia de funcoes simples tal que f,,(s) "—>

f(s) q.s. e lim / | f(s) = fn(s)||du(s) = 0. Aplicando T em cada elemento da seqiiéncia,
n—oo S

a nova seqiiéncia {T" o f,}, também é uma seqiiéncia de fungoes simples e, portanto,

integréaveis.

12



Pela linearidade e continuidade de T,

[ Tofudn=T [ fodu e Jlm () =T lim £(5) =T(7) as
e, portanto, T o f é uma funcao fortemente mensuravel.
Como ||f(s)| é integrével e T é limitada, ||T(f(s))| também é integravel.
Pelo Teorema de Bochner 1.9, T' o f é Bochner integravel.

Além disso,

i [ 17(7(5)) = T(als)lldnts) <t [ TS = fuls)lduls) =
S S

17t [ 17(5) = fus)dts) = 0.

Entao,

/Tofd,u: lim/Tofnd,u: lim T/fndu:T/fd,u.
B n—eeJB n—ee  JB B
O

Com este corolario, fica facil mostrar que se f e g sao Bochner integraveis,

/S(f+g)du=/sfdu+/sgdu-

E f4cil ver que f + g é Bochner integravel. Dado z* € X*,

entao f + g também o é e

o [(fran= [ o g [@ o r+atogin= |

S

x*/sfdu—i—m*/ggd,u—x*(/sfd,u—i-/sgdu>

Definigao 1.12 Dizemos que p: % — X € uwma medida vetorial se

x*ofd,u+/3:*ogd,u:
S

0

i. p(0) =0 € X;

1. u € o-aditiva.

Definigao 1.13 Seja p : ¥ — X wma medida vetorial. Dizemos que p é de variacdo

limitada sobre E € ¥ se

n n
(B) = sup{ S (BN B = | B Bin By = 0 pora i £ jon €8} <
=1 =1

|u|(E) € chamada variagao total de p sobre E.
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Teorema 1.14 Sejam f uma funcdo Bochner integrdvel e F : ¥ — X dada por

F(E / f du. Entao F € de variagdo limitada e |F|(E / | fllde para todo E € X.

n
Prova. Seja E = U FE; com F; € ¥ disjuntos dois a dois, entao
i=1

/fduH Z/ Il = [ 1l < .

Portanto F' é de variagao limitada e |F|(E / Il fIldg.

ZHF H—Z

=1

Seja € > 0. Como f é Bochner integravel, considere {f,}, uma seqiiéncia
de fungdes simples tal que f,(s) —> f(s) q.s. e hm / Il f(s) s)||du(s) = 0. Fixe ng

tal que / | f(s) = fno(s)||du(s) < € e escolha uma particao {EJ} para E tal que

H/E f"od“H = /E,_ oo

m

De fato, esta particao existe. Sendo f,, = Zij F;, tome cada conjunto E; como sendo
Jj=1

F; N E para cada j = 1,---,m. Portanto,

m
S / oo = [ Wl
7=1
P
Escolha agora uma particao £ = U Bj que é um refinamento da anterior,
j=1
tal que
P
FIE) -3 [ 1<
j=111"B;
P
Mesmo com esta nova particdo, podemos notar que Z / fnodNH / || fro || -
=iYB;
Usando a desigualdade ‘HmH — HyH’ < [lz — y||, temos

P
J=1

fyrel-

/Bj fnoduH szp;

/ijdu—/ijnOduHszp;/Bj 1f = foolldp =

p
15 = ol < = |1PI(E /anoudﬂj P\ Z/ | < 20 =
=1
FIE) = Jim [ 1gldn = [ 171dn
|
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Corolario 1.15 Se f e g sdo fungoes Bochner integrdveis e / fdu= / g du para cada
E E

E X, entio f =g q.s.

Prova. Seja F': ¥ — X dada por F(E) = /E(f — g) dp. Entéao,
F(FE) = 0 para todo E € 3. Portanto, |F|(E) = 0 para todo E € X. Mas entao
0= |F|(S) = /S||f —glldy = ||f —gl =0 qs. Isto acontece somente se f = g
q.s.

O

Teorema 1.16 (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (S, %, ) um espago

de medida finita e {fn}n uma seqiéncia de fungoes Bochner integrdveis definidas em S

com valores num espago de Banach X. Se lim f,(s) = f(s) ¢.s. e existe uma func¢do g
n—oo

integrdvel com valores reais definida em S tal que ||fn(s)| < g(s) g¢.s., entdo f é Bochner

integrdvel e lim / fndu= / f du para todo E € 3.
n—=xJE E

Prova. Como f;, é fortemente mensuravel para todo n, entao f também
é fortemente mensuravel pelo Corolario 1.6. Para mostrar que f é Bochner integravel,
basta mostrar que ||f|| é integravel.

Sabemos que fu(s) " f(s) 4., entdo [|fa(s)| = [[f(s)|l a:s., o que
implica || f(s)]| < g(s) q.s. Portanto, ||f(s)|| também é integravel, o que implica que f é
Bochner integravel.

Além disso, [ f(s)=fu(s)| < [f () I+ fuls)]| <2 g(s),isto &, [[f(s)=fu(s)]

¢ integravel. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

T [ 176) = fu(s)ldu(s) = [ tim 17(5) = fus)ldu(s) =0, ¥ B e,

Portanto, para todo F € X,

/fdu: lim/fnd,u.
E n—oo E
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Capitulo 2

Séries

Neste capitulo vamos relembrar de algumas defini¢does que nos serao tuteis.
Vamos apresentar o conceito de “net”e sua condicao de convergéncia e, estudar a con-
vergéncia incondicional de séries.

Além disso, vamos demonstrar o Teorema de Orlicz-Pettis, o qual serd de

grande importancia, usando os teoremas de Pettis e o de Bochner vistos no capitulo 1.

2.1 Convergéncia incondicional

Antes de falarmos em convergéncia incondicional, vamos apresentar algu-

mas definicGes.

Definigao 2.1 Um conjunto dirigido I é um conjunto com uma relagao de ordem “<” tal

que, dados i,j € I, existe k € I tal que 1,5 < k.

Definicao 2.2 Dizemos que um net em X € uma familia {x;}ic; de elementos de X

indezxada por um conjunto dirigido I.

Definicao 2.3 Dado I um conjunto dirigido, dizemos que o net {xp}tner em X converge

se existe y € X tal que, dado € > 0 existe iy tal que para todo i > iy, ||z; — y|| <.

Definicao 2.4 Dizemos que um net {x,}ner, em X € de Cauchy se dado € > 0 existe

io € I tal que para todos i > j > iy, tem-se ||x; — x| < €.
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Podemos notar que todo net convergente é de Cauchy.
Considere o conjunto F = {F C N : F ¢ finito}. Notemos que F é um
conjunto dirigido por inclusao de conjuntos pois, dados F,H € F, podemos encontrar

FeFtalque F O E H.

oo
Definigao 2.5 Dizemos que uma série g Ty em X converge incondicionalmente para

n=1

y e X se o net {Z $n} converge para v.
nel FeF

Proposicao 2.6 Todo net de Cauchy converge em X.

Prova. Sejam I um conjunto dirigido e {x,}ner um net de Cauchy em
X. Seja € = 1, entao existe ny tal que, para todo n, m > ny, ||z, — x| < 1. Chame
Y1 = Tn,. Seja € = 3, entdo existe ny tal que, para todo n, m > ny, ||2n — zm| < 1. Seja
ng > n;, ny e chame yy = x,,. Continuando esse processo, dado € = % val existir n;f tal
que para todo n, m > n}c, |zn — zm]| < % Seja ng > n;c, ng—1 € chame y = x,,. Desta
forma, construimos a seqiiéncia {yy }.

Afirmagao: {yg}r é de Cauchy.

Sejam € > 0 e kg € N tal que kio < €. Para todos k,l > kg, temos que

Nk, Ny > ko. Logo,

1
Iy =yl = llan, = 2ni [l <+ <e.
0

Portanto {yx}x converge em X. Seja y = klim yk- Dados € > 0 e kg tal que
—00

2 ~
T <6 sen > Ng,, entao

1 1 2
[2n = yll < ll#n = T | + 120, —yll < ot TR
O
oo
Teorema 2.7 (Condigao de Cauchy) A série an converge incondicionalmente se
n=1

e somente se dado € > 0 existe F' € F tal que, para todo H € F disjunto de F, temos

>

neH

< €.
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oo
Prova. Suponha que a série E x, convirja incondicionalmente, entao

n=1

o net {Z zn} converge e portanto é de Cauchy. Seja € > 0, entao existe F' € F
FeF

ner

D_ =D T
ner neG
Considerando os conjuntos £ = HU F e G = F que sao finitos e contém F,

S-S

ner neG

tal que para todos E,G DO F em F,

< €. Seja H € F disjunto de F.

< €.

Provando a reciproca, seja € > 0. Entao existe F' € F tal que para todo

>

neH
E =E \ENGe G =G \ ENG que estao em F e além disso, disjuntos de F. Entao

H € F disjunto de F tem-se

< % Sejam F,G O F em F. Considere os conjuntos

Zajn—an :Han—Z$n SHZ%L —{—HZ:En <e.
nekE neG nekE' neG’ nck' neG’
[e.e]
Assim o net {Z azn} ¢ de Cauchy e portanto convergente. Logo, a série an
neF Fer n=1

converge incondicionalmente.

O

oo o
Proposicao 2.8 Se uma série g xn em X € absolutamente convergente, entdo g Tn

n=1 n=1
converge incondicionalmente.

o0
Prova. Como X é de Banach, a série E T, converge. Seja € > 0, entao

n=1

[e%S) k
€
existe kg tal que para todo k > ko, E lzn| < 5 Sey = klirrolo ng_l T,, entao para todo

n=k
k> ko,
k 0 0
ey =] 3 w= 3 <
n=1 n=k+1 n=k+1
ko ]
Seja F' = {1,---,ko}. Entao, ;xn - y‘ = z:lxn — yH < 3 Considere
n n=

G D F finito, entao

SR | DOEIED SEH BN DS B DO B PSRN B
neG neG nelF nekl neG\F nekl
€ > € € €
neG\F n=ko+1
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o
Portanto, Z xy converge incondicionalmente para y € X.

n=1
O
A reciproca desta proposicao nao é verdadeira, por isso vamos dar um
exemplo de uma série que converge incondicionalmente mas nao converge absolutamente.
Exemplo 1: Seja x, € Iy tal que na coordenada n tem valor % e zero em

todas as outras.

n

oo o0

- | " L. . ~

A série E lxnl = g — é a série harmodnica que ji sabemos que nao
n=1 n=1

o
converge. Portanto, a série g Ty nao converge absolutamente.

n=1
[e.e]
Afirmacao: Z xy converge incondicionalmente para y = (1, %, S %, - >
n=1
= 1)\ 2 =1
Primeiro l i — . Sej . — -
, Y € ly pois (Z<n> ) < 0. Seja € > 0. Como an con
n=1 n=1
=1
verge, entao existe ng tal que Z — < €2. Seja F = {1,2,---,ng} e considere G DO F
n=ng+1 n
finito. Entao,
2 1 1 N |
. L . e 2
>ty _Zn2gzn2_ > 2 S
neqd ngG ngF n=ng+1

[e.e]
Proposicao 2.9 A série Z Tr(n) converge em X para toda fungao m: N — N bijetora

n=1

o0
se e somente se E T, converge incondicionalmente.

n=1
oo
Prova.  Suponha que Zazn nao convirja incondicionalmente. Entao,
n=1
existe € > 0 tal que, para todo F' € F , existe G € F disjunto de F' tal que Z Tnll > €.
neG
Seja Fy = {n; = 1}, entdo existe F; = {ng,---,ny} disjunto de F' tal que Z Tnl|| > e
neF;

Seja Fy = {ngy1 = min{n € N\ (F U Fy)}}. Entao, existe F3 = {ngi9,---,n;} disjunto

Z{L‘n

neFs

de Fy U F1 U F; tal que > €. Seja agora Fy = {n;1; = min{n € N\ U?:()Fi}}.

S

neFy

4
Entéo, existe F5 = {nj42, -+, np} disjunto de U F; tal que
i=0

> ¢. Continuando

oo
esse processo, é facil ver que N = U F,.

n=1

19



o
Seja m : N — N definida por m(p) = n,. Pela hipdtese, anp converge,
p=1

7
D an,

p=J

entao existe um N tal que, para todos ¢ > j > N, tem-se

>

nGFm

‘<e.Sejak:€Ntal

que ny € Fj e seja Fy, um conjunto tal que >eem >mim{n € N:n > k}.

i
D an,

p=J

Escolha j = min{p € N:n, € F,,} e i = max{p € N : n, € F,}. Entao,

E T,

> €, o que é um absurdo. Entao a série converge incondicionalmente.

Nnp€Fm
Sejame >0 e y= }im Z Tn. Entao, existe F' € F tal que, para todo
eJ:neF
G DO F em F, an — yH < e. Seja m : N — N bijetora, entdao existe F € F

neG

tal que 7(F') = F e

Z Tr(n) — yH < €. Seja mg = max{n : n € F'} e considere G' =
€r

mo
an_yH = Zxﬂ(n)_yH <

neG n=1

{1,2,---,mp}. Entéo, G = 7(G") D F é finito e, portanto,

Zxﬂ(n) — yH < €.

n=1

€. Logo, para todo m > my,

2.2 Teorema de Orlicz-Pettis

Antes de demonstrar o Teorema de Orlicz-Pettis, vamos apresentar os

seguintes lemas.

o oo

Lema 2.10 Seja E Ty, uma série em X. A série E T, converge tncondicionalmente
n=1 n=1

se e somente se para cada seqiéncia crescente de inteiros positivos {k;};, a seqiéncia

n
{ E l'kj} converge em norma.
=1 ’n

o0
Prova. Seja E Zy incondicionalmente convergente, entao vale a condigao
n=1

de Cauchy. Seja € > 0, entao existe F' € F tal que para todo E € F disjunto de F,

> @n
nek
m = max{n € N : k, € F}, entao para todos p > ¢ > m podemos definir

< e Seja {k,}, uma seqliéncia crescente de inteiros positivos.  Seja

20



p
>k,

E = {kq kg1, -+, kp}, que é finito e disjunto de F. Entao = Z Tl < e
n=q ner
oo
Logo Z x, ¢ de Cauchy em X e portanto convergente.
n=1

(o]
Suponha que E T, nao converge incondicionalmente, entao existe

>

nek

n=1

€ > 0 tal que para todo F' € F, existe £ € F disjunto de F' tal que

2 o

nek;

> €.

> €. Agora, fazendo

>

neky
Continuando esse processo, construimos uma seqiiéncia crescente de inteiros positivos

Entdo existe By = {nj < nj < --- < np } tal que

F={neN:n<n} existe By = {nf < nj < --- < ni } tal que > e

o o0
{ni, - ,nil, ceungt et oo} Entdo a série E Tpp  converge. A série g Ym, COM

m=1 m=1
km,

Ym = g T também converge pois a sua seqiiéncia de somas parciais é uma subseqiiéncia
=1

o0
da seqiiéncia das somas parciais de E zpm . Portanto a seqiiéncia {Ym }m converge para
m

m=1
0. Isto é um absurdo, pois ||ym|| > € > 0 para todo m.

O

Lema 2.11 Se f : S — X ¢é Bochner integrdvel, entdo {/ fdu: E € E} € relativa-
E

mente compacto em X.

Prova. Suponha primeiro que f é uma funcao simples, isto é,
n
f= ZfiXBi com f; € X, B; mensurédvel e BiNB; = () para i # j. O conjunto {/ fdu:
i=1 E

E e E} ¢ limitado pois

/ fduH < [ 180dn < oo . ainda,  span{fi o+ o) tom
E S

dimensao finita. Como

{/Ef du:EGE} C span{fu, fare- -+ fu} € X,

entao {/ fdu:FE € E} é compacto em X.
E

Sejam € > 0 e f uma funcdo Bochner integravel qualquer. Escolha uma
fungao simples g tal que / lf(s)—g(s)|ldu(s) < % Entao, dado z € {/ fdu:FE € Z},
S E

existe um y € {/ gdu : E € E} tal que ||z — y|| < §. Claro, se x = / f du para
E E
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algum FE, basta tomar y = / g dp com o mesmo E. O conjunto {/ gdu : E € Z} é
E E
totalmente limitado em X pois é relativamente compacto. Entao, existe uma g-rede finita

([6], pg 412) M, para {/ gdu : E € E}. Seja E € Y. Entao, existe 1 € M, tal que
E

‘/gdu—xl

FE

‘/fdu—m /fdu—/gduHJr‘/gdu—xl
E E E E

Portanto, M, é uma e-rede finita para {/ fdu:E € E}. Entao, {/ fdu:E € E} é
E E

< g Entao,

<E. €
—+-=e€
2

<
o 2

totalmente limitado e, como X é Banach, é relativamente compacto.

O

o
Teorema 2.12 (Orlicz-Pettis) Seja an uma série em X. Suponha que para cada

n=1
n

seqliéncia crescente de inteiros positivos {k;}i, a seqiéncia { E l‘kl} convirja fraca-
n

=1
oo

mente. Entdo a série E xT; converge.
i=1

Prova. Suponha que exista uma seqiiéncia crescente de inteiros positivos

n
{k;}i tal que a seqiiéncia {Z l”k:z} nao é de Cauchy em X. Entao, existe € > 0 tal que
n

i=1
p
para todo n € N existem p > ¢ > n tal que Z T, || = €. Sejam duas seqiiéncias crescentes
1=q
ln
de inteiros positivos {jn }n € {ln}n, com j1 <} < jo <lo < ---, satisfazendo Z T, || > €

1=Jn
ln

(o, ¢]
para todo n. A série Zyn, formada por y, = Z Ty, converge fracamente em X. De

n=1 1=Jn
fato, considere a seqiiéncia crescente de inteiros positivos {k;,, -, ki, -+, kj, -, ki, oo}
e seja {sp}p a seqiiéncia das somas parciais dos elementos xy,;, @ = jp, -+, ln, n € N, que

m
converge fracamente. Como { g ym} é uma subseqiiéncia da seqiiéncia {sp},, entao
n=1 m

esta também converge fracamente. Portanto, a seqiiéncia {y, }, converge fracamente para

zero e ainda, ||y, || > € para todo n.
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Seja Q = {—1,1}" o0 espaco métrico' compacto das seqiiéncias € = (€,)n
com ¢, = +1. Seja ¥ a o-algebra de Borel ([8], pg 13) e p a medida produto? em Q.

n
Seja f : @ — X uma funcao dada por f((e,)) = weak lim Z €ryr. Para
n—oo
k=1
i
cada i € N, é facil ver que a funcao f; : @ — X dada por f;((e,)) = Zekyk, é simples,
k=1
portanto z* o f; é mensurdvel para todo z* € X*. Como z* o fi'—>* o f pontualmente

~ , - ) (v
ara todo z* € X*, entao x* o f é mensuravel e, portanto, f é fracamente mensuravel em
Q.

A imagem de f estd contida no fecho do span{yi,ys,---}. De fato, seja

y € f(Q) e suponha que y & span{y1, yo, - - -}. Entao, por Hahn-Banach existe um z* € X*

tal que *(y) = 1 e *(z) = 0 para todo z € span{y1, y2,---}. Como y € f(2), entdo existe

n n

(€n) € Q2 tal que lim Z exx” (yr) = =¥ (y), mas Z exx” (yr) = 0 para todo n e z*(y) = 1.
T = k=1

Entao, y € span{yi,y2,---} e, portanto, f(£2) é separdvel. Pelo Teorema de Pettis, f é

fortemente mensuravel.
Além disso, a imagem de f estd contida no fecho fraco do conjunto

B = {Z eryr : A C Néfinito ,ep = +1 para k € A}. Se y € f(Q), entao existe

keA
n

(€n) € 2 tal que para todo z* € X*, x*(y) = lim Zekx*(yk). Fazendo A, = {1,---,n},
n—oo

k=1
entdao z*(y) = lim Z exx™(yx) e, portanto, y pertence ao fecho fraco de B.

n—oo

k€A,
Seja x* € X*. Faca para cada k € N,

1, seaxz*(yx) >0

€ =
-1, seaz*(yx) <O

o0 oo n o0
~ * _ * . . ~ *
Entao, Zekx (ye) = Z |z*(yx)|. Como existe weanggOZekyk, entao Z\:{: (ye)| <
k=1 k=1 k=1 k=1
00. Assim, para todo A C N finito,

Z " (Yk)

keA

o
< fera (wr)| <D |2 (wr)| < o0,
k=1

keA

'Podemos considerar aqui a métrica d((e,), (e;)) =3 len — e;|%
() = 1 e dados F,, C N com n elementos e FEn, = {(ex)n : ¢ = 2; ¥V j € F,}, com z; € {1},

N(En) = 2%
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isto é, B é fracamente limitado. Entao, f(Q) é fracamente limitada e, portanto, limitada.
Como a medida p(2) é finita, entdo f é Bochner integravel.
Afirmagao: [ f du = y?n para E, = {e € Q:¢, = 1}.
E”L

Dados €1, -, e, € {—1,1}, seja Qe,oe, = {2 € Q21 = €1, -, 2 = €4}

Note que f1(Qe;.c,,) = 2% e Q= U Q, ..., - Entao, para todo z* € X*,

€1 €k

* dp = *o f dy= lim z* dp = lim z* dp =
T [ du /EnxOfu klniox/Enf’““ Am Z/ Trdp

En ey T BN e,

k k
lim z* <Z eiyi>,u(En N Qeyoe,) = lim z* Z (Z eiyi>u(951...5k) =

- k—oo -
€1-€ “i=1 €iten=1 “i=1

. * — 1 *
klirgox <2k 1y"2k> =z <y2n>

A seqiiéncia {yy}, converge fracamente para zero e pertence ao conjunto

{2/ fdu: E € E}, que é relativamente compacto pelo Lema 2.10. Segue que existe
E

uma subseqiiéncia {yy, }; convergente para zero em norma em {2 / fdu:FE€ E}, mas
E

isso contradiz o fato de que ||y,|| > € para todo n.
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Capitulo 3

Integrais de Pettis e Dunford

Como vimos no primeiro capitulo, a integral de Bochner estd definida ape-
nas para fungoes fortemente mensurdaveis, e além disso, se a sua norma nao for integravel,
nao podemos falar na integral de Bochner desta funcao.

Agora, vamos definir para funcoes fracamente mensuraveis mais duas inte-

grais.

Lema 3.1 (Dunford) Suponha que f : S — X é uma funcdo fracamente mensurdvel
e que x* o f € integrdvel para cada x* € X*. Entao, para cada E € ¥, existe 37 € X™*

satisfazendo
si @)= [ 2o s dn
E

para todo x* € X*.

Prova. Seja F € ¥. Defina T': X* — L1(E) ! por T(z*) = 2* o (xgf).

Entdo, T é fechado. De fato, sejam {z*}, uma seqiiéncia em X* tal que z "—> z*
em X* e T(z) =3 g, com g € Li(E). Entdo, existe uma subseqiiéncia {T(x,) =
n—oo 4

zy, o (xef)}r tal que T(J;:‘Lk)klofg q.s. ([1], pg 58, teorema IV.9). Como z; — z*,

entdo z% o (xgf) — x* o (xgf) pontualmente. Logo, g = z* o (xgf) = T(z*).

'L (S) = {¢ : S — R: ¢ mensurdvel ,/ || du < oo}
s
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Pelo teorema do grafico fechado, T é continuo. Entao,
o e Dlleacey = | [ a" (D] < T

Portanto, dado E € 3, é ficil ver que a funcao X* 5 x* —— / z*(f)du e R
E

¢ um funcional linear continuo, isto é, define 277 € X**.

Com a ajuda deste lema, podemos definir a integral de Dunford.

Definicao 3.2 Se f : S — X € uma funcdo fracamente mensurdvel tal que z* o f ¢é

integravel para todo x* € X*, dizemos que f € Dunford integrdvel. A integral de Dunford

de f sobre E € ¥ ¢é definida pelo elemento x7; € X** tal que x3 (z*) = / x* o f du para
E

todo x* € X*. Escrevemos (D)-/ fdu=a%.
E

Definigao 3.3 Seja f : S — X wuma fungdo fracamente mensurdvel tal que x* o f €

integravel para todo x* € X*. Dizemos que f € Peltis integrdvel se, para cada E € X,

existe um y € X tal que z*(y) = / x* o f du para todo x* € X*, e a integral de Pettis de
E

f sobre E € ¥ € denotada por (P)—/ fdu=uy.
E

Notemos que, pelo Corolario 1.11, toda fungao Bochner integravel é Pettis
integravel e que as duas integrais coincidem.

Podemos ainda definir uma funcao Pettis integravel como sendo uma funcao
Dunford integravel tal que a integral de Dunford da funcao pertenga a X e neste caso, a
integral de Pettis é a propria integral de Dunford.

Como vimos, toda funcao Pettis integravel é Dunford integravel, mas a
reciproca nao é verdadeira. Vamos entao dar um exemplo de uma funcao Dunford in-
tegravel que nao é Pettis integréavel.

Ezemplo 2 : Defina f :[0,1] — ¢o por

£8) = (X0 (8): 20 1) (1), -+ mxo, 1 (8), )
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parat € [0,1]. Se z* = (aq,- -, Qp, ) € ¢ =1, entdo x*of = Zannx(o 1) é integravel.
n=1 "

De fato,

x* o f(s)|du(s / / ammX (g, 1 s)|du(s) =
/Mr (s) [OIZ| e

2/ \annx(o’” s)|du(s) Z lan| < 00

n=1 [0,1]

(a peniltima igualdade pode ser encontrada em [7], pg 320, teorema 11.30). Portanto,

1]

f é Dunford integravel. Vamos agora calcular a sua integral. Primeiro vamos mostrar

que dada f(t) = (fi(t), f2(t),---), entao para todo E mensuravel em [0, 1], (D)—/ fdu=
E

(f o f )

Sejam e = (0,---, 1 O,---)Elle(D)-/fd,u:(al,aQ,---)Gloo.
E

(0 [ 7an)w)= [ a0 pan—
on= (0 [ s )= [ o an

Como ey o f = f,, entao / fndp = ay,.
E

Entao

Entao, (D)- fdu=(1,1,1,---) que pertence a lx \ ¢o.
[0,1]

Vamos agora apresentar alguns resultados para estas funcoes.
Lema 3.4 Se uma medida v : X — X € fracamente o-aditiva, entdo v € o-aditiva.

Prova. Seja {F,}, uma seqiiéncia de conjuntos em ¥ disjuntos dois a
dois. Entao, para todo z* € X*
o o]
n=1

Entao ZU(EH) é uma série fracamente convergente e, para toda seqiiéncia {k,}, de

inteiros positivos, g v(FE%, ) também é fracamente convergente pelo mesmo argumento.

n=1

Pelo Teorema de Orlicz-Pettis 2.11, a série Z ) converge. Portanto,

n=1



ou seja, v é g-aditiva.

O

Teorema 3.5 (Pettis) Se f: S — X ¢é Pettis integrdvel, entao F : ¥ — X dada por

F(E) = (P)—/ f dup € uma medida o-aditiva.
E

Prova. Seja {E,}, uma seqiiéncia de conjuntos mensurdveis em S dis-

juntos dois a dois. Entao,

x*<(P)_/UZ°1 Enf du) = /UfflE fdp = Z/ :OIIL'*((P)-/nf du)-

Portanto, F' ¢é fracamente o-aditiva. Pelo lema (3.4), F' é o-aditiva.

O

Para uma funcao Dunford integravel, pode nao valer a o-aditividade da
medida F. Vamos ver um exemplo disto.

Ezemplo 3 : Seja f : [0,1] — ¢p a funcao definida no Exemplo 2. Como ja

mostramos, para todo E € ¥, / fdu= </ frdu, / fodu, - - ) Entao, para todo

n €N,

1 2 n n+1
(D>_/ fd/.l,:(/ fld/"['7...7/ fnd,uv"'):(vf"a 5 7>
(0,1] (0,4] (0,1] nn n'n+1

Portanto, D)—/ fdu = 1 para todo n € N.
(0,2] !
Seja E, = (0, l] para todo n € N. Suponha que F : ¥ — X** dada por
F(E) = / f dp é o-aditiva. Como E, 11 C E, e ﬂ E, = 0, entdao F(E,) =% 0,
n=1
mas isso contradiz o fato de que [|(D)- fdul| =
(0,7] loo

Corolério 3.6 Seja (5,3, 1) um espago de medida o-finito, ou seja, existe uma seqiéncia
o
{Sn}n de conjuntos mensurdveis com p(S,) < oo para todo n, tal que S = U Sn. Seja f

n=1
uma funcdo fortemente mensurdvel e Dunford integrdvel. Entao f € Pettis integrdvel se e

somente se F': ¥ — X** dada por F(E) = (D)—/ f du € o-aditiva.
E
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Prova. Se f é Pettis integravel, entao (P)—/Ef dp = (D)—/Ef dup para
todo F € X. Pelo Teorema 3.5, F' é o-aditiva.

Para provarmos a reciproca, escolha uma seqiiéncia {FE,}, crescente em
> tal que S = G E, e cada xg,f é limitada. Podemos escolher para cada n € N,
E,={seS: ||7f1 (:81)” < n}. De fato E,, é mensuravel, pois f é fortemente mensuravel e

como demonstramos no Teorema de Pettis 1.5, || f(s)| é mensuravel.

Seja {S,}n uma seqiiéncia crescente em X, com u(S,) < oo, tal que

o0 oo
S = U Sp. Entao, S = U(E” N Sy). De fato, se s € S, entdo existe um n tal que
n=1 n=1

s € Sy, e existe um m tal que s € E,,. Tomando kK =max{n,m}, entdo s € S e s € Fj e,
portanto, s € E N .S,. Chamemos L,, := E, NS, paran € N.
Se E € X, entao a integral de Bochner / f du existe para cada n. De

ENLny
fato, seja n € N. Logo,

[ 1) < [ 1)du(s) < nuh) < o
ENLny Ly,

Como / o f dy = :1:*/ f du para todo z* € X* entao
ENLy, ENLny,

/ fdu = (P)—/ f du e, portanto, as integrais de Dunford, Pettis e Bochner
ENL,

ENLy
coincidem.
Como F é o-aditiva, entao lim (D)—/ f dup existe em X. Para todo
n—oo ENLny,
z* e X*, lim x*ofd,u:/:z*ofdu.EntEio, (D)—/fdu: lim fdpeX
n=o0 JENL, E E n—o0 JENL,

para todo E € Y. Portanto, f é Pettis integravel.
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Capitulo 4

Integracao Incondicional

Neste ultimo capitulo, vamos apresentar uma nova teoria de integracao.
Baseado no artigo Unconditional integrability for dual actions, a teoria de integragao in-
condicional se assemelha a teoria de convergéncia incondicional vista em séries. Devemos
entao definir um net, agora trabalhando com integrais e ndao mais com somatérios, e dis-
cutir a sua convergéncia.

Depois deste estudo, vamos demonstrar a equivaléncia entre esta teoria e a

integral de Pettis, vista no Capitulo 3.

Definig¢ao 4.1 Dado um espago de medida (S, %, p), dizemos que um subconjunto L C %

€ uma familia local se
i. L é fechado por uniodes finitas,
1. dado L € L e B um subconjunto mensurdvel de L, entdo B € L.

Além disso, chamamos de conjunto local a todo conjunto que pertence a uma familia local.
Dado o espago (S, %, 1), fixemos uma familia local L.

Definigao 4.2 Dizemos que um espaco de medida (S,%, p) com uma familia local L fi-
o

zada é o-local se existe uma seqiéncia {Ly}y, de conjuntos locais tal que S = U L,.
n=1

Denotemos este espago por (S, L).
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Definigao 4.3 Uma funcgao f : S — X € dita localmente integrdvel (com respeito a L)

se f € Bochner integrdvel sobre todo conjunto local.

Podemos perceber que uma familia local £ ¢é um conjunto dirigido, or-

denado pela inclusdao de conjuntos. Entao, dada uma funcao f localmente integravel,

podemos formar o net {/ f du}
L Lel

Definicao 4.4 Uma funcdo f: S — X localmente integrdvel € dita incondicionalmente
integrdvel (com respeito a L) se o net acima converge na topologia da norma em X. Neste

caso, escrevemos

(U)/Sfdu::ggé/Lfdu-

Proposicao 4.5 (Condigao de Cauchy) A funcao f : S — X € incondicionalmente

integrdvel se e somente se, para todo € > 0, existe um Lo em L tal que, dado qualquer D

fro <

A prova desta proposi¢cao é analoga a prova da Condi¢ao de Cauchy vista

em L disjunto de Lo, tem-se

no Capitulo 2.

Proposicao 4.6 Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador linear
limitado. Se f : S — X € incondicionalmente integrdvel, entao Tof ¢ incondicionalmente

integravel e

(U)/STofdM:T(U)/Sfdu.

Prova. Seja f uma funcao incondicionalmente integravel. Entao, o net

{/ f d,u} converge. Como T é continuo, o net {/ Tof d,u} também converge.
L LeL L LeL

Portanto, T o f é incondicionalmente integravel e

T =lim [ T =lm T =T i =T :
(U)/s o f dp LIEHE/L o f dp = lim /Lfdu Llen%/Lfdu (U)/Sfdu

O
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Definicao 4.7 Dizemos que uma funcdo f : S — X localmente integrdvel é pseudo
integravel se

sup
Lel

o<

Notemos que toda funcao f incondicionalmente integravel é pseudo in-

tegravel. De fato, sejam e = 1 e (U) / f dp =: 1. Entao existe Lo € L tal que, para todo
S

LZ_)LOemE,

/fdu—[‘ < 1. Seja E € L. Entao,
L

ol - e

/ fdu—IHJr‘/ fduH+uf||<1+ [ 15 duts) + 1] < o0
LoUE LO\E Lo

oo

A reciproca nao é verdadeira. Vamos entao dar o seguinte exemplo.

=> sup
Eel

Ezemplo 4 : Sejam X = ¢y e (N, X, 1) o espaco de medida com p a medida

de contagem em N e £ = {E C N : F finito}. Considere a fungao f : N — X definida

oo

Suponha que f é incondicionalmente integravel. Entao vale a condicao de

por f(n) =e,'. Seja E € L,

rol-[5

nekr
Portanto f é pseudo integravel.

<1 = sup
EeL

S

nek

Cauchy para f. Dado € > 0, existe Fy € L tal que para todo F € L disjunto de Ey,
TR
E

nek
= 1. Entao, f nao é incondicionalmente integravel.

< €.

Mas, para E # (), E en
nek
No caso de fungoes pseudo integraveis com valores escalares temos o seguinte

lema.

Lema 4.8 Se f: S — R ¢ pseudo integrdvel, entdao

sup [ 17(s)ldu(s) < .

LeL

Lvetor de ordem n da base canénica
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Prova. Seja M = sup
LeLl

f(s) >0} eL_={seL: f(s) <0}. Como f é localmente integrével, em particular f

/fd,u). Dado L € L, sejam Ly = {s € L :
L

é mensuravel quando restrita a conjuntos locais. Dal, tanto Ly quanto L_ sao conjuntos

mensuraveis contidos em L e, portanto, sao conjuntos locais. Entao,

/If )dp(s) /fdu /fdu—/L+fdM’ ‘/ fd,u‘<2M

Portanto, sup/ |f(s)|du(s)

Ainda para funcoes escalares, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.9 Sejam (S, L) um espago o-local e f : S — R uma funcao. Sao equivalentes

as sequintes afirmacoes:
a. f € pseudo integrdvel;
b. f € incondicionalmente integrdvel;

c. f € integrdvel ?
Neste caso, (U)/ fdu= / f du.
S S

Prova. Primeiramente vamos mostrar que a afirmagao a implica c. Seja
oo

{E,}n uma seqiiéncia crescente de conjuntos locais tal que U E, = S. Para todo n €

n=1

N, / |f(s)|du(s) < oo, pois f é pseudo integravel. Defina para cada n, y, = |xg, f|.
En

Entao, y, < yn41 e

Jomn= [ x5 duts) = [ (@) due) < o0

Além disso, para cada s € 5, existe k € N tal que s € E} e, portanto,

Yn(s) = Ixe, f(s)] == |f(s)|. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona ([7], pg 318,

teorema 11.28), /yndu iy / |f(s)|du(s). Como sup/ |f(8)|du(s) < oo, entao
S EelLJE

/ 1F(8)ld(s) < oo
S

2Enfatizando aqui que ao usarmos a palavra integravel, estamos nos referindo a Lebesgue integravel.

33



Vamos agora demonstrar que ¢ implica b. Seja f integravel. Como f é uma
funcao real, existe uma seqiiéncia de fungoes simples que converge pontualmente para f([7],
pg 313, teorema 10.20). Entao, f é uma funcao fortemente mensurével. Pelo Teorema de
Bochner, f é Bochner integravel e, portanto, f é incondicionalmente integravel.

A demonstracdo de que b implica a ja foi feita anteriormente. Basta
mostrarmos entao que (U) /S fdp = /S f du. Dada uma seqiiéncia {E, }, como acima,

notemos que / fdp= lim / f dp. Dado € > 0, tome n tal que
S n—oo En

oy |t UE [, W) <

Seja E € L tal que £ D E,. Entao,

o [ [ rona< [ i <

Portanto

[gfdu=génﬁ/15fdu=(U)/gfdu-
|

A partir da préxima proposicgao, sera citado o espago L*(S), que é o espago
das fungoes mensuraveis e limitadas em S com valores escalares, equipado com a norma

do supremo essencial®.

Proposicao 4.10 Seja f : S — X uma funcdo pseudo integrdvel. Entao existe uma

constante positiva N tal que, para todo ¢ em L>°(S) e para todo L em L,

H [ o5 duH < Vgl
L

Prova. Seja x* um funcional linear continuo em X. Entao z* o f é uma

funcao pseudo integravel em S com valores escalares. De fato, como f é pseudo integravel,
/ [ du
L

3 _ .
IFl="inf sup|f(s)]

w(E)=0 %

< oQ.

entao sup
Lel
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SE*/Lfdu‘_

H _ Jlz*]| sup
LeLl

ot - |-
L

[t <om [ v <

Seja L um conjunto local e tome ¢ € L*(S) com ||¢|| < 1. Entao, ¢f é

sup
Lel

Bochner integravel sobre L, pois

/ 16(s) (5) 1 da(s) / 167 dus) < 161 / 1F(5)lldu(s) /L 1£(s)lldu(s) < oo

Pelo Lema 4.8, sup/ |z*(f(s))|dp(s) < co. Entao,
LeLl

- [ ¢fdu'=‘ / ﬂf*O(cbf)dﬂ'S /L 12 (9(3) ()| du(s) / B(3)] 12 (/(5))Ndu(s) <

Joll [ 1o (F(s)ldite) < sup / 2 (£(s))ldu(s) <

Entao, o conjunto {/ of du : L € L,p € L=(S), |9l < 1} é fracamente limitado e,
L
portanto, limitado em norma.
Sejam ¢ € L*>°(S) qualquer e N uma constante positiva que limita o con-

junto acima. Entao,

| [orad =1l [

d N
[ Mf uH < |6IN.

para todo L € L.

O

Proposicao 4.11 Se f ¢é incondicionalmente integrdvel e ¢ esta em L*>°(S), entao ¢f €

também incondicionalmente integrdvel.

Prova. Assuma inicialmente que ¢ é a funcdo caracteristica de um con-

junto mensuravel B. Dado € > 0, existe Ly € L tal que para cada D € L disjunto de

1/Dfdu

< e. Dado D € L disjunto de Ly,

|oranl =1t el <
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o que quer dizer que a Condigao de Cauchy vale para ¢ f. Portanto, ¢ f é incondicionalmente
integravel.

Se agora assumirmos que ¢ é uma fungao simples, podemos escrevé-la como
uma combinacao linear finita de fungoes caracteristicas e, portanto, ¢ f serd incondicional-
mente integravel.

Seja ¢ qualquer. Seja M tal que

o < arjol v e 12(s) ¢
L € L. Dado € > 0, escolha uma funcao simples ¢g € L>°(S) satisfazendo |[¢ — ¢o| < 557
Aplicando a Condigao de Cauchy para ¢gf, tome um conjunto local Ly tal que para todo

/D bof dp

conjunto local D disjunto de L,

‘ < % Entao para todo D € L disjunto de

LOa

L¥¢—¢wfmﬂ+‘

/chfduHSI /chofduHSMHé—¢o|l+§—e.

Isto mostra que a condicao de Cauchy vale para ¢f e, entdo, ¢f é incondicionalmente
integravel.

O

Lema 4.12 Se f ¢é incondicionalmente integrdvel, entao, para qualquer € > 0, existe um

conjunto local Ly tal que, para todo conjunto local D disjunto de Ly,

| [ of aul <o,
D
para ¢ € L*=(S5).

Prova. Suponha que exista € > 0 tal que, para qualquer conjunto local

Ly existam um conjunto local D disjunto de Ly e um ¢ € L*°(S) tal que

“/¢f@ﬂ>dww
D

Dado Lg € L, sejam D; um conjunto local e ¢1 € L*°(S) um vetor unitério

tal que

o1 f duH > €. Agora, tome um conjunto local Dy, disjunto de Dy, e um vetor
Dy

unitario ¢o € L*(S) tal que

b f d,u” > ¢. Continuando esse processo, obtemos uma
Do
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seqiiéncia de conjuntos locais {D,},, disjuntos dois a dois, e uma seqiiéncia {¢,}, de

bnf dp
D,

vetores unitérios em L*°(S) com

oo
Agora, defina ¢ := Z ®nXD,, cOm Xp, & funcao caracteristica de D). E
n=1
claro que ¢ estd em L*°(.S). Entao pela Proposigao 4.11, ¢ f é incondicionalmente integrével

/qufdﬂ

e, portanto, existe um conjunto local Lg tal que

€ .
< 5 para todo conjunto local
D disjunto de Lyg.

Entao para todo n € N, temos

c<|f era <|[ e anl +| [ e wl< [ el + 5 <
[ elifedn + 5 < [ ) lduts) + 5
DnNLg DnNLo
o que implica
[ 1) > 5. (@)
DyNLg

para todo n € N. Como f é localmente integravel e, portanto Bochner integravel sobre

Ly, temos que / || f(s)||du(s) < co. Entao, para todo N € N,
Lo

Z ) < [ Nt < 20—
Z/Dmo 1£(s) | du(s) < oo,

o que contradiz a desigualdade (4.1).

O

Seja U(S, X) o espago das fungdes incondicionalmente integraveis de S em

X. Observe que cada fungao f em U(S, X) define uma transformacao linear limitada

Tp:¢p € L>(S)— (U)/qufdu € X.

Podemos notar que a limitacao de T é conseqiiéncia da Proposigao 4.10.
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Por (U)/ of du = lim/ ¢f du, podemos ver que ||Ty|| é dada por
S LeL Jq,

11 =sup{H/L¢f duH Lel ol < 1}.

Assim, podemos equipar (S, X') com uma norma, dada por || f|| = ||T%|| para f € U(S, X).
Como esta é uma semi-norma, faz-se o quociente do espaco U(S, X) pelo conjunto das

fungbes de norma zero.

Proposicao 4.13 O subconjunto de U(S, X) formado por fungoes localmente suportadas,

isto é, que se anulam fora de algum conjunto local, é denso em U(S, X).

Prova. Seja f € U(S,X). Para ¢ > 0, seja Ly como no Lema 4.12.
Entéao, se fy denota o produto de f pela funcao caracteristica em Lg, temos que para todo

¢ € L>®(95) e para todos conjuntos locais L,

H [o- fo)duH _ ] J duH < el
L L\ Lo

/ o(f - fo)d/,LH < e. Entdo,
L

Para todo ¢ € L>(S) tal que ||¢| <1,

If = foll = sup
Lel

Jo- fo)duH <e
L

Com a demonstracao do teorema a seguir , alcancamos o nosso objetivo.

Teorema 4.14 Sejam X espago de Banach, (S, L) um espago o-local e f : S — X uma
funcao localmente integrdvel. Entao, f € incondicionalmente integravel se e somente se f

¢ Pettis integrdvel.

Prova. Suponha que f é incondicionalmente integravel. Dado x* € X*,

temos que m*/ fdu= / x*o f du para todo E € L. Como {/ f du} converge e x*
E E E EecL

é continuo, entao { / x¥of du} também converge. Entao x* o f é incondicionalmente
E EeL

integravel e, portanto, pelo Teorema 4.9,

©) [l FeNldnts) = [ 1" (F(sDlduts) <
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Seja M um subconjunto mensuravel de S. Entao, a sua funcao caracteristica

XM pertence a L*°(S) e pela Proposicao 4.11, xpsf é incondicionalmente integravel. De-

note (U)/XMf dp =: xp. Dado 2* € X*,
S

/Maf*Of du=/Sfc*O(XMf)du:]gg[l:/Ew*O(XMf)du:w* Jlaiénc[EXMf dp = 2" (zm).

Portanto, f é Pettis integravel.
Para provarmos a reciproca, suponha que a condi¢ao de Cauchy nao valha

para o net {/ f d,u} . Entao existe um e > 0 tal que para todo Fy € L existe £ € L
E EeL

disjunto de Fy tal que

n—1
dado n € N existe F,, € L disjunto de U FEy tal que
k=1

/ f duH > €. Dado Ey € L, existe F1 € L disjunto de Ej tal que
E

/ f d,u” > €. Agora, existe um Fy € L disjunto de F; tal que
Eq

/ f duH > €. Assim,
E>

/ f duH > €. Entao obtemos uma
En

seqiéncia {E,}, de conjuntos locais disjuntos dois a dois tal que

[ s> e
En
todo n.

(o]
Seja M = U FE,. Entao, existe xp; € X tal que

n=1

R T I S RS T
n=1"En n=1 n

n=1"—""

oo
para todo z* € X™*, o que implica que a série Z f dp converge fracamente. Além

n=1 En

[e.9]

disso, para qualquer seqiiéncia {k,},, de inteiros positivos, a série Z f du também
n=1"Ekn

converge fracamente, pelo mesmo argumento acima. Pelo Teorema de Orlicz-Pettis 2.11, a

/nfdu

n—oo ’
—> 0, o que é um absurdo.

oo
série g f dp converge em norma. Portanto
E
n=1

Portanto o net {/ f d,u} converge em X.
E EeL
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