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R e su m o

Neste trabalho estudamos a existência e unicidade de soluções de uma 

equação de placas em um domínio limitado de Rn , 1 < n < 3. com um termo 

dissipativo, não linear e localizado em um a vizinhança da fronteira do domínio.

Usando técnicas da teoria de controle, o princípio da continuação única 

(Teorema de Holmgreen) e o método de Nakao. a estabilização uniforme da energia 

do sistem a é provada com taxas de decaimento algébricas.



A b s tra c t

In this work we study the existence and the uniqueness of solutions of 

the plate equation in a bounded domain of Mn . 1 < n < 3. with a localized nonlinear 

dissipative term  on a neighborhood of part of the boundary.

Using technics of the control theory, unique continuation principle 

(Holmgreen’s theorem) and Nakao's method, we prove the uniform stabilization of 

the energy of the system with algebraic decay rates.
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In tro d u ç ã o

Nosso objetivo principal neste trabalho é estudar propriedades quali­

tativas do seguinte problema de valor inicial e de fronteira para a equação de placas 

(ver Duvaut - Lions [10], capítulo 4) em um domínio Q limitado do R " . 1 <  n < 3. 

com fronteira regular, a saber:

utt +  A 2u 4- p(x, u t) =  0 x e  Q, t > 0

u{x, 0) =  Uo(x) x e Q

U t ( x ,  0) =  Ui (x)  x  € n

u(x , t )  = % {x . t )  =  0 x  € dft, t > 0

Condições são impostas sobre a função p(x, s ) para que esse problema 

seja dissipativo. A função p(x, s) =  a(a:) |sjps, p > —1, s e  R. com a : Q - 

uma função limitada, satisfaz tais condições.

No capítulo 2, demostramos a existência e a unicidade de soluções do 

problema (1) usando o método de Galerkin.

No capítulo 3, usando multiplicadores especiais localizados obtidos 

da teoria de controle, o princípio de continuação única (Teorema de Holnigreen) e o 

método de Nakao mostramos taxas explícitas de decaimento algébrico para a energia 

E{t)  associada ao problema (1). Tais taxas dependem das hipóteses feitas sobre o 

term o dissipativo e localizado p(x, s ) que aparece na equação e, naturalm ente, dos
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dados iniciais u 0 e itj.

No capítulo 1 apresentamos alguns resultados básicos da teoria de 

Espaços de Sobolev, da teoria de Imersões e da teoria de Compacidade que são 

utilizados nos capítulos 2 e 3. Naturalm ente, como tais resultados são bem conheci­

dos na área de Equações Diferencias Parciais, as demostrações são omitidas, porém 

referenciadas.

Com respeito a estabilização das soluções de problemas de evolução 

com dissipação localizada mencionamos alguns trabalhos.

Para a equação da onda citamos os trabalhos de E. Zuazua [32], M. 

Nakao [23] e suas referências.

O sistema de elasticidade em um meio isotrópico foi estudado por E. 

Bisognin - V. Bisognin - R. C. Charão [6] e M. A. Astaburuaga - R. C. Charão [3]. 

A estabilização do sistema de elasticidade em meio não isotrópico foi estudada por 

A. Guesmia [11] e M. A. Horn [13].

Finalmente, mencionamos os trabalhos de M. Tucsnak [29]. [30] sobre 

a equação da viga de Bernoulli-Euler com dissipação do tipo linear:

utt + A 2u — b ^ J  | V |2 dx^j A  u 4- a(x)ut =  0, i G Í ! ,  f > 0  

os quais inspiraram  esta dissertação.
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C a p ítu lo  1 

R esu ltad o s  d a  Teoria  de 

D is tr ibu ições  e E spaços de Sobolev

Neste capítulo apresentamos os principais conceitos e resultados que 

serão utilizados no decorrer deste trabalho. As demonstrações são omitidas por se 

tratarem  de resultados conhecidos, mas citamos referências onde tais resultados, 

junto  com suas demonstrações, podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o símbolo Q representará um subconjunto 

aberto do R " , que eventualmente poderá ser o próprio R " .

1.1 N o taçõ es

1 . K. indica o corpo R ou C.

2. |o;| =  o;i +  (X2 +  • • • +  cnn para cx =  (cii, • • • , otn) € P̂ 71, n  £ IV 

3- D ° u =  “ • € N-



4. Se /  : Q C Rn — > R é diferenciável, então o gradiente de / ,  que será denotado

por V /  , é definido como o vetor de R" dado por V /  =  • ■ • > ■

5. A derivada radial de / ,  denotada por é dada por ■ V / ,  onde

r  =  11 x  11, x 6 Rn .

6. Se F(x) =  ( / ] ( x ) , . . .  , /„ (x ))  é um campo vetorial de classe C 1, definimos o

divergente de F (x ), denotado por d iv F  como div F =  V • F =  ——. onde
i=i

V é o operador definido como V =  . . .  , ^  j  .

92/7. O Laplaciano de uma função /  é definido como d iv (V /j =  V • V /  =  2_^ "^2
i=i

e é denotado por A / .

Id e n tid a d es  ú te is

Se / .  g são funções escalares de classe C 1^ ) .  Ç R” . c uma constan

te real e F  e G  são campos vetoriais também de classe C ^ f í) ,  então as seguintes

relações podem ser facilmente provadas.

1- V( f  + g) = V /  +  Vp

2 . V (cf)  = c V f

3- V ( f g )  = f V g  + g V f

4. d iv(F +  G) =  div F  +  div G

5. d iv (/F ) =  /  div F  +  F - V /

4



1.2 D is tr ib u içõ es

Seja f  \ Cl — > K. O suporte de / ,  que denotaremos por Spp f ,  é o 

fecho em Cl do seguinte conjunto:

{x  6 í í ; / ( * )  #  0}.

D efin ição  1 .1  Representamos por C£°(Cl) o conjunto das funções u : Q — > K. 

cujas derivadas parciais de todas as ordens são contínuas e cujo suporte é um con­

junto compacto de Cl. Os elementos de Cq°(CI) são chamados de funções testes.

Naturalm ente, Co°(Q) é um espaço vetorial sobre K com as operações 

usuais de soma de funções e de multiplicação por escalar.

N oção de convergência  em

D efin ição  1.2 Sejam uma sequência em, Cq°(Cl) e <p G Co°(íí). Dizemos que 

P̂k ^

i) 3 K  C Cl, K  compacto, tal que Spp^pk C K ,  para todo k G N;

ii) Para cada a  G N". D a tpk(x) — > D a <p(x) uniformemente em x  G Cl.

D efin ição  1.3 O espaço vetorial C^(Cl) com a noção de convergência definida aci­

ma é donotado por V(Cl) e é chamado de espaço das funções testes.

D efin ição  1.4 Uma distribuição sobre 12 é um funcional linear definido em T>(Cl) 

e contínuo em relação a noção de convergência definida em V(Cl). O conjunto de 

todas as distribuições sobre Cl é denotado por T> (Í2).
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Desse modo,

V  (íí) =  { T  : V(Q)  — > K; T é linear e contínuo}.

Observamos que V'(Q)  é um espaço vetorial sobre K.

Se T  € V ' (Çl) e ip € V{ÇÍ) denotaremos por < T, ip > o valor de 

T  aplicado ao elemento (p.

N oção  de convergência  em  T>'(Q)

D efin ição  1.5 Dizemos que Tk — > T  em V ' (Q) se < Tk. ip > — > < T, <p >. para 

toda ip e  T>(Q).

assim como a mensurabilidade das funções envolvidas.

D efin ição  1.6  Sejam Q um conjunto mensurável e 1 < p < oc. Indicamos por 

Lp{Çí) o conjunto das funções mensuráveis f  : Q —> K tais que \\f\\p < oc onde:

1.3 E sp aço s  LP(Q)

Neste trabalho as integrais realizadas sobre Q são no sentido de Lebesguc.

V

, se 1 <  p < oc

e

ll/lloc =  supessten | / ( í ) |  =  inf{C e  K+ /  med{t E Cl /  | / ( í ) |  > C} =  0}

=  inf{C; l/l <  C q.s}.
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O b serv ação : As funções ||.||p : 1/(0.) — > R+ , 1 < p < oo, são normas.

Na verdade L p(Q) deve ser entendido como um conjunto de classes de 

funções onde duas funções estão na mesma classe se elas são iguais quase sempre em

a

Os espaços L P(ÇL) , 1 < p < oc , são espaços de Banach, sendo L 2{Q) 

um espaço de Hilbert com o produto interno usual da integral.

T e o re m a  1 .1  Cq°(Q) é denso em 1/(0,),  1 <  p < +oo.

T e o re m a  1.2 ( In te rp o la ç ã o  dos E spaços LP(Í7)) Sejam 1 <  p < q < oo. Sc

/  E LP(Q) n  L q(Q) então f  € lr (fi) para todo r € (p,q)- Além disso,

para todo a  6 fO, 1] tal que -  =  a -  +  (1 — a ) - .
r p q

E spaços Lploc{Q)

D efin ição  1.7 Sejam Q um aberto do M" e 1 <  p < oc. Indicamos por Lvloc(Çl) o 

conjunto das funções mensuráveis f  : Q — > R tais que f x x  £ L p(n), para todo K  

compacto de Q. onde x k  é a função característica do compacto K .

O b serv ação : L i10C(Q) é chamado o espaço das funções localmente integrável.

Para u G Ljoc(Q) consideremos o funcional T  = Tu : V(Q)  — » K

definido por

< T, <p > -  < Tu, tp > = /  u(x)ip(x)dx .
Jn

É fácil verificar que T  define uma distribuição sobre Q.
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L em a  1.1 (D u  B ois R e y m o n d ) Seja u G L}0C(Q). Então Tu = 0 se e somente 

se u =  0 q.s em íl.

Obeservemos que a aplicação

L U  n) — > v'(Q)

u i— > Tu

é linear, contínua e injetiva (devido ao Lema 1.1 ). Em decorrência disso é comum 

identificar a distribuição Tu com a função u G L\oc. Nesse sentido tem-se que L\oc C 

T>' (Çl). Como £?(&.) C L\oc temos que toda função de 1/(0.) define uma distribuição 

sobre Q, isto é. toda função de Lp(Çl) pode ser vista como uma distribuição.

D efin ição  1.8  Sejam T  G V'(Çl) e a € N71. A derivada de ordem q d e T .  denotada 

por D aT, é a distribuição definida por

< D aT. tp > = ( — 1)IQ! <  T, D aip >, para toda G V(Çl).

Com esta definição tem-se que se u G C k(fl) então D aTu =  TD*U, para todo |a | <  k. 

onde D au indica a derivada clássica de u. Assim, se T  G V'(Q)  então D aT  G V ' (Q) 

para todo a  G N71.

1.4 E spaços de  Sobolev

Os principais resultados desta seção podem ser vistos nas referências 

Adams [1], Brezis [9], Kesavan [14] e Medeiros [21], [22],

D efin ição  1.9 Sejam, m G N e l < p < o o .  Indicaremos por Wrm,p(Q) o conjunto 

de todas as funções u de Lp(Cl) tais que para todo |a | ^  m, D Qu pertence a Lp(ft)

8



sendo D au a derivada distribucional de u. VFm,p(í2) é chamado de Espaço de Sobolev 

de ordem m  relativo ao espaço 1/(0.).

Resumidamente,

W m'p(Q) = {u 6 D au E LP(Q), |a | ^  m }

N o rm a  em  W m'p(Q)

Para cada u 6  tem-se que

||^||m,oo =  ^   ̂ 11-0 w||l<*(íí), P
|a|^m

define uma norma sobre W m'p(Q).

O bservações

1 . (VTm,p(Q), || ■ ||m.p) é um espaço de Banach.

2. Quando p =  2, o espaço de Sobolev VTm,2(fi) torna-se um espaço de Hilbert 

com produto interno dado por

(u, v) = J 2  (D *u > D *V) W )  Wm ’2(Q).
|a|^m

3. Denota-se W m'2(Çl) por H m(Q).

O E spaço  W qL,p(Q)

D efin ição  1.10 Definimos o espaço W™’P(Q.) como sendo o fecho de Co°(Q) em 

W m'p{Q).

9



1. Quando p =  2, escreve-se em lugar de Wjn’p(f2).

2. Se ir™ ’p(Q) =  W’m’p(Q) então a medida de Rn \  Q é nula.

3. Vale que W0m>p(R") =  W/m-P(Mn).

0  E spaço  W - m^{Ü)

D efin ição  1 .1 1  Suponha 1 ^  p < oc e q > 1 tal que -  -I- -  =  1. Representa-se por

1 r ~ m,9(Q) o dual topológico de VF™’p(f2).

O dual topológico de i7™(í2) representa-se por 

Os espaços H s(Wl): s G l

P ro p o s iç ã o  1.1 O espaço H m(R71). m  G N coincide com o conjunto

{u  G L2(Rn ); Jmü G I 2(R")}

onde Jm é a função dada por Jm(x) — (1 +  x  £ R" ■ Aqui. ü indica a

Transformada de Fourier da função u.

Além disso, a função |||-|||m : H m(Rn) — ■> R+ definida por | | |u || |m =  

||^mw||L2(Mn) é uma norma equivalente a norma de Sobolev.

A partir dessa proposição definimos:

D efin ição  1.12 Para s G R+ , indicaremos por H s(R” ) o conjunto

{u G L2(Rn ); Jsii G L2(Rn )}

onde Js(x) =  (1 +  ||a:||2) t ,  i G R " .

O bservações
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1. Em H s(Rri) define-se o seguinte produto interno:

(u ,u)h .(r») =  (J a« , J 4í))l*(r») =  /  (1 +  ||x ||2)su(x)'í)(a-)dx.
./Rn

2. i / s(Rn) ,s  € R"1“, é um espaço de Hilbert.

D efin ição  1.13 Suponha l < p < o o e q > l t a l  que ^ -t-  ̂ =  1 e seja s € R~l". 

Representa-se por H ~ s(R” ) o dual topológico de H s(R").

Os espaços H S(Q), s E l

D efin ição  1.14 Um aberto Cl do R71 é dito ser b e m  re g u la r  se a fronteira de Cl é 

uma variedade C°° de dimensão n  — 1 .

D efin ição  1.15 Sejam s >  0 e ü  um conjunto aberto limitado bem regular. 0  

espaço de Sobolev H s(Cl) é definido por:

H s(Ci) =  { r Qu ] u e  H s{R")}

onde TqU indica a restrição de u ao aberto Cl.

Para cada u G H s(Cl) tem-se que

IMU*(í2) =  in /{ ||u ||ff« (R");v € H s(Rn ) e rnv =  u}

define uma norm a em H s(Cl).

O bservações

1. H°(Cl) = L 2{Q).

O bservações
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2. H s(Cl), s > 0, é um espaço de Hilbert.

3. H s(Cl) coincide com o espaço usual de Sobolev H m(Cl), definido anteriormente, 

se s =  m  G N e se dCl for regular. Tal resultado é provado usando a teoria do 

prolongamento (ver Adams [1], Kesavan [14] e Medeiros [21]).

4. H^(Cl) é definido como sendo o fecho de Cq°(CI) em H s(Cl).

5. H ~ s(Cl) é  definido como sendo o dual de Hq(Q), s  > 0.

Os espaços H S(T), s 6 R

Seja Q um aberto limitado bem regular do R” .

D efin ição  1.16 Seja Cl o fecho de Cl em R ". Denotaremos por D (Cl) o seguinte 

conjunto:

D(Cl) =  -M n; <p G £ (R ")} .

O b serv ação : D (Cl) é denso em H s(Cl), s > 0.

D efin ição  1.17 Denotaremos por D(T) o seguinte conjunto:

D(T)  =  {u : T — » K: u G C°°(r) e tem suporte compacto em T} 

onde T denota a fronteira de Cl, isto é, F =  dCl.

Seja u : Cl — > K. Então 70u — u |r  está bem definida como uma 

função de T em K. Com isto tem-se que se u G D (Cl) então 70ií G -D(r).

D efin ição  1.18 Um sistema de cartas locais para Cl é uma família tal

que:

12



i) para todo i € I :

<Pi : Üi — > Q = [0, l ]"-1 x [—1, 1] 

é um difeomorfismo de classe C°° tal que

• <pi(Ui n fi)  c  [o,i]n = Q+

• ViiUi n d o )  c  [o a ]"-1 x {o} = r 0 

.  <Pi{d{ui nç i ) )  = dQ +.

\) dn  c  u  = U  UaII
iei

üi) Se Ui D Uj 0 e se W t =  Ví{Uí n Uj) e Wj = iPj{Ui n  U3) então 

: Wi — > Wj e : Wj — > Wi são <ie classe C°°.

Agora, sejam (^ i, í/i), • • • , ( iPn ,Un ) um sistema de cartas locais e
N

cti, ■ ■ • . ct/v funções testes do R” tais que 2 ^ aÁx ) = 1 Para t°do  a: € T =  dQ e
i= 1

sppoi C Ui (tais funções existem pois Q é um aberto limitado bem regular).

Para uma função w definida em T =  dQ sejam Wj : R71' 1 — > K. 

j  =  1, 2. • ■ • , N  funções definidas por:

(ajw)(ipj1(x , 0), se x  € Q0 =  (0. 1)"-1

0, se x  e  Rn_1\í2o

D efin ição  1.19 Denotaremos por H S(T) o conjunto das funções w : T — > K. tal 

que Wj e  i / s(R7i_1), j  =  1, • • • , N ,  onde Wj são definidas acima. Isto é,

H S{T) =  {tu : T — * K; Wj € i í ^ R " -1 ), j  =  1, ■ ■ • , A}.

13



1. Para u, v E H s(r ) ,  a função

N

[u, v)H‘(T) = Vj)H*(R"-1)
j=1

define um produto interno sobre H S(T).

2. H S(T) é um espaço de Hilbert.

3. D (r )  é denso em H S(T).

P ro p o s iç ã o  1.2 .4 aplicação

l0 : D ( t i ) h ' Hr )

definida por 70 u — u |r , é contínua na topologia de H 1(Q,)) isto é, existe uma cons­

tante positiva C  tal que

<  C ||u ||H i(n).

Como D(Õ) é denso em H S(Q). em particular em H X(Q). segue da 

proposição acima que existe uma aplicação, que continuaremos denotando por 70, 

de H l (Q) em H^(T)  linear e contínua que estende 70, isto é, tal que 70u = u |r  para 

toda u e  D(Cl). Esta aplicação 70 : H l (Q) — > r )  é chamada de função traço e 

seu valor em um dado u G H l (ü) é chamado 0 traço de u sobre T.

T e o re m a  1.3 (T eo rem a  do  T raço ) Seja Q um conjunto aberto limitado bem re­

gular do W 1 . A função traço

70 : H \ Ç l ) H H r )

é sobrejetiva e K e r ( 70) =

O bservações
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O b serv ação : Quando dizemos que u € H q(0)  anula na fronteira de O, isto é. que 

u — 0 sobre T =  dO, na verdade significa que 70u = 0 sobre F.

Im ersões  de Sobolev

T e o re m a  1.4 (T eo rem a  de S obo lev) Sejam m  > 1 e 1 < p < 00. Então

1) se ± f  > 0 então C L«(í)), i  =  i  -  s ,

ii) se ^ ^  =  0 então W m,p(Q) C -í/9(^), ç € [p, 00),

iii) se ^ ^  <  0 eníão W / m , p ( f 2 )  C I/°°(Q)

sendo as imersões acima contínuas.

1.5 D es ig u a ld ad es  I m p o r ta n te s

D esig u a ld ad e  de H õ lder

Sejam /  € 1/(0.) e g G L9(íl) com l < p ^ o o e ^  +   ̂ =  l ( ç  =

1 se p =  x  e g =  oc se p =  1). Então f g  £ L 1(Í2) e

í  \ Í 9 \  ^  | | / | | j y > ( f i ) I M U « ( í 2 )Jn

D esig u a ld ad e  de Y oung

S e a > 0 e 6 ^ 0 e l < p .  ç < 00 com  ̂  ̂ =  1 então afc ^  ^ap +
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D esig u a ld ad e  de C auchy-Schw arz  p a ra  funções L2(Q)

Sejam /  : Q i-> K e g : Q K duas funções de quadrado integrável,

então

1 U--9)lA = í  f(x )g{x)  dx Í \ f i x )\2 dx

i2 í \g{x)\2 dx
Jn J n J  n

D esig u a ld ad e  de P o in ca ré

Seja Q é um aberto limitado do Rn . Então existe uma constante C  

(dependendo de fi) tal que

IMU2(n) < C ||V u ||L2(n) para toda u  6 (1 .1)

A constante C — C(Q) citada no teorema acima é chamada de cons­

tan te  de Poincaré para Í7.

O bservações

1. A desigualdade de Poincaré tam bém  é válida se u 6 e o traço de u

sobre V =  dQ anular sobre apenas uma parte de T (ver Brezis [9]).

2. A desigualdade de Poincaré (1.1) continua válida em W01,P(Q). 

C o n seq u ên c ias  d a  D esig u a ld ad e  de P o in ca ré

1. A norma de Sobolev ||.||i,n em H q(Q.) é equivalente a norma do gradiente em 

L2(Q). Isto é, existe c > 0 tal que |M |i/i(n) <  c||Vw||x2(n) para toda u € H q(Q)

2. A norma de Sobolev ||. ||# 2(n) é equivalente à norma do Laplaciano em I 2(Í2) 

para funções em Hfi(Í2), isto é, existe c >  0 tal que ||it||//2(n) < c|| A  it||z,a(n)
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para toda u G H^(Q). Isso segue do fato que se u G H^(Q) então G Hq(Q) 

e ainda da desigualdade de Poincaré.

1.6 T e o re m a  d a  D ivergênc ia  e F ó rm u la  de  G re e n

Valem as seguintes fórmulas

í.

/  (d ivF )(x) dx =  [  F(x) ■ r](x) dT, F  G [H\Çl)]'  
'çi Ja n

u .

v A u  dx — — /  V v  ■ Vií dx, v G H] (Q), u G H 2(Q)

ui.

í  v A  u d x =  f  (A v ) u d x ,  v G H q (Q), u G H 2(Q).
J n J n

onde Q é um aberto limitado do R" com fronteira de classe C 2 e r}(x) denota a 

normal exterior unitária no ponto x  G dCl. A função F(x) integrada sobre é no 

sentido da função traço, isto é, / F(x) • rj(x) dT significa / (70F)(x) ■ r](x) dT
Jdü Jdo.

1.7 T e o rem as  de  C o m p a c id ad e

T e o re m a  1.5 (B a n a c h  - A laog lu  - B o u rb a k i)  Seja E  um espaço de Banach re­

flexivo. Então

B g  =  { / € £ ' :  11/11 <  1}

é compacto na topologia fraca*, onde E  é o dual topológico de E.
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A demostração do teorema acima pode ser vista em Brezis [9],

T e o re m a  1.6  (L em a  de L ions) Sejam Q um conjunto aberto d o W 1, gn e g funções 

de L q(Q), 1 < q < oo tais que

IlíUIz^n) < C e gn — * g  q.s em ü.

Então, gn — > g fraco em Lg(Q).

Esse resultado, juntam ente com sua demostração. pode ser encontrado em Lions [19 

D efin ição  1.20 Um operador diferencial de ordem 2m. m  G N da forma

L = Ca{x)D2au , x e Q
| a,<m

é chamado de operador elíptico se existe uma constante C > 0 tal que

Y .  c . M f 2“ > c |{ |2”
!c*|<m

para todo £ € 3Rn e para todo i g Q ,

T e o re m a  1.7 (T eo rem a  de R e g u la r id a d e  E líp tic a )  Sejam L um operador di­

ferencial elíptico de ordem 2m, m  £ N, definido em um aberto Q do MP e u Ç V  (Í2) . 

Suponha que u é solução de Lu  =  f ,  no sentido das distribuições, com f  G 

Então u G H 2m(n).

A demostração desse teorema pode ser encontrada em Agmon-Douglis- 

Nirenberg [2] (ver também Perla Menzala [24]).

D efin ição  1.21 Seja X  um espaço de Banach. Denotaremos por Lp( 0 .T : X )  o 

conjunto das classes de funções f  : [0,T] — >• À' mensuráveis tais que

\\f\\LP(0,T;X) =  \ \ f{ t ) \ \xdt)  < 00
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Se p =  oo, então 17(0, T \ X )  é constituído das funções f  : [0, T] — > X  tais que

| | / I U « ( o , r ; x )  =  s u p  e s s | | / ( í ) | | A '  <  o o .
te(o,T)

O bservações

1. 1/(0,  T] X )  é um espaço de Banach para 1 < p < oo (veja Boubarki [7]).

2. U ( 0 .T - L P ( ü ) )  = Lp(Q), onde Q =  (O.T) x Q.

3. I/°°(0, T; L 2(Çl)) é o dual de L1(0. T\ L 2(Q)) (ver Yosida [31]).

O resultado seguinte é conhecido como Lema de compacidade de Aubin- 

Lions e pode ser encontrado em Aubin [4],

T e o re m a  1.8 (A u b in -L io n s) Sejam Ar0,A  e X x espaços de Banach reflexivos. 

Suponha que X 0 C X  C X x e que a imersão Ao C X  é compacta. Seja

dv
W = { v  e  LPo(0, T; A’0); —  € LPl (0. T ; A^), 1 < p0, p x < oc}.

Então, a imersão W  C i / o(0, T; Ar) é compacta.

O b serv ação : Se X  e Y  são espaços de Banach com X  C Y  com pactam ente então 

se (xn) é uma sequência lim itada em X  resulta, da compacidade, que existe um a 

subsequência que converge forte em Y.
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C a p ítu lo  2

E x is tên c ia  e U nic idade

Neste capítulo, mostraremos, através do método de Faedo-Galerkin. 

a existência e unicidade de solução do seguinte Problema de Cauchy associado com 

uma equação de placas com um termo dissipativo. localizado e não linear:

u u  +  A 2u  -+- p ( x ,  u t ) —  0  

u ( x ,  0 ) =  u q ( x ) 

u t ( x .  0 )  =  u i ( x )  

u ( x ,  t ) =  0 ,

ftOM) = o

x  G Cl, t > 0 

x  G Cl

x e n  (2 1 )

x  G dCl t > 0 

x  G dCl, t > 0

onde Cl é um conjunto aberto e limitado do Rn , l  <  n < 3. com fronteira regular, 

lio G H$(Cl) H H 4(Cl). u x G Hl(Cl) e p : Cl x R — > R é um a função que satisfaz as
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seguintes condições:

i) p(x ,s )s  > 0 ,  s G R, x  G

ii) p e são contínuas em Q x R;

i i i ) Existem constantes K \  e K 2 tais que :
(2 .2)

K i a(x) |s |p+1 <  |p (x ,s ) | <  K 2 a(x) [ |s |p+1 +  |s |], s G R. i G Í l .

sendo p um número real tal que — 1 < p < 2;

iv )  t t (x . s ) > 0 ,  Va: G O, Vs G R. 
os

Aqui, a : Õ — > R+ é uma função tal que a G L°°(Q.).

2.1 M é to d o  de  F aedo  - G a le rk in

2.1.1 P ro b le m a  A p ro x im ad o  - Solução Local

Como os espaços de Sobolev H m(Q) são espaços de Hilbert separáveis e 

Hl(ÇÍ) é 0 fecho de Cq°(Q) em H 2(Q) podemos tom ar uma base de

V  =  H q(Q) H H 4(Q). Seja então, (wk)ken uma base de V.

Consideremos o subespaço de V  dado por Vm =  [tui,- •• , wm], onde

Wi, i =  1, • • • , m,  são as m  primeiras funções da base de V.  C laram ente, \ ’m é um

subespaço de V  de dimensão m.

Vamos m ostrar que existe uma função um : [0 ,im) — > Vm, para 

algum número real tm > 0, que satisfaz o seguinte problema:

w)  +  (p(x ,Um( t )), w )l 2(Q) = 0 ,  W G \ m

< um{ 0) =  u0m (2‘3)

u m(0) =  u \mi<
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/ du
onde u  =  —  e b : V  x V  — > R é a forma bilinear dada por b(u, v ) =

(Am, A u ) i2(n) =  / ( A u ) ( A v ) d x ,  sendo u0m e ^ím seqüências em tais que
Jn

uom — > uo forte em V' e u lm — >■ tij forte em H q(Q). De fato, sendo (iUfc)*€N 

base de V  e de H q(fi), podemos escrever que

OO OO
u0 -  ^2 CkWk, it! =  2_j dk Wk (2.4)

k=1 fc=l

e portanto,
m m

^Om ^   ̂Cfc k; ^  ^k-
k=1 fc=l

E claro que ò é uma função contínua, pois:

|6(w,i>)| =  |(A u, A u )L2(n)| <  || A u | |L2(n) || A  v||i,2(n) <  \H\v  IM Ir. 

para toda u, v 6 V.  já  que || A  u IIl2;^) é parte da norma ||it ||r .
m

O problema aproximado consiste em achar um(t) — ’} y 9jm{t) wj •
j=i

definida em algum intervalo [0,ím), que seja solução do problema variacional (2.3).

Observemos que como Vm =  [tui, • • • ,w m} tem-se que o problema (2.3) 

é equivalente ao sistema de equações:

wk)L2(fi) +  b(um(t), wk) +  (p(x ,um(t)), wk)L2{Çl) =  0 

lim(0) =  Uom 

tím(0) =  Ulm 

com k  =  1 , • • • , m.
m

Se um(t) é um a função dada por um w  =  E 9jm{t) Wj então um(í) €
j=i

V'm para cada t € [0, ím).

Então, substituindo essa expressão para  um(í) na equação em (2.5)
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obtém-se, para k = 1 , • • • , m  :

(ê^m íO W j.W jfc ) + 6  ( ' f 2 g jm(t)wj ,w k J +  í p í x , ^ 0j-m(<)WjYwfc)
Vj=i /  L2(n) \ j =i /  V j=i /  L2(n)

Usando a linearidade da forma b e do produto interno de I 2(Q) resulta que

m m /  m \
n) + Ô(Wj, li>*) + í )

i=i j= i V i =1 / L2(n)

para todo k = 1, ■ ■ • ,m .

Vamos chamar (u>j, w^) =  A?*: e ò(iUj, Wk) =  -Bjfc. Então, o sistema 

de equações em (2.5) é equivalente ao sistema

m /  m \
=  0, k =  1 . • • • , m.  

j=i V J=1 /  L2(n)

Observemos que o sistem a acima é um sistema de EDO’S de 2a ordem para as

funções gjm{t)-

Vamos analisar condições iniciais para as pjm(í). Temos, das condições 

iniciais em (2.5) para um(t), que:

m
5 > i m ( 0K  =  'Um(O) — ^ 0m — ^  , cj 
j=1 J=1
m m

=  Wm(°) =  «lm =  
j=1 J=1

m
Portanto, se queremos que um(í) =  9jm(i)wk atenda as condições iniciais de (2.5)

3=1
devemos ter que

Pjm(0) Cj , j  1 , ■ • ■ , 771

PÍm(O) =  3 =  !>•••

sendo Cj e dj dados em (2.4).
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Assim, o sistema (2.5) é equivalente ao sistema:

771 /  771 \
Sjmii) +  B jk 9jm{t)] +  í p(x, Y  g'jmit)™])- ) =  0

j=i V i =1 '  L2(n)
(2 -6 )

9jm{0) Cj, j  1, ,777.

 ̂ 9jm(°) =  j  =  I ’ - "  ’m 

para /c =  1 . • • • , m.

O sistema (2.6) é um problema de valor inicial para um sistema de 

ED O ’S de 2a ordem não linear para as funções gjm(t), j  — 1 , • • • , 777. Lm  sistema 

desse tipo pode ser colocado na forma:

= F(Y„)
(2.7)

com Ym = [gim,-• ■ ■ 9mm, g\mi' "  ■> 9mm) e 5 0m =  (C1 • ‘ ' ‘ , cm ■ d \ , • • • . dm ) . Esse

d F
dYi
dF

sistema tem única solução se F  e —  forem contínuas e Y0m € Dom(F) .  Notemos

que D om (F)  =  R2m.

Precisamos então, analisar o termo não linear em (2.6):

( m \  r  771
p ( x , ^ 2 g jm{t)wj ) , w k j =  J  p { x , ^ 2 g ' jm{t)wj (x ) )w k{x) dx 

j=l '  l2{n) n J=1

=  H k ( g [ j t ) . - - -  k = 1. 2, • • ■ .m .

Como por hipótese p ( x , s ) é contínua em í l x E  então Hk (sj, - •• , sm) é contínua

dHk ■ dp -em s -  (si, • • • , sm) € Mm. Também, é contínua Vj, /c =  1, • • • ,m  pois —  e

contínua.

Então, F  atende as condições do Teorema de Caractheodory (ver 

Medeiros [22] e Brauer [8]). Logo, existe uma única função Ym = Ym(t) solução 

de (2.7) definida em algum intervalo [0, t m) , t m > 0. Desse modo, existem únicas
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funções (gi(t), ■ ■ ■ ,gm{t)) definidas no intervalo [0, í m), duas vezes diferenciávei tais 

que
' m
Y  [Ajk Çjmit) +  Bjk9jm[t)] +  Hk (glm(t), • • • ,gmm(t)) =  0 t e  (0 , tm)
3 = 1

9j m (0) Cj. j  1, • • • , 171

9jm(°) =  dii 3 =  l , - - -  ,m  

para /c =  1 , • • • , m.
m

Portanto, a função um : [0, tm) — > Vm dada por um(t) = Y ,  9 jm{t)wj é solução do
j=i

problema aproximado (2.3) no intervalo [0.ím).

2.1.2 E s tim a tiv a s  a P r io r i  - P ro lo n g a m e n to  d a  Solução

Queremos m ostrar que a solução um(t) de (2.3) em [0,ím), pode ser 

prolongada a um intervalo [0, T] arbitrário. Mas, para fazer isso. precisamos de 

algumas estimativas para um(t) e um(t), em norma, em todo intervalo [0./m). De 

fato, como em dimensão finita todas as normas são equivalentes, se um(t) e um(t) 

são lim itadas, em norma, em algum intervalo, então gjm e g]m também são limitadas 

nesse mesmo intervalo. Então, as soluções gjm{t) de (2.6) podem ser prolongadas a 

um intervalo [0, T] desde que, por exemplo. ||um(í)||y  e ||um(í)||L2(n) sejam limitadas 

em [0 ,ím). Assim, as funções um(t), para cada m  € N, também serão soluções de 

(2.3) definidas em [0,T].

As estimativas que faremos a seguir, para obter uma limitação da 

norm a de um(t) e um(t), são chamadas de estimativas a priori.
m

Seja 0 < t < t m, então temos que um(t) = Y ,  9jm{t)wj satisfaz
j=i

(um{t), w)L2{n) +  b(um(t), w) +  ( p ( x , u m(t) ) ,  w ) L2(n) =  0 , V u j  G Vm-
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Agora, para

W =  Um{t) ='52g'jm{t ) wJ 
j =1

obtemos que,

(um{t), vc)L2{n)  =  ( u m ( í ) ,  u m ( í ) ) L2(n) -  f  u m ( / ) u m ( í )  d x -
Jn

i  \ i {û ,))2iI~ ,2'9) 
1 c/ || / , v | I2
9 ^  ll^m(^) llL2(n)*

6(um(í). iü) =  fe(um(í), um(í)) = /  A u m{t) A u ' m{t)dx =
■In

=  X ^ (AUm(í))2dX = 2 l t  I j AUm{t))2 dX =
(2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10). com tu =  um(í). em (2.8), resulta que:

^ I K W I l L ( n )  +  A u m(í) ||2L2(n) +  {p(x.um(t)), um{t))LHn) = 0

para í £ [0. í

Integrando em [0, t], 0 < t < tm obtemos 

\ \W 'J t ) \ \ 2m n )  +  III A u m(í)||2L2(n) +  [  (p(x ,um( s ) ) , u m(s))L2W ds =
J  0

=  2 l l ^ m  ( ® )  II L 2{Cl) +  2 II ^  U m ( 0 ) | | L 2(r2) =  5  \ W \ m  11 / , 2( n )  +  2 H ^  U 0m | l í , 2( n ) -

Notamos que

{p(x ,um{s)), um(s))L2(n) =  f  p (x ,um{s ) )um{s)dx > 0
J n

pois, pela hipótese (2.2) (i),

p(x, s)s  > 0 ,  V s £ E.
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Com isso, concluímos que

l l ^ m ( ^ )  I I L 2 ( f i )  " l "  II ^  u m { t )  I I . L 2 ( n )  —  l l ^ l m  l l / ^ n )  II ^  U 0 m  | | Z . 2 ( f í )

fí || ̂ lm || ll^OmlIv — ^

onde C  =  C (u0, « i) é uma constante positiva independente de t e [0, tm) e de m  € N. 

Isso resulta do fato que u\m — » U\ forte em Hq(Q), quando m  — > oc. donde (uiT7Í) 

é lim itada em H$(Q). e do fato que u0m — > u0 forte em V e portanto (u0m) também 

é lim itada em V.

Assim, mostramos que existe uma constante C > 0, independente de t € [0, im) e 

de m & N, tal que

llum(í )IU2(fi) < C e I! A  wm(í) ||L2(n) <  C. (2.11)

Desse modo, u'm e A um são seqüências limitadas em L x {0. tm: L2{ü)). Agora, 

como || A  ^IIl2̂ )  é equivalente * a ||i>||//2(n)? Para toda v £ H q(Q), segue que um 

é uma seqüência lim itada em L°°( 0, tm; Hq(Q)). Temos então que um e um são 

seqüências lim itadas em L°°( 0, tm\ L 2{Q)) e L°°( 0, tm\ H$(Q)) respectivamente. 

A conseqüência disso é que a solução u m(t) de (2.3) pode ser prolongada a um 

intervalo arbitrário [0, T].

Desse modo, vale que um e um são seqüências lim itadas em 

L°°( 0, T ; L 2(Q)) e L°°(0, T; Hfi(Q)) respectivamente.

Agora, vamos estimar a norma de um(0) em L 2(Q). Considere w  = 

um(t). Substituindo em (2.3) segue que

{um{t), u'm(t))La(n) + 6(um(í), «m(í)) +  {p(xt Um(t)), Um{t))L2{n) =  0, t €  [0,T]. 

"ver cap.l, seção 1.5
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Isso diz que

l k m ( í ) | | Í 2 ( n ) +  ( A um{t), A u m(t))L2{n) +  ( p ( x ,u m{t)), um{t))L2(n) =  0. t e  [0 . T].

Calculando em t — 0 e usando a segunda Fórmula de Green, já que um(t) e } =

H q(Q) H f / 4(Q), resulta que:

llwm(0)lll2(n) +  (A 2um(0), um(0))L2(Q) +  (p (x ,um(0)), u'm(0))L2(n) =  0.

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L 2(Q), segue que

l l ^ ( 0 ) | | Í 2 ( n )  <  I! A 2  t U O J I l ^ n )  l l C W I I i 2 ^ )  ( 2 . 1 2 )

+  l b ( a : ^ m ( 0 ) ) I U 2 ( n )  l l ^ ( ° ) I U 2 ( r ! ) -

Se ||um(0) ||22(n) =  0 então ||w^(0)|| é lim itada. Caso contrário, tem-se de (2.12) que

llum(0)IU2(n) ^ II A 2 ^m(O)||l 2(D) +  !|p(z> wm (0))l|L2(n)- (2.13)

A firm ação  1: \\p{x, um(0))\\L2(ci) é lim itada independente de m. ou seja.

||p (z ,u m(0 )) ||i2(n) =  \ \p(x,ulm)\\ l2m  < C  (2.14)

com C  =  C(u\)  uma constante positiva.

Demonstração:

De fato, usando a hipótese (2.2)(iii) sobre a função p(x, s), temos que 

| |p ( i ,u m(0) ) | | |2,n) =  J  |p ( i ,n m( i , 0)) |2 d i  < J^K%a(x)2[\um(x,0)\r+l + |t/m( i , 0)|]2 rfx 

< 2Â |||a | |L  í  +

=  2K || |a | | i ) | |iC (0)lli1(n) +  ^  \um(x,0)\2r+2 dx

= 2 K || |< C  | |a i„ |l i !(í!) +  2K l \ \a \ \ l  J  \uljn(*)\2T+2 dx- 
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É claro que o primeiro termo na última igualdade é limitado pois u\m — > forte 

em H q(Q) e, portanto, em L 2(Q). Agora, queremos lim itar / |uim (z)|2í,~2 dx. Claro
J n

que 0 < 2p +  2 <  6 pois - 1  < p < 2 (veja (2.2)(iii)). Para isso, vamos considerar 

dois casos:

I) Caso 0 <  2p +  2 < 2.

Se 0 < 2p -I- 2 < 2 então usando a desigualdade de Holder com -4— +  =  1
2 p + 2  - V

tem-se que

J  ItíimMI2,+2dx<  Í J  l ^ i d x )  Q f  

= l«r llfimllSln, < c
pois uim — > U] forte em H$(Q) e, em particular, Uim — » ui forte em L2(Q). 

Donde segue que /  |u im(x)|2p+2 dx é lim itada independentemente de m e por-
Jü

tanto, a Afirmação 1 é válida, neste caso.

II) Caso 2 <  2p +  2 < 6.

Como H q(Q) está imerso continuamente em L°°(f2) tem-se, do fato que u lm € 

H 2(Q) que

Í  |'Uim(x)|2p+2 dx <  |Q| <  C |Í2| ||^lm |lf/2(n)
J n

sendo C  a constante da imersão de Sobolev. Como u lm — » u\  forte em H^{Q) 

resulta que

f  \ulm( x ) \2p+2 dx  <  C  
________________________________ Jn_

^ver Teorema 1.4; cap.l; seção 1.4
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já  que |fi| é finita. Aqui. C  é uma constante positiva que depende de |Í2| e da função 

u\.  Segue que a Afirmação 1 também é válida se 2 < 2p + 2 < 6.

Portanto a Afirmação 1 está justificada.

□

De (2.13), da Afirmação 1 acima e do fato que ttm(0) =  7/0m — ► uo 

forte em H q(Q) n  H 4(Q) segue que

l|tC(0)|li»(n ) < C (tio ) +  C (tti) =  C (2.15)

onde C é um a constante positiva independente de m.

Concluímos então, que um(0) é lim itada em L 2(Q). Q C M". 1 <  n <

3.

Agora, derivando (2.6) em t, obtém-se que as funções gjm devem ser

soluções do sistema 

'  171 ( m . \
+  Bjkúmit)] + [ - £ { X- Y l  E  9im(t)Uj) » ^  ) =  0

j=i V  j=i j= 1 / i2(n)

3jm( 0) 9?’

9jm(®) =  dj

9jm(  0) =  ej

(2.16)

sendo j , k  =  1 , • • • , m  e ej os coeficientes de u'm(0), isto é,

um(0) =  =  E w
i=l j=l

Note que e; são limitados já  que ||iCi(0)l|L2(n) é lim itada.

De fato, o Teorema de Caractheodory implica que (2.16) tem solução 

gjm(t), definida em um intervalo (0, í m), que é três vezes diferenciável em [0, í m).
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É claro que o novo term o não linear também atende as hipóteses do Teorema de 

Caractheodory, portanto

m

j = l 
m

existe em (0. t m). Segue que um(t) =  ^ gjm(t)w3 satisfaz em [0,ím):
j=i

( C ( t ) .  ^ ) ^ ( n )  +  b(um(t), w) +  ( x ,  u m(t) ĵ u'm(t ) , w  J  =  0

para toda w € Vm. Fazendo w =  um resulta que

+ \ j t W A u ^ ( í) | |i2(n) + J ^ { x , u m{t))\u'm{t)\7dx = 0.

Agora, integrando em (O.í), 0 < t < ím, tem-se que

ll<£(í)ll!»(n) +  II A  + 2 f f  f  (*, ^ ( t ) ) |« : ( í . x ) |2 dxdt  (2.17)

^  l l ' u m ( 0 ) I I Í 2 ( n )  +  II A  w m ( 0 ) | | | 2 ( Q )  =  | | w m ( 0 ) | | i 2 ( n )  +  || A  w i m 1 1 z.2(q) <  C

onde C  =  C(uo, u x,Çl) é uma constante positiva independente de m,  devido a (2.15) 

e ao fato que u\m — > U\ forte em Hq(Q).

d
Usando a hipótese (2.2)(iv) sobre a função p, isto é. que s ) ^  0-

e a equação (2.17) concluímos que

l lC ( i ) l l | .m  +  l |A u m( í ) |t | . (n )< C ,  t e  (0, ím) (2.18)

com C  > 0 independente de m.

Em particular, podemos prolongar a solução um(t) a uin intervalo 

arbitrário [0, T]. Então, obtemos de (2.11 ) e de (2.18) que

u m é lim itada em L°°(0, T; H q(ÇI)) C I<2(0, T\ H q (Í2))

um é lim itada em L°°(0, T; H%(Çl)) C L 2(0, T; H 2(Cl)) (2-19)

u'm é lim itada em L°°(0, T; L 2{Q)) C L2(0, T; L 2(Cl))
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pois II A  um\|L2(n) é equivalente  a ||um||H2(n) já  que um G

Agora, de (2.19) segue * que existe uma função u G L°°(0,T; Hq(Q)) 

com u  G L°°(0, T] Hq (Í2)) e u G L°°(0. T; L 2(Q)) tal que

um — > u, fraco* em L°°(0,T]Hq(Q))

um — > u ,  fraco* em L°°(0, T: H%(Çl)) (2.20)

um — > u , fraco* em L x  (0,T\ L 2(Q)).

Aplicando o Teorema de Aubin - Lions § com X q =  H q(Q), X  — A'i =

L2(Q) e po =  P\ — 2 segue que

W  =  { v G  L2(0, T ; H 2(Q))] v G I 2(0, T; L2(Í7))}

está imerso compactam ente em L 2(0.T-, L2(Q)). Segue de (2.19) que um é uma 

seqüência em W  tal que um — > u . fraco em W .  Portanto, pela compacidade da 

imersão, segue que um possui uma subseqüência, que continuaremos indicando por 

um , tal que

um — » u , forte em L 2(0, T; L2{Çl)) =  L 2((0, T)  x Cl).

Então, por propriedade de seqüências convergentes em LP(Q) obtemos que um — > u

q.s em Q =  (0, T) x

Como p(x, s) é contínua tem-se que

p(x,u'm( x , t ) ) — > p(x ,u ' (x , t ) )  q.s em Q. (2.21)

íTeorema Banach-Aloglu-Boubarki; cap.l; seção 1.7 
§ver cap.l; seção 1.7
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r . L >  ^  • cj

A firm ação  2 : p ( x ,u m) é lim itada em Lr(Q).  

Demonstração:

De fato, da hipótese (2.2)(iii) temos:

Í  \p(x-.um)\2 dxdt < í  [K2a{x) (|um|p+1 +  \um\)]2 dxdt  
JQ JQ

<  2  K l  I M l L  /  [ l ^ m | 2 p + 2  +  W m \ 2 } d x d tJ q

=  2 A'2 Iloilo í  \um\2p+2 dxdt + K l  | |a ||^  í  \um\2 dxdt. 
J q J q

Agora, como úrn é lim itada em Z/°°(0, T ; L 2(Q)) C L 2(Q), temos que
Jq

\um\2dxdt  é

limitada.

Para lim itar a integral

f  \um(x, t)\2p+2 dxdt Jo
( 2 .2 2 )

usa-se o mesmo raciocínio realizado na prova da Afirmação 1 para lim itar a integral

Í \Uim{x)\2p+2 dx.Jci

Na limitação da integral acima, usou-se 0 fato que u \ m  é  uma seqüência lim itada em 

Hy(Çl), que Çl é lim itado e certas imersões de Sobolev. Para lim itar (2.22) deve-se 

usar que um é um a seqüência lim itada em L°°(0, T; Hfi(íl)), que Q =  (0. T)  x Q é 

um conjunto lim itado e as mesmas imersões de Sobolev.

Portanto, a afirmação 2 está justificada.

□

Da Afirmação 2 e da convergência dada em (2.21) segue, pelo Lema
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de Lions,  ̂ que

p(x, um) —L p(x, u )  fraco em L 2(Q). (2.23)

Logo,

(T.p{x,u'm)) — ■> ('T ,p ( x ,u  )) para toda T  G (L2(Q)) =  I 2(Q).

Isso significa que

/  p(x,u'rn)w d x d t — » / p(x ,u ')wdxdt,  para toda w £ L 2(Q).
J q J q

Escolhendo u; =  v6, v G Hq[Q),6  G V ( 0 ,T ) ,  segue que U’ G L~{Q) e portanto 

j f p ( x ,u m)v{x) dx^j 6 { t )d t— > ^J  p { x ,u )v (x )  dx^j 9{t)dt

para 0 G D(0, T)  e v G H$(ÇÍ). Isto é,

rT rT
/  (p (x .um) , v ) L2{n)e ( t ) d t — > / (p(x ,u  ) . v )Li(n)0(t)dt,

,/ü -/o

para  to d a  0 G P (0 ,T )  e p a ra  to d a  v G # o ( ^ ) -  Desse m °do , conclu ím os que

{p{x.um) , v ) Li [çl) — * (p(z, w ) , t ’) i 2(n) em P  (0. T) (2.24)

p a ra  to d a  u G H 2(Q).

Agora, queremos passar ao limite quando m  — > oc nos dois primeiros

termos do problema aproximado (2.3).

Como podemos identificar L°°(0, T; L2(Q)) com o dual de 

Lx(0, T; L2(Ü))., o fato que um u fraco* em L ° ° (0 ,r ; Hq{0))  C L°°(0,T; L2(ft)) 

(ver (2.20)) significa dizer que para toda w G L ^ O .T ; L 2(Q)) tem-se que

(u'm, W) — ► ( u ,  w).

^ver cap.l, seção 1.7
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í  í  um( x , t ) w ( x . t ) d x d t — > í  í  u (x, t)  w (x , t )  dxdt  (2.25)
J o J n Jo J n

para toda w E L l (0, T, L2(Q)).

Seja w = 9 v  com 0(í) £ L l (0,T) e v E H q(Q) C L2(Q). Então, de

(2.25) tem-se

[  (um(t ) ,v )L2(n)0 ( t ) d t — > [  {u { t) ,v)L2(Q) 6{t) dt (2.26)
J 0 ./o

para toda 6 E L l (0,T)  e para toda v E H q{Q).

Tomemos 6 E V ( 0 ,T )  C L 1(0 ,T ). Então, de (2.26) temos que

{Um, v)L2 {Cl) ----> (u , t')L2(íl)

em V ' ( 0 ,T )  para toda v E H q(Ç1). Portanto, para toda v E H q(Q) vale que

J t (u’’v ) = (u">v) (2/2T)

em V'  (0, T).

Agora, usando a convergência

um —̂ u fraco* em L°°(0, T; H% (fi)) (2.28)

queremos m ostrar que

b(um,v)  — > b(u,v)

em L°°(0,T) para toda v E

De fato, de (2.28) segue que

A u m - ^ A u  fraco* em L°°(0, T; I 2(^)) =  ( L l {0, T, L 2(Çl)))'.

Ou seja,
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Portanto, para toda w G L 1 (0, T, L 2(Cl)) tem-se que

rT  r  r T
í  f  (A um)w d x d t — > í  f  (Au) 
Jo Jci Jo J n

i)w dxdt.

Em particular, para w =  9 A v ,  9 G L^O, T),  v G # o (^ )  vale a convergência acima, 

isto é,

( í  ( A u m)(Av)9  d x d t — * I  í  (A u ) (A v)9  dxdt. 
o J n J o J n

Então,

J  ( A u m)(A v )  dx^  9 d t — » J  ^ J  ( A u ) (A v )  dx^j 9 dt

para toda 9 G L ^O jT ) e para toda v G H 2(Cí). Isso diz que

J (A um, Aw) L2(çi)9 dt > (A u, A v ) L2^ 9 d t

para toda 9 G L l (íí) e para toda v G H q(Q). Portanto,

(A u m, A u )i2^  —*■ (A u, A v ) L2^

fraco* em L°°(0,T)  para cada v G H$(Q). Assim, relembrando a definição da forma 

b(u,v)  temos que para cada v G H q(Q)

b(um,v)  — > 6(u, v)

fraco* em L oc(0,T ). Em particular,

b(um,v)  — >b{u,v) (2.29)

em V  (0,T)  para toda v G

Portanto, de (2.24), (2.27) e (2.29) resulta que a função u dada em 

(2.20) satisfaz a equação variacional

(u", v) +  b(u, v ) +  (p(x, u ) ,  v ) =  0,
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para toda v G H q(Q), no sentido de T>'[0, T).

Isso implica que

u + A 2u + p ( x , u )  — 0 (2.30)

no sentido de V'(Q)  para cada t G [0, T],

Usando o fato que A 2 é um operador elíptico de ordem quatro, que 

A 2u(t) = —u"(t) — p(x, u (t)) no sentido de V'( f l )  e que u" e p ( x , u )  G L 2(Çl). para 

cada t G [0, T], segue do Teorema de Regularidade elíptica j que

u{t) G H 4(íl)

para cada t  G [0.T]. Mas, como já  sabemos que u G L°°(0,T; Hq(Q)) en tão  se 

conclui que

u e L ° ° ( 0 , T - H * ( n ) n H 4m .

O b serv ação : o fato que p(x ,u  ) G L 2{Q) p a ra  cada t G [0.7'] é provada de m odo 

sem elhan te  a justificativa da Afirmação 1.

Assim, a função u dada em (2.20) é tal que

u G L°°{0 ,T :H 2{n) n t f 4(ft))

u G L°°(0, T ; H 2(Çl))

u" G L°°(0, T ; L 2(Q,))

e satisfaz (2.30) no sentido de V'  (Q) para cada t G [0, T].

Então, verificando as convergências que produziram (2.24), (2.27) e 

(2.29), mais a segunda fórmula de Green, resulta que

u +  A 2u +  p(x, u ) =  0 (2.31)

II ver capl; seção 1.7
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no sentido de L2(Q). Assim, u é solução forte da equação em (2.1).

2.2 A nálise  das  C ond ições  In ic iais

Queremos m ostrar agora, que a função u dada em (2.20) também 

satisfaz as condições inicias da problema (2.1), isto é,

u (0) =  u0 e u (0) =  U\

Para fazer isso, vamos considerar a seguinte proposição:

P ro p o s iç ã o  2.1  Sejam V\ e V2 espaços de Hilbert tal que V\ C V2 continuamente.

du
Seja W ( 0 ,T )  =  {u  G Lp(0,T :V i) : —  G Lp (0. T ; V2)} . Então VF(O.T) está imerso

dt

continuamente em C (0 ,T ; V2) ■

A demostração pode ser encontrada em Lions [20].

Lembremos que a solução u  de (2.31), dada em (2.20). é tal que u G 

L°°(0, T; H q(Q) n  H \ n ) )  com u G L°°(0, T ; H 2(Çl)) e u G L°°(0, 7 : L2(Í2)). Logo, 

u G VT(0, T) com p =  oo e Vi =  V2 = H%(£1). Portanto, pela proposição acima 

tem-se que

« e C ( [ 0, r ] , í í 02(!2)).

Também, u G W ( 0 ,T )  com p =  oo e Vi =  H$(ÇÍ) e V2 =  L 2(Cl). Assim, pela 

Proposição 2.1

u G C ( 0 , r ; L2(Q)).

Logo, faz sentido calcular tt(0) e í/(0 ) .

Vamos então calcular u(0). Temos que

um - ^ u  fraco* em L°°(0, T ; H$(Q))
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como já  foi visto em (2.20).

Então, como em (2.25) e (2.26), escolhendo w — v9 com v G H 2(Q.) C 

L 2(íl) e 6 G L ] (0 ,T ) tem-se:

/  v)L*(n)ôdt— > ( u , v ) L2{íl)ed t
J 0 -/o

para toda 6 G L ] (0,T ). Em particular, para toda 9 G C l (0.T)  já que C ’ (O .r) C 

L 1 (0. T).

Também, de (2.20) tem-se

um —1 u fraco* em L°°(0, T; H q (íl)).

Então, como acima, para v G Hq(ÇI) C L 2(Q) e y? G L^O, T) vale que:

I (i^mi ^)í.2(í))V^^  ̂ I (̂ > ^')L2(fl)̂ P dt
J 0 l/o

para toda y? G L ^O .T ). Em particular, para toda </? G C(O.T) pois C(O.T) (

^ ( o , r ) .

Escolhendo = 9' com 6* G C^O, T) concluimos que

í  (um, v)L2[U)9 d t — > [  { u , v ) m n ) 9 d t  (2.32)
J 0 J 0

f  (Um, u)L2(íí)0' dt — > í  (u , cft (2.33)
Jo -/o

para toda í; G iíg (^ ) (^0 e para toda 0 G C 1 (0, T) ta l que #(0) =  1 e 9(T)  =  0.

Somando (2.32) e (2.33) temos que

dí.
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Então, usando o fato que 0(0) =  1 e 9(T) = 0 segue que

(^m(O)i v)l2(fi)  ̂ (^(0)j v )l2(ü)

para toda v £ H$(Q) C L2(f2). Mas como um(0) =  u0m — > u0 forte em H$(Q) (ver 

(2.3) e (2.4)) e portanto em L2(fi), tem-se que

( u m ( 0 ) ,  v)L2 {u) — ■> (íx0, v )L2 m

para toda v £ Portanto, da unicidade do limite, concluimos que

ix(O) =  lio- (2.34)

De modo semelhante, mostra-se que

u (0) =  u\.  (2.35)

Agora, de (2.31), (2.34) e (2.35) concluímos que a função u é solução

do problema (2.1 ), já  que as condições de fronteira em (2.1) estão satisfeitas pois

u e  H 2(Q).

Resta então, verificar a unicidade da solução u.

2.3 U n ic id a d e  d a  Solução u

Suponhamos que existem duas soluções u e v do problema (2.1) na 

classe C{0, oo; i í 02(Q) D H \ Ü ) )  n  C^O, oo; t f 02(Q)). Então w = u - v é  solução de

Wtt +  A 2W +  p(x, u t) -  p(x, vt) =  0 X  £ Í2, t > 0

w(x ,0) = uit(x.O) = 0  x  £ Q (-.36)

w (x, t) = ^ { x , t )  = o x £ an, t > o
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Multiplicando a equação em (2.36) por wt , integrando em Q e usando 

as condições de fronteira para w dadas em (2.36), resulta que

“  í  [ K l 2 +  | A  w\2]dx +  I  [p(x,ut) -  p{x ,v t )]wt dx = 0 
2  a t  J  q  J  n

para todo t > 0.

Agora, integrando em [0,t], t > 0. e usando as condições iniciais dadas 

em (2.36) segue que

-  [  [\wt \2 +  | A w\2]dx + í  í  [p(x.ut) -  p (x ,v t )]wt dxds = 0 
2 Jfi J o J n

para todo t > 0. Ou seja.

E(t)  +  í í [p{x. ut) -  p(x, vt)]wt dxds = 0

para todo t > 0, onde E(t)  — E(w{t)) é a energia para a solução w{t).

Como p(x, s ) é diferenciável na variável s, segue do Teorema do \  alor 

Médio do Cálculo que

E{t) + j  J ̂ ( x , Q [ u t -  vt]wt dxds -  0,

sendo Ç =  Ç(x, s) um número entre ut(x, s) e vt (x, s).

Isto é,

E (t) + J J j ^ {x ,Ç) \w t \2 dxds = 0

para todo t > 0.

Como — {x. s) >  0 para todo x  G Cl e para todo s G R  resulta que 
os

E(t)  = E(w(t))  =  0, V í  >  0.
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Portanto, wt(x ,t)  =  0 q.s em fi x (0,oo). 

constante q.s e m O x  (0, oo). Mas w ( x , t ) =  0 para x  € dQ 

concluimos que w ( x , t ) =  0 q.s em Q x (0, oo). Isto é, u — 

problema (2.1) tem  uma única solução.

Daí segue que w (x , t )  é 

e para todo t > 0. Logo 

v. Conseqüentemente, o
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C a p ítu lo  3

E stab ilização

Neste capítulo vamos estudar taxas de decaimento da energia da solução 

u(x , t )  do sistema (2.1). Para isso, consideremos x 0 € Rn um vetor fixo e

r ( x 0) = {x  e T; (x -  x0).T](x) > 0}

onde r/ =  77 (x) é o vetor normal unitário exterior calculado em x  £  T =  dQ.

Aqui, explicitaremos mais condições sobre a função a(x) que aparece 

nas hipóteses (2.2) sobre a função p(x, s).

Seja então, u  C fl uma vizinhança de T(xo) e assumiremos que 

a : Õ — > M+ é uma função lim itada satisfazendo

a(x) > 0 em Õ e a(x) > Go > 0 em u.  (3.1)

O objetivo é estudar a estabilização uniforme da energia to ta l E(t).  

do sistema (2.1 ), dada por



Isso é possível, porque a energia E(t)  satisfaz a seguinte identidade:

■t+T r
/ p (x ,u t)ut dxdt, t > 0, T  > 0. (3.3)

J  n

Assim, a energia é uma função decrescente, já que p(x, u t)ut > 0 para  

todo t >  0 (ver hipóteses (2.2) sobre p (x ,u t)).

A identidade (3.3) é obtida fazendo o produto da equação em (2.1) 

com u t e integrando em [f, t +  T] x fl.

T eo rem a  3.1 (E s ta b iliz a ç ã o )  Considerando a hipótese (3.1) sobre a(x) e as hi­

póteses (2.2) sobre a função p{x , s), tem-se que a energia total da solução u = u(x.  /) 

do problema (2.1) tem o seguinte comportamento assintótico no tempo:

E(t)  =  E ( u (x , t ) )  < CE(0)(1  +  í)~7i, z =  1 , 2, (3.4)

onde C  é uma constante positiva e as taxas de decaimento 7 ; são dadas de acordo 

com os seguintes casos:

2
caso 1: 7 i =  -  se 1 < p  < 2 e 71 =  p + 1 s e 0 < p < l  

P

caso 2: 72 =  p +  1 se — 1 < p < 0

O bservação : Observemos que no caso em que p =  0 pode-se provar que a taxa de 

decaimento é exponencial (ver [5] e [32]).

Para provar este teorema vamos precisar de alguns lemas e estimativas 

especiais sobre a solução u.

E( t)  - E ( t  + T) = J
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3.1 L em a  de N akao

Para provar a estabilização da energia E(t)  vamos m ostrar que E(t)  

satisfaz uma desigualdade do tipo:

E(tY '  < C i [ E ( t ) - E ( t  + T)], t > 0  (3.5)

onde C, é uma constante positiva, T  > 0 está fixo e e, > 1 está relacionado com 7 t,

que são dados no Teorema 3.1.

Então, a propriedade de decaimento (3.4) seguirá de (3.5) e do seguinte

lema:

L em a 3.1 (N ak ao ) Seja <p(í) uma função não negativa em K~ satisfazendo para 

t > 0:

sup (p{s)1+ô < g(t)[íp{t) -  íp{t + T)}
t<s<t+T

com T  > 0, ò > 0 e g(t) uma função continua não decrescente.

Se ó > 0 então ip(t) satisfaz

<p{t) < l ip{0 )-â + g i s ) - 1 d s ^  , t > T .

Se ô — 0; ao invés da desigualdade acima temos que

<p{t) <  Cip(0) exp_Aí, t > 0

para algum X > 0.
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3.2 Id e n t id a d e s  de  E n e rg ia

Para provar (3.5) também precisamos desenvolver algumas identidades 

de energia. Seja h : R” — > Rn um campo vetorial de classe C 2 tal que

h(x) = r]{x) em r ( x 0)

h(x).r](x) > 0 em T (3-6)

h(x) =  0 em Çl\ü

onde Cj é um aberto do Rn tal que r(xo) C Cj fl Cl C u  (para a existência de tal

campo h veja Lions [18]).

Com o uso do multiplicador M(u) — h.Vu,  sendo u(x , t )  a solução do 

sistema (2.1 ), obteremos uma determ inada identidade de energia.

j 1 | ~
Vamos considerar também, uma função m  G W 2,00(Q) tal que ---------

m
I A  m \2 - i- • ie ----------sao limitados e

m

0 < m  < 1 em ü

777 =  1 em Cj (3-0

m =  0 em Cl\uj

onde ü  c Q é  um aberto em Q com T(xo) C w C w C fi. Evidentemente, uma tal 

função m(x)  existe (veja Lions [18] e Tucsnak [29], [30]).

Os multiplicadores M{u) = u e M{u)  =  m(x)u  também produzem 

identidades de energia.

L em a 3.2 Sejam h : Rn — » Rn de classe C 2, m  G W'r2,00(í2), u a solução de (2.1) 

e T  > 0 fixo. Então as seguintes identidades são válidas para todo t > 0:

46



ut (h.Vu) dx
LJí!

ft+T

t+T 2 rt+i r
+ -  /  {divh)\ut \2 dxds

t 2 Jt J n
t+T

-t+T

/ / p(x ,u t)(h.'Vu) d x d s —
Jt Jn

1

2 .n
(d iv h ) \A u \  dxds

J t Jn  z Jt J n
n t + T  r  p t + T  r

+2 / /  V  D jh k{DjDku) A  u dxds  +  / / (A h .V u )  A  u dxds
Jt jk = l

»t+T
(h.r))\ A  ^l2 dr<is

(9xj

e rj = r](x) é a normal ao ponto x  £ F =  <9Q.

(3.10)

d
onde hk indica a k-ésima componente do campo h, Dj — —— , A h  =  ( A h 1, • • • , A /in)

u t (a; — x 0).’V u d x
t+T n f t+T 

+  2  1
í  k f  

Jn
dxds

+

LJn  J t  *  j t  j n  ^J j  p (x ,u t)((x — x 0).\7u) dxds + (2 — J \ A u \ 2 dxds  (3-11)

n rt+T r
(x — x 0).r]\ A  u\2 dTds.

Demonstração:

As identidades (3.8), (3.9) e (3.10) são obtidas fazendo o produto da

equação em (2.1) com os multiplicadores M(u)  =  u, M ( u ) =  m (x )u  e M(u) — h.Vu

du
respectivamente, integrando e m í l x [ i , í  +  T ]e  usando o fato que u =  —  = 0 sobre 

T x R+ , já  que u, u t € H q(Q) para cada t > 0.



A identidade (3.11) é um caso particular da equação (3.10) quando 

h(x) = (x — xç>). Em (3.10) não usamos as propriedades (3.6) do campo vetorial h. 

Idem em (3.9) as propriedades (3.7) da função m(x).

3.3 E s t im a tiv a s  d e  E n e rg ia

Observamos que em todas as estimativas que se seguirem, a letra C 

poderá indicar diferentes constantes positivas.

A primeira estim ativa é dada pelo seguinte lema:

L em a  3.3 Seja T  > 0 fixo. Então existem 7  > 0 e 0 > 0 tal que a solução u { x , t j 

de (2.1) satisfaz a seguinte desigualdade:

rt+T
/

i+d
E{s) ds < C  [E(t + T) + E ( t )] +

+ í  f  \p(x ,u t)\[\u\ +/3M\Vu\]  dxds + ^  í  f  (x -  x 0).ri\ u\2 dTds
J t J\l J t JT(xo)

onde M  — sup \x — xq\ e E  = E( t)  é a energia associada a solução u(x .t ) .  
n

Demonstração:

Multiplicando (3.11) por /3, /3 > 0 e depois somando com (3.8) resulta:

f T J si [(1 +  A  «I2 +  ( f  -  i ) m ’] dxds

+ í f p(x, u t)[u + P(x  -  x0).Vu] dxds  (3.12)
Jt Jn

f  u t [u + f3(x — x0)-Vu] dx — ~r [  í ( x  — x0).T]\ A  u\2 dTds =  0.
o 2 J t J r

n(3
Agora, fixamos /? >  0 tal que —----1 >  0 e tomamos

7 -  m m |2 ( l  +  -  l ) }•

48



Portanto 7  > 0.

Então, de (3.12) se obtém que

"f+r
E(s) ds < —

' n
7  J  E(s) ds < —

t+T

t
í  í  P-  / p{x, u t)[u +  /3(x — i 0).Vu] dxds  -I- —

Jt J n  2

<

/ -I- /3(x — x0).Vu] dx
'-J Q

J (x — x0)-7?| A u\2 dTds

/  |u t |[|tí| +  /?|x -  x0||Vix|] dx
T

í  f  ( x - x 0).V\ A u \ 2 dTds 
2 Jt Jr(io)

í+T rt+T rt + J J |p (x ,u £)|[|u | +  p\x  -  x0||V u|] dxds

já que (x — xo).r) < 0 em r \r (x0).

Então, sendo M  — sup |x — x0|, da estimativa acima segue que: 
zen

rt+T r t+T
7  / E ( s ) d s <  / \ut\[\u\ + p M \ V u \ ] d x  

Jt Jn
"t+T

+  ‘

+

/  L  |p(x, ut) \ [ |it| 4- /3M\ V u| ] dxds  (3.13)

0  r +T
't J r ( i0)

(x — x 0).r]\ A u | dTds.

Como a solução u G H q(Q) então devido a desigualdade de Poincaré 

(ver cap .l. seção l.õ) segue que

Ilwllz,2(n) <  C ||V u ||L2(n) < C\\ A  u ||L2(n)

para todo t >  0.

Então, de (3.13) resulta que

/ t+T
E(s) ds < C

t+T

dxds

A u ||x,2(íí)

+ í í \p(x ,ut)\[\u\ + PM\Vu\]
Jt Jci
B r

H—  / / (x — xo).r)\ A  u\2 dTds.
2 Jt J t ( x q )

(3.14)
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Mas, observemos que

t+T
L2(n)l! A  u||i.2(n)  ̂ — ||ut (í +  T )|||| A u(t +  T ) \ \  — ||u t(í)|||| A u(t)\\

1 \ut(t + T ) \ \ 2 11 A u ( t  +  T)ll2 \\ut( t ) r  11 A ix (t)||2
2 2 2 2

=  2 J  ( lu «(* +  ^)|2 +  I A  u (  ̂+  ^ ) |2) dx + -  J  ( |u t( í)l2 +  | A  t/(í) |2) dx

=  E( t  + T) + E(t)

Portanto, de (3.14) e da observação acima segue que

/ t+T
E(s)  ds < C{E{t  + T ) + E { t ))

(x — xq).t]\ A  u \2 dVds.

7

+ J  \p (x ,u t)\[\u\ + /3M \Vu\]dxds  + ^
"t+T

-  Jt J r(xo)

Isso prova o Lema 3.3.

L em a 3.4 Sejam T  > 0 fixo e u a solução de (2.1). Então,

u
t+T

A u\2dTds <
’r(xo) 

"t+T

Ut(h.Vu) dx
n

+T 1 f t+T f

u  + 2 1 L
t+T r

p ( x , u t)(h.\7u) dxds — -  j  
't Jn 2 Jt

(divh)\ut \ dxds  

(divh ) | A  u |2 dxds
+ f  

Jt JQ
n t+ T  r  n r t + l  r

-2 / /  (Djhk)(DjDku)  A  u dxds -I- / / ( A h .V u )  A  udxds ,
J t  J f2 • iç—y J t  J ^

'O.
rt+T

onde h é o campo dado em (3
d

.6), h é a k-ésima componente de h e D: =

Demonstração:

Considerando as propriedades (3.6) do campo vetorial h e a identidade
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(3.10) obtemos que
ft+T

- f  í  | A  u fd T d s  = \  í  [  [h.r])\Au\2drds  
2 Jt J t{x0) 2 J t Jr{x0)

< ^ j {h . r j ) \  A u fd T d s  =  ( / .  u t{h.Vu) dxj

1 /*t+T /■ ^
+  2 J  I  (divh)\ut\7

''t+T r

t+T

t

dxds + / / p (x ,u t)(h.'Vu) dxds

1 /•t+j' r rt-t-i r
- -  / (dú>/?)| A  ií|2 dxds  +  2 / / ^  (Djhk)(DjDku) A  it dxds

2 Jt Jn Jt J n j k=1

+ í f (A h .V u )  A  u dxds. 

Portanto, o Lema 3.4 está provado.

□

Agora, vamos estim ar cada termo da desigualdade que aparece no

Lema 3.4.

L em a 3.5 Sejam T  > 0 fixo, h : R71 — » M" um campo vetorial de classe C 2 com 

as propriedades (3.6) e u  a solução de (2.1). Então.

n

t+T

ut (h.X?u)dx < C ( E ( t +  T) + E(t))  (3.15)

— í  f  (divh)\ut\2 dxds < C  f  f  |u j|2 dxds (3.16)
2 Jt J n Jt Jnnú

ft+T
/  p (x ,u t ) {h .vu )  

J n
dxds < C f  í  |p (x ,u t) ||V u | dxds (3.17)

Jt Jn

rt+T

ft J n

»t+T r n

(A/i. Vu) A  u dxds
rt+T r

< C  / | A  u\2 dxds  (3.18)
Jt J nnâi

A  u dxds < C  í (  |A tz |2 dxds (3.19)
Jt Jçinü

2 Í  Í  Y l (Dih k) ( D ,D t u)
Jt = l

1 rt+T r rt+T r
/  /  {divh)\ A u \ 2dxds < C  /  /  |A u |2dxds (3.20)

2 J t J n Jt Jnriü

onde (2) está citado nas propriedades (3.6) sobre o campo h.
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Demonstração:

Usando o fato que h é de classe C 2 e a Desigualdade de Poincaré

temos:

L ut (h .V u ) dx
t+T

< C [/lJn
Ut 11 V u I

t+T
< c ||wí||L2(n)||V u||i,2(n)

t+T

< IM lL2(n)|| A u\\L2(fy  ̂ <  C ( E ( t  + T) + E( t ) ) ,

e fica provado (3.15).

Para provar as demais estimativas, vamos usar o fato que h = 0 em 

Q \ú  e que h é de classe C 2 em Q. Daí,

1 f t+T f-  / (divh)\ut \2 dxds
2 Jt J n

1 r-t+T r rt+T ç
< -  /  / |dzi;/i||ut|2 dxds < C  / / |tií|2 dxds.

2 Jt J nnú? Jt J çiDúj

Portanto, (3.16) está provada.

Agora,

Ĵ J p(x, u t)(h .Vu) dxds

< í  í  \p(x,ut )\\h\\'Vu\dxds < C  f  f  |p(x, ut) ||V it| dxds.
Jt Jn Jt Jn

Portanto, (3.17) é válida.

Usamos a Desigualdade de Poincaré para provar (3.18). Assim,

rt+T r rt+T r
/  /  ( A h . Vu) A u  dxds < /  | A  /i||V u || A  u\ dxds
Jt J n Jt Jnnú

< C  [  I  |V u || A  u\ dxds < C [  ( f  \Vu\2d x ) 2 ( [  |A i i |2 d x V d s
Jt J Çinúj Jt Jfir\ú) J Qnã]

< C  í  ( f  | A  u\2 dx)  2 ( [  I A u |2 d x V d s  =  C í  í  \ A  u\2 dxds ,
Jt Vnnú Vnnú '  Jt Jãrú
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onde a últim a desigualdade é devido a Poincaré aplicada ao Vu, já que Vü anula em 

parte do bordo de Cl D u  (ver observações sobre desigualdede de Poincaré; Capítulo

1, seção 1.5), pois T(xo) C f i n ú .

Assim tam bém  a estim ativa (3.18) é válida.

Agora estimamos

2 [ + f  (Dj hk)(D jD ku ) A u d x d s  < 2  j  j  ^  \Dj hk \\DjDku \ \A u \dxds
rt+T

j.k= 1 '/t JÇlnC-'j,k=1 

»t+T

ds

<

rt+i r
\ D jD ku\\ A u| dxds

J t  J f in ú  j  k=1

< C [  ( f  V '  \DjDku\2 d x ) 2 ( í  | A u | 2d:r)
J t  J n n ú j k= l  '  vnnô>

C f  ( f  | A  u |2 d x \  2 (  í  | A  u\2 dx \  2 ds — C í  í  | A  u\2 dxds
J t  ' Jnnãi '  ' J n n ú  '  J t  Jcinú

devido a desigualdade de Poincaré para Cl D u> já  que V u =  0 em parte da fronteira 

de Cl n  Cj . isto é, sobre F n  (Q H ôj).

Logo, (3.19) tam bém  é válida.

A prova de (3.20) é im ediata já que h =  0 fora de Cl n  Cj e divh é 

lim itado sobre Cl.

Portanto, o Lema 3.5 está provado.

□

Agora, vamos usar o Lema 3.5 para provar o próximo lema:

L em a  3.6 Sejam T  > 0 fixo e u a solução de (2.1). Então,

1 rt+T r r
— I I | A  u\2 dTds < C E(t)  +  E(t  +  T)
2 J t J r ( x 0) L

rt+T r rt+T /■ rt+T r
+  /  /  Iut \2 dxds +  /  /  | A  u\2 dxds + / / |p{x,

J t  J  nnúi J t  J  nnôi J t  Jci
u t)||V it| dxds
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A prova é imediata. Basta substituir as estimativas (3.15) - (3.20) do 

Lema 3.5 na estim ativa dada no Lema 3.4.

Demonstração:

A seguir, queremos estimar o termo

r iJ t J nnô)
A u\ dxds.

Temos então o seguinte lema

L em a  3.7 Para T  > 0 e u a solução de (2.1) vale que

H+T

n / A u\2 dxds < C E(t)  + E ( t  +  T)

*t+T rt+T r r l + J  r
+  I I \p(x.ut)\\u\ dxds + / / |V u |2 dxds  -I- / / |'i

lt Jçi Jt Ju) Jt j  ui

t+T
2 ^— i / / \u \2 dxdsru | dxds  +

onde te é citado nas propriedades (3.1) sobre a função a(x) que localiza a dissipação. 

Demonstração:

Vamos lim itar cada termo que aparece na identidade (3.9) do Lema 

3.2, com m(x)  uma função com as propriedades (3.7).

t+T
m (x )u u t dx < /  |m (x)||u ||u t| 

J n
dx +

t+T
\m(x)\\u\\ut\dx

< IHloo [ \u(t +  T)\\ut{t + T ) \ d x +  llmlloo f  |u(<)||ut(í)| 
Jn J n

dx (3.21)

<  C\\u(t)\\LHn)\\ut (t)\\L2 + ||u(t  +  T ) ||L2(n)||nt (í +  T)\\L, < c [ E ( í )  +  E(t  + T ) 

devido a desigualdade de Poincaré já  que u € H 2(Cl).
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Agora, note que

rt+T r rt+T r
/ / u m (x )p (x ,u t) dxds < / \u\\p(x,ut)\dxds  (3.22)
Jt Jn Jt Jn

pois 0 < m(x)  < 1 sobre fi.

Finalmente, usando que m  =  0 fora de uj, temos

"t+T

h Jn
"t+T

[u A  u A  m  +  2 A u(Vii.Vm )] dxds

< I  I  [|it|| A  u || A  m\ +  2 | A  u ||V tt||V m |] dxds 
Jt Ju

- î x .

1 ' r m(x)

A m i ,  . [m.  A . n ,—. . ,|V m |
— \u \\ TT A  u \ +  -V™\ A  « V u —7= - m  1 'A/ 2 1 1 1 " 1 x M

dxds

m(x)

+2 ( I m ( x ) I A u\2 dx
I Vm p 
m(x)

A uh  dx

’ V u |2 dx ) " > ds

"i-fX
< C( / l'u|2dx A il]2 dx

' UJ
»t+T

2 1

I V u |2 d x ) '  /• dsC[ I m(x)  I A  u\2 dx

C Í  \u\2dx + j  f  m(x)\  A u\2 dx
J UJ J UJ

C (^J  \Vu\2 d x Y ( J  m ( x ) \A  u |2 dx'j 2 ds.

Isto é , existe um a constante positiva C  tal que

f  f  [ u A u A m  + 2 A  «(V u.V m )] dxds  
Jt Jn

< f  C  f  \u\2dx + j  Í  m ( x ) | A u | 2dx
J t J UJ J UJ

+C J   ̂J  |V u |2d x ) ‘ ( y  m(x)\ A  u\2 dx^j ‘ ds.

(3.23)
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Substituindo as estimativas (3.21)-(3.23) em (3.9) obtemos que:

m (x) | A  u\2 dxds <r / n
+ l  L |u ||p(x, ut) | dxds  +  J |it|2 dx + — j  m (x)| A  u\2 dx^ ds

"t+T r rt+T r
|2 ^  / / 7Tl(;r)|Uí|2 dxds  +  C[E(t)  +  E(# +  7")]

'n Jt Jn
r-t+T /> /■t+T

< E(t)  +  E ( t  +
-t+T

dxds  +

1 Çt+T r rt+T r . .
J  m(x)\  A  u\2 dxds  +  C J  \^J |V u |2d x j

+  * J t

/■ |u| 2 dxds >
J U) J
z)l A u |2 dx \

Daí concluímos que

r z  m(x)  | A  u |2 dxds <  C^-E^í) +  i?(í +  T) +  C L  |u ||p (x , ut)| dxdí

f TL"
< c í ^ E ( t )  + E ( t  + T) + j

+ j [  \u\2 d x d s \ + C  ( J  |V u |-dx m(x)  | A  u | dx ) ds 

u ||p(x , u t)| dxds

+ r  /  |u |2 dxds l  +  c /  /  |V u |2 dxds +  ^  / /  m (x)| A u |2 dxds
' t J U

Ou ainda

(3.24)
r z  m ( x )| A  u |2dxds <  C^-E^i) +  £ ( í  +  7")

-I Jt I  dxds + y ̂|u |2 +  |V u |2  ̂ d x d s l .

Agora, usando em (3.24) o fato que 0 <  m(x) <  1 sobre Q e que 777(x) =  1 em 

ú c f i  (ver (3.7)) segue a conclusão do Lema 3.7.

□

L em a 3.8 Sejam T  > 0 e u a solução de (2.1). Então,

— f  f  IA  u\2 dT ds < C  < E(f)  +  E( t  +  T)-\-
2 Jt y r(xo) ■ \

rt+T r rt+T r
+  /  /  |u t|2 +  |V u |2 +  \u\2 dxds +  / / |p (x ,u t)|

J t J U) ~ J t J £1
u | -I- |V ti| dxds

com C alguma constante positiva.
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Combinando as estimativas obtidas no Lema 3.6 e no Lema 3.7 segue

Demonstração:

que

1 , + f  \ A  u\2 dTds < C < E(t)  + E( t  + T) + f  [  |u t |2 dxds
2 Jt J r(zo) 1 Jt Jünú

+ j  \p(x,ut)\\ 'Vu\dxds^j + c í ^ E ( t )  + E( t  + T) + j  \p(x,ut)\ \u\dxds

rt+T r rt+T r
+ / \X7u\2d x d s+  / / \u\2dxds.

t (jJ W í j  UJ

Portanto,

I irt+T r f rt+T r
/  \ A u \ 2 d T d s < C { E ( t ) + E { t  + T) + /  \ut \2 dxds

't Jr(xo) [ J t j o;

rt+T r rt+T f  rt+T
+ /

t + i  r  r i + i  r

J  \Vu\2 dxds + J  ̂ I  \u\2 dxds 

C l  E(t)  + E{ t  + T ) +  f  í  (ju t|2 +  |V u |2 +  |u |2)  dxds
’ t «/CU

+ / \p(x, Ut) I (I V u| -T |it|) dxds

pois f i n w C w  (veja (3.6)).

Logo, o Lema 3.8 é verdadeiro.

□

L em a 3.9 Seja u a solução de (2.1). Então existe T  > 0 tal que

|p (z ,u f) |( |V u | +  \u\) dxdsE ( t ) < C ^ E ( t ) - E ( t  +  T)  + £  J
+ \ut \2 +  |V tí|2 +  |u |2j  dxds

rt+T 

Jt j  UI

para alguma constante positiva C e para todo t > 0.
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Demonstração:

7

Da estim ativa dada no Lema 3.3 segue que existe 7 > 0 tal que

J* T E{s )ds  < c Í e { í )  + E { t  + T)  + ̂  J |p (x ,u t) |( |V u | +  |u |) dxds

+  [ t+T [  |A u |2cír<isl
Jt Jr(i0) J

para alguma constante C > 0.

Usando a estim ativa obtida no Lema 3.8 se conclui que

7  J *  ' T E {s )d s  < c I e {í ) + E{t + T)  + [  [  |p (x ,u t) |( |V u | +  |it|) dxds
it Jn

+
-t+T

ut\2 +  |W |2 +  |u |2j  dxds (3.25)

para T  > 0 fixado arbitrariam ente e C  um a constante positiva, com t > 0 qualquer

2 C Ct+T
Agora, fixamos T  > ------1- 1. Do fato que T E ( t  -i- T ) <  E(s)  ds.

já  que E(t)  é decrescente, resulta de (3.25) que

C *t+T

it Jn
E( t)  <  ( l  +  - )  [E(t) -  E ( t  +  T)

Wt\2 +  |V u |2 +  |u |2j  dxds 

Da estim ativa acima segue a prova do Lema 3.9.

\p{x, ut)\(I V «| -I- \u\) dxds

+
ft+T

□

Precisamos agora, estim ar a seguinte integral:

1 =  f  f \p(x, u t) I (|V u | +  \u\) dxds 
Jt Jn

com T  > 0 fixado pelo Lema 3.9.

Para isso, vamos considerar dois lemas:
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L em a  3.10 Sejam T  > 0 dado no Lema 3.9 e u a solução de (2.1). Se 0 <  p < 2, 

p dado na hipótese (2.2)(iii) sobre a função p[x,s),  então

/  < C[E{t) -  E ( t  + T ) ] ”+2^ Ê { t )  + C[E(t)  -  E{t + T)]>+2{E{t))r+>. 

Demonstração:

Podemos escrever

r t + T

It  J n
\p(x, u t) \ (|V u | +  \u\) dxds — I\ + 1-2

onde

h  =  [  í  \p(x,Ut) \ ( \ 'Vu\ + \ u \ )  dxds

h  =  Í  Í  |p (z ,« t)l( |V it| +  \u\) dxds 
J  t J  H2

sendo =  Q}(t) =  {x  € Cl\ |u t (x ,í) | <  1 } e ü 2 = Q\Q\.

Precisamos estim ar as integrais I\ e I 2. Sendo p >  0 obtem-se (usando

o fato que E(t)  é uma função de t decrescente e a hipótese (2.2) (iii) sobre p(x1s)):

I ' I K 2a(x) [ K |p+1 +  |ut |] [| V ií| + M] dxds 
Jt Jn i

r t+ T

h  <

r t + T  r
< 2I<2 /  /  a(x)\ut \(IVu\  +  \u\) dxdsJt Jrii

! r t + T  ç
< 2 K 2\\a\\lc /  / y/ã[x) \ut \(\S/u\ + \u\) dxds

J  t J Q i

a(x)\ut \2 dx^j2 \ ]E (s )ds  

A r  l  a(x)\ut \2 dxds  )' (r E(s) ds

A r  l  a(x)\ut \2 d x d s \  \ / T y / E ( t )  -- C  ( C L  a(x)\ut \2 d x d s \  \JE(t )
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onde C indica diferentes constantes positivas. Também usamos o fato que || Au||£,2(n)

domina ||V u ||L2(n) e |M |l2(si) Pois u € H$(Q).

Como =  1 seêue Por Hõlder que
2 p

h < C \/
t + T  r  E + l  \  P + 2  (  r t + T  r  \  2 Tp + 2 )

j  [^a(x)\ut \2j  2 d x d s j I J  J  d x d s j  y jE(t )

(  rt+T r \ P+2
< C T l j  J  a(x)\ut \p+2 dxds  j  y/ÊJt)

onde Ct  é uma costante positiva que depende de ||a||oo,T e |Í2|, a medida de Q. 

Note que usamos o fato que

^ ( x ) 2̂ - ] =  ja(x)1+ 2| =  |a (x )a (x )2 | =  |a (x )||a (x )| = < a(x)||a||à>.

Agora, usando as hipóteses (2.2)(i) e (iii) sobre p(x ,s )  segue que

/ rt+T n . 1 i
h < c (  /  p(x:u t)ut d x d s ) P+2̂ /E{ t )  = C { E ( t ) - E ( t  + T ) ) ^ y / mJ t J Hi

devido a identidade de energia (3.3).

Vamos estimar J2. Como |ut | >  1 sobre ST22, então, da hipótese (2.2)(iii) 

sobre p(x ,s ) ,  vem que: 

h  < f  f  K 2a(x) [ K |p+1 +  \ut \] [|V u| +  |u|] dxds
J t J 0.2

rt+T r
< 2K 2 / / a(x)\ut \p+l [|Vu| +  M ] dxds

Jt J ÇI2
p t + T  n  p + l  r t + T  r  . 1

< 2  K 2(  /  a(x)p+T|uí |p+2 d x d s ) P+2  ̂ /  /  (|V u | + \u\)p^ 2 dxds} P+
t J n2 J t J n

pois -x ô  H-----í—  =  1 e p J r ^ . p  + 2 > l s e p > 0 .
p e±f p +  2 p + 1p+i 1

Portanto,

i 2 < c '  '
■ T f  v 2 + i  ,  r t + l  r  .

j  a(x)\ut \p+2 dxds}  P + 2  ( J|  J  [ | V u | p + 2  +  | u | p + 2 ]  d x d s )  P +

r t + T  r  . P + 1 ,  r t + T  r  .
<c (  /  a ( x ) | u t | p + 2 d x d s )  P + 2  (  /  /  | V u | p + 2  d x d s )  P (3.26)

t 7 n 2 ' 'Jt J n
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devido a desigualdade de Poincaré em VF01,P+2(Í2). A costante C > 0 depende de 

11o-11oo e da costante de Poincaré para o aberto limitado fi. É claro, pela imersão de 

Sobolev, que a solução u está em W’01,p+2(fi), 0 <  p <  2. já que u(t)  £ H q(Q)PiH a(Cl) 

para cada t.

Lembremos que, de fato, u £ L°°(0, T; H q(Q) n  H 4(Q)) e portanto 

Vií £ L°°(0, T ; i / 3(í))). Como H z{ü) C L°°(fi) continuamente (pois estamos con­

siderando a dimensão 1 <  n < 3), então

V v  £ L°°((0, r )  x Q).

Assim, existe C\ =  C(uo.ui )  > 0 tal que

||Vif||L°°((o,r)xn) < Ci.

Então,

[ , T  I  \S7u\p+2 dxds < C PX [  [  \X7u\2d x d s < C  [  f  \ A u \ 2 dxds
J t  J f i  J t  J n  J t  J q

devido a Desigualdede de Poincaré.

Daí. temos que

r t+ T  r  r t+ T
/  /  \Vu\p+2dxds < 2C /  E {s )d s  < 2 C T E { t )  (3.27)

J t  J n  J t

pois E’(i) é decrescente.

Substituindo (3.27) na estimativa (3.26) para I 2 obtemos que

a
t . - \ - T  n  v E ± 1  j

J a(x)\ut \p+2d x d s y +2E{t)7+s.

Usando as hipóteses (2.2) sobre a função p(x, s) segue que

" t + T  r  \  E ± i

'n 2
a

t-r-í /* JJ p(x,ut)utdxdsj+2E{t)p+:- 

= c\E{t) -  E{t + T ) ] ^ E{t)~*
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devido a identidade (3.3).

Juntando as estimativas para 1j e I 2 segue a conclusão da prova do

Lema 3.10.

□

L em a 3.11 Seja — 1 < p < 0. Então, para T  > 0 dado no Lema 3.9, a solução 

u(x , t )  de (2.1) satisfaz

I  < C  [E ( t ) -  E( t  +  T)] &  y /Ê i f )  +  C  [.E ( t ) -  E[t  +  r ) ]  ^  y /Ê t f ) .

Demonstração:

Como no Lema 3.10 vamos escrever I  = I\ + I2■ Daí, usando as 

hipóteses (2.2) sobre p(x, s). a desigualdade de Hõlder e a desigualdade de Poincaré 

em Wo1,p~2(Q) , temos do fato que 0 < p +  1 < 1 :

"í-rT
h — / \p{x. iit)| (|V it| +  |u|) dxds

Jt J Hi

f í  a(x) ( |u t|p+1 -i- \ut\) (|u | 4- | Vii|) dxds
t Jcti

r-t+T
< k 2

< 2 K 2 I  f  a(x)\ut \p+1 (|u | +  |V u|) dxds
Jt Jfli

r-t+T r V 2±1 , rt+T< c' j  a(x)\ut \p+2 dxdsy +7 ^  J \Vu\p+2dxds 

-°(Jt+TI  \P̂ Ut^ U t d x d s ) ^ 2 [ft + /  lVul 2dxdSy((Jt j  dxds)
P + 2

a
t+T (‘ x 2±1 / pt+T p x 1 _p

y  p{x, u t)ut dxdsJ P+2 ( y  y I V u |2 dxdsJ 2 ( T |Í2|) ^  •

A constante final C  depende da constante de Poincaré para Q, da medida de Q. de 

T , da ||a.||oo e tam bém  de p.

62



Assim, concluimos que

L<C -t+T
p(x, ut)ut dxds

Ut

p+1

v m - (3.28)

Agora, vamos estimar / 2. Para isso, vamos usar novamente as de­

sigualdades de Holder e de Poincaré. Assim, como 0 < p -1- 1 <  1 temos

h  = [  í  \p(x ,u t)\(\X7u\ + \u\) dxds
J t V Q2

< K 2 I  f  a(x) ( |u t|p+1 T  \ut \) (|u | +  |V u|) dxds
J t J  Q2

< 2 K 2 /  /  a(x)\ut \(|u | -I- IVu|) dxds
J  t J  Í22
r t+ T  r \  ~ /  C^+T P \ -

< c (  / a.(x)\ut \2 dxds)  ’ ( /  / \Vu\2 dxdsj
j  t J  q.2 * t J  n 2~c{ft J aix)\ut\2 dxds) 2 \J E(t) = C ̂  J a(x)|'Ui|2“a|u(|Q̂ \/E{í)

onde a  é uma constante positiva a ser escolhida. Agora a desigualdade de Holder 

implica que:

h < c
r t + T  r  l = r

( /  /  (a (x ) |Wi|2- Qj  4 dxds)

—p 4
t j o í s --------------------h  ------------ --  =  1  e

4 — p  4  — p

Escolhendo a

t+ T  r

dxds 

p  4

4 ~1 4 — p t+ T  r

t J  Q2

inE
|Q ‘ ~P d x d s '4*” v

> 1 já que —1 <  p <  0
4 — p  4  — p  

—6 p
> 0, já  que —1 < p < 0, segue que

4 — p

h  < C ( / / a(x)\ut \2 p dxds
Jn 2

r t + T

2 , ft+ T
4 — P

< C

í J n2
V _ 2 _

a(x)|tíí |2~p dxds ) 4 P a /£ ( t)

|íií|6d x d s ) s ~”\ /E ( t )

' t J 0.2

devido ao fato que u* £ I°°(0 , oc; H 2(Q)) e portanto, pelas imersões de Sobolev. 

u t € L°°((0, 00) x Q) para 1 <  n < 3.

Assim, usando a hipótese (2.2) sobre a função p(x, s) temos que

rt+T r
I 2 < C j  p(x, ut)ut dxds^j y / E ( t ). (3.29)
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Juntando as estimativas (3.28) e (3.29) para I\ e / 2 e usando a iden­

tidade de energia (3.3) concluimos a prova do Lema 3.11.

3.4 E s t im a tiv a s  F u n d a m e n ta is

Agora, vamos combinar as estimativas dos Lemas 3.10 e 3.11 com 

a estimativa dada no Lema 3.9 para obter uma estimativa para a energia E[t).  

Fazendo isso obtemos que

E{t) < c | a ( í )2 +  J J M 2 +  \u\2 + |V u |2 d x d s^  (i =  1 , 2) (3.30)

onde

D ,( t )2 = E ( t ) - E { t + T ) + [ E ( t ) - E ( t + T ) ] * + a y / E { í ) + [ E ( t ) - E { t + T ) ] ^ E { t ) ^ -

para o caso 0 < p < 2

D 2(t)2 = E( t)  -  E ( t  + T ) +  [E(t) -  E(t  + T )] & y / Ë ÿ ) +  [£(*) -  E ( t  + T)]

para o caso —1 < p < 0.

P ro p o s iç ã o  3.1 Sejam u a solução do problema (2.1) e T  > 0 fixado pelo Lema 

3.9. Então, a energia da solução u satisfaz para t  >  0:

E(t)  < C{  AOO +
-t+T

\2 I I I |2 , i„,]2 , iv7„.l2/ /  [WJt Jui L
U +  \Vu\2 dxds  } {i = 1,2) (3.31)

sendo C uma constante positiva independente de u,

D i ( t )2 = E ( t ) -  E(t  + T ) +  [E(t) -  E[t  +  D ]  p+2
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para o caso 0 <  p < 2 e

D 2{t)2 = E(t)  -  E ( t  + T) + [E(t) -  E ( t  +  T)} +  [E{t) -  E ( t  +  T)] 4~p,

para o caso — 1 <  p <  0.

Demonstração:

Aplicando a desigualdade de Young * em (3.30) com 0 <  p < 2 temos:

E(t)  < C E(t )  -  E ( t  +  T) +  [E(t) -  E{t  +  T )]11+2 +  ^
pt+T r

+ ^ Í E ( t )  -  E { t  +  T ) ]  +  f g  +  /  /
J t J (JÜ

Daí resulta que

ut \ +  lul +  |Vii| dxds

E(t)  < C ^ E [ t )  -  E( t  +  T) +  [E{t) -  E{t  + T)] "+2

+ C L
c

\ut\2 +  \u\2 + |Vu|

't+T
D\(t)  + r  L

dxds 

Ut I2 +  \u\2 +  |V u |2 dxds

se 0 <  p < 2, onde C  é uma constante positiva independente da solução u, mas 

possivelmente dependente de E ( 0).

Analogamente verifica-se, usando que E(t)  < E ( 0) =  C , que

E{t) < c \ D 2{t)2 +  [  + [  \\ut \2 +  |u |2 +  |Vu| 
Jt J ui

dxds

se — 1 < p < 0.

□

P ro p o s iç ã o  3.2 Sejam R  > 0 fixo e u  a solução de (2.1) com dados iniciais u0 e. 

u\ tais que E ( 0) <  R. Seja T  > 0 dado no Lema 3.9. Então, existe C  > 0 tal que

n  [M 2 +  |V u |2] dxds  <  c | Ã ( í )2 +  í  L  \ut \2 dxds^  (3.32)

*capl;seçãol.5
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com i — 1 ou 2 em acordo com os casos 0 < p < 2 e —1 < p < 0, respectivamente, 

C uma constante que depende de R  e Di( t) são dados na Proposição 3.1.

Demonstração:

Suponhamos que (3.32) é falsa. Então, existe uma sequência de soluções 

{wn}neN associadas a dados iniciais Uq e u" e uma sequência de pontos {ín}neN tais 

que

Ã ( í „)2 +  / ; ; +' / j K ) < p < f a f e
(3.33)

Sejam

(3.34)

e

T
(3.35)

Então, de (3.33) tem-se

-fn(^n)2 — ► 0, quando n — » oc. (3.36)

Seja vn(x, t) = 0 <  t < T.  De (3.34) temos que
‘71

1 =  —  /  /  [\un(x ,s ) \2 + |Vttn(a:, s)\2] dxds
2 rtn+T n

n J tn J H

in J 0 J Q

Isto é,

(3.37)
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Da estim ativa (3.31) dada na Proposição 3.1 e de (3.37) segue que

E ( v n(t)) =  E ( Un( t +  t n) ) =  ^ E ( u n(t +  tn)) <  ± E ( u n ( t n ))
An An

C { rtn+T r rtn+T r ^
< — | Ã ( í n ) 2 +  J  J  | ( ^ n ) t | 2 dxds  +  J  J  [ | u n |2 +  | V u n |2] dxds j

=  C I n[tn)2 +  j  [ | u n ( z , s ) | 2 +  | V u „ ( x , s ) | 2] dxds

=  C I n{tn)2 +  C í  í  [\vn(x , t) \2 + \Vvn{x,t)\2]dxd t  = C [ l n{tn)2 + \].
J o Jfl

Mas, In{tn)2 é lim itado devido a (3.36). Assim, obtemos que

E ( v n(t)) <  C

para todo 0 < t < T  e para todo n G N, onde C  > 0 independe de t e n.

Portanto

H K )t(t)||L»Cn) <  c e II A  vn(t)\\L2(çi) < C  (3.38)

para todo 0 < t < T  e para todo n G N.

Da Desigualdade de Poincaré e da estim ativa (3.38) segue que

I M * ) I I Í 2 ( m  =  í  M M )|2 dx =  I ^ \ u n( x , t  +  tn)\2 dx  
Jçi J n  Á n

< C l  í  ^ r \ V u n ( x , t  +  tn)\2 dx  =  C l  f  \\7vn(x,t)\2 dx < C 2 f  | A  vn (x, t)\2 dx <  C  
J n n J n J çi

para todo 0 < t < T  e para todo n G N.

Isto é, existe uma constante C  > 0 tal que

f  \vn( x : t)\2 d x < C  (3.39)
Jçi

para todo 0 < t < T  e para todo n G N.

para todo n  G N.
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Agora, de (3.38) e (3.39) concluimos que a seqüência (vn) é tal que

vn é lim itada em H'rl’°°([0, T], L2(Q)) n  L°°([0, T], H 2(Q)) (3.40)

para todo n  G N.

A firm ação :

1
lim — p ( x ,u nt(t + tn)) — 0 em l '( [0 ,T ]  x íl).

Tl-->00 Ar,
(3.41)

Vamos provar a afirmação considerando os dois casos correspondentes 

a i — 1 e i =  2.

C aso  1: 0 < p  < 2. Temos, como nas estimativas obtidas no Lema 3.10 para I\ e 

/ 2, que

nJt Jn
\p(x ,u t)\dxds  < C {  E ( t ) - E { t  + T)  P+2 +  E(t)  -  E ( t  +  T)

E ± 1  p+2

Usando a definição de D\(t)  obtemos que

E( t )  -  E{t  + T)  P+2 <  D i(í)

E { t ) - E { t  + T)  ^  < Ã ( t )

ftn+T r
/  /  |p(Z.

J tn J ÇL

Portanto,
r* ín + T

Usando a definição de / n(ín)> obtemos

r»ín - f  T

unt)| dxds < C Dl {tn) +  D\ (tn)

1 r n+ f
—  / \p(x, unt) | dxds < C
An J tn J n

In{tn) +  T [tn)~ 
Ari

<  C [/n(ín) +  AnJn(ín)2].
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Agora, observemos que a sequência (An) é lim itada pois, usando a 

Desigualdade de Poincaré, vale que

"tn+T/  rtn+1
K =  y j  Ilun (s ) ||l2(n) +  l|Vun(s)||^2(n) ds

< C  l!V«n(s-)||2L2(n) dsy  < C  || A un(s) ||i,2(n) ds

< C E {u n{0)) < CR,

já  que os dados iniciais estão na bola B {0, R).

Consequentemente, (3.36) implica que

1 ftn+T r
—  / \p{x,unt) \ d x d s — > 0
An J tn J n

quando n — > oc. Isto é,

f  [  \p(x ,unt(x , t  + tn) ) \ d x d s — y 0
Vi J o J nA,

quando n  — > oo.

Logo, para esse caso. a afirmação é válida.

C aso  2 : — 1 < p <  0. A afirmação é mostrada de modo análogo ao

caso 1 .

Assim, a afirmação é válida nos dois casos.

□

Agora, de (3.40) segue que existe uma função v(t) e uma subseqiiência 

vn de vn tais que

vn(t) v(t) fraco* em T; L2(Q)) D L°°(0, T; f í 02(Q))
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e pelo teorema de Aubin-Lions *

vn{t) — * u(t) forte em Hq{(0,T)  x  Q). (3.42)

Assim, a função v(t) satisfaz:

i) ü e ^ 1’oo(0, T ; L 2( f i ) ) n L° c (0, T ; F 02(fi)) ;

ii) vtl +  A 2v — 0 em (0, T)  x Çl (por causa da afirmação (3.41));

iii) I  I \vt \2 dxds — 0 (por causa de (3.35), (3.36) e (3.42);
J 0 J üj

iv) /  [||u||ia(n) + l!v ÎIÍ2(n)] ds = 1 (P°r (3-37) e (3-42)-
o

Segue dos itens (ii), (iii) e do Teorema de Unicidade de Holmgreen 

(veja as referências Kim [15], Perla [25] e Mizohata [26]) que v = 0 em (0. T) x fl. 

Isso contradiz o item (iv).

Assim, a Proposição 3.2 é válida.

3.5 P ro v a  do  T e o rem a  de E s tab il ização

Da Proposição 3.1 e da Proposição 3.2 segue que

f t + T

E(t )  < C \ D í{t)2 +  J  j \ u t\2dxds) (3.43)

para todo t > 0 com i =  l s e 0 < p < 2 e i  =  2 s e - l < p < 0 .  Aqui, C independe

de u e Di( t)2 (i — 1, 2) são dados na Proposição 3.1. 

í veja capl; seção 1.7
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Para provar o Teorema 3.1 vamos estimar a integral

r-t+Tr lut | dxds.

C aso  1: 0 <  p <  2. Usando as hipóteses (3.1) sobre a função o(x) e 

a Desigualdade de Hõlder temos que

f t+T f í  ~ 1  \ut \2 dxds < C  / / a(x)\ut \2 ' ' ~

a(x) |ut \2 dxds  +

r l 2 dxds  ( C  =  —
\ Oo - 

rt-j-T n pt-\-T r
< C  / a(x)\ut \2 dxds  +  / / a (x )|u t|2 dxds

Jt J íii Jt J n 2
t+T

< c

< c
n

C 1 2 0 pt+T r
/ a (x ) |u t|p+2 dxds P+" +  / /  a (x ) |u t |

J Hl t J ÍÍ2
p+2 dxds

-t+T

p(x, Ut)itt dxds P + 2

t J ÍÍ2 
t+T

p(x, ut)ut dxds
J t J 0.2

onde C  é uma constante positiva que depende de |Í2 |,T  e ||a||oo e ííi e foram

definidos anteriormente na prova do Lema 3.10.

Agora, aplicando a identidade (3.3) segue que

n ̂  j rp
\ut \2 dxds < cl[E(t) -  E ( t  + T )] +  [E{t) -  E{t  + T ) ] ^ j .  (3.44)

De (3.43), (3.44) e da expressão para D\(t)  obtemos

E{t) < <?{[£(*) -  E ( t  + T)] + [£(í) -  E[t  + T)]á* + [£(t) -  E{t  + T ) ] ^ } .

Como E(t)  é lim itada, concluimos que

E{t) < C[E(t) -  E[ t  + T)]K\  t >  0

onde Ki  =  m m j é tal que 0 <  K\  < 1 .

Assim, obtemos a seguinte estimativa

sup E { s ) ^  < E(i)*T < C[E{t) -  E( t  + T)}.
t<s<t+T

(3.45)
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Seja 1 -I- 7 =  Então 7  =  1 > 0 e aplicando 0 Lema 3.1 (Lema de Nakao)

segue que

E(t) < C E(0)(1 + t)~T, t > T. (3.46)

Assim, resulta que

E(t) < CE {0)(1 + í ) “71, t > T

2
onde 7 1 =  - s e l < p < 2 e 7 i = p  +  l s e 0 < p < l .

P
C aso  2: — 1 < p  < 0. Neste caso, em vez de (3.44) obtemos que

J \ut \2dxds <c{[E{t) -  E(t + T)}$£+ [E(t) -  E{t + T ) ] ^ y  

Da estimativa (3.43) e da definição de D2(t) segue que 

E{t) < cUE(t ) -E( t+T)]+[E{t ) -E( t+T)}^+[E(t ) -E( t+T)]^+[E{t) -E( t+T)]  

Assim, como E(t) é lim itada segue que

E { t ) ^  < C[E{t) -  E{t + T)], t >  0

com K 2 =  m m |l ,  é tal que 0 <  #2 < 1, pois - 1  <  p < 0.

Isso diz que

£ ( í ) 1 + 7  <  C[E(t) -  E(t + T ) ] ,  t >  0

1 -  K 2 1
onde 7

K 2 p +  1 

Agora, aplicando o Lema 3.1 obtemos que

E(t) <  C £ ( 0)(1 +  í ) " Í  t >T.



De onde resulta que

E(t )  <  C E(0)(1 +  Í) - 72

com 72 =  p +  1 .

Isso completa a prova do Teorema 3.1.

□
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