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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugoes de uma
equacao de placas em um dominio limitado de R”, 1 < n < 3. com um termo
dissipativo, ndo linear e localizado em uma vizinhanca da fronteira do dominio.

Usando técnicas da teoria de controle, o principio da continuac¢ao unica
(Teorema de Holmgreen) e o método de Nakao, a estabilizagdo uniforme da energia

do sistema é provada com taxas de decaimento algébricas.




Abstract

In this work we study the existence and the uniqueness of solutions of
the plate equation in a bounded domain of R*, 1 < n < 3, with a localized nonlinear
dissipative term on a neighborhood of part of the boundary.

Using technics of the control theory, unique continuation principle
(Holmgreen’s theorem) and Nakao’s method, we prove the uniform stabilization of

the energyv of the system with algebraic decay rates.
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Introducao

Nosso objetivo principal neste trabalho é estudar propriedades quali-
tativas do seguinte problema de valor inicial e de fronteira para a equagao de placas
(ver Duvaut - Lions [10], capitulo 4) em um dominio Q limitado do R*. 1 < n < 3.

com fronteira regular, a saber:

(
uy + AN%u+ p(z,u) =0 €N, t>0
w(z, 0) = wglz) 1 & §1
(1)
u(z,0) = uy(x) z €
I u(x,t)zg—%(x,t)zo z€d, t>0

Condicdes sao impostas sobre a funcdo p(z, s) para que esse problema
seja dissipativo. A funcdo p(z,s) = a(z)|s|’s,p > —1,s € R, com a : Q — R
uma funcao limitada, satisfaz tais condigoes.

No capitulo 2, demostramos a existéncia e a unicidade de solucoes do
problema (1) usando o método de Galerkin.

No capitulo 3, usando multiplicadores especiais localizados obtidos
da teoria de controle, o principio de continuagdo unica (Teorema de Holmgreen) e o
método de Nakao mostramos taxas explicitas de decaimento algébrico para a energia
E(t) associada ao problema (1). Tais taxas dependem das hipoteses feitas sobre o

termo dissipativo e localizado p(z, s) que aparece na equagio e, naturalmente. dos




dados iniciais ug e u;.

No capitulo 1 apresentamos alguns resultados basicos da teoria de
Espacos de Sobolev, da teoria de Imersoes e da teoria de Compacidade que sao
utilizados nos capitulos 2 e 3. Naturalmente, como tais resultados sao bem conheci-
dos na drea de Equacoes Diferencias Parciais, as demostragoes sao omitidas, porém
referenciadas.

Com respeito a estabilizagdo das solugdes de problemas de evolucao
com dissipacao localizada mencionamos alguns trabalhos.

Para a equagdo da onda citamos os trabalhos de E. Zuazua [32], M.
Nakao [23] e suas referéncias.

O sistema de elasticidade em um meio isotrépico foi estudado por E.
Bisognin - V. Bisognin - R. C. Charao [6] e M. A. Astaburuaga - R. C. Charao [3].
A estabilizacao do sistema de elasticidade em meio nao isotrépico foi estudada por
A. Guesmia [11] e M. A. Horn [13].

Finalmente, mencionamos os trabalhos de M. Tucsnak [29]. [30] sobre

a equacao da viga de Bernoulli-Euler com dissipacao do tipo linear:
e 4+ Ny~ b(/ |V|2da:> Au+a(z)uy =0, z€Q, t>0
Q

0s quais inspiraram esta dissertacao.




Capitulo 1

Resultados da Teoria de

Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados que
serao utilizados no decorrer deste trabalho. As demonstracoes sao omitidas por se
tratarem de resultados conhecidos, mas citamos referéncias onde tais resultados,
junto com suas demonstragoes, podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo Q representard um subconjunto

aberto do R™, que eventualmente poderd ser o préprio R".

1.1 Notacgoes

1. K indica o corpo R ou C.

2. la| = a1 + a3 + -+ +a, para a = (a1, -+ ,0,) € N\, neN
dlely
3. D%u o= (o, ,0n), s €N
8z ... 9zan’ (01,7 s n) 0




4. Se f : Q € R* — R é diferencidvel, entdo o gradiente de f, que serd denotado

por Vf ,é definido como o vetor de R* dado por Vf = (—BL - ﬁf—)

oz, ' Ozn

5. A derivada radial de f, denotada por %TL, ¢ dada por %{ = X.V/f, onde

r=|x||, z € R".

6. Se F(x) = (f1(x),..., fa(x)) é um campo vetorial de classe C'', definimos o

af
divergente de F(x), denotado por divF como divF = V- F = § E)i onde
;
1=1

V é o operador definido como V = (a%], 8%2, IR ,%).
- . Y . . L = 0f
7. O Laplaciano de uma funcao f é definido como div(Vf) =V -V f = 522

e é denotado por Af.

Identidades uteis

Se f, g sdo funcdes escalares de classe C'(Q2), @ € R". ¢ uma constan
te real e F e G sao campos vetoriais também de classe C''(£2). entao as seguintes

relacoes podem ser facilmente provadas.

1. V(f+9)=Vf+Vyg

2. Vief)=eVf

3. V(fg)=fVg+gVf

4. div(F + G) = divF + divG

5. div(fF) = fdivF+F -Vf




1.2 Distribuicoes

Seja f : Q@ — K. O suporte de f, que denotaremos por Spp f, é o

fecho em 2 do seguinte conjunto:

{z € Q: f(z) # 0.

Definicao 1.1 Representamos por C§°(Q2) o conjunto das funcoes u : Q — K,
cujas deriwadas parciais de todas as ordens sdao continuas e cujo suporte € um con-

Junto compacto de Q2. Os elementos de C§°(2) sdo chamados de fungoes testes.
Naturalmente, C§°(§2) é um espago vetorial sobre K com as operagoes
usuais de soma de funcdes e de multiplicacdo por escalar.

Nocao de convergéncia em C3°(Q2)

Definicdo 1.2 Sejam (¢r) uma sequéncia em C§(Q) e ¢ € C§E(S2). Dizemos que

i) 3K C Q, K compacto, tal que Spppr C K, para todo k € N;
i) Para cada a € N*, D* g (z) — D*p(x) wuniformemente em x € Q.

Defini¢ao 1.3 O espago vetorial C$°(Q2) com a nogdo de convergéncia definida act-

ma € donotado por D(Q) e é chamado de espago das fungoes testes.

Definicao 1.4 Uma distribui¢do sobre Q0 é um funcional linear definido em D(£2)
e continuo em relacdo a mnogdo de convergéncia definida em D(S2). O conjunto de

todas as distribui¢ées sobre Q € denotado por D'(Q).




Desse modo,
D(Q) = {T:D(Q) — K; T é linear e continuo}.

Observamos que D'(Q)) é um espaco vetorial sobre K.
SeT € D'(Q) e ¢ € D(N) denotaremos por < T, ¢ > o valor de

T aplicado ao elemento .

Nocao de convergéncia em D' (Q)

Definicdo 1.5 Dizemos que T — T em D' (Q) se < Ty, ¢ > — < T. ¢ >, para

toda p € D(2).

1.3 Espacgos L?(Q))

Neste trabalho as integrais realizadas sobre 2 sdo no sentido de Lebesgue,

assim como a mensurabilidade das fungoes envolvidas.

Definig¢ao 1.6 Sejam Q um conjunto mensurdvel e 1 < p < oc. Indicamos por

LP(Q) o conjunto das fung¢des mensurdveis f : @ — R tais que || f]|, < oo onde:

R L

5= | [1r@pdt| L se1<p<o
Q

[1fllc = supessieq |f(t)| = inf{C € RT / med{t € Q / [f(t)| > C} =0}

—inf{C; |f|<C gs}.




Observagao: As fungdes ||.|[, : LP(2) — R*, 1 < p < oo, sdo normas.

Na verdade LP(2) deve ser entendido como um conjunto de classes de
funcoes onde duas funcoes estao na mesma classe se elas sao iguais quase sempre em
.

Os espagos LP(€2) , 1 < p < o , sdo espacos de Banach, sendo L*(9)

um espaco de Hilbert com o produto interno usual da integral.
Teorema 1.1 C§°(Q) € denso em LP(Q2), 1< p < +o0.

Teorema 1.2 (Interpolacao dos Espagos L?(Q2)) Sejam 1 < p < g < oo. Se

f e LP(Q) N LIQ) entao f € I"() para todo r € (p,q). Além disso,

I llzr) < I1F11En e 11 ety

1 1 1
para todo a € [0,1] tal que - = o=+ (1 — a)-.
r p q

Espagos L (Q)

loc

Definigao 1.7 Sejam Q um aberto do R" e 1 < p < oo. Indicamos por L] () o
conjunto das fung¢des mensurdveis f : Q — R tais que . fxx € LP(Q?), para todo K

compacto de 0, onde xg € a funcgdo caracteristica do compacto K.

Observagao: L],.(Q2) é chamado o espago das fungdes localmente integravel.

Para v € L} () consideremos o funcional T' = T, : D(Q?) — K

loc

definido por

£ T, o>=<T,,p>= / u(z) p(z) dz.
Q

E facil verificar que T define uma distribuigéo sobre Q.

7




Lema 1.1 (Du Bois Reymond) Seja u € Lj,.(Q). Entio T, = 0 se e somente

seu=0 g.s em Q.

Obeservemos que a aplicagao

é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.1 ). Em decorréncia disso ¢ comum

identificar a distribuigdo T,, com a fungao u € L} .. Nesse sentido tem-se que L} C

1
loc* loc

D' (). Como LP(Q) C L}, temos que toda fungio de L?(Q) define uma distribuigio

sobre €, isto é, toda fungao de LP(2) pode ser vista como uma distribui¢ao.

Definicdo 1.8 Sejam T € D'(Q) ea € N'. A derivada de ordem a de T, denotada

por DT, € a distribuigao definida por
< D°T, ¢ >=(-1)l*! < T, D0 >, para toda ¢ € D(Q).

Com esta definicao tem-se que se u € C*(Q) entao DT, = Tpa,. para todo |a| < k,
onde D°u indica a derivada classica de u. Assim, se T € D' (Q) entdao D°T € D'(Q)

para todo a € N*.

1.4 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta segdo podem ser vistos nas referéncias

Adams [1], Brezis [9], Kesavan [14] e Medeiros [21], [22].

Definicao 1.9 Sejam m € N e1 < p < oo. Indicaremos por W™P(Q) o conjunto

de todas as fungées u de LP(QY) tais que para todo || < m, D%u pertence a LP(Q2).

8




sendo D%u a deriwada distribucional de u. W™P(QQ) é chamado de Espago de Sobolev
de ordem m relativo ao espago LP(Q).

Resumidamente,

W™P(Q) = {u € L*(Q); D°u € LX(Q), |a| < m)

Norma em W™P(Q)

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

1

lullmp = (Z HD"UH’ﬁp(m> = (Z /}(DQU)(r)I” dr) ; 1€p< o
la|<m lajgm Y9

ou

[ullmoe = D I1D%ullL(e), p=cc

laj<m

define uma norma sobre W™?(Q).

Observacoes

L (W™P(Q),] - |lmp) € um espaco de Banach.

o

. Quando p = 2, o espaco de Sobolev W™?2(Q2) torna-se um espago de Hilbert

com produto interno dado por

(u,v) = Z (D%u, D*v)12()  u,v € W™3(Q).

laj<m

3. Denota-se W™?2(Q)) por H™(Q).

O Espago W;""(2)

Definicdo 1.10 Definimos o espago Wy (2) como sendo o fecho de C§°(2) em

W™(Q).




Observacgoes
1. Quando p = 2, escreve-se HJ*(Q2) em lugar de W;"*(Q).
2. Se WP (Q) = W™?(Q) entdo a medida de R™ \ Q é nula.

3. Vale que Wy (R") = W™P(R").

O Espago W™4(Q2)

Definicao 1.11 Suponha 1 < p< o< eq > 1 tal que ;7 + % = 1. Representa-se por

W="4(Q) o dual topoldgico de Wy *(Q).

O dual topolégico de HJ*(2) representa-se por H ().

Os espagos H*(R"), s € R
Proposicao 1.1 O espago H™(R"), m € N coincide com o conjunto
{u € L*(R"); Jn@ € L*(R™)}
onde J,, € a funcio dada por Jn(z) = (1 + ||z||*)2, ¢ € R*. Aqui, 4 indica a
Transformada de Fourier da funcgdo u.
Além disso, a fungao |||.|||m : H™(R*) — R* definida por |||ul||m =
|| Jm@|| 2ny € uma norma equivalente a norma de Sobolev.
A partir dessa proposicao definimos:
Definicao 1.12 Para s € R, indicaremos por H*(R") o conjunto
{u € L*(R"); Jya € L*(R")}
onde J,(z) = (1 + ||z]|?)z, z € R™.

10




Observacgoes

1. Em H*(R") define-se o seguinte produto interno:
() ey = (e JD)iseny = [ (14 el u(w) T
2. H*(R"),s € R™, é um espago de Hilbert.
Definicao 1.13 Suponha 1 < p < oo e ¢ > 1 tal que % + % =1 e sejas € R
Representa-se por H™*(R") o dual topoldgico de H*(R").
Os espagos H*(Q2), s € R

Definicao 1.14 Um aberto 2 do R™ € dito ser bem regular se a fronteira de ) ¢

uma variedade C* de dimensdo n — 1.

Definigao 1.15 Sejam s > 0 e Q um conjunto aberto limitado bem regular. O

espago de Sobolev H*(QY) € definido por:

H*(Q) = {rou;u € H*(R")}
onde rou indica a restri¢cdo de u ao aberto €.
Para cada u € H*(Q2) tem-se que

i

as@) = inf{|lvl|lps@ny; v € H*(R") e rqu = u}

define uma norma em H*(2).

Observacoes

1. HY(Q) = L*(9).

11




2. H*(Q), s > 0, é um espago de Hilbert.

3. H*(Q) coincide com o espaco usual de Sobolev H™(2), definido anteriormente,
se s =m € N e se 00 for regular. Tal resultado é provado usando a teoria do

prolongamento (ver Adams [1], Kesavan [14] e Medeiros [21]).
4. H(Q) é definido como sendo o fecho de C§°(Q2) em H*(Q2).

5. H=*(Q) é definido como sendo o dual de H§(Q?), s > 0.

Os espagos H*(I'), se R
Seja € um aberto limitado bem regular do R".

Definicdo 1.16 Seja Q o fecho de Q em R*. Denotaremos por D(Q2) o sequinte

conjunto:

D(Q) = {¢la; ¢ € D(R")}.
Observacao: D(Q) é denso em H*(Q), s > 0.
Definicao 1.17 Denotaremos por D(T') o sequinte conjunto:
DI) ={u:T — K; ue C®(T) e tem suporte compacto em T'}
onde I denota a fronteira de Q, isto €, T = 0Q.

Seja u :  — K. Entdo you = u|r estd bem definida como uma

funcdo de I’ em K. Com isto tem-se que se u € D() entdo you € D(T').

Definigdo 1.18 Um sistema de cartas locais para Q € uma familia {¢;, Ui }ie; tal

que:

12




1) para todo i € I:
‘} -

i Ui — Q=1[0,1]"""! x [-1,1]

¢ um difeomorfismo de classe C* tal que

° Q,Qi(Ui N Q) C [0 l]n = Q+
e :i(UindQ) C [0,1]"7" x {0} =Ty

e 0i(0(U:NQ)) =0Q".

ii) 00 c U = JUy;

i€l

Lat)

wi) Se UyNU; # 0 e se W, = i(UinUj;) e W; = ¢;(U; N U,) entdo

"55_7'(\751-_]) W, — W e gai(cpj_l) : W; — W; sdo de classe C™.

Agora, sejam (U1,U;), -, (¢¥n,Ux) um sistema de cartas locais e
N
oy, -+ ,0n funcgoes testes do R" tais que Zai(m) = 1paratodox € I = 00 ¢

=1

sppo; C U; (tais fungdes existem pois  é um aberto limitado bem regular).
Para uma funcdo w definida em I' = 8Q sejam w; : R"! — K

j=1,2.---, N funcbes definidas por:

) (ajw)(z/;j_l(x', 0), se z € Q= (0,1)""
wj(z ) =
0, se z € R*1\Qq

Definicao 1.19 Denotaremos por H*(T') o conjunto das fungoes w : I' — K tal

ue w; € H¥(R*™'), j=1,---,N, onde w; sao definidas acima. Isto €,
q j J J

HD={w:T —K w; € H*R""), j=1,--- ,N}.

13



Observacgoes

1. Para u,v € H*('), a fungao

N

(u, 'U)HS(I“) = Z(U]. '('j)Hs(Rn—\)

j=1

define um produto interno sobre H*(T").

[N}

. H*(T") é um espaco de Hilbert.

3. D(T") é denso em H*(T).

Proposicao 1.2 A aplicagdo

(S0

0 : D(Q) — HE(T)

definida por vyou = ulr, é continua na topologia de H(Q), isto €, existe uma cons-
tante positiva C tal que

lIvoull < Cllullavo)-

HE(T)

Como D() é denso em H*()), em particular em H'(Q), segue da
proposicao acima que existe uma aplicagdo, que continuaremos denotando por g,
de H'(Q) em H%(F) linear e continua que estende g, isto é, tal que you = u|p para
toda u € D(Q). Esta aplicagdo v, : H'(Q) — Hz(T) é chamada de fungao traco e

seu valor em um dado u € H'(2) é chamado o traco de u sobre T'.

Teorema 1.3 (Teorema do Trago) Seja Q um conjunto aberto limitado bem re-

gular do R™ . A fungao trago
v : HY(Q) — HZ(T)

¢ sobrejetiva e Ker(vy) = Hy(Q)

14




Observagao: Quando dizemos que u € H;(Q2) anula na fronteira de 2, isto é. que

u = 0 sobre I' = 0f2, na verdade significa que you = 0 sobre I'.

Imersoes de Sobolev

Teorema 1.4 (Teorema de Sobolev) Sejam m > 1 el < p < oo. Entao

i) se ;—) — > 0 entdo W™P(Q) C LI(9), ~lq— = ;—) = &2,
it) se % — 2 =0 entdo W™P(Q) C LI(Q), g € [p, ),
i) se % — I < 0 entdo W™P(Q) C L*(82)

sendo as 1mersoes acima continuas.

1.5 Desigualdades Importantes

Desigualdade de Holder

Sejam f € LP(Q) eg € LI(N) com1 < p < o0 e

lsep=oceg=ocsep=1). Entdo fg € L'(Q) e

/ﬂ Fol < Fllzmien Nl zey

Desigualdade de Young

Sea)Oeb>0e1<p,q<oocom%—i—%:lentéoabgIl)a”+ib".



Desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes L?(2)

Sejam f : Q2 +— Ke g: Q— K duas fungdes de quadrado integravel,

entao

< [/Qlf(:r)I? dzr [/Q 9(2)P da-r — 1 leelgllez

Desigualdade de Poincaré

g)r: =‘ z)g(x)
10, 9)ue] ]/Qf( 9(@ da

Seja 2 é um aberto limitado do R*. Entao existe uma constante C

(dependendo de Q) tal que
lullz2(q) < C||Vul|2(q) para toda u € Hg(S). (1.1)

A constante C = C () citada no teorema acima é chamada de cons-

tante de Poincaré para 2.

Observacgoes

1. A desigualdade de Poincaré também ¢ vélida se u € H'(Q) e o traco de u

sobre I' = 092 anular sobre apenas uma parte de I' (ver Brezis [9]).

2. A desigualdade de Poincaré (1.1) continua valida em W, ().

Consequéncias da Desigualdade de Poincaré

1. A norma de Sobolev ||.||;.qo em H}(Q2) é equivalente a norma do gradiente em

L*(Q). Isto é, existe ¢ > 0 tal que ||u||g1(a) < c||Vu|

12(q) para todau € Hj(Q).

2. A norma de Sobolev ||.||g2(q) é equivalente & norma do Laplaciano em L*(()
para fungdes em HZ(Q), isto é, existe ¢ > 0 tal que ||u||g2q) < c|| & ul[2(q)
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para toda u € H2(Q2). Isso segue do fato que se u € HZ(Q2) entao % € H} ()

e ainda da desigualdade de Poincaré.

1.6 Teorema da Divergéncia e Formula de Green

Valem as seguintes férmulas

/(divF)(x) d:rz/ F(z)-n(z)dl, Fe [HY(Q)]"
Q an

/’UAUC[.’IKZ—/VU-VUCIL v € HYQ), ue H*(Q)
Q Q

iii.
/1‘Aud:£= /(Av)udz. v € H}(Q),u € H*(Q).
Q Ja

onde © é um aberto limitado do R" com fronteira de classe C? e n(z) denota a
normal exterior unitdria no ponto z € 9. A funcdo F(z) integrada sobre 92 ¢ no

sentido da funcao trago, isto é, /

F(z) - n(x) dT significa / (voF)(z) - n(z) dT
a0

N

1.7 Teoremas de Compacidade

Teorema 1.5 (Banach - Alaoglu - Bourbaki) Seja E um espago de Banach re-

flezivo. Entdo
By ={feE :|fll<1}
¢ compacto na topologia fraca*®, onde E' € o dual topoldgico de E.

17




A demostragao do teorema acima pode ser vista em Brezis [9].

Teorema 1.6 (Lema de Lions) Sejam Q2 um conjunto aberto do R", g, e g fungoes
de L9(Q2),1 < g < oo tais que
gnllLe@) £C e gn— g gsem Q.
Entao, g, — g fraco em L?(Q).
Esse resultado, juntamente com sua demostracao. pode ser encontrado em Lions [19

Definicdao 1.20 Um operador diferencial de ordem 2m, m € N da forma

L= Z Co(x)D*u, € Q

|al<m

¢ chamado de operador eliptico se existe uma constante C > 0 tal que

S Calz)e® 2 ClePm

la|<m

para todo & € R* e para todo z € Q2.

Teorema 1.7 (Teorema de Regularidade Eliptica) Sejam L um operador di-
ferencial eliptico de ordem 2m, m € N, definido em um aberto Q do R" e u € D' (Q).
Suponha que u € solugdo de Lu = f, no sentido das distribuigoes, com f € L2(52).

Entio u € H*™(Q).

A demostracao desse teorema pode ser encontrada em Agmon-Douglis-

Nirenberg [2] (ver também Perla Menzala [24]).

Definicao 1.21 Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por LP(0,T:X) o

conjunto das classes de fungées f : [0,T] — X mensurdveis tais que

T 1
| fllzro.r;x) = (/0 7 @)% dt)" < co.
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Se p = oo, entdo LP(0,T;X) é constituido das fungées f:[0,T] — X tais que

| fllLeeo,r,x) = sup ess||f(t)|[x < oo.
te(0,7)

Observacgoes
1. L?(0,T; X) é um espago de Banach para 1 < p < oo (veja Boubarki [7]).
2. LP(0,T;LP(QQ)) = LP(Q), onde @ = (0,T) x Q.
3. L*°(0,T; L*(Q)) é o dual de L*(0.T; L*(Q)) (ver Yosida [31]).

O resultado seguinte é conhecido como Lema de compacidade de Aubin-

Lions e pode ser encontrado em Aubin [4].

Teorema 1.8 (Aubin-Lions) Sejam X¢, X e X, espacos de Banach reflexivos.

Suponha que Xo C X C X; e que a imersio Xo C X € compacta. Seja

d‘
W = {v e LP(0, T; Xo); d—; € LP(0,T: X)), 1 < po, p1 < o0}

Entao, a imersao W C LP°(0,T; X) € compacta.

Observagao: Se X e Y sdo espacos de Banach com X C Y compactamente entac
se (z,) é uma sequéncia limitada em X resulta, da compacidade, que existe ume

subsequéncia que converge forte em Y.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade

Neste capitulo, mostraremos, através do método de Faedo-Galerkin,
a existéncia e unicidade de solucao do seguinte Problema de Cauchy associado com

uma equacao de placas com um termo dissipativo, localizado e nao linear:

uy + DN%u+ p(z,ug) =0 e, t>0
u(z,0) = ug(x) z €
ug(z,0) = uy(z) T €Q (2.1)
u(z, ) = 0, z€edNt>0
\g—’;,(x,t):o r€edQ, t>0

onde Q é um conjunto aberto e limitado do R*,1 < n < 3. com fronteira regular.

ug € HE(Q) N HY(Q), u1 € H§() e p: 2 x R — R é uma fungao que satisfaz as




seguintes condigoes:

i) p(z,s)s >0, seR, z €
1) pe % sao continuas em 2 x R;
171) Existem constantes K; e K tais que :

Kia(z)|s|P™! < |p(z,s)] < Kqa(z)[|s/P™ + |s|], s € R, x € Q,

sendo p um numero real tal que —1 <p < 2;

dp

5;(3:,5) >0, Vre), VseR

w)

Aqui, a : © — Rt é uma funcio tal que a € L>(9Q).

2.1 Método de Faedo - Galerkin

2.1.1 Problema Aproximado - Solugao Local

Como os espagos de Sobolev H™ () sdo espagos de Hilbert separaveis e
H2(Q) é o fecho de C(Q) em H?*(Q) podemos tomar uma base de
V = HZ(2) N H*Y). Seja entdo, (wi)ken uma base de V.

Consideremos o subespaco de V dado por Vi, = [ws, -+, wp], onde
w;, i = 1,---,m, sao as m primeiras fun¢oes da base de V. Claramente, 1}, € um
subespaco de V' de dimensao m.

Vamos mostrar que existe uma funcdo wum, : [0,t,) — V. para
algum numero real t,, > 0, que satisfaz o seguinte problema:

;
" !

(U (2), w)z2() + b(um(t), w) + (p(T, U (1)), wW)L2() =0, w € Vi,

< Uy (0) = Ugm

!

Um(O) = Uim;

\
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' ou
onde u = 5 e b:V xV — R é a forma bilinear dada por b(u,v) =
(Au, Av) ) = /(Au) (Av)dz, sendo ugn, € uim seqliéncias em V;, tais que
9)
ugm — ug forte em V e uj, — u; forte em HZ(Q). De fato, sendo (wi)ien

base de V' e de HZ()), podemos escrever que
oo o
Uy = ch Wi, Uy = dewk (2.4)
k=1

k=1

e portanto,

m m
Uom = E Cr Wk, Uim = _2- dk Wi
k=1 k=1

E claro que b é uma fungao continua, pois:

\b(% v)| = \(AU: AU)L2(Q)l <A UHL?(Q) H A vl

@) < lullv llvllv,

para toda u,v € V, ja que || & ul|12(q) é parte da norma ||ul|y-.
m
O problema aproximado consiste em achar wu,,(t) = Z“/J”'\” w;,
J=1

definida em algum intervalo [0, t,,), que seja solu¢do do problema variacional (2.3).
Observemos que como V, = [wy, - -, W,,) tem-se que o problema (2.3)

¢ equivalente ao sistema de equacoes:
f
(up, (1), Wi)r2i) + b(um(t), w) + (p(, up (), wi)r2(0) = 0

{ um(0) = tom (2.5)

!

Um(O) = Uim

\

comk=1,---,m.

m

Se u,,(t) é uma fungdo dada por u,(t) = Z gjm(t) w; entao um(t)
J=1
Vin para cada t € [0, tn).

Entdo, substituindo essa expressdo para u,(t) na equagao em (2.5)
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obtém-se, para k =1,--- ,m:

m m m
(Z gjm(f)wj,wk) +b (Z Giml )05, wk> E (p <x, Zg;m(t)u']> , u'k> =,

J=1 L2(9) J=1 J=1 L2(Q)
Usando a linearidade da forma b e do produto interno de L*({2) resulta que
m m m
> G )Wy, we)raa) + D, gim(2) b(w;, wi) + (ﬂ(I, > Gim(tw;), U‘k) =0
j=1 g=1 J=1 L2(Q)
para todo k=1,---,m.

Vamos chamar (w;, wg) = Ajr e b(w;, wx) = Bjx. Entao, o sistema

de equacoes em (2.5) é equivalente ao sistema

m

Z[A]k g;'m(t) + Bk gim(t)] + (p(z, Zg;-m(z‘)u;j), u:k> =0, k=1,+:+ ,M.
j=1

7=1 L2(Q)

Observemos que o sistema acima é um sistema de EDO’S de 2% ordem para as
fungoes gjm(t).
Vamos analisar condigdes iniciais para as g;m(t). Temos, das condigoes

iniciais em (2.5) para u,(t), que:

Zg]m(O) w; = Um(0) = upm = Z(, w;
Jj=1 J=1
Zg;m(()) Wy = u;n(o) = Uim = Zd] Wy
_7=1 ]:1

m
Portanto, se queremos que un,(t) = Z gjm(t)wy atenda as condigdes iniciais de (2.5)
devemos ter que

gim(0) = ¢, j=1,---,m

sendo ¢; e d; dados em (2.4).
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Assim, o sistema (2.5) é equivalente ao sistema:

4 m

Z [.-1]';; g;m(t) + Bjk gjm(t)] + <P(I-, Zg;m(t)ub)- u'k> =0
j=1

Jj=1 LQ(Q)

gj’m(o) = Cj: j:]-a , M

| 9m(0) = dj, j=1,---,m
parak=1,.---,m.

O sistema (2.6) é um problema de valor inicial para um sistema de
EDO’S de 22 ordem nao linear para as fungdes gjm(t), 7 = 1,---,m. Um sistema

desse tipo pode ser colocado na forma:

Y, = F(Yn) ,
(2.7)
Yin(0) = Yom
com Yy = (Gims: " » Gmms Gims*** 3 Gmm) € Yom = (€1, ,Cm.d1, -+ ,dm). Esse
sistema tem tunica solucao se F' e 5y forem continuas e Yy, € Dom(F'). Notemos
i

que Dom/(F) = R?>™.

Precisamos entdo, analisar o termo nao linear em (2.6):

(p(x, Z g;-m(t)wj), wk> = Lp(a: Z g;m(f)ufj(r))'u'k(l‘) dx
j=1 2 g=1

L2(Q)

— Hk (gllrn(f) g;nm(f)) 1\‘: 12 .m.

Como por hipétese p(z,s) é continua em €2 X R entdo Hy (51, -+, 8y) € continua
, ko, , : . Op ,
em s = (81, ", Sm) € R™. Também, é continua Vj,k = 1,---,m pois — ¢
0s; 0s
continua.

Entdo, F atende as condigdes do Teorema de Caractheodory (ver
Medeiros [22] e Brauer [8]). Logo, existe uma unica funcao Yy, = Y, (t) solucao

de (2.7) definida em algum intervalo [0,4:)tm > 0. Desse modo, existem unicas
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fungoes (g1(t),- -+, gm(t)) definidas no intervalo [0, t,), duas vezes diferencidvei tais

que
m
Z jk g]m + Bjkgjm(t)] + Hi (glm(t),"' .,gmm(t)) =0 te(0,t,)
j=1
< g]rrl(o) = Cj-, ]: 1s , M
| Gu® = 4 =1 m
para k=1,--* ,m.
Portanto, a fungao uy, : [0, tm) — V5, dada por upm,(t Zgi’" w; € solugao do
j=1

problema aproximado (2.3) no intervalo [0, t,,,).

2.1.2 Estimativas a Priori - Prolongamento da Solucgao

Queremos mostrar que a solucao u.,(t) de (2.3) em [0,t,,). pode ser
prolongada a um intervalo [0,7] arbitrario. Mas, para fazer isso, precisamos de
algumas estimativas para unm(t) e u,,(t), em norma, em todo intervalo [0.,,). De
fato. como em dimensao finita todas as normas sao equivalentes, se u,,(t) e “M“
sao limitadas, em norma, em algum intervalo, entao g, e g;m também sao limitadas
nesse mesmo intervalo. Entdo, as solucdes g;n,(t) de (2.6) podem ser prolongadas a

um intervalo [0, 7] desde que, por exemplo, |[um(t)]|v e ||u,, (?)]

r2(0) sejam limitadas
em [0,1,,). Assim, as fungdes unm(t), para cada m € N, também serdo solugoes de
(2.3) definidas em [0, T'].

As estimativas que faremos a seguir, para obter uma limitagao da
norma de u,,(t) e u,,(t), sio chamadas de estimativas a priori.

Seja 0 < t < t, entdo temos que uUm(t) = Zgjm(t)ur] satisfaz
j=1

n

(U (), W)L2() + b(um(t), w) + (p(z, U, (1)), W)Lz =0, Vw € Vi (2.8)
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Agora, para

obtemos que,

"

(um (1), W2y = (Um(t), um(t)) 2@ = /Qum(f)u’m(f)d-l':

b(um(t). w) = b(um(t), uy(t)) == / Aupm(t) A, (t)de =
Ja
1d 1d
=[5 @umera =35 [ Guora =
1d 2
= 21w

Substituindo (2.9) e (2.10), com w = u, (t), em (2.8), resulta que:

1d 1d ,

5& il m HL2(Q\ th H Aum )HQL?(Q) T (p(?um(f)) Ulm(”)l.z(ﬂ\ =

para t € [0.tm).
Integrando em [0, t], 0 <t < t,, oObtemos

!

t
% Hu;n(f)niz(ﬂ) g 3 % “ A um(t)lliﬁ(ﬂ) + /0 (p(IfUm(S))t um(S))l.")(Q) ds =

0

’ 2 2 2 1 2
= % Hum(O)HLQ(Q) T % | IRAN um(O)HL2(Q) = % “ulmHu(Q) + % | & wom|l2()-

Notamos que
(02, (51, n($Niz) = [ @ () () 2 0
pois, pela hipétese (2.2)(i),
p(z,s)s > 0, VseR
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Com isso, concluimos que

! 2 2
Hum(t)”m(n) + | AUrn(t)”U(Q) st Hulm”?ﬂ(g) + || & UOmHiQ(Q)

2
< Hulm”Hg(Q) i HUOmH%' <C

onde C' = C(ug, u;) é uma constante positiva independente de t € [0,1,,) e de m € N.
Isso resulta do fato que uy,, — u; forte em HZ(Q2), quando m — oo, donde (uy,)
é limitada em HZ(Q), e do fato que ugm — uo forte em V' e portanto (ugm,) também
¢ limitada em V.

Assim, mostramos que existe uma constante C' > 0, independente de ¢ € [0,t,) €

de m € N, tal que

lum ()2 € C € || A un(t)|lr2@ < C. (2.11)

2

Desse modo, u’m e Au,, sao seqiiéncias limitadas em L>(0, t,: L=(£2)). Agora.
como || & vl|p2q) é equivalente * a ||v||p2(q), para toda v € HZ(R2), segue que i,
¢ uma seqiiéncia limitada em L%®(0, t; H2(Q)). Temos entdo que wu,, € Uy, Sao
seqiiéncias limitadas em L®(0, t,; L2(Q)) e L*(0, tm; Hg(S2)) respectivamente.
A conseqiiéncia disso é que a solugdo un,(t) de (2.3) pode ser prolongada a um
intervalo arbitrério [0, 7).

Desse modo, vale que u,, e u, sdo seqiiéncias limitadas em
L>*(0, T; L*(Q)) e L*°(0, T; H(2)) respectivamente.

Agora, vamos estimar a norma de u, (0) em L?(Q). Considere w =

"

u,,(t). Substituindo em (2.3) segue que

"

(U (1), ty (1)) 2(@) + b(tm (1), U (£)) + (P, U (), e (8)) 222y = 0, £ € [0, 7;

*ver cap.l, secao 1.5
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Isso diz que

n

[t ()17 200y + (Dt (), D ()22 + (P(2, U (1)), U (8))z2(2) = 0, t € [0.7).

Calculando em ¢t = 0 e usando a segunda Férmula de Green, ja que u,,(t) € V' =

HZ(Q2) N H*(Y), resulta que:

n

!I“;(O)Hi?(n) + (AQUm(O)e Um(o))L2(Q) + (P(fﬂ’ulm(o))s U‘;;I(O))Lﬂ(m = 0.

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em L?*(Q?), segue que

o
—
o

L2(Q) HU:n(O)HL‘-‘(m (2.1

HU;ITI(O)H%?(Q) < || &% um(0)

+lo(2, 4 (0))ll2(0) 1t (0l 22(0)-

Se ||u:,l(0)||%2(m = 0 entdo ||u,,(0)|| é limitada. Caso contrario, tem-se de (2.12) que
[t (0| 220y < | A2 um(0)l|z2(0) + (%5 U (0)) |20 (2.13)
Afirmacao 1: ||p(z,u,,(0))||z2() ¢ limitada independente de m, ou seja.

1(2, Ui (O)) Bxgey = l19(2, i) 320y < € (2.14)

com C' = C'(u;) uma constante positiva.

Demonstragao:

De fato, usando a hipétese (2.2)(iii) sobre a funcao p(z, s), temos que
102, U () 1320) = /Q |0(z, U (2, 0)) * dz < /QKSa(x)Q[Iuln(xml"” + |ty (2, 0)[]* dz
< 2K3lall | [, 0072 + iz, )] d
= 2K2||a|lZ, l|um (0)132(q) + 2KZllall’ /ﬂ|u’m(z~.m4?v+? dx
= 2K2al|2, uiml2a(qy + 2K3llall%, / iy () P2 dz.
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E claro que o primeiro termo na ultima igualdade é limitado pois u;,, — u; forte

em HZ(Q) e, portanto, em L*(Q). Agora, queremos limitar/ |t1m (2)|?P2 dz. Claro
Q

que 0 < 2p+2 < 6 pois —1 < p < 2 (veja (2.2)(iil)). Para isso, vamos considerar

dois casos:

I) Caso 0 < 2p+2 < 2.

Se 0 < 2p+ 2 < 2 entdo usando a desigualdade de Holder com —— + - =1

2p+2

tem-se que

[lum@pae < ([ 1% d) (f () d

|— 2p+-2
= Q™ HulTTl”Lp?-E_Q) <0

2p+2

pois Uy, — u; forte em HZ(Q) e, em particular, uy,, — u; forte em L*(Q2).
Donde segue que / |t (2)|?P*2 dz é limitada independentemente de m e por-
Q

tanto, a Afirmacao 1 é valida, neste caso.
IT) Caso 2 <2p+2<6.

Como HZ() estd imerso continuamente em L*=(Q2) T, tem-se, do fato que uy, €

H(2) que
/Q i1 (@) 72 dz < |9 [taml| 222y < CI llusml2252,

sendo C a constante da imersdo de Sobolev. Como ui, — u; forte em H{ ()

resulta que

/ ()2 dz < C
Q

tver Teorema 1.4; cap.l; secdo 1.4
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ja que || é finita. Aqui, C é uma constante positiva que depende de |2 e da fungao

uy. Segue que a Afirmacao 1 também é vélidase 2 < 2p+2 < 6.

Portanto a Afirmacgao 1 esta justificada.

]

De (2.13), da Afirmagdo 1 acima e do fato que un,(0) = wpm — ug

forte em HZ(Q2) N H*(Q) segue que

[ (0) 132y < Co) + C(wr) = C

onde C' é uma constante positiva independente de m.

(2.15)

Concluimos entao, que u:n(O) é limitada em L?(Q), Q C R*. 1 < n <

Agora, derivando (2.6) em t, obtém-se que as fungoes g;,, devem ser

solugoes do sistema

;

sendo 7, k=1, --

\

m

j=1
ggm(o) = Gy,
9,m(0) = d;
9im(0) = €

. " . s
,m e e; os coeficientes de u,,(0), isto é,

U (0) = Y gjm(0)w; = ) ejw;.

Note que e; sao limitados ja que |t (0)|| £2(q) € limitada.

Gim

> [AjkGim (t) + Birgim(t)] + (% (2. gm®w;) (O gim(t)w;) u‘k)
g=1 =1

(2.16)

De fato, o Teorema de Caractheodory implica que (2.16) tem solucao
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E claro que o novo termo nao linear também atende as hipdteses do Teorema de

Caractheodory, portanto

=Y gm(Dw;(z)
J=1
existe em (0.t,,). Segue que u,(t) = Zgjm(z‘)u-J satisfaz em [0, t,,):
j=1
" /i ap / "
(U (1), W) L2y + b(up, (1), w) + s (:z:,um(t)> U, (t),w) =0

para toda w € Vj,. Fazendo w = u,, resulta que

1 1" -
Hum HLZ(Q) = 9 dt” A u ”Lz(g) ‘T’/ a 1‘ ’U l(f)‘zd;r = 0.

Agora, integrando em (0,t), 0 < t < t,,, tem-se que

-*—2// lu, (t. )| dzdt (2.17)

< 1|’U;(0)]li2(ﬂ) + A& UIm(O)Hi%Q) = ”U;(O)H?Lzm) + || & w32 £ C

HU 1)“2 @ T | Au

mn

onde C' = C(ug, u;, ) é uma constante positiva independente de m, devido a (2.15)

e ao fato que uy, — u; forte em HZ(Q).

0
Usando a hipétese (2.2)(iv) sobre a funcao p. isto é. que &—I:U gl =0
e a equacao (2.17) concluimos que
tm @ l1220) + | & Uy () |Z20) < C, € (0,1m) (2.18)

com C > 0 independente de m.

Em particular, podemos prolongar a solu¢do u,,(t) a um intervalo
arbitrario [0,7]. Entdo, obtemos de (2.11) e de (2.18) que

U € limitada em L*(0,T; H3()) C L?(0,T; HE(2))

u, é limitada em L*(0,T; HZ(Q)) C L?(0,T; H3(Q)) (2.19)

u’ é limitada em L%(0,T;L%*()) c L?*(0,T; L*(Q2))

m
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pois || & up,||r2(q) € equivalente a ||up,| g2y jé que u, € HZ(Q).
Agora, de (2.19) segue } que existe uma fun¢ao u € L>(0,T; HZ(Q))

com u € L®(0,T; H3(Q)) e u' € L*(0,T; L*(Q)) tal que

Um — u, fraco* em L>(0,T; HZ(Q))

! !

u, — u, fraco* em L*¥(0,T; HF(Q)) (2.20)

n n

u, — u , fraco* em L*=(0,T;L?*(Q)).

Aplicando o Teorema de Aubin - Lions { com X, = HZ(Q), X = X =

L?(Q) e py = p1 = 2 segue que
W = {v e L*0,T; H3(Q)); v € L*(0,T; L*(Q))}

estd imerso compactamente em L2(0,7;L?(Q2)). Segue de (2.19) que wu,, ¢ uma
e . o ’ ! » .

sequéncia em W tal que w,, — u, fraco em W. Portanto, pela compacidade da

. ~ ! . A . . . .

imersao, segue que u,, possui uma subseqiiéncia, que continuaremos indicando por

!

u, . tal que

m

!

u, —> u, forte em L2(0,T;L*(Q)) = L?((0,T) x Q).

m

Entao, por propriedade de seqiiéncias convergentes em LP () obtemos que U, — U
gsem @ = (0,T) x €.

Como p(z, s) é continua tem-se que

plz,u, (z,t)) — plz,u (z,t) qsem Q. (2.21)

ITeorema Banach-Aloglu-Boubarki; cap.1; segao 1.7

Sver cap.1; segdo 1.7
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Biblioteca Umversnana\ 055
UFSC ?_
Afirmacdo 2: p(zx,u,,) é limitada em L?(Q).
Demonstragao:
De fato, da hipétese (2.2)(iii) temos:
[ 1@, )P dadt < [ [Kaa(o) (™ + i D dac
Q Q
<2KE all% [ [un 77 + i ) doct
Q
=35 ||a|l§c/ u, |2 dzdt + K2 HaHi/ |lu,,|* dzdt.
Q Q
Agora, como u,, é limitada em L*(0,T; L2(Q)) C L%(Q), temos que [ |u,,|*dzdt ¢
Q
limitada.
Para limitar a integral
/ lu, (x,t)|?*? dzdt (2.22)
Q

usa-se o mesmo raciocinio realizado na prova da Afirmacao 1 para limitar a integral

/ |u1m (2)|?P2 dz.
Q

Na limitacdo da integral acima, usou-se o fato que u;,, € uma seqiiéncia limitada em
HZ(9), que Q ¢ limitado e certas imersdes de Sobolev. Para limitar (2.22) deve-se
usar que u, é uma seqiiéncia limitada em L*(0,T; H{(Q)), que Q@ = (0.7) x Q ¢
um conjunto limitado e as mesmas imersoes de Sobolev.

Portanto, a afirmacéo 2 estd justificada.

Da Afirmacao 2 e da convergéncia dada em (2.21) segue, pelo Lema
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de Lions, ¥ que

p(z,u, ) — p(z,u) fracoem L*(Q).

h
o
o
o

Logo,
(T. p(z, up)) — (T, p(z,u)) paratoda T € (L3(Q)) = L*(Q).
Isso significa que
/p(:r,u'm)w dzdt — / p(z,u )wdzdt, paratoda w € L*(Q).
Q Q
Escolhendo w = v8, v € HZ(Q),0 € D(0,T), segue que w € L*(Q) e portanto
T , T ’
/ (/ p(z, u,)v(z) dx) 6(t)dt — / (/ p(z,u )v(z) dI) 6(t)dt
0 Q 0 Q
para 6 € D(0,T) e v € HZ(Q). Isto é,
T 1 =z ’
/ (p(z, up,)s V) L2y 0(t)dt ———)/ (p(z,u ). v) L2 0(t)dt,
Jo 0
para toda 6 € D(0,T) e para toda v € H¢ (). Desse modo, concluimos que
(p(:r,u;,L):v)Lz(Q) —— (p(a:.u’).z')p(m em D (0.7) (2.24)

para toda v € HZ(Q).

Agora, queremos passar ao limite quando m — o0 nos dois primeiros
termos do problema aproximado (2.3).

Como podemos identificar L*®(0, T; L*(©2)) com o dual de
L0, T; L*(2)), o fato que u,, — u’ fraco* em L*=(0,T; Hg(®)) € L>(0,T; L*(2))

(ver (2.20)) significa dizer que para toda w € L'(0, T L?(Q)) tem-se que

(U, W) — (u, w).

Yver cap.1, segao 1.7
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Ou seja,

T iy
/ /u'm(az,t)w(z,t)dxdt_»/ /u’(:r.t)u'(;r.t)d.rdf (2.25)
0o Ja o Ja

para toda w € L'(0, T, L*(2)).
Seja w = fv com 6(t) € L*(0,T) e v € HZ(Q) C L*(Q). Entao, de

(2.25) tem-se

T ) T ,
/0 (um(t),’U)LZ(Q) G(t) dt —» /0 (U (l‘).l’)LQ(Q)H(T) dt (2_)())

para toda 6 € L'(0,T) e para toda v € HZ(Q).

Tomemos 6 € D(0,T) C L*(0,T). Entao, de (2.26) temos que

! !

(U V)L2(0) — (U, V)12(00)

em D'(0,T) para toda v € HZ(Q). Portanto, para toda v € Hg(Q) vale que

em D' (0, 7).

Agora, usando a convergencia
Uy — u fraco® em L¥(0,T; HZ(Q)) (2.28)
queremos mostrar que
b(Um,v) — b(u,v)

em L>(0,T) para toda v € HG().
De fato, de (2.28) segue que

!

Au, — Au fraco* em L*(0,T;L*(Q)) = (L'(0,T,L*(Q)))
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Portanto, para toda w € L*(0,7, L?(Q2)) tem-se que

/OT/Q(Aum)wdxdt —— /OT/Q(Au)w dzdt.

Em particular, paraw = 8 Av, 8 € L}(0,T), v € HZ(Q) vale a convergéncia acima.,
isto é,

/O.T/Q(Aum)(Av)dedt — /OT/Q(AU)(AT)F)drdt.

(/OT (/Q(Aum)(AU) dx) 8 dt —s /OT (/ﬂ(Au)(Au) dT) 0 dt

para toda @ € L'(0,T) e para toda v € HZ(Q). Isso diz que

Entao,

T 7 i)
/0 ( Aty AU)LQ(Q)(-)dt —>/O (Au, Al‘)LQ(Q)H dt

para toda § € L'(Q2) e para toda v € HZ(2). Portanto,

(Aum. AU)LQ(Q) — (Au. Ai')LQ(Q)

fraco* em L>(0,T) para cada v € HZ(S). Assim, relembrando a defini¢ao da forma

b(u,v) temos que para cada v € H(Q)
b(Um,v) — b(u,v)
fraco* em L*°(0,7). Em particular,
b(tUm,v) — b(u,v) (2.29)

em D'(0,T) para toda v € HZ(Q).
Portanto, de (2.24), (2.27) e (2.29) resulta que a fungdo u dada em

(2.20) satisfaz a equagao variacional

(u”, v) + b(u,v) + (p(x,u’), v) =0,
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para toda v € H2(Q), no sentido de D' (0, T).

Isso implica que
U+ A%u+ p(z,u) =0 (2.30)

no sentido de D'(Q) para cada t € [0, T].
Usando o fato que A? é um operador eliptico de ordem quatro. que
A?u(t) = —u"(t) — p(z,u (t)) no sentido de D'(Q) e que u e p(x,u) € L*(Q), para

cada t € [0, T], segue do Teorema de Regularidade eliptica | que
- u(t) € HY(Q)

para cada t € [0,T]. Mas, como ji sabemos que u € L*®(0,7; Hj(Q2)) entao se
conclui que

u € L®(0,T; H2(Q) N H(Q)).

Observagao: o fato que p(z,u') € L*(Q) para cada t € [0,7] é provada de modo
semelhante a justificativa da Afirmacao 1.

Assim, a fungao u dada em (2.20) é tal que
u € L*®(0,T; H3(Q) N H*(Q))

u € L=(0,T; H3(Q))

u € L*(0,T; L*(Q))

e satisfaz (2.30) no sentido de D'(Q) para cada t € [0,T].
Entéo, verificando as convergéncias que produziram (2.24), (2.27) e

(2.29), mais a segunda férmula de Green, resulta que

U+ A+ p(z,u) =0 (2.31)

llver capl; segao 1.7
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no sentido de L?(Q). Assim, u é solucdo forte da equagao em (2.1).

2.2 Analise das Condigoes Iniciais

Queremos mostrar agora, que a funcao u dada em (2.20) também
satisfaz as condigoes inicias da problema (2.1), isto é,

/

u(0) = ug e u (0) =u
Para fazer isso, vamos considerar a seguinte proposicao:

Proposigao 2.1 Sejam V e Va espagos de Hilbert tal que Vi C V, continuamente.
Seja W(0,T) = {u e LP(0,T;V;) : C;—zt € L?(0,T;V3)}. Entdo W(0.T) esta imersc

continuamente em C(0,T;V5).

A demostracao pode ser encontrada em Lions [20].
Lembremos que a solugdo u de (2.31), dada em (2.20), é tal que u €
L>(0,T; H2(Q) N H4(Q)) com ' € L®(0,T; H3(Q)) e v’ € L>=(0,T; L*()). Logo,
u € W(0,T) comp =oc0 eV, =V, = HF(Q). Portanto, pela proposi¢ao acima
tem-se que
u € C([0,T), H3(2)).
Também, v € W(0,T) com p = oo e Vi = HZ(Q) e Vo = L*(Q). Assim, pela
Proposicao 2.1
u € C(0,T; L*(Q)).
Logo, faz sentido calcular u(0) e u'(0).

Vamos entdo calcular u(0). Temos que

u, — u fraco* em L*®(0,T; H3(Q))

38




como ja foi visto em (2.20).
Entéo, como em (2.25) e (2.26), escolhendo w = v com v € HZ(Q) C

L*(Q) e # € L'0,T) tem-se:

T r
/ (Ups )20 dt — / (u, v)L2 o dt
0 0

para toda § € L'(0,T). Em particular, para toda 6 € C*(0.7) ja que C'(0.7) C
LY(0, 7).

Também, de (2.20) tem-se
Um — u fraco® em L®(0,T; HZ(Q)).
Entdo, como acima, para v € H2(Q) C L2(Q) e ¢ € L*(0,T) vale que:

1y T
/ (’LLm, 'L’)LZ(Q){; dt — / (u, 'L‘)L2(Q)\; dt
0 0

para toda ¢ € L'(0,7). Em particular, para toda ¢ € C(0.7) pois C(0.7) C
L'(0,T).

Escolhendo ¢ = 6 com 6 € C'(0,T) concluimos que
T ' | T !

/ (Um, v)Lz(Q)Q dt — / (u, T)LZ(Q)Q dt (23)_))

0 0
e

T / T !

/ (Um, 7-“)L2(Q)6 dt —-)/ (’U,, ’L‘)LQ(Q)G dt (2.33)
0 0

para toda v € HZ(Q2) C L%*(Q) e para toda § € C'(0,T) tal que #(0) = 1 e 6(T) = 0.

Somando (2.32) e (2.33) temos que
T T 4
/0 EE [(Um(t), U)Lz(g)e(t)] dt — /0 E (U(t), ’U)L'.’(Q)Q(t)] dt.
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Entéo, usando o fato que #(0) =1 e 8(T) = 0 segue que

(um(0), v)r2(0) — (u(0), v)r2(0)

para toda v € HZ(Q) C L*(Q). Mas como u,(0) = ugm — uo forte em Hg(Q) (ver

(2.3) e (2.4)) e portanto em L?*(Q2), tem-se que

(um(0), 1’)L2(Q) — (uo, 7~')L'~‘(Q)

para toda v € HZ(Q). Portanto, da unicidade do limite, concluimos que

o
OV

u(0) = up.

De modo semelhante, mostra-se que

!

u (0) = u;. (2.35)

Agora, de (2.31), (2.34) e (2.35) concluimos que a fungao u € solucao
do problema (2.1), ja que as condigdes de fronteira em (2.1) estdao satisfeitas pois
u € HZ(Q).

Resta entao, verificar a unicidade da solugao u.

2.3 Unicidade da Solucao u

Suponhamos que existem duas solugdes u e v do problema (2.1) na

classe C(0,00; H2(Q) N H4(Q)) N C*(0, c0; H()). Entdo w = u — v € solugao de

,

wy + ON*w + p(z,up) — p(z,v) =0 €N t>0

y w(z,0) = w(z,0) =0 T € (2.36)
w(z,t) = 2(z,t) =0 red, t>0

| n
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Multiplicando a equagdo em (2.36) por wy, integrando em {2 e usando

as condic¢oes de fronteira para w dadas em (2.36), resulta que

1d

=— | [lwe* + | & w]?]dz + / [p(z, u) — p(z,v¢) Jwydz =0
2dt /o ,

para todo t > 0.
Agora, integrando em [0, ], ¢t > 0, e usando as condig0es iniciais dadas

em (2.36) segue que

% /Q[|w1|2 + | Awl?de +/0 /Q[p(z.ut) — p(z, v¢)]wy dzds = 0

para todo t > 0. Ou seja,

E(t) +/; /Q[p(x,ut) — p(z,ve)|wydzds = 0

para todo t > 0, onde E(t) = E(w(t)) é a energia para a solugao w(t).
Como p(z, s) é diferencidvel na varidvel s, segue do Teorema do Valor

Médio do Célculo que

(]
E(t) + / / ’g—p(ff) [ut - l:'(]LL'( dxds = 0,
0 Ja 0S

sendo € = £(z, s) um nimero entre w(z, s) € v(z, s).

Isto é,

t
E(t)+/ /a—p-(m,§)|wt|2dxd3=0
0 Qas

para todo t > 0.

Como gﬁ(ax, s) > 0 para todo z € Q e para todo s € R resulta que
s
E(t) = E(w(t)) =0, Vt=>0.
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Portanto, wy(z,t) = 0 g.s em Q X (0,00). Dali segue que w(x,t) ¢
constante q.s em € x (0,00). Mas w(z,t) = 0 para z € 052 e para todo t > 0. Logo
concluimos que w(z,t) = 0 q.s em Q x (0,00). Isto é, u = v. Consegiientemente, o

problema (2.1) tem uma unica solugao.




Capitulo 3

Estabilizacao

Neste capitulo vamos estudar taxas de decaimento da energia da solugao

u(z,t) do sistema (2.1). Para isso, consideremos z, € R® um vetor fixo e
['(zo) = {z € T; (z — z0).m(z) > 0}

onde 7 = n(z) é o vetor normal unitario exterior calculado em z € I' = 9%

Aqui, explicitaremos mais condigoes sobre a fungao a(x) que aparece
nas hipdteses (2.2) sobre a fungao p(z, s).

Seja entdo, w C € uma vizinhanca de I'(zy) e assumiremos que

a: ) — R* é uma funcao limitada satisfazendo

a(z) >0 em 2 e a(z)>a >0 em w. (3.1)

O objetivo é estudar a estabilizagdo uniforme da energia total E({),

do sistema (2.1), dada por
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Isso é possivel, porque a energia E(t) satisfaz a seguinte identidade:
t+T
E(t)—E(t+T)= / / p(z, u)u, dzdt, t >0, T > 0. (3.3)
t Q

Assim, a energia é uma funcgao decrescente, ja que p(x, u;)u; > 0 para
todo t > 0 (ver hipdteses (2.2) sobre p(z,u;)).
A identidade (3.3) é obtida fazendo o produto da equagao em (2.1)

com u, e integrando em [t,t + T x Q.

Teorema 3.1 (Estabilizacao) Considerando a hipdtese (5.1) sobre a(x) e as hi-
poteses (2.2) sobre a fungao p(z,s), tem-se que a energia total da solugao u = u(x. 1)

do problema (2.1) tem o seguinte comportamento assintdtico no tempo:
E(t) = E(u(z,t)) <CE0)(1+1t)™™, i=1,2, (3.4)

onde C € uma constante positiva e as tazas de decaimento 7; sao dadas de acordo

com 0§ Sequintes casos:
2

caso 1: n1=-s5el1<p<L2em=p+1se0<p<l1
p

cas0 2: v =p+1se-1<p<0

Observacgao: Observemos que no caso em que p = 0 pode-se provar que a taxa de
decaimento é exponencial (ver [5] e [32]).
Para provar este teorema vamos precisar de alguns lemas e estimativas

especiais sobre a solucao u.
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3.1 Lema de Nakao

Para provar a estabilizacao da energia E(t) vamos mostrar que E()

satisfaz uma desigualdade do tipo:

Et)" <CG[E#)—Et+T)], t>0 (3.5)

onde C; é uma constante positiva, 7' > 0 estd fixo e ¢; > 1 esta relacionado com ;,
que sao dados no Teorema 3.1.
Entdo, a propriedade de decaimento (3.4) seguira de (3.5) e do seguinte

lema:

Lema 3.1 (Nakao) Seja ¢(t) uma fung¢do nao negativa em R™ satisfazendo para

t>0:

sup ()" < g(8)[o(t) — p(t + 1))

t<s<t+T
comT > 0,6 >0 e g(t) uma fungao continua nao decrescente.

Se 6 > 0 entao o(t) satisfaz

1

olt) < {¢<0>-"+/tg(s>-1ds}%. (>

T

~

Se 6 = 0, ao invés da desigualdade acima temos que

o(t) < Cp(0)exp™, t>0

para algum X\ > 0.
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3.2 Identidades de Energia

Para provar (3.5) também precisamos desenvolver algumas identidades

de energia. Seja h : R* — R® um campo vetorial de classe C? tal que

h(z) =n(z) em T(z)
h(z)n(z) >0 em T (3.6)
h(z) =0 em Q\w
onde & é um aberto do R tal que I'(z) C @ NQ C w (para a existéncia de tal
campo h veja Lions [18]).

Com o uso do multiplicador M (u) = h.Vu, sendo u(z,t) a solucao do

sistema (2.1), obteremos uma determinada identidade de energia.

Vamos considerar também, uma fungio m € W>*°(Q) tal que ‘\—I]]][[f
e | &l sao limitados e
m
0<m<1 em Q
m=1 em @ (3.7)

m=0 em Q\w
onde @ C Q0 é um aberto em Q com I'(z¢) C @ C w C Q. Evidentemente, uma tal
funcdo m(z) existe (veja Lions [18] e Tucsnak [29], [30]).
Os multiplicadores M (u) = u e M(u) = m(z)u também produzem

identidades de energia.

Lema 3.2 Sejam h : R* — R" de classe C?, m € W**(Q), u a solugao de (2.1)

e T > 0 fizo. Entdo as seguintes identidades sdo vdlidas para todo t > 0:
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t+T t+T t+T
[/ utudx] —/ /ufda:ds—i—/ /|Au|2dmds
Q t t Q t Q (3.8)

t+T
+/ /p(:c,ut)u dzds = 0.
t o)

/tHT /Q [m(z)| & uf?* — m(z)|u|*] dzds =

t+T t4-T
- [/ m(I)UUzdI] —/ /m(:r.)up(x.ut)dzds (3.9)
Q t t [9)

t+T
—/ /[uAuAm—i—QAuVu.Vm]d:rds.
t Q

t+T 1 t+T
[/ u,(h.Vu)de +—/ /(divh)]ut\zdfrds
Q t 2 t JQ
t+T 1 t+T p
+/ /p(r,ut)(h.Vu) dzds — -—/ /(divh)[Au]QdIds
! 0 2 Ji 0

t+T n t+T
+2/ / > D;h*(D;Diu) Audxds—+—/ /(Ah.Vu) A udzds
t Q t Q

F,k=l
1 t+T
= 7/ /(hn)] A ul*dlds
2 t r

onde h* indica a k-ésima componente do campo h, D; =

(3.10)

i, Ah = (ARY,--- , AR
(9a:j

en=n(z) é a normal ao ponto x € I' = 0N2.

t+T n [T
[/ ui(z — x¢).Vu dm} + —/ / |ug|? dzds
Q t 2 t N
t+T n t+T R ‘
+/ / p(z,u)((z — z0).Vu) dzds + (2 - —) / / | A u|® dzds (3.11)
t Q 2/ Ji Q

T t+T
— —/ /(:r — z0).n] & ul*dlds.
2y s

Demonstragao:

As identidades (3.8), (3.9) e (3.10) s@o obtidas fazendo o produto da
equacdo em (2.1) com os multiplicadores M (u) = u, M(u) = m(z)u e M(u) = h.Vu
respectivamente, integrando em Q x [t,¢ + 7| e usando o fato que u = g% = 0 sobre
I x R*, ja que u, u; € HZ(2) para cada t > 0.

47




A identidade (3.11) é um caso particular da equagao (3.10) quando

h(z) = (x — o). Em (3.10) nao usamos as propriedades (3.6) do campo vetorial h.

i

Idem em (3.9) as propriedades (3.7) da funcao m(x).

3.3 Estimativas de Energia

Observamos que em todas as estimativas que se seguirem, a letra C
podera indicar diferentes constantes positivas.

A primeira estimativa é dada pelo seguinte lema:

Lema 3.3 Seja T > 0 fizo. Entdo existem v > 0 e 5 > 0 tal que a solugao u(z,t

de (2.1) satisfaz a sequinte desigualdade:
t+T
')'/ E(s)dsSC[E(t-’rT)-{-E(t)]—%-
t

t+T . t+T
= [ [ ol + sMIVull dods+ 5 [ [z = z0)n| & ul? ars
t Q 2 /i (z0)

onde M = sup |z — zo| e E = E(t) € a energia associada a solugdo u(x.t).
Q

Demonstracao:

Multiplicando (3.11) por 3, 8 > 0 e depois somando com (3.8) resulta:

[ [ o+ 852 8 up+ (2 - )lu?] decs

2

t+T
+/t /Qp(z, ut)[u + B(z — x0).Vu] dzds (3.12)

t+T

t+T
+[/ wlu + B(z — z0).Vul dx] T_B [T /r(:r — 10).n| A u|*dlds = 0.
9] t

2 Ji
np
Agora, fixamos > 0 tal que - 1 > 0 e tomamos

4—n
2

), 2(22 - 1)}

y=min{2(1+ 8 5
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Portanto v > 0.

Entao, de (3.12) se obtém que

}H—T

t+T
,),/ E(s)ds < —[/ u[u + B(x — 20).Vu] dx
4T p t e /3 t+T t )
~ / / p(z,u)[u+ Bz — x¢).Vu] dzds + 5/ /(I — x0).n| A u|*dlds
t Q t r

3 14T t+T )
< [ [ lulllul + Blz - mollVuldz) * + / / lp(z, u)|[lul + Bla — xo||Vul] dads
Q t t Q

»8 t+T
. / / (z — 10).n| A ul*dlds
2 t T'(zo)

ja que (z — z¢).m < 0 em I'\I'(zp).

Entao. sendo M = sup |z — zo|, da estimativa acima segue que:
zeQ

t+T =+T
/ E(s)ds < / el [ful + A7V do|

t+T
/ /\px w)| [|u] + BM|Vu|] dzds (3.13)

5 t+T
/ / (x — z0).n| & ul*dlds.
I'(zo)

Como a solucao u € HZ(Q2) entdo devido a desigualdade de Poincare

(ver cap.l, secao 1.5) segue que

para todo t > 0.

Entao, de (3.13) resulta que

t+T t+T
v [ B ds < Ol & vl
t

t+T
+/ / lo(z, ws)|[|u| + BM |Vul|] dzds (3.14)
t Q

,B t+T
+ -/ / (& — 20).m| A uf? dT'ds.
2 t I'(zo)
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Mas, observemos que

[lllzall & wlliry] ™ = et + DI & u(e + T = el & w@)]
lut + TP | 1D u+ DI Ju@IP |, |5 u@]?
= 2 G 2 T 2 2

:%/Q(lut(t—%T)l?—k|Au(t+T)|2>dm+%/Q(|ut OF + 18 u(t)?) d

=E({t+T)+ E(t)

Portanto, de (3.14) e da observacao acima segue que
T
’y/ E(s)ds < C(E(t+T)+ E(t))
t

t+T t+T
/ / |p(z, u)|[|u] + BM|Vu|]dzds + = / / (x — m0).n| & u*dlds.
I'(zo)

Isso prova o Lema 3.3.

Lema 3.4 Sejam T > 0 fizo e u a solugdo de (2.1). Entao,

EX o t+T
/ / | A u|?dlds < [/ uy(h.Vu) dr / / divh)|w|? dxds
(zg) Q
t+T o i t+T N
+/ /p(:r:ut)(h.Vu) dzxds — —/ /(dnvh) A ul® dzxds

t+T t+T
+2/ / (D;h*) DDku)Aud:Ed¢+/ / (Ah.Vu) A udzds,
: 2 k 1

0
onde h € o campo dado em (3.6), h* € a k-ésima componente de h e D; = B
J

Demonstra¢ao:

Considerando as propriedades (3.6) do campo vetorial h e a identidade




(3.10) obtemos que

1 t+T 1 t+T
- / / | A ul’dlds = = / / (h.n)| A u|*dTds
I'(zo) I'(zo)
t+T t+T
_2/ /hn|Au|drds—[/ut(hvu)d:r}
Q

t+T t+T
/ / divh)|ug|? dz:ds+/ /p(:z uy)(h.Vu) deds
t+T T
——/ / (divh IAu\QdIds+2/ / Z (D; h*)(D;Dyu) A udxds

t+T
+/ /(Ah.VU) A udxds.
t Q

Portanto, o Lema 3.4 estd provado.

Agora, vamos estimar cada termo da desigualdade que aparece no

Lema 3.4.

Lema 3.5 Sejam T > 0 fizo, h : R* — R" um campo vetorial de classe C? com

as propriedades (3.6) e u a solugdo de (2.1). Entao,

4
1/ u(h.Vu)dz
[¢) t
1 t+T t+T
\—/ /(divh)m?dws{ < c/ / w2 dads (3.16)
2 /i Q t Qna

4T p t+T
l,/ / p(z,uy)(h.Vu) d:z:ds‘ < C/ / lp(z, uy)||Vu| deds (3.17)
'Jt JQ t Q

+T§C(E(1+T)+E(f)) (3.15)

t+T ST
/(Ah.Vu) A ud:z:ds‘ < C/ / | A u|? dzds (3.18)
t Q t Qne
t+T t+T
}2/ / th DDku)Auda:ds <C/ / |Au| dxds (3.19)
t Q5 QN
1 t+T t+T
]——/ /(dz’vh)l Au|2dxds~ < c/ / | A uf? dzds (3.20)
2 Ji Q t QN

onde & estd citado nas propriedades (8.6) sobre o campo h.
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Demonstrag¢ao:

Usando o fato que h é de classe C? e a Desigualdade de Poincaré
temos:

t+T

4T
’/Qw(h Vu) dz /lUtHVU < C{“utHH(Q)HVU‘HU(Q)}{
< [”Utllm(n)ll A UHL?(Q)IJJ <C(E(t+T)+ E(t)),

e fica provado (3.15).
Para provar as demais estimativas, vamos usar o fato que 7 = 0 em

Q\& e que h é de classe C? em Q. Dali,

1 t+T
)—/ /(d?ﬁvh)lut]?dxds‘
2 t JQ
1 t+T t+T )
< —/ / |divh||w|? dods < C/ / |ug|? dzds.
2 Ji ana t Qno

Portanto, (3.16) esta provada.

Agora,
t+T

p(x, uy) (h.Vu) d:z'd.si

t+T t+T
g/ /lpx ut)HhHVu]da:ds<C/ /lpr u)||Vu| dzds.

Portanto, (3.17) é valida.

Usamos a Desigualdade de Poincaré para provar (3.18). Assim,

|/1HT/Q(Ah.Vu)Aud:cdsi < /tHT /{_mmhllvulmuld.rds

t+T ol . | %
- 25 / / |Vul| A u|dzds < C/ / |Vul|? dl‘) i (/ | A ul? d.z‘) “ds
e QNw [elan)
t+T 1 1 (T
SC/ (/ IAulzdm)z(/ lAU|2d:r)2d3=C/ / | A u|? dzds,
t QN ane Ji ano




onde a ultima desigualdade é devido a Poincaré aplicada ao Vu, ja que Vu anula em
parte do bordo de QN & (ver observagdes sobre desigualdede de Poincaré; Capitulo
1, secao 1.5), pois I'(z¢) C QN &.

Assim também a estimativa (3.18) é valida.

Agora estimamos

TAES>

t+T
(D;h*)(D;, Dku)Audde < 9/ / Z |D;h*||D; Dyu|| Au| dzds
Qna

k=1 k=1

t+T
< c/ Z |D;Dyu|| A u| dzds

Qﬂw,k 1

gc/tm{/n mem"’m) (/leﬁufdr)ﬂ ds

ﬂw]k 1

et . 5 % t+T
t R L t Qna

devido a desigualdade de Poincaré para Q N & j& que Vu = 0 em parte da fronteira
de QN &. isto é, sobre T'N (2N Q).

Logo, (3.19) também ¢é vdélida.

A prova de (3.20) é imediata jé que h = 0 fora de QN & e diwvh ¢
limitado sobre €.

Portanto, o Lema 3.5 estd provado.

]

Agora, vamos usar o Lema 3.5 para provar o proximo lema:
Lema 3.6 Sejam T > 0 fizo e u a solugdo de (2.1). Entdo,

1 t+T
—/ / |Au|2dfds§C[E(t)+E(i+T)
2/ I'(zo)

4T t+T t+T
+ / / |ue |2 d:nds+/ / | Au|2d:t:d8+/ / lp(r,ut)HVuldfds]
Jt Qna t Qne t Q
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Demonstracao:

A prova ¢ imediata. Basta substituir as estimativas (3.15) - (3.20) do

Lema 3.5 na estimativa dada no Lema 3.4.

A seguir, queremos estimar o termo
t+T
/ / | A u|? dxds.
t QN
Temos entdo o seguinte lema

Lema 3.7 Para T >0 e u a solugdo de (2.1) vale que

t+T
/ / |Au|2dxds§C[E(t)+E(l‘+T)
t QN

t+T t+T t+T p
—~ / / [p(x.,ut)Hu}dmds-.L/ / |Vu|? d17d5+/ / \u}zd.rdml.
Ji J t w t Jw

onde w € citado nas propriedades (3.1) sobre a fungdo a(x) que localiza a dissipagao.
Demonstragao:

Vamos limitar cada termo que aparece na identidade (3.9) do Lema

3.2, com m(z) uma fung¢do com as propriedades (3.7).

‘ [ oy, ds T <[[motuetes] +| [ im@) ez

< 1mlloe / fu(t + T)luelt + T)) dz + [[m]oc /Q u(8)lue(t)] dz (3.21)

< Cllu®llzs@llue(®llze + lult + T)llzalluet + T)lzs < C[E®) + Bt + 1)
devido a desigualdade de Poincaré ja que u € H3 ().
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Agora, note que

t+T

um(z)p(z, uy) dzds

t+T
t Q

pois 0 < m(z) < 1 sobre Q.

Finalmente, usando que m = 0 fora de w. temos

t+T

[uAhulm+24 u(Vu.Vm)] dzds

rt+T
g/ /[|u||Au1|Am|+2|Au|;vu||Vm|] dds

[ [ptoyE =
[ ea) ([ T s )
cof [ mimi arae)! ([ T, zd)%}ds
<[ et e ([ 2t
co( [ o s utan) ([ wuer) }dg

< [e [uare] [mioautar o

co [T ([ 1vupan)* ([ me o az) as

Isto é , existe uma constante positiva C tal que

2/l A ul|Vul m}dzda

IN

t+T
l/ /[uAuAm—FQAu(Vu.Vm)} d:rdsI

¢ Q
t+T
§/ {C/\ulea:—k%/m(IHAuizda} ds (3.23)
' w w
t+T 3 % : %
'C'/ /Vu dz:“/mx A ul“dz) ds.
+C | (wl 2 dz) (w ()] A uf* dx)




Substituindo as estimativas (3.21)-(3.23) em (3.9) obtemos que:

/HT/m \Au|2dxds</t+T/m )|ue|*dzds + C[E(t) + E(t+T)]

+/tt+T/Q|u|]p m,ut)ld:cds—k‘/t?T /)ulgd:r+4/ m(x) |Au§2d1'> ds
+C/tt+T(/|Vu|2d:r /m |Au|2dr>%ds

< C{E(t)+E(t+T)+/t+T/ |u||p(:r,u,)|d:t;ds+/HT/|u|2d.rds}

/HT/m [AuIdeds+C/t+T /Wul?dx [ 2)| A ul? dz) ds.

Dai concluimos que

t+T t+T
/ /m(x)lAuFdzdsﬁC{ t)+E(t+T)+ / /‘ullpl u)| dzds
t Q
t+T t+T 1
/ /|u|2dads}+0/ /IVU} dr / z)| A ul? a’z) ds

t+T
< C{E(t) +E(t+T) +/ /Q|u|\p(27,'u,,)| dzrds

t+T t+T 1 t+T .
+/ /|u|2 dzds +C/ /|Vu|2d1ds+§/ /m(a‘)| A u|* dzds
t Jw t w t w

Ou ainda,

/HT/m(x)lAu\erds = C{E(t)+E(t+T)
t Q

t+T T (3.24)
+/1 /Q|u!|p(x,ut)id:rds+/t /<1u|2 + lV'u.!:’) d;z'ds}‘
Agora, usando em (3.24) o fato que 0 < m(z) < 1 sobre 2 e que m(z) = 1 em
& C Q (ver (3.7)) segue a conclusdo do Lema 3.7.
L

Lema 3.8 Sejam T > 0 e u a solugdo de (2.1). Entao,

1 t+T
—/ / | Auldlds < CL E(t) + E(t + T)+
2/, I(zo)

e [ [ 19+ ) asas e [ [ bt ol 190 dm}

com C alguma constante positiva.




Demonstracao:

Combinando as estimativas obtidas no Lema 3.6 e no Lema 3.7 segue

que

1 t+T t+T
—/ / | Aul*dlds < CSE(t)+ E(t+T / / |luy|? dxds
2 t I'(zo) Q@

t+T +T P
+/ / Ip(z,ut)HVu\d:zcds} +C{E(t)+E(1‘+T)+/ / lo(z, uy)||u| dzds
t Q t )
t+T t+T
+/ /\Vu{z dxds+/ /)uir‘) dzds.
t w t w

Portanto,

1 t+T t+T d )
5/ / | Aul?dlds < C{ E(t) +E(1+T)+/ / |us|?* dxds
t F(Io) t w
t+T t+T t+T
+/ / p(z, u) | (|Vu| + |u|) dzds +/ / Vul|? dzds + / / |u|? dxds
t o} t Ju

:C{E(t) +E(t+T)f/t+T/(1u,!2+ IVul? + |u|2> dzds

+/tt+T/le(x,ut)|([Vu}+{ul)d2‘ds

pois QN C w (veja (3.6)).

Logo, o Lema 3.8 é verdadeiro.

Lema 3.9 Seja u a solugdo de (2.1). Entao existe T > 0 tal que

t+T
E(t)SC{E(t) Etx+T)+ / /]pz: w)|(|Vu| + |ul) dzds

/HT/ lug|? + |Vl + |u] ) d:z:ds}

para alguma constante positiva C e para todo t > 0.
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Demonstragao:

Da estimativa dada no Lema 3.3 segue que existe v > 0 tal que

t+T t+T
v [ E(s)dssc{E<t)+E(t+T)+/ [ lota.wdl (17l + fu) s

t+T
+ / / | A u|?dlds
t T'(zo)

para alguma constante C > 0.

Usando a estimativa obtida no Lema 3.8 se conclui que
t+T t+T
“/ E(s) dsﬁC{E(t)-%—E(t—i—T)—F/ / lp(z, w) | (|Vu] + |u]) dads
t t Q

t+T
+/ /(lutl2 + |Vul* + Iu\2> dzds (3.25)
2 w

para T > 0 fixado arbitrariamente e C uma constante positiva. com t > 0 qualquer.
2C t+7
Agora, fixamos T > — + 1. Do fato que TE(t + T) < / E(s)ds
¥ Jt
j4 que E(t) é decrescente, resulta de (3.25) que

E(t) < (1 i %) [E(t) _E(t+ :r)] + g UHT /ﬂ |p(x, u) | (|Vul + |u]) dzds

t+T
+/ /([ut|2 + VU2 + ]u]2> da:ds}
i w

Da estimativa acima segue a prova do Lema 3.9.

Precisamos agora, estimar a seguinte integral:

t+T
1:/ /lp(m,ut)l(Wul—}—lul)d:cds
t Q

com T > 0 fixado pelo Lema 3.9.

Para isso, vamos considerar dois lemas:
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Lema 3.10 Sejam T > 0 dado no Lema 3.9 e u a solugdo de (2.1). Se 0 < p < 2,

p dado na hipdtese (2.2)(iii) sobre a fung@o p(z,s), entdo

1< C[E(t) - E(t+T)]7/EQ®) + C[E(t) - E(t + T)]*= (E(t))=*.

Demonstragao:

Podemos escrever

t+T
1= [ [ lptewd(Vul + ful) dads = I + 1
;3 Q
onde

- /t-r-T i lp(z, w)| (|Vu| + lu|) dzds

t

t+T
I = /t i |p(z, ul) | (|Vu| + |u]) dzds

sendo ) = Q) (t) = {z € Q; |u(z,t)| < 1} e Qo = A\

Precisamos estimar as integrais I; e I. Sendo p > 0 obtem-se (usando

o fato que E(t) é uma fungéo de t decrescente e a hipdtese (2.2)(iii) sobre p(z,s)):

t+T
I < / Koa(z) [JuP™ + |we] [|Vu| + |u|] dzds
t

93}

< 2K, /HT/ a(a:)]uJ([Vul + |ul) dzds
Jit (5
. [t+T
< 2K2Ha|]2c/t /Q Va(@)|u (|Vu| + |u|) dzds

t+T . 1 1
2 1 2
<C/ / a(z)|ul?dz)® (= |Vul? + |ul?)” ds

Q

sc[m(ﬁamWMMYvﬁﬁﬁ

C (/tHT /9, a(z)|ug|? d:cds)% (/tHTE(s) ds)

-

IA

IA

39
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onde C indica diferentes constantes positivas. Também usamos o fato que || Au|| 2(q)
domina || Vul[z2q) € ||ul|L2() pois u € HE(Q).

1 segue por Holder que

I < C(/ﬂHT /Q1 (a(:c)]utl ) " dxds) (/HT/ drdc) e \/'m

t+T 747
<Cr (/ / a(z)lu P2 dﬂ?d«?) VE(t)
t Q

onde Cr é uma costante positiva que depende de ||a||, T € |€2|, a medida de 2.

Note que usamos o fato que

= Ja(z)lla(z)|f < a()all%-

Agora, usando as hipéteses (2.2)(i) e (iii) sobre p(z, s) segue que

1 —_—

t+T 1.
5L < C(/ /Q p(z, uy)uy da:ds) " VE@)=C(E®) - E(t+T))"E(t)
t 1

devido a identidade de energia (3.3).
Vamos estimar I. Como |us| > 1 sobre (2, entao. da hipdtese (2.2)(iii)
sobre p(z, s), vem que:
t+T
I, < / Koa(x [1ut|p+1 - Iutl} []Vu] -+ lu|] dxds

i-rT
< 2K, / / o) |[w P [|Vu| + |ul] dzds

t+T o2 t+T 2 =
< 2K, / / 2)7% [+ dads) " ( / / (IVul + [ul)”** dads)’
t Q !

. + 2
pmsw-f—p_}_2 1 e §+1,p+2>lsep>0
p+1

Portanto,

t+T pl |, pt4T
I, < C(/ / a(z)|ug P2 dmds o / / [[VufP+? + |ufP*?] dzds)
i Qo

t+T - ztl t+T - s )
<C a(z)|u|PT* dzds |VulP™ dzds (3.26)
t Qg t Q




devido a desigualdade de Poincaré em W;”"*(Q). A costante C > 0 depende de
||all € da costante de Poincaré para o aberto limitado (2. E claro, pela imersao de
Sobolev, que a solucio u estd em Wy P2(Q),0 < p < 2, jé que u(t) € HF(Q)NH*(Q)
para cada t.

Lembremos que, de fato, u € L=(0,T; H3(Q) N H*(Q2)) e portanto

Vu € L>(0,T; H*(Q)). Como H3*(Q) C L*(Q2) continuamente (pois estamos con-

siderando a dimensao 1 < n < 3), entao
Vu e L*((0,T) x Q).
Assim, existe C; = C(ug,u1) > 0 tal que

IV ul| Lo (0,m)x02) < Ci.

Entao,

t+7T p t+T t+T
/ / \Vu|P2 dzds < C{’/ / |Vul? drds < c/ / | A ul? dzds
Jt Q t Q t Q

devido a Desigualdede de Poincaré.

Dali. temos que

t+T t+T
/ / |VulP2 dzds < QC/ E(s)ds < 2CTE(t) (3.27)
t Q t

pois E(t) é decrescente.

Substituindo (3.27) na estimativa (3.26) para I, obtemos que

t+T 2l .
I, < C(/ / a(x)|u P dxds) "Bt
7 Qs
Usando as hipdteses (2.2) sobre a fungdo p(z, s) segue que

t+T &]2 X
I, < C(/ / p(z, uy)uy d:z:ds) PTE(t) 7
t 1971

ptl 1

= C[E(t) - B(t+ T)] = E(t)7
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devido a identidade (3.3).

Juntando as estimativas para I; e I, segue a conclusao da prova do

Lema 3.10.

(]

Lema 3.11 Seja —1 < p < 0. Entao, para T > 0 dado no Lema 3.9, a solugao

u(z,t) de (2.1) satisfaz
I < C[E(t) - E(t+T)]7 E®) + C[E(t) - E(t + T)] 7 VE().
Demonstragao:

Como no Lema 3.10 vamos escrever I = I; + I,. Dal, usando as
hipéteses (2.2) sobre p(z, s), a desigualdade de Holder e a desigualdade de Poincare

em W,"** 2(Q) , temos do fato que 0 < p+1 < 1:

t4+T
Iy = / \p z,u)|(|Vu| + |ul) dzds

1—rT
< Kz/ / ) (e + el (
1951

t+T
< QKQ/ / a(z)|u P (Ju] + |Vu|) dzds
t Q

t+T &’1; t+T -L,;
C'(/ / a(x)|u P+ dmds e / /|Vu|p+2 da:ds) .
0
t+T +§ t+T ! t+T = T
/ |o(z, u Iutdmds ,,+ / /qu|2 d:rds ( / /dad )

t (931
t+T t+T h ) B
<C /p(z,ut)utdxds ”2 (/ /]Vu|2dxds)2(T|Q|)WfTw.
t Q t Q

) dzds

IN

I/\

A constante final C' depende da constante de Poincaré para 2, da medida de 2, de

T, da ||a||« € também de p.
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Assim, concluimos que

p+l

t+T Ex
I, < C[/ /p(:r,ut)ut d:rds] E(t). (3.28)
Jt 9!

Agora, vamos estimar I,. Para isso, vamos usar novamente as de-

sigualdades de Holder e de Poincaré. Assim, como 0 < p+1 < 1 temos
t+T
Iy = / \p(z,ue)|(|Vu| + |u|) dzds
t+T
< K, / / ) (JweP™ + Jue]) (Jul + |Vul) dzds
Qo

< 2](;;/1 /Q2 a(z)|w|(Ju| + |Vul) dzds

. C(/f.HT /f‘22 a(af)lut‘Q dIdS)%</tt+T/2 }Vu’? dl‘ds)%

onde o é uma constante positiva a ser escolhida. Agora a desigualdade de Holder

implica que:

—6
Escolhendo a = 4_p > 0, ja que —1 < p < 0, segue que
- D

44
Iy <C / / ) |ug*T pd:rdq
Q2
t+T
SC‘ / / a(z)|ut|2*”dm‘ds) VE(®)
(5 Qo

devido ao fato que u; € L%°(0,0c; HZ(S2)) e portanto, pelas imersoes de Soboley

t+T

drd *VE(t)
Q2

u; € L*®((0,00) x Q) paral <n < 3.

Assim, usando a hipétese (2.2) sobre a funcdo p(z, s) temos que

t+T =
I, < C(/ / p(x, uy)uy da:ds) E(t). (3.29)
t Qo
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LT a 4: t+T 4
L <LC (/ / (a(x)iutlg_o) dxd ] [ / / utl“ - (11(1’ ) } \
Jt J Qo
— 4 4
pois4_pp+rp:1 e 4—];4——p>13aque—1<p<0

E(t)




Juntando as estimativas (3.28) e (3.29) para I, e I; e usando a iden-

tidade de energia (3.3) concluimos a prova do Lema 3.11.

3.4 Estimativas Fundamentais

Agora, vamos combinar as estimativas dos Lemas 3.10 e 3.11 com
a estimativa dada no Lema 3.9 para obter uma estimativa para a energia E(?)

Fazendo isso obtemos que

t+T
E(t) < C{ / / lug? + |u|® + |Vul ] dxds} (5 =1,2) (3.30)

D\(t)* = E(t)-E(t+T)+[E(t)- i—rT]P”\/_—i—[ () — E1+Tﬂ me»
para o caso 0 < p < 2
Dy(t)? = E(t)—E(t+T)+[E(t)— t+T]p- VE@)+[BE(t)-E(t+T)] = /E),
para o caso —1 < p < 0.

Proposic¢ao 3.1 Sejam u a solugdo do problema (2.1) e T > 0 fizado pelo Lema

3.9. Entdo, a energia da solugao u satisfaz parat > 0:

t+T
E()<C{ / /|u |2+|u|2+|vu\]dxds} (i=1,2) (3.31)

sendo C' uma constante positiva independente de u,

D\(t))=E@®)-Et+T)+ [E(t)- Et+T)]" =
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para o caso 0 < p<2e

p+l 4

Dy(t)* =E(t)— E(t+T)+ [E(t) - E(t+T)] 2y + [E(t) - E(t+T)]*
para o caso —1 < p < 0.

Demonstragao:

Aplicando a desigualdade de Young * em (3.30) com 0 < p < 2 temos:

2

E(t) SC{E() Et+T)+ [E(t)— E(t+T)]7 + &4
+%[E(t)_ E{t +T)] ff§+/t T/ |U 12+ |ul® + IVulildld]

Dali resulta que

2

E(t)gC{E(t)—E(t+T) [E(t) — E(t+T)]7

t+T
—i—/ / Iut|2 + |ul? + IVUﬂ dIdS}

= p1 /HT/ lue|? + |uf? + |Vul? ]dads}

se 0 < p < 2, onde C é uma constante positiva independente da solugao u, mas
possivelmente dependente de E(0).

Analogamente verifica-se, usando que E(t) < F(0) = C, que
T
E(t) < c D2 / / Iut|2+ [ul? + |Vul } dlds}

se -1 <p<O.

O

Proposicao 3.2 Sejam R > 0 fizo e u a solugao de (2.1) com dados iniciais ug ¢

u; tais que E(0) < R. Seja T > 0 dado no Lema 8.9. Entdo, existe C > 0 tal que

/HT/ [ul® + |Vul?] dzds < C{D( /HT/ lug|2dxds (3.32)

*capl;secaol.d




comi=1 ou 2 em acordo com os casos 0 < p <2 e —1 < p <0, respectivamente,

C uma constante que depende de R e Di(t) s@o dados na Proposi¢ao 3.1.

Demonstragao:

Suponhamos que (3.32) é falsa. Entdo, existe uma sequéncia de solugoes

{u, }nen associadas a dados iniciais uf e u} e uma sequéncia de pontos {tn}nen tais

que
_ f:"+T Jollunl? + |Vun|?] dzds
lim — T = 00
n—%0 Di(ta)2+ [ [, [(un)i|? dzds
Sejam
tatT
A2 = / / [lunl? + |Vua|*] dzds
t Q
e

Entéao, de (3.33) tem-se

I.(tn)? — 0, quando n — oo.

Un(z,t + ty)

Seja vn(z,) = 3

, 0<t<T. De (3.34) temos que
En T
1=— / [un(z, 8)|* + |Vua(z, )|°] dzds
/ / |un (2, t + tn)|? + |Vun(z, t + ta)|?] dadt
= / / llon(, 8)2 + [Von(z, )] dadt.
0o Ja
Isto é,

T
/0 /Q[\vnw)? + [Voa(z, )] dadt = 1,
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para todo n € N.

Da estimativa (3.31) dada na Proposicao 3.1 e de (3.37) segue que

E(wa(t)) = E(—“—AiB 37 Eunlt + 1) € 35 B(une
ot ﬁ{ /ttn+T/| (un)|? dmds+/tn+T/ [un|? + | Vg | }dlds}
tn+T
= CI,(t.)* + % ’ / [un(z, 8)|® + |Vun(z, s)|*] dzds

= Cl,,(t.)* + C/ / [lvn(z, )2 + |Va(z, t)|?] dzdt = C [I,(tn)* + 1].
o Ja
Mas, I, (t,)? é limitado devido a (3.36). Assim, obtemos que
E(va(t)) <C

para todo 0 < t < T e para todo n € N, onde C > 0 independe de t e n.

Portanto
l(vn)ellzy £ C e || Aval(t)llr2) £C (3.38)

para todo 0 <t < T e para todon € N.

Da Desigualdade de Poincaré e da estimativa (3.38) segue que

1 2
[onOley = [ lonle 0 do = [ Slunant+ ) da
Q Q 'n

< Cl/ﬂ/\l—2]Vun(x,t+tn)12dx=CI/Q\an(:r,t)|2 dz < CQ/Q\AU,I(:TJ)\Q(}I <C

para todo 0 <t < T e para todon € N.

Isto é, existe uma constante C' > 0 tal que

/ |vn(z,t)|°dz < C (3.39)
Q

para todo 0 < ¢t < T e para todon € N,
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Agora, de (3.38) e (3.39) concluimos que a seqiiéncia (v,) € tal que
vp é limitada em W"*([0,T], L*(2)) N L*°([0, T], H3(Q)) (3.40)

para todo n € N.

Afirmacao:

lim )\ip(x,um(t—%tn)) =0em L'([0,T] x Q). (3.41)

Nn—300 Ap

Vamos provar a afirmacgao considerando os dois casos correspondentes
ai=lei=a.
Caso 1: 0 < p < 2. Temos, como nas estimativas obtidas no Lema 3.10 para /; e

I5, que

t+T ;2 "
/ /muﬂm““ﬁc{ﬁw—E@+ﬂy++@m_Eu+ny~}
Jt Q
Usando a definicao de Dl(t) obtemos que

[B() - B¢+ 1)) < Do)

p+l

[E@-Eu+mr“gbﬁﬂ
Portanto,
tntT . )
/ / |p(z, un,)| dzds < C[Dl(tn) - Dl(tn)Q} :
i Q
Usando a defini¢ao de I,(t,), obtemos

1

tn+T 1 _ ()
/\—n : /Q |p(z, Uy, )| dzds < C{In(tn) - /\—nDl (tn) ]

% OlL(%) + X Falta)’]-
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Agora, observemos que a sequéncia (\,) é limitada pois, usando a
Desigualdade de Poincaré, vale que

tn+T 2
hg = (/ [un(8)]1Z20y + IVun(8)]l72(q) ds)
tn

tn+T 3 PR
< c( / [Vun(8) ey ds) < c( / | 2 un(s)]
tn tn

< CE(uqn(0)) < CR,

i
, \?
L2(Q) d5>

j4 que os dados iniciais estdo na bola B(0, R).

Consequentemente, (3.36) implica que

1 tn+T
;\—/ / lo(z, un,)| dzds — 0
n Jty Q

quando n — oo. Isto é,

1 /7
——/ / lo(z, un, (z,t +t,))| dzds — 0
)‘n 0 Q

quando n — 20.
Logo. para esse caso, a afirmacao ¢ valida.
Caso 2: —1 < p < 0. A afirmagao é mostrada de modo analogo ao

caso 1.
Assim, a afirmacao é valida nos dois casos.

0

Agora, de (3.40) segue que existe uma fungao v(t) e uma subsequéncia

v, de v, tais que

vn(t) = v(t) fraco* em WH(0,T; L*(Q)) N L*®(0,T; H5(Q))
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e pelo teorema de Aubin-Lions
Up(t) — v(t) forte em Hy((0,T) x Q). (3.42)
Assim, a fungéo v(t) satisfaz:
i) v e Whe(0,T; L3(2)) N L=(0, T; H3(Q)) ;
ii) vy + A% =0em (0,T) x Q (por causa da afirmagao (3.41));
T
iii) / / |v,|? dzds = 0 (por causa de (3.35), (3.36) e (3.42);
0 w
T
iv) / [1v]122(q) + IVVl1320)] ds =1 (por (3.37) e (3.42).
0

Segue dos itens (ii), (iii) e do Teorema de Unicidade de Holmgreen
(veja as referéncias Kim [15], Perla [25] e Mizohata [26]) que v = 0 em (0,7") x (2.
Isso contradiz o item (iv).

Assim, a Proposicao 3.2 é vélida.

3.5 Prova do Teorema de Estabilizagao
Da Proposi¢ao 3.1 e da Proposicao 3.2 segue que

_ t+T
E(t) < C{Di(t)2 +/ /|ut|2 dzds} (3.43)
t w

paratodot > 0comi=1se0<p<2ei=2se—1<p<0. Aqui, C independe

de u e D;(t)? (i = 1,2) sdo dados na Proposigao 3.1.
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Para provar o Teorema 3.1 vamos estimar a integral

t+T
/ / |uy|? dzds.
t w

Caso 1: 0 < p < 2. Usando as hipdteses (3.1) sobre a funcao a(z) e

a Desigualdade de Holder temos que

t+T t+T 1
/ / luy|? dzds < C’/ / a(z)|wy|? dzds (C = —)
Jt Jw i Q Qg
4T t+T
< C/ / a(z)|u|? dzds +/ / a(z)|w)? dads
Q
BT t+T 1
{ / / )|y [P da:ds / / z)|ug|PT? dzds
1951 J
t+T t+T
{ / / (z,uy) utda:ds / / (z, uy u,dzds}
931

onde C é uma constante positiva que depende de ||, 7 e ||al/o € 2, e Qy foram

I/\

definidos anteriormente na prova do Lema 3.10.

Agora, aplicando a identidade (3.3) segue que
t+T o, 5

/ / lug|? dzds < C{[E(t) —E@t+T)+[E(t)— E(t+ THT:-'}. (3.44)

Jt w
De (3.43), (3.44) e da expressao para D;(t) obtemos

E(t) < C{[E(t) —Et+T)]+[Et) - Et+T)]7 +[E(t) — E(t+T)]#+ }
Como E(t) é limitada, concluimos que
E@t) <CIEt)-Et+T))*, t>0

onde K, = mz’n{ﬁ—wgi—;} é tal que 0 < K; < 1.

Assim, obtemos a seguinte estimativa

sup E(s)% < E()% < C[E(t) — E(t+T))- (3.45)

t<s<t+T
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Sejal+~vy = K% Entao v = l%l > 0 e aplicando o Lema 3.1 (Lema de Nakao)

segue que
E(t) < CE(0)1+1)"7, t>T. (3.46)
Assim, resulta que
E(t) <CEO)(Q+t)™, t>T

2
onde 1 =-sel<p<2eym=p+1se0<p<1
p

Caso 2: —1 < p < 0. Neste caso, em vez de (3.44) obtemos que

/HT/ jual? dzds < C{E(t) ~ E(t+T)F + [B() - E(t +T))7 }.

Da estimativa (3.43) e da definicio de D,(t) segue que

F

E(t) < C{[E(t)-E(t+T)]+[E(t)—E(t+T)]p

+

P [E() - E(t+T)| 75 +[E(H) - E(t+T)]77 }.

Assim, como E(t) é limitada segue que

E(t)% < C[E(t)— E(t+T)], t>0

com Ky = min{l L. 3 L}

) 940 Bp? P43 =gi—;étalqueO<K2< 1, pois —1 < p < 0.

Isso diz que

Et)'"*""<CIE#)—-E(t+T)],t>0

1-K, 1
K2 —p+1.

onde v =

Agora, aplicando o Lema 3.1 obtemos que

E(t) < CEO)1+1t)%, t>T.

i



De onde resulta que
E(t) < CE0)(1+1t)™™
com v, =p+ 1.

Isso completa a prova do Teorema 3.1.
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