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Resumo

Seja v uma curva plana, fechada e estritamente convexa. Aplicando o
fluxo do gradiente da fung¢ao comprimento de arco em -y obtemos uma evolugao para a
curva.

Faremos uma breve introdugao a teoria das curvas planas, com algumas
definicoes e resultados utilizados em nosso estudo.

Mostraremos propriedades geométricas de curvas convexas durante a evolu-
Gao.

Para o caso em que 7y é estritamente convexa, mostraremos que a area
delimitada por 7 zera em tempo finito e igual a ‘;—72, onde Ay é a area delimitada pela
curva inicial.

Também veremos que a curva evolui, assintoticamente, para um circulo,
enquanto sua area zera. Isto serd estudado de duas maneiras distintas.

Para isto, seguiremos argumentos dos artigos de Hamilton e Gage: [GH]

e [G].
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Introducao

A evolugao de curvas planas pelo fluxo do gradiente do funcional com-
primento de arco tem varias aplicacoes como, por exemplo, morfologia diferencial e
contornos aditivos, isto ligado a drea de processamento de imagens.

Este fato foi a motivacao para o assunto desta dissertagao, onde definimos
o fluxo em questao através de sua interpretacao variacional.

O objetivo deste estudo é trabalhar com equagées de evolu¢ao, do ponto
de vista geométrico, para curvas planas, fechadas e estritamente convexas, analisando
suas caracteristicas, seguindo argumentos de [GH] e [G].

Mais claramente, queremos provar os seguintes resultados:

1) Seja v uma curva estritamente convexa. Entdo o fluxo pelo gradiente contrai v a
um ponto em tempo finito igual a ‘24—7‘;, onde Ay é a area de v, a curva permanecendo

simples e estritamente convexa ao longo da evolugao.

2) Se para cada t € [0, 42) aplicarmos uma homotetia a ¢(.,t) de modo a obter uma
curva @(.,t) que possua area igual a 7, entdo @(.,t) converge para um circulo de

area .

Para isso, dividimos esta dissertacdo em trés capitulos.

O primeiro capitulo contém resultados da teoria de curvas planas, dando
énfase a curvatura de uma curva, curvas convexas e a desigualdade isoperimétrica.

No segundo capitulo definimos o fluxo pelo gradiente, também denomina-
do equacgao de evolugdao. Estudamos como evoluem os objetos geométricos relacionados
a curva, além de algumas caracteristicas da curva ao longo da evolucao.

No terceiro capitulo analisamos as solucées do fluxo. Provamos que a
area tende a zero em tempo finito. E por fim, estudamos o comportamento assintético

das solucoes do fluxo.



Capitulo 1
Curvas no Plano

Neste capitulo, veremos alguns conceitos basicos necessarios para o estudo

de curvas planas.

1.1 Conceitos preliminares

Comecaremos com a definicio de métrica euclideana em R?.

Definicao 1.1. O plano tangente a R? no ponto p € o conjunto
LR = {veR/3y: (~¢,6) = R, 7(0) =p, 7 (p) = v}

Definicao 1.2. A métrica euclideana em R? é a aplicacio que a cada p € R?, associa

o produto interno

VTR xT,R? - R
()T P L.1)

(m7 ’I’L) = <m7 77,> =mim + maona

onde m = (my, my),n = (n1,ng) € T,R2.
Considere I C R um intervalo aberto.

Definicao 1.3. Uma curva plana parametrizada é uma aplicagio v : I — R?

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. v € suave, ou seja, é de classe C'*°;

2. v € regular, isto €, para cada ponto uy € I, '(ug) = %(uo) # (0,0), ou equiva-

lentemente, |17/ (uo)|| = v/(7"(uo), 7' (u0)) # 0.
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Além disso, denominamos tra¢o de v o conjunto imagem C = {vy(u) =
(z(u),y(u)) € R?,u € I'}. A funcao y(u) = (z(u),y(u)) é dita uma parametrizacao de
C e denominamos v o parametro da curva 7.

Seja v : I — R? uma curva parametrizada. O vetor tangente (ou

vetor velocidade) de v em uy € I é dado por 7/(up). Seu médulo é ||v'(up)|| =

V(' (o), (up)). Assim, definimos o vetor tangente unitdrio, em u, € I, por

!
T — VI(UO) '
1/ (wo) |
Em coordenadas, se considerarmos y(u) = (z(u), y(u)) uma parametriza-

¢ao0 entdo o vetor tangente em uy € I é dado por +'(u) = (2'(u),y'(u)) e seu médulo é

17" (uo)ll = /(2" () + (' (o).

A partir da métrica, podemos determinar o comprimento de 7.

Definicao 1.4. Seja v : I — R? uma curva parametrizada. O comprimento de -,

denotado por L(), é dado por:

Ly) = / I (u)lldu

Dada uma curva « : I — R?, a funcdo comprimento de arco S : I — R é

definida por

sw= [ @l

Observe que, como ||7'(u)|| é uma fungao continua, a fungao S é de classe
C! e, pelo Teorema Fundamental do Célculo S’(u) = ||7'(u)]| > 0.

Dizemos que uma curva v : I — R? encontra-se parametrizada pelo
comprimento de arco se

S(u)=u+ec, Yuel

onde ¢ é uma constante.
O parametro de comprimento de arco denotamos por s, e neste caso

escrevemos y = y(s) .

Proposicao 1.1. Uma curva v : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco

se, e somente se,

I ()]l = 1.



Demonstragdo. Se S(u) = u + ¢ entdo obtemos que ||y (u)|| = S'(u) = 1.

Reciprocamente, se ||7'(u)|| = 1, para todo u € I, entao

S(u) = / I/ (€)1 dé = / d€ = u — up,

e portanto, v estd parametrizada pelo comprimento de arco. 0

Quando v : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco, ou

seja, v = 7y(s), temos T = % = 2—;’(3) pois ||/ (s)|| = 1.
Seja u um parametro qualquer e s o parametro de comprimento de arco.
Considerando v = ||7'(u)||, a relagdo entre 2 e 2 ¢ dada pelo seguinte lema;
Lema 1.1.
o_19
ds  vou

Demonstracao. Pela regra da cadeia temos

0 _odu
O0s  Ouds
Vamos mostrar agora que
du_1
ds v
De fato,
Seja s(u) = [ vdu, % = v > 0. Assim
d d du 1 1
-1 = —_— -1 = — —1 prd _— = — = — =
s (s(u) =u= 7S (s(u)) 755 (s(u)).sy =1= s o = ds = vdu.
O que prova o lema. O

Por essa relagao temos:

dy _ dy dT _ dT

du  ds’ @—v%.

O préximo resultado nos mostra que toda curva regular admite uma

reparametrizagao por comprimento de arco.
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Teorema 1.1. Toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco.
Ou seja, dada v : I — R? uma curva reqular e S : I — R a fungdo comprimento de arco
de v, existem uma func¢do inversa h de S definida no intervalo J = S(I) ef:J — R
dada por B(s) =y o h(s) tal que ||5'(s)]| = 1.

Demonstra¢do. Como « é regular, a funcdo comprimento de arco satisfaz S'(u) =
|7/ (u)]] > 0. Logo, S é estritamente crescente e portanto injetiva. Da continuidade
de S temos que S(I) é um intervalo J. Pelo teorema da funcao inversa concluimos
entao que S possui uma func¢do inversa diferencidavel h : J — I. Por outro lado,

S(ug) =0 € J e h(0) = ug. Defina B(s) = yo h(s). Visto que h = S™1, temos,

, B 1 _ 1
") = STy T TRE)T
Logo,
B(s) = [y h(s)]' = 7 (h(s))(s).
Portanto,

18" () = 117 (R(s)A ()| = 1Y (AR (5)] = 1.

O

O conjunto de curvas planas que nos interessa é o conjunto das curvas

fechadas, simples e estritamente convexas, conceitos definidos a seguir.

Definigao 1.5. (1) Dizemos que uma curva v : I — R? € simples se a aplicagdo y for
mjetiva.
(2) Se v estd definida em um intervalo fechado, I = [a,b], e v(a) = v(b), dizemos que

v € uma curva fechada.

Assim, uma curva 7 : [a, b] — R? é fechada e simples se y(t) # y(s) Vt #
s € [a,0) e y(a) = 7(b).
Definigao 1.6. Dizemos que uma curva reqular v : [a,b] — R? é convezxa se, para
qualquer ug € [a,b], o tragco de vy estd inteiramente contido em um dos semi-planos
fechado determinado pela reta tangente ay em y(ug). 7y € dita estritamente convera
em ug, se o traco de vy, exceto pelo ponto y(ug), estd inteiramente contido no semi-plano

aberto determinado pela reta tangente d vy em y(uo).



1.2 Curvatura de Curvas Planas

Como vimos na se¢ao anterior , dada uma curva regular podemos repara-
metriza-la pelo comprimento de arco. Seja v(s) = (z(s), y(s)) uma parametrizacao pelo
comprimento de arco para v. Entao T = 7'(s) = (zs,ys). Assim, definimos o vetor
normal unitdrio N como sendo aquele tal que {7, N} seja uma base ortonormal po-
sitiva de R?. Entao N = (w,z) é tal que (T,N) = z,w +y,2 = 0 = w = —y, e
z=xs=> N = (—ys, xs).

Derivando-se (T, T) em relacdo a s temos:
(I,T)s =0=(T,T,) + (T, T) =0 = 2(T,T,) = 0 = (T, T;) = 0.

Disto temos que 75 e N sao colineares, donde existe uma funcao suave

k = k(s) tal que
Ts(s) = k(s)N(s). (1.2)

Definicao 1.7. A funcao k: I — R € a curvatura dey em s € I.

J& que estamos considerando 7 de classe C*, segue que k£ = (T, N)

também é de classe C°.

Interpretacao geométrica de k.

Como [[T(s)[| = 1 e |k(s)| = (T, N)| = I Ts(s)l] = [[7ss(s)]], a fungao
curvatura é uma medida da variacdo da direcdo de 7.

Isto nos permite escrever uma interpretagao geométrica:
dado que ||T(s)|| = 1, existe § € R tal que T' = (cos 0, senf) e assim, N = (—send, cos 6).
Pela regra da Cadeia

do db
T, = —(—senf,cosf) = —N.
° ds( ) ds
Comparando com Ty = kN temos que k = Z—g. Assim, a curvatura mede a variacao

angular de 7" em relagdo a uma direcdo fixa.

A curvatura em funcao de uma parametrizagao arbitraria.



A curvatura foi definida para curvas regulares parametrizadas pelo com-
primento de arco. Mas podemos obter a curvatura em fun¢ao das derivadas das coor-

denadas de uma parametrizacdo arbitrdria de .
Proposigao 1.2. Seja y(u) = (z(u),y(u)), u € I, uma curva regular. Entao

. TuYuu — Yuluu . TulYuu — Yuluu

(VaZ+y2)} (a2 +42)}

Demonstrag¢dao. Observe que

T, = kN = (T,,N) = (kN, N)

= k= <T5, N> = <(x355 yss)a (_y87 xs)> = —TssYs t YssTs

Em relagdo a um parametro u qualquer, usando o lema (1.1) e v = ||7,|| = /22 + 42,

tem-se pela Regra da Cadeia:

drdu 1z,
Ty —=——F— = —
du ds v
d ( )du 1 1 1 Tuu  TyUs
Tos = | —(T0)—V — 2005 | — = | Ty — -V — Ty V5 | — = — —
5 du ds v? v v?2 v?2 V2
Yo =y du 1y,
s — Yu-—3 — T
ds v
Yss = i(yu)d_uv — YuUs i - yﬂ - Yus
du ds V2 v? v?
s-dss — ~ —\ o T = -
12 v? v3 v3
§elss — T 5 = -
v \ v? v2 v3 v3
Com isso,
k= _ TylYuu Loy YuUs YuZyy YuZluVs  TuYuu YuLyy
- zsyss - ysxss - 3 - 3 - 3 + 3 - 3 - 3
v v v v v v

_ TuYuu — YuTuu _ ToyYuu — Yuluy

- 3
(Vi +v3)° (@ +v3)®

O

Definigao 1.8. O conjunto de vetores {T(s),N(s)} é denominado referencial de

Frenet de .

Como (T, N) = 0, derivando-se este produto interno em relacdo a s obte-



mos,
(T,NY =0= (T,, N) + (T, N;) = 0= (T, N,) = —(T,, N)
De (1.2), k = (T, N), obtemos
(T,N,) = —k = N, = —kT, (1.3)

uma vez que (N, N;) = 0.

Desta forma, as Equacoes de Frenet sao definidas como sendo as equagoes

dTr dN
— =kN, — = —kT. 14

Dada uma fungao suave k = k(s), podemos determinar uma curva tal que
k é a curvatura desta curva e as equacgoes de Frenet sao satisfeitas. O teorema abaixo

nos fornece este resultado.

Teorema 1.2. Fundamental das curvas planas [AM] Seja k : [a,b] - R uma
fungdo continua. Entdo existe uma curva vy : [a,b] — R? parametrizada pelo compri-
mento de arco, com curvatura k(s). Além disso, v € unica no sequinte sentido: se
B : [a,b] — R? € outra curva parametrizada pelo comprimento de arco, com curvatura
k(s), eriste um movimento rigido A : R — R? tal que 8 = Ao~. Um movimento
rigido A : R? — R? é a composta de uma rota¢io com uma translagdo (ndo importa a

ordem,).

Demonstracdo. Antes de comecarmos a prova do teorema, faremos algumas considera-
¢oes iniciais. Considere a(s) = (z(s), y(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco.

Vimos que k(s) = %. Isto implica que 6(s) = [ k(£)d¢+6(0). Definimos

agora, T, % : [a,b] = R por

Z(s) = / cosO(r)dr + zy, Y(s) = / senf(r)dr + yo,
0 0

onde a(0) = (o, Yo)-

Observamos que tanto (z,y) como (Z,7) satisfazem o mesmo sistema de equagoes dife-



renciais

com condigoes iniciais (z'(0),y'(0)) = T(0), (x(0),y(0)) = (xo, yo). Logo, pelo teorema
de existéncia e unicidade para sistemas de equagoes diferencias ordindrias, (z(s), y(s)) =
(z(s),y(s)), Vs € [a,b]. Entdo, a curva o que tem k(s) como curvatura é dada ex-

plicitamente por

als) = ( /0 " cos (r)dr + o, /0 send(r)dr + yo) ,

onde (zo,yo) = «(0), 0(s) = [; k(r)dr +6y; sendo 6 o dngulo orientado que T'(0) forma
com a semireta das abscissas positivas.

Dividiremos a demonstracao do teorema em duas etapas: existéncia e
unicidade.

1) Emisténcia

A partir dos comentdrios anteriores, definimos 0, z,y : [a,b] — R por

0(s) = /0 k()dr,  a(s) = /0 CcosO(r)dr, y(s) = /0 " sen6(r)dr.

Observe que como k é continua, # é de classe C! e z,y de classe C?, pelo menos. Entao
7 : la,b] - R* dada por v(s) = (z(s),y(s)) é uma curva de classe C?.

Além disso,

17/ ()1l = 11(2(s), 4/ ()| = [|(cos O(s), send(s))]| = 1.

Donde ~ é parametrizada pelo comprimento de arco. Para finalizar a existéncia, basta

notar que

2'(8)y"(s) — 2" (s)y'(s) = cos B(s)[0 (s) cos O(s)] — [0 (s)senf(s)]senb(s) = 0'(s) = k(s).

Disto, a curvatura de v é k(s).
2) Unicidade

Seja 3 : [a,b] — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco,



tal que sua curvatura é k(s). Defina (z¢, o) = 5(0) = a e 6y o angulo entre o eixo z e
8(0).

A translagdo T, : R? — R?, dada por T,(v) = v + a, leva y(0) = (0,0)
em 3(0). A rotagao Ry, : R2 — R? definida por Ry, (1,0) = (cos by, senby), Ry,(0,1) =
(—senfy, cos By), leva 7/(0) = (1,0) em 3'(0) = (cos by, senby) e leva N,(0) = (0,1) em'
N3(0) = (—senfy, cosbp). A curva Aoy : [a,b] = R?, onde A = Ry, o T,, é ainda
parametrizada pelo comprimento de arco com curvatura k(s), pois a curvatura e o
comprimento de uma curva sao invariantes por movimentos rigidos no plano.

Provaremos que Aoy = £.

Temos que A o y(0) = B(0), Taoy(0) = T3(0) e Naoy(0) = Ng(0) e que

Aoy e 3 satisfazem as respectivas equagoes de Frenet
d dp _
ETAO’Y = kNAo'y; %T/j - kN/j,
d d
ENAo'y = _kTAo'y- %NB = _kT/B

Derivando a expressao
F(8) = ITaoy = Tpll* + [ Naoy — Np|I*

e usando as equacoes acima, temos

df d d d d

Yoo ({Tu - Tsy —Thoy — —T Nioy — Ng, —Npoy — —N,

ds << Ay TP gAY T s ﬂ>+< Aoy Pras 7 ds ’B>>
= 2k ((Taoy — T, Naoy — Na) = (Naoy — Np, Taoy — Tp)) = 0.

Isto implica que f é constante em [a, b] e como f(0) = 0, conseqiientemente f =0 em
[a, ], isto é, Taoy(s) = T3(s) € Naoy(s) = Nj(s), Vs € [a, b].

Como (A07)'(s) = Taey(s) = Ts(s) = f'(s), obtemos (Aoy— ) (s) =0,
isto é, Ao~y — 8 é constante. Mas (Ao~ — 3)(0) =0 donde Aoy =p. O

1.2.1 Curvas planas com curvatura constante

Vamos caracterizar as curvas planas regulares de curvatura constante.
Seja k : [a,b] — R a fungdo curvatura da curva plana v : [a,b] — R

Consideraremos vy parametrizada pelo comprimento de arco.

N, urva indica o vetor normal relativo a curva.
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Proposigao 1.3. O traco de y(s) é uma reta se, e somente se, k(s) = 0.

Demonstracdo. Se v é uma reta e estd parametrizada pelo comprimento de arco, temos
que

v(s) = Py + svg, |jwo]| =1

onde P, é um ponto e vy é um vetor do plano.
Logo, T(s) = v'(s) = v e, portanto, T'(s) = (0,0) Vs € [a,b]. Conseqiientemente,
0=||7"(s)|| = |k(s)|, o que implica que k(s) = 0.

Reciprocamente, suponha k(s) = 0. Como 0 = |k(s)| = ||T"(s)||, temos
que T"(s) = (0,0). Além disso, T estd definido no intervalo [a, b], donde concluimos que

T é um vetor constante vy. Isto implica que

1) =(o0) + [ "T(€)dg = 5(s0) + vols — o).

S0

Portanto, v é uma reta que passa por 7(sq) e é paralela ao vetor vy. O

Proposigao 1.4. O traco de (s) é um arco circular de raio R se, e somente se,

|k(s)| = % = constante > 0.

Demonstragdo. Suponha que 7(s) é um arco circular de raio R. Logo,
Iv(s) = Rol|* = R?
onde Py é um ponto do plano. Ao derivarmos, obtemos
(v'(s),7(s) = Ro) = 0.

Isto implica que
v(s) — Po = RN(s) = 7'(s) = RN'(s),

N(s) é o vetor normal a y(s).

Segue das equacoes de Frenet que

Por outro lado,



Por (1) e (2) temos

= —Rk(s) =1
1 1
=k(s)=—==|k(s)| = =
()=~ = [K(s) = 3
Reciprocamente, suponha |k(s)| = . Como 7 estd parametrizada pelo comprimento

de arco e pelas equacoes de Frenet temos

7(s) =T(s) = () = T'(s) = 5N (s),

onde ¢ = +1. Além disso,

Por outro lado

() + eRN(s)]' = (s) + eRN'(s) = '(s) — sQR%T 0
= v(s) +eRN(s) = P
= () — Py = eRN(s)
= [v(s) — Bl = R.

Portanto, (s) é um arco circular de raio R. O

1.2.2 Relagao entre o sinal da curvatura e curvas estritamente
convexas
Seja v : I — R? uma curva com curvatura k(s) para cada s € I.

O préximo lema garante que, fixado so € I, se k(sg) > 0 a curva 7y é

localmente estritamente convexa.

Lema 1.2. Se k(so) > 0 entdo para todo s suficientemente prozimo de sy, y(s) estd

no semi-plano determinado pela reta tangente & curva v em y(sy) para o qual aponta
N(S()) .

Demonstracdo. Para mostrar isso, basta verificar que a funcao



para s proximo de sy. De fato, observe que

e por (1.2)
I"(s0) = (v"(s0), N(s0)) = k(s0) > 0.

Logo f possui um minimo relativo estrito em sq. Como f(sg) = 0 concluimos a prova.

O

De modo andélogo, se k(sy) < 0 f possui um méximo relativo e portanto
v(s) pertence ao semi-plano determinado pela reta tangente a curva vy em sy para o
qual aponta o vetor —N(sg).

Portanto, pelo lema acima, se k(s) > 0 para todo s € I entdo v é uma
curva estritamente convexa.

Para o caso onde k(sy) > 0 temos que a curva 7 é localmente convexa,
como veremos na préxima proposi¢ao. Assim, se k(s) > 0 para todo s € I entao vy é

uma Curva convexa.

Proposicao 1.5. Seja v : I — R? uma curva reqular parametrizada pelo comprimento
de arco, com curvatura k(s). Suponha que eziste 6 > 0, tal que, para todo s € (sy —
8,50+ 0) C I, k(s) > 0. Entdao v € conveza em so. Além disso, o traco de 7¥|(so—s,s0+0)
estd contido no semi-plano determinado pela reta tangente a curva em sy para o qual

aponta o vetor N(sp).

Demonstragdo. Seja y(s) = (z(s), y(s)) uma parametrizagao para . Escolha o sistema
de coordenadas do R? de modo que v(sq) = (0,0), T(so) = (1,0) e N(sp) = (0,1). A
prova reduz-se, neste caso, a mostrar que existe 6; > 0 tal que y(s) > 0, para todo

s € (sg — 61,80 + 91). As equacoes de Frenet implicam que as fungdes z e y satisfazem

#"(s) = —k(s)y'(s)
y"(s) = k(s)a'(s)

(1.5)

com condigdes iniciais dadas por (z(so),%(s0)) = (0,0) e (z'(s0),y'(s0)) = T. O sistema
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acima tem uma integral primeira dada por

2'(s) = cos (f:o k({)dﬁ)
y/(s) = sen (2 K()de)

Assim, considerando a funcao 6 definida por

temos (z'(s),y'(s)) = 7'(s) = (cos(0(s)), sen(6(s))).
Como k(s) >0, s € (so — J, 0 + 9) existe 0 < §; < 6 tal que,

y'(s) =sen(f(s)) >0 se sg<s<sy+0

y'(s) =sen(f(s)) <0 se sg—d0) <s< s

Logo, a func¢do y é decrescente no intervalo [sy — J, so] e crescente em
[S0, So +0]. Como y(sp) = 0, temos que y(s) > 0 para todo [sg — J, g + d], 0 que conclui

a prova. U

Seja 7 : [a, b)) — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

O teorema abaixo fornece a relacao entre a convexidade e o sinal da curvatura de 7.

Teorema 1.3. Uma curva v, fechada e simples € convexa se, e somente se, sua cur-

vatura nao muda de sinal.

Demonstrag¢ao. Trocando a orientagao de 7, se necessario, podemos supor que k(s) > 0.
Pela proposi¢ao anterior, temos que 7 é convexa para todo s € [a, b].
Reciprocamente, suponha que v é uma curva convexa, com parametrizacao
v(s) = (z(s),y(s)). Como 7 é fechada e simples, seu traco delimita uma regiao conexa
e limitada, Q C R?. Orientando v de modo que, em algum sy € [a,b] o vetor normal
aponta na regido 2. Pela continuidade do vetor normal, N(s) de y aponta para 2.
Vamos provar que, com essa orientacao, k(s) > 0.

Suponha que para algum s; € [a,b], k(s1) < 0. Escolhemos um sistema
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de coordenadas do R?, de modo que,

v(s1) = (51,0)
v'(s1) = (1,0)

(1.7)

Neste caso, podemos reparametrizar uma vizinhanga do ponto y(s;) de
modo que, o trago de v seja dado pelo gréfico de uma fungéo f: (s1 —¢g,81+¢) = R.
Agora, considerando a aproximagao de cada coordenada de y pelo polindmio de Taylor,

temos,

z(8) = z(s; s—81)7' (%1 (s=31)% o $1 Mm"’ s1) +ri(s
(9 =00 + (5= oo/lo) + C20%) + L) i)

y(s) = y(s1) + (s — s1)y'(s1) + wy"(sl) + @y'"(sl) + 72(s)
Pelas equacoes de Frenet,
7" (s1) = (k(s)N(5)) |s=s1 = K'(s1)N(51) + k(51)N'(51) = k'(51) N (1) = k*(51)T(s1)-

Por outro lado,
’YIII(S]_) — (.’E”I(Sl)’ y”I(Sl)).

Portanto,
95) = 1050 + 5= 307 (s0) + E ks s
B )V (s1) = K )T s0)] + )
onde Sli_)r?l % =

Observe que, como k(s;) < 0, pela equagdo anterior, para s suficiente-

mente préoximo de sq,

(), N(s1)) _ k(s:) R

(s—s51)2 2 (s — s1)? <0

Isso implica que, para ¢ suficientemente pequeno, f(s) > 0, se 0 < |s —
s1] < e. Como k(s;) < 0, temos N(s;) = (0,—1) e, portanto, existem pontos do traco
de v com a coordenada y < 0. Por outro lado, a reta tangente a v em y(s1) é a reta

y = 0. Logo, existem pontos do trago de v de ambos os lados dessa reta, contradizendo
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a hipétese que vy é uma curva convexa. 0

Com isso, podemos considerar k£ > 0 para curvas convexas e conseqiien-
t te k>0 trit t Além di k=424
emente k£ > 0 para curvas estritamente convexas. Além disso, como k = 7> temos que
T gira no sentido anti-horédrio e podemos usar 6 € [0, 27) como um parametro regular

i ig 48 — dBds _ 1dB
para uma curva [ estritamente convexa pois 40 = dsdd — kds # 0.

Lema 1.3. Considere uma funcdo k : I — R positiva, periddica de periodo 2mw. k
representa a funcdo curvatura de uma curva simples, fechada e estritamente convexa

C? no plano se, e somente se,

2 cos 2 senf)
df = / ——df =0
/0 k(0) o k(0)

Demonstra¢ao. (=) Sejam T = (cosd,senfl) e o a curva da hipétese. « é fechada se, e

somente se, f Tds =0, T = as e como « é convexa temos

T (cos B, senf)
Tds = ——df = " Zdh =0
AS Lum le@
2T cos @ 2T Send
= ——df = ——df = 0.
/0 k(0) /0 k(0)

(<) Seja a(f) = (z(6),y(6)), onde

b cosé 9 sené
o) = [ Sesde o) = [ Ssde

Sabemos que a;, =1 e 6, = k. Com isso, obtemos

Oa 0s 1 7T
(67] = - = E

“os00 k=K

Por outro lado

oy = (cos(ﬁ) sen(H)) _ (cos(8),sen(6)) £0. (x%)

k(6) ° k(9 k(8)

Isso implica que « é regular.

Segue da hipdtese que « é fechada pois,

a@@—mmzéﬁwwzéhﬁ%w:o

16



Comparando (xx) e (x) temos T = (cos,senf), donde N = (—senf, cosf), ou seja, k
é a curvatura da curva e a convexidade desta segue do fato de que k é positiva. Além
disso, a variagao angular de 71" é 27 e, juntamente com a convexidade da curva, temos

que « é simples. O

1.3 Desigualdade Isoperimétrica

Um resultado importante na teoria de curvas planas fechadas é a Desigual-
dade Isoperimétrica. Uma conseqiiéncia imediata desta desigualdade é que dentre todas
as curvas planas fechadas com um determinado perimetro a circunferéncia é a que en-
globa a maior area. Um outro ponto de vista para interpretacao é que, dentre todas
as curvas planas com uma dada area a circunferéncia tem o menor comprimento. Esta
desigualdade também é importante pois podemos considerar a diferenca L2 —4m A como
uma medida de quanto uma curva convexa afasta-se de ser um circulo.

O seguinte lema sera 1til para demonstrar a Desigualdade Isoperimétrica.

Lema 1.4. Seja v : [a,b] — R? uma curva fechada, simples, orientada positivamente e

definida por y(u) = (z(u),y(u)). Entdo

A= [ ywrwdu= [ sty @du =3 [ @y - s @l

onde A ¢ a regidgo limitada pela curva .

Teorema 1.4. Desigualdade Isoperimétrica
Sejam C uma curva plana, simples, fechada com comprimento L e A a drea da regido
limitada por C. Entdo L? — 4wA > 0, ou seja, Lf > 4mw. A igualdade acontece se e

somente se C é um circulo.

Demonstracao. Sejam E e E’ duas linhas paralelas, uma de cada lado de C, que nao tém
contato com a curva. Movendo estas linhas até que encontrem C obtemos duas linhas
paralelas D e D’ que tangenciam a curva , sendo que a mesma esta toda contida entre D
e D’. Considere o circulo S* que tangencia D e D’ mas nao toca C. Seja O o centro de S!
e crie um sistema de coordenadas com centro em O e o eixo z perpendicular a D e D’.
Parametrize C por comprimento de arco, y(s) = (z(s), y(s)) tal que tenha orientacao

positiva e os pontos de tangéncia em D e D’ sao s = 0 e s = s; respectivamente.
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Podemos assumir que a equagio de S* é ¥ = (Z(s),7(s)) = (z(s), H(s)),
s € [0, L] e 2r a distancia entre D e D’. Usando o lema (1.4) e denotando por A a 4rea

limitada por S!, temos

Assim,
L L
A+qr? = / (zy' — ga')ds < / V (zy' — ga')2ds
0 0
L
:/ \/xQ(y’)2 — 2y’ + 2(x')2ds
0
Visto que
—2ab < a®>+b%, onde a,beR, (1.9)
obtemos

A+7mr? < /0 V(@y)? + (x2)2 + (Jy')? + (ga')2ds

= /0 ) V(@2 + 72 ((@)? + (y')?ds = /0 ) V2 + ds = /0 Crds = Lr.

(1.10)

Do fato que a média geométrica de dois nimeros positivos é menor ou

igual a sua média aritmética, segue que:
1 o 1
VAVTr? < S(A+mr?) < L (1.11)

Portanto, 47 Ar? < L?r? = 47 < L;.

Agora, suponha que vale 4mA = L?. Logo, usando (1.11),temos que
Amr? = L(A + 7r?)?, isto é, (A — mr?)? = 0. Portanto, A = 7r?. Assim, L = 277 e
r ndo depende da escolha da dire¢ao de D. Além disso, a igualdade em (1.10) implica

que vale a igualdade em (1.9), isto é,
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Segue-se que
(@'2)’ + (¥'2)* = (y'2)* + ()%,
ou seja,
(2)” =) + (¥))()* = [(2)* + (5)°](y)* = r*(¥)*.

Repetindo esta mesma construcao com um par de retas ortogonais a E,
e usando que r nao depende da direcao comum das retas paralelas, podemos trocar x

por y na equagao acima, obtendo

Portanto,

Isto significa que o trago de v é um circulo. 0

A desigualdade isoperimétrica serd uma importante ferramenta na andlise

das solucoes do fluxo pela curvatura, como veremos no capitulo 3.
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Capitulo 2
Equacao de Evolucao

Seja 7 : [a,b] — R? uma curva fechada e simples. Neste capitulo, intro-

duziremos o estudo do fluxo pela curvatura de v e a existéncia de solugao.

2.1 O fluxo pela curvatura

Para fins de motivacao, o espaco das curvas planas fechadas que conside-

raremos é o espaco de Sobolev, de classe L'2.

0= {1100 R 2@ =10), [ b+ P < oo

onde  representa a derivada de Sobolev.

Definicao 2.1. O espaco tangente a 2 em v é o conjunto
TQ={A:[a,b] > R*|3 6&:(—¢,6) = Q, 4(0)=~, &§(0)=A}

Com as operacoes usuais de funcoes, 7,€) é um espago vetorial, por isso,
chamamos T,£) o espaco tangente a {2 em 7.

No espacgo tangente definimos o produto interno da seguinte forma
((,.): T, AxT,Q—=R

(Aw) o (A w)) = / A1), w(t))dt

Como vimos no capitulo anterior, o comprimento de v € € é dado por

L(vy) = f; |7 (uw)||du. Assim, o comprimento define uma fungao L : Q@ — R, uma vez
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que L(v) < c [; ||7||*, onde ¢ é uma constante. Esta funcéo é diferencidvel. [Palais]

Definido o produto interno em 7,2, vamos encontrar o “gradiente”do
funcional comprimento.

Sejam y(u) € Qe A(u) € T,Q. Fazendo uma analogia com o R*, podemos
achar a derivada do funcional L(7y) na direcao de A, ou seja, dL,.A = ((VL(y),A)),
sendo VL o “gradiente”do funcional L.

Usaremos ' para representar a derivada em relacio a wu.

Pelo produto interno definido, todo elemento 1 € ) pode ser escrito na

forma

n(u) = y(u) + A(u), AeT,Q.
Desta forma, uma curva I' : (—¢,&) — €, tal que I'(0) = v pode ser escrita por
[(u,t) = v(u) + tA(u).

Como v € Q, A € T2 temos,

P(w,0) =), 5y @limo = Al).

Defina a fungdo L : (—¢,¢) — R por

- / o

Isso implica que

/ o () + A (1) | = / VI @)+ 260 (), M) 1 BN () Pdu

Assim,
dL L(At) — L(0) .
e !
(u), A'(u)) + t|A'(u)|”
o VI'(u |2+2t "(u), A'(u)) + £2[A' (u) 2
Entao

dL b ,YI
R lip— ; A_, d S = —
o / (¥, AYdu, 4 ‘
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Observe que:

d . dy _dA _dA d . dy
— =(—= A — — Y= —®# AN - — A
b/ dA b d b /dy
. GA _ a . _ LA
:>/a <’y, du>du /adu(v,A)du /a<du’ >du
b
:-/ kN, AYdu = ((—kN, A))

= VL(vy) = —kN,

onde k é a curvatura e /N é o vetor normal a 7.

Seja v € (2.

Defini¢io 2.2. Uma variagio de v em Q é uma aplicagdo suave ¢ : I x (—¢,¢) — R?

satisfazendo:
(1) ¢(u,0) = ~(u) para qualquer u € I;
(ii) Para qualquer to € (—¢,¢) seque que (., 1) € Q.

Dada v : [a,b] — R?, fixe ug € [a, b]. Aplicando uma variagio ¢(u,t) em v
e analisando ¢(ug,t) obtemos uma curva que serd “uma trajetéria’ para o ponto 7(ug)-
Com isso, derivando-se ¢(ug,t) em relagdo a t, ou seja, ¢;(ug,t), temos a velocidade do
ponto y(ug) ao longo de p(ug, ).

Desta forma, o comprimento de v diminuird se a variagao tomada for na
direcdo do fluxo do gradiente da fung¢dao comprimento. O fluxo do gradiente é definido

pela equacao

%0 — VL = Ko, N (p(u, 1), (2.1)

chamado também de fluxo pela curvatura ou equacao de evolucgao.

Assim, tem-se um problema onde dada uma curva fechada v procura--
-se uma aplicagao ¢ : I x [0,T) — R? que satisfaca ¢;(u,t) = k(u,t)N(u,t) tal que
©(u,0) = v(u), isto é, tem-se um problema de valor inicial, (PVI).

Note que (2.1) é uma Equagao Diferencial Parcial pois k e N sao obtidos
pelas derivadas de y(u) em relagdo a u. Devido ao seu cardter ndo linear, o PVI acima
¢ um problema de dificil analise. O objeto central a ser estudado é o comportamento

de ¢(.,t) quando t — T.
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Estas questoes serao abordadas, dando énfase a parte de Geometria Di-

ferencial, lembrando que o nosso objetivo é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja v uma curva estritamente convera. Entdo o fluxo pela curvatura

contrai v a um ponto em tempo finito igual a ;‘—72, onde Ay € a drea delimitada pela

curva y. A curva permanecendo simples e estritamente conveza ao longo da contragado.

Além disso, se para cada t € [0, ‘3—7‘;) aplicarmos uma homotetia! a o(.,t)
de modo a obter uma curva @(.,t) que possua area igual a 7, entao @(.,t) converge para
um circulo de drea 7. Dito de outro modo, ¢(.,%) converge para um ponto “redondo”.

Ainda neste capitulo mostraremos que a curva permanece simples e es-
tritamente convexa ao longo da contragdo. Mas antes, veremos o que acontece com oS

invariantes geométricos? associados a curva.

2.2 Evolucao dos invariantes geométricos

Definida a equagao de evolugao (2.1) para uma curva fechada, analisare-

mos como evoluem o comprimento (L(u,t)), a drea (A(u,t)) e a curvatura (k(u,t)).

Seja v = |p,|. A evolugdo de v é dada por
Lema 2.1. v, = —k%v.

Demonstracao. v? = xi + yi = (Pu, Pu)

2 (v?) = 2(pu, 0u) = (ut, Pu) + (Pu, Put) = 2{Put, Pu)

Como ¢ é continua ¢,; = ¢y, e pela equagao de evolucao:

= a(v?) = 2{Pu, Oru) = 2(vT, (kN),) = 2(vT, kyN + kN,) = 2(vT, k,N + k(—vkT))

= 2(vT, k,N — vk*T)) = —20*k*T? = —20%k?

Por um lado, (v?); = —2v2k? e por outro (v?); = 2vv;.
Disto temos:

v, = —20%k? = v, = —vk? O

'Homotetia ¢ uma aplicacdo da forma z € R2 — Az +b € R?, para A > 0 e b € R%.
2Invariantes por movimentos rigidos no plano e mudanca de paradmetro.
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A evolugao do comprimento da curva é calculado da seguinte forma
Lema 2.2. L, = — [ k%ds.

Demonstracdo. Sabemos que:

L= fo% vdu

= oL — f027r vydu = fOZW —vk?du = — fOL k2ds. O
As derivadas de T e N sao dadas por

Lema 2.3. Seja s o parametro de comprimento de arco. Entdio T, = ksN e Ny = —k,T

Demonstracdo. Temos que:
T =% = @,

Assim, obtemos:

Ty = (ﬁ) = e leout + Kou
v/t v v v
Usando a relacao % = %% e o fato de ¢ ser continua, temos

1 1 1
ﬂzﬁﬁ%n+k%k=;th+k%u:dmN+wNw+k%%:@N+%@mM3+HT

=k,N — k*T + k*T = k,N.

Agora, note que

0= %(T, N) = (ksN,N) + (T, Ny) = —k; = (T, N;) = N, = —k,T.

Seja 6 o angulo entre o vetor tangente e o eixo .

Lema 2.4.

2 _ ok
ot  9s’

Demonstragcdo. Tome T = (cos §,senf) = N = (—senf, cos )

% = —(T, N;) = —((cos 8, senf), (—senb, cos #);)
_ o Lo iy =
= <(cos¢9,sen9), 615( cos 0, sen9)> = Bt[ (—cos” 0 — sen“f)] = o
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A curvatura evolui de acordo com

Lema 2.5.
% = % k3
ot  0s? )
Demonstracao.
_ o
~ 0s

L0k _ 0 (00) _0 (100) _—ud0 10 (0
ot 0t \ds) ot \vdu) v2ou wvdt\ou
_ Kv100 10 (80) k280 0%0 _k280 0%0 _ 3 0%k

v vou  vou

ot

= s T aws " as Tasar " T oes

Finalmente, calculamos a variacdo da area de uma curva fechada e simples.
Lema 2.6.

04 _
ot

2.

Demonstracdo. Aqui usaremos a aplicacdo do Teorema de Green, vista no capitulo

anterior.
LYt [ e, [ 220
2/, You You) T 2 0 DY ow T o "
~——
1 2
25/ (v, —vN)du
0
1 27
:>A=—§/ (v, vN)du
0

Obs: A justificativa para x = #x ¢ T = 2+ = T = w = N= (7‘1";75“‘) = (—Yu, Ty) =
vIN.
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0A 1 [ 1 [
S =3 N =3 [ (o) + (0N + (0N
0 0

== /0 2w((kN, vN) + (v, —vk*N) + (v, —vk,T))du
/0 ﬁ(kv — (v, —vk®N) + (v, =k, T))du

Note que: (v, —k,T) = (v, —(kT),) + (v, kT,), e kT, = vk>N.

Assim,

— = —%/0 7r(/ﬂ) — (7, vk’ N) + (7, vk*N) + (v, = (kT)u))du
_ 1
2

/Ow(kv—i—( _ (KT),))du

(1, ~(KT) = =3, KT) + (30, KT)
%‘f — /Ow(kv+<%,kT>)d —l/w(lm}+<vT kT))du

2T
/ kdu = — —/ /—ds——/ df = —2m
0

1
2
1
2

2.3 Curva simples permanece simples

Considere 7 : [a,b] — R? uma curva fechada e simples. O objetivo desta

secao € mostrar que a curva se manterd simples durante a evolugao. Para isto, vejamos

os seguintes lemas auxiliares.

Note que por um mudanca de varidvel podemos passar o parametro u €

[a,b] para u € S*.
Portanto, seja f : S' x S x [0,T) — R definida por

f(ula u%t) = ”90(U'lﬁt) - gp(u2,t)||2 = <90(u1ﬂ t) - QO(U'Q’t)a (P(U’lat) - W(u%t))'

Lema 2.7. A funcdo f satisfaz

*f  f
=A 4=+ 5754
U ds? = 0s3

of
ot
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Demonstracao.

g_{ = (p(u1,t) — @(us,t), p(ui,t) — o(ug,t)):
= (p(u1,t)s — p(uz, t)s, p(ur, t) — (ug, t)) + (p(u1,t) — p(ua, 1), p(u, 1) — p(u2, t)s)

= 2(p(u1,t) — o(ug, t), o(ui, t); — @(uz, t))

Usando a equagao de evolugdo, com ki Ny = @y(uy,t) e kolNo = @4(usg, t), temos

0
8_{ - 2<(P(U1,t) B QO(UQ,t), ki Ny — k2N2>

Por outro lado,

oL = 2l 0) = (a0, (01,1) = s 12,1)
= 2, t) — @z, ), T2 (T = 9y (s, 1)
o = 2,0, T, — 2ol 0, T,
= ({11, ), T1) + (001, 8), T, ) — 293y (2, 6),T) + iz, 1), T )
= AT, T0) + 2o (un, 1), VD) — 2(p(us, 1), ki Ny
— 2+ 2p(ur, £) — p(us, ), kyNy)
oL = 2plun, ) = pluns ), =T) (T = sz, 1)
e = 2((plun 0,~Ts) + (ol 0, T,

= 2((9082(u1a t)’ _T2> + <(‘0(’U,1, t)’ _T232>) + 2((9052(71’2’ t)’ T2> + <90(U’2’ t)’ T232>)
= 2<T2, T2> — 2<Q(U1, t), kzNg) + 2<Q0(U2, t), k2N2>
=2 —2(p(u1,t) — p(u2,t), k2Na)
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Agora,

*f  0*f
952 5 =44 2(p(u1,t) — @(ua, t), k1 N1) — 2(p(u1,t) — @(us,t), kaNa)
sy 0s3

=4+ <QD(U1,t) - SO(U%t): klNl - k2N2>

o0f 0% _,_of

0 Tosz 1T m

O

Seja s(uy, ug, t) = |fuu12 v(u,t)du| a distancia de u; a uy ao longo da curva, no sentido
positivo. Suponha que & ¢é limitada (|k| < ¢), mostraremos que para s(u;, us,t) < 2
temos f(u1,ug,t) = 0 se, e somente se, u; = uy. Geometricamente, isto significa que a
curva nao tem auto-intersecgao.

Obtemos este resultado pelo corolario do préximo lema.

Lema 2.8. Lema de Schur

Seja o : [0, L] — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco de A a B tal
que o é uma curva convexa. Seja & uma seqgunda curva de comprimento L ligando os
pontos C e D. Assumimos que as curvas tém tangentes e curvatura continuas. Seja
k(s) e k(s) as curvaturas de o e & respectivamente. Suponha também que k(s) > 0 e

k(s) > |k(s)| entio d(A, B) < d(C, D).

Demonstracao. Primeiramente, aplicamos um movimento rigido em « e & tal que os
segmentos AB e C'D fiquem sobre o eixo z.
Sejam 0(s) o angulo entre o/(s) = T(s) e o eixo z, O(s) o angulo entre

a/(s) = T(s) e o eixo z. Desta forma, existe exatamente um sy tal que 0(sy) = 0.

Assim,

,_do - |do|
0 —E—k(3)2|k(8)|— s = |¢|
Integrando
8(s) — B(s0)] = /sé'(s)ds - /sk(s)ds < /sk(s)ds - /80'(s)ds — 16(s),

28



Como |6(s)| < 7 para 0 < s < L, pois « é convexa e a fungao cosseno é

decrescente em [0, 7] obtemos
cos |0(s) — 0(so)| > cos |0(s)]|.

Por outro lado,

d(C, D) = /0 cos(d(s) — f(s0)) e d(A,B) = /0 cos [6(s)).

Donde concluimos

Coroldrio 2.1.1. Se |k(u,t)| < ¢ entdo

C

fug, ug, t) > {gsen (gs(uh U2,t)) }

Demonstra¢ao. Seja L o arco de comprimento s(u1, uz, t) de um circulo de raio % Vamos
aplicar o lema anterior.

R =1=k(s) = c em todo ponto de L.

Figura 2.1:
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aR, [=21-aq,

b B 2r —a) ay ay L
Rsen§ = ¢ = 2Rsen 5 = 2Rsen <7r — 5) = 2Rsen (5) = 2Rsen o

2
=z =/ f(u1,us,t)|r = Esen (gs(ul,uz,t)) )

SIS -

Pelo lema anterior, curvas com curvatura menor ou igual a k(s) = ¢ terdo

flug,ug, t) > {gsen (gS(Ul,Ug,t)>}

Cc

Com isto, f(u1,us,t) >0 V(up,ug,t) €S xSt x[0,T), sendo

fuq,ug,t) =0 < sen <gs(u1,u2,t)> =0& gs(ul,ug,t) =0 ou gs(ul,ug,t) =T

Mas £s(u1, us, t) = ™ = s(u1, ug, t) = 72 e como s(u1, ug,t) < 2 temos que s(u, us, t) =
0& u = us.

Portanto, f(uq,us,t) =0 < u; = uy para s(ug, ug,t) < %

A combinacao destes resultados ajudam a formar a demonstragao do teo-
rema abaixo, que é a prova da primeira caracteristica da curva a ser preservada durante

a evolugao, ser simples.

Teorema 2.2. Seja ¢ : S' x [0,T) — R? uma variagdo de uma curva através do fluzo
do gradiente da func¢ao comprimento. Se |k(u,t)| < ¢ e se a curva inicial ¢(.,0) €
simples entio ¢(.,t) : S' x [0,T) — R? é uma curva simples para todo t, ou seja, se a
curva nictal ndo tem auto-intersec¢do entdo as curvas ao longo da evolucdo também

nao terao auto-interseccao.

Demonstragdo. No conjunto E = {(u1,us,t)[s(u1,uz,t) < T}, f(ur, us,t) =0 & uy =

Ug POIS

2
fluy,ug,t) =0 Es(ul,UQ,t) =0 s(ug,ugt) =0< u; = uy

2 2r o7
ou _8(u17u2’t) =T < S(U1,U2’t) = — > —.
C c c

30



Agora, restrinja f ao dominio complementar D = S x S' x [0,T) — E.
Sera usada uma versao do principio do maximo para mostrar que em D f tem um
minimo positivo, isto ird completar a prova do teorema.

A fronteira de D é dada por

T
{(ul’ U2, t)|8(u1a U2, t) = E,

T
0<t<T}U {(Ulauz,o)‘s(ulaumt) > E}
Pelo coroldrio anterior, no primeiro conjunto f(uy,us,t) > (%)2 enquanto
que o segundo conjunto tem um minimo positivo pois a curva inicial é simples. Seja m
a menor destas quantidades.
Considere a fung¢ao g(uy, us,t) = f(uq,us,t) + €t.

Pelo lema 2.7 é imediato que g satisfaz a equagao

W _ng-ate ()

Seja 0 < § < m e suponha que ¢ alcance o valor m — d em D. Seja
to = inf{t|g(u1, us,t) = m —6}. A continuidade de g, a compacidade de D junto com a
fronteira estimada asseguram que o valor m — ¢ é alcangado na primeira vez em algum
ponto interior (@, s, t).

Neste ponto, g; < 0 e

2 2 2 2
@@_< Py ) > 0

Calculamos que

0? 2
(631582> - 2(9051(u1’t) — Vs (u2; t), —TQ) = —2<T1,T2> = +2

pois no ponto minimo as tangentes a curva sao paralelas em s; e ss.
Do fato que a média aritmética de dois nlimeros positivos é maior ou igual

a média geométrica temos

g 0% [0%g D¢ d%g
Ng= —+—=—>2—.—= > 2
g ds? * 0s2 — "\| 0s2 0s3 — | 0s10sy

Isso contradiz o fato que g satisfaz (x). Como ¢ é arbitrdrio temos que g(uq,us,t) > m

em D = f(uy,ug,t) > m — et.
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Tomando € — 0 vemos que f(uq,us2,t) > m >0 em D, o que completa a

prova. [

2.4 Existéncia de solucao para curvas estritamente

convexas

Seja 6 o angulo entre a linha tangente e o eixo x. No capitulo anterior,
vimos que podemos usar # como parametro e escrevemos k = k(f) em termos deste
parametro.

Queremos determinar a equacao de evolucao pela curvatura usando 6
como parametro e seja 7 = t o parametro de tempo associado ao parametro #. Para isso,
faremos uma mudanca de variavel de (u, t) para (€, 7). Note que /0t é derivada parcial
quando mantemos u fixo enquanto que 9/97 é derivada parcial quando mantemos 6 fixo,
isso implica que 9/91 # 0/0t.

Assim, obtemos a equacgao de evolucao de k£ em termos de 6 e 7.
Lema 2.9.

ok 0%
5 =Kok

Demonstracdo. Usando o fato que

o _90 . 00 _ ok
0 o0s © ot os

e pela regra da cadeia, obtemos:

Ok _ 0k00  0Okor _ 0kok 0k _ Ok, 0k ak__k<8k)2 Ok

ot "o6ot oror ovos ar o0 o9 ar "\ae) Tor

ok Ok ok\> 2k ok’
;‘a—a—’“<%> = Tk ”“(@)

@_@2 @a_k =k % 2+k2%
0s2  0sof \d9so8) ~\ o8 062
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Das duas equacgoes acima temos:

ok L%

O

Para efeitos de notagdo usaremos (6,t) como parametros. O préximo

resultado nos garante que a curva permanece estritamente convexa durante a contragao.

Lema 2.10. Se k satisfaz ky = k?kgg + k3 entdo kyin(t) = inf{k(0,t)] 0<0 <2r} ¢

uma fungdo ndo decrescente.

Demonstragao. Por contradigdo. Seja e satisfazendo kp;n(0) > € > 0 e suponha que
kmin(t) = kmin(0) — £ para algum ¢.
Seja tg = inf{t| Kkmpin(t) = kmin(0) —€}. A continuidade de k assegura que seu minimo

é atingido em algum ponto (6y,ty). Neste ponto, entretanto,

ok 0%k
a(eo,to) < 0, w(eo,to) >0 e k(eo,to) > 0.
Isso contradiz a hipétese que k satisfaz k; = k2kgg + k3. O

Como sabemos que através da fungao curvatura podemos determinar a
curva, o teorema abaixo reduz o problema ¢; = kN para uma equacao diferencial

parcial, nao linear, parabdlica em funcao somente da funcao curvatura.

Teorema 2.3. Resolver p; = kN para curvas estritamente convezas é equivalente a
resolver o problema de valor inicial da equacgdo diferencial parcial: dada k : S*x[0,T) —

R satisfazendo:

(i) k e C*rolte(St x [0,T —¢]) Ve > 0;
(ii) ki = kPkgo + K*

(iii) k(0,0) = ko(0) onde kq satisfaz:

(a) k'() € Cl+a(Sl),'
(b) ko(6) > 0 e

(c) Josebdh = [}

send _
sl ) =
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Demonstragdao. Seja ¢ = p(6,t) solucao de ¢, = kN. Se k = k(6,t) é a curvatura de
¢ entdo, cada k = k(.,t) é positiva, pois pelo lema (2.10) cada ¢(.,t) é convexa e k

satisfaz k; = k%(kgg + k), pelo lema (2.9). Pelo lema (1.3) a condigio

T cos 6 2T senf
—df = / ——df =0
/0 k(6) o k(O)
expressa o fato que cada curva na evolugao é fechada e regular.

Reciprocamente, se k = k(6,t) é uma solucao de k; = k*(kgg + k), defina
¢:S'%x[0,T) — R? por

9
. (cos &, sen€)
o0, = [T

Entdo, como o processo é continuo e a curva continua simples, | 1 (COZ(BB’S:)“G) dd =0 e
o lema (1.3) implica que cada ¢(.,t) é fechada e convexa e a curvatura de ¢(.,t) é
precisamente (., ).

Vamos mostrar que ¢(6,t) de finida acima satisfaz ¢; = kN.

0.0 = ([ s [ )

Derivando em relacao a t,

o ’ kt(ga t) COSf ‘ kt(fa t)sen§
el8:1) = (‘/ By - IR dg)

Usando o fato que k satisfaz k; = k?(kgy + k),

0 0
0i(0,t) = (—/0 (kee + k) cos&dE, —/0 (kee + k)senfd&)
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Ao integrarmos por partes as coordenadas de ¢, obtemos

9 9 9
/(k§f+k)COS§df=/ kgfcosﬁdﬁ—f—/ +k cos £dE
0 0 0
0

0
= ke cos &b — /0 ke(—sen&)d¢ + ksen&|§ — / ke(sen®)dg

0

= kg cos &|§ + ksené|}
9

0 0
/ (kee + k)senéd€ = / keesené&d€ +/ ksenéd&
0 0 0

9 9
= kesené ) — /0 (k¢) cos €dE + k(—cos €[5 — /0 (—ke¢) cos £dE

= kesené ) — k cos €|}

Isto implica que

0i(0,t) = (—kg(0,t) cos(f) — k(0,t)send, —ky(0,t)sen(0) + k(6,t) cos #)
= k(0,t)(—senb, cos ) — kq(,1t)(cos 8, send)
— kN — k,T

Mudando o espaco de varidveis, podemos transformar a componente tangencial, ky7T',
sem mudar a forma da curva. Queremos que ¢, com @ fixo resolva ¢; = kN. Escrevendo

0 em funcao de u e t temos

Y= gp(e,t) = @(e(uvt)’t)'

Pela regra da cadeia

dp Oy 0y 00
Por outro lado,
Op _Opds _ T
00  0sdf Kk
Assim, obtemos
d¢

T 00
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Para que ¢; = kN, %(u, t) deve satisfazer

Resolvendo isto com a condi¢do inicial f(u,0) = 27u temos uma fungio

satisfazendo 0(u + 1,t) = 0(u,t) e 22 > 0. Com isso prova-se o teorema. O

Como através da curvatura pode-se determinar a curva e com o teorema
anterior, usando técnicas de Equacgoes Diferencias Parciais, prova-se que para curvas
estritamente convexas o PVI acima descrito tem solugao tinica e maximal em [0, 7).

Apenas enunciaremos o teorema de existéncia.

Teorema 2.4. Seja kg : S' — R positiva e de classe C™® e suponha que ky = k%kgg + k>

¢ parabdlica® em ky. Entdo existem T >0 e k: S* x [0,T) — R satisfazendo:
(i) ke C¥olte (Sl x [0,T —¢]) Ve >0;

(ii) k¢ = k?kg + K*

(iii) £(.,0) = ko(.).

Até aqui, provamos uma parte do teorema principal, o fato da curva
permanecer simples e estritamente convexa durante a evolugao.
No préximo capitulo analisaremos o comportamento das solucoes quando

t—T.

3Neste caso, ki = k%kgg + k* é parabdlica se k%(6,t) > 0 para todo (6,t) € S x [0,T).
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Capitulo 3

Analise das solucoes do fluxo pela

curvatura

Neste capitulo veremos que a curva converge para um “ponto redondo”.

3.1 Estudo da area

O objetivo é mostrar que ao longo da evolugao, a 4rea tende a zero,
(lim A(t) = 0).

t—=T

Seja 6 o angulo entre 7" e o eixo x. Podemos usé-lo como parametro pois
estamos trabalhando com curvas convexas.

Faremos algumas estimativas para estas curvas concluindo que enquanto
a curva tiver alguma drea a sua curvatura serd uniformemente limitada. A limitacao é

na norma infinito, ou seja, dada uma funcdo f : I = R, ||f|lec = mealx{f(s)}. Usaremos
1
também [| £l = [f;(f(s))"]7.

Definicao 3.1. Definimos a curvatura mediana k* de uma curva como

k* = sup{b|k(8) > b em algum intervalo de comprimento w}

Lema 3.1. Estimativa geométrica
Se k(0,t) é a curvatura de uma curva plana fechada convexa com drea A e comprimento

L entdo k*(t) < £.

Demonstragdo. Seja M < k*(t). Entao k(6,t) > M em algum intervalo (a,a + 7). Isto

implica que as linhas paralelas a curva tém distancia dada por

“ sen(f — a) 2
[ e <
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O diametro é limitado por % e a area ¢ limitada pela largura [ vezes o diametro d.

Assim temos:

2
M

A<Ild<I

N | b

<

N[ B
o |

=M<

Como M pode ser tomado arbitrariamente préximo de k*(t) temos k*(t) < %. O

Lema 3.2. Desigualdade de Wirtinger [Ar]

Seja f uma funcdo de classe C*, periddica de periodo 2w, e tal que f027r f(t)ydt = 0.
Entao fOQW(f’(t))th > fO%(f(t))?dt, e a igualdade vale se, e somente se, existirem a e
b tais que f(t) = acost+ bsint.

Demonstracao. Seja

o0
a
f(t) ~ 50 + Z(an cos(nt) — bysen(nt))
n=1
a expansao de f em série de Fourier. Como f'(¢) é continua, sua expansdo obtém-se da

de f por derivagao termo a termo, sendo assim

o0

f(t) ~ Z(nbn cos(nt) — naysin(nt)).

n=1

Uma vez que fozw f(t)dt = mag, nossa hipétese traduz-se em que ay = 0. Usando a

forma de Parceval, temos

E / F@Pd =3 (a2 + 1)

T
n=1

1 2T 0
s rara =3 e v )
TJo n=1
Daqui vem
2w 2w S
| word- [ @i = 30 - 0@+ ) > 0
0 0 n=1
e a igualdade acontece se a, = b, = 0 para qualquer n > 1. Ja que as funcoes

continuas ficam determinadas por sua expansao de Fourier, isto é equivalente a que seja

f(t) = aq cost + by sint. O
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Lema 3.3. Estimativa da integral
Se k*(t) é limitada em [0,T) entdo fOQW log k(0,t)df ¢é limitada em [0,T).

Demonstracao. Fazendo uso da equacao de evolucao

o 2 2m 1 2w 1 ) 5 2w )
— 1 = —k,df = — (kK k?)dl = kk k*)do
6t/0 og k(6,t)df /0 OOk /0 k( 00 + k°) /0 (kkoo + k°)

’

27 2
= / k2de + / kkgodf
0 0

2 27 2
:/ k*df + [lskg\gw —/ k9k9d9:| :/ [k* — (kg)?]dO
0 0 0

Fixaremos ¢ e estimaremos a integral a direita no conjunto aberto U = {0|k(6,t) >
k*(t)} e em seu complemento V = S' — U.

A definicdo de k* implica que o conjunto U é a unido enumerdavel de
intervalos disjuntos I de comprimento menor ou igual a 7. Nos extremos fechados
desses intervalos k(6,t) = k*(t) e com isso podemos aplicar a inequagao de Wirtinger

para a funcdo k(0,t) — k*(t):

/j [k(0,) — K ()d6 < / oo (6,1) — ()20 = /I Tka(6, a0

I

Por outro lado,

[ (0, 1) — k" (£)]2d0 = / 62(0, 1) — 2k (0, )k (£) + (K*(1))2]d8 < / ey (0, £)]2d0

I; I;

= / [k2(0,1) — (ko(0,1))%]dO < 2k*(¢) / k(0,t)do

I;

Somando a ultima desigualdade nos intervalos que compreendem U obtemos

/ K2(0,1) — (ko(0,1))2d0 < 2k* (1) / k(0,4)d6 < 2K (1) / " 1(0.,4)d6

U

No conjunto V' a estimativa é simples, pois em V k(0,t) < k*(t). Assim

/ K2(0,1) — (ko(6, £))2d6 < / K26, 1)d0 < / (k" ()20
< [t oyds = 2ni 0y
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Somando as duas tltimas inequagdes e usando que L; = — [ k*ds = — [ kdf temos

3/27r log k(0,t)df < 2k*(t) oL + 27 (k*(t))?
ot J, BTVPAS Bt
Finalmente, assumimos que k*(t) < M e integramos para obter a estimativa desejada

2m 2m

/ log k(6,t)df < / log k(6,0)dd + 2M (L(0) — L(t)) + 2w M*t
0 0
< D+2M(L(0) — L(t)) + 2r M*t
U

Lema 3.4. Se f027r logk(0,t)df é limitada em [0,T) entdo para qualquer § > 0 nds
podemos achar uma constante c tal que k(0,t) < ¢, exceto em intervalos de comprimento

menor ou iqual a 9.

Demonstracdo. Se k> cema<0<beb—a>0d entdo
2T
/ log k(0,t)df > dlogc+ (2 — §) 10g kmin(0)
0

onde kuyin(0) é um limitante inferior para k. (Lembre-se que kuyin(f)) ndo decresce com

o tempo). Para c suficientemente grande isto contradiz o lema anterior. O

Lema 3.5. Podemos achar uma constante D tal que

2w 2w
/ (ko(0,1))%df < / (k(6,1))*d0+ D para 0<t<T.
0 0

Demonstrac¢do. Na préxima equagao usaremos a equacgao de evolugao para a curvatura
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e integral por partes. Assim

2

0 kky — kokidf

2T
— k? — (ko)%df = 2
6t/0 (ko)

2 2w 2
2 kk,df — [ktkg|§” — / ktkggda] = 2/ kk; + kikopdf
0 0

2

2
U + kool = 2 / (k + koo) (Kkoo + k*)d6
0

2

(K*kgp + k* + k? kg + Kk kigg)dO

2 2w

(k2 (kjy + 2kkgg + k*)]d0 =2 | [k (kgo + k)*]dO > 0.
0

Il
b

|
b

Il
c\hghh

Agora, integrando em ¢

2 2 2T
/ K2 = (kp)2d0 > D = / (ko)?d6 < / Kdo+ D
0 0 0

Isto quer dizer que ||k||2 < ||k||2 + D. O

Lema 3.6. Estimativa Pontual
Se OQW log k(0,t)df € limitada em [0,T) entdo k(0,t) é uniformemente limitada em

St x[0,7).

Demonstragao. Como f027r log k(f,t)df é limitada temos k < ¢ exceto em intervalos [a, b|

de comprimento menor ou igual a 6. Seja 6 € [a, b].

b 0 b
/ kodf = / kodf + / kodb
a a 4

Isso implica que

[
k(b) — k(a) = k(b) — k(0) + / kgdf

=k /ag bl s e (/9 ’fad0> | (/9 do) |

§c+\/5(/ k2d9+D)
Sl

Seja kmax(6,t) € S* x [0,T) o méximo valor de k. Isso implica que [, k%(6,1)df <
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Jo1 k2ax(0,1)d0 = k2

2 ax(0,1)2m. Combinando isso com a inequagao anterior temos

kmax (0, 1) < ¢+ Vo(2rk2, (0,1) + D)2 < ¢+ 27V 6kmax(0, 1) + V6D

c—l—\/SD

kmaxgatsi
%) 1—2m/6

Escolhendo ¢ suficientemente pequeno temos k& < 2c¢. Isso implica que k é uniforme-

mente limitada em [0, 7). O
A combinacao destas estimativas nos fornece a prova do préximo teorema.

Teorema 3.1. Sek: S*x[0,T) — R satisfaz o teorema (2.3) e a drea das curvas asso-
ciadas, A(t), € limitada inferiormente por A* > 0, entao a curvatura k é uniformemente

limitada em S* x [0,T), ou seja, ||k(6,1)]|c < 0.

Demonstracdo. O comprimento das cuvas decresce durante a contracao, deste modo
um limitante uniforme inferior para a area, A* > 0, produz um limitante uniforme
superior para k*(t) e como conseqiiéncia das estimativas pontual e da integral, k(6,t) é

uniformemente limitada. U

Os lemas a seguir serao uteis na prova da limitagao das derivadas de k,
em relacdo a 6, na norma infinito, no intervalo [0, 7).

Pela desigualdade de Sobolev se uma fung¢ao e sua derivada sao limitadas
na norma L? entdo a funcdo serd limitada na norma L. Nio apresentaremos a de-

monstracao deste resultado, que pode ser encontrado em [dLM].

Lema 3.7. (Desigualdade de Sobolev)
Seja I C R um intervalo limitado. Entdo existe C' > 0 dependendo somente de I tal

que vale
o]l < C(llvll3 + [1v'13)

para qualquer funcdo v : I — R de classe C*.

Este proximo lema servird para limitarmos as derivadas de k, em relacao

a f, em intervalos limitados, na norma L2.

Lema 3.8. Seja y : Rt — R satisfazendo

d
d—?gay-i-by%—l-c
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onde a,b,c sdo constantes ndo negativas. Entao existem constantes B e C positivas

tais que y(t) < CePt. Em particular, y = y(t) € limitada em intervalos limitados.

Demonstrag¢ao. Observe que

y>0:>y%§y+1

d
:>d—§Say+b(y+1)+c:y(a+b)+b+c:By+D

dy
=Y < By+D
a =PV

Seja w = By + D. Assim,

dw dy dw dw
— =B->< B(B D)= — < Bw = — < Bdt.
g~ By SBBut D)= GrsBu=ns
Integrando
Ihnhw < Ct=w< el
Conseqiientemente, y < CeB’. O

Usaremos a desigualdade de Peter-Paul para simplificarmos equacoes.

Lema 3.9. (Desigualdade de Peter-Paul)

Para todo a,b € R, € > 0 temos ab < ea® + %

Demonstracao.

b \? b b2 b2
avV2e—— | >0=>20a>-—2——av2e+ —>0=ab<ed? +—.
( \/26) - v/ 2¢e 2 — - 4e

O
Assumindo que k é limitada faremos estimativas para ver que as suas
derivadas parciais também sdo e, juntamente com o teorema (3.1), provaremos que

existe solucao para a equacao de evolucao de k£ enquanto houver alguma area. Para

efeitos de notacao, usaremos ' para denotar a derivada de k em funcao de 6.

Proposicao 3.1. Se k ¢ limitada entdo k' é limitada (||k(0,1)]|c < 00 = ||K'(6,1)]|cc <

00).
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Demonstracdo. A idéia é usar a desigualdade de Sobolev com v = k' de modo que
precisamos estimar ||&'||2 e ||k”||2. Se &k é limitada entdo, pelo lema (3.5), ||k'[|o é
limitada, basta estimar ||£"||.

Observe que:
(k)¢ = (ko) = (K’kog + k°) = K*K" + 2kK'E" + 3Kk, (3.1)

donde segue que

% (k')*do = 4 / (K')3(k')edf = 4 / (K3 (K2k" + 2kK'K" + 3k>K')dO

—4 / 2K (K)3d0 + 8 / (K RRK"dO + 12 / ()*K2Hdo.
Usando integracao por partes

4 / K2 (k)K" d0 = 4 [k?(k')%" 2n _ / k”((k’):*kz)’d@} ~ 4 / K" (K)?k2)'d6
N % (k)*d6 = —4 / K (K K2)d6 + 8 / (KRR K" dO + 12 / (k)*k2d6
=4 / K"(3(K') K"k + (K')*2kk")dO + 8 / (K" kK" dO
+12 / (K" *k*do
— 4 / (K"Y23(K')2K2d0 + 2k" (') kd0 + 8 / () kk"d6
+12 / (K')*k*do
=12 / (K"2(K")?k*do — 8 / K" (k') *kdf + 8 / (K")*KkK"d
+12 / (K" *k*do

— _12/(k//)2(k/)2k2d9+ 12 /(k’)4k2d0 (1)
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Utilizando a equacao de evolucao para k£ obtemos

jt (K")2d0 = 2 / K (k)6 = 2 / K((K),)'d6

=2 / K (kK" + 2kK'E" + 3k2K')'dO

— 2/k”(k2k”,), /k" Qkk k” ,+2/kll 3k2
_ Q/kll(k2klll)l /kll kk k'” I+ 6 / k'”
Integramos por partes os seguintes termos
9 / kll(k2klll)ld0 =9 |:kllk2klll (2)71' _ /k2k111k111d9:| — _2/k2(klll)2d0
4/k"(kk'k")'d0: 4 [k"kk'k"ﬁ’r — /kk'k"k"'d@} = —4/kk'k"1€'"d9

e substituindo na equacao anterior

jt (K")?df = —2 / K*(K")%d0 — 4 / K'E"K"d6 + 6 / K" (2kK'K + K*K")dO
= / k> (K")*dO — 4 / E'E'E"d6 + 12 / E'k(K')? + 6 / K*(K")2d0.(*)
Note que

/ k)K" d0 = k(K227 — / Kk (k)2 + 2kK'K"]dO
. / (k') — 2 / (k)K" dO

= — / (K')*do =3 / k(k")?Kk"do.

Substituindo em (x)

jt (K")2df = —2 / E*(K")2df — 4 / EE'K"E"dO — 4 / (K")'do + 6 / K (K")%do

< -2 / K2 (K")%dO — 4 / kE'K"E"dO + 6 / k*(k")2do
< —2m? / (K")%dO — 4 / kK'K"K"dO + O, / (K")2df (%)

onde m é uma cota inferior de k& = —m > —k.
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Usando a desigualdade de Peter-Paul, com a = k" e b = —4kk'k"” temos

17,11\ 2
_4/kklkllkllld0§/(8(]{:[//)24_%) dO:g/(klll)2d9+g/k2(kl)2(k”)2d9

Substituindo em ()

d

4 / (K")2d0 < —2m? / (K")2d0 + ¢ / (K")2d6 + &

3

/ K2 (K)2(k"Y2d0 + C, / (k")2d0

Escolhendo £ > 0 suficientemente pequeno para garantir que € < 2m? e usando a—b < a

com b > 0 temos

% (K")2d0 < g / K2 (K)2(k")2d0 + C / (K"Y2d0 (2)

™ =

Multiplicando (1) por

_/ (k;)4d0 — _16_2 (k”)2(l{3’)2k‘2d0+ 18—2/(1451)414526” (3)

Multiplicando (2) por 3
d AV 12 M\2(1.\21.2 "2
o3 [ (kn2do < = [ (KP(K)PRd0 +3Cs [ (k)d0 (4)
Agora, fazendo (3) + (4)
]' d n4 d [/AV 12/ nN41.2 / m\2
-2 Bl < 22
Edt/(k) d9+3dt/(k pa < 22 [ (R0 + 30 [ (k)70
Reescrevendo
% / (k) + 04% / (K")2d0 < C! / (K)*K2d0 + Cy / (k")2d0
< Cs / (K")*dO + Cs / (K")2d6  (5)
Defina agora, f = [(k")?d0 e g = [(k')*d6, isto implica que (5) fica da

forma
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df dg
v < _ _
o Csf < -Cy 7 + Csg

Usaremos a técnica de fator integrante para resolu¢ao de EDO.

—Cst

Multiplicando a equagao acima pelo fator integrante e , temos

_oadf _ _ dg
Cstd Cst < Cst | _ “J

e i Csfe <e [ Cy 7 + C’sg]
d(e=“'f) —Cst dg
— L 5 _ _Z

= o <e { Cy 7t + ng}

Agora, integrando de 0 a t obtemos:

t
et < £(0) +/0 [e‘cﬁ (—04% + Cﬁgﬂ

Ja vimos que g e % sao limitadas. Logo, pela desigualdade acima, f é
limitada em intervalos limitados, ou seja, ||k”||2 é limitada em intervalos limitados.
Assim, pela desigualdade de Sobolev, temos que ||k'||.c < C e portanto

k' é limitada. O
Proposigao 3.2. Se k e k' sdo limitadas entdo k" € limitada.

Demonstracdo. Usaremos novamente a desigualdade de Sobolev com v = k", assim,

devemos estimar ||k"||,, mas primeiro vamos estimar ||&"||4.

% (k”)4d0 — 4/(kll)3(k2kll + k3)"d0 — 4/(kll)3(2kklkll + kaIII + 3k2kl)ld(9

— 8/(kll)3(kklkll)ld0+4/(kll)3(k2klll)ld9+ 12/(/{2”)3(l€2kl)’d0
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Integrando por partes

8/(k”)3(kk’k”)'d0 =8 {(k”)?’(kk'k") am — /kk'k"Sk”k’”dG} 24/kk’ (K")?k" do

4/(k”)3(k2k"’)'d0 =4 {(k")3k2k'" o — /ka”’?)(k”)?k"’dG] 12/k2 (K")? (k"2

12 /(k")3(k2k')'d0 =12 [(k")?’kzk' o — /kzk'3(k")2k"'d0} 36/k2k' (K")?k" do
= g [y = =2 [ enrreds - 12 e yas

— 36 / k2K (K")2k" d.

Pela desigualdade de Peter-Paul, com a = —24kk" e b = kk"k" obtemos
—24/kk’(k”)2k’”d0 < 2425/k2(k”)2d0+ i/k2(k")2(k’”)2d0.
Analogamente, com a = —36kk'k" e b = kk"k",
_36 / K2R (k)2 < 36% / K2 ()2 (k") 2d0 + 41_5 / K2(K")2 (k™ )2do.

Com isso, calculamos

d

dt/ k” 4d0 < 242 k2 kll d0+ /kQ(kII)Z(kIII)QdG_12/k2(k11)2(klll)2d0

/
+ 36% / E*(K')?(k")?d6 + 41 / k> (k") (K")2d0
—os% / (K")2d0 + (21_5 _ 12) / K2 (k"2 (k") 2d6
+ 36°¢ / E*(K')*(k")*d6.
Escolhendo ¢ suficiente grande para assegurar que —12 + 1/2¢ < 0, estas estimativas

garantem a existéncia de C7,Cg > 0 tais que

d

o | Bt < cr / k?(k")2d0 + Cs / k2 (k') (K")%do
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Como k e k' limitadas, isto implica que k? < C e (k')? < D, assim,

% / (k")*db < CCr / (k")?d6 + CDCq / (K")2d6 = Cy / (K")2d6.

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

/ (¥")d0 < ( / de)é ( / ((k”)Q)?de)% = Vor ( / (k”)‘*d&)é
~ g Jorasea(f (k">4d9>% .

Pelo lema (3.8) temos que ||k”||s cresce exponencialmente em t sendo li-

mitada em intervalos limitados.

Vamos agora estimar [|£"||.

%/(kﬂl)Qdo — 2 / k,lll(k,lll)tde — 2 klll(kt)lllde

2/klll(kt)llld0 — 2 |:klll(kt) g7r _ /kllll(kt)lld0:| — _2 / k””(kt)”do.
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Assim,

d

dt/ klll de — 2 kllll Ilde — _Q/kllll(kall + kB)”de

I
-2 / K" (2kK'K" + K*K" + 3K°K')'df
—4 / E"™(kE'E") d — / E"™(K2E")' d6 — 6 / E"™ (k2K d6
—4 / E" (k'K + kkE")k" + kk'k")dO — 2 / K" (2kE' K" + K*K"™)d0
—6 / K™ (2kK'K + K°K")dO
4 / KRR + k(k")? + kKK"]dO — 4 / K (kKK df
/ K2(k")2d6 — 12 | K" k(K')%df — 6 / K2 K" k"™ do

/ klIII kllde 4 kllllk k_II do o 4 / kllllkklklllde

—4 / K"Kk k") — 2 / K2 (k™)2d0 — 12 / K"k (k')?d0
—6 / k2" 0

k2 (k™)?d6 — 4 / K" (k')?K"d6 — 4 / K"k (k")
-8 / K"kK'K"d0 — 6 | K2K"K"'d0 / K"k (k')?d0

Seja m conta inferior de &, também k e k' sdo limitadas. Entdo

d

dt /(klll) de < 2m / klIII 2d0+011/‘kIIIHkIIII|d0+012/(kll) |kllll‘

:013/\k”||k””|d0+014/|k||k””|d0

Vamos aplicar o a desigualdade de Peter-Paul do segundo ao quinto termo
da inequacao acima.

No segundo termo com a = |k""| e b = C11|k™]| obtemos

2
011/|k”l|‘]€””|d9 S 8/(k’lll)2+ i_lsl(klll)2d0 (1)

a0



No terceiro termo com a = |k""| e b = Cy2(k")? obtemos

2
C'12

012/(kll)2|kml|d0Sg/(kllll)2+ 4 (k”)4d9 (2)

3

No quarto termo com a = |k"'| e b = C43|k"| obtemos

2
Ci

(520 (3)

Cl3/|k”|‘k”,l|d9 S 8/(kll’l)2+

No quinto termo com a = || e b = Cy4]k| obtemos
02
Cia / el |K""|df < ¢ / (k7 + CLk2dn. (4
€

Juntando (1), (2), (3) e (4) temos

d

_ (kIII)Z S (_2m2 + 0158) /(kllll)2d0+ 016

€

C
"2 17
/ (kydo + 7

a / (K"Y'd0 + Cug

onde Cig resulta do fato que [(k")?df e [ k*df sdo limitadas.
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno como nos casos anteriores e saben-

do que ||£"||4 é limitada em intervalos limitados temos

%/(klu)Z S 019 /(k,lll)Qdo + 020

Com isso, pelo lema (3.8), ||£"||2 cresce exponencialmente em t e é limi-

tada em intervalos limitados. Pela desigualdade de Sobolev temos que [|£"||oc < 0c0. O

Proposicao 3.3. Se k, k' e k" sdo uniformemente limitadas, entdo também sdo k" e

todas as deriwadas de ordem maior.

Demonstracdo. Calculamos

a "no__ AR 3\m
K= (WK + k)
= k?kO) + 6kk'E™ + [8kE" 4 6(k)? + 3k2 K"

+ [6K'(K")? + 18kE'K" + 6(k')°]
Isto significa que k' satisfaz uma equacdo parabdlica com coeficientes limitados, como
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vimos nos lemas anteriores. Assim, podemos aplicar o Principio do Maximo Parabélico
ae Mk, com )\ escolhido adequadamente, para garantir que |¥"| é limitada em intervalos
limitados.

Em geral, se k,k',... , k™Y sao limitadas entao

%W) < Bk 4 onkk kY 4 Ck™ 4+ ©

por inducao, também é limidada em intervalos limitados, ja que, pela hipétese de in-

dugao, estimamos as derivadas de k até a ordem (n — 1). U

Para limitarmos as derivadas mistas de k, vejamos, primeiramente, o que

acontece com k. Pela equacao de evolucdo, temos
ki = E*E" + 2K'K" + 32K

Utilizando as estimativas obtidas para k, k', k" e k" concluimos que ki é limitada.
Com um procedimento analogo, mostra-se que todas as derivadas mistas de £ sdao uni-

formemente limitadas em intervalos limitados.

Agora chegamos ao ponto de ver o que acontece com a area.
Primeiramente, vamos analizar um caso particular, onde a curva inicial é

um circulo de raio ry > 0, ou seja, ¢(,0) = ro(cos b, send).

Exemplo: O circulo contrai-se a um ponto em tempo finito.
Neste caso, consideracoes de simetria implicam que ¢(6,t) deve ser um circulo de raio

r(t) > 0 concéntrico a ¢(f,0). Logo, podemos escrever ¢(f,t) = r(t)(cos 8, senf).
1

—0 (cos B, senf), ou seja,

Disto segue-se que ¢; = r(cos,senf) e kN =

r deve satisfazer % = —%.

Vamos integrar

d 1 r 2 (t) —rg(t
—T=——=>rdr=—dt=>/rdrz—/dt:r—:=t=>M=—t
dt r ro 270 2

2
=r(t)=/r2—2t, te [0, 50}
1

Como, no caso do circulo, r = % tem-se k = - e usando o resultado anterior obtemos

k=

r3—2t'
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Com isso podemos ver que quando ¢ — @, r(t) — 0 e k — oo e disto

tiramos a conclusdo de que o circulo contrai-se a um ponto em tempo finito a saber,
2

2 r
T = 20'
Observe que

2 2
ro _ 7y _ Ao

T: = — = —
2 21 21

onde Ay é a area do circulo inicial.

Ao
27 ”

Com isso, vemos que a area do circulo se anula no instante ¢ =

Veremos que para uma curva convexa qualquer a area também zera em

tempo finito.

Proposicao 3.4. O tempo mazximal de existéncia de solugdes para o fluxo pela curvatu-
ra correspondente a curvas iniciais convexas € sempre finito e limitado superiormente

por ﬁ, onde kmin(0) denota o valor minimo da curvature da curva inicial.
min

Demonstracao. Este resultado é uma aplicacao imediata do principio do maximo, que

pode ser encontrado em [dLM]. 0O
Teorema 3.2. Eriste solugio para k : S' x [0,T) — R até a drea zerar.

Demonstra¢do. Enquanto existir alguma area, k e suas derivadas sao limitadas. Supo-
nha a existéncia de solugdo maximal para k : S' x [0,7) — R, mas a drea nao vai para
zero, ou seja, existe A* > 0 tal que }Ln% A(t) = A*. Entéo existe }LIIT{ k que é C'*° e assim
podemos extender a solu¢ao para um intervalo [0,7 + ), o que contraria k ser solugao

maximal em [0,7"). Portanto, }HI% A(t) =0. O
%

Isto significa que enquanto a curva tiver alguma drea, a curvatura per-
manece limitada e a unica forma da curvatura explodir é a area zerar.

Além disso, como T < oo e A; = —27 temos que o tempo que a area leva
para zerar é finito e exatamente 1" = ;‘—7‘;, onde Ay é a area da curva inicial.

Terminamos a demonstracdo do teorema (2.1), falta mostrar que a curva
evolui, assintoticamente, para um circulo ao mesmo tempo em que a area tende tende

a zero. E o que faremos na proxima secgao.
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3.2 Comportamento assintético

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que a curva tende a um circulo
enquanto a area tende a zero.

Faremos isto através de dois métodos distintos.

No primeiro, seguindo argumentos de [G], veremos que a area tende a zero
e a razao isoperimétrica decresce, implicando que L—: — 47r. Conseqiientemente a razao
entre o raio da circunferéncia circunscrita a curva, (r;), € o raio da circunferéncia
inscrita, (r;,), converge para 1, ou seja, ::;z — 1. Assim, a curva converge para um
circulo.

No segundo método, seguindo [GH], mostraremos que a razao entre a
curvatura maxima e a curvatura minima tende a 1, ou seja, ’fc‘:]—a: — 1.

E finalmente, vamos estimar as derivadas de ordem maior de k para provar

que elas convergem para Zero € conseqﬁentemente as curvas convergem para circulos

em “COO” .

3.2.1 Primeiro método ([G])

Comegaremos com alguns conceitos preliminares.
Sejam ¢(t) = ¢(.,t) uma familia de curvas parametrizadas, fechadas e
convexas, G(t) a regido delimitada por ¢(t). Além disso, L(t) e A(t) sdo o comprimento

e a area de () respectivamente.

Definigao 3.2. A func¢dio suporte da curva o(t) é h(u,t) = —{p(u,t), N(u,t)), onde

N(u,t) € o vetor normal d ¢(u,t).

Geometricamente, h mede a distancia entre a origem e as retas tangentes
a curva. A funcao h depende da escolha de uma origem no plano, valendo h > 0 se, e
somente se, a origem encontra-se no interior da regidao compacta delimitada por ¢(t).

Definida a funcao suporte, podemos determinar expressoes para a area e

o comprimento de uma curva fechada e convexa usando h.

Lema 3.10. O comprimento e a drea de ¢(t) sao dados por

Lz/hkds e Azl/hds
@ 2y

respectivamente.
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Demonstragdo. Seja o(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) uma parametrizagao de ¢(t) pelo compri-

mento de arco. Usando o lema (1.4)

1 1 1
Az—/xys—yxsds=—/(@,—N)ds:—/hds.
2J, 2J, 2/,

Para o comprimento usaremos f € S!' como parametro. Usando as

equacoes de Frenet, observe que

Ohds 1 1
= 22— (4, N) — (7, Ny)] = —[(T, N) + (, kT)] = (o, T
ho = 5225 = 2l~{ip0 N = (3, No)] = £1~(T, N) + (i, KT)] = (4, T)
1 1 1
Com isso,
1 1
h+h00:_<@aN>+<(paN>+%:%
Finalmente,
ds
L:/ds:/ —d0:/ [h+h90]d0:/ hd0:/hkds,
" Sl do g1 g1 ©
pois [g; hegdf = 0. Isto prova o lema. O

Definiremos a distancia de Hausdorff entre conjuntos, pois em nossa
andlise, a convergéncia das curvas para circulos ocorrerd nesta métrica.

Sejam A e B dois conjuntos fechados e convexos.

Dado € > 0, seja A, = {z € R?|dist(z, A) < e}.

Definicao 3.3. A distancia de Hausdorff entre os conjuntos A e B ¢
dy(A,B) =inf{e] ACB. e BCA}.

O teorema de Selegao de Blaschke [Lay| garante que qualquer colegdo in-
finita de conjuntos convexos em uma regido fixada limitada do R? tem uma subseqiiéncia
que converge para um conjunto convexo, na distancia de Hausdorff.

Seja (t) uma curva fechada e convexa. Vamos aplicar uma homotetia
em ¢(t) tal que a nova curva @(t) tenha drea 7, ou seja, vamos fazer uma normalizac¢ao

das dreas. Considere y o fator de homotetia.

Seja @(0,t) = pp(0,t), onde ¢(0,t) = (z(0,1),y(0,1)).
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Assim,

Com isso, denotando por ' a derivada em relagao a 6, obtemos
T=pr+p’ ey =py+py.

Vamos encontrar o fator de homotetia p.

Sabemos que A(p) = 5 f zy' — yx')ds.
L[ _,
= Al@) =5 [ @7 - )ds— [nz(p'y + py') — py(p'z + pa’)lds
1
/[u zy' — pwryalds = S /:vy’ —ya'ds = > A(p)

Queremos que A(p) = 7. Portanto, defina p de modo que p?A(p) = 7.

Isso implica que

N
Com isso obtemos
Sy — T
2(1) = |/ S0 (0

Denotaremos 7;,, de um conjunto GG, o raio do maior circulo inscrito a G
e Tep 0 raio do menor circulo circunscrito a G.

Para a demonstracao do teorema que garante que a curva durante a
evolucao torna-se um circulo, precisamos dos seguintes lemas auxiliares.

O lema (3.11) e o coroldrio (3.2.2) sdo essenciais na demonstracdo do

teorema principal desta subsecao.

Lema 3.11. Para toda curva conveza vy, de classe C', existe um funcional F(vy) > 0

tal que

LA(1-F(y)) > 7T/h2d8. (3.2)

Seja {v;} uma seqiiéncia de curvas convezas tal que lim F(vy;) = 0. Se as curvas v;
1— 00

ficam em uma regido limitada fiza do plano, entdo a regico G; inclusa em y; converge
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para um disco, na métrica de Hausdorff. Além disso, F(y) = 0 se, e somente se, v €

um circulo.

Demonstracdo. A prova serd feita em trés etapas.
1) Primeiramente, mostraremos que para curvas convexas simétricas em

relacdo a origem vale a equagao
LA—7 / h*ds > LA.E(y) (3.3)

onde E(7) é o funcional ndo negativo

TTinTex 27‘-(7‘ew + Tin)

E(y) =1 -
() +— 7

A forma da inequagdo de Bonnesen [O] para curvas fechadas é
rL—A—7r?>0 para Ty <7 < Tep (3.4)

a igualdade acontecendo para r = r., somente se a curva é um circulo.
O lado esquerdo de 3.4 é uma funcdo concava de r e conseqiientemente

seu grafico fica acima da linha secante formada pelo segmento de
(Tm, Tz’nL - A - 71-('r‘in)2) é (Teza TezL - A - 7T(Tew)Q)

Isto implica que

Texl — A — 71-(7ﬂeav)2 (’I“ . 7”) rinl — A — 7T(T‘m)2

Tex — Tin Tex — Tin

rL—A—7r? > (r —ry) >0 (3.5)

quando 7, < r < r.. Para curvas convexas simétricas, a funcao suporte h satisfaz

Tin < h < rqp. Substituindo r por A em 3.5 obtemos

TCSL‘L _— A — W(Tex)Q + (’[‘em _ h) TinL - A - Tr(rin)Q Z

Tex — Tin Tex — Tin

hL — A —mh?>> (h —rin)
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Integrando a equagao acima em relacao ao comprimento de arco temos

emL_A_ em2
L/hds—A/ds—w/thszT m(7er) /(h—rm)ds
v v v Tex — Tin ¥
inL_A_ in2
T ol [ (10— s
Y

Tex — Tin

o4 2
_ TewL A 7T(7'e:1:) [/ hds — Tin/d8:|

Tex — Tin 2 7
N rinl — A — (1) |:—/hd$+7nea:/d8:| >0

Tex — Tin 0% y

Usando que L = f7 dse A=1 fv hds e substituindo acima temos

L—A—n(re)
fez (e 94—y 1)

2LA—AL—7r/h2d52 —

v Tex Tin
Tink — A —7(Tin
LT T(Tin)
Texr — Tin
2 LA — 2A% — 2A7(Te)? — TeaTin L + Tin LA + m(7eg)?Tin L

Tex — Tin

2
[—2A + 1o, L] > 0

=>LA—7r/h2d52
v

N —2rin LA + 2A% + 2A7(rin)? + TeaTinl — Tee LA — m(730,)?Tex L
Tex — Tin

_2LA(res —min)  2A7(r2, —1i)  LA(res —rin) N TLTinTes

B Tex — Tin Tex — Tin Tex — Tin Tex — Tin

=LA — 27 A(rey + Tin) + TLriprers = LA.E(y) >0

>0

ou seja, LA — [ h*ds > LA.E(y), com E(y) > 0.

Se E(v) = 0 entdo a integral do lado direito de 3.6 é igual a zero. Isto
implica que o lado direito de 3.5 é zero e disto temos a igualdade em 3.4 com r = ;.
Portanto, v é um circulo.

2) Agora vamos analisar a convergéncia de {;} quando le E(y;) = 0.
Sejam {~;} uma seqiiéncia de curvas convexas simétricas em relagao azorcizem, e G; a
regido limitada por ;. Suponha que lim E(v;) = 0. Assuma que a seqiiéncia {G;} estd
toda numa regiao limitada do plano. ZOo’seorema de selecao de Blaschke afirma que uma
subseqiiéncia G;, converge para um conjunto convexo Go. Uma vez que A, L, r;, e
rer a0 funcionais continuos de conjuntos fechados e convexos, segue que E também é
continua. Logo, F(G«) = lim E(G;,) = 0. Da primeira etapa, conclui-se que G, € 0
interior de um circulo.

Levando em consideracao que a curva decresce na direcao do vetor normal,
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toda subseqiiéncia convergente converge para GG, ou seja, para um circulo. Conseqiien-
temente, toda seqiiéncia {G;} converge para um circulo, na métrica de Hausdorff.

3) Vamos estender os resultados obtidos para uma curva convexa qual-
quer.

Seja v : [a,b] — R? uma curva fechada e convexa que limita uma regiao
D. Para s € [a,b] seja j(s) o tdnico elemento de [a,b] tal que o segmento de reta
determinado por (s) e y(j(s)) divide D em duas regides com a mesma area.

Considere a fungao continua f : [a,b] — R dada por
f(s) =(T(s) x T(§(s)), ™),

onde x é o produto vetorial de vetores, T'(s) e T'(j(s)) sdo vetores tangentes a 7(s)
e v(j(s)) respectivamente, ™ = (0,0,1) e estamos identificando o conjunto R? ao

subconjunto {(z,y,0) € R*/z,y € R} C R3. Observe que

f(s) =(T(s) x T(j(s)), W) = =(T(j(s)) x T(s), ™) = = (i (s))-

Pelo teorema do valor intermedidrio, existe so tal que f(so) = 0. Logo,
T(s0) x T(j(s0)) = 0, ou seja, T(s0) = —=T'(j(50))-

Escolhamos coordenadas tal que o segmento formado por y(sq) e ¥(j(s0))
fique no eixo = e o ponto médio deste segmento é a origem do sistema de coordenadas.
Sejam 7; a porcao de v acima do eixo x e 7, a porcao de -y abaixo do eixo x. Denomi-
namos de —y; e —v, as reflexdes em relacao a origem de y; e 7, respectivamente.

Por construcdo, a curva convexa formada por ; U(—7;) é convexa, possui
o dobro do comprimento L; de ; e a mesma édrea de y. O mesmo acontece com YyoU(—72)
com comprimento 2L,.

Aplicando a desigualdade 3.3 para 7; U (—71) e 72 U (—72) e dividindo

por 2 segue que

LA—r / h2ds > Li A{E(v: U (=)} (3.7)

LoA—n / h2ds > LyA{E(7,U (=)}
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Combinando estas equacoes temos

LA / h2ds > LA {%E(% U (=) + %Ew2 U (—72))} (3.8)

O valor de cada parcela da soma do lado esquerdo da desigualdade acima
depende da escolha especifica do segmento usado para formar as curvas simétricas

convexas. Seja
L L
P = max{ 2B U (). 2B (- |

O comprimento 2L; da curva simétrica v; U (—7;) é limitado inferiormente por 2v/7A,
visto que @ > 4m. Andlogo para 2Ls.
Se o comprimento L de y é limitado por uma constante (L < C) entao

pela equacao 3.8 tem-se

F(y) > %E(% U(—mn)) > \/?E(% U (=m))
I A (3.9)
F(y) > fE(% U(—72)) > G E(v2U (—2))
Também temos
Tin(77) = min{ryp(v1 U (=711)), (72U (=72))} (3.10)
Ter(7) S Max{res (11U (=71)), Tex(2) U (=72))} (3.11)

Seja {7} uma seqiiéncia de curvas fechadas e convexas contidas nu-
ma regido fixa do plano. Suponha que seus comprimentos sao todos menores que o
comprimento de um envoltério convexo da regiao limitada onde as curvas estao. Se
Zlirglo F(v;) = 0 entao, segue de 3.9 que, o funcional E aplicado a curvas convexas
simétricas tenderd a zero. Da segunda etapa, concluimos que as curvas simétricas que
limitam regioes convergem para um disco de raio r. Em particular, o raio interno e o
raio externo das curvas convexas simétricas convergem para r. As desigualdades 3.10
e 3.11 implicam que 74, (7;) € Tez(7;) também convergem para r e conseqiientemente a

regiao (G; inclusa em ~; converge para o circulo de raio r, na métrica de Hausdorff.

60



Para concluirmos a prova do lema,

F) =06 ZEMU (1) =0 e Z2B(3U(-p) =0

S EMmU(-=m))=0 e E(pU(-7)) =0.

Pela segunda etapa, tem-se que y; U (—71) € 72 U (—72) sdo circulos, o que implica que

v ¢ um circulo. O
Para as curvas normalizadas, de area 7, temos o seguinte coroldrio.

Coroldrio 3.2.1. Seja {7;} uma seqiiéncia de curvas normalizadas tal que lim F(7;) =
1— 00
0. Se estas curvas normalizadas ficam em uma regido fixa limitada do plano, entdo a

regiado H; inclusa em %; converge para o disco unitdrio, na métrica de Hausdorff.

Demonstrag¢ao. Considere {%;} uma seqiiéncia de curvas normalizadas simétricas em
relagdo a origem. Pelas etapas 1) e 2) da demonstracao do teorema temos que a
seqiiéncia {H;} converge para um disco de drea m, ou seja, para o disco unitdrio, na
métrica de Hausdorff.

Seja 4 uma curva convexa normalizada. Seguindo os passos da etapa 3)
da prova do teorema construimos curvas simétricas, de drea w, 7,U(—71) e 72U(—72) de
comprimento 2L, e 2L, respectivamente. O comprimento 2L, é limitado inferiormente
por 27, visto que % > 47 e a drea é igual a m. Andlogo para 2L,.

Se o comprimento L de ¥ é limitado por uma constante (L < C) entao

pela equacao 3.8 tem-se

L, _ T _ _
F y) > —E 1 —Y1 Z _E 1 -/
(%) LL (U (=7)) g (1 U (=m)) (3.12)
F&) 2 206,0 (-5) > TBG.U (-3)
Também temos
Tin(¥) 2 min{rin (71 U (=), rin(T2 U (—72))} (3.13)
Teo(Y) < max{re (1 U (=71)), Tea(T U (—72))} (3.14)

Dada uma seqiiéncia {%;} de curvas normalizadas fechadas e convexas
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contidas numa regidao plana fixada, com seus comprimentos menores que o comprimento
de um envoltério convexo da regiao limitada onde as curvas estdo. Se 211)1?0 F(%) =0
entao de 3.12 segue que o funcional F aplicado a curvas convexas tendera a zero.
Assim, as curvas simétricas que limitam regides convergem para o disco unitario. Em
particular, o raio interno e o raio externo das curvas convexas simétricas convergem
para 1. As desigualdades 3.13 e 3.14 implicam que 7;,,(7;) € Tez(7;) também convergem
para 1 e conseqiientemente a regiao inclusa converge para o disco unitario na métrica

de Hausdorff. O

Coroldrio 3.2.2. Para algum funcional F(7)

(/ kst) -(1=F(y)) - w% >0 (3.15)

sempre que v é C? e conveza.

Demonstracdo. De L = f7 hkds, pela desigualdade de Cauchy segue que

e (o) ([

Pela equacao 3.2 temos

Lema 3.12. Se lim A(t) = 0 entdo
t—T

lim inf Z,(#) (/ k*ds — w%) <0

Demonstracdo. A derivada da razao isoperimétrica, em relacio a t, é

12 ILL,A— [2A, L ) L

onde L; = — [k?ds e Ay = —2m.
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Suponha que

L
L(/des—ﬂz> > e

em uma vizinhanca de 7" entao

A T

N

L2
(—) <25 = (nA), t<t<T
t

Ao integrarmos, obtemos

=) = () < SIn(A@) - S In(A(n))
=50 < ) - Sn(A(n) + S n(A()

Por hipétese, A(t) tende a zero. Disto segue que £ In(A(t)) — —oo e conseqiientemente
o lado direito da desigualdade acima atinge um valor negativo. Por outro lado, pela
desigualdade isoperimétrica temos que 47 < L—:. Donde temos um absurdo. Isto prova

o0 lema. ]
Finalmente, vamos mostrar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.3. Uma familia de curvas converas, de classe C?, que satisfaz a equacdo

de evolugao para 0 <t <T e para a qual thHTl A(t) =0 também satisfaz
%

LT

Demonstracao. Rearranjando a equacao 3.15 temos

/des — w% > (/ k2d5> F(v) (3.17)

Da desigualdade de Schwartz e do fato de que para curvas fechadas e simples vale

f7 kds = [ ‘;—ids = [ df = 27 segue que

o= (o) <[ ()

e combinando isto com 3.17 temos

2

= L/k2ds
v

(M

L </ k*ds — 7r§> > A’ F (v) (3.18)
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Pelo lema (3.12), concluimos que existe uma subseqiiéncia de curvas 7y(t;) tal que o lado
esquerdo de 3.18 aproxima-se de zero, logo F'((t;)) tende a zero.
Temos que mostrar que as curvas ficam numa regidao limitada.

Da equagao 3.16 segue
2 L 2
kds—wZZF(v) k“ds > 0

. 2 . . 2
Com isso temos (%) < 0, o que implica que % decresce durante o
t
encolhimento da curva.

Juntamente com a desigualdade de Bonnesen,

L? w2

A > —(Tep — Tin)? :
v 47T_A(’f‘e$ Tin)", (3.19)

obtemos que os raios das curvas 7(¢) sdo limitados superiormente, para todo ¢, por
uma constante KE. Como as curvas encolhem ao longo da evolugao temos que a regiao
das curvas convexas satisfazem G(t3) C G(t;) se ty > t;. Isto implica que o conjunto

(| {G(t)} contém pelo menos um ponto. Se usarmos um destes pontos como origem,
0<t<T
entao todas a curvas estarao contidas numa bola de raio 2R em torno deste ponto.

Disto, aplicando o lema (3.11) vemos que a seqiiéncia de regides G(t;)

converge para o disco, na métrica de Hausdorff. Como L e A sdo funcionais continuos

.~ 2 , .

da regiao convexa e LI esta decrescendo durante o processo de encolhimento da curva,
. 2 .

conseqiientemente % converge para 47 para toda uma familia de curvas. O

Coroldrio 3.3.1. A familia de curvas normalizadas 7(t), que limitam regides convezas

H(t) converge para o disco unitdrio na métrica de Hausdorff.

Demonstracao. Pelo teorema (3.3), os raios das curvas (t) sdo limitados, para todo t,
por uma constante C' e todas as curvas estao numa bola de raio 2C.

Pelo lema (3.11) a seqiiéncia {H(t;)} converge para o disco unitdrio, na
métrica de Hausdorff. Segue de 3.19 que re, € r;, convergem para 1, forcando a regiao

normalizada a convergir para o disco unitario. O

Com isso, terminamos o primeiro método para mostrar que, durante a

evolucao, a curva torna-se um circulo.
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3.2.2 Segundo método ([GH])

Nesta subsecao, também mostraremos que a curva torna-se um circulo,
mas analisando o comportamento da funcao curvatura ao longo da evolugdo, com o
objetivo, primeiramente, de mostrar que % — 1.

O primeiro lema refina a estimativa geométrica.

Seja k¥ =sup{b| k(f) >b em algum intervalo de comprimento w}.

Lema 3.13.
K (Orn(t) < :
T
wre 1= flw)(F=—1)
onde r;, € o raio da circunferéncia inscrita e ro, € 0 raio da circunferéncia circunscrita
da curva definida por k(.,t). f é uma fung¢io decrescente em w com f(0) = oo e
flm) =0,

Demonstragdo. Seja M < k! (t). O conjunto {0|k(0,t) > M} contém um intervalo

de comprimento menor ou igual do que w, fazendo uma mudanga de parametrizacao

podemos assumir que este conjunto contém o intervalo (—%,%). Se construirmos um

272
arco circular de curvatura M e angulo w, de acordo com a figura 3.1, tangente a curva
em # = 0, vemos que a curva convexa deve ficar na regiao limitada pelo arco e os raios

tangentes aos extremos do arco.

Figura 3.1:
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A hipétese de convexidade assegura que a curva fica no interior das li-

nhas pontilhadas, enquanto a estimativa k(f) > M em (—%, %) assegura que as linhas

pontilhadas ficam dentro do cone formado pelo arco circular e linhas retas do sélido.
Visto que o circulo inscrito fica no interior do cone e o circulo circuns-

crito deve envolver todo ponto da curva, vemos que para um dado R;, (observe que

Tin < Rin) 0 menor R, é obtido pela configuragdo mostrada na figura 3.2.

Figura 3.2:

Observe que 7, < Ry, € Rep < 1. Da figura anterior e trigonometria,

determinamos que |b| = +; e que

1

1
w }i }i R,
cos | = | = = =
<2> |+ 6] |d|+4; lal+]d|

2Re:c 2 Rzn + |CL| (**)

2/ 7 2Ry — Ry
De (x%) temos
2R3$>1+|G‘Z>Rez>l+ |(L‘ :>Rea;>1_1+ ‘CL|
Rm o Rm Rm -2 2Rm Rm o 2 2Rm (320)
Ry 1 |al
= 21> -4

R;, 2 2Ry,

Agora

Rin
0s(%)

cos (£) = T = (Ja| + |d]) cos (5) =Rz lal= 2~

~ af+1d
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Por outro lado

1 1
w M A 11
“Y = dl = - d| = —1
cos 5) a0 = @ " T = (cos(%) )

~cos(2) M \cos(2)

Res 1 1 Rin 1 1
1>+ - = ~1

R, 2 2Ry, \cos(y) M \cos(%)

N S S ! ! 1
R;, ~ 2 2cos(¥) 2R, M \cos(%)

N R, 1> 1 n 1 1 1 1
R;, ~ 2 2cos(%)  RinM \2cos(y) 2

Substituindo o = —% + 2coé(%)’ obtemos

R, 1) > 1 ! 1
Rin =T RaM” RinM

R, 1 1
_ > _
= (Rm 1) a  >11 RmM)

Res - 1
:»( —1>a1—12—

R 1 1
= (=E_1|lal+1< = Mr;, <
(Rm )O‘ TS R T T S T g (B

faca a! = f(w). Como M pode ser tomado arbitrariamente préximo de k7 (t) isto

prova o lema. O
Corolario 3.3.2.

1
1_5) 1— flw)(f=—-1)

(i) < (

onde € é qualquer niimero positivo pequeno.

Demonstracao. Pela demonstracao da estimativa pontual, vemos que para qualquer
e >0,se %y < dentdo k(0,t) > (1 — €)kmax(t) para todo 8 € (6p — 5,00 + %) (onde
kmax(t) = k(6o,t)). Assim, k% (t) > kmax(t)(1 — €) para todo t. A escolha de ¢ depende
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somente da curva inicial. Com isso

Fmax (1) (1 = €)7in(t) < kG (8)rin(t) <

1— flw)(f=-1)
1 1
1—s> 1 flw)(f=-1)

= kmax(D)rin(t) < (

Proposicao 3.5. Para qualquer e > 0

e (O7in(£) < ( ! )

1—¢
para todo t suficientemente prozimo de T'.

Demonstracao. Da desigualdade de Bonnesen tem-se a estimativa

L? 72

2

T

- _ >0 )2 > _
T 47T_A(7”ew Tin) _(1 )

Te:c

’ . 4 ~ .
Ja vimos que % converge para 47 durante a evolugdo da curva, conseqiientemente =
mn

converge para 1. Como 1 < fe < L2 5 ] temos que %= — 1. Isso implica que,

juntamente com o corolario anterior,

Fmax (t)7in () < (1 i g>

Teorema 3.4. k(0,t)ry,(t) converge uniformemente para 1.

Demonstracdo. Usando as técnicas usadas para provar a estimativa pontual, mostra-se
que a familia k(0, t)r;,(t) é equicontinua. Além disso, é uniformemente limitada e existe
uma subseqiiéncia que converge uniformemente para uma funcdo f(6). f(0) < 1 segue

1

da estimativa acima. Por outro lado, (k(,t;)r:n(¢;)) ' converge pontualmente para

f(6)7! na reta estendida e pelo lema de Fatou temos

1 . do .. L(t)
——df < lim 1nf/ —————— = liminf =27
/76 K0, )rin (8 Pin(t)

Mas, 27 < f %, assim, f(f) = 1. Como toda subseqiiéncia converge uniformemente

para 1, k(6,t)r;(t) converge uniformemente para 1. O
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Coroléario 3.4.1. ,l::a—’)‘(((?) converge para 1.

Demonstragao. Pelo teorema (3.4), k(6,t)r;,(t) converge uniformemente para 1. Isto

implica que kmax(t)7in(t) € kmin(t)7in(t) convergem uniformemente para 1. Assim,

Emin (£)7in (1)
k T

max ()i (t)

— Zmin(t) 1

max (t)

uniformemente.
Coroldrio 3.4.2. k(0,1)\/2T — 2t converge uniformemente para 1.

Demonstracao. Pela desigualdade de Bonnesen e A(t) = 27 (T — t) temos

2
2 _ . )2 .
% gp s L) ( L 2T ) -

A \/Z_ V2 (T —t)

Como A 2/, segue que \/T% converge para v/2.

Usando o teorema anterior,
1

—1
k(0,t)\2T — 2t

uniformemente. Portanto, k(6,t)\/2T — 2t converge uniformemente para 1.

O

Para determinar a razao de convergéncia das derivadas de k£ faremos uma

normalizacao de k de tal forma que as curvas de evolugao tenham area 7.

Queremos mostrar que o comportamento assintético no final da evolugao

é um circulo.

Seja p(f,t) uma parametrizagdo para uma familia de curvas que satis-

fazem a equagao de evolucao.
Seja ¢(0,t) = pp(0,1).
J& vimos que A(p) = u?A(p) = .
Por outro lado, A(t) = 27T — 2nt = 27 (T — t).
Isso implica que
T

,ﬂ:A:>A(t)=%:27r(T_t);»u:[z(T—t)]—%

Queremos criar um novo parametro de tempo, 7, para as curvas norma-

lizadas de tal forma que
op =
— =@ +kN.
or
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Para isso,

1

o -1 _3 _
i 2T -1t),> = —5(2(T —t)7 2 (=2)=2(T-1)2=pu

0p dpdt 4 dt 4 —2 kN — ok
5y = 4t dr (wp + pk )dT ("o + pkN)p uso+u ¢+ k

De onde obtemos que j—i = ;=2 e concluimos que

d dt
— =y =2(T — =
g T AT ) = dr = oy

1
=>7T= —iln(T—t)
Observe que, quando ¢t — T temos que 7 — 00.

Lema 3.14. Seja k(0,t) a curvatura normalizada. Entédo

k(0,t) = k2T — 2t.

Demonstracao.

—uxooye + kYoo _ 1 (—Tooys + Toyss) _ 11 (—Tooyo + Toyss) _ k(6,1)

[(z0)? + (1ys)?]? (42)2 (23 +43)? B (23 +3)? I

= k(0,t)V2T — 2t

k(6,1) =

Com isso, pelo coroldrio (3.4.2) temos que k converge uniformemente para 1.

Mudaremos o parametro do tempo ¢ para 7 = —% In(T —t). Para facilitar

a notagao, usaremos k(0,t) = k.
A seguir, analisaremos a evolu¢do da curvatura e de suas derivadas.

Proposicdo 3.6. A equacdo de evolucio para k é

]_fr = E2E90+k3 —k
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Demonstracao.

] ) ) o
Ok gy Okt (K dt (ko= by o (ko F)n— ki
or ot dr M ‘ dr 1 [

= (7 - k,u) ,u_2 = (k2l€59 + k3)u_3 - k,u_l = kkog + k°> — k
onde
k=kpy =k =y

kog = kogp " = k’kog = k’kgpp

As préximas estimativas serao feitas para provar o teorema abaixo.

Quando 7 — oo as derivadas de k — 0.

Teorema 3.5.

alk —2aTt
w(t)H < c(l)e™?

para l>1, O0<a<l.

O coroldrio do teorema anterior confirma que a curva converge para um

’ ~ . . ~ 14
circulo, na convergéncia C°. Para efeitos de notacdo k() = %.

Coroldrio 3.5.1. [|kO| < c()(T—t)* 2, 1>1e0<a<1. Isto implica que as

deriwadas das curvaturas originais nao normalizadas converge para 0 uniformemente.

Demonstragio. Usando o teorema anterior e o fato que 7 = —1 In(T — t) e que k¥ =

kO p~" temos

1K Nloe = 1D 5 oo = |7 IED oo < e(l)e?e

—2aT 2al In(T—t
:>||k(l)||oo c(De SC(Z)G 2 In(T"—)

IN

< c(l)eln(Tft)o‘u’

< ()T = 1) (AT = 1))7F < e(27H (T = 1)*F < e)(T — )"+,
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Os préximos dois lemas serdao ferramentas para limitar, em relacao a t,
as derivadas de k, em relagao a f. Juntamente com a desigualdade de Sobolev e outras

ferramentas antes utilizadas.
Lema 3.15. Seja [ : Rt — R satisfazendo % < cflfi — 2pf. Entdo

C
2p

=

f(r)r < — 4+ De™® < C(p).

Demonstracdo. Calculamos

d, o .1 9r pL 9.1 1 o df
—(e“"fp) = 2“7 v T_fp T ——
g\ ) =2 e e fr

1 27 1 1
<267 fr + %fpl(cflp — 2pf)

2T 2T
:2€2Tf%+6—6f0—2€2Tf%:e C
p

Integrando em relacao a 7 obtemos

2T
eQTf% < ce +D
2p
1 C —27
= fr < —+ De
2p

Similarmente temos
Lema 3.16. Se % < —af + Ce 7, entdo

C

f(r) < De " +

ou

Demonstracao. Calculamos

d ar g\ _ ar ar df

E(e f)=ae""f+e e
< e f + e (—af + ce”PT)
= CeleP)T .
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Integrando para o # 3

Para a = 8 temos - (e°" f) < C. Integrando

T

T f < COr+ D

= f<Cre " + De @

Nos préximos lemas limitaremos algumas derivadas de k.
Lema 3.17. ||k'||2 e ||k'||s sdo limitadas por constantes independente de T.

Demonstracdo. Por k, = k*kgg + k® — k obtemos

|

% / ()4 = 4 / (W) (K)o = 4 / (B3 (k,)'do
— 4 / (K)*(K2kog + K® — E)'do
—4 / (K [(K2kao) + (K%Y — (k)'do

4 / (R () + (R (B — (R (Ry'dd

Usando integral por partes,

J @ Ryds = P Rl — [ RS Eds =~ [ R ks

/ (R (R2ydo = (FYPR 27 — / A3 (2R d6 = — / FA3(F) 2R do

Isso implica que

(3.22)

ol

% / () do = / CA(RYE = 12B2 ()2 (kY2 — 128° ()R 0
] -

Yidg — 12 / R (R (k)20 — 12 / B (k)K" do
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Pela desigualdade de Peter-Paul
oo L 1 [ -
19 / R (R)2Rd < e(—12)2 / R0+ / R2 (R (R")2d0

Substituindo em 3.22 temos

% / ()0 < —4 / (K)df — 12 / F2 (K2 (k)20 + 1442 / R (R)2do

1 1.2(71.1\2(7.1\2
+ o | K)o

Tomando ¢ tal que —12 + ﬁ < 0 temos

83 / (K")*do < —4 / (K')*dO + 144¢ / E*(K")*do
-

Da desigualdade de Hélder aplicada em [ k*(k)%df segue que

83 / (K)*d < —4 / (k')1dB + 144e ( / k8d0>2 < / (k’)4d0) 2
-
juntamente com o fato que k — 1
a 1.1\4 17.\4 1.1\4 %
= @) d0§—4/(k) d0+c</(k) d0> |
Fazendo f(7) = ((¥')*d#) temos
of

9 « _ 3
or — 4f +ef

Tomando p = 2, aplicamos o lema 3.15 concluimos que

( / (15’)4d0> < % + De " < C(2).
O que implica que ||k'||s é limitada.

Afirmagdo: ||k'||, é limitada.
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Pela desigualdade de Holder

/ (K')2do < < / da); ( / (k’)4d9>; <V2rC.

Lema 3.18. ||k"||y € limitada por uma constante independente de 7.

Demonstracdo. Usando a equacao de evolucdo para k tem-se

aﬁ / (")2d6 = 2 / R () d6 = 2 / (R") (F2Fag + F* — F)'do
=

—2 [ @Ry +2 [ R0 -2 [k
Usando integral por partes,

//;:I’(/EQI;Z”)HCM — ]EII(E,ZEII)I'%W _ /(]2,2]5//)/]%///d0 — _ /(E%?I")%'"d@
/15”(/53)”d0 — ]5//(];,3)1 gw _ /(%3)Il_€md0 - _ /(/53)'1_6'"d0
Isso implica que

82 /(kll)2d9 = -2 /(k‘”)ZdH -9 /(ka//)/kmde _ 2/(k3)lkllld9
T

=-2 /(EII)2d9 -9 /(2]2]5/]:7// + EQEH/)E///CM _ 2/3/2‘2/;:'/:7”%9

= _2/(/_fll)2d9— 4//515'15"15"%9 —2/[}2(]?;”')%9_6/];;2,5%/”%

- > N J
v~
1 2

(3.23)

Aplicando a desigualdade de Peter-Paul em 1 e 2 temos

o o 1 [ - .
4 / FERR"d6 < 166 / (R (R + / (F")2k2d6

o o 1 o
6 / K2K'K"df < 36¢ / R (k)P + - / (K")2k>do
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Substituindo em 3.23 segue que

0

2 [ @yas < 2 / (F"Y2d0 — 2 / R2(R")2d0 + 36¢ / 72 (F)2d6
.

o 1 .
+16e / () (K)o + 5 / (F")2k2d0

Escolhendo ¢ de tal forma que —2 + % < 0 obtemos

;T / (K")?df < =2 / (k")?db + C / k2 (K')2d6 + Cy / (K")2(K")2do (3.24)
Usando
;T / (K')'do = / AR — 1282 (K2 (K")? — 1263 (k') k" d6
temos

/ 12k2 ()2 (K")2d0 < — ;T / (k)0 + / _A(R)d6 —12 / B (3.25)

——
<0

Seja M um limitante inferior de & e
/ —12K*(K")?k"df < 144¢ / K'do + — / K')bdo.
Assim, obtemos
12042 / (W)2(R")2d0 < —(% / () 6 + 144¢ / Fdo + 4% / () ()5 dp.
Voltando a 3.25

;T /(k”) df < —2/(k)2d9_ e /k )d6 + Ei /(k_u)2d0
(K")* (k) d0+02/(k) k2do .

v

485

-~

Cy

Tomando ¢ pequeno

; / (R")?db < ~Cy7 / )ido + Cy — / (K")2do.
.
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Seja f = [(k")?d0.

of 9 [ zna

Multiplicando pelo fator integrante e” temos

'raf 'ra 1.1\4 T T
GES—Cg,ea—T/(k)de‘i‘eCzl—ef
of 9 [ 7
TYJ Tr< o [ 0=
=>€a7_+€f_6 ( CgaT/(k)d9+C4>

$£¢7hg%}@%/@ww+@>

Integrando em relacao a 7

a a 2
/ %(eTf)dT < —03/ T;—T (/ (l_f')4d0> dr + Cye®
0 0 0

a 2 27
g@/e«/(mwam;{@a/(m%@m+@w
0 0 0

donde obtemos

e’ f(a) < Cse® + Cg + Cye®
:f(a) S C5+06+C4

O que implica que f é limitada e conseqiientemente ||k"||2 é limitada. O
Lema 3.19. ||k'||o converge para 0 quando T — oo.

Demonstragdo. Da desigualdade de Sobolev e dos lemas (3.19) e (3.20) concluimos que
|&']|lse < 00. O limitante em ||k’||, implica que k' é equicontinua, disto uma subseqiiéncia
converge uniformemente para g(f). A anti-derivada de k' necessariamente converge
para a anti-derivada de g. Mas k — 1 uniformemente, disto ¢ = 0. Visto que toda

subseqiiéncia converge para zero, k'(f,7) — 0 uniformemente. O

Observacao 3.1. Uma funcdao F' é chamada uma anti-derivada de uma funcao f em

um intervalo I se F'(x) = f(x) para todo x € I.

Vamos determinar bons limitantes exponenciais para as derivadas de or-

dem maior.
Lema 3.20. Para qualquer 0 < o < 1 podemos escolher A tal que paraT > A, f(/%”)2 >
4o [(K')2.
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Demonstracdo. Observe que se

cosf senf
—df= | —dfi=0
/ k / k

/ %cos 0de = / %sen&d@ = k df = 0.

entao
k2

Desde que £ é perpendicular ao primeiro autovetor, pela desiguadade de Wirtinger

J[E)] =/ ()

Estimando o lado esquerdo da desigualdade acima

Eu (];./)2 2 (]2.//)2 (];,/)2]%// (];./)4
/<ﬁ—2 = d0:/ = —4 = +4 = do

k" 2 (/%')4 (]}//)2 1 (1}/)4
< — _ _ —
_/(kQ) +4 7o + 4e 7 +5 7o do

g(1+4g)/(’£—g>2d9+c(7)/<%>2d9

visto que ||k’||oc — 0. Para A suficientemente grande, podemos assumir que k é apro-

temos

ximadamente 1. Assim, para qualquer « tal que 0 < a < 1, temos 4o [(K')%df <
J(&")?do. 0

Lema 3.21. Para qualquer 0 < o < 1 hd uma constante c tal que ||k'||; < ce™207.

Demonstracdo. Consideremos

aﬁ / ()20 = 2 / FRR 4 B — Fydo =2 / FRR"Y + (R — (W20
.

Mas
/EI(EQEII)IdO — ];;,152]5” g’ir o /]52(1511)2d0

o que implica que

% ()20 = 2 / R (F")2d0 + 6 / (F)2(R2)d6 — 2 / (i)2d6
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Para qualquer o, 0 < a < 1, podemos escolher A tal que para 7> A

5y [@do < s [(@pds -+ 6a [ (@as 2 [ as

9 T2 / T2
N < —_

= 5 /(k) do o [ (K')*d6

Chamando f = [(k')?df tem-se

of
_< < _ .
or — dof

daTt

Integrando temos f < Ce™" o que implica que ||k'[|3 < Ce~o7. N
Lema 3.22. Para qualquer 0 < o < 1 hd uma constante c tal que ||k"]|s < ce=207.

Demonstracao.

2 (l%")QdG — / _2(1%//)2 _ 2%2(%///)2 _ 41%]%/]%//]%/// _ 6]_€Zl_€ll_€,” do
—_———  —

or
1 2

Aplicando a desigualdade de Peter-Paul em 1 e 2 temos

/%kl%l!%mda S 6/([5]5///)2610_’_ 4i{f/(ly)Q(lyl)QdO
//{Qk,kmdg S 6/(l€kl”)2d9+ %g/kQ(kl)Zda
donde obtemos

aﬂ/(k//)ng S /_2(]:7//)2 o 2]52(]:7/”)2 o 4€(EEIII)2 +
T

o 9 . _
— 6eR*(R") + o R*(F")?do.

(EI)Z(E!I)Q

o | =

Escolhendo ¢ pequeno e A grande o suficiente tal que 7 > A, ||k'||o é muito pequeno:

82 /(k”)ZdQ < /[_2a(kll)2 _ 207]52(/2/”)2]d0 + 06—4647.
T

Usando a desigualdade de Wirtinger e o fato que £ — 1 uniformemente segue que

83 / (W")2d0 < —4a / (")2d0 + Ce=a.
-

Pelo lema (3.16) concluimos que [(k)* < Ce=4°T para qualquer o < @ e conseqiiente-

79



mente ||§"]|2 < Ce*oT. O

Corolario 3.5.2. Para qualquer 0 < a < 1 podemos achar uma constante c tal que

”]2/“00 S 06—2(17'.

Demonstracdo. Pela desigualdade de Sobolev, fazendo v = k' temos

1K1 < CUKS + IE"112) < e

Para limitar a terceira derivada precisaremos do seguinte:

Lema 3.23. Para qualquer 0 < a < 1 podemos achar uma constante ¢ tal que ||k"||4 <

cefa’r

Demonstracao. Calculando

% (El/)4d0 — 4/(12'”)3(]5”)ng — 4/(/5”)3(12‘7)”d0 — 4/(1511)3(];2]5// + ]2_3 o E)"d@

— 4/(/2‘”)3(/;12];1")” 4 (IZ,//)?,(EB)/I _ (Eu)3(];,)//d0

Usando integral por partes
Jnp@ryas = ey -3 [ @Ry
— -3 [ (GRRE + PR (F R
— [ Gk (R - SR (R s

/(%//)3(%3)//d9 — (1;11)3(]23)1 (2)7r _ 3/(%3)/(%//)2%///610 — / —3(3]%2121(]5,,)2]_5”1)6[9.

Isto implica que

aﬁ /(k”)4d0 — /[—4(k”)4 _ 24]2,]2,/(]%//)3]%/// _ 12[22(}%//)2(}%///)2 _ 36];;2];1(];//)2];‘”/]610
T
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Usando a desigualdade de Peter-Paul obtemos

% (]211)4d0 S /[_12]52(15//)2(]2,111)2 + 246]%2(15/”)2 + %(E!)2(lyl)4
+ 368/%2(];'”];'”/)2 + Z_SkQ(kI)Q(kH)2 o 4(kll)4]d9

Escolhendo € pequeno e usando que ||| € ||£’||2 sdo limitadas, para T grande obtemos

aﬁ / (k"Y'do < —4a / (F"YAdo + Cete
=

Aplicando o lema (3.16) concluimos que ||k"||? < Ce 207, O
2a'r.

Lema 3.24. Para qualquer 0 < o < 1 existe uma constante c tal que ||k"]|s < ce”

Demonstracao. Novamente, seguindo os passos das demonstragoes anteriores temos

82 /(]:;’”)2d0 =9 / E‘I"(/_ﬁT)mdg =9 / E///(E2Z;// + ]_€3 . /_ﬁ)mdﬁ
T

-9 /[klll(k2kll)lll + l;/‘lll(]%3)lll _ (/;/'”1)2]d0
Usando integral por partes
/‘EIII(EQEII)IHdQ — EIII(EQZ;II)II‘(Q)W _ /(EQEII)IIEIHICZG — /(QEEIEII + E'2EII,),EIHICZ0
— _ /{[lekl + 2]}2‘”]];” + 2]%]%/%// + EQEIIII}kIIIIde
— _/k””[2(kl)2k” + 2]%(]2//)2 _{_4];7]7{/];_/[/ +i§2k””]d0;
/l;'l”(]_f?’)”,de — EIII(]E?))II'%’II’ _ /I;;””(l_f?,)”do —_ _ / ]EIIII[3]2,2]_€I:|Id0

- / FGREE + 352K")db.

Isso implica que

82 /(l?:"’)QdG — _2 /{(El!l)2 + ]2,////[2(];;/)2]}// + 2]2,(]2,//)2 _}_4]}]::/]::/// + ]2,2]5////
T

+ 6k(k')* + 3k°k"]}d0

Aplicando a desigualdade de Peter-Paul “de forma adequada”, 7 suficientemente grande,
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¢ pequeno, a desigualdade de Wirtinger, o lema (3.22) e o corolario (3.5.3) produzimos

0 AV 7.2 (112 7.2 ( TN\ 2 & RAVYSN/AY Cs (I;;I)4(Ell)2
- < -9 2 e SV SRV
o e < [{=2B (2 + cieke ey + @2y + 2
4 %(%//)4 + %(El)4 + %kQ(kll)Q _ 2(];///)2}d9
S —4@/(12‘”’)2d9 + 0674057
Por fim, usando o lema (3.16) concluimos que ||£"||; < Ce=2o7. O

Lema 3.25. Assuma quel > 4,0 < a < 1, |[k¢Y|y < cie7?0 e ||k9) || < cpe7207,
j=1,2,....,1—2. Entio ||kV||s < c5e72°" e ||k¢V||o0 < che™27

Demonstracdo. Calculamos

83 / (kD)2dp = 2 / EORE" + K — k)Dde
=

— [ RO ERR R R - 2RO) a9

(@ — [{-2paey

(b) — 2k (k2) kO

(C) _ 2]%(l+1) (EZ)/%(l—l)

(d) — 215(l+1)(/;2)(j);‘€(l+1—j) (2<j<1-2)
(6) _ 2/%(l+1) (]%2)([—1)]%//

(f) _ 2E(l+1) (];;3)@—1)

(9) — 2(kY)?do

Os termos do meio podem ser limitados em termos de uma pequena fracao arbitraria
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do termo (a) e dos seguintes termos:

(b) (jl %2 )
((kQ)//)Q(k(l—l))Q

(C) 02 I;;Q )
((kQ)(j))Q(k(Hl J))

(d) 623 EQ ’
((k2)(l71))2(k//)

(6) 4 E2 ’
(/_€3)(l 1)

(f) Cs k2

O termo (b) pode ser limitado por uma pequena parte de (g) se 7 é escolhido adequada-
mente grande. Seja @ € (o, 1). Os termos (c) e (e) sdo limitados por Ce™*%T usando
a norma L* para as derivadas de pequena ordem e a norma L, na derivada [ — 1.
Os termos nas linhas (d) podem ser limitados por Ce™*" usando apenas a norma L.
Finalmente, limitamos (a) por — [(k")2df usando a desigualdade de Wirtinger e o fato

que k — 1 uniformemente. Com isso, obtemos

82 /(k(l))QdO < —404/(k(l))2 + Ce™"7,
-

Novamente, aqui aplica-se o lema (3.16) e completamos a demonstragao. O
Vamos mostrar o teorema, objetivo desta parte.

Teorema 3.6.

74aT

o'k
a0

para l>1, 0<a<l.

Demonstragdo. Vamos fazer a demostracao por inducio. Pelo coroldrio (3.5.3), [|k']|e <

Ce=27 e pelo lema anterior ||k¢~V ||, < C4e?*". Portanto para ||k"||s temos
1EOlloo = 1B 5o = 1K lloollE"Plloo < Cse™ e

O

Assim, terminamos de mostrar que uma curva convexa torna-se, assinto-

ticamente, um circulo enquanto a area zera.
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Apéndice

Enunciaremos alguns resultados auxiliares.
1) Principio do Méximo Parabdlico [dF]
Suponha que F(z,t) : [0,€) X [to, to + €0] = R e que

e a evolugdo de F' com respeito a t é governada por uma equagdo diferencial estri-

tamente parabdlica;
e F(z,t) > 0, mas ndo = 0;
e F(0,t) >0e F(e,t) > 0.
Entao F(z,t) > 0 para z € (0,¢) e t € (to, 1o + €.

2) Lema de Fatou
Sejam f, : X = R, f, > 0, p uma medida e seja f(z) = liminf f,,(z). Entao

/E f(z)dp(z) < liminf /E fau(z)du(z), VE € M.

3) Desigualdade de Holder
Sejam p,q > 1 tal que %—i— % = 1. Entdo Vf € L,(a,b) e Vg € Ly(a,b) tem-se que
fg € Li(a,b) e é valida a seguinte desigualdade

/ f(t)g(t)dt‘ < 171 gle
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