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Resumo

BERNAL, Marcia Maria. Estudo do objeto proporcgdo: elementos de sua organizagdo
matematica como objeto a ensinar e como objeto ensinado. Floriandpolis, 2004. 169f.
Dissertacdo (Mestrado em Educagéo Cientifica e Tecnoldgica) — Programa de Pos-Graduacdo em
Educacéo Cientifica e Tecnologica, UFSC, 2004.

Esta pesquisa tem por objetivo identificar objeto matematico proporcdo enguanto objeto a ensinar
e, enquanto objeto ensinado em classe de 6% série do Ensino Fundamental. Sob o referencial da
Teoria Antropoldgica do Saber e da Teoria da Transposi¢aéo Didatica, de Chevallard, é realizado
0 estudo do conceito e da organizagdo matematica do objeto propor¢do, em termos de tarefas,
técnicas e tecnologias. Para identifica-lo enquanto saber a ensinar busca-se evidenciar questbes
relativas ao surgimento do saber proporcéo e a seu tratamento como objeto mateméatico, em um
breve estudo histérico e em um estudo de publicagcbes consideradas como instituicdes de
formacdo de professores. O estudo de livros didéticos e uma observacdo em classe permite
identificar elementos da organizacdo matemética do objeto proporcdo enquanto saber ensinado
em classe de 6% série. Estes estudos permitem identificar, no ensino atual, duas diferentes
abordagens das questdes relativas a proporcéo. Uma abordagem com origem na teoria grega das
proporgdes, na qual a propor¢cdo € objeto de estudo, e outra abordagem, na qual o objeto
propor¢ao ndo é presente e as questes relativas a propor¢éo sdo ensinadas no contexto dos
nUmeros reais, das igual dades e equactes, com énfase anogéo de proporcionalidade.

Palavras-chave: proporcéo, organizagcdo matematica, saber a ensinar, saber ensinado, observacdo
em classe ordinaria.



Résumeé

Bernal, MérciaM. Etude de I’ objet proportion : éléments de son organisation mathématique,
comme objet & enseigner et comme objet enseigné. Floriandpolis, 2004. 169f. Dissertacdo
(Mestrado em Educacéo Cientifica e Tecnoldgica) — Programa de Pos-Graduacdo em Educacédo
Cientifica e Tecnol 6gica, UFSC, 2004.

Cette recherche a pour objectif d’identifier I’objet mathématique proportion, comme objet a
enseigner et comme objet enseigné en classe de 6° série de I’ Enseignement Fondamental. Sous le
référenciel de la Théorie Anthropologique du Savoir et de la Théorie de la Transposition
Didactique, de Chevallard, est réalisée I’ é&ude du concept et de I’ organisation mathématique de
I’ objet proportion, en termes de téches, tecniques et technologies. Pour identifier cet objet comme
savoir aenseigner nous cherchons amettre en évidence les questions relatives al’ apparition du
savoir proportion et ason traitement comme objet mathématique, dans une breve étude historique
et dans une éude de publications considerées comme institutions de formation des enseignants.
L’étude de manuels des éleves (livres didactiques) et une observation en classe permet
d'identifier des ééments de I’organisation mathématique d objet proportion comme savoir
enseigné en classe de 6° série. Ces études permettent d’identifier, dans I’ enseignement actuel,
deux différentes approches des questions relatives a la proportion. Une approche avec pour
origine la théorie grecque des proportions, dans laguelle la proportion est |’ objet d’ éude, et une
autre approche, dans laquelle I’ objet proportion n'est pas présent et les questions relatives ala
proportion sont enseignées dans le contexte des nombres réels, des égalités et équations, en
insistant sur la notion de proportionnalité.

Mots-clés: proportions, organisation mathématiques, savoir a enseigner, savoir enseigné,
observation en classe ordinaire.
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I ntroducao

A pesquisa aqui apresentada trata de saberes sobre proporcdo. Mais particularmente
buscamos identificar elementos sobre sua evolugéo como objeto matematico. O objeto proporcéo
tem um lugar importante no desenvolvimento da matematica ao longo da historia, em pesquisas
sobre 0 desenvolvimento cognitivo dos alunos e também no ensino da matemética no ambito do
Ensino Fundamental e Médio.

No Brasil, segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais — PCN (1998), o
desenvolvimento do raciocinio proporcional € um dos objetivos do ensino da matemética para 0s
3° e 4° ciclos'. Também neste mesmo documento, a proporcionalidade é apontada como uma
idéia matematica fundamental, um principio geral do conhecimento matematico, que deve ser
desenvolvido articulado com mdlltiplos aspectos dos diferentes conte(idos?, visando possibilitar a0
aluno a compreensdo ampla deste saber. Esta mesma vis&o € presente na Proposta Curricular de
Santa Catarina— PCSC (1998).

Para o 3° ciclo, em particular, os PCN apresentam como um dos objetivos do ensino, o
seguinte:

O ensino da matematica deve visar o desenvolvimento:

Do raciocinio que envolva a proporcionalidade, por meio da exploragdo de
situacbes de aprendizagem que levem o auno a observar a variagdo entre
grandezas, estabelecendo relacdo entre elas e construir estratégias de solugdo
pararesolver situagbes que envolvam proporcionalidade.(p. 65)

1 0 3°ciclo corresponde a 5% e 62 sries, e 0 4° ciclo a 7% e 8% séries do Ensino Fundamental.

2 Contetidos tais como: problemas multiplicativos em situagBes associadas acomparaco entre razdes, nlimeros
racionais por meio de suas representactes fracionarias, porcentagem, medidas, inclusive na variagdo de grandezas
como areas e perimetros, semelhanca de figuras, construgdes com régua e compasso e uso de outros instrumentos,
construcdo e analise de tabelas e gréficos, funcdes e matemética financeira.
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E parao 4° ciclo:
O ensino da matematica deve visar 0 desenvolvimento:
Do raciocinio proporcional, por meio da exploracdo de situacbes de
aprendizagem que levem o aluno a resolver situaces-problema que envolvam a

variagdo de grandezas direta ou inversamente proporcionais, utilizando
estratégias ndo-convencionais e convencionais, como as regras de trés. (p. 82)

Estes objetivos de ensino séo justificados nas * Orientagdes aos contelidos propostos’ para
o 3 ciclo: “O fato de que muitas situagBes da vida cotidiana funcionam de acordo com leis de
proporcionalidade evidencia que o desenvolvimento do raciocinio proporcional é util na
inter pretacdo dos fendbmenos do mundo real.” (p. 67)
Os PCN também reforcam a forma de tratamento, de abordagem, sugerida nos objetivos,
em diferentes momentos, como por exemplo:
- nos “Conceitos e procedimentos’ relativos ao 3° ciclo: “Resolucdo de situages-
problema que envolvam a idéia de proporcionalidade, incluindo o calculo com
por centagens, pelo uso de estratégias ndo-convencionais.” (p 72)
- nas “Orientagdes’ relativas a0 4° ciclo: “[..] Para a compreensio da
proporcionalidade é preciso também explorar situacbes em que as relacbes ndo
Sejam propor cionais — os contra-exemplos.” (p.84)
- nos “Conceitos e procedimentos’ relativos ao 4° ciclo:
-ldentificagdo da natureza da variagdo de duas grandezas diretamente
proporcionais, inversamente proporcionais ou ndo-proporcionais (afim ou
quadratica), expressando a relagdo existente por meio de uma sentenca algébrica
e representando-a no plano cartesiano. (p. 87)
-Resolucéo de problemas que envolvam grandezas diretamente proporcionais ou
inversamente proporcionais com estratégias variadas, incluindo regra de trés. (p
87)
-Divisdo de segmentos em partes proporcionais e construcdo de retas paralelas e
retas perpendiculares com régua e compasso. (p. 88)

Temos assim, segundo os PCN, a proporcionalidade como uma das idéias fundamentais

da Matemética, que deve ser trabalhada no Ensino Fundamental, pois este conceito leva a
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resolucdo de situacdes-problema que envolvem grandezas proporcionais. As estratégias de
resolucdo sdo apontadas como ndo-convencionais, as quais ndo sao citadas, e convencionais, das
quais sdo citadas somente “as regras de trés”.

Como podemos notar, € a no¢do de proporcionaidade que tem lugar nos PCN, nos
Objetivos de ensino e nos Conteidos propostos, nos quais ndo ha referéncia ao objeto matematico
proporcao. Entretanto, nas “Orientagdes didaticas” dos PCNs referentes a “Espaco e forma’,
“Grandezas e medidas’ e “Tratamento da informacdo” para os 3° e 4° ciclos, identificamos que
proporcao € explicitamente citada como contelido matemético, que pode ser trabalhado fazendo
conexao com os conceitos de razbes, semelhanca de tridngulos, propriedade de figuras, campos
NUMEricos, etc.

Um breve estudo de planos de ensino de 6% série do Ensino Fundamental da Escola
PUblica nos mostra o objeto proporc¢éo como conteido de ensino, com 0s seguintes objetivos:

- identificar proporcdo como aigualdade de duas razoes;
- aplicar a propriedade fundamenta das propor¢cbes para cacular o termo
desconhecido de uma propor¢do na resolucao de problemas.

A presenca de proporcédo enquanto contelido nos planos de Ensino e a énfase dada a
proporcionalidade pelos PCN e PCSC, nos leva a questionar e estudar como vive este objeto,
como saber aensinar e como saber ensinado.

Neste documento, apresentamos o estudo de propor ¢oes em trés capitul os.

O capitulo 1 traz uma sintese de trabalhos sobre proporcéo que permitiu-nos uma visao
sobre o tema. Este capitulo trata do referencia teodrico utilizado, que apbia-se na Teoria
Antropologica do Saber e na Teoria da Transposicdo Didética, de Chevalard. Com este

referencial encaminhamos as questdes de estudo.
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No capitulo 2 apresentamos 0 estudo da organizacdo matematica do objeto proporcéao,
enquanto saber a ensinar. Um breve estudo historico busca evidenciar questdes relativas ao
surgimento do saber proporcdo e a seu tratamento como objeto matemético. O estudo de
publicacOes que abordam questdes relativas a proporgdo, e que consideramos instituicoes de
formacdo de professores, também é apresentado. O estudo tratado neste capitulo nos forneceu
referéncias para o capitul o seguinte.

Do saber proporgdo, enquanto saber ensinado em classe de 6° série do Ensino
Fundamental, € o que trata o capitulo 3. O estudo de livros didaticos e uma observacdo em classe
de 6% série nos permitiu identificar a organizagdo matemética do objeto proporcéo neste nivel de
ensino.

Por fim, apresentamos a conclusdo geral deste trabal ho.
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1 Estudo de pesquisas sobre saberes que envolvem

propor ¢ao, problematica e quadro tedrico

Neste estudo apresentamos uma sintese de trabalhos sobre o tema, o referencial tedrico e

nossas questdes de pesquisa.

1.1 Sintese de trabalhos

Vérios estudos em Educacdo Matemética, Educacdo em Ciéncias e Psicologia Cognitiva
tratam de proporgcdes ou proporcionalidade, a saber Vergnaud (1983, 1990), Vizolli (2001),
Trindade (1996), Pinheiro (1996), Carraher, Carraher e Schliemann (1986), Carraher et a (1986),
Magal hées (1990).

Vizolli (2001) faz um estudo sobre a aquisicdo do conceito de porcentagem, explorando
os diferentes registros de representagdo: numéricos (percentual, fraciondrio, decima e
proporcional), geométrico, em lingua natural, tabela e grafico, com o objetivo de conceituar
porcentagem enguanto proporcao, abordando aspectos relativos ao sentido e ao significado
operatorio. Paratal, Vizolli elabora, aplica e analisa uma seqiiéncia didatica em classe de 6% série.

Trindade (1996) apresenta a andlise de aguns dos obstaculos epistemol dgicos® e suas
implicagbes aconstrucdo da nocéo de funcdo em matematica. Faz um estudo retrospectivo sobre

funcdes no qual explicita sua ligacdo com proporcdes: “Historicamente, o conceito de fungéo foi

3A nocdo de obstacul os epistemol dgicos tem origem na obra de Bachelard e foi introduzida na didética da
matemética por Brousseau: “Um obstaculo € um conhecimento que tem seu préprio dominio de validade e que fora
desse dominio é ineficaz e pode ser fonte de erros e dificuldades’. (BROUSSEAU apud CHEVALLARD, BOSCH e
GASCON, 2001, p 223)
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identificado com o conceito de proporcéo”. (SIERPINSKA, apud TRINDADE, 1996, p. 129). O
uso do conceito de proporcao para responder questdes relativas a fungbes é analisado enquanto
obstaculo epistemologico, o qual deve ser considerado no ensino de fungdes: “Tal fenémeno
[historico] ocorre também entre os alunos. Assim, criar a idéia de que proporc¢ao € um tipo de
relacdo privilegiada € um obstaculo epistemologico que diz respeito ao conceito de funcéo,
certamente.” (TRINDADE, 1996, p. 129) O autor propde atividades instrucionais que podem
facilitar a construgdo do conceito de funcéo, incluindo aquelas nas quais a proporcionalidade
direta ndo se apresenta como um tipo privilegiado de funcéo.

Encontramos em Pinheiro (1996) uma discusséo sobre o papel dos model os matematicos
no aprendizado de conteldos cientificos, fisicos em particular. Quanto a aprendizagem
matematica, diz a autora que:

Se pretendemos que o aluno possa utilizar model os mateméticos para construir
modelos cientificos, ndo podemos desconsiderar a complexidade que esses
primeiros possuem na sua construcdo. [...] Um dos elementos bésicos para a
construgdo de modelos mateméticos € a compreensdo da nogdo de
proporcionalidade. (PINHEIRO, 1996, p 79)

Pinheiro (1996) cita estudos que tratam das dificuldades da aprendizagem da nocdo de
proporcionalidade, apontando para duas nogdes distintas de proporcionalidade direta: uma delas
pertencente & experiéncias pessoais e a outra localizada nos conhecimentos de Matematica.
Temos, neste trabalho, a identificacdo da agquisicdo da nocdo de proporcionalidade como uma
tarefa problemética, o que motiva a autora na busca de justificativas e a proposi¢éo de possiveis
solugdes.

No ambito da Psicologia Cognitiva, estudos sobre aprendizagem e desenvolvimento da
nocdo de proporcionalidade oferecem contribuices para a Educacdo Matemética. No Brasil,
encontramos estes estudos em Carraher et a (1986), em Carraher, Carraher e Schliemann (1986).

Este dltimo trabalho pesquisa as resolucbes de problemas de proporcdo, formuladas por
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estudantes. Entre os fendmenos observados pelos autores, temos que a utilizagdo de estratégias
intuitivas € mais fregiiente que o uso de regras institucionalizadas como algoritmo de resolucéo, a
exemplo daregra de trés. Os autores levam em considerag&o, entre outras, as idéias de Piaget, no
ambito da Psicologia Cognitiva, e de Vergnaud, no ambito da Educacdo Matemética.

Na teoria de Piaget, o desenvolvimento cognitivo do adolescente estaria no estagio das
operacoes formais. as estruturas intelectuais que comandam o conhecimento se tornariam aptas
ao raciocinio légico e abstrato, sem necessidade de apoio na experiéncia e na acéo. Esta
independéncia das operagdes formais em relacdo aos contelidos e ao contexto cultural foi
questionada por estudos posteriores’, especiamente quanto & compreensdo do conceito de
proporcionalidade, apontada como uma conquista deste estagio: “ao conceito matematico de
proporcdes corresponde, segundo Piaget, um esquema psicolégico, O esquema da
proporcionalidade, que seria uma das caracteristicas do pensamento no periodo operatorio
formal” (CARRAHER, CARRAHER e SCHLIEMANN, 1986b, p. 588).

Um estudo sobre a transferéncia de estratégias na resolucdo de problemas de
proporcionalidade entre diferentes contelidos é feito por Magalhdes (1990). Em sua pesquisa,
apresenta as estratégias utilizadas na resolucéo de problemas de proporc¢des simples, por sujeitos
sem instrucdo formal acerca de propor¢es. Uma das conclusdes deste estudo € que houve
transferéncia do conhecimento entre problemas de contelidos conhecidos para estes sujeitos,
como por exemplo 0s que envolvem receitas culinarias, bem como entre problemas de conteido
conhecido e desconhecido; entretanto, ndo houve uma generalizacdo das estratégias e
procedimentos utilizados, de forma esponténea. A autora propde gque, no ensino da proporcgao, se

“procure resgatar os conhecimentos adquiridos informalmente, para posteriormente confronta-

* Vérios outros estudos s3o citados por Carraher, Carraher e Schliemann (1986, 1988), Carraher, Carraher,
Schliemann e Ruiz (1986), que sdo eles mesmos estudos deste tipo.
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los e sistematiza-los’ (p. 85). Sugere o estudo da transferéncia de aprendizagem no contexto de
sala de aula, investigando o efeito das interacfes entre diferentes contetidos, com a finalidade de

desenvolver estratégias mais eficientes de resolucdo de problemas.

Estes estudos mostram diferentes aspectos relativos a proporcao: propor¢céo como
contedo matematico, proporcdo como ferramenta para o clculo de porcentagem, proporcao
como obstaculo epistemoldgico para 0 conceito de fungdo quando tratada como um tipo de
relacdo privilegiada, como também nos apontam a aquisi¢do da nocdo de proporcionalidade como
umatarefa problematica.

Toda esta diversidade de tratamento sobre proporcéo, dada pelos PCN e pelas pesquisas
em Educacéo Matematica, Educacéo em Ciéncias e Psicologia Cognitiva, nos conduz a formular
0S seguintes questionamentos:

- Que conceito, ou que contedldo matematico € proporcao?

- Em qual saber matematico o professor busca subsidios para legitimar as estratégias
Intuitivas, ou ndo convencionais, para aresolugdo dos problemas de proporgao?

- O que se ensina sobre proporgdes, na 6% série? Qual a organizacdo matemética do
saber proporcéo nos livros didéticos?

A partir destes questionamentos e com base no referencial tedrico que adotamos neste

trabalho, que apresentamos a seguir, precisaremos nossas questdes de pesquisa (p. 21).
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1.2 Quadro teodrico e questdes de pesquisa

Apresentamos agqui 0s principais elementos do quadro tedrico que adotamos neste
trabalho, os quais nos conduzem a precisar Nosso questionamento.

Situamos nosso estudo numa perspectiva ecoldgica, na medida em gue nos interessamos
sobre proporc¢do na condicdo de objeto matemético na histéria, nas publicacdes enquanto saber a
ensinar, nos livros didaticos e em classe. Resgatamos, assm, elementos da organizagdo
matemética do objeto proporcao em diferentes “instituicdes’”.

O estudo de uma nogdo matemética, quanto a seus aspectos epistemoldgicos, e a
identificagdo de certas organizacGes mateméticas que vivem em diferentes instituicoes, sejam
estas no mesmo ou em diferentes niveis de ensino, nos coloca no contexto da Teoria
Antropoldgica do Saber e da Transposicéo Didética, sobre as quais daremos os elementos que
consideramos os mais relevantes neste trabal ho.

Segundo a Teoria Antropoldgica do Saber, um saber ndo vive isolado, e para conhecer
este saber, questdes do tipo das que seguem devem ser formuladas:

O que existe e por qué? O que ndo existe e por qué? O que poderia existir? Sob
quais condic¢des? Quais objetos sdo possiveis de viver ou, ao contrario, quais séo
impedidos de viver nestas condi¢cdes? (Chevallard in Artaud, 1997, p.1, traducéo
Nnossa)

Nesta teoria, Chevallard utiliza as nogdes de habitat (lugar) e nicho (fungdo) como

metaforas, fazendo analogia com o significado dado pelos ecologistas:

Os ecologistas distinguem, na atividade de um organismo, seu habitat e seu
nicho. [...]. O habitat é qualquer tipo de endereco, o lugar de residéncia do
organismo. Nichos sdo as fungdes que o0 organismo ai exerce: €, de certo modo,
a ocupacdo que ele ai exerce. (Chevalard in Assude, 1996, p. 50, traducdo
Nnossa)

® As definicBes de “organizacdo matemética’ e de “instituicdo”, no contexto deste quadro tedrico, serdo apresentadas
aseqguir.
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Em termos da Teoria Antropologica do Saber, habitats de um objeto matemético sdo os
diversos tipos de institui¢des nas quais se encontra um saber. I nstitui¢coes tém aqui um significado
mais amplo que 0 uso corrente e podem ser, por exemplo, um ciclo do Ensino Fundamental, um
livro didético, capitulo de livro, um artigo da revista da Sociedade Brasileira de Educacédo
Matemética - SBEM, a classe de 6° série do Ensino Fundamental.

Segundo Chevallard (1991), ao considerarmos esses habitats, percebemos que o saber em
questdo ocupa regularmente funcbes bem distintas. Isto €, a funcdo do saber pode variar
dependendo da instituicdo estudada. Assim, como cada ingtituicdo tem uma relagdo particular
com o saber, ou sgja, a relagcdo com o saber varia de uma ingtituicdo para outra, também sera
variavel amaneira como os agentes dainstituicdo irdo tratar este saber.

No quadro desta teoria, um objeto existe quando uma pessoa ou uma instituicdo reconhece
a existéncia desse objeto. Mais precisamente, dizemos que um objeto existe para uma instituicéo
se existe uma relagéo institucional desta com o objeto. Esta relacéo é representada por Ri(O), R-
relacdo, I-instituicdo e O-objeto (CHEVALLARD, 1992). A relagdo institucional Ri(O) indica,
em termos gerais, o que é feito na Instituicdo | com o objeto O, qual abordagem, qual tratamento,
ou qual o destino dado a“O” nainstituicéo I.

Ainda, narelagdo de uma certainstituicéo (escola) com um objeto, no caso de um sistema
didético (professor, aluno, saber), é necessario considerar a relagdo institucional com o professor
e arelacdo institucional com o aluno. A relagéo institucional com o professor R,(P) define o que a
instituicdo exige do professor, isto €, 0 que e como o professor deve ensinar o objeto. Ja arelacdo
institucional com o aluno R(A) define o que a instituicdo exige do aluno e deixa entender do que
0 auno devera dar conta.

As organizagbes mateméticas nos fornecem instrumentos para o estudo de nossas

questbes. Chevallard (2001) descreve uma organizacdo matematica em termos de tarefas,
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técnicas, tecnologia e teoria relativas a um objeto matemético.

A tarefa evoca uma acdo, 0 que € para fazer no exercicio, por exemplo: calcular,
demonstrar, construir.

A técnica é um “jeito de fazer” que permite redlizar as tarefas de forma sistemética e
explicita (técnica, do grego: “saber-fazer”, tékhne). Algumas consideragdes sobre a técnica:

- Uma tarefa pode ser problematica, o que requer o dominio de uma técnica
apropriada pararesolvé-la.

- Astécnicas permitem agrupar as questdes, ou problemas, em tipos de problemas.

- Uma técnica tem sempre um aporte limitado: ela s6 é bem sucedida em algumas
tarefas de determinado tipo.

- Pode acontecer que, a partir de uma primeira técnica de aporte reduzido, elabora-se
uma técnica de aporte maior.

A tecnologia € um discurso interpretativo e justificativo da técnica e de seu ambito de
aplicabilidade e validade (tecnologia: tékhne, técnica, e logos, discurso). Para que uma técnica
possa ser utilizada de maneira normatizada, deve aparecer como algo ab mesmo tempo correto,
compreensivel e justificado e sua existéncia supfe, entdo, a existéncia subjacente de uma
tecnologia. Além de justificala e tornala inteligivel, a tecnologia também tem a importante
funcéo de trazer elementos para modificar a técnica e ampliar seu alcance, superando, assim, suas
limitacBes e permitindo, em alguns casos, a producdo de uma nova técnica.

Todas as técnicas, matematicas ou ndo, exigem uma tecnologia e por isso, em toda
instituicdo, a existéncia de uma tecnologia € uma condicdo ecoldgica essencia para a existéncia
de umatécnica.

A teoria - tecnologia associada a uma técnica - € a tecnologia de sua tecnologia, isto €,

um discurso suficientemente amplo que serve para interpretar e justificar atecnologia. De alguma



20

maneira, é o fundamento Ultimo da atividade que vai aém do que parece 6bvio e natural, sem
necessi dade de nenhuma justificativa.

Viaa organizagdo mateméatica identificada nas diferentes instituicdes, bem como a relacéo
institucional com o objeto proporcao destas instituicdes, apontamos elementos sobre 0 que existe
€ como Vive 0 objeto propor¢cdo como saber dos sabios (savoir savant), como objeto a ensinar e
como objeto a ser ensinado. Com este ponto de vista nos situamos na teoria da Transposicéo
Didatica.

A teoria da Transposicdo Didéatica pde em evidéncia as instituicOes de transposicéo dos
saberes, ingtituicdes que se encontram na Noosfera. Noosfera € o lugar onde os saberes sdo
manipulados para fins de ensino, onde os saberes sdo modificados para passar de um nivel de
ensino a outro, lugar onde € pensado o funcionamento didatico. A Noosfera € considerada o
centro operacional do processo de transposicdo. Sua finalidade é estabelecer a interacéo entre o
sistema de ensino e seu entorno, proporcionando a selecdo dos elementos do “saber sabio”, que
devem advir “saber aensinar”.

Fazem parte da Noosfera os pais, 0s porta-vozes da instituicéo escolar, os representantes
do poder publico, especialistas da disciplina cujas trajetdrias pessoais conduziram ao interesse
pelo ensino, entre outros.

Neste trabalho, estudamos um tratado e diferentes artigos enquanto producéo noosferiana
(como veremos no capitulo seguinte).

Consideramos “tratado”, como Neyret:

[...] tratado [€] o livro produzido por um autor (considerado como instituicédo
transpositiva®), pertencente aesfera de producdo do saber que chamamos Ip, ou
muito préximo a ela, com a intengdo de “elementarizar” os saberes a ensinar.
[..] O que va caracterizar o tratado €, assim, sua forte legitimidade
epistemoldgica. (NEYRET, 1995, p.57-58, traducéo nossa)

® | nstituico transpositiva é aguela que pertence aNoosfera.
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No contexto deste referencial tedrico reformulamos nossas questdes de pesquisa, que
apresentamos a seguir.

Qual o habitat (lugar) e afuncéo de proporcéo engquanto objeto matemético:

- como saber aensinar?

- como saber ensinado?

Mais precisamente:

- O objeto proporcdo estd presente como objeto matemético nas proposicoes
noosferianas?

- O que propde a noosfera em termos de tarefas e técnicas relativas ao objeto
propor¢ao?

- O objeto proporcéo tem lugar como objeto matematico no saber ensinado?

- Quais tarefas e técnicas sio propostas como saber ensinado numa classe de 6% série
do Ensino Fundamental, ou sgja, qual a relacdo da instituicdo 6 série com o objeto
propor ¢ao?

Nosso estudo néo tem por objetivo dar respostas a estas questdes de maneira exaustiva.
Buscamos realizar um exercicio no qual, apoiados no conceito de “Organizacdo Matematica’ e
no conceito de “Relacdo Institucional” a um objeto matematico, pudéssemos explicitar el ementos
da Transposicao Didética relativos ao objeto proporgcdo enquanto objeto de saber a ensinar a
saber ensinado.

Os elementos tedricos aqui apresentados nos fornecem o instrumental para nosso estudo.
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2 Estudo da organizacao matematica do objeto proporcéo

I ntroducéo

Com o objetivo de evidenciar questfes relativas ao surgimento do saber proporcdes e 0
que € propor¢cdo enquanto objeto matemético, bem como de identificar tarefas e técnicas
envolvendo proporcao, realizamos um breve estudo historico, o estudo de um tratado e de artigos
de autores noosferianos.

Como tratado, estudamos o livro “Aritmética Progressiva’, de Antonio Trgjano. Esta obra
serd considerada por nés como um tratado, pois segundo o proprio autor, ela € um “um
compéndio tedrico e prético de aritmética”. O exemplar que examinamos é copia da 62° edi¢3o,
de 1927.

Neste contexto, ndo como tratados mas como institui¢ao transpositiva, também estudamos
dois artigos de Avila, publicados na Revista do Professor de Matemética, da SBM, em 1986,
(Razbes, proporcdes e regra de trés e Ainda sobre regra de trés), nos quais faz uma critica ao
ensino de razdes, proporcOes e regra de trés no Brasil, e sugere 0 ensino de variacoes
proporcionais, a exemplo do que é feito nos Estados Unidos.

Também estudamos quatro publicacdes de Lima, dirigidas a professores de matematica e
editadas pela Sociedade Brasileira de Matematica - SBM, nas quais o autor discute o conceito de
Grandezas Proporcionais, sua definicdo e utilizagdo: dois artigos da Revista do Professor de
Matematica (1986, 1988), o capitulo sobre Grandezas Proporcionais no livro Meu Professor de

Matematica (1991) e o livro A Mateméticado Ensino Médio (1999), ao tratar de funcéo linear.
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Tratamos as publicagdes de Lima e Avila como instituicbes transpositivas, pois 0s
autores, em posicdo noosferiana, deixam clara uma intencéo de levar aos professores uma

proposta de abordagem ou de tratamento referente aproporcao.

2.1 Proporcéao na historia

Escolhemos fazer esse estudo seguindo a ordem cronoldgica dos acontecimentos, porém
respeitando as varias civilizagbes, com o objetivo de obter um panorama evolutivo de nosso

objeto de pesquisa.

Egito

A matematica do Egito antigo foi especialmente conhecida através do Papiro de Rhind,
também conhecido como Papiro de Ahmes’. Parte deste papiro consiste em problemas sobre
questdes variadas e, segundo Boyer (1974), alguns deles podem ser descritos como aritméticos e
outros como algébricos.

Exemplos de problemas aritméticos:

O problema 72 propde calcular o nimero de pées, de 45 unidades de volume por grédo, que
se obtém com a mesma quantidade de gréos utilizados para fazer 100 pées, de 10 unidades de

volume por gréo e o de nimero 63 pede que sgjam repartidos 700 paes entre 4 pessoas, em partes

proporcionais a e%. Segundo Boyer (1974), estes problemas mostram conhecimento de

wlnN
N
wlkr

mani pulagdo equivalente aregra de trés.

" Rhind foi um antiquério que comprou este papiro no Egito, em 1858 d.C. e Ahmes foi o0 escriba que o copiou, por
volta de 1650 a.C., de documentos que datam de 2000 a 1800 a.C.
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A solucdo apresentada ao problema 72 € %’ 45 ou 450 pées. Ou sga, se 10 gréos, de 10

unidades de volume por gréo, fornecem 100 pées, entdo 10 graos de 45 unidades de volume por

gréo fornecem 450 pées. Ja, a solucdo do problema 63 é obtida fazendo a divisdo de 700 pela

soma das fragdes na proporgdo, que resulta em 400, e calculando deste valor. Ou sgja,

wln
N

Wl
NP

se % , que é soma das fragBes® na proporcao, equivale a 700, um inteiro equivale a 400. Assim, g

de 400 equivale a 266% , € assim por diante.

Os problemas gque Boyer (1974) chama de algébricos se referem a procura de nimeros
desconhecidos, onde a incognita € chamada de “aha’, e equivalem a equacdes lineares da forma
X+ax=b ou x+ax+bx=c, onde a, b e c sdo conhecidos e x é “aha’. Para aresolucdo € usado
0 método da fal sa posi¢éo:

Um valor especifico, provavelmente falso, € assumido por aha, e as operacles
indicadas a esquerda do sina de igualdade sdo efetuadas sobre este nimero
suposto. O resultado € entdo comparado com o resultado que se pretende, e
usando proporcdo chega-se aresposta correta. (BOY ER, op.cit., p.12)

Exemplo de problema algébrico:

O problema 24 pede o valor de “aha’ sabendo que “aha’ mais um sétimo de “aha’ da 19.

A solucéo de Ahmes é dada pelo método de falsa posicdo. Usando 7 como valor falso, Ahmes

obtém 8 para x+%x, em vez de 19. Ou sga, para X = 7 temos 7+%.7:8, mas procura-se

x+2x=19. Como 8<a§+1+19:19, entéo 783+1+19:x e x=16+1+1
7 e 4 8g e 4 8g 2 8

8 Os egipcios usavam somente fracdes unitérias, com excecao de 2/3. Assim, 7/4 é anotacdo atual para 1+1/2 + 1/4.
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Identificamos, assim, trés tipos de tarefas. problemas de regra de trés, divisdo em partes
proporcionais e resolucdo de equacdes lineares, cujas técnicas de resolucdo tem por base

propor ¢oes.

M esopotamia®

Segundo Boyer, para suprir as lacunas existentes em suas tabelas sobre exponenciais, 0s
matematicos babil6nios interpolavam por partes proporcionais para obter valores intermediarios
aproximados, usando propor¢do como ferramenta: “A interpolacdo linear parece ter sido
comumente usada na Mesopotamia antiga, e a notagao posicional € conveniente para a regra de
trés.” (BOYER, 1974, p.22)

Quanto a aplicacdo de proporcBes a geometria, afirma Eves (1995, p.61) que “os
babilénios [...] tinham conhecimento de que os lados correspondentes de dois triangulos
retangul os semel hantes séo proporcionais’.

O conhecimento babilénico sobre as médias foi introduzido na Grécia e aparece no estudo
da igualdade de razdes, ou proporgdes, como veremos adiante. De acordo com Bell (1985, p.50,
traducdo nossa), “com seus exemplos numéricos de quatro nimeros em propor¢éo, os babilénios
deram o primeiro passo para a teoria grega da proporc¢éo, que tem perdurado, praticamente,

sem nenhuma modificacéo, até hoje’.

® As civilizagBes da antiga Mesopotamia s também chamadas babilénias. Segundo Boyer (1974), sua matemética
tornou-se conhecida pelas tabl etas de barro cozidas, de dois periodos: por volta de 2000 a.C. e dos Ultimos séculos
a.C. Parte destas tabletas sdo ‘texto tabelas', de multiplicacéo, de reciprocos, de quadrados, de raizes quadradas e
exponenciais, entre outras.
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Grécia™®

Tales teriatrazido do Egito a geometria que introduziu na Grécia, e parece razoavel supor
gue deu uma organizacéo raciona a este estudo. Ha relatos de que Tales mediu a atura das
piramides do Egito, observando os comprimentos das sombras no momento em que a sombra de
um bastéo vertical eraigual asua atura, o que sugere o uso de proporgoes. Cabe agqui notar que
dentre os cinco teoremas atribuidos a Tales, ndo encontramos o Teorema de Tales, ou Le de
Tales, arespeito de segmentos proporcionais determinados por retas paralelas sobre transversais,

gue consta nos livros didaticos atuais.

A teoria das propor ¢oes dos pitagoricos

Conforme Heath (1981), ndo se conhece a forma como era exposta a teoria das
proporcdes dos pitagoricos, mas ha indicios de que estes tinham uma teoria de proporgdes para
nUmeros, ou sgja, para grandezas comensuraveis e nimeros inteiros. Desses indicios, destacamos
0 desenvolvimento da teoria das médias e 0 abalo causado pela descoberta dos segmentos
incomensuraveis. O autor diz, também, que embora ndo exista evidéncia clara de que os
pitagoricos fizessem uso de propor¢cdes em geometria, estavam familiarizados com figuras
semelhantes, o que implica alguma teoria de proporgoes.

O desenvolvimento da teoria das médias levou a descoberta da relagdo entre intervalos
musicais e razdes numéricas. A tradicdo diz que Pitagoras soube na M esopotamia das trés médias
aritmética, geométrica e harménica, sendo a geométrica tida como a propor¢ao por exceléncia.

Também era usada pel os pitagdricos a propor¢ado aurea, ou proporgdo musical, mencionada por

% burante o século VI a.C. viveram Tales de Mileto e Pitagoras de Samos. Boyer (1974) afirma que seu relato sobre
eles é baseado em tradicBes persistentes, ja que nenhuma obra destes estudi0sos sobreviveu. Diz-se que Talese
Pitégoras aprenderam astronomia e matemética no Egito e na Babilonia.
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antigos historiadores como a mais perfeita proporcdo. Esta relacionava duas das anteriores. o

primeiro de dois nimeros esta para sua média aritmética como a média harmonica esta para o

segundo numero. Estas médias so apresentadas por Heath (1981, p.86-87, traducdo nossa),

supondoa>b>c:

a-b _a b ¢ .

Aritmética ——=—=—=-, equivdlentea a+ c=2bh.
b-c a b ¢
Geométrica: a-_bzgecgz, equivdlentea ac= b’
b-c bS cu
Harmonica: a-bv.3 equivalente a 1,125 p=2¢
b-c c a c b a+c
~ . a+c _ 2ac
Proporgéo aurea  a: =
2 a+c

Um exemplo da aplicacdo da teoria de proporgdes ageometria, e que demonstra, segundo

Boyer (1974), uma certa influéncia da escola pitagorica, € o teorema sobre as quadraturas de

lunas, atribuido a Hipdcrates de Chios (430 a.C.): segmentos de circulos semelhantes estdo na

mesma razao que os quadrados de suas bases.

O relato de Eudemo (335 d.C.) diz que Hipdcrates provou isso, mostrando
primeiro que as &reas dos circulos estdo entre si como 0s quadrados dos
didmetros. Aqui Hipdcrates usa a linguagem e o conceito de propor¢do que
desempenhou papel tdo grande no pensamento pitagérico, [..] mas uma
demonstracdo rigorosa deste teorema parece improvavel nessa época. A teoria
das proporgcdes provavelmente estava feita sO para grandezas comparaveis.
(BOYER, 1974, p.49)

Em torno de 400 a.C. a suposicdo basica dos pitagoricos, de que tudo dependia dos

nimeros inteiros™, é abalada pela descoberta dos segmentos incomensurdveis. 0s nimeros

inteiros e suas razbes eram insuficientes para descrever propriedades geométricas, como

1 pitagoras, apds suas viagens, fundou a famosa escola pitagérica, que foi um centro de estudos de filosofia, de
matemética e de ciéncias naturais, como também uma seita religiosa. Segundo Eves (1995, p.97), “a filosofia
pitagorica baseava-se na suposi¢ao de que a causa Ultima das varias caracteristicas do homem e da matéria sdo os

ndmerosinteiros’.
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comparar a diagonal de um quadrado ou de um pentdgono com seu lado. Esta descoberta foi
perturbadora também porque
a definicdo pitagorica de proporcdo, assumindo como comensurdveis duas
grandezas quaisquer similares, fazia com que todas as proposi¢cdes da teoria
pitagdrica das proporcdes se limitassem a grandezas comensuraveis, invalidando
suateoriageral dasfiguras semelhantes. (EVES, 1995, p.107)

O fato de que ateoria das proporgdes existente até entédo ndo dava conta das magnitudes
incomensuraveis mostra, segundo Heath (1981), que a teoria das proporgdes dos pitagoéricos era
uma teoria numeérica, aplicavel somente & magnitudes comensuraveis, provavelmente nos
mesmos moldes da que é apresentada no Livro V11 dos Elementos de Euclides, que trata dateoria
dos nimeros. Neste livro, a Definicdo 2 diz que “um nimero € uma multitude composta de

unidades’, e a Definicdo 20 diz que:

NUmeros sd0 proporcionais quando o primeiro € o mesmo multiplo, ou a mesma
parte, ou as mesmas partes do segundo, como o terceiro é do quarto.
(EUCLIDES, 1956, p.278)

Heath (1981. p.190, traducéo nossa) explica esta definicdo ao dizer que “as duas razbes

. . . 1 m ~ , . . "
iguais sdo de uma das seguintes formas. m, = ou —, onde m e n sdo NUMeros inteiros.
n n

Héa a possibilidade, conforme Boyer (1974), de que até entdo os gregos usavam a idéia
gue quatro quantidades estdo em proporcdo, a:b = c:d, se as duas razbes a:b e c:d tém a mesma
subtragdo mutua. Ora, isto € uma aplicagdo do algoritmo euclidiano, processo para achar o
maximo divisor comum (m.d.c.) de dois nimeros inteiros, que diz o seguinte: “Dividir o maior
dos dois niUmeros inteiros positivos pelo menor e entdo dividir o divisor pelo resto. Continuar este
processo de dividir o altimo divisor pelo ultimo resto, até que a divisdo seja exata. O divisor fina
€ 0 m.d.c. procurado”. O algoritmo euclidiano é enunciado por Euclides também no Livro VII

dos Elementos — Proposi¢des 1 a 3, como um tipo da subtragdo reciproca, o que reforca a
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hipétese de que os pitagéricos fizessem uso da técnica aqui apresentada para verificar
proporcoes.
V gjJamos esta técnica, tomando as razdes 32:42 e 48:63, por exemplo, e aplicando a cada

umadelas o algoritmo euclidiano:

42-1.32=10 63—1.48=15
32-3.10=2 48-3.15=3
10-5.2=0 15-5.3=0.

OU g0=1.32 +10 63=1.48+15
32=3.10+2 48=3.15+3
10=5.2 15=5.3.

A proporcéo entre as razfes é verificada, pois os quocientes 1, 3 e 5, que representam o
numero inteiro de vezes que as quantidades menores, ou restos, cabem nos maiores, € 0 mesmo
para as duas razoes.

A perturbacéo causada pela descoberta dos segmentos incomensuraveis, segundo Boyer
(1974, p.57):

levou a se evitar razbes, 0 quanto possivel, na matemética elementar. A equacéo
linear ax = bc, por exemplo, era considerada como uma igualdade entre as areas
ax e bc e néo como uma proporcéo igualdade entre as razbes a:b e c:x. [...] SO
no Livro V de Os elementos é que Euclides atacou a dificil questdo da
proporcionalidade.

A teoria das propor ¢oes de Eudoxo

Eudoxo™ desenvolveu a teoria das proporcdes que permitiu superar a crise dos
incomensuravels. Esta teoria € aplicavel a grandezas, sem a necessidade dos nimeros, ja que
estes eram insuficientes para definir razbes de duas grandezas.

A teoria das proporcdes de Eudoxo é enunciada por Euclides (Livro V, def.5):

As grandezas tém entre Sl a mesma razdo, a primeira para a segunda, e aterceira
para a quarta, quando umas grandezas, quaisquer que sejam, eqlimultiplices da

12 Eudoxo de Cnido (408-355? a.C.), célebre matemético e astrénomo e discipul o de Platzo.
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primeira e da terceira a respeito de outras, quaisquer que sejam, equimultiplices
da segunda e da quarta, sG0 ou justamente maiores, ou justamente iguais, ou
justamente menores. (EUCLIDES, 1944, p.119)

E a seguir, enuncia (V — def.6): “Grandezas que tem a mesma razdo sdo chamadas
proporcionais’ (EUCLIDES, 1944, p.119)

Esta definicéo de propor¢des compreende a defini¢éo numeérica, dada em Euclides V11-20,
guando aplicada a grandezas comensuraveis.

A definicdo dada por Eudoxo para a igualdade de razbes significa, em notagdo atual, que
alb = c/d se, e somente se, dados inteiros m e n, sempre que ma < nb, entdo mc < nd; ou se ma=
nb, entdo mc = nd; ou se ma > nb, entdo mc > nd. Ela se assemelha ao processo que usamos para
equivaléncia de fracoes.

Mas a teoria das proporc¢des de Eudoxo tem resultados mais amplos. Afirma Bell (1985,
p. 66, traducdo nossa) que

esta obra grega do século 1V a.C., essencialmente uma teoria do sistema dos
ndmeros reais, ndo foi substancialmente modificada até a segunda metade do
século XIX, quando dificuldades criticas na andlise exigiram voltar a examinar
minuciosamente 0 conceito de nimero real. (grifo Nnosso)

Boyer (1974, p. 67) explica esta relacéo entre a teoria das proporgdes e as defini¢des de
nuimero real dadas no século XIX: “ [ela] divide a colegdo dos nimeros racionais n/n em duas

classes, conforme ma £ nb ou ma> nb.”

Euclides de Alexandria®®

O livro V dos Elementos de Euclides trata da teoria das proporc¢des de Eudoxo, como ja

3 Euclides viveu entre os séculos 1V eIl a.C., em Alexandria, onde ensinou geometria. Sua obra Os Elementos é
uma reuni&o e ordenacdo de trabal hos anteriores e nela aparece claramente o caréter demonstrativo e dedutivo da
matematica grega da época, sendo uma das mais importantes obras da historia da matematica. Segundo Boyer (1974,
pp.76-77), “Os Elementos ndo eram [ ...] um compéndio de todo o conhecimento geométrico, [...], mas a exposi¢ao
de ordem | 6gica dos assuntos basicos da matematica elementar” . Esta obra esta distribuida em 13 livros, sendo os
seis primeiros de geometriaplana, do V11 ao I X de teoria dos nimeros, 0 X sobre incomensuraveis, e do XI ao XllI|
sobre geometria no espaco.
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vimos, ndo atribuindo valores & grandezas geomeétricas. No livro VI, aplica esta teoria a
geometria plana, com teoremas fundamentais de semelhanca de tridngulos e a construcdo de
terceiras, quartas e médias proporcionais.

No livro VII trata da teoria dos nimeros, aqui inteiros e positivos e representados por
segmentos, aos quais aplica a teoria das proporcoes. Neste livro, além da definicdo de nimeros
proporcionais (Def.20), ja citada (p.28), € importante ressaltar a Proposicéo 19, que € apresentada
atualmente como a propriedade fundamental das proporcdes:

Se quatro nimeros sdo proporcionais, 0 humero produzido pelo primeiro e o
guarto seraigual ao nimero produzido pelo segundo e o terceiro; e, se 0 nimero
produzido pelo primeiro e o quarto for igual aquele produzido pelo segundo e 0
terceiro, 0s quatro nimeros serdo proporcionais. (EUCLIDES, 1956, p.318)

Ousga seab=cdentdoad=Dhb.c;esead=b.centdoab=c:.d.
Vemos, portanto, que a teoria das proporgdes na Grécia era aplicada em dois contextos.
Na aritmética ou teoria dos nimeros, aqui se referindo aos nimeros naturais, e na geometria, na

qual podiam ser incluidos os segmentos incomensuraveis.

China

Antigos textos chineses de matemética™ tratam de proporcdo, regra de trés e a regra de
falsa posicdo. Segundo Eves (1995), a Chinafoi a primeira a desenvolver aregra de trés, além de
outras realizacbes, cujos resultados sO chegariam a Europa durante ou ap0s 0 Renascimento,

muitos deles através dos hindus e dos arabes.

¥ O maisimportante dos antigos textos chineses de matemética é o K’ ui-ch’ ang Suan-shu, ou Nove Capitulos sobre
a Arte da Matematica, composto no periodo entre 206 a.C. e 221 d.C. Segundo Eves (1995), este texto € uma sintese
do conhecimento matematico chinés antigo, com teoria e pratica ligadas numa seqiiéncia de 246 problemas aplicados
gue tratam de vérios assuntos.
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india™

A regrade trés, conforme Smith (1958), foi dada por Brahmagupta e Bhaskara ja com esta
denominacdo e enunciada por eles quase da mesma forma, como uma regra arbitraria sem
nenhuma justificacdo, cuja conexao com proporcdes ndo era percebida.

Segundo Eves (1995, p. 263), Brahmagupta assim enuncia aregra de trés:

Na regra de trés, os nomes dos termos sdo Argumento, Fruto e Requisito. O
primeiro e o ultimo termos devem ser semelhantes. Requisito multiplicado por
Fruto e dividido por Argumento é o Produto.

Um exemplo é dado por Bhaskara, conforme Smith (1958, p.484, traducéo nossa): “Se
dois palas e meio de acafrdo custam trés sétimos de niska, quantos palas se comprar&o com nove

niskas?” A solugéo é dada do seguinte modo:

359
721

na qual os termos semelhantes ; e 9 sdo Argumento e Requisito e g € o0 Fruto. O Produto € dado
pela regra: Requisito multiplicado por Fruto, 9 2%, e dividido pelo Argumento, ; resulta em

ZE
2

Os arabes™®

Os érabes, segundo Smith (1958), usavam formas como as que seguem, para indicar a

> Naindia, os primeiros trabalhos importantes em matemética surgem a partir do séc. V e estdo fortemente ligados &
astronomia. Segundo Eves (1995), embora sua matematica fosse grandemente empirica, os hindds iniciaram o
desenvolvimento de algoritmos para nossas operages aritméticas e deram contribui¢les significativas ad gebra.
Brahmagupta, em 628, e Bhaskara, em 1150, escrevem trabal hos sobre astronomia, que contém partes dedicadas a
matematica, principalmente aaritmética e dgebra. Afirma Eves (1995) que muitos problemas aritméticos eram
resolvidos pelo método da falsa posicéo.

18 Por volta do ano 600 d.C. as conquistas do Império Islamico, que absorveram as culturas dos conquistados, tornam
Bagda o novo centro da matemética. No século IX d.C. muitas obras da antiga Grécia, da india, da Pérsiae da
Mesopotamia foram estudadas e traduzidas pelos &rabes e sua principal contribuicdo refere-se adlgebra.

Conforme Eves (1995), é do matemético e astrdnomo al-Khowarizmi, que viveu entre os séculos VIl e X, a
primeira aritmética &rabe que se conhece, aqual seguiram-se muitas outras aritméticas. Estas ensinavam regras de
calculo com os numerais e algoritmos hindus, a regra da falsa posicéo, fracBes e regrade trés.
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proporcao, ndo dando nomes aos NUMeros.

1|5
3115 3

N
[e2] 5

Khayyan, cientista e poeta arabe que viveu entre os séculos XI e XIlI, escreveu a obra

Algebra e reformulou a teoria das proporgdes.

Ao substituir a teoria das proporces de Euclides por um método numérico,
[Khayyan] chegou perto da definicdo de nimeros irracionais e lutou com o
conceito de nimero real em geral. (BOYER, 1974, p. 175-176)

Conforme Damedico e Peiffer (1986), Khayyan expbs uma teoria elaborada de
proporcdes, pois, para ele, a teoria de Euclides, Livro V, ndo exprimia a esséncia de uma razéo
gue é a medida de uma grandeza por outra, e comparava razdes incomensuraveis decompondo-as

em fragBes continuas.

O agoritmo das fragbes continuas, segundo D’ Ambrésio (1986), € apenas o agoritmo

euclidiano. Para a razéo %, temos o algoritmo euclidiano a=gb+r, que pode ser escrito como
%=q+bi, 0 gue é aplicado novamente a razéo b e assim por diante. Vgamos como se
% r
~ ] , - X 32 48
expressa, por fragcbes continuas, o algoritmo euclidiano para as razbes o e =’ gque
apresentamos anteriormente.
Razéo%: 42=1.32+10; 32=3.10+2; 10=5.2+0.
42 32 1 10
5 o34 =5+0. (1)
3 10
% o 01
o R2_ 1
Por substituicdo, podemos escrever o T (2
1+
3+
5
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Aplicando o processo paraarazéo 2—2 , encontraremos 0 mesmo resultado que em (2):

48 _ 1
63 1+ 11
3+=
5

Como as razbes j—i e 48 S0 razOes comensuraveis, existe um nuimero finito de

63
quocientes g, ou sgja, 0s numeros 1, 3 e 5. Para razbes incomensuraveis, a sequéncia, como em
(1), é infinita, sendo que os termos @, q,..., Gn,... SA0 chamados de quocientes parciais da fracdo
continua.*’

Ja no Livro X dos Elementos, proposicdo 2, Euclides usa o método das subtragoes
reciprocas, que resulta no maximo divisor comum para nimeros inteiros, para duas magnitudes
“como um teste de sua comensurabilidade ou incomensurabilidade: elas sdo incomensuraveis se
0 processo nunca chega ao fim, isto €, se 0 resto nunca mede o divisor precedente” (Heath, 1981,
p.404, traducdo nossa).

Segundo Damedico e Peiffer (1986), Khayyan indicou que ha igualdade entre duas
razdes se ha a igualdade de seus quocientes parciais para todo n, dando assim um critério que
permite comparar duas raz0es. A propor¢éo pode ser assim verificada no exemplo das razdes
32/42 e 48/63, nas quais os quocientes 1, 3 e 5 sdo iguais em ambas as fragdes continuas.

Temos aqui as proporgdes como fonte para evolugdo dos nimerosirracionas.

Omar Khayyan levantou assim o problema profundo da ligacdo existente entre
as nocdes de razdo e de nimero, que era para ele de natureza filosofica. [...] Ele
considerava que as razdes, quaisguer que fossem, deviam poder ser expressas
por nimeros, mesmo se certos fossem improprios; nés diriamos hoje que sdo os
nimerosirracionais. (DALMEDICO E PEIFFER, 1986, p.103, traducéo nossa)

7 E possivel demonstrar que a razdo incomensurével — um nimero irracional — é o limite das fracBes assim obtidas
(Dalmedico e Peiffer, op. cit. p 103).
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Europa — | dade Média e Renascimento®
Alguns autores e seus estudos

Fibonacci, ou Leonardo de Pisa (1175-1250), publica em 1202 sua obra Liber abaci que,
segundo Eves (1995), trata de aritmética e algebra, mostra influéncia das obras érabes, e € de
grande importancia na introducéo dos numerais indo-arabicos na Europa. Afirma ainda este autor
gue o0 método da falsa posicdo era usado por Fibonacci para a resolucéo de equacdes lineares e
quadréticas e que a regra de trés aparece ilustrada por um problema: “Um certo rei envia 30
homens a seu pomar para plantar arvores. Se eles podem plantar 1000 arvores em 9 dias, em
quantos dias 36 homens plantariam 4400 arvores?” (Eves, 1995, p.315-316)

No século XIV, deve-se uma visdo mais ampla de proporcionalidade a dois fisicos,
Bradwardine e Nicole de Oresme, ja que a teoria das proporcoes de Euclides havia sido aplicada
a questdes cientificas.

Bradwardine (1290-1349), inglés, escreveu o Tractatus de proportionibus. Ele verificou,
bem como outros estudiosos antes dele, que néo era correta a forma dada pela lei de movimento
de Aristételes, V = KF/R, na qual a velocidade era proporcional a forca e inversamente
proporciona aresisténcia, e K uma constante de proporcionaidade ndo nula. Em seu Tratado,
Bradwardine faz uso de uma teoria generalizada de proporgdes e propde que, para dobrar a

velocidade, a razdo F/R deveria ser elevada a0 quadrado. De modo gera, sua teoria das

'8 Durante a I dade Média o conhecimento acumulado pelos &rabes chega aEuropa Ocidental, principa mente através
da Espanha, invadida pel os mouros. Segundo Boyer (1974), Os Elementos de Euclides foi uma das primeiras obras
matemati cas cléssicas a aparecer em traducéo latina do drabe. H4 uma copia de 1142, feita pelo inglés Abelardo de
Barth, e outra da mesma época de Gerardo de Cremona (1142-1187), na Espanha. Atribuem-se a eles traducfes de
muitas outras obras gregas e arabes.

Também as relagbes comerciais das cidades italianas com o mundo arabe contribuem para a disseminacdo de
informac8es aritméticas e algébricas, Uteis aos mercadores, dentre as quais destacamos a regra de trés e o método da
falsa posicdo. Estas informagdes aparecem nas aritméticas que surgem no Renascimento, e que, segundo Eves
(1995), eram basicamente de dois tipos: as escritas em latim por intelectuais de formagao cléassica e outras escritas
em vernécul o por professores praticos que preparavam 0s jovens para a carreira comercial.
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proporcdes inclui tanto quantidades que variavam como poténcias, como quantidades que
variavam como raizes.

Nicole de Oresme (13237-1382), francés, escreveu De Proportionibus proportionum, no
qual “generalizou a teoria das proporc¢oes de Bradwardine de modo a incluir qualquer poténcia
de expoente racional e deu regras para combinar propor¢des que sao equivalentes as nossas leis
sobre expoentes, agora expressaspor X", X" = x™" e (x")"= x™.” (BOYER, 1974, p.192) H4,
ainda, outra obra sua que trata de proporcdes, 0 Algorismus proportionum.

Regiomontanus™ (1436-1476), em sua obra De triangulis omnimodis, trata inicialmente
de nocdes sobre grandezas e razdes. Segundo Boyer (1974), estas nocbes eram derivadas em
grande parte de Euclides, mas Regiomontanus dava val ores numéricos especificos aos segmentos,
0 gue Ihe permitia usar os métodos algoritmicos desenvol vidos pel os al gebristas arabes.

Em 1487, o italiano Luca Pacioli (1445-1514) conclui sua obra Summa de arithmetica,
geométrica, proportioni et proportionalite, que segundo Boyer (1974) era uma compilacéo de
aritmética, algebra, geometria euclidiana e contabilidade; desenvolve o simbolismo algébrico e
usa dgebra na resolugdo de problemas geométricos. Pacioli trata da regra de trés e da fasa
pOsi ¢ao.

Também matematicos como Chuquet (1445?-15007), Stifel (1486-1567) e Tartaglia
(1499-1557), segundo Smith (1958) e Eves (1995), tratam do calculo com nUmeros racionais,

com numeros irracionais, abordam a teoria das equagdes, proporgdes e discutem aregra de trés.

Raz&o e propor¢ao - uso dos termos e relagdes entre contelidos
Conforme Smith (1958), durante a |dade Média os termos raz&o e proporcao tiveram seus

significados confundidos:

9 Influente matemético do século XV, escreveu De triangulis omnimodis, dedicado atrigonometria.
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A paavra ‘razéo’ é uma palavra latina e foi comumente usada na aritmética da
Idade Média para significar cllculo. Para expressar a idéia a : b, 0s escritores
medievais latinos geralmente usavam a palavra proportio, ndo a palavra ratio;
enquanto para aidéia de igualdade de razfes, a: b = c: d, eles usavam a palavra
proporcionalitas. (SMITH, 1958, p. 478, traducdo nossa)

Smith (1958) cita varios trabalhos mateméticos deste periodo, e também do Renascimento
e ainda depois, nos quais a palavra “ proporcao” foi fregiientemente usada para significar “razéo”:
Campanus (1260), Jordanus Nemorarius (1225), Leonardo de Cremona (1425), Chuquet (1484),
Rudolf (1526), Barrow (1670), Greenwood (1729). Mas diz também que varios outros autores
usavam estes termos como 0 empregamos hoje.

Os termos meios, antecedente e consequente sdo devidos aos tradutores latinos de
Euclides. Muitos termos antigos relacionados com razéo, como razdes multiplas, duplas, triplas,
superparticulares, foram empregados desde o tempo dos gregos até o século XVII. Diz Smith
(1958) gue estes termos resultaram de um esforco para desenvolver uma teoria gera das fractes
quando ainda ndo havia um bom simbolismo para isto, mas com a introducdo de nossa notacéo
atual e a invencdo de um bom simbolismo algébrico, a exemplo do que foi feito por Pacioli
(1494) e Stifel (1546), muitos destes termos desaparecem. Na Idade Média, segundo Smith
(1958), a distingdo entre razdes e fragdes, ou razdo e divisdo, tornou-se menos marcada, € no
Renascimento isto quase desapareceu, exceto nos casos de incomensurabilidade.

Ainda conforme Smith (1958), a paavra proportio foi freglientemente usada para
designar séries, como em Pacioli (1494) e mais tarde no século XVII1. O uso mais comum desta
palavra limitou-se a séries de quatro termos. muitos antigos escritores falavam de uma propor¢éo
aritmética, b —a=d —c, como 2,3,4 e 5, e de uma proporgdo geométrica, a: b = c: d, como em
245 e 10, as quais 0s gregos adicionaram a propor¢cdo harmonica, nomes que agora S80

aplicados para séries. Os primeiros trabalhos impressos chamavam a atencdo, também, arelacdo
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entre proporcdes e progressdes, dizendo que proporcdo € apenas uma progressdo de quatro

termos.

Regra de Trés — a conexao com propor ¢oes

A Regra de Trés aparece nas aritméticas comercials, pois era usada pelos mercadores
Orientais que obtinham, assim, de modo facil, resultados seguros para certos problemas
numericos. Era chamada pelo nome Regra de Trés pelos hindus e arabes, e por escritores latinos
medievais. Foi chamada, também, de Regra de Ouro, de Chave dos Mercadores e de Regra dos
Mercadores.

A regra era usualmente declarada sem explicacéo e a disposicdo dos termos que era a
mesma dada pelos antigos hindus: “Faca pela regra: multiplique o dltimo nimero pelo segundo,
e divida o produto pelo primeiro nimero. Na colocacao de 3 termos deve ser bem observado que
0 1° e 0 3° sdo de mesma denominag&o.” (DIGGES,1572 apud SMITH, 1958, p.489)

Diz Smith (1958) que declaracBes similares foram feitas por muitos outros aritméticos
anteriores, ocasionalmente em versos. Afirma que este costume mostra o quanto estes escritores
falharam completamente em reconhecer a relagéo da regra de trés com proporc¢ao, que foi assim
oculta na forma de uma regra arbitraria. A fundamental conexdo entre as duas ndo atraiu muita
atencdo até que, no periodo do Renascimento, os mateméticos comegaram a atentar para a
aritmética comercial. O primeiro a enfatizar firmemente sua relagdo com a dgebra foi Stifel
(1553-54).

Havia o costume de conectar os termos da regra de trés por linhas curvas. Smith (1958)

mostra o primeiro exemplo, do séc.XVI1l, e 0 segundo, de 1561.

2 4 6 6 12 18 36

~ NS
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Com a existéncia de regra puramente arbitraria, tornou-se necessaria a colocacdo dos
termos em uma ordem determinada e, segundo Smith (1958), os primeiros livros davam muita
atencdo a isto. Mas diz que escritores posteriores reconheceram que, se a regra era considerada
COmo um caso de proporcao, seria necessario colocar os termos de modo que os dois primeiros

fossem semel hantes, como em Blassiére (1769), e em outros do sec. XVIII:

Ellen Ellen Guld. Guld.
3 : 36 = 4 : X

Quanto aproporcao inversa, Smith (1958) da seu conceito e os diferentes nomes usados
entre 1500 e 1600, citando os autores. Diz que nesta regra foi costume partir dos termos como em
proporcao simples, mas mudando a direcéo para resolver, como em Hylles em sua Aritmética de
1600. Quanto &s proporcdes compostas, menciona a Regra de Cinco e a Regra de Seis, e aDupla

Regrade Trés, citando varios autores entre anos de 1549 e sec. X VIII.

O compasso proporcional de Galileu —uma ferramenta

Em 1597 surge uma ferramenta de computagdo confeccionada e vendida por Galileu
(1564-1642), chamada compasso proporcional. Boyer (1974) o descreve e da um exemplo de
uma das computacles possives.

O compasso de Galileu consistia de dois bragos unidos como os de um
compasso usual, mas cada um marcado com graduagdes de variostipos. A figura
[fig.1] mostra apenas graduagBes simples, equidistantes, até 250. [...] Se, por
exemplo, quisermos dividir um dado segmento de reta em cinco partes iguais,
abre-se um compasso comum ao comprimento do segmento. Depois abre-se 0
compasso geométrico de modo que a distancia entre as pontas do compasso
comum cubra a distancia entre duas marcas, uma em cada brago do compasso
geométrico, que sejam multiplos inteiros simples de cinco — digamos, 0 nimero
200 em cada braco. Entdo, mantendo fixa a abertura do compasso geométrico e

colocando as pontas do outro compasso ha marca 40 em cada braco, a disténcia



40

entre as pontas do compasso comum sera a quinta parte da disténcia dada, como
se queria. (BOYER, 1974, p.234-235)

Figural

Este procedimento tem por base semelhanca de triégngul os, a mesma base que usamos hoje
paradividir segmentos numa razéo dada.
Europa - A partir do século XVI11%°

A contribuicdo de Descartes (1596-1650) ageometria analitica aparece em La Geometrie,
de 1637. Afirma Eves (1995) que a primeira parte deste estudo trata dos principios da geometria

algébrica e revela um avango em relagéo aos gregos.

Para 0s gregos, uma variavel correspondia ao comprimento de um segmento, 0
produto de duas varidveis aarea de algum retangulo e o produto de trés variaveis
ao volume de algum paralelepipedo retangulo. Os gregos ndo iam além disso.
Para Descartes, por outro lado, X* ndo sugeria uma &rea, antes porém o quarto
termo da proporcdo 1:x = x:x°, suscetivel de ser representado por um segmento
de retafécil de construir quando se conhece x. (EVES, 1995, p.384)

Este método, que faz uso de propor¢des na construcdo de segmentos, permitiu representar
qualquer poténcia de uma variavel, ou produtos de variaveis, por meio de um segmento de reta.
Eves (1995) da como exemplo arelacdio y = x%, naqual, a cada valor de x é possivel construir oy
correspondente como quarto termo da proporcao.

O desenvolvimento do calculo algébrico ssimbdlico e do céculo infinitesima no
sec.XVIIl, segundo Damedico e Peiffer (1986), reforca a discussdo sobre grandezas

incomensurdvels e nUmeros irracionais, que se da em torno da leitura e interpretacéo do Livro V

% No século X V11 tem inicio o desenvolvimento da geometria analitica e do célculo.
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dos Elementos de Euclides, ou sgja, da teoria das propor¢coes de Eudoxo. Esta questéo sera
elucidada durante o século seguinte, pela construcdo dos numeros reais por Dedekind,
Welerstrass, Cantor e Méray. O sistema dos nUmeros reais, exposto por Dedekind, € como ja
citamos, essencialmente a teoria das proporcdes de Eudoxo. Este sistema legitima os nimeros
irracionais, que ha muito vinham sendo usados, porém sem a fundamentacdo necessaria.
Atualmente, conforme Smith (1958), razdo, proporcéo e variagdo sdo considerados
topicos de dgebra, e como proporcdo ndo é nada mais do que uma equacdo fracionaria, deve ser

tratada como tal.

Conclusdo

Neste breve levantamento historico sobre proporcées, destacamos alguns pontos.

A teoria das proporcdes dos pitagoricos, possivelmente desenvolvida a partir das médias
babilénicas, era uma teoria aplicavel a grandezas comensuraveis e nUmeros interos,
provavelmente nos moldes do que é apresentado em Euclides V1I-20, que estabelece quando
nimeros sdo proporcionais. A descoberta dos incomensuraveis leva a dificuldades que séo
superadas quando Eudoxo estabelece uma nova teoria das proporgdes, que consta em Euclides
V-5, aplicada a grandezas, comensurdveis e incomensuraveis, evitando os numeros e
estabelecendo quando duas grandezas tém entre si a mesma razéo. O arabe Khayyan, ao dar um
tratamento numérico ateoria de Eudoxo, faz a ligagdo entre as nogdes de razdo e nimero. Na
Europa, a partir da Idade Média, com o desenvolvimento da aritmética e da algebra, a teoria das
proporc¢des de Eudoxo é estudada e aplicada a questdes cientificas e amatematica comercial. Os
nimeros irracionais sdo usados, mas sem bases sdlidas. O desenvolvimento da geometria

analitica e do cédlculo, nos séc. XVII e XVIII, leva a criagdo, no sec. XIX, das teorias dos
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nUmeros reais, cuja exposicao feita por Dedekind vem a ser, em esséncia, a teoria das proporcoes
de Eudoxo.

Temos, assim, duas definicdes de proporcdes. Uma para numeros inteiros, em Euclides
V1I1-20, da qual se origina a propriedade fundamental das proporcdes (Euclides VII-prop.19), e a
de Eudoxo, para grandezas, em Euclides V-5, embora esta Ultima compreenda a anterior.

Houve, e ainda ha hoje, confusdo acerca do significado do termo proporcdo. Na ldade
Meédia foi usado para significar séries, bem como para significar razéo. Muitas vezes o termo
proporcao é usado ainda hoje para significar raz&o.

No Renascimento, com a criacdo de um bom simbolismo algébrico, a distingdo entre
razoes e fragOes, ou razéo e divisdo, quase desaparece, exceto nos casos de incomensurabilidade.

A regra de trés, que havia surgido da india e China e era usada pelos mercadores como
uma regra arbitraria, tem sua relagdo com proporcdo e adgebra reconhecida somente quando os
matemati cos desta época comegcam a dar atencdo s aritméticas comerciais.

A representagdo de proporcdo e da regra de trés parte de uma exposi¢ao retérica, com
auxilio de segmentos ou nimeros e modifica-se ao longo do tempo até chegar a representacéo
algébrica atual. A disseminacdo destes conhecimentos se deve & muitas aritméticas publicadas
no Renascimento.

Identificamos, neste estudo, algumas tarefas relacionadas a proporgdo: divisdo em partes
proporcionais, resolucdo de equacgles lineares, interpolacdo linear de valores em tabelas,
construcdo de segmentos e problemas tipicos de regra de trés. Quanto &s técnicas, identificamos a
regra de trés, a falsa posicdo, e a utilizagdo da semelhanca de tridngulos na construcdo de
segmentos e também na divisdo destes, por meio da ferramenta compasso proporcional. Também

podemos considerar como uma tarefa, a verificagdo da igualdade de razdes, cujos critérios ou
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técnicas sdo dadas pelas definicdes de proporcdo, tanto nas teorias gregas quanto na versao
numérica dos éarabes.
Assim, este estudo historico nos permitiu visualizar diferentes aspectos sobre proporcao,

bem como explicitar elementos de uma organizagcdo matematica, por meio das tarefas e técnicas.

2.2 Estudo do objeto proporcao no ambito da noosfera

Apresentamos, a seguir, o estudo do tratado Trajano e das publicacbes de Avilae Lima.

2.2.1 Estudo do tratado Aritmética Progressiva, de Antonio Trajano® (1927)

Um saber dereferéncia
Este tratado é considerado por n6s como referéncia, pois dois fatores indicam a influéncia
desta aritmética no ensino brasileiro, do fina do século 19 até meados do séc. XX:
- suas duas primeiras edi¢des foram publicadas em torno do ano de 1880; em 1927 ja
estava na 62° edicdo e a 84° edicdo é de 1959;
- elaé citada por Lima (1991)% ao se referir adefinico de Grandezas Proporcionais,

ressaltando sua clareza e simplicidade.

21 O exemplar que examinamos é de 1927, com a grafia das palavras bastante diferente da atual . Para tornar mais
simples aleitura, optamos por atualizar a grafia nas citagdes, quando isto néo interferir em nossa andlise.
%2 |ima a teve como livro-texto na escola priméria.



Contetdo desenvolvido
S80 apresentados, nesta aritmética, calculos com nimeros naturais e fragoes, sistemas de
medida, razéo e proporcao, regra de trés, falsa posicdo, matematica comercial (porcentagem,

juros, cambio, etc.), poténcias e raizes, progressoes e logaritmos.

Enfase dada no ensino da aritmética
Trajano visaretomar o ensino da aritmética de maneira sistematizada:

Por muitos anos, o estudo de Aritmética esteve entre nés em quase completo
abandono e deploravel atraso. Nas escolas primarias 0s mestres limitavam-se a
ensinar superficialmente as quatro operagbes fundamentais e algumas regras
cuja aplicacdo os aunos ficavam sempre desconhecendo. (p. 3)

O estudo de proporcéo
O tema proporc¢ao é apresentado no capitulo “Razéo” (p.147).
O conceito de proporgéo é tratado como “uma igualdade entre duas razbes’ (p.149). O
saber proporc&o depende, segundo esta abordagem, do conceito de razdo®, o que leva o autor a
primeiro abordar o conceito de razéo.
Tendo definido propor¢do, Trajano desenvolve o estudo de sua escrita, leitura, nome dos
termos e propriedades, a partir de um exemplo numeérico:
Propor céo € umaigualdade entre duas razdes.
Assim 12: 6 = 8: 4 € uma propor¢do que se lé& arazio de 12 para 6 éigual a
razao de 8 para 4, isto é, o quociente de 12 dividido por 6 € igual ao quociente
de 8 divido por 4.
O sina da igualdade entre duas razdes é 4 pontos ( : : ), como 12:6 :: 8:4 que
abreviadamente selé& 12 est4 para 6, assim como 8 esté para 4.
Em toda a proporcéo ha duas razdes expressas em quatro termos, sendo

O 1° termo o antecedente da primeira razo,
O 2° termo o0 consequiente da primeira razao,

% Raz&o é definida por Trajano (p.147) como segue: “Quando comparamos entre si duas quantidades da mesma
espécie, 0 quociente que nos mostra a relacdo que ha entre elas, chama-se raz&o. [...] Em Aritmética, razdo ou razao
por quociente é o nimero que mostra quantas vezes uma quantidade contém outra da mesma espécie, quando ambas
s80 comparadas.”
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O 3° termo 0 antecedente da segunda razao,
O 4° termo o conseqliente da segunda raz3o.
1°termo 2°termo 3°termo  4° termo
12 : 6 e 8 4
O primeiro termo e o Ultimo chamam-se extremos, e os dois termos do meio
chamam-se meios. Na proporcéo acima, 12 e 4 sdo extremos, € 6 e 8 s8o0 meios.
(p.149, grifos do autor)

AQui recuperamos:

duas representagies para proporgao: 12:6=8:4
- e 12:6::8: 4;

aleitura da proporcdo: 12 esta para 6, assim como 8 esta para 4,

a designac&o dos termos antecedente e consequiente e mei oS e extremos.

Quanto &s propriedades da proporcéo, Trajano apresenta:

1% —-Emtoda a proporcao, o produto dos meios é igual ao produto dos extremos.
2% — Se o produto dos dois extremos for dividido por um dos meios, o quociente
serd o outro meio; e se o produto dos dois meios for dividido por um dos
extremos, 0 quociente sera o outro extremo.

3% —Dividindo-se ou multiplicando-se os dois termos de uma raz3o, ou os quatro
termos de uma propor¢do por um mesmo numero, ndo se altera o valor da
proporcao.

4% — Podemos alterar, inverter e transpor os termos de uma propor ¢éo, fazendo-
Ihe sete alteracOes diversas sem destruir as suas propriedades. (p. 149-150)

Destas, somente a 1% e a 2° sdo usadas na resolucdo dos exercicios propostos, o que

veremos com mais detal hes.

Duas tarefas cujas técnicas de resolucéo séo justificadas pelas propriedades
A 1?2 propriedade justifica a técnica de resolugdo da tarefa verificar se uma propor ¢éo
esta certa:
Para verificarmos se uma propor¢do esta certa, multiplicaremos os dois meios,

eseo produto for igual ao dos extremaos, a proporcao estara exata.(p.149, grifo
NOSSO)
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A 2% propriedade justifica a resolucdo da tarefa achar qualquer termo de uma
propor ¢ao:

Desde que o produto dos meios dividido por um dos extremos d& o outro
extremo, e o produto dos extremos dividido por um dos meios da o outro meio,
segue-se que, se tivermos trés termos de uma proporcdo, podemos achar
facilmente o outro, sgja ele qual for. O termo desconhecido é representado na
proporcéo pela letra X, e chama-se a incognita da proporcéo, isto € o termo
desconhecido.(p.150, grifo do autor)

O problema a seguir exemplifica este tipo de tarefa:

Problema. Achar o valor de x napropor¢cdo 9: 3:: 18: X. o 10

< N S 9:3::18:x
Solucdo. A incognita ou o termo desconhecido é um
dos extremos; ora para achar um dos extremos, temos
de multiplicar os meios 3 e 18, e dividir o produto pelo X=""-=6
outro extremo, que € 9, e teremos entdo o valor de x,
que € 6. (p.150)

Na solucéo apresentada por Trgjano, hd uma andlise do problema, na qua ele identifica
que o termo procurado € um dos extremos e, entdo, faz uso da 2% propriedade: o extremo
procurado serd o quociente do produto dos meios dividido pelo outro extremo, que sdo 0s trés
termos conhecidos. Também Trajano apresenta a sintese da resolugdo, no quadro ao lado.

Uma regrainstitucionaliza a técnica, que chamaremos r esolugdo da propor ¢ao:

Regra. Para se achar um dos extremos, multiplicam-se os meios, e divide-se o
produto pelo extremo conhecido.
E para se achar um dos meios, multiplicam-se os extremos, e divide-se o produto
pelo meio conhecido. (p.150)
Salientamos que o uso da 2° propriedade se justifica pela opcdo de Trajano em n&o fazer
uso da dlgebra. A resolucdo do problema poderia ser feita usando a 1% propriedade, o que

resultarianaequacdo 3" 18=9" x, naqual o valor de x € o valor procurado.
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Proporcdes — uma ferramenta para resolver problemas
Regra de Trés — uma técnica para resolver um certo tipo de tarefa

Trajano diz que “A regra de trés tem por fim achar a quantidade desconhecida de um
problema, quando sdo dadas trés quantidades conhecidas e proporcionais. Dos trés termos

conhecidos, vem o nomeregra detrés’ (p.151).

A regra de trés € aqui colocada como uma técnica de resolucdo de um certo tipo de
tarefa: achar a quantidade desconhecida, quando sdo dadas trés quantidades conhecidas e
proporcionais. Este tipo de tarefa da lugar aos problemas identificados por sua técnica de

resolucdo, ou sgja, “problemasderegradetrés’.

Quanto atécnicaregra detrés, Trgano faz o estudo da regra de trés simples e daregrade
trés composta.
Regra detrés simples
Quanto aregra detrés simples, temos:
- Uma caracterizago:

Na regra de trés simples ha sb duas razdes, uma tem as duas quantidades
conhecidas a que se da o nome de quantidades principais; a outra tem uma
guantidade conhecida e outra desconhecida, e ambas tém o nome de quantidades
relativas, porque tém relagcdo com as primeiras.(p.151)

- emais particularmente, temos:
Regra de trés direta é aguela em que as quantidades relativas aumentam, se as
principais aumentam, ou diminuem se as principais diminuem.
Regra detrésinversa é aguelaem que as quantidades rel ativas aumentam, se as
principais diminuem, ou diminuem se as principais aumentam. (p. 151)
Com isto, temos dois tipos de problemas de regra de trés.

- Problemas de regra de trés direta - as quantidades se relacionam como

caracterizado naregradetrés direta;
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- Problemas de regra de trés inversa - a relago entre as quantidades se d4 como

descrito naregrade trésinversa.

[lustraremos a seguir estes dois tipos problemas. O estudo da resolucéo destes problemas

nos permitiu identificar o uso da técnica geral Analise/Sintese e a propor¢éo como ferramenta

de resolucéo.

Problema 1l

Problema deregradetrésdireta.
Se 4 quilos de café custam 2$000*, quanto devem custar 6 quilos?
Solugéo. Para formarmos a proporgdo, temos trés
guantidades conhecidas e uma desconhecida

representada por x, e cujo valor queremos achar. 4 Processo

quilos e 6 quilos sfo quantidades conhecidas e gqu!:os 2$000
rincipais, e formam a primeira razdo; 2$000 e x quiios - X

0 " © @ @ @

s80 quantidades relativas das primeiras e formam a
segunda razéo.

Este problema é da regra de trés direta, porque
aumentando o numero de quilos, aumentara
necessariamente o importe deles; e diminuindo o
nimero de quilos, diminuirdtambém o seu importe.
Para dispor estes quatro termos em uma proporcdo, escreveremos X como 0
guarto termo da propor¢cdo, e a quantidade da mesma espécie que X, como
terceiro termo. Ora, neste problema X representa dinheiro, e a quantidade da
mesma espécie € 2$000. Depois de escrevermos estes dois termos na proporgdo
passaremos a escrever 0s outros dois termos da outra razéo.

Se x for maior do que 2$000, escreveremos a maior quantidade como o segundo
termo; se for menor, escreveremos a menor quantidade como segundo termo.
Pela natureza do problema, vé-se que x € mais do que 2$000, porque se 4 quilos
custam 2$000, 6 quilos devem custar mais de $2000. Entdo escreveremos 6
como segundo termo, e 4 como primeiro. Multiplicaremos agora 0s meios e
dividiremos o produto pelo extremo conhecido, e teremos 3%000, que é o
importe dos 6 quilos.(p.152, grifos do autor)

4 :6 ::2%000: x

6"~ $2000
X=—— =
4

3%

Trajano resgata, nesta resolucéo, a proporcao como ferramenta para resolver problemas

de regra de trés direta. Na solucéo dada, uma descricdo discursiva da resolucéo € apresentada,

na qual identificamos duas etapas distintas: Analise e Sintese.

A “Andlise’, por suavez, é constituida das seguintes etapas:

24« 2$000” s3o dois mil-réis, adinheiro da éoca, com o cifréo entre centenas e milhares, o que também era escrito
como “2$”, no caso dos trés Ultimos algarismos serem zero. (p. 16)
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- Reconhecimento de uma proporcao: “ Para formarmos a propor¢ao, temos...”;

- Reconhecimento das quantidades conhecidas e principais (primeira razéo);

- Reconhecimento das quantidades relativas das primeiras (segunda razéo);

- ldentificacdo do tipo de problema: “Este problema € da regra de trés direta,
porque...”;

- Descricdo de como dispor os termos da proporcao: “Para dispor estes quatro termos
€M uma proporcao, escreveremos...”;

- ldentificacdo dos termos de mesma espécie: “... X representa dinheiro, e a
quantidade da mesma espécie é 2$000.”;
- Estudo da quantidade de x: “Pela natureza do problema, vé-se que x € mais do que
2%000, porque...”;
- Formulagdo da proporcdo: “Se x for maior do que 2$000, escreveremos a maior
guantidade como o segundo termo; se for menor ...”;
- Resolucéo da proporc¢édo: “Multiplicaremos agora os meios e dividiremos o produto
pelo extremo conhecido...”.
A “Sintese’, que o autor designa por “processo”, consiste de:
Representacéo daregradetrés.  “4quilos 2$000
6quilos x

Representacdo da proporc¢éo, com indicagdo dostermos.  “(1° (2% (3% (49
4:6 ::2%000: x".

« = B $2000
4

- Cdculo: 3%7 .

~

Salientamos que na etapa da andlise “estudo da quantidade de x”, a expressdo “pela
natureza do problema” remete aidentificagdo do tipo de problema. Esta identificagdo € condicdo

paraformulacéo da proporcéo.
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Problema 2.
Problemaderegradetrésinversa.
Se 15 homens fazem um muro em 40 dias, 30 Processo
homens em quantos dias o faréo? 15 homens 40 dias
Solugdo. 15 homens e 30 homens formam a 30 homens xdias
primeira razéo; 40 dias e x sdo as quantidades 30:15: 40" x
relativas e formam a segunda razéo. Este problema 15" 40
é de regra de trés inversa, porque aumentando o X=—y =20
ndmero de trabalhadores, diminuem os dias de

servigo, pois se 15 homens gastam 40 dias em um trabalho, 30 homens, que é o
dobro do pessoal, gastaréo a metade do tempo. Os termos dispdem-se do mesmo
modo do que naregrade trés direta.

Escreveremos x como o quarto termo, e a quantidade da mesma espécie de X,
gue € 40 dias, como o terceiro termo. Pela natureza do problema vé-se que x €
menos que 40 dias, porque se 15 homens gastam 40 dias em um servico, 30
homens devem gastar menos dias. Escreveremos entdo 15 como o segundo
termo, e 30 como o primeiro.

O valor de x é 20 dias, tempo que gastam os 30 homens. (p.152)

A solucdo deste problema também € apresentada seguindo a técnica geral Analise/
Sintese. Além disso, a cada etapa da Andlise e da Sintese, os procedimentos s80 0S Mesmos
descritos para a resolugdo do problema de regra de trés simples. Porém, o que difere essa
resolucdo da anterior € a propria natureza do problema, ou sgja, o tipo de variagdo entre as
quantidades, variagdo essa que é considerada na etapa “estudo da quantidade de x’. Assim,
fixadas as quantidades relativas na 2% raz&o, sendo x o 4° termo, a disposicdo dos termos na 1%
razéo é feita de modo a preservar o tipo de variagdo (para mais ou para menos) existente entre os
termos da 2° raz3o, ou sgja, de modo que ambas formem uma proporczo.

Tragjano ingtitucionaliza a “Regra geral para a proporcao direta e inversa’, como uma
sintese do que foi feito nos problemas. Esta“Regra geral para a proporc¢éo direta einversa’ sera
tratada por nés como duas técnicas:

- Regrageral para proporcao direta;

- Regrageral para proporcao inver sa.
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Regra de trés composta

A regra de trés composta, segundo o autor, consta sempre de trés ou mais razdes e

oferece mais de trés quantidades para se achar a incognita. Assim, temos um novo tipo de

problema: problema deregra detrés composta. O estudo € desenvolvido por meio da resolucdo

de um exemplo.

Problema. Se 4 homens serram 20 taboas em 5 dias, quantas taboas serrardo 12
homens em 3 dias?

Solugdo. Neste problema temos 3 razdes que
s80 4 homens e 12 homens, 5 dias e 3 dias, 4 homens 5 dias 20 taboas
20 taboas e x taboas. x € 0 quarto termo da | 12 homens 3 dias x taboas
proporcdo; a quantidade da mesma espécie 4: 12| ::20:x

que X, que € 20 taboas, € o terceiro termo. 5: 3
Para sabermos colocar os termos das outras | 20 : 36 :: 20: X
razdes, devemos fazer o mesmo raciocinio X =36

que jafizemos naregra de trés simples.

Se 4 homens serram 20 taboas, 12 serram mais,
logo a resposta deve ser mais e por isso, 0 nimero maior da razdo, que € 12,
pertencera ao segundo termo da propor¢do, e 4 pertencera ao primeiro. Seem 5
dias serram 20 taboas, em 3 dias serram menos taboas, logo 3, que é menor,
pertencera ao segundo termo, e 5 pertencera ao primeiro.

Como a primeirarazéo é composta de duas razdes, reduz-se a uma razao simples
etemos4” 5=20,e12" 3 =36. A proporcdo é pois20: 36 :: 20 : X, sendo
x=36.(p.156)

Aqui, Trajano segue a mesma exposi¢ao feita nas resolucdes dos problemas de regra de

trés simples. Identifica os termos das trés razdes e analisa a variagdo das quantidades dadas, em

relacdo a quantidade procurada, para dispor os termos na propor¢do. Porém, como devem ser

consideradas as variagdes de duas quantidades de espécies diferentes para o calculo daquela que

se procura, reduz suas razées a uma so e com ela forma a proporcao.

Também aqui Trgjano institucionaliza a técnica para a formulagdo da propor¢éo com uma

“Regra geral para a formacao da regra de trés composta”, a qual também trataremos como uma

técnica.
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Proporcao como condicdo para a existéncia da técnica “ Falsa Posi¢éo”
Diz Tragjano que afalsa posi¢ao € uma aplicacdo curiosa daregrade trés:

A regra da falsa posi¢cdo € um processo aritmético que, por meio de um ndmero
suposto ou falso, se acha o nimero requerido. [...] Toma-se um ndimero falso, e
com ele se fazem todas as operacdes indicadas no problema; depois o total falso
esta para o total verdadeiro, assim como o nimero falso, que se tomou, esta para
0 namero requerido. (p.157, 158)

Nesta exposicéo da regra a propor¢éo aparece como etapa final da técnica. Assim, a
aplicacdo da técnica da falsa posicao pressupde que os valores envolvidos no problema formem
uma propor¢do. Temos, portanto, a propor¢do como condicdo para a existéncia da técnica da

falsa posicao.

Proporcao natarefa “ Dividir em partes proporcionais’
V gjJamos um exemplo dado:

Problema. Dividir $140 em trés partes, narazéo

de3,5¢e6. Processo

Solucdo. A soma dos nimeros proporcionais € | 14-¢140: - 3 x = $30
3+ 5+ 6 = 14. Temos, pois, de formar a 14 $140: : 5 x = $50
seguinte proporcéo: A soma dos NUMeEros | 14 - $140: 6 x = $60
proporcionais estd para o dividendo, que € | poranto

$140, assm como cada um dos nimeros Uma parte é $30

proporcionais esta para o0 seu relativo, que é x. Outra parte & $50

Como ha trés numeros proporcionas, | oira parte & $60

estabel ecemos trés proporgdes para achar astrés | gyma das partes $140

partes relativas ou correspondentes. As trés
partes proporcionais a 3, 5 e 6 sdo $30, $50 e
$60. (p.159)

Na solugdo dada a este problema, identificamos a utilizagdo da técnica gera
Andlise/Sintese. A proporcao tem afuncdo de ferramenta que caracteriza umatécnica.
NaAnalise, as etapas so:
- Apresentacdo da soma dos nimeros proporcionais. “3+ 5+ 6 = 14”;

- Formulagdo da proporgéo: “Temos, pois, de formar a seguinte proporgao...”;
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- ldentificacdo do numero de proporcOes necess&rias. “Como ha trés numeros
proporcionais, estabel ecemos trés proporcoes...”

Na Sintese, temos:

- A representacao das proporcoes,
- A listagem de cada uma das partes encontradas e a soma destas.

Na etapa da Andlise “formulacdo da proporcéo”, Trajano explicita a proporcéo existente
entre os valores totais e cada parte, proporcéo esta que permite encontrar as partes proporcionais
aos numeros dados.

Nesta resolucdo, a formulacdo da propor ¢éo é uma técnica que permite realizar a tarefa
dividir uma quantidade em partes proporcionais. Esta tarefa esta presente em diferentes
situagOes-problema da matematica comercial.

No capitulo Sociedade Comercial, Trajano afirma que problemas como “achar o lucro ou
a perda de cada socio, segundo seu capital” (p.173) sdo da mesma natureza que os da divisdo em
partes proporcionais, sendo que 0s capitais de cada sOcio correspondem aos nUmMeros
proporcionais para a divisdo. Outro problema deste tipo € “achar a parte de cada sécio, quando
Seus capitais giram em tempos desiguais’ (p.174), ou sgja, capitais desiguais em tempos
desiguais. Conforme o autor, para resolvé-lo “multiplica-se cada capital pelo tempo em que foi
empregado; consideram-se estes produtos como 0S Seus respectivos capitais, e procede-se como

nos problemas simples.” (p.174)

Proporc¢ao no estudo de porcentagem

O exemplo a seguir nos permite ilustrar atarefa achar a porcentagem.
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Problema. Quanto é 5% de 120?
Solucdo. 120 é o principal, e 5% € a taxa. Multiplicando o principa pela taxa
temos 600. Dividindo agora este produto por 100, temos 6, que é 5% de 120.
(p.161)
Na solucdo sdo destacados os dados do problema, e descrito um procedimento de
resolucdo. A partir desta resolucdo, o autor institucionaliza aregra:

Para se achar a porcentagem, multiplica-se o principal pela taxa, e divide-se o
produto por 100.(p.161)

Esta regra € uma versdo da técnica resolucdo da proporcdo. Podemos ver na

demonstracdo dada:

Demonstragdo. A regra acima é baseada na seguinte propor¢do, por meio da qual
se podem resolver todos os problemas de porcentagem:
100 : principa :: taxa: porcentagem ou
100 : 180 51X (p.161)
Remarcamos a fungdo da proporcdo, agui como uma ferramenta no céculo da
porcentagem. DemonstracBes andogas sdo dadas para as tarefas “achar a taxa’ e “achar o
principal”. Temos, assim, um novo conjunto de tarefas, que chamaremos problemas de

por centagem, cuja resolucdo se da usando proporgoes.

Conclusdo

Neste tratado, Trgjano aborda o saber proporgdo por meio de sua definicdo: “proporcéo é
uma igualdade entre duas razes’; de sua representacdo: “12: 6 = 8: 4”; e de suas propriedades,
das quais salientamos duas: “1% —-Em toda a propor¢&o, o produto dos meios é igual ao produto
dos extremos e 2% — Se o produto dos dois extremos for dividido por um dos meios, o quociente
serd o outro meio; e se o produto dos dois meios for dividido por um dos extremos, o quociente
sera o outro extremo”.

| dentificamos, neste estudo, diversas tarefas e técnicas de resolucéo relativas aproporcao:



Tarefas

Técnicas

1) Verificar se uma proporcéo esta
certa.

Igualdade entre produto dos meios e produto dos
extremos.

2)Achar qualquer termo de uma
proporgéo

Resolucéo da propor¢éo

Para se achar um dos extremos, multiplicam-se os meios,
e divide-se o produto pelo extremo conhecido.

E para se achar um dos meios, multiplicam-se os
extremos, e divide-se o produto pelo meio conhecido.

3)Problemas de Regra de Trés:
Simples: diretaeinversa
Composta

Achar a quantidade desconhecida

de um problema, quando séo dadas
trés ou mais quantidades conhecidas e
proporcionais

(direta ou inversamente).

Técnicageral Analise/Sintese
Regra de trés - formulagéo das proporcdes
Escreve-se x como o quarto termo da proporgao, e como
terceiro termo, a quantidade da mesma espécie de x.
Regra geral para proporgéo direta

Se da natureza do problema, x for maior do que 0
terceiro termo, escreve-se 0 maior dos dois nimeros
€como segundo termo, € 0 menor como primeiro termo.
Regra geral para proporcgéo inversa

Mas, se x for menor do que o terceiro termo, escreve-se
0 nUmero menor, como segundo termo, e 0 maior, Como
primeiro termo.
Regrageral paraaformacdo daregrade trés composta

Quando sdo dadas mais de trés quantidades conhecidas:
Escrevem-se todas as razdes destas quantidades em
forma de umaraz&o composta, e reduz-se arazéo
composta a uma razéo simples, e acha-se na proporc¢éo o
valor de x.
Resolucéo da proporcéo.

4)Dividir em partes proporcionais.

Aplicagdo: A regra da sociedade,
divisdo de lucros.

Técnicageral Analise/Sintese

Formulacdo das proporcoes:

Forma-se uma propor¢do, naqual aincdgnita é o quarto
termo, um dos nlmeros proporcionais € o terceiro termo,
0 numero a ser dividido é o segundo termo, e a soma dos
nUmeros proporcionais € o primeiro termo.

Forma-se uma propor¢do semel hante para cada um dos
outros nimeros proporcionais.

Resolucéo das proporcoes.

5) Problemas de porcentagem

Formulac&o da proporgéo:
100 : principa :: taxa: porcentagem
Resolucéo da proporcéo.
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Salientamos que proporcao inicialmente € tratada como objeto matemético em si mesmo,

via uma abordagem aritmética. Dai decorrem atarefa achar qualquer termo de uma propor ¢éo

e a técnica resolucdo da propor¢éo, que se tornardo etapas de técnicas de resolugdo de outras
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tarefas, para as quais proporcéo tem a funcéo de ferramenta de resolucéo. Proporgao também tem

como fungdo ser condicao para a existéncia de uma técnica.

2.2.2 Razdes, propor ¢des e regra detrés, segundo Geraldo Avila

Proposicao: estudar proporcdes no contexto dos numeros reais (igualdade e equacoes)

Segundo Avila (1986a), a apresentacdo do topico razdes e propor ¢des No ensino néo se
modernizou. Até hoje, o ensino guarda resquicios da maneira antiga de se entender o que € uma
razéo e de se exprimir a igualdade de duas razdes como uma proporcdo. Esta forma de vida e de
tratamento do objeto proporcéo tem origem no rigor grego de ndo admitir os nimeros irracionais
e nateoria de Eudoxo que contorna a crise dos incomensuravels.

Ainda segundo Avila, como dispomos dos nimeros reais, “podemos medir todas as
grandezas e, em consequéncia, podemos sempre definir a razao de duas delas como o quociente
de suas medidas’ (19864, p.2). Isto dispensa o uso da teoria geométrica das proporcoes e de seus
problemas de regra de trés. “O essencial sobre razdes, proporcdes e regra de trés pode muito
bem ser ensinado no estudo dos nimeros reais, das igualdades e equaces. [...] Pode-se entéo

definir razio e proporcéo e estabelecer propriedadesimportantes.” (Avila, 19864, p. 8).

Estudo da propriedade fundamental
Para exemplificar, citamos a propriedade fundamental das proporgdes, segundo a qual “o

produto dos meios é igual ao produto dos extremos’, que &, conforme Avila (1986a), uma
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propriedade das igualdades, que deve ser tratada no estudo das equacbes, como também no

estudo daigualdade de fragoes.

Como saber a ensinar — énfase na propor cionalidade

Avila (1986a) da énfase anocdo de proporcionalidade, a partir da qual os conceitos de

proporcionalidade direta e inversa devem ser estudados.

A proporcionalidade- relacéo entre grandezas

Trés definicbes apresentadas por Avila (1986a) d&o conta de que a “relagio de

proporcionalidade direta ou inversa entre as variaveis’ € verificada a partir da equacdo que

estabel ece a dependéncia entre elas. Ve amos:

Definicdo 1. Diz-se que duas varidvels (ou grandezas) X e y sd0 proporcionais —
mais especificamente, diretamente proporcionais — se estiverem assim
relacionadas: y = kx ou y/x = k, onde k & uma constante positiva, chamada
constante de proporcionalidade.

Definicao 2. Diz-se que as varidveis X e Yy s80 inversamente proporcionais se y

= k/Ix ou xy = k onde k é uma constante positiva (constante de
proporcionalidade). (19864, p.3)

Temos aqui, X e y variavels e k a constante de proporcionalidade. Na definicéo 1, a

equacdo y = kx e na definicdo 2 a equacdo y=k/x, estabelecem a dependéncia entre as variaveis x

ey.

Ja a definicéo 3 abrange as duas anteriores, isto €, contempla o caso de proporcionalidade

diretaeinversa:

Definicdo 3. Se varias variaveis, digamos x, Y, z, w, r ,s estdo relacionadas por

uma equacdo do tipo z = kM, onde k é constante, entdo dizemos que z é
rs

diretamente proporciona a x, ay e aw; e inversamente proporcional ar eas.
(19864, p. 3,4)
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Como resolver os problemas de regra de trés —tarefa “ achar a quantidade desconhecida”
Avila propde uma resolucéo al gébrica para estes problemas. Considera que eles

sd0 aplicacdes de equagdes de primeiro grau. Todos podem ser formulados em
termos de duas varidveis x ey, ligadas por uma equacao do tipoy = kx ou xy = Kk,
onde k é uma constante. I1sto é verdade mesmo nos chamados “problemas de
regra de trés composta’.(1986b, p.4)

V gjamos dois exempl os.
Exemplo 1. Este € um problema de regra de trés composta.

Se 10 maquinas, funcionando 6 horas por dia, durante 60 dias, produzem
90.000 pegas, em quantos dias X, 12 dessas mesmas maquinas, funcionando 8
horas por dia, produzirdo 192 000 pecas?
Temos agqui quatro variaveis:
* M =numero de méquinas;
» H = horas de funcionamento por dig;
* D = dias de funcionamento;
* P =numero de pegas produzidas.
Sejak 0 nimero de pegas que cada maquina produz por hora.
Temos: P=kMHD; ou —— =k
MHD

Esta equacdo nos diz que a variavel P é diretamente proporcional a M, H e D.
Substituindo nesta equacdo as duas seqliéncias de valores dados no problema,
obtemos

90000 _, _ 192000

100660  12°8 x'

Novamente temos aqui uma equacao simples, cuja solugéo é

_10° 6 607192000 _ 41 i (19864, p.4)
90000" 12 8

Nesta resolucao, Avila segue as seguintes etapas:
- identificag8o das variaveis envolvidas,
- identificagéo da constante de proporcionalidade k;
- formulagéo da equacdo de dependéncia entre as variavels;
- identificac8o, a partir da equacédo, das relagbes de proporcionalidade entre a variavel
em funcdo da qual se expressak e as demaisvariaveis,;

- uso daequacdo para expressar as duas situacdes propostas no problema;
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- identificacéo daigualdade, determinada pela constante k, entre as duas expressoes,
- resolucdo da equacéo dai resultante.

Ressaltamos que, pelo fato deste problema envolver quatro grandezas, a constante k €
determinada a partir da “escolha” da grandeza que ela representa. Nesta resolucéo, k representa
“numero de pegas’, mais especificamente, 0 nUmero de pecas produzidas por uma maguina em
uma hora, que € constante nas situagcGes propostas. Podemos, por exemplo, determinar outra
constante k', que represente 0 “numero de maquinas necessarias para produzir uma pega em uma
hora’. Assim, teriamos a equagao

M =k¢ ou ke=MHAD
HD P

Embora esta constante k' n&o sgja tio evidente quanto aquela dada por Avila, a equagéo

resultante de sua escolha nos leva igualmente ao resultado do problema.

Exemplo 2. O problema aqui apresentado trata de velocidade média.

Uma viagem foi feita em 12 dias percorrendo-se 150 km por dia. Quantos dias
seriam necessarios para fazer a mesma viagem, percorrendo-se 200 km por dia?
(1986b,p.2)

A velocidade média, segundo Avila, “é um conceito simples, que deve ser ensinado
claramente ao aluno. Se s é o espaco percorrido por uma mével durante um certo tempo t, entdo,
por definicdo, a sua velocidade médiav é v = g/t, donde se segue que s = vt.” (1986b,p. 2). Diz o
autor que muitas situagdes ocorrem com a presenca de grandezas que, de modo geral, sGo uma
“taxa de variacdo” ou “razéo”, como a velocidade.

Para este problema, Avila apresenta a seguinte resol ugo:

Esté claro, pelo enunciado do problema, que a distancia s percorrida é a mesma
nas duas hipodteses feitas. No primeiro caso, a velocidade € 150 km/dia, e no
segundo, 200 km/dia. Substituindo-se esses dados na formula s = W,
encontramos
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s=150" 12 e s=200" t.
Igualando os segundos membros, eliminamos s e obtemos uma equacdo em t,
gue nosdat = 9 dias. (1986b,p.2)

Aqui, as etapas de resolucédo sdo:

- identificacdo da constante distancia s para as duas situagdes dadas,

- identificac8o dos valores da varidvel velocidade em cada situagéo;

- utilizagdo daformulas = wvt, para expressar as duas situacoes;

- descricéo de como obter a nova equagédo, por eliminagéo da constante s;
- apresentacdo do resultado.

No coment&rio que antecede a resolugdo do problema, Avila explicita que a férmula
v=g/t, da qual decorre s=vt, expressa a defini¢cdo de velocidade média, cujo conceito deve ser
ensinado ao aluno. Temos, portanto, neste problema, que a equagéo de dependéncia entre as
variaveis ja é dada por umalei conhecida.

Nestes dois problemas, identificamos a tarefa tipica de regra de trés, ou sgja, achar a
guantidade desconhecida, quando sdo dadas tr és quantidades conhecidas e propor cionais.

A técnica de resolucio dada por Avila consiste, basicamente, em:

- identificar a constante k;
- estabelecer a equacdo de dependéncia entre as variaveis envolvidas, y = kx ou xy= Kk,
se elando é dada por umalei conhecida;

- obter umanova equacdo, por eliminagdo da constante, e entdo resolvé-la.

A equacao de dependéncia entre as variaveis — uma etapa da técnica
Quanto adeterminacio da equacdo que relaciona as variéveis, Avila faz uma critica ao

uso da seguinte regra:
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Fixadas as variaveis envolvidas no problema, exceto duas delas, estas sdo
diretamente proporcionais se aumentam ou diminuem simultaneamente, e
inversamente proporcionais se uma aumenta enquanto a outra diminui.(Avila,
1986a,p. 5)

Isto ndo é sempre verdade, pois duas varidveis podem aumentar ou diminuir
simultaneamente, ou uma aumenta enquanto a outra diminui, sem que sgjam respectivamente
direta ou inversamente proporcionais. Segundo Avila, esta regra sO podera ser aplicada para
verificar se a proporcionalidade entre variaveis é direta ou inversa, quando ja se sabe que séo
proporcionais.

Assim, para 0 ensino desta primeira etapa da técnica, Avila sugere que “o professor deva
esclarecer suficientemente seus alunos para que eles saibam encontrar as corretas relacdes de
proporcionalidade’.(1986a, p. 6) Entendemos que esta sugestdo ndo explicita suficientemente
esta etapa da técnica, porém, recuperamos aqui elementos de uma intencdo de ensino de uma

técnica

Conclusdo

Vimos, neste estudo, que Avila ndo faz referéncia explicita a proporcoes. Por qué?

Avila propfe, nestes artigos, que 0 ensino das questdes relativas a razao, proporcao e
regra de trés, os conceitos e suas aplicacdes, sgjam ensinados no contexto dos numeros reais, das
igualdades e equacbes, com énfase no conceito de grandezas ou variagdes proporcionais. Assim,
Avila refere-se a grandezas ou variagdes proporcionais, ou sgja, grandezas que possuem entre S
uma relacdo de proporcionalidade e, portanto, aborda a igual dade de razdes neste novo contexto.

O autor afirma que podemos sempre definir a razdo entre duas grandezas como o

“guociente de suas medidas’, que € constante para as grandezas proporcionais. Expressa a relacéo
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entre grandezas diretamente proporcionais pela equacdo y = kx e entre grandezas inversamente
proporcionais pelaequacdo y = k/x, nas quais k é a constante de proporcionalidade.

Ressaltamos, por fim, que identificamos neste estudo a tarefa achar a quantidade
desconhecida, quando sdo dadas trés quantidades conhecidas e proporcionais, cuja técnica
de resolucéo consiste em estabelecer a equacao de dependéncia entre asvariaveis, a partir da

identificacdo da constante de propor cionalidade.

2.2.3 Grandezas Propor cionais, Elon LagesLima

Uma proposta de resolucéo de problemas sem o uso deregras prontas

Enfase dada a Grandezas Proporcionais
Lima, como Avila (1986a), propde que o ensino dé énfase a Grandezas Proporcionais:

Uma vez entendido com bastante clareza este conceito, todos os problemas
relativos a regra de trés e proporcdes se resolvem naturalmente, sem haver
necessidade de regras mnemonicas ou quaisquer outros artificios. [...] [Sua
definicdo] deve permitir que se reconhega, num problema proposto, sem grande
dificuldade, se uma determinada grandeza € (ou ndo) direta ou inversamente
proporcional aoutras. (1986,p. 21)

Reconhecemos aqui que Lima sugere a definicdo de Grandezas Proporcionals (destas
grandezas) como ferramenta na resolucdo de problemas. Ele sugere que reconhecer, a partir
das propriedades das grandezas envolvidas, se estas sdo, ou nao, direta ou inversamente
proporcionais, conduz a resolucdo dos problemas de maneira natural, ou sgja, sem regras pré-

estabel ecidas.
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Uma abordagem formal: proporcionalidade como funcéo

Em Grandezas Proporcionais (1991), Lima resgata a definicdo dada por Trajano® para

estas grandezas, da qual ressalta a clareza e simplicidade:

Diz-se que duas grandezas sdo proporcionais quando el as se correspondem detal
modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por um nimero, a
guantidade correspondente da outra fica multiplicada ou dividida pelo mesmo
ndmero.

No primeiro caso a proporcionalidade se chama direta e, no segundo, inversa; as
grandezas se dizem diretamente proporcionais ou inversamente proporcionais.
(Tragano in Lima, 1991, p.125)

Afirma Lima (1999) que a definicdo de Trajano pode ser escrita em linguagem atual,

substituindo as grandezas por suas medidas, que sdo nUmeros reais:

Uma proporcionalidade é uma funcdo f: R ® R tal que, para quaisguer
nameros reais ¢, x tem-se f(cx) = ¢ . f(x) (proporcionalidade direta) ou f(cx) =
f(x)/c, sect O (proporcionalidade inversa).(1999, p.93, grifo do autor)

Como verificar a proporcionalidade a partir desta definicdo, se ela exige que se tenha

f(cx)= c. f(X) paratodo c real? Este trabalho torna-se mais fécil, segundo Lima (1991), quando c é

inteiro, e isto pode ser aplicado desde gque se saiba que f € monétona.

Limitando-se a considerar grandezas cuja medida é um ndmero positivo, Lima define

grandezas proporcionas.

Definico 1:

Suponhamos que a grandeza y sgja fungdo da grandeza x, isto &, y = f(X).
Diremos que y € diretamente proporcional a x quando as seguintes condicoes
forem satisfeitas:
1% y é uma funcéo crescente de X;
2% se multiplicarmos x por um niimero natural n, o valor correspondente de y
também fica multiplicado por n. Em termos mateméticos: f (n .x) = n f(X) para
todo o valor dex etodon N.

Analogamente, diz-se que y é inversamente proporcional ax quando y = f(x) é
uma funcdo decrescente de x e, além disso, ao se multiplicar x por um ndmero

natural n, o valor correspondente de y fica dividido por n, isto &, f (n . X) = % :

f(X) paratodo valor dex etodoni N. (1991, p.127)

% Aritmética Progressiva, 84° edic&0,1959. Esta definicdo de Trajano para grandezas proporcionais ndo consta no
exemplar da 62° edic&o, 1927, que analisamos. Atribuimos isto 3 revisdes e ampliagtes das 22 edicdes que separam

0s dois exemplares.
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Mas, segundo Lima (1991, p. 129), o resultado fundamental a respeito de grandezas

proporcionais é o Teorema 1, a seguir®®.

Teorema 1. As seguintes afirmacdes a respeito de y = f(x) sdo equivalentes:

1) y édiretamente proporcional a x;

2) paratodo nimeroreal ¢ > 0, temsef(c .xX) = c. f(X);

3) existe um numero k, chamado a “ constante de proporcionalidade” entre x e
y, tal quef (xX) = k .x, para todo x.

4) f (x+ y) = f(x) + f(y) para quaisquer X, y reais.

Observamos que a constante de proporcionaidade € o valor unitério da fungdo, isto &,

k=f(1), o que é usado por Lima na demonstracéo deste teorema.

O Teorema 2 refere-se a grandezas inversamente proporcionais.

Teorema 2. As seguintes afirmacdes a respeito de y = f(x) sdo equivalentes:

1)y éinversamente proporcional a x;

2)para todo nimero real ¢ > 0, tem-sef(c .X) = f(X)/c;

3)existe um nlmero k, chamado a “ constante de proporcionalidade” entrex ey,
tal quef (x) = k/x paratodo x. (Lima, 1991, p. 131)

O autor observa que y € inversamente proporcional a x se, e somente se, € diretamente

proporcional a 1/x. Isto possibilita que se aplique a estas grandezas, com as devidas modificages,

resultados demonstrados para grandezas diretamente proporcionais.

Conforme Lima (1991), as formulas y = kx e y = k/x da afirmagdo 3 dos teoremas, que

caracterizam a proporcionalidade direta e inversa entre x e y, levam a outra definicdo do mesmo

conceito:

Definicao 2:

Sgam X' X', X'’ etc, valores assumidos por x ey, y'', ¥y’ etc, os valores
correspondentes de y. Entdo, afim de que y seja diretamente proporcional ax €

- - ¢
necessario e suficiente que —=-—=-—=_.sendo o valor comum desses

quocientes igual aconstante de proporcionalidade k. Com efeito, afirmar que y’

=k.X,y'=k X", y''=k.x" etcequivaeadizer que ﬂ:y—@:—:....:
x¢ x¢ x&
Anaogamente, afim de que y sgjainversamente proporcional a x é necessario e

suficientequex .y =X’ .y’ = X" .y" = .. = k. (1991, p.131)

% A afirmac&o 4 seré acrescida ao teorema no estudo de funcao linear, em Lima (1999, p. 95).
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Ou sgja, y € diretamente, ou inversamente, proporcional a x quando existe uma constante k

tal que y=kx, ou y=k/x. A constante k, definida como “o valor comum dos quocientes

ye = y¢ = y& =....”, representa a igualdade das razdes y/x, ou y/1/x, para quaisquer valores
x¢ x¢ x@&
correspondentesde x eYy.

Esta definicdo € aquela dada por Avila (item 2.2.2 deste capitulo, p. 57, def.1 e def.2). Por
sua definicdo 1, temos que x e y sdo grandezas diretamente proporcionais se 'y = kx, onde k
constante. Entdo, se tomarmos para X osvalores X' e X'’, teremos y'=kx ey ’'=kx'’, e disto segue

que

Yok e L=k. @
X X

Avila afirma que podemos sempre definir a razéo de duas grandezas como o quociente de
suas medidas. Ora, em (1), k representa esta raz&o, que é constante por definic¢éo, ou sga, igual
para as duas equacdes. Assim, de (1) segue que

y_y'
X X"

gue € umaigual dade das razdes entre duas grandezas.
De maneira andloga, a equacdo da proporcionalidade inversa da definicdo 2, y = k/x ou

Xy = k, nos levaaigualdade

y _y"

X' X
As defini¢des na resolucéo de problemas
Na resolucéo de problemas sobre grandezas proporcionais, as definigdes de Lima podem

ser representadas por esguemas:
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Definigéo 1 Definicéo 2
Grand.A | Grand.B Grand. A | Grand.B
X f(x)=y X =y
n < > n X y= kx
nx n f(x) ~_
k=y/x
Proporcionalidade inversa
Definicéo 1 Definicéo 2
Grand.A | Grand.B Grand.A | Grand.B
X f(x)=y X f(x)=y
. sl
n 1
< > n X y=k/x
nx 1 §(x) ~_7
n —
=Xy
Esquema 1

Ressaltamos que, a0 considerarmos apenas as definicdes de grandezas diretamente
proporcionais, temos nas defini¢des dadas por Lima conceitos correspondentes aos tratados por
Vergnaud (1983), ao abordar problemas de proporcéo.

Vergnaud (1983) trata das estruturas multiplicativas ao trabalhar com a idéia de campos
conceituais como um conjunto de situagtes, de tarefas, que possibilita o0 estudo da interconexdo
de conceitos, procedimentos e representactes. O campo conceitual das estruturas multiplicativas
envolve v&rios conceitos que ndo sdo matematicamente independentes, como multiplicagéo,
divisdo, fragdo, razdo, numero racional, funcdo linear, entre outras, que aparecem
simultaneamente em muitos problemas, e tomam primitivamente sentido em problemas de
propor¢cdo. Vergnaud identificou e classificou diferentes estratégias de resolucdo destes

problemas.

Assim, o nimero real ¢ na definicdo de Trajano, que Lima restringe para n natural na

definicdo 1, corresponde ao que Vergnaud chama de operador escalar, enquanto que aconstante
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de proporcionalidade k, da definicdo 2, corresponde ao que este autor chama de operador
funcional. Vergnaud (1983) esclarece a denominacdo destes operadores. o primeiro operador €
dito escalar porque ele ndo tem dimensdo, sendo a razdo entre duas magnitudes de mesma
espécie. O segundo operador € dito funcional porgue ele representa o coeficiente de uma funcéo

linear, cuja dimensdo € o quociente entre duas outras dimensoes.

Tarefa Verificar a proporcionalidade — aplicacdo das definicbes

Retomamos aqui a questdo proposta por Lima: a definicdo de grandezas proporcionais
deve permitir que se realize, sem grandes dificuldades, a tarefa de reconhecer se uma grandeza é
(ou n&o) direta ou inversamente proporcional a outras.

Segundo Lima, embora as trés afirmacdes dos teoremas (p. 64) sgam equivaentes do
ponto de vista matematico, elas ndo o sdo do ponto de vista da aplicabilidade: “Nos problemas, a
tarefa de verificar se'y é realmente proporcional a x (direta ou inversamente) € muito mais facil
de ser executada com a defini¢éo que demos [def.1]”.(1991, p.131)

V gjamos suas justificativas.

A dificuldade em aplicar a definicdo de Trajano, que corresponde a afirmagdo 2 dos
teoremas, esta, como ja vimos, no fato de que ela exige f(cx)=cf(x) e f(cx)=f(x)/c paratodo c
real, 0 que levaLimaa propor adefinicéo 1.

Quanto a aplicabilidade da definicdo 2, que corresponde a afirmagdo 3 dos teoremas,
afirmaLima

Devemos observar que a férmula 'y = k.x raramente € dada no enunciado do
problema. E preciso deduzi-la e, paraisso, necessita-se saber as propriedades das
grandezas em questéo, propriedades que encerram a verdadeira nogdo de
proporcionalidade, expressa pelas condi¢cBes que adotamos. Além disso, se ja
estamos de posse da formula y=kx, pouco importa saber sobre
proporcionalidade; a formula ja contém todas as informagdes que venham a ser
solicitadas. (1991, p.131)
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Um caso em que a formula € irrelevante

Outra consideracdo feita por Lima (1991) a respeito da definicdo 2 se refere aos casos em
que aformula y = k.x € irrelevante, ou ndo cabe no contexto da discussdo. Conforme o autor, um
resultado basico a respeito da aplicacdo dos teoremas a questGes de proporcionalidade em
Geometria € a proposicéo conhecida como “Teorema de Tales’, segundo o qual “toda paraela a

um dos lados de um triéngul o divide os outros dois lados em segmentos proporcionais’.

A Temos aqui que
A _AX
XB X'C’
X X
B C
Figura2

Lima observa que, neste caso, “a constante k pode exprimir-se como o quociente de dois
senos mas isto € apenas uma curiosidade. O seno de um angulo so vai ser definido maistarde e,

mesmo assim, SO tem sentido por causa do teorema de Tales.” (1991, p. 139)

A técnica para verificar a proporcionalidade

Temos, portanto, que € com base na definicdo 1 que Lima nos apresenta uma técnica que
permite realizar a tarefa de verificar a proporcionalidade, direta ou inversa, entre duas
grandezas. Vegamos duas situacOes-problema: a primeira envolve grandezas diretamente
proporcionais e a segunda, grandezas inver samente propor cionais.

Situacdo-problema 1.

[..] O peso de um fio homogéneo € diretamente proporcional ao
comprimento desse fio. Com efeito, o peso é funcéo crescente do comprimento.
Além disso, a homogeneidade do fio significa que dois pedacos do mesmo
comprimento (tirados de qualquer parte do fio) tém o mesmo peso. Logo, 0 peso
total de n pedagos com o mesmo comprimento é igual an vezes o peso de cada
um desses pedacos. Ou segja, multiplicando-se 0 comprimento do fio por n, seu
peso também fica multiplicado por n. (Lima, 1991,p.128, grifo nosso)
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Situacdo-problema 2.
[...] O tempo necessério para ir, numa linha reta, de um ponto A a um
ponto B, com velocidade constante, € inversamente proporcional a essa
velocidade. De fato, esse tempo diminui quando se aumenta a velocidade. Além
disso, ele reduz-se a metade, a um terco, a um quarto, etc quando se duplica,
triplica, quadruplica, etc avelocidade.[...](Lima, 1991,p.128, grifo nosso)

Nestas situacOes temos a explicitacdo de uma técnica de resolugdo justificada pelas duas
condicdes da definicdo 1. Esta técnica, que chamaremos condic¢des de f(x), consiste, portanto, de
duas etapas.

Etapa 1 (1° condicdo da definico 1):

- f(x) écrescente? “O peso é funcéo crescente do comprimento”.
- f(X) édecrescente? “O tempo diminui quando se aumenta a velocidade”.

Etapa 2 (2° condicdo da definico 1):

- Sef(x) é crescente, f(n.x)=nf(x)? “Multiplicando o comprimento do fio por n, seu

peso também fica multiplicado por n”.
- Sef(x) é decrescente, f(n.x) =%f(x)? “[ O tempo] reduz-se a metade, a um terco, a

um guarto, etc quando se duplica, triplica, quadruplica, etc a velocidade”.
Notemos que na etapa 2, as caracteristicas das grandezas envolvidas nas situacoes-

problema, homogeneidade do fio e velocidade constante, levam a formulagdo das condic¢Oes

f(nx)=nf(x) e f(n.x) =%f(x).

Aplicacéo da nogao de proporcionalidade - problemas deregra de trés
Segundo Lima (1991, p.133), “uma das aplicagbes mais antigas da nogdo de
proporcionalidade € o tipo de problema chamado regra de trés.”(grifo do autor) Quanto a

resolucdo deste tipo de problema, o autor considera que:
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“Uma vez comprovado (mediante as definigdes dadas acima) que y €, de fato,
proporcional X, ndo ha dificuldade em resolver a regra de trés. Digamos que se
conhecem X', X'’ ey'. Searegradetrés édireta, temosy = k.x ey’ = k. X",
logo k= y'/X e, por substituicdo obtemosy”’ =y .X'/X'. Se aregra de trés é
inversa, temos X'. Yy = X'. ¥y’ =k logo y’' = X . yIX'. Estes resultados
mostram que se pode calcular o valor de y'’ quando se conhecem X', y' e X'’
sem precisar ter o valor de k.”(1991,p.133)

| dentificamos aqui, sob a denominagédo “tipo de problema chamado regrade trés’, atarefa
achar a quantidade desconhecida, quando sdo dadas trés quantidades conhecidas e
proporcionais.

Lima ressalta a necessidade da comprovacdo da relacdo de proporcionalidade entre as
grandezas envolvidas, como condi¢do para aplicagdo da técnica de resolugdo que apresenta. Ou
sgja, o resultado da tarefa verificar a proporcionalidade condiciona a técnica utilizada para
realizar atarefaachar a quantidade desconhecida.

Assim, verificada a proporcionalidade, o autor apresenta uma técnica que permite realizar
a segunda tarefa. Esta técnica se justifica pela definicdo 2 de “grandezas proporcionais’ (p.64) e
consiste em expressar as igualdades y’' =y X'/X e y’'=x .y/x’, conforme o caso, com
base no reconhecimento da constante k, sem, contudo, explicitar seu valor.

Esta técnica € retomada por Lima (1999) ao tratar de funcdo afim, ou sgja, ao tratar de

proporcionalidade direta:

Quando a correspondéncia X® y,x¢® y€¢ é uma proporcionaidade, a
igualdade y@ xC¢=y/x permite que se determine um desses quatro niimeros

guando se conhecem os outros trés. Nisto consiste a tradicional ‘regra de trés'.
(2999, p. 94,95, grifo do autor)

Temos aqui uma modificagéo na representacdo daigualdade y’ = y .X'/x, que sob aforma

ye =Y representa a igualdade da razéo constante k.
X

x¢
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Uma grandeza proporcional a varias outras —funcao de varias variaveis
Em muitos problemas as rel agdes de proporcionalidade envolvem mais de duas grandezas.
Assim, Lima (1991) define grandezas proporcionais a varias outras. Vejamos.

[Seja] uma grandeza z, de tal modo relacionada com outras, digamos x, v, u, v,
w, gue a cada escolha de valores para estas Ultimas corresponde um valor bem
determinado para z. Ent&o dizemos que z € uma funcdo das variaveis x, y, U, v, w
e escrevemos z=f(x, y, u, v, w). Nestas condicles, diz-se que z é diretamente
proporcional ax quando:
1°) para quaisquer valores fixados de y, u, v, w, a grandeza z é uma funcéo
crescente de x, isto €, a desigualdade X' < X’ implica f (X, Yy, u, v, w) <
f(X',y, U, v,w);

2°) para quaisquer X, y, u, v, w e n 1 N, temse f(nx, y, u, v, w) =
n.f(x,y, u, v, w).
Anaogamente, diz-se que z = f(X, y, U, v, W) € inversamente proporcional a x
guando:
1°) para quaisquer valores fixados de y, u, v, w, a grandeza z é uma funcéo
decrescente de X, isto é, a desigualdade X' < X'’ implica f(x,y, u, v, w) >
f(xX’,y, u, v, w);

2°) para quaisquer X, y, U, v, w e n 1 N, temse f(n x, y, u, v, W) =
f(x, y, u, v, w)/n.

Definicbes semelhantes podem ser dadas para as demais variaveis y, u, Vv,
w.”(1991,p.136)

O teorema a seguir, segundo Lima (1991), resume os Teoremas 1 e 2 no caso de uma
fungdo de varias variaveis:
Teoremad. Sgja z= f(x, y, u, v, w). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1) z é diretamente proporcional a x, y e inversamente proporcional a u, v, w;

. X
2) existe uma constante k tal que z = k x—xy .(1991, p. 136-137)
U XV XW

Da definicéo e do teorema resulta, conforme o autor, “que uma grandeza € diretamente

(ou inversamente) proporcional a varias outras se, e somente se, € diretamente (ou inversamente)

Xxy
X/ W

proporcional ao produto dessas outras.” (1991, p. 137) Isto é expresso pelo fator na

equacdo do Teorema4.
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Diferentes tarefas - definicéo e teorema como justificativa de técnicas
De maneira analoga a0 que fez para duas grandezas proporcionais, Lima (1986,1991)

aplica a definicéo de grandeza proporcional avarias outras e o Teorema4 (p. 71), naresolucdo de

duas tarefas;

- verificar a proporcionalidade de uma grandeza em relacéo a outr as,
- achar a quantidade desconhecida, quando sdo dadas mais de trés quantidades
conhecidas e propor cionais.
[lustramos estas tarefas em um problema resolvido por Lima:

Se 10 maquinas, funcionando 6 horas por dia, durante 60 dias, produzem
90 000 pecas, em quantos dias x, 12 dessas mesmas maquinas, funcionando 8
horas por dia, produzirdo 192 000 pegas?

O numero D de dias necessarios para produzir P pecas em M méquinas que
trabalham H horas por dia € diretamente proporcional a P porque para dobrar,
triplicar, quadruplicar, etc. 0 nimero de pegas produzidas é necessario dobrar,
triplicar, etc o nimero de dias de trabalho (supondo, evidentemente, M e H
fixos). Por outro lado, se dobrarmos, triplicarmos, etc. 0 nimero M de maquinas,
0 numero de dias (necessarios para produzir as P pegas, trabahando H horas por
dia) fica reduzido a metade, a um terco, etc. Logo, D € inversamente
proporciona a M. Analogamente se verifica que D € inversamente proporcional
a H. Feitas estas simples constatacfes, se chamarmos de k 0 nimero de dias
necessarios para produzir uma sd peca, usando uma Unica maquina e
trabalhando apenas uma hora por dia, resulta do teorema acima demonstrado
que

D=k—.
MH

Desta formula retirase qualquer informacdo que se desgje sobre o
assunto.(Lima, 1986, p.24, grifo nosso)

Nesta resolucéo hé duas etapas.
Na primeira etapa é realizada a tarefa verificar a proporcionalidade da grandeza “dias”
em relacdo a “pegas, maguinas e horas’. A técnica, justificada pela definicdo de grandeza

proporciona a varias outras (p. 71), consiste em verificar a variacdo entre “dias’ e cada uma

das outras grandezas, enquanto mantém fixas as outras duas.
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Na segunda etapa, Lima apresenta uma técnica de resolucdo da tarefa achar a
quantidade desconhecida dias, quando dadas outras trés quantidades conhecidas e
proporcionais. Esta tarefa corresponde ao tipo de problema de regra trés composta, para os
quais Lima (1991) faz consideracdes analogas ao que fez para os problemas de regra de trés

simples. A técnica € justificada pela da afirmagéo 2 do Teorema 4 (estes sdo elementos da
tecnologia) e consiste em estabelecer a equacdo de dependéncia entre as variaveis, D = k% :

a partir da relacéo de proporcionalidade entre as grandezas envolvidas e da definicdo da

constante k.

O significado da “ divisio em partes proporcionais’

Problemas de divisdo em partes proporcionais, segundo Lima (1988), tém origem no
comércio e um de seus exemplos mais caracteristicos € a chamada regra de sociedade, que
mencionamos no estudo do tratado Trajano. Esta regra estabelece que o lucro de uma sociedade
deve ser dividido em partes proporcionais ao capital aplicado por cada socio. Assim, temos nestes
problemas atarefa dividir em partes proporcionais.

Quanto a esta tarefa, Lima coloca a seguinte quest&o:

“O quesignifica dividir em partes proporcionais’?

Sua resposta remete a sua segunda defini¢do de grandezas proporcionais. Veamos.

[Dividir em partes proporcionais] significa que o lucro y de cada socio é
diretamente proporcional & sua contribuicdo x. Tem-se, assim, uma funcdo
y = f(X) ou, mais precisamente, y = kx. A constante k mede, de certa forma, o
sucesso dos negécios. Resta saber quanto vale k. Uma vez determinado seu

valor, o lucro de cada sécio serd obtido multiplicando-se seu capital inicial por k.
(1988, p. 10)

Temos, portanto, mais uma tarefa cuja técnica de resolucéo faz uso da equacéo y = k.x.

Lima apresenta esta tarefa em suaforma mais geral, seguida da resolucéo:
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Dividir um nimero N em partes proporcionais a trés nimeros dados a, b e c.

A solugdo é simples: as partes X, y, z procuradas devem satisfazer & condicoes
Xx+y+z=N, x=ak, y=bk e z=ck.

Somando as 3 Ultimas igualdades obtém-se
X+y+z=(a+b+c).kousgaN=(a+b+c).k

Logo k = +'; e as partes procuradas sdo obtidas multiplicando este valor de
a

kpora, bec, r;ecpectivamente. (1988 ,p.10-11)

Nesta resolucdo, a condicdo de proporcionalidade entre cada parte e seu numero
correspondente permite expressar estas relacOes pelas equacbes x = ak, y= bk e
z = ck, nas quais k é constante, conforme a definicdo 2 de grandezas proporcionais
(p. 64). Isto congtitui a primeira etapa de resolucdo. A partir dai temos um sistema linear cuja
resolucdo per mite determinar k e, entao, as partes procuradas.

Lima (1988) também faz referéncias a “divisio em partes proporcionais a varias
grandezas’, caso em que temos uma fungdo de vérias variaveis. Assim teremos, por exemplo, a
equacdo z= k. X . y, paraexpressar que a parte z procurada € diretamente proporciona axea vy,
ou sgja, z é diretamente proporcional ao produto xy. Novamente aqui a determinacéo da constante

k leva aos valores procurados.

Outras consideracgdes do autor

Nestas publicagtes, Lima (1986,1991,1999) também faz consideracbes sobre problemas
nos guais a proporcionalidade ndo se aplica, em especia nagueles em que y é uma funcédo
crescente (ou decrescente) de x, sem que sgja diretamente (ou inversamente) proporciona a X,
como Nno caso da area de um quadrado e seu lado. Também ressalta os limites de validez deste
“modelo matematico”, como no caso da proporcionalidade inversa entre 0 nimero de operarios e
0 tempo gasto para construir uma casa, que usado sem restricdes pode resultar em um tempo de,

por exemplo, 1 segundo, quando o numero de operarios for suficientemente grande.
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Conclusdo
Lima apresenta uma abordagem formal da nocéo de proporcionalidade, definindo-a como
funcéo.

Suas duas defini¢bes, do ponto de vista da aplicabilidade, se complementam.
A definicdo representada por f(n.x)=nf(x) e f(n.x) =% f(X) justifica a técnica que permite

realizar a tarefa verificar a proporcionalidade. A técnica das condicbes de f(x) consiste
basicamente, conforme o autor, nas perguntas. y cresce ou decresce quando x cresce? Ao
multiplicarmos x por um numero natural, y também fica multiplicado por ele? y fica
dividido por ele? A énfase de seus artigos esta nesta tarefa e em sua técnica.

Uma vez redizada a tarefa anterior, € possivel redizar a tarefa achar a quantidade
desconhecida, quando sdo dadas trés ou mais quantidades conhecidas e proporcionais, 0s
problemas de regra de trés. A definicdo representada pela constante de proporcionalidade k
justifica a técnica que permite realizar esta tarefa, e que consiste em expressar e resolver a
equacdo de dependéncia entre as variaveis envolvidas. y =k.x e y = k/x no caso de uma so
variavel, e z =kxy/uww no caso de muitas variaveis. Correspondem a esta tarefa os problemas
de regra de trés simples e composta. A tarefa divisdo em partes proporcionais também é

resolvida por esta técnica.

2.3 Conclusao do capitulo 2

O breve estudo histérico sobre proporcdes, realizado neste capitulo (item 2.1), nos revela
que propor¢do é um saber antigo. Ja os pitagoéricos tinham possivelmente desenvolvido uma

teoria das proporcdes, a partir das médias babilonicas. Proporcdo foi tratada como objeto
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matematico em Os Elementos, de Euclides. A teoria das propor¢des de Eudoxo, em Euclides V-
5, que estabelece quando duas grandezas tém entre si a mesma razdo, permitiu superar a crise
causada pela descoberta dos incomensuravels e teve importante papel no desenvolvimento da
matematica. Estudada ao longo da historia, da origem, no séc. X1X, ao sistema de nimeros reais.
Também em Euclides VII ha a definicdo de nimeros proporcionais e a proposicao da qual se
origina a propriedade fundamental das proporgdes. Identificamos também que, ao longo da
histéria, proporcéo tem a funcéo de ferramenta de resolucdo de certas tarefas, bem como de ser
condicéo para a existéncia de umatécnica.

No estudo das proposi¢cdes noosferianas identificamos que, no tratado Trajano, proporcao
€ apresentada como objeto matemético, numa abordagem aritmética, por meio de sua definicéo:
“proporc¢ao € uma igualdade entre duas razoes’; de suarepresentacdo: “12: 6 = 8: 47; e de suas
propriedades, das quais salientamos. “Em toda a proporc¢ao, o produto dos meios € igual ao
produto dos extremos’. Suas funcbes como ferramenta de resolucdo de varias tarefas e como
condic&o para a existéncia de uma técnica sdo préximas aquel as identificadas no estudo historico.

Ja, nas publicagdes noosferianas atuais que estudamos, ha uma mudanca de abordagem.
N&o identificamos a presenca do objeto mateméatico propor¢do e sim o estudo da nogdo de
proporcionalidade e do conceito de grandezas ou variagbes proporcionais. Avila propde que as
questdes relativas a propor¢do sejam ensinadas no contexto dos numeros reais, das igualdades e
equaces e define grandezas ou varidvels direta e inversamente proporcionais por meio das
equacdes y=kx e y=k/x, nas quais k € constante. Lima faz uma abordagem formal de
proporcionalidade como funcdo matemética e apresenta duas definicbes de grandezas direta e

inversamente proporcionais, que se complementam, do ponto de vista da aplicabilidade: f(nx) =

nf(x) e f(n.x) =%f(x), y=kx e y=k/x.
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Apresentamos, no quadro a seguir, as tarefas e técnicas relativas a proporcdes e a
proporcionalidade, que identificamos neste estudo. N&o indicamos tarefas e técnicas para

proporcionalidade no estudo historico, pois esta no¢éo ndo foi objeto de nosso estudo.

Proporcéo Proporcionalidade
Tarefa Técnica FO Tarefa Técnica FO
Verificar igualdade de | -Subtragdo mitua o]
razoes -lgualdade de .
guocientes parciais
-Problemasderegra | Regradetrés: F
detrés -regradeclarada sem
- -Dividir em partes explicacéo
‘= | proporcionais -regravinculada a .
g -Interpolacéo linear proporcao
T Obs.:Algumas técnicas
n&o foram identificadas
Construcdo e divisdo | Semelhanca de
de segmentos tridngulos .
Resolucdo de Falsa posicéo CE
equacoes lineares —_—— —_—— —
-Verificar sea -lgualdade entre 0]
proporcéo estacerta | produto dos meios e
-Achar qualquer termo | produto dos extremos _
de uma propor¢do -Resolucéo da
proporgao.
Achar a quantidade - Técnicageral
o | desconhecida: Andlise/Sintese F
& |-Problemasde regra | -Regradetrés:
‘T | detrés formulaco das
F | -Dividir em partes proporcoes — — —
proporcionais Formulac&o das
-Problemas de propor¢oes
porcentagem
Problemas cujos Falsa posicéo CE
valoresformemuma | Resolucdo da .
propor¢ao. proporc¢ao.
Achar a quantidade Equacdo da constante | F
_‘—E desconhecida k, de dependéncia
3: — | (problemas deregrade | entre asvariaveis.
trés)
Verificar a Condicdes de f(X) (0]
__ | proporcionalidade
© -Achar a quantidade Equacdo da constante | F
§ desconhecida k, de dependéncia
- (problemas deregrade | entre asvariaves.
— | trés)
-Dividir em partes
proporcionais

1)FO- ferrramenta/objeto. Nas tarefas, as nogles sdo ora objeto de estudo, ora ferramenta de resolucéo.
2)CE-Condicdo p/ existéncia datécnica.
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Salientamos a semelhancga de algumas tarefas entre o estudo histérico e o tratado Trajano,
como problemasderegradetrésedividir em partes proporcionais.

Nas proposicdes de Avila e Lima também se verifica a presenca da mesma tarefa, achar a
quantidade desconhecida, para a qual € apresentada a mesma técnica de resolucdo. Cabe
salientar que a proposicéo noosferiana atual é aquela proposta nos PCN, e da lugar ao estudo da

proporcionalidade em detrimento de proporcéo.
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3 O saber proporcdo em classe de 6° série do Ensino

Fundamental

O estudo realizado nos capitulos precedentes nos permitiu reconhecer certas abordagens,
certas tarefas e técnicas concernentes ao objeto Proporgdo. Com a finalidade de identificar
elementos da relacdo da instituicio 6 série do Ensino Fundamental com o saber proporcao, ou
sgja, 0 que ainstituicdo 6% série espera que o aluno saiba sobre proporcao, apresentamos aqui um

estudo de livros didéticos de 6% série e uma observagdo em classe.

3.1 Estudo dos livros didaticos

Neste estudo buscamos identificar os elementos da organizagdo matemaética referente ao
objeto proporcdo nos livros didéticos. Estudamos livros atuais destinados aos alunos da 6° série
do Ensino Fundamental e o livro didatico de Quintella (1958).

A escolha deste dltimo se justifica por seu uso no ensino do Brasil durante décadas. Isto
nos leva a considerar que este livro didatico possa ter influenciado escritores de livros, caso em
gue o identificamos como um saber de referéncia.

Para estudo dos livros atuais escolhemos Giovanni e Giovanni Jr. (2000)?’, Bigode (2000)
e lmenes & Lellis (2002) em funcéo da:

- melhor indicagdo no Guiado Livro Didatico, do MEC;

%" Livro adotado pelo professor, sujeito da observagao em classe nesta pesquisa.
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- por serem os livros mais solicitados a0 MEC, pelas escolas de Santa Catarina, em
2002.
Nos propomos a examinar nestes livros didaticos, sistematicamente, o objeto proporcéo,
bem como as tarefas e técnicas relativas aproporcdo. Examinamos também as definicoes, tarefas
e técnicas relativas a grandezas proporcionais, tendo em vista que sua abordagem € proposta nas

publicacdes noosferianas de Avilae Lima.

3.1.1 Quintella, um saber dereferéncia

Matematica —terceira série ginasial

Porque estudar Quintella?

Este livro faz parte de uma colecéo dirigida ao ensino ginasial, editada a partir dos anos
40, cuja importancia é ressaltada por D’ Ambrosio (1996), ao fazer uma retrospectiva sobre o
ensino de matematica no Brasil. O nimero de edi¢bes indica a grande utilizagcdo deste livro
didético: o exemplar de nossa andlise € da 32° edicd0, de 1958, e em 1961, trés anos depois,

portanto, este volume ja estava na 46° edico.

Um indicio do trabalho da noosfera
No prefacio do volume que examinamos, Terceira série ginasia, Quintella justifica as
modificacbes existentes entre diferentes edicBes, sob a influéncia da noosfera®. Quintella

pretende estreitar alacuna entre o que se pretende ensinar e o que se ensina

% A Noosfera é considerada o centro operacional do processo de transposicdo. Sua finalidade é estabelecer a
interacdo entre 0 sistema de ensino e seu entorno, proporcionando a selecéo dos elementos do “ saber sdbio”, que
devem advir como “saber aensinar”. (Chevallard, 1991)
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Acreditamos deva ser uma obra didatica compreendida como o resultado de uma
experiéncia coletiva que inclua os trabalhos de classe e a sua verificagdo, de
modo a estabelecer a necessaria correlacdo entre o que se pretendeu ensinar e
aquilo que real e efetivamente resultou dessa pretensdo (aprendizagem). |...]

A nova edi¢do de nosso Curso Ginasial foi projetada na base de um inquérito
gue realizamos entre professores de varios pontos do pais. Vem, agora,
modificada, mesmo em sua estrutura, com supressies, simplificacbes e
acréscimos que os colegas identificardo facilmente.(p.7)

Contetdo desenvolvido

Este livro didatico trata de aplicacOes aritméticas de razdes e proporcdes, de geometria
plana, linhas proporcionais, semelhanca e relagdes trigonométricas. A agebra € tratada no
volume destinado a Segunda série ginasia, bem como grandezas comensuraveis e
incomensuravels, nNUmeros racionais e irracionais.

O estudo de proporcéo é feito na Unidade Razdes e Proporcdes - Aplicagdes Aritméticas,
juntamente com medias, nimeros proporcionais, divisdo em partes proporcionais, regra de trés,

percentagem e juros simples. Ve amos aguns elementos do estudo de propor ¢oes.

Uma defini¢céo em termos de razao

Quintella define propor¢cdo como uma igualdade de duas razdes. Tal como Traano
(cap.2), trata primeiro o conceito de razdo, como 0 quociente de dois nimeros. Apresenta a
leitura, escrita e designacéo dos termos da proporcéo:

Propor¢ao € aigualdade de duas r azles.
3 9
Exemplo: ==—.
6 18

Lé-se: 3 estd para 6 assm como 9 para 18. Também seescreve: 3: 6::9: 18.
[...] O primeiro e o quarto termos, 3 e 18, sdo denominados extremos. O segundo
eoterceiro, 6 €9, s0 meios.

A designacdo dos termos é a seguinte:
1"termo _ 3°termo extremo _  meio antecedente _ antecedente
2°termo = 4°termo meio extremo consequente  consequente

(p.17)
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Temos aqui elementos como a leitura, a designagéo de seus termos e a representacéo
3:6::9: 18 quendo se alteram em relacéo ao tratado Trajano.

9
18"

Porém, ha uma nova representacdo de proporgdo: — = Isto € decorrente da

olw

representacdo fracionaria utilizada por Quintella para razéo: “A razédo entre 3e5 é g (p. 15).

Além disto, aligacdo entre razbes e fragdes € apontada pelo autor quando trata das propriedades
das razdes: “ As razoes gozam de todas as propriedades das fracoes, e a elas sdo aplicaveis todas

asregras de calculo com as fragdes, ja conhecidas.” (p.16)

Tratamento algébrico das propriedades e de suas aplicagdes
Quintella apresenta duas propriedades das proporgcdes. Em suas demonstracdes usa
principios de igualdades e equagdes, como veremos a seguir.

Propriedade fundamental das propor ¢des.
Em toda a propor ¢éo o produto dos meios é igual ao produto dos extremos.

Consideremos, de modo geral, a proporcao:

a_c

b d’
Eliminando os denominadores:

ad =bc,

0 que provaa propriedade. (p.16-17)

Nesta demonstracdo, a “eliminacéo de denominadores’ indica 0 uso de principios de

equacoes.

Propriedade das propor ¢des. Aplicacoes.
Primeira.

A soma ou a diferenca dos antecedentes esta para a dos conseqiientes,
assim como qualquer antecedente esta para seu consequlente.

Seja, de modo geral, a proporgéo % :g .

Suponhamos q o valor comum das razdes:

Dal, resulta: a=bq
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Somando ou subtraindo, membro a membro, e colocando g em evidéncia
atc=(bid)m

atxc _

btd

Comparando com aigualdade (1):

donde;

azc_a_ | (p.23)

Na demonstracéo desta Ultima propriedade, a relacdo que Quintella estabelece entre

proporcdes e equagles torna-se mais evidente. Identificamos uma linguagem algébrica nas

seguintes etapas:

- axc=(bzd)xq, donde

brd

- Comparando comaigualdade (1)... .
Esta relacdo entre proporcdes e equacdes € explicitada numa das aplicacdoes desta
propriedade, em uma tarefa tipica de equacoes:

2) Resolver o sistema:

x+y=20
x_.y (24
3 7

Duas tarefas

Uma das aplicacOes da propriedade fundamental tem por titulo “Calculo de um termo

qualquer de uma proporcao”. Veamos um exemplo.

Exemplo:

12 _16

48 x

Aplicando a propriedade fundamental:
12x=48" 16 ou 12x = 768

donde concluimos:  x= % =64. (p.20)

1°) Achar o valor de x na proporcéo
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Identificamos aqui a tarefa do tratado Trgano, achar qualquer termo de uma
propor ¢do, que aparece em 12 dos 45 exercicios propostos para propor¢oes. Ressaltamos que a
técnica usada por Quintella difere da de Trgjano, que nos da uma regra explicita para reaizar a
tarefa. Quintella usa a propriedade fundamental para determinar que 12x = 768, e a técnica para o

préximo passo da resolugdo € implicita: “donde concluimos: x:% =64". Este segundo passo

indica que Quintella faz uso do principio multiplicativo das equacbes nesta resolucéo.

Chamaremos esta técnica de resolucéo da propor ¢ao-PF (da propriedade fundamental).

Nas aplicacbes da propriedade 1 identificamos a tarefa achar dois numeros
desconhecidos, a partir de sua soma/subtracao/produto ou da razdo entre eles ou ainda de
dois termos da propor ¢ao que formam. Alguns exempl os sdo:

1) A diferenca entre os antecedentes de uma proporcgéo € 10 e 0s consequientes
s80 9 e 7. Achar os antecedentes. (p. 23)

3) Achar dois nimeros, cujasomaé 85 e arazéo 2/3. (p. 24)

5) Achar dois nimeros narazéo 3/4, cujo produto seja 300. (p. 25)

A técnica de resolucdo € justificada pela propriedade. Por exemplo:

2) Resolver o sistema:

x+y=20
X_Y
377

Resoluc&o. Aplicando a propriedade, vem:
Xty X _Yy 20_x_y
3+7 3 7 10 3 7

Donde resulta: x=@=6 e y=@=14.(p.24)
10 10

Esta tarefa € trabalhada em 26 dos 45 exercicios propostos para proporgdes, o0 que

demonstra a énfase dada a ela pelo autor.
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Proporcionalidade — uma relacéo entre nimeros e entre grandezas

Quintella apresenta as definicbes de “numeros diretamente proporcionails’ e
“inversamente proporcionais’ e aplica estas defini¢des a“ grandezas proporcionais’.

V gjamos as defini¢cdes de nimeros proporcionais.

NUmer os diretamente proporcionais.

Duas sucessdes de nimeros sdo denominadas diretamente proporcionais ou,
apenas, proporcionais, quando a razdo entre um nimero qualquer da primeira e
seu correspondente na segunda € constante.

[..] O vaor comum das razBes € denominado fator ou coeficiente de
propor cionalidade (k) (p. 35)

NUmer osinver samente propor cionais.

Duas sucessfes sdo denominadas inversamente proporcionais, quando o produto
de dois termos correspondentes é constante.

[...] O produto constante denomina-se coeficiente de propor cionalidade. (p. 36)
Duas sucessfes sao denominadas inversamente proporcionais, quando o0s termos
da primeira so diretamente proporcionais aos inversos dos da segunda. (p. 37)

Estas definicbes correspondem & definicbes de “grandezas proporcionais’ dadas por
Avila (cap. 2) e adefinicdo 2 de Lima (cap. 2), nas quais as equagdes y=kx e k=xy caracterizam
a proporcionalidade.
Quintella entéo caracteriza“ grandezas proporcionais’ em trés problemas comentados.
Para “grandezas diretamente propor cionais’, o autor da como exemplo a relacéo entre
o lado de um quadrado e seu perimetro:
Se representarmos o0 lado de um quadrado por |, o perimetro serd obtido

multiplicando-o por 4, isto é, sera 4l.
Assim, podemos formar a seguinte tabela de correspondéncia dos diferentes

estados das duas grandezas:
lado em metros......... 1 2 3 4
perimetro em metros 4 8 12 16

Observemos que as medidas das duas grandezas formam duas sucessdes
proporcionais porque

As duas grandezas sdo, entdo, denominadas diretamente proporcionais ou,
apenas, proporcionais. (p. 38, grifo do autor)
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Para as “grandezas inversamente proporcionais’, o problema envolve diferentes
vel ocidades e respectivos tempos, necessarios para percorrer amesma distancia:

Podemos formar a tabela de correspondéncia dos estados das duas grandezas.

velocidade em km/h. 60 40 30 20
tempo em horas ...... 4 6 8 12

Observemos que as medidas das duas grandezas formam duas sucessbes
inversamente proporcionais. O coeficiente de proporcionalidade é 240.

Dizemos, entdo, que as duas grandezas velocidade e tempo sdo inver samente
propor cionais. (pp. 38, 39, grifo do autor)

Nestas duas resolugdes, a tabela de correspondéncia dos valores fornece duas sucessbes
de nUmeros, sobre as quais sdo aplicadas as defini¢cdes de niUmeros proporcionais. Portanto, € com
base nestas definicdes que Quintella estabelece a relacdo de proporcionalidade entre essas
grandezas.

Quanto a “grandezas proporcionais a varias outras’, afirma Quintella que “uma
grandeza é proporcional a outras, quando fixando uma dessas Ultimas, a grandeza dada varia
proporcionalmente a outra” (p.39). D4 como exemplo a érea de um retangulo, que depende da
base e da altura e conclui que “quando uma grandeza € proporcional a varias outras, 0s numeros
gue exprimem sua medida sao proporcionais aos produtos dos nimeros resultantes das medidas
dasoutras’ (p.41), tal como em Lima.

Estas defini¢des de niUmeros e grandezas proporcionais justificam as técnicas de resolucéo

das tarefas que veremos a seguir.

Astarefas “ achar a quantidade desconhecida” e* dividir em partes proporcionais’
Dos 30 exercicios propostos para “nimeros e grandezas proporcionais’, 11 se referem a

tarefa achar a quantidades desconhecida e 14 adividir em partes proporcionais.
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A tarefa achar a quantidade desconhecida, quando sdo dadas trés ou mais

quantidades conhecidas e proporcionais € proposta tanto para sucessdes de nimeros quanto
para grandezas. Por exemplo:

3) Achar x nas sucessdes proporcionals:

2 8 3

4 16 X Resp.: 6.
12) Um trem, com a velocidade de 60km/h, percorre uma certa distancia em
3,5h. Calcular a velocidade de um segundo trem que faz 0 mesmo percurso em
5h. Resp.: 42km/h.

V gjamos a técnica de resolucdo, em um exemplo resolvido:

Exemplo:

Dadas duas sucessdes proporcionais:
3, 5 7,y
6, 10, x, 8

achar o coeficiente de proporcionalidade e osvaloresde x ey.
Resolugdo. O coeficiente de proporcionalidade é:

Logo, temos:

oo
[N

Aqui, as etapas da técnica de resolucéo sdo dadas pelo proprio enunciado do problema:
“achar o coeficiente de proporcionalidade’, que é determinado pela razéo entre o

nimero 3, da primeira sucessao e 6, seu correspondente na segunda sucessao.
- “[achar] osvaloresde x ey’. A razéo constante % permite formular as proporgoes,

cujos termos desconhecidos sdo determinados pela técnica resolucdo da propor cao-

PF.
A primeira etapa desta técnica se assemelha &uela dada por Avila e Lima, ou sgja, a
determinacéo do coeficiente de proporcionalidade. Porém difere na segunda etapa, pois enquanto
Quintella formula a propor¢iio para achar o nimero desconhecido, Avila e Lima formulam a

equacdo de dependéncia das variavels.



88

A tarefa dividir em partes proporcionais € apresentada com seguinte enunciado:
“Dividir um nimero em partes proporcionais a outros é decompd-lo em parcelas proporcionais

aessesoutros’ (p.41). Veamos um exemplo.

Exemplo. Decompor o nimero 180 em partes proporcionaisa 3, 4 e 11.
Representemos por X, y e z as parcelas de 180, proporcionais a 3, 4 e 11.
Devemoster:

Para achar as parcelas x, y e z € suficiente conhecer o fator de

proporcionalidade, como vimos no estudo dos nUmeros proporcionais; para isto

aplicamos a propriedade das razdes iguais ou proporcdo prolongada® e obtemos:
X+ty+z X_Yy_ 1z

O fator de proporcionalidade é 10; logo, temos:
x=3"10= 30
y=4"10= 40
z=11" 10=110
Verificacdo: x+ y + z= 30+ 40 + 110 =180. (pp.41,42)
Aqui, a técnica consiste em determinar o coeficiente de proporcionalidade, como o faz
Lima, mas difere deste na maneira de determin&lo. Enquanto Lima expressa as partes
proporcionais em termos de k, que resultariaem x = 3k, y = 4k, z = 11k, Quintella o determina
por meio da 1% propriedade das proporcdes (p. 82). Também a técnica de Quintella difere da de
Tragjano, que explicita a proporgdo existente entre os valores totais e cada parte, sem uso de

propriedades. A mesma técnica vista aqui € utilizada para dividir em partes inver samente

propor cionais, ao expressa-las como diretamente proporcional aos inversos dos nimeros.

# “Proporcao prolongada é a sucessdo de trés ou mais razdes iguais, como 2/4=6/12=8/16." (p. 27)
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Problemas de regra de trés — a técnica das propor ¢coes

“Regra de trés’ € apresentada em capitulo proprio. Segundo Quintella, “os problemas
sobre grandezas proporcionais sdo de dois tipos. regra de trés simples e regra de trés
composta.” (p. 47) Temos aqui que a “regra de trés’ € abordada como “problemas de regra de
trés’, ou sgja, como uma tarefa.

Esta tarefa corresponde a achar a quantidade desconhecida, quando sio dadas trés ou
mais quantidades conhecidas e proporcionais, ja apresentada no estudo dos “numeros e
grandezas proporcionais’. Para esta tarefa so propostos 20 exercicios.

Os dois problemas a seguir explicitam a tarefa problemas de regra de trés direta e

inver sa, respectivamente. Neles, proporcao € empregada como ferramenta de resol ucao.

Primeiro exemplo. Regra detréssimplesdireta.
Quatro quilogramas de farinha de trigo produzem cinco pées, quantos
quilogramas de farinha ser&o necessarios para produzr cento e vinte paes?
Os dados podem ser dispostos sob aforma:

4 kg de farinhaproduzem 5 paes

x kg de farinha produzirdo 120 paes
As grandezas sdo diretamente proporcionais, a razdo dos termos relativos é
igual arazdo dos principais®; logo, temos a proporcao:

2o 5\ (=10 4_g

x 120 5

Resp.: S0 necessérios 96kg de farinha. (p.47)

Segundo exemplo. Regra detréssimplesinversa.
Uma torneira, jorrando 20 litros de agua por minuto, enche um reservatorio em
6 horas. Qual o tempo em que enchera 0 mesmo reservatorio, uma torneira que
deite 30 litros de agua por minuto?
Os dados podem ser dispostos:

20 litros correspondem a6 horas

30 litros corresponderéo ax horas.
Quanto maior o nimero de litros vertidos por minuto, menor serd o tempo gasto
para encher o reservatério. As grandezas sdo inversamente proporcionais, a
razao dos termos relativos é igual arazao inversa dos principais. Assim, temos
aproporcao:

%0 Segundo Quintella, “denominam-se termos principais os dois valores conhecidos da mesma grandeza, e termos
relativos os dois valores da grandeza, em que um € desconhecido.” (p.47)
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20 _ x 6" 20
=\ X=——=

30 6 30
Resp.: A segundatorneira enche o reservatério em 4 horas. (p.48)

Nestas resol u¢des a técnica consiste de quatro etapas:
- disposicéo dos dados;
- verificagao da proporcionalidade direta ou inversa;
- formulagéo da proporcéo;
- resolugdo da proporcao-PF.

Temos aqui uma técnica diversa daguela dada para a resolugdo desta mesma tarefa,
quando apresentada no estudo de “grandezas proporcionais’. Naqueles problemas, a proporgéo €
formulada a partir do coeficiente de proporcionalidade k entre as diferentes grandezas. Aqui, a
proporcao expressa a “igualdade das raz6es’, mas raz0es entre val ores da mesma grandeza, como
€ explicitado em “a razdo dos termos relativos é igual a razdo dos principais’, como
identificamos no tratado Trajano. Salientamos que a expressao desta proporcao é favorecida pela
disposi¢ao dos dados do problema.

Temos também que, no segundo exemplo, Quintella explicita uma técnica para realizar a
tarefa verificar a proporcionalidade inversa entre as grandezas em: “Quanto maior 0 nimero
de litros vertidos por minuto, menor sera o tempo gasto para encher o reservatério. As
grandezas sdo inversamente proporcionais’. Esta técnica consiste em verificar que a medida de
uma grandeza aumenta se a medida da outra diminui (o contrario também é valido). Temos
assim uma nova etapa da técnica, pois para que hgja a propor¢ao, isto é, para que haja iguadade

das razbes, é necessario gque se invertaarazao dos termos relativos.
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Regra de trés composta

Na resolucdo da tarefa problemas de regra de trés composta, Quintella apresenta a
técnica que denomina método das proporcoes. Para utilizar esta técnica, o autor retoma a
propriedade de “grandeza diretamente proporcional a vérias outras’, ou sga, “0s numeros que
exprimem sua medida sdo diretamente proporcionais aos produtos dos nimeros resultantes das
medidas das outras’. Ressdta, também, que esta propriedade é védlida para grandezas
inversamente proporcionais, se forem considerados os inversos dos nimeros que exprimem suas
medidas.

V gjJamos como Quintella apresenta esta técnica.

Exemplo 2.Uma maquina de rotular garrafas funcionou durante 6 horas por
dia erotulou 3 000 garrafas em 6 dias. Quantas horas devera funcionar por dia,
para rotular 5000 garrafas em 4 dias?
Resoluc&o. Disposicéo dos dados:
6 horas ---- 3000 garrafas ---- 6 dias
X horas ---- 5 000 garrafas ---- 4 dias
(d) (i)
Os simbolos (d) e (i), de direta e inversa, resultam da comparacdo com a
grandeza desconhecida:
Mais horas, mais garrafas: (d)
Mais horas, menos dias. (i)
Ostermos assinalados com (i) devem ser invertidos; assim, teremos:

6 3000, 4
X 5000 6

ou, simplificando e efetuando:
6 2 6”

~ =2 donde x=—5=15horas
X 5 2

Resp.: Deverafuncionar 15 horas diarias. (p. 51)
Nesta resolucdo, a técnica utilizada é semelhante a da regra de trés simples. Porém, na
formulagdo da proporgdo, é utilizada a propriedade que vimos acima: a razéo dos termos relativos
€ igual ao produto das razdes dos principais, considerando razdes diretas para grandezas

diretamente proporcionais e razdes inversas para grandezas inversamente proporcionais.
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Percentagem — problemas de regra de trés e a técnica das propor ¢coes
As tarefas calcular a percentagem, o capital e a taxa sdo apresentados por Quintella como
problemas de regrade trés. Vegamos um exemplo.

Célculo da percentagem. Exemplo:
Calcular 5% de Cr$ 208,00.
O problema consiste numa regra de trés simples e direta, pois a taxa 5

R ~ b
corresponde arazdo — .
&P 100

Temos, assim:  a 100 corresponde......5,
a 208 correspondera....X.
Donde a proporc¢éo:
100 _5, =208 5_(rg1040.
208 x

Resp.: 5% de Cr$ 208,00 sdo Cr$ 10,40. (p. 55)

Nesta resolucéo, Quintella justifica a classificagéo da tarefa problemas de percentagem

como um “problema de regra de trés’ ao expressar a taxa 5% pela razéo FSO . Assim, atécnicade

resolucdo é a mesma utilizada nestes problemas, ou sgja, a técnica das proporcdes. Para esta

tarefa ha 40 exercicios.

Conclusao
No estudo de Quintella resgatamos a definicdo de proporgéo: “proporgdo € a igualdade

de duas razbes’, uma nova representacdo, na forma fracionaria: g = 1% , que Quintellaird usar dai

em diante, e duas propriedades. a propriedade fundamental das proporcdes - em toda a proporgéo
0 produto dos meios € igual ao produto dos extremos; e a primeira propriedade - a soma ou a
diferenca dos antecedentes esta para a dos consequentes, assim como qualquer antecedente esta
para seu consequente. Na exposicdo das propriedades e de suas aplicactes, identificamos um

tratamento algébrico dado a proporgdes, porém ndo generalizado.
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Resgatamos, também, as definicbes de “ndmeros proporcionais’ e sua aplicacdo ao
conceito de “grandezas proporcionais’, caracterizadas pela existéncia do coeficiente de
proporcionalidade k.

Identificamos tarefas e técnicas justificadas nas definicbes e propriedades acima
mencionadas, e que estdo, portanto, relacionadas a proporcdes. Listamos as tarefas, 0 nimero de

exercicios em que s80 propostas e respectivas técnicas, no quadro a seguir.

N? de exercicios

Tarefas em que atarefaé Técnicas
proposta
Estudo de proporcéo
Total de exercicios propostos. 45
Achar qualquer termo de uma proporcéo 12 Resolucéo da proporcéo-

Propriedade Fundamental*

Uso implicito de equagdes

Achar 2 nimeros desconhecidos, a partir 26 Primeira propriedade de propor¢oes
de sua soma/subtracao/produto e da e Resolucéo da proporcéo- PF*
razéo entre eles ou de 2 termos da
proporcdo que formam.

Resolver sistemas.

Estudo de niUmeros e grandezas proporcionais
Total de exercicios propostos. 30

Achar a quantidade desconhecida, 11 Formulagdo da proporcéo e

guando sdo dadas trés ou mais Resolucéo da proporcdo- PF* a

guantidades conhecidas e proporcionais. partir do coeficiente de
proporcionalidade (k) .

Dividir em partes proporcionais 14 Primeira propriedade de

(diretaou inversa) proporcdes, coeficiente de

proporcionalidade e Resolucdo da
proporgao- PF*

Estudo daregradetrés

Total de exercicios propostos. 20

Achar a quantidade desconhecida, 20 Formulagdo da proporcéo e
guando sdo dadas trés ou mais Resolucéo da proporcdo- PF* a
guantidades conhecidas e proporcionais: partir de razbes entre valores da
problemas de regra de trés simples e mesma grandeza.

composta.

Estudo de porcentagem

Total de exercicios propostos. 40

Problemas de porcentagem | 40 | Aplicacio da regra de trés simples.

* Resolucdo da proporc¢do-PF: aplicacio da propriedade fundamental .
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Quanto &s tarefas e técnicas, este estudo nos permite algumas consideracoes.

A tarefa achar qualquer termo de uma propor ¢ao, cuja técnica de resolucéo se justifica
pela propriedade fundamental das proporcdes, embora proposta em somente 12 dos 45 exercicios
do estudo de proporcdes, torna-se uma etapa da técnica de resolucdo de todas as outras tarefas
que envolvem proporcao.

A tarefa achar a quantidade desconhecida aparece em dois momentos: no estudo dos
“nimeros e grandezas proporcionais’ e no estudo da “regra de trés’. Em cada um deles é
resolvida por uma técnica diferente, que correspondem a duas maneiras de expressar a proporgao
entre as quantidades:

- pelo coeficiente de proporcionalidade k, no estudo de “numeros e grandezas
proporcionais’. Neste estudo ndo ha predominancia da tarefa achar a quantidade
desconhecida, que aparece em 11 dos 30 exercicios propostos.

- no estudo da “regra de trés’ a proporcao € expressa pela igualdade das razdes entre
valores da mesma grandeza. Com esta técnica de resolucdo, a tarefa achar a
guantidade desconhecida é apresentada em todos os 20 exercicios propostos, o que
demonstra ser esta a técnica privilegiada pelo autor naresolucéo desta tarefa.

Esta tarefa foi identificada no tratado Trajano no estudo de “Regra de Trés’, enquanto

que nas publicagdes de Avila e Lima aparece no estudo de “grandezas proporcionais’.
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3.1.2 Giovanni e Giovanni Jr.

M atematica — Pensar e descobrir — Novo

Neste livro didatico, o estudo de proporcdo € feito na Unidade 6: “Razdo e Proporcao”,
seguido de Grandezas Proporcionais e Regra de Trés, na Unidade 7. Os nimeros racionais e
equactes sdo apresentados em unidade anteriores.

A estrutura de apresentacdo consiste, de maneira geral, em problemas resolvidos e

comentados, definicdes e aplicacbes, seguidas de exercicios propostos.

O estudo de proporcao: definicao e propriedades
No estudo de propor¢éo sdo apresentadas, inicialmente, sua definicéo e representacao:

Sentencas matematicas que expressam uma igualdade entre duas razdes sao
chamadas propor ¢éo.

Proporc¢ao € aigua dade entre duas razdes.

Quatro numeros racionais a, b, ¢ e d, diferentes de zero, nessa ordem,
formam uma propor ¢édo quando:

a:b=c:dou —=—=.(p.264)

a.c
b d

S0 dados, também, os nomes dos termos: extremos e meios.
As propriedades sdo apresentadas por meio de exemplos e entdo enunciadas, sem
demonstracdes. S&o elas:

Propriedade fundamental (PF):
De modo geral, em toda a propor¢do, o produto dos extremos é igual ao produto
dos meios e vice-versa

b d
produto dos extremos j T» produto dos meios. (p.266)
1% propriedade:
Em toda a proporc¢do, a soma ou diferenca dos dois primeiros termos esté para o
primeiro (ou para o segundo) termo, assim como a soma ou diferenca dos dois
ltimos termos esta para o terceiro (ou para o quarto) termo. Assim:
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a_c¢ a+b c+d a+b c+d
—=—0p = ou =

b d a c b d

a_cpab cdgab cd o
b d a c b d

2% propriedade:
Em toda a propor¢éo, a soma (ou diferenca) dos antecedentes esta para a soma
(ou diferenca) dos conseqlientes, assim como cada antecedente esta para seu

consequente. Vea

3:2'3 a+C:3 ua+C:£
b d b+d b b+d d
E:Ep Eziouﬁzﬁ (p273)
b d -d b b- d

As tarefas — aplicacOes das propriedades
| dentificamos, como “ aplicagbes’ das propriedades de proporgéo, as tarefas:
- achar qualquer termo de uma propor ¢ao;
- achar dois numeros desconhecidos, a partir de sua soma ou subtragdo ou da
razao entre elesou ainda de dois termos da propor ¢ao que formam.

A tarefa achar qualquer termo de uma proporc¢do, uma aplicagdo da propriedade
fundamental, tem como técnica resolucdo da propor ¢ao-PF dada por Quintella e aparece em 15
dos 26 exercicios propostos. Destes 15 exercicios, 9 sdo problemas aplicados a grandezas, como
escala, por exemplo.

A tarefa achar dois nimer os desconhecidos, a partir de sua soma ou subtragdo ou da
razéo entre eles ou ainda de dois termos da propor¢ao que formam, € dada como aplicacéo
das propriedades 1 e 2, que justificam sua técnica de resolucéo. Aparece em 8 dos 26 exercicios
propostos e é apresentada tanto na forma de problemas quanto pelo enunciado resolver sistemas
de equacOes. Esta tarefa, em suas duas formas de apresentacdo, também foi identificada em
Quintella como aplicacdo das propriedades de proporcdes, embora Quintella ndo apresente a 1°

propriedade acima.
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NUmeros proporcionais e Grandezas proporcionais — duas definicoes
Tendo como referéncia as duas definicbes de Lima (cap. 2) para Grandezas Proporcionais,
ou sga

- definicdo 1: (%) = nf() e () = Lf(x);

- definicdo 2: y=kx e k=xy;
identificamos, neste livro, que a defini¢cao de “numeros proporcionais’ corresponde adefinicéo 2
de Lima e que a definicdo de “grandezas proporcionais’ corresponde adefinicdo 1, embora ndo
segja usado explicitamente o conceito de funcdo matemética. Estas duas definicdes tém reflexos
nas técnicas de resolucdo das tarefas que apresentaremos adiante. Vejamos as definicdes dadas

neste livro.

NUmer os proporcionais — o coeficiente de proporcionalidade
“NUmeros proporcionais’ sdo mostrados por meio de tabelas de correspondéncia de

valores de duas grandezas, por exemplo:

Tempo Producéo
(em horas) | (em pecas)
100
200
300

? (p. 287)

500

N PA|IWIN|E

Da correspondéncia entre as duas sequiéncias de nimeros assim formadas é concluido que:

- Se a razéo entre os termos corr%pondentes, Hlo neste caso, for constante, os

nimeros sdo diretamente proporcionais.
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- Se 0 produto entre os termos correspondentes for constante, os ndmeros s&o
inver samente proporcionais.

Isto também corresponde a definicdo de Quintella para nimeros proporcionais, e a
definicdo de Avila para grandezas direta e inversamente proporcionais. O nome “coeficiente de
proporcionalidade” entre as seqiéncias de niumeros ou grandezas ndo € mencionado, mas o
conceito € o mesmo referido por estes autores, ou sgja, y=kx ou k=y/x para proporcionalidade

direta e k=xy para a proporcionalidade inversa.

Grandezas propor cionais —azoes entre valores da mesma grandeza

As definic¢des destas grandezas séo:

Duas grandezas séo diretamente proporcionais quando, dobrando uma delas, &
outra também dobra; triplicando uma delas, a outra também triplica.. e assim
por diante.

[..] Vea %:% Vocé vai notar que as duas razdes sdo iguais.
Quando duas grandezas sdo diretamente proporcionais, 0s numeros que

expressam essas grandezas variam na mesma razao. (p.292, grifo dos autores)

Duas grandezas sdo inver samente propor cionais quando, dobrando uma delas, a
outra se reduz para a metade; triplicando uma delas, a outra se reduz para atercal
parte... e assim por diante.

[...] Vocévai notar que as razbes ndo sdo iguais; sdo inversas. Vea

4 2 2 12 o
—» ZGE SAa0 razoes Inversas

Quando duas grandezas sd0 inversamente proporcionais, 0S numeros que
expressam essas grandezas variam um narazao inversa do outro. (p.293)

As definicBes que ressaltamos nos quadros acima, correspondem, como ja dissemos, a

definicdo 1 de Lima, isto &, f(nx) = nf(x) e f(nx) = %f(x).
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Os autores apresentam também, as conseqgiiéncias destas defini¢oes, que sdo expressas por
razoes entre valores da mesma grandeza. Nas grandezas diretamente proporcionais estas razoes

s80 iguais; nas grandezas inversamente proporcionais estas razoes sao inversas.

Tréstarefas

A tarefa dividir em partes proporcionais é apresentada em 8 dos 11 exercicios
propostos apds as definicdes de “numeros proporcionais’. A técnica de resolucéo, apresentada
em exercicios resolvidos, é justificada por estas definicdes e € basicamente aquela dada por Lima
para esta tarefa, que faz uso do coeficiente de proporcionaidade. Para divisio em partes
inversamente proporcionais, a técnica € similar. Salientamos que, apesar de terem sido
apresentadas as propriedades 1 e 2 das proporcdes, estas ndo sdo utilizadas nesta tarefa, como o

faz Quintella.

Identificamos, também, a tarefa verificar a proporcionalidade, apresentada em 5 dos 7
exercicios propostos apos as definigdes de “grandezas proporcionais’. Dos enunciados destes
exercicios, ressaltamos duas questdes. uma quanto & técnicas de resolucdo e outra quanto a
prépriaformulacdo datarefa. Vejamos alguns exemplos.

1)Um eletricista, fazendo o servico de fiagdo de uma casa, consegue estender
200 m de fio em 8 horas de trabalho. As grandezas metros de fio estendido e
tempo de trabalho s&o direta ou inver samente proporcionais

2)Um 6nibus faz o percurso da praca Central até a praca A de seu bairro. Naida,
a velocidade média foi de 50 km/h e o tempo que ele gastou nesse percurso foi
de 60 minutos. Na volta, a sua velocidade médiafoi de 40 km/h e o tempo gasto
parafazer o percurso foi de 75 minutos. Nessas condi¢bes, responda:

a) Quando a velocidade média passa de 50 km/h para 40 km/h, elavaria em que
razéo?

b) Nesse caso, 0 tempo gasto no percurso varia em gue razéo?

¢) As grandezas velocidade e tempo s8o direta ou inver samente propor cionais?
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3) A medida do lado e a &ea de um quadrado sdo grandezas direta ou
inver samente propor cionais? (p.294, grifos nossos)

Quanto & técnicas de resolucdo temos gque o0 enunciado do exercicio 1 sugere, sem
explicitar, que a técnica de resolucdo seja a aplicacéo direta da definicdo, que consiste em
verificar se a multiplicacdo de uma grandeza por um numero implica na multiplicacéo da outra
por este mesmo numero, ou implica na divisdo da outra por este mesmo nimero, como foi
apresentado por Lima.

Ja no exercicio 2, atécnica de resolucéo é explicitada nas perguntas a) e b), e tem origem
nas consequiéncias das defini¢des. Consiste em determinar, para cada grandeza, arazédo entre dois
de seus valores e, entdo comparé-|as:

- seasrazbes sdo iguas, as grandezas sdo diretamente proporcionais,

- seasrazfes sdo inversas, as grandezas sd0 inversamente proporcionais.

Quanto aformulacéo da tarefa, 0 modo como € colocada a questdo: “as grandezas sao
direta ou inversamente proporcionais?’, que grifamos nos exercicios acima, sugere que se deva
optar por um dos dois tipos de proporcionalidade, e ndo que se verifique se hg, ou néo,
proporcionalidade, sgja ela direta ou inversa, como no caso do exercicio 3. Portanto, ndo

identificamos aqui a mesmatarefa de “ verificar a proporcionalidade”, dada por Lima.

Problemas de Regra de Trés

Sob o titulo Regra de Trés, sdo apresentados problemas resolvidos e exercicios propostos
gue correspondem atarefa achar a quantidade desconhecida, quando sdo dadas trés ou mais
quantidades conhecidas e proporcionais, isto & problemas de regra de trés. Estes problemas
sd0 divididos em Regra de Trés Simples, para os quais sdo propostos 19 exercicios, e Regra de

Trés Composta, com 7 exercicios propostos. Suas caracteristicas ndo sdo explicitadas.
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Trés problemasiniciais explicitam as técnicas de resolucéo.
No primeiro problema as grandezas sdo diretamente proporcionais. comprimento e largura
do tampo de uma mesa, medidos em palmos e em palitos de fosforo. Apresentamos a resol ugéo:

Levantando os dados do problema

usando palmos: 12 palmos de comprimento e 5 palmos de largura

usando palitos de fésforo: 48 palitos de comprimento e x palitos de largura.
Interpretando os dados

Podemos colocar esses dados numa tabela:

Comprimento Largura
12 pamos 5 palmos
48 palitos X palitos
Observe que o comprimento da mesa aumentou™ 4 vezes quando passamos do
‘pamo’ parao ‘pdito’:
Comprimento
"4 C 12 palmos
48 pditos |
Esse mesmo fato deve ocorrer nalargura. Temos entéo:
Largura
5 pamos ) "4
__________ X palitos
As grandezas sdo diretamente proporcionais. Dai, podemos fazer:
12 _5 240

® 12x =485 ® 12xx =240 ® X ® x=20

48 X
Analisando o resultado obtido, concluimos que o tampo da mesa tem 20 palitos
de fosforo de largura. (p.296)

A técnica é justificada pela definicdo de grandezas proporcionais e se divide em etapas,
das quais destacamos:
- verificagcdo da proporcionalidade direta entre as grandezas, com 0 uso explicito da
técnica justificada pela definicdo destas grandezas, ou segja, quadruplicar o nUmero
que expressa 0 comprimento implica em quadruplicar 0 niUmero gque expressa a

largura;

3! Esta expressdo éincorreta, pois o tampo da mesa ndo aumentou. O que aumentou foram os NUMeros que
expressam a medida do tampo da mesa: é necessario 4 vezes mais palitos do que palmos para medi-la.
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- formulacdo da igualdade das razbes, ou proporcdo, com base na conseguiéncia da
definicdo: quando duas grandezas sdo diretamente proporcionais, 0S numeros que
expressam essas grandezas variam ha mesma razéo;

- resolucdo da proporcao-PF.

Observamos que, ao explicitar o fator 4 em| “4/(| , os autores ja estdo indicando uma

técnica de resolucdo, a qual ndo é ressaltada. Esta técnica consiste, justamente, em identificar este
fator, pelo qual serd multiplicado o valor conhecido da outra grandeza.
No segundo problema as grandezas sdo inversamente proporcionais: velocidade média e

tempo, em um mesmo percurso. Os dados séo organizados em uma tabela:

Velocidade Tempo
(em km/h) (em segundos)
180 20
200 X

Observe que, se duplicarmos a velocidade inicial, o tempo gasto para percorrer o
percurso vai cair pela metade. Logo, as grandezas sdo0 inversamente
proporcionais. Nesse caso, temos:

180X0=200x% ® 200x=3600 ® xz% ® x=18

Analisando o resultado obtido, concluimos que, se a velocidade do competidor
fosse 200 km/h, ele teria gasto 18 segundos para fazer o percurso.(p.297)

Também agui a técnica divide-se em etapas, analogas ao do problema anterior. A técnica
de verificacdo da proporcionalidade inversa € justificada pela definicdo de grandezas
inversamente proporcionais, ou sga, duplicar a velocidade implica em reduzir pela metade o
tempo gasto para percorrer 0 percurso. Mas na formulagdo daigualdade 180 . 20 = 200 . x, ndo sd0
usadas as razles inversas, consequéncia da definicdo de grandezas inversamente proporcionais.
Ha aqui a aplicacdo do produto constante, com o qual os autores conceituam “numeros
inversamente proporcionais’.

Ressaltamos que, nestes dois problemas sobre regra de trés smples, a etapa da técnica de

resolucdo “formulacgéo das igualdades’ ndo se justifica pela mesma definicdo. No problema sobre
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grandezas diretamente proporcionais a formulacdo da igualdade das razbes se judtifica na

definicdo de “grandezas diretamente proporcionais’, enquanto que no problema sobre grandezas

inversamente proporcionais a formulagéo a formulagdo da igualdade se justifica na definicdo de

“numeros proporcionais’. Portanto, ndo ha uniformidade na aplicacdo das técnicas justificadas

pel as defini¢des quando da resolucéo dos problemas sobre grandezas proporcionais.

A regra de trés composta € apresentada no terceiro problema, que relaciona nimero de

maguinas, dias de trabalho e nimero de pecas produzidas. Vejamos a resolucdo dada pelos

autores.

Levantando os dados

5 méquinas em 6 dias produzem 400 pecas
7 maquinas em 9 dias produzem x pegas
Interpretando os dados

Numero demaquinas | NUmero dedias | NUmero de pecas
(A) (B) ©
5 6 400
7 9 X

Fixando a grandeza A, podemos relacionar as grandezasB e C:

Se dobrarmos o numero de dias, o nimero de pegas também dobrara. Logo, as
grandezas B e C sdo diretamente proporcionais.

Fixando a grandeza B, podemos relacionar as grandezas A e C:

Se dobrarmos o nimero de maquinas, o numero de pecas também dobrara.
Logo, as grandezas A e C sdo diretamente proporcionais.

Quando uma grandeza é diretamente proporcional a duas outras, a variacéo da
primeira é diretamente proporcional ao produto da variagao das outras duas.

De acordo com o quadro, temos:

5 6 _ 400 30 _ 400

— %= ® —=——

79 X 63 X
Resolvendo a proporcéo, temos:

25200

30xx=63¥400 ® 30x=25200 ® x= 30 =840
Analisando o resultado obtido, concluimos que:
Se as maquinas funcionarem durante 9 dias, serdo produzidas 840 pecas.
(p. 299-300, grifo nosso)
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Nesta resolucdo esta explicita a definicdo de Lima e Quintella para grandezas
proporcionais a varias outras, o que justifica as seguintes etapas da técnica utilizada:
- a veificagdo da proporcionalidade entre duas das grandezas € feita fixando a
terceira;
- na formulagcdo da proporcdo € considerado o produto das razbes das grandezas

conhecidas.

Conclusao
No estudo deste livro didatico identificamos as definicdes de proporcéo: “proporcao € a
igualdade entre duas razbes’, de numeros proporcionais, com base no coeficiente de

proporcionalidade k, e de grandezas proporcionais, com base nas razfes entre valores da mesma
grandeza. ldentificamos, também, a representacéo de proporcoes: % =§ , € suas propriedades, das

quais destacamos a propriedade fundamental: “o produto dos extremos € igual ao produto dos
meios e vice-versa’.

Observamos que, a partir da aplicacdo da propriedade fundamental & proporcoes, as
expressdes sdo tratadas como equagoes.

Identificamos tarefas e técnicas nas quais 0 saber proporcao € tratado, ora como objeto,
ora como ferramenta, que listamos no quadro a seguir, juntamente com o nUmero de exercicios

em que as tarefas sdo propostas.



Achar a quantidade desconhecida, quando
s80 dadas trés ou mais quantidades
conhecidas e proporcionais:

Problemas de regrade trés

NUmero de
Tarefas exercicios em Técnicas
que atarefa é
proposta
Estudo de proporcéo
Total de exercicios propostos. 26
Achar qualquer termo de uma proporgéao 15 Resolugdo da proporcéo- PF*
Achar 2 nimeros desconhecidos, a partir 8 Primeira e segunda propriedades de
de sua soma ou subtracéo e da razdo entre proporcgdes e Resolucdo da
eles ou de 2 termos da proporcao que proporgao- PF*
formam. Resolver sistemas.
Estudo de nimeros proporcionais
Total de exercicios propostos: 11
8 Coeficiente de proporcionalidade
Dividir uma grandeza em partes (D)Determinacao de razBesiguais
diretamente, ou inversamente, (proporcéo), e Resolugéo da
proporcionais a nimeros dados. proporcao-PF*
(I Determinacdo do produto igual,
equagao.
Estudo de grandezas proporcionais
Total de exercicios propostos: 7
5 1)Condic¢oes de f(x)
Verificar aproporcionalidade 2) Razdes entre valores da mesma
grandeza:
razdes iguais, diretamente
proporcionais
razdes inversas, inversamente
proporcionais.
Estudo daregrade trés
Total de exercicios propostos: 26
26 Direta: igualdade dasrazbes e

Resolucéo da proporcdo-PF*.
Inversa: produto constante (k) e
equacao

Produto das variacbes- Resolucdo da

proporc¢ao-PF*.

* Resolucdo da propor¢do-PF: aplicagdo da propriedade fundamental .
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Estas tarefas ja foram identificadas nas publicagbes noosferianas, a saber: achar

qualquer termo de uma proporcao e dividir em partes proporcionais, no tratado Trajano;

verificar a proporcionalidade e dividir em partes proporcionais, em Lima;, achar a

quantidade desconhecida, em Tragjano, Lima e Avila. Todas as tarefas aqui apresentadas

também foram identificadas no livro didatico de Quintella, com pequenas variagcoes.
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Ressaltamos que atarefa achar qualquer termo de uma propor ¢ao, que aparece em 15
dos 26 exercicios propostos no estudo de proporgdo, e sua técnica resolucéo da propor ¢ao-PF,
tornam-se uma etapa da técnica de resolucéo de outras tarefas.

Quanto a tarefa achar a quantidade desconhecida, que é proposta em todos os 26
exercicios do estudo da regra de trés, resgatamos técnicas de resolucdo que se justificam em
definicdes diferentes. Para grandezas diretamente proporcionais, ou problemas de regra de trés
direta, a técnica é justificada pela definicdo de “grandezas proporcionais’ e tem por base as
razdes entre os valores da mesma grandeza. Para grandezas inversamente proporcionais, ou
problemas de regra de trés inversa, a técnica se justifica na definicao de “numeros proporcionais’
e tem por base o0 produto constante, ou coeficiente de proporcionalidade k. Temos, portanto, que
ndo ha uniformidade na aplicagéo das técnicas, pois as defini¢des de “ grandezas proporcionais’ e
de “numeros proporcionais’ justificam, cada uma delas, técnicas de resolucdo tanto para

problemas de regra de trés direta quanto para problemas de regra de trés inversa.

3.1.3 Antonio Jose L opes Bigode

Matematica Hoje éfeita assim

As referéncias aproporcao, neste livro didatico, estédo no capitulo 9 “Proporcionalidade”,
e no capitulo 10 “Geometria e Proporcionalidade”. No primeiro, ha o estudo de comparacoes
indiretas, de razbes, de grandezas proporcionais e ndo proporcionais; no capitulo 10 ha o estudo

de figuras semelhantes, cuja principal abordagem é a ampliacdo e reducéo de figuras.
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Proporcao — condicéo para realizar uma tarefa
No capitulo “Proporcionalidade’, no topico “Aumentando Receitas’, o conceito de
proporcao € apresentado na resolucédo do problema ‘aumentar a receita de um refresco’. Vejamos

como o autor explora esta situacéo.

Para aumentar a receita, a quantidade de cada ingrediente tem de respeitar as
proporcdes da receita original. Caso contrério o refresco ndo fica mais com o

mesmo gosto.
Vegaa tabela que relaciona as quantidades.
Laranjas Limdes Litros de suco Copos
obtido (de 250 ml)
5 1 15 6
10 2 3 12
15 3 4,5 18
20 4 6 24

Dobrar uma receita implica dobrar a quantidade de todos os ingredientes
envolvidos. Consequientemente obtém-se o dobro da quantidade de refresco.

A razéo entre 0 nimero de laranjas e o de limdes se mantém constante.
Para manter a propor¢ao entre os ingredientes — laranjas e limdes, neste caso - a
razdo entre o nimero de laranjas e o de limBes deve ser equivaente arazéo “5
paral”. (pp. 221, 222, grifo do autor)

[...] Para aumentar ou diminuir uma receita de modo a manter o sabor e a
consisténcia do produto final, usamos os ingredientes na mesma proporgao
indicada na receita badsica. No caso das receitas e das misturas, manter a
proporcao significa manter as relacfes entre as quantidades.(p. 222)

Ressaltamos, desta exposi¢cdo, alguns aspectos.

A abordagem de proporcéo néo é feita a partir da verificacdo de sua existéncia, mas sim
ao considera-la como uma condicdo para a realizacdo de uma tarefa, 0 que € expresso por: “a
quantidade de cada ingrediente tem que respeitar as proporcdes da receita original. Caso
contrario o refresco nao fica mais com o mesmo gosto”.

Os termos propor¢ao e razdo*? sdo utilizados com 0 mesmo significado. A expressio “as

proporcdes da receita”, por exemplo, e “a razdo entre o nUmero de laranjas e o de limdes’

% 0O estudo de razdes trata de situacdes como prego/kg, candidatos/vaga, densidade demogréfica, velocidade média,
escala e porcentagens, entre outros. Razéo é definida como o quociente entre dois nimeros inteiros, expressa por alb,
comb? 0.
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significam, ambas, “razdes entre os ingredientes da receita’, ou sgja, 5 laranjas para 1 limédo. Jaa

idéia de proporcionalidade, ou o conceito de proporcéo, € dado pela “ mesma variagdo”, expresso

em “respeitar as proporcoes dareceitd’, que pode ser lida como “respeitar as raz0es...”.

Identificamos duas formas de expressar a proporcionalidade entre as grandezas, que

equivalem &s duas definicbes de Lima (cap.2) para grandezas proporcionais:

“Dobrar uma receita implica dobrar a quantidade de todos os ingredientes
envolvidos’, que equivale adefinicdo 1, f(nx) = nf(x);
“A razdo entre o numero de laranjas e o de limbes se mantém constante”, que

equivale asegunda definicéo, ou coeficiente de proporcionalidade em y=kx.

Proporcéo — o termo desconhecido

No capitulo 10, “Geometria e Proporcionalidade’, no topico “O termo desconhecido de

uma propor¢do”, um tratamento formal € dado a proporgdes. A proporcao € apresentada como um

tipo de igualdade, para a qual sdo dadas representacéo, leitura e a propriedade fundamental.

V glamos.

Igualdades do tipo % :g s80 chamadas de propor¢cdo. N&o se esgueca que é

proibido dividir por zero.b* 0 e d* O
Lése “aestaparab, assim como c estaparad”.
Os*“elementos’ a, b, ¢ e d sdo chamados termos da proporcéo.

. ~ a_¢C ... .
Como, na leitura da proporgéo 5-4 iniciamos por a e terminamos por d,

chamamos esses termos de extremos. Nessa leitura b e ¢ vém entre a e d, por
isso b e ¢ sdo termos conhecidos como meios.

Numa egquacdo, se multiplicarmos os dois membros pelo mesmo ndmero, néo
nulo, aigualdade ndo se altera.

Para eliminarmos os denominadores, na igualdade —=— multiplicamos o

olo

a
b
primeiro e o segundo membros por bd.
axd  cxod
b d
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No primeiro membro os “bés’ do numerador e do denominador se cancelam; no
segundo membro os “dés’ do numerador e do denominador também se
cancelam.

O resultado é aigualdade axd =bxc.

SeE:E,entéo axd=bxc.
b d

Esta € a propriedade fundamental das proporcdes.

O produto dos meios é igual ao produto dos extremos.

V eja como se aplica essa propriedade na resolucdo de alguns problemas.
(p. 258)

Esta abordagem € muito préxima daquela feita por Quintella, a excecdo do tratamento
explicito que aqui é dado a propor¢cdo como uma equacdo. A propriedade fundamental sera
utilizada na resolugdo de problemas, como ressata o autor: “Vega como se aplica essa

propriedade na resolugdo de alguns problemas’ (p. 258).

Proporcionalidade — variacao de grandezas

O estudo das grandezas proporcionais é feito no capitulo 9 “Proporcionalidade”, no topico
“Variacdo de grandezas proporcionais’, no qual o autor dé énfase arelacdo de dependéncia entre
as grandezas: “Duas grandezas que mantém entre sl uma relacdo de dependéncia podem variar
proporcionalmente” (p. 229). Isto aproxima esta abordagem daquela proposta por Lima, naqual a
proporcionalidade é definida como uma funcéo.

Nos exemplos utilizados para abordar proporcionalidade, identificamos a definicdo 1 de
Lima, para grandezas diretamente proporcionais: “[...] Observe que duplicando, triplicando,
quadruplicando etc. a medida do lado, o perimetro fica, respectivamente, duplicado, triplicado,
guadruplicado etc” (p. 229), e para grandezas inversamente proporcionais. “[...] Observe que
duplicando, triplicando etc. a velocidade média, o tempo gasto fica, respectivamente, divido por

dois, trésetc” (p.231)
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Ressaltamos que, somente para a proporcionalidade direta € mencionada a razéo entre as
grandezas, que corresponde ao coeficiente de proporcionalidade da segunda definicéo de Lima:
“[...] A razdo entre o perimetro de um quadrado e a medida de seu lado é uma relacdo de
proporcionalidade direta. Aumentando o lado, aumenta o perimetro. O perimetro € igual a 4
vezes a medida do lado” (p. 229-230).

O conceito de razdo constante € retomado pelo autor no capitulo “Geometria e
proporcionalidade”, em que trata da razédo de ampliacdo e reducéo de figuras, de escala, de
familias de retangulos proporcionais e de tridngulos semelhantes. Apresentamos dois exemplos
do uso deste conceito. No primeiro, o autor refere-se arazéo de ampliacdo/reducéo:

Na ampliagdo da pégina anterior, cada medida de comprimento € o dobro da
medida correspondente ada foto original. A razéo de ampliacdo éde 2 : 1. Na
reducéo, cada medida de comprimento é a metade da medida correspondente a
dafoto original. A razéo dereducdo éde 1 : 2. (p. 245)

No segundo exemplo, o autor discute as relacfes entre os retangulos cujas medidas séo
172,243 6,4 8e5” 10, donde conclui:
Nos retangulos semehantes, a razdo entre seus lados correspondentes

(comprimento/largura) € constante.
Portanto, dizemos que seus lados s&o proporcionais. (p. 252)

Os contra-exemplos

~

No topico “Nem tudo € proporcional” sdo apresentadas varias situagdes de variacdo ndo
proporcional. Quando trata, por exemplo, da venda com desconto de muitas unidades de um
produto, ou do preco de uma corrida de taxi, o autor ressalta:

[...Jnem sempre os negdcios respeitam proporcdes mateméticas. Numa compra
de quase 1 milh&o de camisetas devem ser levados em conta outros fatores que,

em geral, fazem diminuir o prego unitério. (p. 233)

O prego da corrida de téxi depende da distncia percorrida, mas essa
dependéncia ndo é proporcional adistancia. (p. 235)
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Portanto, s8o apresentados diferentes exemplos, alguns envolvendo as mesmas grandezas,
de situages em que ha proporcionalidade e de situagdes que ndo ha. Porém, ndo identificamos de

formaexplicitaatarefa“verificar a proporcionalidade’ entre grandezas.

A tarefa® achar a quantidade desconhecida”

Identificamos neste livro a tarefa relativa a proporcéo e a proporcionalidade achar a
quantidade desconhecida, quando sdo dadas trés ou mais quantidades conhecidas e
propor cionais, nos dois capitul os que estudamos e com diferentes técnicas de resolugéo.

No capitulo “Proporcionalidade’, esta tarefa aparece em 10 dos 16 exercicios propostos
no tépico “Aumentando receitas’ e em 8 dos 21 exercicios complementares do capitulo. E
apresentada uma nova técnica, ainda ndo identificada nas producdes noosferianas e nos livros
didéticos j& estudados, que chamaremos operador escalar, a exemplo de Vergnaud®. Esta
técnica é explicitada na resolucéo do seguinte problema:

Se 6 copos equivalem a 1,5 litros, 180 copos equivalem a quantos litros?

[.]

Copos Litros

6 15
’ 3o< ’ 3o<
180 45 [..] (p. 222)

Justificada na definicdo 1 de Lima, f(nx) = nf(x), esta técnica é representada pelo operador
escalar ~ 30, e consiste em determinar este operador, a partir dos valores conhecidos da grandeza
copos, e aplicé-lo ao valor conhecido da grandezallitro.

No capitulo “ Geometria e proporcionaidade”, atarefa achar a quantidade desconhecida
aparece em 18 dos 47 exercicios propostos. No decorrer deste capitulo séo apresentadas duas

técnicas aritméticas de resolucdo: a técnica equacdo da constante k, proposta por Avila e Lima,

% Ver referéncia no estudo de Lima, cap. 2.
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aplicada a um problema resolvido de reducéo de reténgulos, e atécnicaresolucéo da propor cao-
PF (propriedade fundamental), justificada na apresentacdo formal de proporcdo, aplicada a 6
problemas resolvidos. Salientamos que, apds a apresentacdo destas técnicas, sdo propostos apenas

7 exercicios dos 18 que apresentam atarefa achar a quantidade desconhecida.

Conclusdo
Identificamos, neste livro didatico, um tratamento formal do objeto proporcéo, no estudo

de “Geometria e proporcionalidade’, por meio de sua definicdo e representacéo: “igualdades do

tipo %: sdo chamadas de proporcéo”, e propriedade fundamental. Esta apresentacéo formal

c
d
de proporcéo é feita sob o titulo “termo desconhecido de uma propor¢éo”, o que demonstra a
intencdo do autor de fornecer uma técnica de resolucdo para a tarefa achar a quantidade
desconhecida.

A proporcao também é abordada como uma condicdo para a realizac8o da tarefa achar a
quantidade desconhecida, em problemas ndo geométricos. Observamos que, nesta abordagem, o
termo “proporcéo” também é utilizado com significado de “razéo”, o que foi observado nas
referéncias historicas, que apresentamos no capitulo 1.

Identificamos, também, a definicdo de grandezas proporcionais, bem como de as duas
formas de expressar a proporcionalidade, dadas pelas definicdes de Lima, ou sgja, f(nx) = n(fx) e
y = kx. A proporcionalidade € abordada como um tipo de relacdo de dependéncia entre
grandezas. 1sto é ressaltado nos exempl os e contra-exempl os.

A tarefa relativa a proporcéo e proporcionalidade, achar a quantidade desconhecida,

aparece em 36 dos 84 exercicios propostos nos topicos onde é abordada. E apresentada uma nova

técnica de resolucdo desta tarefa, operador escalar, sendo a Unica explicitada no capitulo
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“Proporcionalidade’. Para resolucdo desta tarefa, quando aplicada a problemas geométricos, séo
apresentadas as técnicas aritméticas equacdo da constante k e resolucdo da proporcao-PF
(propriedade fundamental), sendo esta Ultima justificada pela apresentacdo formal de proporcoes.
Apenas 7 dos 36 exercicios em que a tarefa achar a quantidade desconhecida aparece séo
propostos apos a explicitacéo destas duas Ultimas técnicas.

N&o identificamos a tarefa “verificar a proporcionalidade’”, como também ndo ha

referéncias aregra de trés.

3.1.4Imenes& Ldlis

M atematica para todos

| dentificamos nos artigos de Avila e Lima (cap. 2) a proposicao de abordagem da nog&o
de proporcionalidade no lugar de proporcédo. O estudo de Imenes e Léllis ilustra esta abordagem

num livro didatico.

O estudo da proporcionalidade

Este estudo é feito no capitulo 7 “Proporcionalidade’. Este capitulo trata de grandezas
proporcionais, explorando suas caracteristicas via situacOes-problema, em trés momentos:
Grandezas diretamente proporcionais, Mais proporcionalidade direta e Grandezas inversamente

proporcionais.

Grandezas diretamente propor cionais — duas caracterizacbes

Os autores apresentam duas maneiras de caracterizar as grandezas diretamente
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proporcionais, uma em “Grandezas diretamente proporcionais’ e a outra em “Mais
proporcionalidade direta’.
Em “Grandezas diretamente proporcionais’, apresentam a primeira caracterizacdo destas
grandezas em uma situacdo que relaciona tempo e distancia, a uma vel ocidade constante:
[...] Na situacdo apresentada, o tempo gasto e a distancia percorrida sdo
grandezas diretamente proporcionais. 1sso quer dizer que se o tempo dobrar, a
disténcia também dobrarg; se o tempo triplicar, a distancia também triplicara e
assim por diante. Logo, temos um padr&o fixo que relaciona as duas grandezas:

se 0 tempo gasto for multiplicado por um namero, a distancia percorrida sera
multiplicada pelo mesmo nimero. (p. 118, grifo nosso)

A relacdo, ou padréo fixo, que caracteriza a proporcionalidade direta entre as grandezas
neste exemplo, corresponde adefinicdo 1 de Lima para grandezas proporcionais, ou sgja, f(nx) =
nf(x), nT N.

Esta caracterizacao é reforcada em um contra-exempl o:

Exemplo

Um jogo de futebol dura 90min. Aos 30min dejogo, o placar €3" 1. Qual serdo
placar final?

Nessa situagéo, o tempo de jogo triplica, de 30mim para 90min. Vocé achaque o
placar vai triplicar? E muito provavel que ndo! Tempo de jogo e placar ndo sdo
grandezas proporcionais. Aliés, ndo ha relagdo alguma entre essas grandezas que
permite usar a matemética para obter o placar final. O time perdedor pode até
mesmo “virar” 0 jogo. A matematica ndo proibeisso! (p.118)

Em “Mais proporcionadidade direta’, € apresentada a segunda caracterizagdo das
grandezas diretamente proporcionais, em uma Situacdo que envolve quantidade de farinha e

nimero de bengalas de pao:

[.]

bengalas  farinha
* 300
6.~ 18009
5 1500 g
~_ 7

~ 300

Compreendeu a idéia? A quantidade de farinha é sempre igual a0 nimero de
bengalas multiplicado por 300.



115

Vamos fazer uma generalizacdo: quando duas grandezas sdo diretamente
proporcionais, o valor de uma das grandezas é igual ao valor correspondente
da outra, multiplicado sempre por um mesmo numero. (p. 122, grifo nosso)

Esta generalizacio corresponde a definicdo de Avila e adefiniciio 2 de Lima, ou sgja,
y = kx. No exemplo acima, o valor de 300 g é, entdo, o coeficiente de proporcionalidade k.
Ressaltamos que esta caracteristica € apresentada como uma consequiéncia da proporcionalidade
direta entre as grandezas, em “quando duas grandezas sdo diretamente proporcionais, o

valor....”.

Grandezas inver samente propor cionais — uma car acterizacao

Os autores apresentam uma Unica maneira de caracterizar estas grandezas, em “ Grandezas
inversamente proporcionais’. A situagdo proposta relaciona a quantidade de exercicios escolares
e 0 tempo de trabalho para fazé-los:

[...] Este € um caso de grandezas inversamente proporcionais: se a primeira
dobra, a outra reduz-se ametade; se a primeira triplica, a outra reduz-se aterca
parte e assim por diante. Portanto, o padrdo que relaciona as duas grandezas é o
seguinte: se uma delas é multiplicada por um namero (que ndo pode ser zero), a
outra é dividida por esse mesmo nimero. (p.127, grifo nosso)

Nesta situagéo, o padrdo que relaciona as duas grandezas também corresponde a definicéo

1, de Lima, ou sga, f(nx) = % f(x), n 1 N. Ressaltamos que para as grandezas inversamente

proporcionais ndo € apresentada a caracterizagcdo que corresponde adefinicdo 2 , y = k/x, naqual

o coeficiente de proporcionalidade é k = xy.

Outras expressoes
Os autores esclarecem gue h& outras maneiras de se referir aproporcionaidade. A partir

~

da expressdo “Na minha rua, h4 4 meninas para cada grupo de 3 meninos’ (p. 123), esclarecem
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que em linguagem cotidiana isto € expresso por “ha proporcdo de 4 para 3", € que no meio
matematico € expresso por “assim como 4 esta para 3" ou “narazio 4 para 3”. Resgatam, assim,
o significado destas expressdes e identificam 0 uso indevido do termo proporcao, para indicar

razao, como linguagem cotidiana.

A tarefa “ verificar a proporcionalidade’

Esta tarefa é apresentada em 19 dos 55 exercicios propostos no capitulo
“Proporcionalidade” e aparece somente nos tépicos “Grandezas diretamente proporcionais’ e
“Grandezas inversamente proporcionais’. Por exemplo:

[...] b) Em um quadrado, se o lado dobrar de comprimento, o perimetro também
dobrara? Se o tamanho do lado triplicar, o perimetro também triplicara? O
perimetro é diretamente proporcional ao comprimento do lado?

¢) Em um quadrado, se o tamanho do lado dobrar, a érea também dobrard? Ha
proporcionalidade direta entre a &rea e o comprimento do lado? (p. 120)

Identificamos aqui a técnica de resolucdo condicdes de f(x), proposta por Lima. Esta se
justifica nas caracterizagoes apresentadas para estas grandezas nos topicos que citamos acima.

Consiste, portanto, em verificar se existe, ou ndo, 0 “padréo” que ai as caracteriza.

A resolucéo de problemas
A tarefa “resolver de problemas de proporcionalidade’, que corresponde atarefa achar a
quantidade desconhecida, aparece em 32, dos 55 exercicios propostos no capitulo

“Proporcionaidade’, para os quais sdo apresentadas técnicas de resolucéo diferentes.

A relagdo entre os valores envolvidos — diferentes técnicas
As diferentes técnicas de resolucéo sdo apresentadas considerando a evidéncia, ou ndo, da

relacdo entre os val ores envolvidos nos problemas. Veremos isto a seguir.
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Para a andlise destas técnicas regatamos os termos “operador escalar” e “operador
funcional” de Vergnaud®. Estabelecemos a correspondéncia entre estes operadores, as

caracteristicas das grandezas diretamente proporcionais dadas por Imenes e Lellis e as definicoes

de Lima, no quadro a seguir.

Topico da Caracterizacio de Definigbes de Lima | Operadores de
apresentacdo ImeneseLéellis Vergnaud
Grandezas 1° caraterizagdo: Definicdo 1: Operador escalar
diretamente Padréo fixo que relaciona as duas
proporcionais grandezas: se umadelas é f(nx) = nf(x) Als
multiplicada por um ndmero, a <
outra é multiplicada pelo mesmo
nlmero.
Mais 2% caracterizagso: Definicéo 2: Operador funcional
proporcionalidade | O valor de umadas grandezas é y = kx 2 A
direta igual ao valor correspondente da A|lB
outra, multiplicado sempre por um
mesmo NUMero.

A técnica “ operador escalar”

Esta técnica é apresentada no tépico “ Grandezas diretamente proporcionais’. Vejamos a

resolucdo do problema que a apresenta.

[...] Primeiro, organize as informagdes do problema em umatabela:

Tempo (h) Distancia (km)
0,5 150
2,0 i

Note que, de 0,5h para 2h, o tempo foi multiplicado por 4. Como o tempo e a
disténcia sdo diretamente proporcionais, vocé pode multiplicar a distancia

também por 4. Observe como fica atabela

Tempo (h) Distancia (km)
, 05 150 \

" 4( ) 4
120 600 ¥

Conclusdo: em 2h, o helicdptero percorrera 600 km. (p. 118)

% Ver referéncia no estudo de Lima, cap. 2.
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A 12 caracterizacdo de grandezas diretamente proporcionais justifica esta técnica de
resolucdo. Ela consiste em determinar o operador escalar “ 4, a partir dos valores conhecidos da

grandeza tempo e aplica-lo ao valor conhecido da grandeza distancia.

A técnica “ operador funcional”

No tépico “Mais proporcionalidade direta’, os autores apresentam “outra maneira de
resolver problemas de proporcionalidade” (p. 122). Na situagdo-problema, o operador escalar
ndo é evidente, o que leva a outra técnica de resolugdo destes problemas. V ejamos.

Exemplo®
Em 6 bengalas de p&o, o padeiro gasta 1800 g de farinha. Quanto gastara em 5
bengalas?

Padeiro 1: — Bem... E um caso de proporcionalidade. Mas... de 6 para 5... Por
guanto devo multiplicar?

bengalas farinha
6 1800 g
"2
5 7

Padeiro 2: — Se, em 6 bengalas, uso 1800 g de farinha, em cada bengala, uso
300g.
Padeiro 1: — Entendi! 5 vezes 300 é 1500. Em 5 bengalas, uso 1500 g de farinha.

bengalas  farinha
" 300
6.~ ~S1800¢
5 15009

~ 300

Autores: Compreendeu a idéia? A quantidade de farinha é sempre igual ao
numero de bengalas multiplicado por 300. (p. 122)

A técnica de resolucdo, justificada pela 2° caracterizacdo de grandezas diretamente
proporcionais, consiste em determinar o operador funcional, ou coeficiente de proporcionalidade
k, a partir dos valores conhecidos e correspondentes das duas grandezas, e aplicadlo ao valor

correspondente daguele que se procura.

% Este problema é apresentado em quadrinhos. Aqui reproduzimos somente o diéogo entre dois padeiros.
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Uma técnica para resolucdo de problemas de proporcionalidade inversa?

Identificamos uma técnica de resolucdo de problemas de proporcionalidade inversa.
Porém, ela ndo é explicitada na resolucéo de um problema, mas apenas sugerida na situacéo que
apresenta as grandezas inversamente proporcionais.

Esta situacdo relaciona a quantidade de exercicios escolares e 0 tempo de trabalho para

fazé-los, do seguinte modo:

[.]

Exercicios por hora | Tempo de trabalho
4 4~
(28 24 2)
4 16 1 & 4

[..] (p. 126)

Esta técnica é justificada na caracterizacdo de grandezas inversamente proporcionais que,
como ja vimos, corresponde a definicdo 1 de Lima:  f(nx) = % f(x). Consiste, portanto, em

determinar o operador, a partir dos valores conhecidos de uma das grandezas, e aplicalo aoutra,

considerando que este operador € multiplicador para uma grandeza e divisor para a outra.

A técnica da Regra de Trés - quando os operadores nao sao evidentes

~_y

No capitulo 13 “Equacao”, no topico “Regrade Trés’, os autores apresentam novamente a
tarefa achar a quantidade desconhecida, que aparece em 13 dos 17 exercicios propostos para
este tépico. Esta tarefa € agora apresentada em situagdes nas quais nem o operador escalar nem o
operador funcional sdo evidentes, isto €, ndo sG0 NUMEros inteiros ou racionais Mais comuns,
como 0,5 ou 1,5. O exemplo apresentado pelos autores relaciona tempo e distancia na seguinte

tabela:
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[.] &

7 ™

tempo | distancia
11 840 > 2
X 1800

[..] (p. 236)

A técnica de resolucdo consiste em escrever, com os dados da tabela, uma equacéo e
resolvé-la. A justificativa que possibilitatal técnica é dada pel os autores como segue:

Estamos acostumados a representar valores de grandezas diretamente
proporcionais numa tabela que tem um padr&o: multiplicando-se os valores de
uma linha por agum nimero, obtemos os val ores da segunda linha.

A B
. 6 11 .
3 3
< 18 33 >
Esse padréo multiplicativo existe sempre que ha proporcionalidade direta. Como
multiplicacdo e divisdo sdo operacdes inversas, também podemos encontrar
nessa tabela padroes relativos adivisdo. Veja
E=£=0,333...,ou entdo, E=§=3
18 33 6 11
O padrdo relativo a divisdo € uma propriedade muito Util para resolver
problemas. (p. 235)

Este padrdo ou propriedade da divisdo que existe na proporcionalidade direta é a
expressao da igualdade dos quocientes, que corresponde ao conceito de proporgdo. Temos, entéo,
que o conceito de propor¢éo da lugar a uma propriedade, e € esta propriedade que permite
escrever, com os dados do problema, a equagao:

X _ 840
11 1800 °

Quanto a denominacdo “regra de trés’, dizem os autores que “a equagdo que resolveu o
problema é chamada regra de trés: vocé usa trés nimeros conhecidos para descobrir um nimero
desconhecido” (p. 236, grifo dos autores). Referem-se, portanto, a “regra de trés’ como uma
técnica, como o faz Trajano.

Essa técnica também é aplicada a problemas com grandezas inversamente proporcionais.

Vg amos.
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Os nimeros da coluna A sdo inversamente proporcionais aos da coluna B.

R

2

A B
3 8
6 4

2

Note que g ndo éigua a g . E preciso inverter uma das divisdes para ter uma

igualdade:

6
3

N oo

Assim, se 0 problema envolver grandezas inversamente proporcionais, vocé
deverd mudar a ordem dos valores de uma das colunas para escrever a equagao.

(p. 236)

Os autores partem, assm, da definicdo de grandezas inversamente proporcionais e

explicitam a necessidade de uma nova etapa da técnica da regra de trés, que consiste em inverter

uma das divisoes para que haja aigualdade dos quocientes.

Conclusao

Identificamos, neste estudo, uma nova proposta de abordagem das questfes relativas a

proporcionalidade. Ressaltamos que o estudo de Proporcionalidade é feito antes do que o estudo

de equacOes e, portanto, sem 0S Seus recursos.

Ha agui a proposicdo de Lima, de que a definicdo de grandezas proporcionais deva

permitir reconhecer as propriedades destas grandezas e a resolucdo de problemas de

proporcionalidade. Assim, os autores caracterizam estas grandezas do mesmo modo que é

proposto nas definigdes de Lima.

As grandezas diretamente proporcionais séo caracterizadas de duas maneiras.

- pelo padréo fixo que relaciona as duas grandezas, ou sgja, se uma for multiplicada

por um numero, a outra também o serg;

- ovaor de uma das grandezas é igual ao valor correspondente da outra, multiplicado

sempre por um mesmo nUmero.
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As grandezas inversamente proporcionais s caracterizadas somente de uma maneira:
- pelo padréo que relaciona as duas grandezas, ou sgja, se uma delas for multiplicada

por um numero (que ndo pode ser zero), a outra sera dividida por esse mesmo

numero.

Observamos também que, neste livro, a propor¢do da lugar a uma propriedade das

grandezas diretamente proporcionais, para as quais ha um padréo relativo a divisdo de seus

valores. Isto é, ha a igualdade dos quocientes de suas medidas, que permite escrever, com 0S

dados do problema, a equagdo fracionéria . Encontramos esta orientagdo em Avila.

Assim, as caracterizagdes de grandezas direta e inversamente proporcionais justificam as

técnicas que permitem resolver duas tarefas:

N2 de exercicios

Tarefas em gue atarefa Técnicas
€ proposta

Estudo de proporcionalidade

Total de exercicios propostos: 55

Verificar a proporcionalidade 19 Condicoes de f(x)
Verificar se amultiplicagdo de uma grandeza
por um ndmero implica:
- namultiplicacdo da outra por este mesmo
nlmero: grandezas diretamente proporcionais;
- na divisdo da outra por este mesmo numero:
grandezas inversamente proporcionais;
- nenhuma das alternativas anteriores: ndo ha
proporcionalidade.

Achar a quantidade desconhecida, 32 1)Operador escalar e

guando sdo dadas trés quantidades
conhecidas e proporcionais:
Problemas de proporcionalidade

2) Operador funcional /™ ,

para grandezas diretamente proporcionais.
3) Uso do operador < , para grandezas
inversamente proporcionais.

Total de exercicios propostos parat

Estudo de equacdes, topico regrade trés
Opico regrade trés:

17

Achar a quantidade desconhecida,
guando sdo dadas trés quantidades
conhecidas e proporcionais:
Problemas de proporcionalidade.

13

Equacdo Regrade Trés.
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Salientamos que ha o predominio da tarefa achar a quantidade desconhecida, ou
resolver problemas de proporcionaidade, pois esta aparece em 45 dos 72 exercicios propostos
nos topicos em que é trabalhada. Quanto & técnicas, ressaltamos que estas sd0 apresentadas
considerando a evidéncia, ou ndo, da relacdo entre os valores envolvidos nos problemas. Isto €, as

técni cas estdo rel acionadas acomplexidade datarefa.

3.2 Observacao em classe ordinaria

A pesquisa de um trabalho desenvolvido por um professor em classe, ou sgja, da pratica
de um professor, nos permite identificar os diferentes aspectos sobre o objeto de estudo, que o
professor coloca em evidéncia. Isto nos possibilita fazer uma leitura das decisOes tomadas em
classe, com as quais visa o professor dar conta de certas condi¢cdes de aprendizagem. Estas
informacfes, comparadas ao projeto do professor, juntamente com o estudo dos livros didaticos,
nos permitem explicitar a lacuna que existe entre o saber que € considerado oficialmente
ensinado e o que é realmente ensinado.

Retomamos nossas questdes de pesquisa:

- O objeto proporc¢édo tem lugar como objeto mateméatico no saber ensinado?

- Quais tarefas e técnicas s30 propostas como saber ensinado numa classe de 6° série
do Ensino Fundamental, ou sgja, qual a relacdo da instituicdo 6 série com o objeto
propor ¢ao?

Delimitamos a observacdo ao ensino do objeto proporcdo, sem estendé-lo ao ensino de

grandezas proporcionais ou regra de trés.
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3.2.1 Elementos tedricos e metodol 6gicos da obser vacéo

O estudo de uma observacdo em classe ordinéria nos leva a considerar o projeto do
professor e o trabalho desenvolvido em classe. Optamos por analisar o projeto do professor em
termos de macro-decisdes, e 0 desenvolvimento efetivo da situacdo em classe em termos de
mi cro-deci soes.

As macro-decisdes sd0 aquelas tomadas para 0 cumprimento de programas. As micro-
decisbes sdo aquel as tomadas em classe. Conforme Comiti e Grenier,

guando confrontamos sessdes realizadas em classe com o cendrio elaborado
inicialmente, ou sgja, com as intencBes do professor antes do inicio da seqiiéncia
de estudo, constata-se a aparicdo, na situagdo em classe, de acontecimentos
imprevistos pelo professor que o leva a tomar decisdes imediatas, as quais s80
chamadas de micro-decisdes. (COMITI e GRENIER, 1993 apud COMITI et 4,
1995, p.94, traducéo nossa)

O que € uma observagdo em classe ordinaria? Conforme Coulange (2000), classe
ordindria ou naturalista, significa trabalhar com um professor voluntario que aceita que suas
‘praticas’ sejam observadas antes, durante e depois das situagdes de ensino. “A observagdo de

classe ‘ordinéria’ permite colocar em evidéncia os fendmenos ligados as tomadas de decisdes do

professor emacéo” (COMITI et al, 1995, p. 93, tradugdo nossa).

A metodologia de observacao
A observagdo em classe ordinaria, segundo Comiti et a (1995), consiste de:
- redlizar uma primeira entrevista com o professor para estabelecer um contrato;
- colocar em pratica um dispositivo para recolher os dados, permitindo o registro das
informacgoes;
- elaborar protocolos,

- modelar asituacdo, segundo o quadro tedrico da pesquisa
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O contrato com o professor visa:
- estabelecer uma relagcdo entre pesquisador/professor e observador/observado no
campo da pesqguisa e ndo do controle.
- estabelecer as condigcbes da experimentacdo; a concepcdo e a gestéo das sessdes de
ensino séo de inteira responsabilidade do professor, sem intervencdo do pesquisador,

nem no momento da concepcao, nem no momento da observacdo das sessoes.

Os dados recolhidos séo de dois tipos:

- dados internos, oriundos do interior da classe: notas do observador, registro de
audio das sessdes em classe.

- dados externos, que se constituem de: plano de aula do professor, exercicios
preparados e entrevista.

O plano de aula € fundamental para analisar o que foi previsto pelo professor e o que foi
observado pelo pesquisador. A entrevista, antes da realizacéo da aula propriamente dita, permite
recuperar de maneira geral 0 que o professor pensa do tema, sua relacdo com o objeto,
informagdes precisas sobre seu projeto de ensino, os métodos de ensino que o professor pretende
por em pratica, os objetivos definidos para aguela aula em particular e as escolhas feitas pelo

professor.

O protocolo € o documento que permite reconstituir as situagdes da classe. Ele integra
todo material escrito (producdes) recolhido pelo observador, que ele julga relevante. Os
protocolos sdo analisados, quando realizadas fragmentacdes que revelam “episodios’ julgados

significativos.
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A modelagem da situacéo € feita por meio das anadlises da aula, que sdo de dois tipos:
- andiseapriori daaula plangada pelo professor, que precede arealizacéo daaulae é
ef etuada com base nas atividades e proposi¢oes de abordagem.
- andlise a posteriori, que é feita sobre os protocolos. Consiste basicamente na

interpretacdo dos acontecimentos recuperados no protocolo.

3.2.2 Estudo do projeto do professor

Sob esta rubrica, buscamos elementos que nos permitiram identificar o tratamento
previsto, plangjado, por um professor em uma classe de 6° série, relativo a proporcdo. Esta

observacdo foi realizada em uma escola publica de Floriandpolis.

Recolha do material para estudo

Neste estudo utilizamos o plano de ensino e 0 plano de aula, bem como uma entrevista
gue fizemos com o professor antes da realizagdo das aulas sobre proporg¢des. Buscamos, assim,
evidenciar elementos relativos ao projeto do professor, em termos de macro-decisdes, como

anunciamos anteriormente.

Tratamento dado ao objeto proporcéo
O estudo de proporcao € feito apds o estudo de equacdes e sistemas. Proporcéo é definida
como “a igualdade de razbes’, razbes que sdo tratadas como o quociente de dois nimeros

racionais. VVejamos o que diz o professor sobre propor ¢oes:
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8%. Prof. No ambito da 6 série se define como igualdade de razdes. Se ensina
primeiro razGes, mostra 0 que € razdo, e que ndo é so fragdo, [...]. Ai j& é comparagéo
entre duas grandezas. [...] Mas primeiro vocé ensina: este esta para....assim como.....
E mostra o calculo: se em cima multiplicou por 3, entdo embaixo também multiplica

por 3. Va dando os nomes antecedente e consequiente.

Identificamos nesta fala do professor alguns elementos que caracterizam o0 objeto
proporcao: sua leitura, 0 nome dos termos e a relacéo que estabelece com fragGes equivalentes
em “se em cima multiplicou por 3, entdo embaixo também multiplica por 3”.

O plano de aula é elaborado pelo professor com base no livro didéico de Giovanni,
adotado como livro texto pela escola, e também com base em outros livros:

32. Prof. Na 6% série eu praticamente sigo o livro texto. Mas dou exemplos que
surgem na aula, com notas de prova, por exemplo: se de 10 acertou 8, qual a razéo?
Mas eu fago exercicios de outros livros também, que ndo tem no nosso livro. Eu

seleciono, pois tém alguns que so repetitivos. |...]

No plano de aula h& a representacdo da propor¢do na forma fracionéria, % =g , € também

naforma3: 4=6:8. E dada, também, a designaciio dos termos meios e extremos e, a seguir, a
propriedade fundamental das proporcoes:

Em toda a proporcdo, o produto dos extremos é sempre igual ao produto dos
meiog...].
Esta propriedade é conhecida como propriedade fundamental das proporcdes.

Assim:Se%:%,entéo axd =bxc

Vejapor qué:
Multiplicando cada membro da primeiraigualdade por b>d , temos

Syxd=Ssd b axd=bx.
b d
Esta propriedade é apontada pelo professor, na entrevista, como um dos conhecimentos

que considera indispensaveis no estudo de proporgdes:

% Esta numeracao se refere aos protocol os da entrevista (anexo B).
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48. Prof. Tem de saber 0 que € raz&o, propor¢do. Depois, que eles resolvam agueles
problemas, mas a gente tem que ensinar antes como calcular. Por isto que eu n&o vou
dar muito propriedades de proporcéo. Bato mais € na propriedade fundamental. Tem

que saber isto.

3.2.3 Andliseapriori dos exer cicios propostos

Realizamos esta anélise dos exercicios propostos no plano de aula do professor em duas
etapas. Na primeira identificamos as tarefas ai propostas. Na segunda etapa resolvemos os
exercicios por meio de diversas técnicas, 0 que permitiu um levantamento daquelas técnicas de

resolucéo passiveis de serem utilizadas por alunos de 6° série.

Organizacdo matematica do projeto do professor
No plano de aula do professor sdo propostos 44 exercicios (anexo C), que agrupamos em
4 tipos de tarefas, algumas com variagdes. Apresentamos a seguir cada tarefa, o nimero de

exercicios em que cada uma é proposta e um ou mais exemplos destes exercicios.

Tarefa 1 - Dada a propor ¢do, calcular o produto dos extremos e o produto dos meios.
Exercicio propostos: 3

Exemplo: 1) Em cada proporcao, calcule o produto dos extremos e o produto dos meios.

1a)§:£.
4 40

Tarefa 2 - Verificar seasigualdades so verdadeiras, usando a propriedade fundamental
das propor ¢oes.

Exercicios propostos. 6
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Exemplo: 2) Usando a propriedade fundamental das propor¢oes, verifique se as sentencas
abaixo sdo verdadeiras.
3 36 5 25

Tarefa 3 - Achar qualquer termo da propor ¢ao
Exercicios propostos. 25

Tarefa 3.1 - valor desconhecido em um so termo.
Exercicios propostos. 12

Exemplo: 3)Determine o valor de x:
4 20 4

U] x

Tarefa 3.2 - dados a razao entre dois valores e um deles, achar o valor desconhecido.
Exercicios propostos. 8

Exemplo: 5)Em uma equipe olimpica, 25 atletas sio rapazes. Qual é o nUmero de mogas, se a
razao entre o nimero de rapazes e mogas é g?

Tarefa 3.3 - valor desconhecido em dois termos.
Exercicios propostos. 5

Exemplo: 4)Determine o valor de x em cada uma das propor ¢oes:

0 557

Tarefa 4 - Achar dois valores desconhecidos, dadas a razdo entre eles e sua soma ou
subtracéo.

Exercicios propostos. 10

Tarefa 4.1 — valor es desconhecidos na mesma r azo.

Exercicios propostos. 6
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Exemplo: 6)Os nimeros x ey estéo entre si assim como 2 esta para 5. 1sso significa que
podemos escrever % = é . Sabendo que a soma desses nimeros € 140 (x + y = 140), determine-os.
Tarefa 4.2 — valor es desconhecidos nas duas r azoes.

Exercicios propostos:. 4

Exemplo: 13) Determine 0s nimeros x ey, sabendo que:

13a) :% ex+y=100 13b)g=% e x-y=30

N | x

Ressaltamos que dos 44 exercicios propostos, 25 referem-se atarefa 3, achar qualquer
termo da proporcéo. Esta tarefa é referida pelo professor, na entrevista, como calcular a
proporcdo. E um dos objetivos do plano de ensino: “aplicar a propriedade fundamental para
calcular o termo desconhecido de uma proporcdo [..]". Destes 25 exercicios, 8 sdo

contextualizados e 17 s&o enunciados do tipo “calcule o valor de x”.

Analise a priori das técnicas de resolucéo

Este estudo € um levantamento das possiveis técnicas de resolucéo das tarefas propostas
no plano de aula, passiveis de serem utilizadas por alunos de 6° série. Consideramos como
primeira técnica agquela sugerida no plano de aula e explicitamos as técnicas possivels de serem

usadas apenas por suas etapas iniciais.

Tarefa 1 - Dada a propor ¢do, calcular o produto dos extremos e o produto dos meios.

Exemplo: 1a)% = %

Técnica: calcular os produtos.
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Tarefa 2 - Verificar se as igualdades sdo verdadeiras, usando a propriedade fundamental
das propor ¢oes.

Exemplos: 2a)§ = % 20) = %

Técnica: verificar aigualdade dos produtos dos meios e dos extremos.

Tarefa 3 - Achar qualquer termo da propor ¢ao
Tarefa 3.1 - valor desconhecido em um sO termo

Exemplo: 3a) 2: %

Técnicas: 4 técnicas podem ser usadas na resol ugéo.

a) Resolucéo da proporcéo-PF (propriedade fundamental): 2 = % P 20x=304b ...

Explicitada no plano de aula por um exemplo, se justifica na propriedade fundamental e
também faz uso de equacéo:

[...] podemos usar a propriedade fundamental das proporcoes.
Observe:

| =

=%D 6Xx=49PpP 6x=36P Xx=6.

o P

~ . X 530
tes. ~="—b x=
b) Fracbes equivalen 2320P

Esta técnica tem alcance reduzido, pois depende da relagéo entre os valores envolvidos no

exercicio. Seu uso ndo é previsto, por exemplo, para 0s exercicios 3c) 1_X ou 4b) 36_x
4 5 24 02
N S

Ela pode ser aplicada em 6 dos 12 exercicios propostos para esta tarefa. Esta técnica pode ser

considerada uma variagdo dos “operadores’ de Vergnaud®. Porém, Vergnaud (1983) se refere

3" VVer péginas 65 a 67, item 2.2.3, capitulo 2.
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aos operadores em situacdes que envolvem medidas de grandezas proporcionais e ndo expressa a

relacdo entre elas por meio daigualdade de razdes ou fragcdes, como aqui.

¢) Equacéo - operagdes inversas: 2 = % b x= 32_0"4

~ , . Sl 30 5x 30
d) Equacio —mmc (minimo multiplo comum): 2= p X -9
) Equag ( P ) 4 20 20 20

P 5x=30 b ...

Tarefa 3.2 - dados arazdo entre doisvalores e um deles, achar o valor desconhecido

Exemplo: 5)Em uma equipe olimpica, 25 atletas sdo rapazes. Qual € o nimero de mogas, se a
razao entre o0 nimero de rapazes e mogas € g?

Técnicas. N&o explicitada no plano de aula, apenas sugerida. Podem ser usadas 4 técnicas, a
partir de uma etapainicial de formulacdo da proporgéo:
- representagcdo do nUmero de mogas por X;

- formulagéo a propor¢do, considerando arazéo 5 rapazes para 3 mogas. g = 2—5 .

A partir desta etapa, recai nas 4 técnicas previstas para a tarefa 3.1. A técnica das fraces
equivalentes, pela mesma justificativa dada para natarefa 3.1, pode ser agui aplicada em 7 dos 8

EXErcicios propostos.

Tarefa 3.3 - valor desconhecido em dois termos
Exemplo: 4d) X=X

emplo: 4d) s
Técnicas. 2 técnicas podem ser usadas na resolucéo.

a) Resoluco da proporcao-PF: 2:5'—9X b 9x=6(5- x) P 9x=30-5xb ..
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:5-_gxp %:2(5- X)

b) Equacdo -mmc: 8 R

P 3x=10-2xb ...

X
6
Na entrevista o professor faz a relacéo entre este tipo de proporcéo e equacado fracionaria,
estudada anteriormente. Isto sugere a possibilidade do uso da técnica do minimo maltiplo
comum (mmc) naresolucao desta tarefa:

16. Prof. [...] As vezes a gente faz equagdes do tipo ’%1:3—; N&o deixa de ser uma

propor¢cdo. Vamos achar o minimo multiplo comum. Se a gente quisesse, pela
propriedade fundamental chegaria ao resultado. Mas quando chega la [em proporcéo]

eu mostro que poderia ser feito assim, como se aprendeu em equagoes.

Tarefa 4 - Achar dois valores desconhecidos, dadas a razdo entre €es e sua soma ou

subtracéo

Tarefa 4.1 — valor es desconhecidos na mesma r azao

Exemplos:

6)Os nimeros X e y estdo entre si assim como 2 esta para 5. Isso significa que podemos

escrever = = % . Sabendo que a soma desses nimeros € 140 (x + y = 140), determine-os.
y

7) Na classe de André ha 36 alunos. Se a razao entre 0 nimero de meninos e meninas dessa

classe é g , quantos sao 0s meninos e quantas sao as meninas?

Técnicas. 3 técnicas podem ser usadas na resolucéo.

a) Expressdo da proporcao e da outra equacao, no caso do exercicio 7):

- representacdo do nimero de meninos por x e de meninas por y;

- formulagéo da proporgéo, considerando arazéo 4 meninos para’5 meninas:

(NN

X
y
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- formulagdo da outra equacdo, considerando que a soma de meninos e meninas é 36:
X+ y= 36.

A partir desta etapa, a técnica € validatambém para o exercicio 6:

- aplicacéo da propriedade fundamental na proporcgéo: 5x = 4y;

~ : ix+y=36
- reﬁolugaodosstema::' y
15x =4y

Explicitada, no plano de aula, na resolugdo do exemplo que introduz a resolugéo de

problemas:

| <

[...] Dai, formamos a proporcéo:

DV <
D wln

Aplicando a propriedade fundamental d
ix+y=35 L]

13x- 2y=0

proporcdo, temos. 3x =2y

Entao,

b) Fracbes equivalentes e soma dos termos a cada etapa, até encontrar 0 valor procurado:

—=—==—==— Resp.: 16 meninos e 20 meninas.
5 10 15 20
s9 sl8 s27 s36

c) Multiplicador entre a soma dos termos da razéo e o valor total — calculo mental: 4 mais 5
eigual a9, 9 para 36 o multiplicador € 4, entdo 4 vezes 4 €igual a 16 e 4 vezes 5 € igual

a20. 16 mais 20 eigual a 36.
Para as técnicas b) e c) valem as observacOes feitas para a técnica “fragdes equivalentes’ da
tarefa 3.1. Estas técnicas sdo previstas somente para X e y inteiros e ndo é provavel que sgam
aplicadas a numeros grandes. Podem ser previstas para 5 dos 6 exercicios propostos para esta

tarefa

Tarefa 4.2 —valores desconhecidos nas duas r azdes

Exemplo: 13) Determine 0s nimeros x ey, sabendo que:
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a) —== ex+y=100 b)

w <

y
== e xXx-y=30
5 y

oo | x

X
2
Técnicas. 2 técnicas podem ser usadas, sendo as mesmeas previstas paraatarefa4.1, itens a) e c).
a) Propriedade fundamental na proporcéo e sistemas.
b1)Multiplicador entre a soma dos termos da razéo e o valor total, para exercicio 13a.
b2) Multiplicador entre a diferenca dos termos da razéo e o valor total — calculo mental, para
exercicio 13b: 8 menos 5 éigual a 3, 3 para 30 o multiplicador é 10, entdo 8 vezes 10 € igual
a80e5vezes 10 éigual a 50, e 80 menos 50 € igual a 30.
Vaem agui as observacOes feitas para técnica “ multiplicador” datarefa 4.1. Esta técnica pode

ser aplicada em todos 4 exercicios propostos para esta tarefa.

O estudo do projeto do professor juntamente com a andlise a priori dos exercicios
propostos, em termos de tarefas e das técnicas passiveis de serem utilizadas pelos aunos, nos

serviu de referéncia no estudo da situacdo em classe, que apresentaremos a seguir.

3.2.4 Estudo da situacao em classe - as aulas sobr e propor ¢éo

Este estudo se apdia nos protocolos, que sdo as notas das observadoras e o registro de
audio das aulas. Evidenciamos algumas questdes relativas ao tratamento dado pelo professor a
propor¢do. Também identificamos questdes relativas & técnicas de resolugdo das tarefas

propostas, tanto no trabalho do professor quanto no dos alunos.
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Quando duas razodes sao iguais?

Aoiniciar o estudo de proporcéo e defini-la como “igualdade de razbes’, o professor parte
de uma situag@o-problema: Fernando e Alexandre apostaram juntos numa loteria esportiva e
foram premiados. Como eles devem dividir o prémio de R$ 500.000,00, se as importancias que
Fernando e Alexandre apostaram estéo na razao de 2 para 3?

Em sua resolucdo, apresenta a “igualdade das razdes’ apoiado no conceito de fracbes
equivalentes:

1-07%®. Prof. Cada um entrou com uma quantidade de dinheiro quando fizeram a
aposta. O que eles apostaram esta na razéo 2 para 3. Ou seja, um pode ter apostado
R$ 20,00 e outro R$ 30,00. Basta ver que € s0 pegar 0 2 e multiplicar por 10eo 3 e

multiplicar por 10, que continua a mesma razéo. Um poderia ter apostado 40 e 0 outro

60.
F >
500.000 10
2 20 _ 40

uadro- 210 20 _40
h 3 3, 30 60
[...]1-14. Obs.O professor volta a0 quadro, continuando a partir do que ja havia
escrito:
Quadro: 2% _20 _ 40 _ 200.000

3, 30 60 300.000°

1-15. Prof. Se vocé for multiplicando esta razéo por 10, depois por 10, depois por 10,
vocé vai chegar a0 ponto em que vai dar 200 mil e o outro vai dar 300 mil. E sO ir
fazendo arazéo, e multiplicando vai dar sempre arazéo equivalente.

200.000,00

[...]2-20. Prof. Como 2 esta para 3 € uma razéo e isto (mostra ———
300.000,00

) € outra
razéo, entdo aigualdade entre 2 razbes forma uma proporcao.
Temos aqui uma técnica que permite realizar a tarefa verificar se ha igualdade das

razdes, ou se a igualdade € uma propor ¢éo, ndo prevista no projeto do professor e que este ndo

% Esta numeracdo refere-se aos protocol os (anexo D): o primeiro ndmero (1) refere-se daula observada e o segundo
nimero (07) refere-se aseqiiéncia dos acontecimentos nesta aula.
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ira ingtitucionalizar. Como vimos anteriormente, é no estudo da propriedade fundamental que

verificar seaigualdade € uma propor ¢ao serainstitucionalizada como umartarefa, atarefa 2.

A propriedade fundamental
De acordo com o projeto do professor, esta propriedade € ressaltada:

1-55. Prof. Agora vem a propriedade mais importante das proporgdes. Existem outras
propriedades, mas nds vamos estudar somente esta. [...] A propriedade fundamental
VOCES ndo podem esguecer mais, porque VOCE val precisar para resolver outros
problemas também. Temos no futuro outras unidades para as quais vVOcé vai precisar
aplicar as propriedades das proporgdes [...]. Muitos problemas que vamos resolver
aqui na sala, vamos fazer com aplicagao desta propriedade.

O professor representa esta propriedade com as “setas’ que indicam a multiplicacdo dos

termos da propor¢do, que sera utilizada por ele, dai em diante:

1-88. [...] Quadro: 120

sz_g‘

120

Uma técnica de equacdes

Para a tarefa 3.3 achar qualquer termo da proporc¢do, com valor desconhecido em
dois termos da proporcao, o professor apresenta a técnica que institucionaliza, resolucdo da
propor ¢do-PF (propriedade fundamental). Para um mesmo exercicio, também apresenta a
igualdade como uma equacdo, resolvendo pela técnica mmc, que ja foi estudada anteriormente
pelos alunos. Faz isto para apenas este exercicio, como um exemplo:

2-14. Prof. Como equagdo, fazemos o minimo multiplo comum.
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3x+2x=10
5x=10
X=2
A técnica “ multiplicador”
|dentificamos o uso da técnica b2) multiplicador entre a diferenca dos termos da razéo

e o valor total, natarefa 4.2 achar dois valores desconhecidos, dadas a razéo entre eles e sua

soma ou subtracéao, valor es desconhecidos nas duas r azoes.

Exerc.14: A razao entre dois nimeros é g . Sabendo que a diferenca entre eles € 40,

quais S840 esses numer 0s?
4-22. AlunoV. 7 e 3, adiferencaé4.[...] Entdo da... 70 e 30.

A técnica das fracOes equivalentes

Ao iniciar a resolucéo de problemas, novamente o professor utiliza fragdes equivalentes
para mostrar aigualdade de razfes, naresolucdo datarefa 4.1 achar dois valores desconhecidos,
dadas a razéo entre eles e sua soma ou subtracéo, com valores desconhecidos na mesma
razao:

2-28. Prof. De uma caixa com 35 bombons, para cada 2 bombons comidos por
Carina, Giuliano comeu 3. Consequentemente, se ela comeu 4 bombons, ele comeu 6.

Se elacomeu 6, €le comeu quanto?

[...] 2-31. Prof. Preste atencéo! Se ela comeu 2, ele comeu 3. Se ela comeu 4, ele

comeu 6. Vocé multiplicou por 2.
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22 4

uadro:
Q 3, 6

2-32. Prof. E se elacomer 6?

2-33. Aluno V. Elevai comer 9, porque 3 vezes 2 da 6 e 3 vezes 3 da 9!
2-34. Prof. Se elacomeu 20, ele vai comer quanto?

2-35. Aluno D. 30.

Apds esta explicagdo, o professor institucionaliza, para esta tarefa, a técnica expressao da
proporcdo e da outra equacao - aplicacdo da propriedade fundamental na proporcéo e
resolucdo do sistema. Porém, em sua apresentacdo do problema, justifica a técnica de resolucéo
fracOes equivalentes possivel de ser utilizada da resolucéo das tarefas 3.1 e 3.2 achar qualquer
termo de uma proporcao, e da tarefa e 4.1 achar dois valores desconhecidos. Esta técnica,
como ja vimos, tem um alcance reduzido, e ndo é ingtitucionalizada pelo professor. Porém, é
utilizada por alguns alunos na resolucdo do problema apresentado pelo professor:

Problema: De uma caixa com 35 bombons, para cada 2 bombons comidos por

Carina, Giuliano comeu 3. Quantos bombons comeu cada um?

2- 47. Obs. Aluno T. conversa com o professor. Este dirige-se aturma e explica a

maneira como Aluno T. resolveu o problema.

: _ 4
Quadro: = 5

wlN

Soma 5b 10b 15b 35h.
O professor explica o acance reduzido desta técnica, e orienta para utilizagdo daquela que
institucionalizou:

2-50.Prof. [...] Entéo, ele [dluno T] so foi fazendo razbes, sempre a mesma razéo.
Conclusdo: vocé achou o resultado. Vocé pode fazer asssim? Pode! Vai mantendo a
proporcionalidade, ndo tem problema nenhum. [...] E assim T. foi multiplicando e
chegou a 35, que é a quantidade de bombons que deu 14 para 21. Vocé pode fazer
assim? Pode! Eu aconselho vocé a fazer asssm? N&o! Porque ndo? Porque o
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problema, se os resultados ndo forem nimeros inteiros, forem nimeros decimais, sera
muito mais dificil de encontrar. [..] Vocé pode fazer assim, ndo tem problema

nenhum. SO que eu aconselho, sinceramente, vocé fazer usando sistemas. |[...]

Mesmo apds estas orientagbes os aunos continuam usando a técnica fracdes
equivalentes para resolver o problema 5, que corresponde atarefa 3.2 dados a razdo entre dois
valores e um deles, achar o valor desconhecido, e para resolver o problema 6, que corresponde
atarefa4.1 achar dois valores desconhecidos:

5)Em uma equipe olimpica, 25 atletas sdo rapazes. Qual é o nimero de mogas, se a
razao entre o0 numero de rapazes e mocgas € g?
6) Os numeros x e y estdo entre s assim como 2 esta para 5. I1sso significa que

podemos escrevi % :é . Sabendo que a soma desses nUmeros é 140 (x + y = 140),

determine-os.
2-62. AlunoV. A questdo 5 eu fiz assim: 25 dividido por 5 da5 e 3 vezes 5 da 15. A

questdo 6 eu fiz assm: 2 e 5. Ai eu multipliquei 2 vezes 20, que deu 40 e 5 vezes 20,
que deu 100. 100 mais 40 da 140. [...]

O uso desta técnica € explicitado na resolucéo destes problemas no quadro:

2-73.[..]
Quadro. Aluno T: Aluno V:
guarenta
" 20
52 3™5=15 6 2_ -2
3 5, 100
15 mogas. cem

O professor sedirigeao aluno V:

2-78. Prof. Vocé ndo armou 0 sistema, VOocé sO usou a proporcdo, de modo que a

soma dos 2 desse 140. Alguém fez o sistema?

A alunaH. vai ao quadro e resolve como o professor pediu. Este se dirige aclasse:
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2-82. Prof. Na préxima unidade que é regra de trés, principal mente para o pessoa que
gosta de fazer direto, tem muitos problemas que também podem ser feitos [desta
maneira], mas tem de tomar cuidado, como eu disse, porque certas proporcdes Vocé
ndo consegue fazer. [...] O conselho que eu dou € o pessoal comegar a aprender passo
a passo. Eu estou considerando fazer na prova do jeito que muita gente esta fazendo,
mas até certo ponto, depois ndo considero mais, e considero errado.

[...] 2-84. Prof. Se eu der o problema “utilize proporcéo e sistema’, tem de fazer
como eu pedi e ndo como voce quer. Se eu puser “resolva o problema’, € outro caso,

OIS VOCE resolve como qui ser.

3.2.5 Conclusao da observacao em classe

Nesta observagdo em classe identificamos um tratamento de proporcdes semelhante

aquele dado por Quintella e Giovanni, pois € feita a partir da definicdo de propor¢do como “a
igualdade de razdes’, de sua representacao: %zg , € da propriedade fundamental: “em toda a

proporcao, o produto dos extremos é sempre igual ao produto dos meios’.

O estudo da organizacdo matematica do projeto do professor nos permitiu agrupar os 44
exercicios propostos no plano de aula em 4 tipos de tarefas e suas variagdes, para 0s quais
identificamos as técnicas institucionalizadas pelo professor e apontamos outras possivels técnicas

de resolucéo:
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Tarefas/n® de exercicios

Técnicainstitucionalizada

Ouitras possiveis técnicas
de resolucéo

1 - Dada a proporcéo, calcular o
produto dos extremos e o produto
dos meios. (3)

Calcular os produtos

2 - Veificar se asigualdades sdo
verdadeiras, usando a
propriedade fundamental das
proporgoes.

Verificar aigualdade dos produtos
dos meios e dos extremos.

(6)
3 - Achar qualquer termo da
proporc¢ao (25)*

3.1 - valor desconhecido em um
SO termo (12)

Resolucéo da propor¢éo-PF
(propriedade fundamental)

-Fracdes equival entes.
-Equagbes -operacfes inversas.
-Equagdes - mmc (minimo
multiplo comum)

3.2 - dados arazéo entre dois
valores e um deles, achar o valor
desconhecido (8)

Formulacdo e Resolucdo da
proporcéo- PF

-Fracdes equival entes.
-Equagbes -operacfes inversas.
-Equagbes - mmc

3.3 - valor desconhecido em dois
termos (5)

Resolucéo da propor¢éo-PF

-Equactes — mmc.

4 - Achar doisvalores
desconhecidos, dadas arazdo
entre eles e sua somaou
subtracgéo. (10)*

4.1 — valores desconhecidos na
mesma razéo (6)

Expresséo da proporcgéo e da
eguacdo, aplicacdo da propriedade
fundamental na proporcéo e
resolucdo do sistema.

-Frages equival entes.
-Multiplicador entre a soma dos
termos darazéo e o valor total.

4.2 — valores desconhecidos nas
duas razdes (@]

Aplicacdo da propriedade
fundamental na proporcéo e
resolucdo do sistema.

-Multiplicador entre a
somaldiferenca dos termos da
razéo e o valor total.

* NUmero total de exercicios propostos nestes tipos de tarefas.

Deste estudo, salientamos a predominancia da tarefa 3 achar qualquer termo da

proporcio, que € proposta em 25 dos 44 exercicios. E relevante, também, o estudo da

propriedade fundamental das proporgdes, pois esta justifica as técnicas institucionalizadas pelo

professor para resolucdo de todas as tarefas.

O mesmo tratamento das questBes relativas a proporcdo, em termos de definicéo,

representacdo, propriedades, tarefas e técnicas, proposto no projeto do professor, € evidenciado
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pelo estudo da situacdo em classe. Porém, quanto & técnicas ndo institucionalizadas pelo
professor, observamos que:
- A técnica minimo multiplo comum, ndo é institucionalizada, mas é apresentada
pelo professor. Ndo identificamos seu uso pelos alunos.
- A técnica multiplicador n&o é prevista no projeto do professor e nem € por ele
sugerida em momento algum das aulas, porém, identificamos seu uso por um aluno.
- A técnica fragdes equivalentes, ndo prevista no projeto do professor, acaba por ser
sugerida por ele, ao exemplificar a igualdade das razdes na definicdo de proporcéo.
O uso desta técnica pelos alunos, um acontecimento ndo previsto pelo professor, 0
leva a manifestar-se sobre seu alcance reduzido na resolucéo de certos exercicios e a
explicitar que, em prova, ndo ira admiti-la na resolucéo de todos os exercicios. Dos
44 exercicios propostos, 18 podem ser resolvidos por esta técnica e 8 evidenciam
suas limitacdes.
Ressaltamos que estas técnicas ndo se justificam na propriedade fundamental das

proporgoes.

3.3 Conclusao do capitulo 3

No estudo dos livros didéticos, identificamos um tratamento formal do objeto proporgéo
em Quintella e Giovanni, sendo a abordagem deste Ultimo semelhante ade Quintella. Nestes ha a
definicdo de propor¢do como “igualdade de duas razbes’ e sdo apresentadas suas propriedades.
A tarefa achar qualquer termo de uma propor ¢do, cuja técnica de resolucéo é justificada pela

propriedade fundamental das proporgdes: 0 produto dos extremos € igual ao produto dos meios,
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torna-se uma etapa da técnica de resolucéo de outras tarefas. Em Quintella, ela é proposta em 12
de 45 exercicios em que proporcéo € objeto de estudo, e em Giovanni é proposta em 15 de 26
destes exercicios.

Em Bigode, o estudo formal de proporcdes também aparece. E apresentado para justificar
atécnicaresolucao da propor cao-PF (propriedade fundamental), na resolucdo datarefa achar a
quantidade desconhecida. Do total de 36 exercicios em que esta tarefa aparece neste livro
didético, apenas 7 sdo propostas apos 0 estudo de proporcdes e da técnica resolucdo da
proporcéo-PF.

Em Imenes e Lellis ndo ha o estudo do objeto matemético proporcoes.

O estudo de grandezas proporcionais é encontrado em todos os livros didéaticos, mas com
abordagens diferentes. Quintella apresenta suas definicbes com base no coeficiente de
proporcionalidade k e propde 30 exercicios, dos quais 14 tratam da tarefa dividir em partes
proporcionais e 11 de achar a quantidade desconhecida. Esta Ultima tarefa também &
trabalhada naregra de tr és, com 20 exercicios propostos.

Giovanni define nimeros proporcionais em termos do coeficiente de proporcionalidade, e
grandezas proporcionais conforme a definicdo 1 de Lima, ou sgja, f(nx)=nf(x) e f(nx) = %f(x).

Ha 7 exercicios propostos no estudo destas grandezas, dos quais 5 se referem atarefa verificar a
propor cionalidade. A tarefa achar a quantidade desconhecida é trabalhada naregra de trés,
com 26 exercicios propostos.

Ja Bigode e Imenes e Léellis, ddo énfase ao estudo das grandezas proporcionais, com as 2
definigdes de Lima: f(nx)=nf(x) ou f(nx)= %f(x) e y=kx ou y=k/x, e atarefa achar a quantidade

desconhecida é ai proposta. Em Bigode, esta tarefa aparece em 36 dos 84 exercicios propostos

nos topicos em que € abordada. Em Imenes e Lellis, aparece em 45 dos 72 exercicios destes
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topicos. Em Imenes e Ldlis identificamos a tarefa verificar a proporcionalidade, como é
sugerido por Lima, em 19 dos 43 exercicios propostos nos capitulos sobre grandezas

proporcionais.

Apresentamos, a seguir, um quadro comparativo de tarefas e técnicas propostas nestes

livros didaticos.



Tarefas Técnicas
Quintella Giovanni Bigode ImeneseLédlis

Achar qualquer termo | Resolucdo da Resolucéo da

de uma proporc¢éo proporcéo- PF proporcao-PF
(propriedade
fundamental)

Achar 2 nimeros Propriedades 1 de | Propriedades: 1%, 2%

desconhecidos, a partir | proporcoes e Resolucéo da

de sua soma/ eResolucdo da | proporgéo-PF

subtracéo/produto e da | proporcéo- PF

razéo entre eles ou de 2

termos da proporcéo

que formam.

(resolver sistemas)

Achar a quantidade Formulacdo da Direta: igualdade das | 1)operador | 1)Operador
desconhecida, quando | proporcéo e razbeseresolucdo | escalar escalar, e
sd0 dadastrésou mais | Resolucéo da da proporcao-PF. 2) Operador
quantidades conhecidas | propor¢do- PFa | Inversa: produto 2)equacdo da | funcional
e proporcionais. partir de: constante (k) e constantek | paragrandezas
Problemas deregrade | 1) Coeficiente de | equacdo diretamente
trés: proporcionalidade | Produto das 3)resolucdo | proporcionais.
Simples—diretaou (k) variagOes- resolucéo | daproporgdo | 3) Uso do
inversa 2) razdes entre da proporcéo-PF. -PF operador < ,
Composta valores damesma para grandezas
grandeza. inversamente
Problemas de proporcionais.
porcentagem (somente 4) Equacdo
em Quintella) Regrade Trés.
Dividir em partes P1 de proporcdes, | Coeficiente de
proporcionais coeficientede | proporcionalidade
(diretaou inversa) proporcionalidade | (D)Determinacdo de
e Resolucdo da |razbesiguais
proporgéo- PF | (proporcgéo), e

Resolucéo da

proporcao-PF

(I Determinagéo do

produto igual,

equacao.
Verificar a 1)Condic¢des de f(x) Condicbes de
proporcionalidade 2) Comparagdo das f(x)

razdes entre valores

damesma grandeza

A andlise deste quadro nos permite algumas consideracoes.
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As tarefas nas quais proporcdo € objeto de estudo, as duas primeiras, ndo Sao

apresentadas por Bigode, apesar deste apresentar o estudo de proporcdo. Em Imenes e Lellis esta
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auséncia € evidente, pois ndo abordam propor ¢oes.

A regra de trés, como técnica de resolucéo, so € proposta por Imenes e Lellis, que assim
chamam a “equacdo” com a qual resolvem problemas de proporcionalidade. Em Quintella e
Giovanni s30 apresentados “ os problemas de regra de trés’, ou sgja, umatarefa.

A tarefa achar a quantidade desconhecida, ou problemas de regra de trés, ou problemas
de proporcionalidade, é a unica abordada por todos e €, também, a que tem maior diversidade de
técnicas.

Na observagéo em classe, que delimitamos ao ensino do objeto proporcéo, identificamos
gue este objeto tem um tratamento semelhante aquele dado por Quintella e Giovanni. Este Ultimo
€ o livro adotado pelo professor, embora outros livros também tenham sido usados na elaboracdo
do plano de aula. Nesta observacdo, constatamos que € relevante o estudo da propriedade
fundamental, pois esta justifica as técnicas de resolucéo institucionalizadas, e que predomina a
tarefa achar qualquer termo da propor¢éo, que aparece em 25 dos 44 exercicios propostos.
Identificamos 0 uso de técnicas que ndo se justificam na propriedade fundamental das
proporgdes, e que, portanto, ndo sdo institucionalizadas pelo professor.

Assim, no estudo destes livros didéticos e na observacdo em classe, identificamos
elementos da relacdo da instituicdo 6% série do Ensino Fundamental com o saber proporcéo. Ha
uma abordagem formal de proporc¢des em Quintella e Giovanni, também adotada pelo professor.
Outra abordagem é feita por Bigode, que trata da nocdo de proporcionalidade de maneira
semelhante eguela sugerida por Lima, mas também apresenta um estudo formal de proporcéo.
Outra abordagem, ainda, é feita por Imenes e Lellis, que seguem as orientacGes noosferianas de
Avila e Lima, no sentido de as questdes relativas a proporgdes sgjam ensinadas no contexto dos
nimeros reais, das igualdades e equacbes e de que a énfase sga dada a nocdo de

proporcionalidade.
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Conclusio geral

Retomamos, agora, nossas questdes de pesquisa:

Qual o habitat (lugar) e a funcéo de proporcao enquanto objeto matemético como saber a
ensinar? O objeto proporcdo estad presente como objeto matematico nas proposicoes
noosferianas? O que propde a noosfera em termos de tarefas e técnicas relativas ao objeto
propor cao?

Qual o habitat (lugar) e a funcéo de proporcao enquanto objeto matemético como saber
ensinado? O objeto proporcéo tem lugar como objeto matemético no saber ensinado? Quais
tarefas e técnicas sdo propostas como saber ensinado numa classe de 6% série do Ensino

Fundamental, ou sgja, qual arelagdo dainstituicio 6 série com o objeto proporcao?

O objeto matematico “ proporcdo” como saber a ensinar

O estudo historico e o estudo das publicagdes noosferianas nos fornecem elementos sobre
o habitat (lugar) e a funcdo de proporcéao enquanto saber a ensinar. Nestes estudos encontramos
duas abordagens das questfes relativas a propor¢éo: em uma, proporcdo € tratada como objeto
matematico, e em outra, ha o estudo da noc¢éo de proporcionalidade e de grandezas ou variacoes
proporcionais, e 0 objeto matematico proporcdo nao é presente.

A primeira abordagem de proporcbes € encontrada no estudo histérico e no tratado
Trajano (1927). Proporcéo € tratada como objeto matematico desde tempos antigos. A teoria das
proporcdes de Eudoxo, que consta em Os Elementos V-5, de Euclides, e que estabelece quando

duas grandezas tém entre s a mesma razéo, € uma referéncia importante: permitiu superar a crise
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causada pela descoberta dos incomensuraveis e, estudada ao longo da historia, da origem, no
sec. X1X, ao sistema de nimeros reais. No tratado Trgjano, proporcdo também é estudada como
objeto matematico, por meio de sua definicdo: proporcdo € a igualdade de duas razoes,
representacdo e da propriedade: “o produto dos meios é igual ao produto dos extremos’.

Esta abordagem também € caracterizada por elementos da organizacdo matemética do
objeto proporcdo em termos de tarefas e técnicas (anexo E, quadro 1), que identificamos tanto no
estudo historico quanto no tratado Trajano.

A tarefa verificar a igualdade das razdes, na qual proporcdo € objeto de estudo, €
encontrada no estudo historico e aparece no tratado Trajano como verificar se a propor¢ao esta
certa. As tarefas em que proporcdo é ferramenta de resolugdo, tais como achar a quantidade
desconhecida, quando sdo dadas trés ou mais quantidades conhecidas e proporcionais, ou
problemas de regra de trés, e dividir em partes proporcionais, bem como o método da falsa
posicdo, no qual a proporcdo é condicdo para a existéncia de uma técnica, também aparecem
destes dois estudos.

Uma segunda abordagem, mais recente, € encontrada nas publicagdes noosferianas de
Avila (1986) e Lima (1986, 1988, 1991, 1999). Nela, o objeto proporgio ndo é presente. As
questbes relativas a propor¢éo sdo tratadas no estudo da nogdo de proporcionaidade e de
grandezas ou variaghes proporcionais e se inserem no contexto dos nimeros reais, das igualdades
e equacles. Ha um tratamento formal da proporcionalidade, como fun¢do matemética, no qual

s80 apresentadas duas definic¢des de grandezas proporcionais (Lima):
- f(x) crescente e f(n.x)=nf(x) (proporcionalidade direta), f(x) decrescente e f(n.x) =% f(x)

(proporcionalidade inversa);
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- y =kx (proporcionalidade direta), y = k/x (proporcionalidade inversa); k contante de
proporcionalidade.

| dentificamos nesta abordagem tarefas que se referem, portanto, aproporcionalidade, tais
como verificar a proporcionalidade e achar a quantidade desconhecida, ou “problemas de
regra de trés’, e cujas técnicas de resolucdo (anexo E, quadro 2) séo justificadas pelas definicdes
acima.

Temos, portanto, o objeto proporcao presente na primeira abordagem, tanto quanto objeto
de estudo como ferramenta na resolucéo de tarefas. Na segunda abordagem, ha o estudo de
grandezas proporcionais e da nocdo de proporcionalidade, e 0 objeto propor¢cdo ndo € mais
presente. Salientamos que as tarefas achar a quantidade desconhecida, ou “problemas de regra

detrés’, edividir em partes proporcionais, permanecem nas duas abordagens.

O objeto matematico “ proporgcdo” como saber ensinado

O estudo dos livros didéticos e da observagcdo em classe nos forneceu elementos sobre o
habitat (lugar) e afuncdo de proporcdo enquanto saber ensinado em classe de 6° série.

No estudo de Quintella (1958) e de Giovanni (2000) identificamos um tratamento formal
do objeto matematico proporgdo, com sua definicdo: proporcdo € a igualdade de duas razoes, e
propriedades e identificamos, também, o estudo de nimeros e grandezas proporcionais. Nas
tarefas e técnicas propostas (anexo E, quadro 3), proporgéo é objeto de estudo em algumas tarefas
como, por exemplo, achar qualquer termo de uma proporcao, e tem também a funcdo de
ferramenta de resolucdo de outras tarefas, como achar a quantidade desconhecida, ou
“problemas de regra de trés’, dentre outras. Assim, o tratamento de proporgdes nestes dois livros

didéticos, bem como as tarefas e técnicas propostas, caracterizam uma abordagem de proporcdes
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semelhante aprimeira abordagem das publicactes noosferianas, ou sgja, aquela dada pelo estudo
histérico e pelo tratado Trajano.

Identificamos esta mesma abordagem na observacéo em classe. Proporcdo foi objeto de
estudo em tarefas que sdo, com pequenas variagdes, as mesmas identificadas em Quintella e
Giovanni: achar qualquer termo de uma proporcédo e achar 2 numeros desconhecidos, a
partir de sua soma/subtracéo e da razéo entre eles ou de 2 termos da proporcao que
formam (resolver sistemas), cujas técnicas de resolucdo se justificam na propriedade
fundamental das proporgdes. Identificamos, também, nesta observacéo, que os alunos fazem uso
de técnicas que ndo foram previstas no projeto de ensino do professor, tais como fragoes
equivalentes e a técnica multiplicador (basicamente um calculo mental), embora estas técnicas
tenham um al cance reduzido da resolucéo das tarefas.

Ainda no estudo dos livros didéticos identificamos uma segunda abordagem das questbes
relativas a proporcdo, em Bigode (2000). Este trata de grandezas proporcionais de maneira
semel hante &juela sugerida por Lima, mas apresenta, também, um estudo formal de proporgoes.
Justifica, assim, diferentes técnicas, como operador escalar, equacdo da constante k e
resolucdo da propor ¢ao-PF (propriedade fundamental), que permitem resolver atarefa achar a
guantidade desconhecida, ou “problemas de proporcionalidade’, que predomina neste livro
didatico.

Encontramos uma terceira abordagem em Imenes e Lellis (2002), que apresentam o
estudo das grandezas proporcionais, seguindo as orientagdes propostas por Avila e Lima. Neste
livro ndo h4, portanto, o estudo do objeto matematico proporcéo. Nesta abordagem sdo propostas
as tarefas verificar a proporcionalidade e achar a quantidade desconhecida, ou “problemas

de proporcionaidade” e técnicas de resolucdo, justificadas pelas definicbes de grandezas
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proporcionais, tais como condicdes de f(x), apresentada por Lima, operador escalar, operador
funcional e equacdo Regrade Trés.

Este estudo de elementos da organizacdo matematica do objeto propor¢éo nos permitiu
identificar abordagens distintas sobre as questdes relativas a este saber. Estas séo encontradas
tanto no saber a ensinar das publicacdes noosferianas, como também no saber ensinado dos livros
didaticos de 6% série.

Em uma primeira abordagem, a proporcdo existe como objeto matematico, objeto de
estudo, e foi esta que identificamos em nossa observacdo em classe, embora tenham sido
observadas as préticas de apenas um professor. Uma outra abordagem, mais recente, trata as
questdes de proporcéo no ambito de grandezas proporcionais e da nogdo de proporcionalidade, na
qual o objeto matemético proporcdo ndo esta presente, ou sgja, 0 objeto proporcao ndo tem lugar
como objeto matematico no saber ensinado. Uma outra abordagem, ainda, encontrada em um
livro didatico, € uma mescla das duas anteriores.

Estas constatacbes nos levam a sugerir estudos futuros, relativos & abordagens aqui
encontradas:

-um estudo mais amplo da prética dos professores de 6 série do Ensino Fundamental, que
vise determinar a influéncia, sobre estas préticas, das diferentes abordagens encontradas nos
livros didéticos;

-0 estudo de outros conteldos matematicos que envolvam os saberes propor¢do e
proporcionalidade, com o objetivo de precisar, sob o ponto de vista do formalismo matemético,
gual das abordagens aqui identificadas tem continuidade.

Estas sdo algumas sugestdes que visam aprofundar o estudo gque apresentamos.
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Anexo A

Roteiro da entrevista

1) Sevocétivesse de explicar aum leigo o que € proporcao, o que vocé diria?

2) Paravocé, sobre o plano matematico, o que representa proporcao?

3) Qual é o interesse de propor¢do em matemética? Para que serve isto?

4) Quais os objetivos do programa de 6% série, em geral, e quais sdo 0s objetivos do
plangjamento de 6° série relativo aproporgio?

5) No ambito do programade 7% e 8 séries, vocé vé nogdes mateméticas que tém relacdo com
proporgao?

6) Haaguma competéncia que vocé desgja, mais particularmente, desenvolver nos seus alunos,
sobre propor¢éo?

7) O que vocé desegja, como essencial, que os aunos retenham sobre proporcao?

8) Quantas aulas vocé pensa dar sobre proporcéo?

9) Vocéjapreparou as aulas? Tem alguma atividade que vocé pensa fazer ja preparada?

10) Por que esta escolha? (se aresposta da questdo 9 for sim)

11) Em que material (publicacdo, livro) vocé se apoiou para preparar a aula?

12) Vocé fez escolhas? O que vocé mudou? Em funcgéo de que?

13) Vocé fara ligagdes deste objeto propor¢do com outros mais adiante, que agora vocé ainda ndo
ensinou?

14) Qual foi o ultimo assunto estudado antes de entrar em proporcao?

15) Quais sdo as principais dificul dades dos alunos sobre propor¢céo?

16) Quais as nogdes mateméticas que vocé va institucionalizar?
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Anexo B

Protocolos da entrevista

7. E -Paravocé, sobre o plano matemético, como define proporcéo?

8. P — No ambito da 6% série se define como igualdade de razbes. Se ensina primeiro razoes,
mostra 0 que € razdo, e que ndo € SO fracdo, que é sO uma parte de propor¢cdo entre nUmeros
inteiros. Ai ja € comparacdo entre duas grandezas. Entdo mostra a igualdade entre duas razdes
para achar o elemento desconhecido. Basicamente € isso. Ai se parte para problemas praticos.
Mas primeiro vocé ensina, este esta para....assim como....,, € mostra o célculo: se em cima
multiplicou por 3, entdo embaixo também multiplica por 3. Vai dando os nomes antecedente e

consequente.

15. E -Quais sfo os objetivos do plangjamento de 6 série relativo a proporgdo? O contelido
anterior de equacdo e sistemas € pré-requisito para o estudo de proporcdes?

16. P — Diretamente, ndo. Eu acho até que quando se vé equacdes, logo depois de equacdes, a
gente poderia dar proporcdes, porque tem muitas equagdes que se pde na forma de fragdes. Mas é
claro, resguardando a Unidade (contetido) que é Raz&o e Propor¢éo. Por exemplo, em equacdes
podemos dar x/2 + x = (x+1)/4. Mas as vezes a gente faz equacdes do tipo (x+1)/2 = 3x/5. Nao
deixa de ser uma proporcdo. Vamos achar MMC. Se a gente quisesse, pela PFP chega ao
resultado. Mas quando chega |4 (em propor¢do), eu mostro que poderia ser feito assim, como se
aprendeu em equagoes.

31. E - Tem alguma atividade que vocé pensa fazer ja preparada? Em que material (publicacéo,
livro) vocé se apoiou para preparar a aula?

32. P — Na 6% série eu praticamente sigo o livro texto. Mas dou exemplos que surgem na aula,
com notas de prova, por exemplo: se de 10 acertou 8, qual a raz&o? Mas eu fago exercicios de
outros livros também, que ndo tem no nosso livro. Eu seleciono, pois tém alguns que séo

repetitivos. Mas se eu quero fixar, sigo aguelalista.
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45. E - Em relagdo aproporgdo, o que vocé espera que os alunos saibam? A gente ensina muita
Ccoisa, e eles ndo aprendem tudo que se ensina.

46. P — Em relacdo a proporcdo. Primeiro, 0 que € proporcdo. Para isto tem de saber o que é
razéo, primeiro. Entdo eles tém de saber 0 que é razéo e o0 que € proporcdo. E para eles poderem
fazer alguma aplicagdo, utilizando os exercicios que fizemos em sala. Passar a aprendizagem para
aquilo 1& [aplicagdo]. Eu posso resolver dessa maneira, eu posso aplicar a propor¢ao neste tipo de
problema? Isto que € 0 mais importante. Mas néo € facil. Eles estdo numa idade gue néo é todo
mundo que tem a vontade de aprender bem.

47. E - Mas estamos falando aqui do que a gente gostaria que eles soubessem, 0 que a gente
espera gque eles saibam.

48. P — Tem de saber o que € razdo, proporcéo. Ta. Depois, que eles resolvam aqueles
probleminhas, mas a gente tem de ensinar antes como calcular. Por isto que eu ndo vou dar muito

propriedades de proporcéo. Bato mais é na PF. Tem de saber isto.
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Anexo C

Exer cicios propostos no plano de aula

1) Em cada proporcao, calcule o produto dos extremos e o produto dos meios.
3_30 4_6 2_8
Q- =" b) —=— C) ==—
4 40 6 9 7 28
2) Usando a propriedade fundamental das propor¢oes, verifique se as sentencas abaixo sdo
verdadeiras:

3 36 5 25 3 9

3_12 d2-8 f2=2

7 28 6 9 5 2
3) Determine o valor de x:

ax=-2 h2=2 ol=X Q-8

4 20 X 3 4 5 25 x

4)Determine o valor de x em cada uma das propor ¢oes:
15
x 12 24 02 x 3 6 9

5) Determine o valor de x nas propor ¢oes:

1
[N

X'l 2X b)X'4=_£ C) 3X'1:X'3 d)gzx
3 9 X 3 5 5

H
1
Wl

Problemas

5) Em uma equipe olimpica, 25 atletas sdo rapazes. Qual é o nimero de mogas, se a razao entre
0 numero de rapazes e mogas € %?
6) Os numeros x ey estéo entre si assim como 2 esta para 5. 1sso significa que podemos escrever

X< é . Sabendo que a soma desses nimeros € 140 (x + y = 140), determine-o0s.

y
7) Na classe de André ha 36 alunos. Se a razdo entre 0 nimero de meninos e meninas dessa

! ~ . ~ .
classe é T guantos sA0 0S meninos e quantas sao as meninas?
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8) Emuma empresa, 2 entre cada 9 trabalhadores ganham o saléario minimo. Sabendo que 350
trabalhadores dessa empresa ndo ganham o salario minimo, determine:

a) 0 numero de empregados que ganham o salario minimo;

b) o total de empregados dessa empresa.

Exer cicios complementares

9) Numa maquete, a altura de um edificio é de 80 cm. Qual € a sua altura REAL, sabendo-se que
a maquete foi construida na escala 1:507?
Escala = altura do edificio na.rrrla_quete
altura real do edificio

10) Um mapa esta desenhado na escala 1: 10 000 000. Qual €, em quilémetros, a distancia real
entre Salvador e Maceio, se, no mapa, a distancia entre elas é de 5 cm?
11) Determine o valor de x nas propor ¢oes:

a)i:5 b) X _6 C)5_25 d)gzz

24 4 20 5 x 30 X 4

12) Determine X e y na propor ¢ao % = % , sabendo que x + y = 20.

13) Determine os nimeros x ey, sabendo que

e x+y=100 C)§=z e x+y=140

o< ~

2 3
X_Y
b)gzg e x-y=30 d) e x+y=110

u] x

14) Arazao entre dois nimeros € g . Sabendo que a diferenca entre eles é 40, quais S40 esses

numer os?
15) Duas pessoas apostaram juntas numa loteria e ganharam R$ 60 000 000,00. Quanto coube a

: A : ~ . 2
cada uma, se as importancias que jogaram estéo na raziao 3 ?

16) Na cantina da escola, de cada 4 refrigerantes vendidos, 3 sdo da marca A. Se foram vendidos
100 refrigerantes, quantos destes sdo da marca A?

17) Emuma escola h& 280 alunos, e a razao entre o nimero de rapazes e de meninas € de % :

Determine 0 nimero de rapazes e 0 nimero de meninas.

18) Numa bandeira, a altura esta para o comprimento assim como 7 esta para 10.

Qual deve ser o comprimento de uma bandeira com 1,40 m de altura?

19) Em geral, num adulto, a altura da cabeca est4 para a altura do restante do corpo assim
como 1 esta para 7. Quanto mede uma pessoa cuja cabeca tem 20 cm de altura?

20) Os nimeros 6, 16, x e 40 formam, nessa ordem, uma propor ¢&o. Nessas condi¢des, determine
0 NUmero X.
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Anexo D

Protocolos das aulas

Aulal

Titulo 1 —aproporc¢éo no dia-a-dia

1-05.Aluno R. |& Fernando e Alexandre apostaram juntos numa loteria esportiva e foram
premiados. Como eles devem dividir o prémio de R$ 500.000,00, se as importancias que
Fernando e Alexandre apostaram estdo na razao de 2 para 3?

1-06. Obs-Prof. explica enquanto escreve.

1-07.Prof. — Cada um entrou com uma quantidade de dinheiro quando fizeram a aposta. O que
eles apostaram esta na razéo 2 para 3. Ou sgja, um pode ter apostado R$ 20,00 e outro R$ 30,00.
Basta ver que é s pegar 0 2 e multiplicar por 10 e 0 3 e multiplicar por 10, que continua a mesma
razdo. Um poderiater apostado 40 e o outro 60.

Quadro:  F L
500.000 31 30 60
A

1-08.Prof. O problema é o0 seguinte. Quero saber quanto é que cada uma vai receber se €
proporcional ao valor que ele apostou, de acordo com o gue ele apostou, correspondente ao que
apostoul.

1-09.Aluno R. I& Vamos chamar de x a importancia que cabe a Fernando e de y a importancia

gue cabe a Alexandre. Como a quantia que eles apostaram estdo na razao % (lido 2 esta para 3),
podemos escrever : % :§ (lido 2 estapara 3 igual ax estaparay).

1-10.0Obs-Prof. vai revisando e escrevendo no quadro, enquanto fala.
1-11.Prof. Ent8o 2 esta para 3 assim como X, a quantidade que Fernando vai receber, esta para a
quantidade que Alexandre vai receber. Entdo 2 estd para3 €igua ax estaparay.
1-12. Aluno R. continua lendo: E facil concluirmos que:

e Fernando vai receber R$ 200 000,00.

« Alexandre vai receber R$ 300 000,00.
1-13.Prof. Entenderam? Porque somando tem de dar 500 000. Como estd na razdo 2 para 3, 0
Fernando apostou menos dinheiro e Alexandre mais. Consequentemente, ele tem de receber mais
do que o Fernando, e na razdo, como nés estudamos. E evidente que se é 2 para 3, e se vocé
multiplicar tudo por 100.000, vai achar 200.000 e 300.000.
1-14.0bs-Prof. volta ao quadro, continuando a partir do que ja havia escrito:

2 20 40 _ 200.000

Quadro: ———=—=_= :
3, 30 60 300.000

1-15.Prof. Se vocé for multiplicando esta razéo por 10, depois por 10, depois por 10, vocé vai
chegar ao ponto em que vai dar 200 mil e o outro vai dar 300 mil. E s6 ir fazendo a razdo, e
multiplicando va dar sempre arazéo equivalente.

1-16.0bs-Prof. € um trecho do texto, no qual esta escrito:
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Texto — Portanto 2 = 20000000 , OU sgja, dois esta para trés assim como duzentos mil reais
3 300.000,00
esta para trezentos mil reais.
1-17.Prof., lendo- Portanto, 2 esta para 3 € igua a 200 mil esta para 300 mil. Ou sgja, 2 esta para
3 ASSIM COMO 200 mil esta para 300 mil. Este sinal deigual élido ASSIM COMO.
2 _ 200.000,00

1-18.Aluno R. |& A igualdade entre asraz0es —~ e
3~ 300.000,00

€ chamada de propor¢ao. (o texto
ressalta a palavra proporcao).

1-19.0bs-Prof. chama a atencéo para proporcao.

200.000,00

1-20.Prof. — Como 2 esta para 3 € umarazado e isto (mostra
300.000,00

) é outrarazéo.

A propriedade fundamental das propor ¢oes

1-55.Prof . Agora vem a propriedade mais importante das proporgbes. Existem outras
propriedades, mas nds vamos estudar somente este. Esta € fundamental, e além disto, as outras
podem ser transferidas para a forma de problemas. Mas a propriedade FUNDAMENTAL vocés
ndo podem esguece mais, porque VOcé vai precisar para resolver outros problemas também.
Temos no futuro outras unidades para as quais VOCé vai precisar aplicar as propriedades das
proporcgdes, como PA e PG,com aplicagdo em certos exercicios, na comparacdo de razdes. Muitos
dos problemas que vamos resolver agui na sala, vamos fazer com aplicacdo desta propriedade.
1-72. Prof. Entdo, o que importa para nés no momento, da propriedade fundamental,
multiplicando o primeiro com o ultimo, que s8o 0s extremos, o resultado tem de dar o mesmo de
b vezes ¢, 0 produto dos meios. Se ndo der o mesmo resultado, ndo € proporgao.

1-75. Prof. Na questdo a, quanto da o produto dos extremos?
1-76.Alunos. 90. N&o! 120.

1-77.Prof. E o produto dos meios?

1-78.Alunos. 120.

1-79.0bs-Prof. repete a explicacéo, falando a propriedade.

1-80.Prof. 3 esta para 4 assim como 30 esta para 40. Quem S30 0S extremos?
1-81.Alunos. 3 e 40.

1-82.Prof. E os meios?

1-83.Alunos. 4 e 30.

1-84.Prof. Ent&o o produto, a multiplicacdo, dos extremos da quanto?
1-85.Alunos. 120.

1-86.Prof. E o outro?

1-87.Alunos. 120.

1-88.Prof. 120 também. Se der o0 mesmo resultado, ent&o isto forma uma proporgao.
120

Quadro: S
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Aula?2

2-11.0bs. Prof. Faz exercicio 4d) e apresenta duas formas de resolver esta questdo: usando a
propriedade fundamental das proporcdes e como equacdo, e faz no quadro, explicando enquanto
escreve.

4d;)

2-12. Prof. Usando a propriedade fundamental das proporgoes:

}é

—“5menos X’ é uma coisa so: 9.x=6(5-x)

— Aplicando a propriedade distributiva: 9x = 30 — 6x *)

— Usando operacdes inversas das equagoes. 9x + 6x = 30

— Fazendo a adi¢do de termos semel hantes: 15x = 30 (**)
2-13.0bs-Prof. termina o caculo: X = % (***)

X=2
4dy)
2-14.Prof. Como equagéo: g = 5—9X
. - . 3x _ 2(5- x)

— Fazemos o0 minimo multiplo comum: - 18

— Obtemos uma equagéo equivalente a (*), pois dividida por 3: 3x=10-2x

— Ent&o: 3x+2x=10

— Também € uma equacdo equivalente a (**): 5x = 10
2-15.0bs-Prof. termina o caculo: x=2
2-16.0bs-Prof. mostra que na questdo 4d;, também poderia ter aparecido a etapa 5x = 10. Volta

em (***) eescreve: x = % = % . Diz também que de um jeito ou de outro é possivel resolver.

2-26.Prof. N6s vamos usar agora a PFP na resolugdo de certos problemas.

2-27.0bs-O texto tem um problema como exemplo, seguido de sua resolucéo. Prof. |é parte do
problema. A seguir, Prof. d& outras possivels quantidades de bombons gque estejam na mesma
razéo 2/3, por meio de fragdes equivalentes.

2-28.Prof. De uma caixa com 35 bombons, para cada 2 bombons comidos por Carina, Giuliano
comeu 3. Conseqlientemente, se ela comeu 4 bombons, ele comeu 6. Se ela comeu 6, ele comeu
guanto?

Quadro: —=—==

2-29.Alunos. 12! 10! 9! 8!

2-30.0bs-Prof. retoma e repete, pois ha muita discussdo entre os alunos, sobre o resultado.
2-31.Prof. Preste atencéo! Se ela comeu 2, ele comeu 3. Se ela comeu 4, ele comeu 6. Vocé
multiplicou por 2.

uadro:
Q 3, 6

2-32.Prof. E se elacomer 6?

22 4
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2-33.Aluno V. Elevai comer 9, porque 3 vezes 2 da6 e 3 vezes 3 d4a 9!

2-34.Prof. Se elacomeu 20, ele vai comer quanto?

2-35.Aluno- 30.

2-36.0bs-Prof. seguiu a explicacéo do que estéa no texto.

2-37.Prof. — Aqui vocé va aplicar a PF. Entdo, como a caixa tem 35 bombons no total, entdo
observe. A razdo € 2 esta para 3, certo? Se x € a quantidade que Carina comeu, y vai ser a
quantidade que Giuliano comeu.

2-47.0bs-Aluno T. chama PROF. e os dois conversam. Prof. dirige-se a turma e explica a
maneira como T. resolveu o problema.

Quadro: S22 22

Soma 5b 10b 15b 35b
2-48.Prof. A razéo é 2 para 3. Se eu multiplico por 2 e aqui multiplico por 2, vou manter a razéo,
4 para 6. Até agui (2/3) os dois sd comeram 5 bombons, ela comeu 2 e ele 3. se multiplicar por 2
vai ficar 4 e 6, elacomeu 4 e ele 6. Entdo, até aqui ja comeram 10.
2-49.Aluno D. é por 7.
2-50.Prof. Se multiplicar por 3, vai dar 6 e 9 e ai ja comeram 15 bombons. E mantida a
proporcao. Se multiplicar por 7, e embaixo também, 2 vezes 7 €igual a 14 e 3 vezes 7 éigua a
21, até agui eles comeram 14 mais 21 igua a 35 bombons. Entéo, ele sb foi fazendo razdes,
sempre a mesma razdo. Concluséo: vocé achou o resultado. Vocé pode fazer assim? Pode! Vai
mantendo a proporcionalidade, ndo tem problema nenhum. Se a caixativesse 5, jateriaterminado
aqui (em 2/3), setivesse 10, ela comeria4 e ele 6, se tivesse 15, elacomeria6 e ele 9. Sempre a
mesma razdo: 2 para 3. E assim o T. foi multiplicando e chegou a 35, que é a quantidade de
bombons que deu 14 para 21. Vocé pode fazer assm? Pode! Eu aconselho vocé a fazer assm?
N&o! Porque ndo? Porque o problema, se os resultados ndo forem nUmeros inteiros, forem
numeros decimais, sera muito mais dificil de encontrar.
Viu T.? Vocé pode fazer assim, ndo tem problema nenhum. S6 que eu aconselho, sinceramente,
vocé fazer usando sistemas. Porque? Porque € um método mais garantido, € a maneira correta de
vocé fazer, matematicamente. Se nos problemas aparecer nUmero decimal, € muito mais dificil
vocé fazer por tentativas. Lembra aquele problema de loteria que fizemos no comego? La era
facil, era 500 mil. Agora imagina se fosse 442 mil e noventa centavos? Vocé faria assm? Aliés,
em matematica ndo tem uma maneira unica de fazer. O que aconteceu na ultima prova? Vocé
sabia fazer muitos problemas assim, direto. Mas quando chegou na prova, ndo conseguir. Porque
tem muitos que ndo da parafazer assim, diretamente. E cada um tem a maneira correta de fazer.
Aqui nestes problemas estamos aplicando duas coisas. Aplicando proporgdo, ou sgja, PFP e
aplicando sistemas de equacdes para resolver problemas. E ai vocé resolve pelo método que vocé
quiser. Mas é bom aprender como deve ser feito, porgue certos problemas ddo mais trabalho, se
vocé for fazer direto assim.

2-61.0bs-Aluno V. pede para dizer como fez os problemas 5 a 7. Usa 0 método de fracOes
equivalentes, como T. fez anteriormente.

2-62. AlunoV. A questéo 5 eu fiz assim: 25 dividido por 5 da5 e 3 vezes 5 da 15.

A questdo 6 eu fiz assim: 2 e 5. Ai eu multipliquel 2 vezes 20, que deu 40 e 5 vezes 20, que deu
100. 100 mais 40 da 140.
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A questdo 7 eu fiz assim: 4 esta para 5, que da 9. 8 esta para 10, que da 18, e 16 esta para 20, que
da 36. Isto € aresposta. Entdo séo 16 meninos e 20 meninas.
2-63.0bs-Alguns alunos discutem as solugdes encontradas.

2-73.0bs-Prof. dainicio aresolucdo dos problemas. Paraisto, chama um aluno pararesolver cada
problema no quadro.

Probl.5 Aluno R. faz pelo méodo que Prof. ensinou. AlunoT. fez de outra maneira e Prof. pede
que ele faga no quadro.

Quadro: Alunolz. Aluno T. ST~
5) 2= 2 5)> 37 5=15
3 X Pl
5x=3.25 15 mocas
5x =75
75
X=—

x=15
R = sdo 15 mogas

2-74.0bs-Prof. pede que T. explique o que fez, que diga qual é o fundamento de suaresolugéo. T.
tenta, mas ndo sabe explicar o que fez. Prof. ndo comenta.

2-75.0bs-Probl.6 Aluno V. vai ao quadro e escreve:

Quadro: guarenta

terminou

2-76.0bs-Prof. perguntaaV. qual € aresposta.
2-77.AlunoV. Téescrito 14, professor.
2-78.Prof. Vocé ndo armou o sistema, vocé sO usou a proporcao, de modo que a soma dos 2
desse 140. Alguém fez o sistema?
2-79.0bs-AlunoH. vai ao quadro e escreve:
. 1X+y=140
Quadro: 6) Iox=sy ()
2-80.0bs-Prof. pergunta se os alunos entenderam porque deu 2x = 5y (*). Alguns aunos
respondem que sim. Outros nada respondem. H. continua a escrever.

Quadro: x+y=140 (-2) -y =-40
2x—-5y=0 y=40
-2x -2y = -280 X+ y=140
2x-5y=0 X+ 40 =140
-7y =-280 X=140-40
y=120 x =100
7
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2-81.0bs-Prof. pede a atencdo da classe. Esta preocupado com o fato de alguns alunos, como T. e
V., continuarem a fazer uso de uma técnica mais simples para resolverem os problemas, ao invés
de utilizarem sistema de equacdes.

2-82.Prof. Na proxima Unidade que é regra de trés, principalmente para o pessoa que gosta de
fazer direto, tem muitos problemas que também podem ser feitos [desta maneira], mas tem de
tomar cuidado, como eu disse, porque certas proporgdes Vocé ndo consegue fazer. [...] Com regra
de trés inversa é pior ainda. Com regra de trés composta, ai mesmo que vai ser mais dificil. O
conselho que eu dou € o pessoa comecar a aprender passo a passo. (Fazer direto é fazer pelo
método de fracdes equivalentes. Fazer passo a passo é a montagem do sistema e sua
resolucédo) Eu estou considerando fazer na prova do jeito que muita gente esta fazendo, mas até
certo ponto, depois ndo considero mais, e considero errado.

2-83.Aluno V. Mas professor, como que antes ndo tinha problema?

2-84. (Prof. esclarece a diferenca entre os tipos de questdes que faz): Se eu der o problema
“utilize proporcéo e sistema’, tem de fazer como eu pedi e ndo como Vocé quer. Se eu puser
“resolva o problema’, é outro caso, pois vVOCé resolve como quiser.

Na realidade o que vocé esta fazendo aqui (aponta para a resolugédo que T. fez no quadro) é
multiplicar este por este (3 por 5). E porque aqui, 25 dividido por 5 da 5. Entdio multiplicou e deu
15. Esta simplificando. Mas nem sempre é assim, eu ja aviso. Por isso, alguns daqueles
resolvidos assim, na Gltima prova, deram tudo errado. Tem de tomar cuidado. E isto que tem de
entender. O correto € do modo que H. fez. Usa a propor¢do e monta um sistema e entdo resolve.

Aula 4

4-17.0bs-Prof. da as respostas para 13c e 13d, como também alguns alunos.
4-18.Prof. A maneira de fazer € amesma: aplica a PF, monta o sistema e resolve. N&o importa se
pelo método da substituicéo ou adicdo. Todos os dois métodos vocé sabe.

Exerc.14 Texto: A razio entre dois nUmeros é g Sabendo que a diferenca entre eles € 40,

quais S840 esses numer 0s?

4-19.Prof. A razdo entre dois nimeros é 7 para 3. Ou sgja, X esta paray assim como 7 esta para 3.
[...] SO que agui ndo esta colocado diretamente, esta em forma de problema. Vocé transforma o
problema num sistema, e ai resolve.

13x=7y 13x- 7y=0

%x- y =40 %x- y =40

4-20.Prof. Resolvendo, vai dar como resposta os numeros 70 e 30.

4-21.0bs-Enquanto Prof. faz no quadro, V. fala em voz baixa seu método de resolugéo.

4-22. Aluno V. 7 e 3, adiferenca € 4. Que burro que fui. Entdo da... 70 e 30.

Qd. === x-y=40



Anexo E

Quadros compar ativos: tarefas e técnicas

Quadro 1- Tarefas e técnicas relativas aproporcao, identificadas no estudo histérico

e no tratado Trajano.
Historia Trgano
Tarefa FO Técnica Tarefa FO Técnica

Verificar O | -Subtracdo matua -Verificar sea O |-lgualdade entre

igualdade de -lgualdade de proporcdo esta certa produto dos meios e

razdes quocientes parciais -Achar qualquer produto dos
termo de uma extremos
proporcao -Resolucéo da

proporcao.

-Problemasde | F |Regradetrés: Achar aquantidade | F |- Técnicagera

regradetrés -regra declarada sem desconhecida Andlise/Sintese

-Divisdo em explicagéo -Problemas de regra -Regradetrés:

partes -regravinculada a detrés formulagdo das

proporcionais proporcao -Divisdo em partes proporcoes

-Interpolacéo Obs.:Algumastécnicas | proporcionais -Formulagdo das

linear ndo foram identificadas | -Problemas de proporcoes
porcentagem

Construcédo e F | Semelhancade

divisdo de tridngulos .

segmentos

Resolugdo de | CE | Falsaposicéo Problemas cujos CE | Falsaposicéo

equacles valores formem uma Resolucéo da

lineares proporcao. proporcao.

1)FO- ferramenta/objeto. Nas tarefas, propor¢éo ora é objeto de estudo, ora ferramenta de resolucéo.

2)CE-Condicao p/ existéncia da técnica.
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Quadro 2- Tarefas e técnicas relativas aproporcionalidade, identificadas nas
publicagdes noosferianas de Avilae Lima.

Tarefa

Técnica

Lima

Verificar aproporcionalidade

Condicoes de f(x)

Achar aquantidade desconhecida

(problemas de regra de trés)

Equacdo da constante k, de
dependénciaentre as
variaves.

Equacdo da constante k, de
dependénciaentre as
variaveis

Divisdo em partes proporcionais

Equacdo da constante k, de
dependénciaentre as
varidveis

Quadro 3- Tarefas e técnicas identificadas nas nos livros didaticos Quintella (1958)

e Giovanni (2000).

Tarefas FO Técnicas
Quintella Giovanni
Achar qualquer termo de uma O | Resolucéo daproporcdo- | Resolucdo da proporcao-PF
proporgéo PF (propriedade
fundamental)
Achar 2 nimeros O |Propriedades 1 de Propriedades: 1%, 2°* e
desconhecidos, a partir de sua proporcdes Resolucéo da proporc¢édo-PF

soma/ subtragcdo/produto e da
razéo entre eles ou de 2 termos
da proporcao que formam.
(resolver sistemas)

e Resolucéo da
proporcao- PF

Achar aquantidade
desconhecida.

Problemas de regrade trés:
Simples—diretaou inversa
Composta

Problemas de porcentagem

F | Formulagdo da proporcéo
e Resolucdo da
proporcao- PF a partir de:
1) Coeficiente de
proporcionalidade (k)

2) razdes entre valores da
mesma grandeza.

Direta: igualdade dasrazbes e
resolucédo da proporcgéo-PF.
Inversa: produto constante (k) e
equacao

Produto das variacbes-
resolucédo da proporcgéo-PF.

Divisdo em partes
proporcionais
(diretaou inversa)

F | P1 de proporgdes,
coeficiente de
proporcionalidade e
Resolucéo da proporcéo-
PF

Coeficiente de
proporcionalidade
(D)Determinacao de razdes
iguais (proporgéo), e
Resolucéo da proporc¢édo-PF
(I Determinagdo do produto
igual, equacéo.

Verificar a proporcionalidade

1)Condic¢des de f(x)

2) Comparacéo das razbes
entre valores da mesma
grandeza

1)FO- ferramenta/objeto. Nas tarefas, proporcéo ora é objeto de estudo, ora ferramenta de resolucéo.
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