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Resumo

O trabalho aqui presente destina-se a fazer uma anélise comparativa, no contexo do
método de Newton inexato, os desempenhos das metodologias iterativas baseadas em
subespagos de Krylov: GMRES (“Generalized Minimum Residual Method”) e Bi-CGStab
(“Biconjugate Gradient Stabilized”) e um método direto (LU esparso). As caracteristi-
cas das desempenhos (nimero de iteragoes e tempo computacional) das metodologias
investigadas sao acessadas com o uso de alguns testes padrao largamente utilizados como
"benchmark" em mecéanica dos fluidos computacional.

O método de Newton inexato baseado em GMRES e Bi-CGStab é aplicado no sistema,
nao linear gerado pelo método de elementos finitos (MEF) sobre o problema de valor
de contorno composto pelas equagoes de Navier-Stokes. Uma importante observacao diz
respeito a condi¢ao necessdria e suficiente de Brezzi-Babuska (ou condigbes inf-sup), a
qual é satisfeita com o uso de parametros de estabilizacao.

Palavras-chave: [GMRES],[Bi-CGStab],[MEF],[Navier-Stokes].
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Abstract

The present work intent to make a comparative analysis, inside of Inexact Newton method,
between the performances of the Krylov subspace methodologies, GMRES (Generalized
Minimum Residual Method) and Bi-CGStab (Biconjugate Gradient Stabilized), and a
direct method (sparse LU). The performances characteristics (number of iterations and
computational time) of the investigated methodologies are assessed using results of some
standard tests widely used as a benchmark in computational fluid mechanics.

The Inexact Newton method based on GMRES and Bi-CGStab is applied on nolinear
system, that was generated by finite element method (FEM) over the boundary value
problem compoused by Navier-Stokes equations. An important remark, that must be
done, is related to the necessary suficient condition of Brezzi-Babuska (or inf-sup condi-
tion), that is satisfied by the stability parameters.

Key-words: [GMRES],[Bi-CGStab|,|MEF],[Navier-Stokes].
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Este trabalho foi motivado com o intuito de se comparar o desempenho do método de
Newton inexato associado a métodos baseados em aproximagoes em subespacos de Krylov,
mais especificamente GMRES ("Generalized Minimum Residual Method") e Bi-CGStab
("Biconjugate Gradient Stabilized").

Os métodos baseados em subespacos de Krylov sao aplicados em larga escala frente
a grandes sistemas lineares esparsos. A principal explicacao deste fato, se deve ao ele-
vado custo computacional dos métodos diretos, em termos de tempo computacional e/ou
armazenamento. Toépicos estes que sao de grande importancia em diversos tipos de apli-
cagoOes praticas, onde geralmente exige-se uma resposta precisa, rdpida e que nao onere
maiores custos computacionais.

Os métodos GMRES e Bi-CGStab, tem sido extensivamente explorados recentemente,
principalmente associados a problemas nas dreas de mecanica, elétrica e controle e au-
tomacao, tornando-se um campo muito fértil em termos de estudo e producao cientifica.
O trabalho aqui desenvolvido tem o intuito de aplicar tais teorias e conceitos a prob-
lemas de escoamento bidimensional e incompressivel de fluidos Newtonianos em regime

permanente.

1.2 Revisao Bibliografica

Os métodos apresentadas nas referéncias podem ser divididas didaticamente em dois gru-
pos principais: as que fazem referéncia & abordagem da equagao de Navier-Stokes pelo
Método de Elementos Finitos e as que se referem aos métodos iterativos para sistemas
lineares.

A literatura especializada mostra que os resultados de simula¢ées numéricas da equagao
de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis, com a utilizagao do método classico

de Galerkin, podem sofrer oscilagdes espurias (instabilidades numeéricas). Isto se deve a
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duas fontes principais: a primeira é o cardter advectivo-difusivo das equagoes, que pode
permitir a contaminacao do campo de pressao, assim como a conseqiiente contaminacao do
campo de velocidade (quando o escoamento é submetido a elevados nimeros de Reynolds),
a segunda fonte destas oscila¢oes numéricas seria a formulagao de cardter "misto" (envol-
vendo campos de pressao e velocidade) das equagoes, o que limita fortemente a escolha das
combinagoes das fungoes de interpolacao elementares usadas para aproximar os campos
de velocidade e pressao.

O contorno destes problemas, i.e. a estabilizacao da solucao, tem sido estudada de
forma incessante com o passar dos anos. Como exemplo das metodologias com esta
finalidade pode-se citar: o método de Galerkin descontinuo, que é conservativo e em que as
formas bilineares associadas produzem matrizes positivas definidas e bem condicionadas.
Tal método surgiu no inicio dos anos setenta (Reed e Hill (1973)) e tem se desenvolvido
bastante até os dias atuais. Dentre os principais trabalhor relacionados a esta metodologia
podem-se destacar os de Bassi e Rebay (1997), Cockburn e Shu (1998) e Cockburn e
Dawson (2000). Uma outra metodologia importante é a formulagao de Petrov-Galerkin,
em que a base das funcoes "peso" nao sao simplesmente iguais a uma base de fungoes
"forma" ("shape functions"). Neste caso esta base é enriquecida pela adi¢ao de fungdes
"perturbacao" descontinuas que possuem caracteristicas numéricas desejdveis. Resultando
entdo em um esquema que foi introduzido por Hughes e Brooks (1980), Hughes e Brooks
(1982), e Kondo (1994). Esta metodologia ¢é referenciada na literatura como "SUPG —
Streamline Upwind Petrov Galerkin". O "SUPG" tem-se mostrado capaz de controlar as
instabilidades numeéricas e com a vantagem de nao produzir excessiva difusao numérica
que pudesse prejudicar a solugdo (o que ocorre no esquema "up wind" puro). O que se
percebe, porém, é que na vizinhanga de regioes com elevados gradientes a precisao dos
resultados se mostra vulneravel as tao indesejadas instabilidades.

Formulagoes adicionais com a mesma finalidade da citada acima também podem ser
referenciadas, como o "Método do Gradiente Projetado" (ver Cecchi et al (1998) e Codina
e Blasco (2000)), em que o gradiente de pressao é projetado no espaco do campo de vetores
continuo do elemento finito e o divergente da diferenca entre estes dois vetores (gradiente
de pressao e sua projecao) é incorporado na equagao da continuidade. Outros exemplos
de metodologias sao as que utilizam as "Fungdes Bolha" ("Residual Free Bubbles" — ver
Franca et al (1998)), onde a idéia é enriquecer o subespaco das funges peso com fungoes
elementares pré-definidas para que agreguem precisao e estabilidade a solucao. Hé ainda
o "Método de Minimos Quadrados de Galerkin" ("Galerkin Least Square") baseado nas
referéncias Achdou et al (1999), Codina (2000) e Franca e Frey (1992), que alia um termo
adicional cujo objetivo é eliminar as oscilacoes que podem estar presentes nas regioes
de gradientes elevados. Tal metodologia tem alcancado excelentes resultados. Outros
bons exemplos sao os esquemas "semi-implicitos" (ver Codina et al (1998) e Kjellgren

(1997)), que consistem em tratar os termos difusivos de forma implicita e os termos
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advectivos de forma explicita. Pode-se citar ainda os esquemas que utilizam ordem de
interpolagao iguais para os campos de pressao e velocidade (ver Franca e Frey (1992) e
Codina e Blasco (1997)), i.e. tais formulagoes satisfazem a condigao de Brezzi-Babuska, ou
condigao de inf-sup (ver Babuska (1973) e Brezzi (1974)) por meio de termos adicionais a
formulag@o, denominados de termos de estabilizacao. A condicao inf-sup é uma condigao
necessdria para performance étima do método de elementos finitos, quando este é aplicado
a um conjunto bem definido de dados de entrada A. Sendo satisfeita a condicao de inf-
sup, diz-se entao que tal método é robusto com relagdo ao conjunto A. Quando tal
condicao nao é satisfeita o método apresenta uma performance sub-6tima ou pode até
nao convergir. Neste caso diz-se que o método nao é robusto com relacao ao conjunto A.
Todavia, ¢ possivel que haja um subconjunto A* de A, com respeito ao qual o método seja
robusto (ver Babuska e Narasimhan (1997)). Existem também esquemas com captura de
descontinuidades (ver Codina (1993)), em que uma parcela de "amortecimento" ¢ inserida
na formulagao, de tal forma que esta s6 atue em regioes de elevados gradientes com o
objetivo de combater as possiveis oscilacoes numéricas da solu¢ao. Ha ainda metodologias
que fazem uso de malhas adaptativas a fim de capturar melhor as regioes de elevados
gradientes, e deste modo contribuir para uma melhor precisao dos resultados (ver Bugeda
e Onate (1995)).

A literatura na drea de métodos iterativos fornece uma gama abrangente de possibili-
dades para abordagem de sistemas lineares. Tem-se os métodos iterativos de pontos fixos,
dentre os quais pode-se destacar o S.O.R., Jacobi, Gauss-Seidel e variagoes. Ha também,
os métodos iterativos nao estaciondrios dentro dos quais podem-se destacar os métodos
baseados em subespacos de Krylov (ver Saad (1996)), como o GMRES, CG, BiCG, etc.
H& ainda os métodos do tipo "Multigrid" (ver Greenbaum (1997) e Ghia et all (1982))
e "Domain Decomposition" (ver Greenbaum (1997)). Nesta gama de métodos iterativos
héd ainda a possibilidade de se trabalhar com pré-condicionadores, os quais podem ser
formados de diversas maneiras e aplicados ao sistema linear, em questao, de diferentes
formas. Podem-se destacar a fatoragdo ILU (ver Saad (1996)) e o "Multigrid" como
pré-condicionador para os métodos baseados em subespagos de Krylov (ver Greenbaum
(1997)).

O presente trabalho utilizard o Método de Minimos Quadrados de Galerkin ("Galerkin
Least Square"), aliado ao termo de captura de choque, para se chegar a abordagem
via 0 método de elementos finitos do problema de valor de contorno. A metodologia
para a solucao do sistema nao linear serd o método de Newton inexato, associado aos
métodos iterativos GMRES e BiCGStab, com pré-condicionamento ILU(0). Os cédigos
do GMRES, BiCGStab e ILU(0) pertencem a um pacote da biblioteca HSL, os quais
foram impelmantados em Fortran 90, para poderem ser utilisadas numa programacgao
orientada a objeto, que é o caso deste trabalho. O cédigo desenvolvido foi em Fortran 90

e o compilador usado foi o "Compaq Visual Fortran 6.6". O pré e pds processamentos
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dos dados ficaram a cargo do software GID 7.2..

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho é desenvolver e implementar um cédigo computacional de ele-
mentos finitos para comparar o desempenho entre o GMRES, o BiCGStab e um método
direto (LU esparso com permutagio), frente a problemas de escoamentos bidimensionais,

incompressiveis e em regime permanente de fluidos Newtonianos.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Segue agora uma breve apresentacao a respeito de cada capitulo deste trabalho:

e Capitulo 2: Este capitulo engloba desde a apresentacao da formulagao forte do

escoamento até a apresentacao da formulagao via o método de elementos finitos.

e Capitulo 3: Este capitulo apresenta uma descricao desde o método de Newton até
os métodos iterativos utilizados (GMRES e BiCGStab), bem como o esquema de
pré-condicionamento (ILU(0)). Neste capitulo também encontram-se os algoritimos

das metodologias, apresentados de uma forma simplificada e diddtica.

e Capitulo 4: Este capitulo engloba as aplicacoes feitas, assim como os resultados

obtidos e as andlises em cima destes resultados.

e Capitulo 5: Este capitulo apresenta as conclusoes referentes aos resultados alcanga-
dos neste trabalho, bem como sugestoes para o incremento e continuidade deste em

um provéavel trabalho futuro.



Capitulo 2

A EQUACAO DE
NAVIER-STOKES

2.1 Introducao

Este capitulo engloba desde a apresentacao da formulacao forte do escoamento até a
formulagao via o método de elementos finitos.

O primeiro passo se realizard com a exposicao do problema em sua forma forte, com
todas as respectivas condigbes de contorno ( "essenciais" e "naturais"). A equacao de
Navier-Stokes serd aqui tratada em sua forma bi-dimensional, incompressivel e em regime
permanente, como se perceberd pelas condicoes a ela impostas. O passo seguinte é a
obtenc¢ao da forma fraca do problema inicialmente apresentado. Uma importante obser-
vacao que deve ser feita nesta etapa é o cuidado que se deve tomar com a "dimensao" das
parcelas na forma integral ponderada do problema, as quais deverao ser dimensionalmente
compativeis. Terminada a obtencao da forma fraca do problema, prossegue-se com a in-
corporacao, a esta, dos parametros de estabilizacao aliados ao pardmetro de captura de
"descontinuidade" (ou "choque"). Estes parametros se tornam necessarios ao se trabalhar
com numeros de Reynolds elevados (Re préximo de 1000) e também devido a condicao
de Brezzi-Babuska ("inf-sup condition"). Feito isto, segue-se entdo com a aplicacdo da
formulagao via elementos finitos.

A formulacao de elementos finitos do problema é sem divida a etapa mais importante
deste processo inicial, muito embora esta seja fortemente influenciada pelas anteriores
(formulagoes forte e fraca). Nesta etapa serdo obtidas todas as matrizes e vetores "ele-
mentares" que contribuirao para a formacao da matriz de "rigidez" global.

Uma vez definida a estrutura das matrizes de elementos finitos, apresentam-se, em
capitulos subsequentes, o esquema de solucao do sistema nao linear de equacgoes gerado e

por fim sao feitas algumas aplicagoes.
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2.2 Formulacao Forte

O problema do escoamento a ser resolvido pode ser descrito da forma como se segue.
Seja Q C R? um dominio limitado e seja I' o seu contorno. O problema consiste em

determinar u(Z) e p(Z), V& € Q U T tal que:

((VE(@)id(7) — 20 V- e(@(7)) + 1Vp(F) = b(&) em

onde (2.1)

e(i() = ~ L,
v - viscosidade dindmica,
p - densidade,

| be 12(Q) x LA(Q),

sendo
r=r,uly
Iy = Regiao do contorno com o campo de velocidade prescrito;
[y = Regiao do contorno com a tensao prescrita,

como mostra a figura abaixo:

Fig 1: Dominio
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Definindo os conjuntos de trabalho:

Conjunto do campo de velocidades admissiveis:
Kinu(Q) = {u(7) € H(Q) x H'(Q) | 4(Z) = §(Z) em T, };

Conjunto das variagoes do campo de velocidades admissiveis:
Varu(Q) = {#(Z) € H(Q) x H'(Q) | @(Z) =0 em ', };

Conjunto do campo de pressoes admissiveis:
Kinp(Q) = {p(z) € L*(Q)};

Conjunto das variagoes do campo de pressoes admissiveis:
Varp(Q) = {H(%) € L)},

onde L?*(2) é o espago normado das fungoes Lebesgue quadrado integréveis em Q e H'(£2)
é o espaco Sobolev das fungoes Lebesgue quadrado integraveis, derivaveis em (), e cujas

derivadas também sao Lebesgue quadrado integraveis e normado ( [|.||1)-

2.3 Formulacao Fraca

Visando a obtencao da forma fraca, apresenta-se agora o problema em sua formulagao
integral ponderada.

Determinar (i, p) € Kinu x Kinp, tal que
1 .
/{(Vﬁ)ﬁ—2u V(i) + SVp— B} 70 -
Q
1
/{;V -u}p dQY = 0,Y(7,p) € Varu(Q) x Varp(Q), (2.2)
Q
onde convenciona-se que b = b(Z). Alternativamente pode-se escrever:
1
/{(Vﬁ)ﬁ} U dQY — / 20{V - e(w)} - U dQ +/ —{Vp- v} dQ2 —
Q Q QP
= 1
/ (b7} do / {3V - @)F d = 0.9(7,p) € Varu() x Varp(Q).  (2.3)
Q Q P
Agora

V(@) - (i) (2.4)

div(p?) = p - div(V) + U - Vp. (2.5)
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Assim substituindo as relagoes de 2.4 e 2.5, respectivamente, na segunda e terceira

integral de 2.3, obtém-se:

/Q{(W)ﬁ}-ﬁdﬂ—/ﬂzy {div(e(@0)"0) — €(¥) - (i) }dS2 +

Lo o o Lo e
/Q;{dw(pv)—p-dw(v)}dﬂ—/Q{b-v}dQ—/Q{;dw(u)}p dQ =0,

isto é
/Q (VD)) - 7 dO — / ow{div(e(@)"T) 1O +
/Q 2w {e(T) - e(i0)} A2 + /Q —{div(p) b2~
/Q{p - div(7) }dQ — /Q{E- 7O — /Q{%dz'v(ﬁ)}ﬁdﬁ =0,

porém tem-se

/ (div (e(i)"7)}dO) = / {e(i))"F - 77} T

| {7 (@i} dT + | {7 (e(@)i} dT

—

Contudo, v € Varu, logo v =0 em I', o que implica em
/{dzv e(w)" v) }dQ2 = {17- e(w)n} dr,
e também

/{div (p¥) }d2 = /{pﬁ n} dr;
Q r
{v-pr} dl'+ [ {U-pi} dI;
'y
{v - pri} dr.

Agora substituindo os resultados de 2.9 e 2.10 em 2.7, obtém-se

/Q{(Vﬁ)ﬁ} 5O — 20 /Ft{ﬁ- ()i} dT +
/Q 2w {e(T) - (i)} A2 + /F t %{17- pit} dT’ —
/Q{p - div(5)}dS — /Q{E- o — /Q{%dw(ﬁ)}ﬁ 40 =0,

(2.6)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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o que implica em

/Q{(Vﬁ)ﬁ} - dS) + /QZV {e(®) - (V) }dQ2 — /Q %{p - div(0) }dQ —

/Q (B} - 50 /Q %{dz’v(ﬁ)}ﬁ a0 — [ {(v (@) - %pﬁ) LG}dT = 0. (2.12)

Tt

Aplicando, agora, a condigdo de contorno natural 2v e(u).n — %pﬁ = H(f) em I,
obtém-se

/Q (VD)) - 7 d + /Q 2w {e(il) - e(T) }dS2 —
/Q%{p-div(ﬁ)}dﬂ _ /Q{E}-ﬁdQ _
| Stan@ys i~ [ (i sar—o. (213)

Neste ponto, simboliza-se por

(f. ) = / (@) - g(@)}ds, (2.14)

como o produto interno de quaisquer fungoes reais arbitrdrias f,g € L?(Q2).
Desta forma obtém-se a seguinte formulacao fraca:

Determinar (i, p) € Kinu x Kinp, tal que

(Va)u,v)q + 2v (e(u) - €(V))q — %(p, div(¥))q

. AN A (2.15)
—(b,v)q — %(dw(u),p)g — (h, V), = 0,Y(¥,D) € Varu(Q) x Varp(£2).

Definig¢ao. 2.3.1 : Uma subdivisdo/particao/malha ©,(2) de um dominio Q0 é uma

colecao finita N(pp(Q)) de conjuntos abertos, ou subdominios (elementos), {K;}, tal que
Z) KiijZQ, 862.7&].;
ii) | JK; = 4. (2.16)
Observagao. 2.3.1 : Uma particao pi(S2) € dita ser reqular se 3C € R, tal que

h
h—’j < C, VK € pn(9),

onde

hi, = diam(K);

h* = sup{diam(B) | B é uma bola contida em K}.
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Supde-se agora que cada elemento K € @p(€2) é a imagem de um elemento mestre
K por uma aplicacao afim Fj, isto ¢, K = FK(K), VK € pp(£2), onde K & um cubo

canonico (K = (—1,1)", no caso aqui estudado n = 2). Sobre o elemento mestre, em R",

considera-se agora o espago dos polinémios de grau m > 0, conforme segue:

Po(K) = span{i® |0 < a; <m, 0 <i<n};

i (2.17)
Qm(K) = span{z® | 0 < |a| < m}.

Observagao. 2.3.2 Note que P,(.) é o conjunto de todos os produtos tensoriais de
polinémios de grau menor ou igual a p, definidos sobre o elemento mestre em cada diregdo

coordenada.
Agora define-se

7€ L*(Q) x L3();
R, (K) = U =10 0 Fx € Pp(K) x Pp(K), se K € p,(2) é quadrildtero;
U =10 Fg € Qn(K) x Qn(K), se K € p,(2)é trialgular.

(2.18)

Neste ponto faz-se necessdria a introducao dos seguintes subespacos de dimensao finita:

Kinup(pp) = {u € Kinu(py) | @l € Rn(K)* VK € pn(Q)};

Varup(pn) = {0 € Varu(py) | U] € Rn(K)* VK € pn(Q)};
(2.19)

Kinpp(pn) = {p € Kinp(pn) | plx € Ri(K), VK € pn()};

Varpy(on) = {p € Varp(pn) | pl € Ri(K),VK € pp(Q)}.

Assim, objetivando possibilitar o trabalho com as mais diversas condigoes (trabalhando ou
nao com elevados nimeros de Reynolds, satisfazendo ou nao as restrigoes de interpolagao
para velocidade e pressao), aplica-se agora o Método de Minimos Quadrados de Galerkin
proposto por Franca e Frey (1992). Este método contém um termo adicional, cujo objetivo
¢é eliminar as oscilagoes que podem se apresentar em regioes de elevados gradientes. Tal
termo é denominado de termo de captura de descontinuidade ou captura de choque. Os
parametros de estabilizacao sao obtidos por meio da solucao de um problema de minimos
quadrados residual, aplicando-se a condigao de estacionaridade (derivada de Gateaux
nula) ao funcional em questao. Acrescentando estes parametros propostos por Franca e
Frey (1992), o problema pode ser reformulado como se segue.

Determinar (i, p) € Kinup(pn) X Kinpy(pn), tais que

B(ﬁ,p, 777ﬁ) - F<177ﬁ)7 v<177 A) € Varuh(@h) X Varph(ph)a (220)
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com

B(u, p, v, p) = ((VU)U, V), ) + 2v (e(t) - €())g, (@)
1, . 1,
- ;(p, div(v)) g, ) — ;(d@v(U),pM(m
+ (div (1), 0div (D)), ()

—\ — — 1 A~
+ Z (Va)d — vAu + Vp, ((Vv)u + VAT — ;Vp) Yk, (2.21)

Kepn(Q)

F(#,p) = (b, 0 pp@) + (B Do+ D bT((Vv)uiVAv——Vp>> K, (2.22)

Kepn(Q)

onde W, (T") denota o conjunto dos bordos (ou de parte dos bordos) da partigao gy (£2) na

fronteira I'. Os demais parametros de estabilidade sao apresentados como se segue

5 = A&l e (R () (223
i N

™ gy, 220

Rey (%) = W; (2.25)

¢(Rex()) :{ Rek(l) P(zej(R;’;( 1) < (2.26)

la@l, = (z |uz-<f>|p) T 1<p<oo (2.27)

1
my, = min {g, 2C’k} ; (2.28)
Co Y hl v @l x < @5, ¥7 € Vary; (2.29)
KGm(Q)
A >0, (2.30)

onde o subescrito k rafere-se ao elemento K. Considera-se agora a seguinte decomposicao
u=u"+uv,

onde @V é um campo de velocidade conhecido que satisfaz a condicao de contorno essencial
e nao homogénea do campo prescrito na fronteira (i.e. ©V € Kinuy(pp)) e ¢* € um campo
de velocidades desconhecido, tal que u* € Varuy(pp). Entao o problema em questao pode

ser reformulado da seguinte maneira:
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Dado @V € Kinuy(pp), determine (@*, p) € Varu,(pn) x Varpn(pn), tal que

B(ﬁ*7p7 ﬁ?ﬁ) = F<177ﬁ>7 v@xﬁ) € Varuh(@h) X Vanh(th), (231)

com

B(a",p,v,p) = (V@ +a¥)) (@ + 1Y), 0) g, + 2 {e(u” +17) - €(0)) ()

v = 5 (0T +7). Py
+ (div(T* + aV), ddiv(T)) e, ()
+ > (V@ +a)) (@ +dV) — v AT + i)

Kepn(Q)
1 1
+ ;Vp, T ((Vﬁ)(ﬁ* +uV) £ vAT — ;Vﬁ) VK (2.32)
e
F(#,p) = (b, ) () + (B Do, (r)
+ Z (b T(VU u +uv):|:1/Av—;Vp)> (2.33)

KEph Q)

2.4 Formulacao do Problema pelo Método de Ele-

mentos Finitos

Tomando agora 4 = ueé, + vé,, onde é,e €, sao os vetores da base canonica, o dominio
Q) & particionado em elementos K, nos quais os campos de velocidade e pressao serao in-
terpolados. Seguindo entao os procedimentos classicos utilizados no método de elementos
finitos, pode-se escrever os campos de interpolagao, para um elemento K, na seguinte

forma matricial:

ut = [N;| g uV = [N;] g u=[N;] g
vt =Ny @ oV =[N g v=[Nj g (2.34)
p=[NJ q

onde [N;],

eq =q" + ¢, onde convenciona-se que o subescrito k refere-se ao elemento K.

2 ~ : = e VR Vi i~ A%
i—ip € 0 vetor que contém as funcgoes de interpolagao elementares, e ¢! = ¢ +qj

No caso particular de um elemento quadrilateral ("quad-four"), os vetores incognitas

ficam representados da seguinte forma:
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ai = (s ug g n);
q = (vi,ur 0t (2.35)
»

17727 737 74

4 = (D1 Dsy Dss D) -

Seguindo com o calculo elementar (para cada elemento K') de cada uma das parcelas

da formulaco apresentada em (2.32) e (2.33), tem-se:

e A) Determinagao de ((Vu)u, V) = ([V(u* + uV)](u@* + uV), V) k. Entao:

ox + Uay
todavia,
Ou [ON,] , ~ Ou [ON,]
o |0z T By T oy |
v [ON,]_, dv_ [ON,]
o | oz T oy T oy | T
logo
ul[Se] g o | Bl G
(V)i = [8N | j ai? =g
wlGe] @+ |G| @
onde
Ny, N,
- w [B] + v [ 2] 0 0]
- ko Yk>
0] u[3] +v %] [0 ¢

Note ainda que

] @ = [N*] G,

e analogamente,

}= [N%*P] G, onde G = (G, . %) ,

<L

I
—N
S >
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0 que permite escrever

(Vayd, )k = ([NV*"] G, [N"] ) 5
= <[Ndisp]T [NV ] (Tk,@k>K;
= [ e ey an -

= [K¢] G -

onde
K¢) = [ (] [N ax

Observando melhor a matriz [Kf], tem-se,

L I R I
Ndz’sp T NVu ] — NuT ox Oy
A _ H [H] ! 0] u (3] + v |Bu] [01]
[ wNT [B] + o [N]T |3 0 0
= 0 ulNJ7 (3] + 0[N || [0
0] [0] [0]
Entao,
Kyl [0] [0]
[Ke]=| [0 [Kpv] [0]
[0] 0] [0]
onde

- T - T
e(mzvv#—v Ae(ﬁ)zvu+Vu
2 2
mas como,
U=u"+u" . eU)=e(U)+eav)
todavia,

6(27) . 6(?7) = tT(ET(ﬁ)E(ﬁ)) = 6(@)116(?7)11 + 6(2_[)126(17)12 + 6(2_[)226(?7)22 + 6(@)216(?7)21.
Note porém que com €(-) é a parte simétrica do gradiente de velocidade, logo,

() - (V) = e()11€(V)11 + 2€(W)12€(0) 12 + €(@)22€(V)22.
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Definindo agora

ou

Seguindo com raciocinio andlogo ao do item anterior, tem-se que

o | or | o | oy ;5 8_y+%_ oy
entao
(5] @i
Eit) = ERK: :
2] g+ (2] @
logo
[5e] (0] [o
f@=| O |% 0| G-=84
5] (5] o
onde
[Ge] o (o]
B=| 0O |3 0O e q=@ad
5] B o
Portanto, pode-se escrever
2v- 0 0
2ue(d) - (W)= | 0 2v 0 | &) - &) =[HY] ) - 0);
0 0 v

ou ON,| , Ov ON,| ,  Ou 0Ov ONy| o, | [ONy
F Oz

15
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0 que permite obter

2v(e(a), (V) ik = ([HY] (1), (V) ;

((H][B ]qk,[ V) g s
=<[BV qk,qk> ;

/ Y1[BY] dK] Tk * Qi
K
= [K¢] @ - G,

onde

KE) = [ (5" ) (5] K

=

C) Determinagao de = (p, div(V)) . Agora

p=[N |G =[N,JG =[N,

daf
div(v) = % g—z;
0 0)
:[ x]q;ﬁr[ y}qk,
=54 5] O] a=[B"] .
onde
(o] = [ (2] 2] o] e =@ ana).
Denotando,
e = | o] o] [N ],
entao
p = [N""***]. G, onde . = (G, qr) »

logo tem-se que,
1 (7 press ot div ~
;(p, div(0)) k = —([N""***] - @i, [B™] - i) 3

L[ ey (5] 0y ax

:;[ /K ([B%] @ [N"=]) dK | G, - d;

= [K%] @ - G,

16
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onde

K¢) =~

{ /K [[B] & [N"re==]] dK |

e D) Determinagao de = (dw( 0),P)k = %(div(ﬁ* + uV),p)k. Tem-se por analogia ao

item anterior,

div(i@* + @) = [B*™] ¢ N p=[N"]. G,

entao,
1
p<d“) ;<[Bdw} ) Npress] . ék)K;
1 | )
=— [ ([B™] @) (N7 g) dE
PJIK
1 .
— |: [[Npress] ® [Bdw]] dK:| q—;C . qu’
P LUK
= [KP] @ - dr
onde .
[KkD] — ; [/ [[Npress] ® [Bdw]] dQ] )

Note ainda que
[K7] = [K7]"

e E) Determinagao de (div(u), ddiv(v))x = (div(a* + @V), ddiv(¥)) k. Por analogia,

novamente,
div(d +av) = [B™] g A div(®) = [B™] - g,
entio
(div(@), 6div(V)) i = ([B"] - @, 6 [B™] - Gi) 3
= K5 ([B*] - q) - ([B™] - Gx) dK;
= K(s [[B] @ [B™]] dK | G - Gi;
= [KE] @ - G
onde

KE) = [ (B o (7)) dr

Este é o termo de captura de descontinuidade (ou captura de choque). Note ainda

que sua atuacao é dirigida a regioes de elevados gradientes, i.e. regides nas quais a
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equacao da continuidade é violada.
e F) Determinagao de (V)i — vAU + %VP,T <(V17)ﬁj: VAU — %Vﬁ));{. Tem-se
entao
1 1
(Vu)u — vAu + ;Vp, T ((Vﬁ)ﬁ:l: VAT — ;Vﬁ) Vi = (V)i — vAid, 7 (VU)d £ vAD)) i
1
—((Vu)u —vAu, T (;Vﬁ) VK
1
+ ((;Vp, 7 (VO)U £ vAD)) g
1 1.
—(=Vp,7 (—Vp>>;<.
p P

Este é o termo de estabilizacao, obtido pela aplicacao da condicao de estacionaridade
ao funcional do quadrado da norma do residuo da Equacao de Navier-Stokes. A
atuacao desta parcela é dirigida a combater instabilidades numéricas que podem
ser geradas, por exemplo, pela nao satisfagao das restri¢coes de interpolagoes para os
campos pressao e velocidade. Procedendo entao ao célculo de cada uma das parcelas

isoladamente, segue:

e F.1) Determinacao de ((Vu)u — vAu, 7 ((VU)d £ vAD)) g, tem-se entdo por analo-

gla,
(V)i =[NV g A (vO)d = [NV""] g,
todavia,
Aii — Pu 0\ . v 0% .
VAU =V @—i_a—yZ €1+V @—i_a—yZ 62,
entao,
[ 9%y u
pa— | U\t ) )
0%v 0%v
14 22 + 8_3/2
B 2 2
- 2 2 )
= [N*] gy .. AT = [N?"] g,
onde,
2 2
[NAU] - % - 66_5; 2 [0] 2 [0]
[0] G+ 5 (0]
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por consequéncia pode-se escrever

(V)i — vAid = [NV Y] G, — [N2] Gi;

— [Nvu u—Au} q—'k,

(VO)id £ v AT = [NV* "] g & [N] Gy;
[Nvu u:I:Au} Cjk

Dai tem-se finalmente,

(V)i — v A, T (VO)U £ vAD)) g = ([NV“ “_A“] Qs T [NV“ “iA“] ) i
= (r [NV* UiAu]T [NV u_Au] T Qi) K5
)
K
= [Kit] @ - dn

onde

[Kgl] — / . [Nvu u:I:Au}T [Nvu u—Au} dK.
K
e F.2) Determinacao de ((Vu)u — vAu, T (%Vﬁ) )k, tem-se entao por analogia

1
(V@i — vNG, T (;v;a)m = —([NV*“"2] G, 7 [NV?] i) 3

(T [NW}T [NV =24 G i)

Ao N o e R

{/ 7 [NVP)" [NV 2] dEC| G-
K

= [Ki] G - G,

onde )
[KE] =2 [ 7 (] e ac
PJK

<
>
I
SIS

19

* qk;
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com

[0 ) 2
N [[01 o] o

e F.3) Determinagao de ((%Vp, 7 ((VU)u £ vAT)) k. Tem-se entao por analogia,

<(%vp,T (V)T £ v A8k = S([NTP] G [NTH 5509 o)

(r [NV UiAu]T [NVP] G, i) x5

Il
RS R s T B <R

l/ r [N NV K| G s
K

K] @ - G,

—

onde,

[KkFB} _ %/ . [Nvu uiAu}T [va] dK.
K

Note ainda que:
KEY) = [KE4)"

e F.4) Determinacao de (%Vp,T (%Vﬁ)) k. Por analogia

Gvnr (%wa)m — LN G N )

(T [va}T INV?] @, i)

Ao N o e R e

{/ 7 [NV [NV7) K| G- s
K

Ki*] @ - G,

—

onde
1

<EY =2 [ ) e ac

e G) Determinacio de (b, 7). Por analogia

|

>

} - [Ndisp] q]ﬂ onde Cjk - ((j};, QZ,QZ) )

>

20
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entao
<[;7 17>K = <5, [Ndmp] @k)K;
/ {b} [Nd“ﬂ Grd K
K
[ / o {3} ax] o
G A
k
onde

[F9] = / e {5} aq.

e H) Determinagao de (E, U)r,nox. Por analogia

(h, Dyrerox = (R, [N%] Gi)r,rox;
= Bl [N%P) G dT,
/FtﬂaK{ } |: ] qk
— | [ [Nt L dF]-A;
[ e {# ] -a

onde

sendo

e I) Determinacio de (b, 7 <(V17)ﬁ:|: v\ — %Vﬁ));{. Entao

= 1 - 1
(b, T ((Vﬁ)ﬁi vINU — ;Vﬁ)}K = (b, T ((Vﬁ)ﬁi AR ;Vﬁ) Yyk—(b, T (—Vﬁ>>K,

novamente procedendo ao calculo de cada parcela isoladamente, tem-se
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e 1.1) Determinacao de (b, 7 (V)i & vA%)) k. Por analogia

T [Nvu uiAu} qu>K;

(b, 7 (VO)il £ vAD)) g = <[ Z

Y

be | .
— <7— [NVU« uiAu]T [ ] ,qk;>K,
by
— [/ T [NVuuiAu]T [ ba ] dK] - Qi
K by

= [Fél} ’ qu7

onde

7] /K e [ Zy ] dE.

e 1.2) Determinacao de (5, T (%Vﬁ)) k. Por analogia

e (o=

onde

Pode-se escrever agora

I
~
=

B(ﬁap7 67ﬁ)‘K

— [K{] G - e — [KE] @ - G
+ K] @ - e+ [Ki'] @ - dw
+ [Ke?] @ - G+ [Ki®] @ - d
+ [Ke*] @ - G, (2.36)
(§
F(U,p)|x = [FY] - dk + [FY] - de + [FE'] - G+ [F2] - i (2.37)

E importante destacar agora os termos de cada funcional associado & formulacao do
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problema abordado
° B() ‘KI

— termos cldssicos de Galerkin: [Kg'| G- Ge, [KE| @ s [K§ ] G- G € [KP] G- G
— termo de captura de choque: [KF] g - Gr;

— termos de estabilizacdo: [KE'] -Gk, [KE2] @+ drs [KE2] G- G € [KE*] @ - G
® F()’K

— termos cldssicos de Galerkin: [F{] - gy, e [Ff] - di;

— termos de estabilizacdo para forca de corpo: [FL!] - Gy, [F12] - G
Seguindo a recomendacdo de Franca e Frey (1992) nos exemplos apresentados neste
trabalho (capitulo 4) é utilizada a formulagdo "minus" (utilizando o sinal negativo) na
determinacao das parcelas F e I da formulagao exposta anteriormente. Segundo os resul-
tados obtidos por Franca e Frey (1992), esta formulacdo é mais insensivel a escolha dos
parametros de estabilidade, em que diferentes valores de "m;" ainda produzem solugoes
numéricas desejdveis para esta formulagdo. No caso da formulacao "plus" (utilizando o
sinal positivo) a determinacao das parcelas F e I da formulacdo, se mostra mais instével
para valores elevados de "7", quando sao empregadas altas ordens de interpolagao para
o campo de velocidades, e particularmente no caso em que se utilizam ordens iguais de
interpolagao para os campos de velocidade e pressao. Neste caso (formulagao "plus") as

oscilacoes numéricas espiirias apresentam-se nos resultados obtidos para ambos os campos.



Capitulo 3

METODOS ITERATIVOS

3.1 Introducao

O universo dos métodos iterativos para solucao de sistemas de equacoes é constituido por
diversas idéias e técnicas no que concerne a abordagem com esta finalidade. H4 metodolo-
gias para os diversos tipos de sistemas que possam ser encontrados. Os métodos em
destaque no caso de sistemas de equacoes nao lineares sao o método de Newton, Newton
inexato e Broyden (Dennis, Schnabel (1986)). Dentre os diversos tipos de métodos para
abordagem de sistemas lineares, pode-se destacar os métodos diretos, em que as solugoes
sao obtidas sem a necessidade de qualquer tipo de aproximacao, a excessao da precisao da
mdquina, e os métodos iterativos, em que a solugao aproximada do sistema é encontrada
sob uma certa tolerancia previamente determinada, solucao esta obtida a partir de uma
sequéncia de aproximacoes. Dentre os métodos diretos pode-se destacar as fatoracoes LU,
QR, Cholesky, dentre outros métodos (Duff, Erisman, Reid (1992)). Os métodos iter-
ativos de maior destaque sdo os métodos de ponto fixo (ou estaciondrios) como Jacobi,
Gauss-Seidel, SOR, etc ((Greenbaum (1997), Saad (1992)); e os nao estaciondrios tais
como GMRES, CG (Gradiente Conjugado) e Bi-CG, dentre outros (Greenbaum (1997),
Saad (1992), Saad (1996)). No caso de sistemas lineares grandes e esparsos torna-se in-
vidvel a aplicacao de métodos diretos devido ao elevado custo computacional. Neste caso
o ambiente torna-se muito favoravel aos métodos iterativos. H4 ainda a possibilidade de se
melhorar o desempenho dos métodos iterativos com a introdugao de précondicionadores
((Greenbaum (1997), Saad (1992)) que tem por finalidade acelerar a convergéncia dos
mesmos.

Este capitulo se destina a apresentar as idéias bdsicas das metodologias adotadas no
trabalho. Inicialmente os métodos de Newton e Newton inexato sao enfocados. Posterior-
mente seguem alguns comentdrios sobre os métodos iterativos lineares em subespacos de
Krylov, categoria na qual GMRES e Bi-CGStab se encaixam, e que posteriormente serao
abordados

O trabalho aqui presente fard uma abordagem via o método de Newton inexato para

24
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o sistema nao linear de equacoes resultante da aplicacao do método de elementos finitos
sobre o sistema de equagdes diferenciais parciais (problema de Navier-Stokes). A equacao
tangente serd abordada pelos métodos GMRES e Bi-CGStab.

3.2 0O Método de Newton

A aplicacao do método de elementos finitos a equagao de Navier-Stokes gera um sistema

de equagoes nao lineares, o qual pode ser apresentado da forma que se segue

F(z) =0, (3.1)
onde F : R" — R™, ou seja
f1(T)
F@=| : |, (3.2)
fn(T)

em que f;(7) :R" =R, i=1,...,n.
O método de Newton consiste em expandir em série de Taylor até o termo de primeira

ordem. A parcela F (Z% + Dk), em uma dada iteracao k, isto é
F(Zy, + pi) = F(Z) + J(Z0) P, (3.3)

onde J(i;,) designa a matriz Jacobiana de F em :

OF
J(Tr) = — 3.4
@)=55 (3.4
=T
O raciocinio agora é encontrar pj para o qual F (Z% + Dk) seja nulo, ou seja
J(@)pe = —F (), (3.5)

e pela solugao de tal sistema, também conhecido como equacao tangente, obtem-se a
atualizagao
Tri1 = T + Dk (3.6)

A consisténcia do método de Newton pode ser observada teoricamente pelos resultados

que se seguerln.

Definig¢ao. 3.2.1 Sejam m,n > 0, G : R" — R™" ¥ € R", |.| uma norma em R", e
.|| wma norma em R™*". G é dito ser Lipschitz continuo em ¥, ou G € Lip,(D), se

existe um conjunto aberto D C R"™, com ¥ € D, e uma constante v tal que para todo
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v € D, tem-se:

1G(@) = G(D)|| <o -] (3.7)

Definicao. 3.2.2 Seja uma funcao continua f : R — R é dita ser continuamente dife-

renciduel em ¥ € R", se <%> (%) existe e é continua, Yi =1, ....,n.

Teorema. 3.2.1 Sejam |.| uma norma em R", ||.|| uma norma em R™ ™ compativel com
l.|, e F : R" — R™, uma fungdo continuamente diferencidvel em um conjunto aberto
convexo D C R™. Suponha que 3 ©* € R", e que existam os nimeros reais r,3 > 0 tais

que:

) (f ) =5;
iig) 3T T tq. || JHE)| < B;
i) J € Lip,(B(z*,1)).

Entao 3 € > 0 tal que YTy € B(Z*,¢), a sequéncia {Z;}72, gerada por:
Tpsr = Tp + J YT F (), k=0,1,...,

¢ bem definida e converge para ©*, ainda obedecendo a:
| Zopr — & < BT — &7, k=0,1,...,

ou seja obtem-se uma taxa de convergéncia quadrdtica.

Prova. Veja Dennis e Schnabel (1996). m

7

Observagao. 3.2.1 Um outro resultado que deve ser mensionado é o teorema de Kan-
torovich, cuja principal diferenca do teorema anterior é a nao exigéncia da existéncia da
solugdo T*, ao invés disto mostra-se que se J(Zy) é nao singular, J é Lipschitz continua
em uma vizinhanga de Ty e o primeiro passo de Newton é suficientemente pequeno em

relagdo a ndo linearidade de F(.), entdo deve haver nesta vizinha¢a uma unica raiz T*.

O método de Newton apesar de ser uma metodologia bastante robusta, confidvel e
amplamente adotada no caso de sistemas de equacoes nao lineares, também apresenta
certos incovenientes. Os principais problemas que podem ser destacados sao seguintes: o
primeiro diz respeito quanto a obtengao da matriz Jacobiana J(Z), que em alguns casos
se torna impraticdvel o seu cdlculo analitico, principalmente em problemas de grande
porte. Neste caso é necessdrio entao se dispor de técnicas numéricas como diferencas
finitas, dentre outras, para o sua obtencao. Uma segunda fonte de problemas também
estd fortemente relacionada com a matriz Jacobiana J(Z), a qual pode ainda nao ser
suficientemente bem condicionada ou até mesmo singular em uma determinada iteracao,

0 que acarretaria sérios problemas para a obtenc¢ao solucao da equacao tangente. No caso
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de mau condicionamento, dentre as varias técnicas que podem ser adotadas, destacam-se
as metodologias de perturbagao do modelo linear e de pré-condicionamento do sistema,
esta tltima serd discutida mais detalhadamente adiante. H& ainda metodologias que
perturbam a matriz Jacobiana de modo a obter o condicionamento necessdrio. Esta
metodologia apesar de ser bastante utilizada na préatica nao é recomendada caso nao seja

avaliada sob critérios mais rigorosos.

3.2.1 O Algoritmo

Neste topico faz-se a apresentagao da idéia principal do algoritmo do método de Newton

para a solucao do sistema nao linear de uma forma esquemadtica.

Formulacao do Esquema Numérico

A aplicagao do método de elementos finitos & equacao de Navier-Stokes geram um sistema

de equacgoes nao lineares com a seguinte forma
[K(2)|T = F**'(). (3.8)
Definindo entdo o vetor restduo R(Z)
R(7) = F'(7) = [K (D)7, (3.9)

pode-se agora redefinir o problema por:

Determinar # € R" tal que

R(Z) = 0. (3.10)
Define-se entao o critério de convergéncia como ‘ﬁ(f)‘ < tol , onde a tolerancia tol > 0 ¢é
suficientemente pequena. Para o método de Newton o vetor das varidveis ¥ é atualizado,

como ja foi mencionado anteriormente por
Tht1 = Tk + Pk, (3.11)

onde
k : iteracao atual;
Tp+1:estimativa (k + 1)-6sima para solucao de R(%) = 0;
Ty : estimativa (k)-ésima para solucao de R(Z) = 0;
Pi : correciio (ou passo) para (k)-ésima estimativa de solucio de R(Z) = 0.

Desta forma tem-se entao

—

[Jk]Dk = —R(Z%), (3.12)
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—

onde [J)] designa a matriz Jacobiana (ou a matriz de rigidez tangente) de R(.) em T:

[Ji] = % , (3.13)
R(Ty) = F=4(Z,) — [K(T3)] %, (3.14)

Determinacao de [J;]

A matriz de rigidez tangente avaliada em Zj, pode ser apresentada da seguinte forma:

_ OR

Jilii .
[k]J al’jf*

(3.15)

Com a finalidade de se obter uma aproximacao para esta matriz tangente, pode-se con-

siderar
[ ) 2 [Jp (T, T, (3.16)
na qual
b g = TG @17
onde
R(&x, Bp1) = F(T1) — [K (Bro)) . (3.18)

Definindo-se entao [J,jf f | a partir do exposto anteriormente, tem-se

T (#r1)) = [Te(@r, Brma)] = [ (T1)] = = [K (Fr)), (3.19)
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e desta forma segue que

T ()P = —R(Z). (3.20)

Com a finalidade de resolver o problema representado pelo sistema ﬁ(f) = 0 com o
método de Newton, tem-se entao o seguinte algoritmo para uma aproximacao inicial ¥y e

uma tolerancia tol previamente definidos:

Algoritmo 1

1. [Inicialize para k = 1 : Z_1, T < T e erro = 1,0;

Enquanto: erro > tol, faga:

2.1. Calcule R(Z;) por: R(Zy) = Feot (i) — [K (Zk)|Z;

2.2. Caleule [JI (7_1)] por: [JI (#1)] = —[K (Zh_1)];

2.3. Resolva para f, o sistema: [J7 (2, 1)|p = —R(i,), por um método direto;

2. | 2.4. Calcule 71 por: Txi1 = Tk + Di;

?

2.5. Calcule a medida do novo erro: erro = ‘fi(fkﬂ)
onde R(F1) = F(Ti1) — [K (Fr1)| T

96 S { erro > tol : atualizar Tj_1 < Ty A T, < Tjy1 € voltar a (2.1);
.6. Se

erro < tol : Fim Enquanto.

3.3 0O Método de Newton Inexato

O método de Newton inexato difere do método de Newton basicamente pelo passo (2.3).
O método de Newton inexato faz uso de um método iterativo linear para resolver o sistema

linear, na k-ésima iteracao de Newton inexato, ou seja

—

[J(Z)]Ph = —R(&%), (3.21)

em que f, é 0 passo de Newton inexato e J () € o Jacobiano de B(Z). Definindo o vetor

residuo por

7(#) = [J(@)]PE + R(), (3.22)
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o critério de parada do método iterativo serd

7@kl <

ﬁ@m, (3.23)

em que a sequéncia {7y}, é conhecida como sequéncia de termos forgantes. A consisténcia
do método de Newton inexato e a influéncia da sequéncia de termos forcantes na taxa de

convergéncia pode ser teoricamente melhor observada pelos resultados que se seguem.
o ~ . N A . - k—oo ~ .
Definicao. 3.3.1 Seja {7} }32, uma sequéncia tal que T, — T*, entdo diz-se que:

i) Se Jc € [0,1) e um inteiro kg > 0 tal que |Tpi1 — | < c|@) — T,

VEk > ko, entao {Zx}32, converge para ©* linearmente;

i) Se 3¢ € [0,1) e um inteiro Fko > 0 tal que |Tpey — 7| < c|T) — 7|7,

VEk > ko, entao {Zx}32, converge para ©* quadraticamente;

i11) Se FH{cx }o2 o, com ¢y 20, e um inteiro ko > 0 tal que | T — | < ¢ | T — T¥,

VEk > ko, entao {Zy}32, converge para ©* superlinearmente.

Teorema. 3.3.1 Seja F : R" — R", e7* € R" tal que ﬁ(f*) =0, com F continuamente
diferenciavel em uma vizinhan¢a de T* e J(Z*) positiva definida. Considere a itera¢ao

Try1 = Tr, + DL, com Ty, o T, em que pt. satisfaz:
)y < m | F@) (3.24)
Entao se ¥y suficientemente proximo de &*

i) Sen, <n ondenel0,1)= ‘ﬁ(fk)‘ "0 linearmente;
2
i1) Se ng 0= ‘ﬁ(fk)‘ "2 0 superlinearmente;

nw&méKﬁ@)

, para alguma constante K = ‘ﬁ (fk)‘ ) quadraticamente.
2 2

Prova. Como J( I*) & positiva definida, entéo existe d > 0e M > 0 tais que V & € B(Z*, )
tem-se ||[J(Z*) H2 < M. Além disso J(Z) ooy J (™), logo existe um inteiro ko > 0 tal
que H [J(Z)] H2 < M,Vk > kg, o que permite escrever:

‘pk 2 — < (fk>|2 + ‘ﬁ(fk>‘2) < M
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Agora pelo teorema de Taylor, tem-se

O implica em

Deste ponto em diante os itens (i), (ii) e (iii) sdo facilmente verificados. =

Este resultado evidencia a importancia da sequéncia de termos forcante {7} na taxa
de convergéncia do método de Newton inexato. Esta sequéncia determina a escolha da
precisao ( requerida para a resolucao do sistema linear. Sendo assim no k-ésimo passo de

Newton inexato a precisao requerida para a solucao do sistema

& ¢ = ‘ﬁ(fk)L.

3.3.1 Meétodos Iterativos em Subespacos de Krylov

H3& vérios tipos métodos iterativos lineares que podem ser usados na solucao do sistema
descriminado, por exemplo, os métodos de ponto fixo como (ou estacionérios) SOR, Jacobi
e Gauss-Seidel, assim como suas variacoes. Porém, dentre as metodologias mais bem
sucedidas e robustas para se abordar este tipo de problema, encontram-se os métodos
baseados em subespacos de Krylov.

Dado o sistema linear
AT =b, (3.25)

em que A € R"™" e 7, b e R", o subespaco de Krylov m-dimensional associado a matriz

A € R™"™ pode ser apresentado da forma como segue:
K (A,0) = {0, AT, ..., A" 145}, (3.26)

para algum vetor ¥ € R”. Os métodos iterativos baseados em subespagos de Krylov
consistem em obter, dada uma aproximagao inicial 7, € R" (= 7 = b— AZy), numa

iteragao arbitréria m, a solugdo &, € R™ no subespaco afim 7y + K,,(A, 7o) de dimensao
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m, em adigao com as condigoes de Petrov-Galerkin
Fro=b— AT L Ly, (3.27)

em que L,, um subespaco de dimensao m, convenientemente escolhido. O subespaco de
Krylov K,,(A, 7)) = {ro, ATy, ..., A" 717y}, aqui serd simplemente designado por K,,.

Os vérios tipos de métodos iterativos em subespacgos de Krylov fazem referéncia as
diferentes maneiras de se escolher o subespaco L,, e de que forma é feito o precondiciona-
mento do sistema linear. De fato, as solugoes sao obtidas por uma aproximacao polinomial
da forma seguinte:

AT~ B = Fo 4 Pt (A)7, (3.28)

em que p,,_1; um polinémio de grau m — 1, chamado de polinébmio residual. Note que
quando %, = 0, tem-se

T & P_1(A)D, (3.29)
ou seja, a solucao Z,, ¢ definida por pm_l(A)g.

Uma expectativa que se torna evidente neste momento é que a escolha do subespaco
L,, devera ter uma grande influéncia no desempenho método iterativo. Dentre os védrios
tipos de escolha para L,, a literatura destaca duas classes de escolhas. A primeira que
consiste em se tomar L,, = K,, e para as variagoes de residuo minimo L,, = AK,,. A
segunda classe consiste em definir L,, um subespaco de Krylov associado com a matriz
AT, L, = K, (AT 7). As diferencas bésicas entre os métodos baseiam-se no tipo de

projecao utilizada para encontrar a solucao aproximada Z,, € Zo + K,,:

i) T =b— ATy L Ky
b— A%

i) Tp, = arg | min
ZEXo+Km

2> ; (3.30)
101) T = b— AZ,, ortogonal a um subespago m-dimendional adequado;

w) | @ — &nl, ser minimo sobre AT K, (AT, ).

O item (7) resulta no método de ortogonalizagao completa (FOM) e suas variagoes; do item
(17) resulta o método dos residuos minimos generalizados (GMRES); no caso (iii) escolhido
o suberspago m-dimensional K,,(AT, 7)), resultam os métodos do bi-gradiente conjugado
(Bi-CG) e do residuo quase-minimo (QMR), ambos baseados na biortogonalizacao de
Lanczos; ja do caso (iv) resultam os métodos que nao necessitam da operagoes produto
matriz vetor por A e por A7 simultaneamente, diferentemente do caso anterior, dai tem-se
o método do gradiente conjugado quadrado (CGS) e o método do bi-gradiente conjugado
estabilizado (Bi-CGStab).

A idéia principal dos métodos iterativos é fazer uso de técnicas que usam aproxima-
¢oes sucessivas, para obter solugoes cada vez mais precisas. Atualmente, os métodos mais

elaborados pertencem a classe dos métodos nao estaciondrios, fato este que constituiu a
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grande motivacao deste trabalho.

O presente trabalho fard a abordagem da equacao tangente via GMRES e Bi-CGStab,
com o objetivo de comparar o desempenho destes métodos frente a aplicagoes aqui abor-
dadas. Seguindo esta linha, uma apresentacao mais detalhada destes dois métodos se faz

necessdria, bem como as suas nuances computacionais.

Método dos Residuos Minimos Generalizado (GMRES)

O GMRES é um método de projecao proposto por Y. Saad e M. Schultz, em 1986. Os
principios bésicos deste método podem ser apresentados considerando, novamente, sistema

linear

AT =b, (3.31)

onde A € R™" e 7, b € R". Considerando uma aproximacao inicial Zy € R", a cada ite-
racgao, o método busca a solugdo em um dado subespago afim (7o + K,,, = Zo+ K,,,(A, 1)),
de tal modo que o residuo resultante seja perpendicular a um outro subespago dado

(AK,, = AK,,(A,v1)), ou seja, para a m-ésima iteragao, a aproximagao Z,, ¢ tal que

T € To + KA, 71), (3.32)

e o residuo,

Fro = b — ATy L AK, (A, ), (3.33)

em que Uy = 7o/ ||, Entdo na m-ésima iteracdo do GMRES, encontrar a aproximacao

Z,, implica em resolver o problema de quadrados minimos

b— A%

min
ZETo+Km

(3.34)

) .

Assim seja & € ¥y + K,,, entao

¥ = o+ Vi, para algum ¢ € R™, (3.35)
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em que V,, é a matriz cujos vetores coluna compoem uma base ortonormal para o subes-
paco de Krylov K,, associado.

Nesse contexto a meneira de obter uma base ortonormal para o subespaco K,, tem
uma importancia fundamental. Dentre as principais metodologias com esta finalidade
pode-se destacar as que se baseiam no algoritmo de Arnoldi, em que o método de Gram-
Schmidt (GSM) ¢ bastante evidenciado na literatura especializada. Os algoritmos destes

procedimentos sao descritos a seguir

Algoritmo 2 (Arnoldi)

1. [Escolha um vetor 0; t.q. ||, = 1;

[ 2.1. Para j =1,2,...,m;

[ 21.1. Parai=1,2,...,j;

2.1.1.1. h;j =< AU, v; >;

2.1.1.2. w; = AT — S0, hiji;

2.1.1.3. hj1; = |W,|,, se hji1; =0 = Pare !l;
2.1.1.4. Ty = 0;/hjir;

2.1.2. Fim para;

2.2. Fim para.

Algoritmo 3 (GSM)

1. [Escolha um vetor v; t.q. ||, = 1;

[ 2.1. Para j =1,2,...,m;

2.2. W := Avj;

[ 2.2.1. Parai=1,2,...,j;
2.2.1.1. hij =< Wy, v; >;

2. 2.2.1.2. wW; = W; — hy;vi;

2.1.2. Fim para;

2.3. hj+1,j = |U_jj|27 se hj+1,j = 0 = Pare !ll;

2.4. Vj+1 = wj/hj+1’j;

| 2.5. Fim para.

O algoritmo de Arnoldi, a cada passo, multiplica os vetores v; anteriores por A e, entao,
ortogonaliza o vetor resultante w; com relagao todos os v; “s anteriores por um procedimen-
to Gram-Schmidt padrao. Na prética pode-se melhorar numericamente o processo usando
o processo Gram-Schmidt modificado (GSM), ao invés do procedimento Gram-Schmidt

padrao. Vale ressaltar que hd métodos mais robustos como os que utilizam técnicas de
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reortogonalizagao e o método de de Householder-Arnoldi (Saad (1996)), porém estes sao
computacionalmente mais caros.

Retornando, agora, ao problema anteriormente apresentado, define-se:

-

J(§) = |b— AZ| = |b— Ao + Vaud))| (3.36)

note ainda que, como V,,, ¢ uma matriz ortonormal, pode-se escrever
AV = Vi Ho + B 1.m Uy 1600 (3.37)
= Vint1Hm, (3.38)

em que H,, é uma matriz de Hessenberg superior m x m, ou seja, h;; = 0,V(i,7) t.q.
i > j+1. A matriz H,, é de ordem (m + 1) x m, cujo bloco superior m X m corresponde
a matriz H,, com a iltima linha composta por zeros, a excessao do elemento (m + 1, m),
hm+1m- Vi1 € uma matriz n x (m + 1), cujo bloco esquerdo n x m corresponde a
matriz V11 e a dltima coluna corresponde ao vetor ¥,.1, € €, é o m-ésimo vetor da base

candnica em R™. Assim:

hip hig - - P
hoyr hog - . hom
[] 0 . . . (m+1)xm
H, = eR ; (3.39)
hm,m—l hm,m
0 hm+1,m
Vins1 = [Vm]nXm Tmi1 | € Rnx(m+1); (3_4())
el =(0,0,...,1)T ¢ R™ (3.41)
Desenvolvendo a expressao para o residuo tem-se
b— AT = 7y — AV,if:
= po¥1 — Vm+1HmZ7,
= Vm+1(p0 _)1 - Hm?j)a (342)
em que po = |7ol,. Pode-se escrever
J(@) = |[Vins1(po€s — Hud)|, , (3.43)

mas como a matriz V;,,;1 é ortonormal tem-se

J() = |poés — Hnifl, - (3.44)
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A aproximacao GMRES busca, a cada passo, o unico vetor de 7y + K,, que minimiza

J(y). Esta aproximacao é obtida por

fm = f() + Vmgm’ (345)
em que
UYm = arg (;gﬂlgﬂli |p0€1 — ngj'|2> ) (3.46)

O algoritmo GMRES pode ser entao apresentado como se segue:

Algoritmo 4 (GMRES)

[ 1.1. Defina a tolerancia tol e Zo ;

1. -
1.2. Calcule 770 =b— Afo, Po = ‘770’2 (S 171 = Fo/po;
2.1. Param=1,2,...;
2.1.1. Calcule V,,,, Hy,, Vg1 € yng1,m pelo algoritmo 2 ou 3;
2.1.2. Resolva o problema de minimos quadrados:
_)m == i €1 — Hm_' ;
) Ym = arg (yxgﬂg | po€i y|2>

2.1.3. Calcule Z,, = Ty + V.U, para m > 1 = res = ‘I;— Afm‘ :

2
914 Se{ res > tol : voltar a (2.1.);

res < tol : Fim para.

2_.2. Fim para.

No algoritmo acima (GMRES), vale ainda ressaltar que neste trabalho o passo 2.1.1. é
efetuado com o uso do algoritmo 3, ou seja, com o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt modificado (GSM). Uma alternativa seria usar o processo de ortogonalizacao de
Householder que é numericamente mais robusto, porém tem um custo computacional mais

elevado que o GSM, como j& havia sido mencionado.

O Problema de Minimos Quadrados. Observando o algoritmo 4 acima, percebe-se
que os passos 2.1.2. e 2.1.3. estao intimamente ligados, com a finalidade de se obter a
solucao aproximada I, explicitamente a cada passo. Uma maneira computacionalmente
eficiente de se obter o residuo esté relacionada com a maneira pela qual o problema de

minimos quadrados (PMQ) é resolvido.
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Uma forma de se resolver o PMQ:

min |po€1 — Hpl, (3.47)
yeR™

para o m-ésimo passo de GMRES, ¢ efetuar a transformacao da matriz Hessenberg H,, em
uma matriz triangular superior, com o uso de matrizes de rotacdo (£; € R(m+1)x(m+1))

as quais podem ser apresentadas por:

1

C S +— i4-ésima linha
Q; = -5 ¢ « (i + 1)-¢sima linha (3.48)

em que ¢; e s; representam respectivamente o cosseno e o seno de um dado angulo 6;.
Objetivando-se transformar H,, em uma matriz a triangular superior, basta escolher:
Foss s Bl
5 = ( ;H’Z e ¢ = ( ;Z : (3.49)
i—1 i—1
VO R, VOS2 4 m2

em que hgf_l) é o elemento (i,4) da matriz 7Y, com hgq) = hq1. Definindo agora a matriz

Q. € ROMHDXm41) como o seguinte produtério:

m—1
Qm = HQ(m—k)a (350)
k=0
(§
R, = HY = Q,,H,; (3.51)
?m = Qm(Poéa) - (71) s 7’7m+1)’ (352)

em que o vetor da base canonica é; € R™". Procedendo-se entéo a exclusao das (m+1)-
, . . = — , . . .

ésimas linhas de R,, e §.,,, obtém-se uma matriz quadrada triangular superior, a qual
serd designada por R, € R™ ™ e um vetor g,, € R™, respectivamente. Como @,,, é uma

matriz ortogonal, pode-se escrever,

gnelﬂigg |poé1 — Hy,§], = mi ‘?m — Rny| (3.53)
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dai tem-se a seguinte proposicao:

Proposigao. 3.3.2 Sejam ;, i = 1,....m, as matrizes de rotacao usadas para trans-
formar H,, em uma matriz triangular superior R,,, e sejam Q, R, ?m € G €COMO
designadas anteriormente. Entao se R, é nao singular, tem-se
i) Ym = R;zlgm = arg (Inin ‘Poa - ]:Im?j‘2> ;
yeR™
i) T = b — AZp, = Yt 1 Vi1 @m41€m41, € consequentemente |Timly = |Yimt1]-

Prova. Tem-se que:

—— — = 2
poer — Hnl], = ‘Qm( Gm = Budl)|
2

I

2

?

- ng

— =
- m

= (Y1l + |Gim — Rl
O minimo ¢é atingido quando
G = Bonly = 0 = G = Ry, i,
o que prova o item (7). Agora para o item (i) pode-se escrever
b— AZy = b — A(Zo + Vinlim);
= 70 — Vinst HoYom;

= Vm+1<p0€1 - ngm);
m+1(P051 - QZ;ngm);

e d —
m-HQ?m( 9m — Rmym)‘

Il
==

Dai como %, é a solugao do problema de minimos quadrados, ou seja:
- -1
Ym = Rm 9m,

entao

g— Afm = m—|—1Q7Tn[(§m) '7m+1> - (gm) 0>}7
= m—|—1Q7Tn[(67 7m+1)]§
= m+1Q?n(7m+1€m+l);

T >
= ’Ym—i-lvm—i—lQmem—&-l .

Entao note que V,,,11QF é uma matriz unitdria, logo tem-se que |7, |y = [Ymy1]- ®
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Ainda
Vi+1 = =S5 (3-54)

e desta maneira tem-se
‘E—Afm‘ = pols152 - .- Sml- (3.55)
2

Entao se s; = 0, a solugao exata ¢ atingida no passo j.

Percebe-se agora que, de acordo com a proposicao anterior, pode-se em cada m-ésimo
passo de GMRES, obter o residuo do sistema de uma forma bem eficiente, o que torna
possivel interromper o processo num "loop" intermediério, caso o critério de parada seja

satisfeito.

Observacao. 3.3.1 Pode-se ainda ocorrer situagoes onde o vetor U1 = 0 no algoritmo

2 ou 3, o que implica em hji1; = 0, para um certo passo j. FEsta situagdo é denominada

”

de “ break down 7, e neste caso o algoritmo para, pois o proximo vetor da base nao pode

ser calculado. Mas como

Iy
5= (j—1;+ ! — (3.56)
\/ (hj; )%+ D

resulta que a solucao exata foi obtida.

3.3.2 GMRES com Reinicio

O GMRES torna-se impraticdvel quando a dimensao do subespaco K,, cresce demasi-
adamente, e consequentemente o custo computacional. A reinicializagao do processo de
ortogonalizacao é uma maneira eficaz de se contornar este incoveniente. Consiste em reini-
ciar o algoritmo apds um certo niimero de iteragoes. O algorftmo que se segue incorpora
a reinicializacao.

Algoritmo 5 (RGMRES)

[ 1.1. Defina a tolerancia tol e T
1. | 1.2. Caleule 7y = b— ATy, po = |Foly € Ty = 7o/ po;
| 1.3. Defina M € N;
[ 2.1. Param =1,2,...,M;
[ 2.1.1. Calcule Vi, H,,, Uit € Rom+1.m pelo algoritmo 2 ou 3;
2.1.2. Resolva o problema de minimos quadrados:
Um = arg (y%l%gl |poét — Hmy\2> ;

2.1.3. Calcule Z,, = Ty + VU, param > 1 = res = ‘I;— AZ,,

27
(res > tol) A (m = M) : faga &y = @, e volte a (1.2.);
2.14.Se{ (res >tol) A (m < M) : voltar a (2.1.);

res < tol : Fim para.

| 2.2. Fim para.
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Uma observacao muito importante que ainda deve ser feita é a respeito de proble-
mas com a convergéncia de que o GMRES com reinicio pode enfrentar quando a matriz
nao é positiva definida. Este problema é denominado de "estagnacao". Neste caso, um

precondicionador deve ser implementado, o que serd discutido mais adiante.

3.4 Analise de convergéncia do GMRES

O to6pico aqui apresentado destina-se a analisar a convergéncia do método GMRES, anélise
esta na qual os polinémios de Chebyshev desempenham um um papel fundamental. Os
polindmios de Chebyshev, além de serem usados no estudo da convergéncia de alguns
métodos iterativos, ainda podem ser adotados com a finalidade de acelerar as iteracoes e

consequentemente o processo como um todo.

3.4.1 Polin6mios de Chebyshev
Caso real:

Os polindmios de Chebyshev reais (varidvel e coeficientes) de primeiro tipo de grau k sdo
da forma
Ci(t) == cos(kcos (1)), t € [-1,1], (3.57)

fazendo uso da relagao seguinte
cos[(k + 1)0] + cos[(k — 1)0] = 2cosfcosk0, (3.58)
e do principio de inducao finita sobre k, chega-se a seguinte relacao de recorréncia
Crs1(t) = 2tCx(t) — Cr—1(1), (3.59)

em que Cy = 1 e ¢y = t. Um fato importante que deve ser comentado é que pode-se
estender a defini¢ao anterior dos polinémios de Chebyshev para os casos em que |[¢t| > 1.

Tem-se entao
Ci(t) := cosh(kcosh™*(t)), |t| > 1, (3.60)

donde deriva-se a expressao,

Cr(t) = %[(t +VE - D+t VE-1) M > 1 (3.61)

A ultima expressao também pode ser estendida para o caso [t| < 1. Observe ainda que

quando k é grande o segundo termo:

t+Vez—1)7F (3.62)



CAPITULO 3. METODOS ITERATIVOS 41
torna-se pequeno, daf obtem-se a aproximacao,

Crlt) ~ =(t+ V2 — 1)k, |t > 1. (3.63)

l\DI»—t

Caso complexo

O caso anterior fornece,
Ci(t) := cosh(kcosh™*(t)), |t| > 1, (3.64)

dessa defini¢ao, pode-se escrever para o caso complexo (varidvel complexa e coeficientes
reais):

Cr(z) = cosh(k&), onde cosh(§) = z. (3.65)

1 variav = 5 i i
Definindo agora a varidvel w = ef, a férmula acima pode ser escrita como

Cr(z) = %[wk +w™*], onde z = %[w +w™l). (3.66)

A definicao acima ¢é a dada aos polindbmios de Chebyshev em C, dai pode-se obter a

seguinte relacao de recorréncia,

Cri1(2) = 22C1(2) — Ci_1(2);

Co(z) =1e Ci(z) ==z (3.67)

Observagao. 3.4.1 Os polinomios de Chebyshev estao intimamente ligados a elipses no
plano complexo. Seja agora C, o circulo centrado na origem de raio p e definindo-se o

mapeamento J : C, — C por

1[w + w1, (3.68)

J(w):2

chamada aplicagao de Joukowski, que transforma o circulo C, em uma elipse centrada
na origem com focos em —1 e 1, e semi-eixos principais = [p +p71, %[p —p7 1.

Os polindmios de Chebyshev sao assintoticamente 6timos, sendo 6timos em apenas

alguns casos. Com a finalidade de se verificar esse fato tem-se o Lema de a Zarantonello.

Lema. 3.4.1 (Zarantonello): Sejam Py o conjunto de todos polinémios de grau k, C(0, p)
um circulo centrado na origem com raio p, e sejay € C\{C(0, p)U int(C(0,p))}. Entao:

min - max p(z)| = (M)k (3.69)

PEP,p(y)=1 2€C(0,p

em que o minimo é alcancado pelo polindémio

p(z) = (/)" (3.70)
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Prova. Veja Rivlin. =

Observagao. 3.4.2 O resultado anterior pode ser estendido para qualquer circulo cen-
trado em c e raio p e para qualquer v tal que v > p, para tanto basta apenas efetuar uma

mudanca de varidveis no polinémio.

Observacgao. 3.4.3 Vale ressaltar ainda que existe um lema andlogo ao anterior para o

caso real.

Retornando agora ao caso de uma elipse centrada na origem, com focos em 1, —1
e semi-eixo principal a; esta pode ser considerada como a imagem J(C(0,p)), em que

C(0, p) & um ciculo de raio p e centro na origem.

Proposicao. 3.4.1 Seja E, = J(C(0,p)) a elipse como acima, e seja vy € C como no

Lema de Zarantonello. Entao:

k
S 7 < min max|p(z)| < pk+/)_k (3.71)
|wy |k 7 pepp(r)=1 z€E, jwk + wk|’

onde w,, é a raiz dominante da equagdo J(w) = 1.

Prova. Vp € Py, com p(vy) = 1, pode ser escrito da forma que segue
<
<

em que

Um ponto z € E,, pode ser observado como a transformacao J de um dado ponto w €
C'(0, p), dai pode-se escrever
S i S (wl +wd)
j=0 Y j=0 Y

p(2) = =; - == . —.
ijo ;7! ijo aj(wy + wy”)

Considerando o polindmio de Chebyshev particular de primeiro tipo e de grau k

i
*
—
N
~—
I
~—~

k1 w—F)
wk + wk)
segue que

ko —k ki ok
max |[p*(z)| = o tp) = min  max|p(z)| < &
2€E, (WE +w7k)  pePep(n)=1 z€E, |wh + w |
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Agora tem-se

w* Z?:o a; (w7 + wk_j) p* Z?:o a; (w7 4+ wh7)
p(Z) - —k k k+j = |p(2)| = —k k k+j —j )
Wy Z] o @j(wy™ +w ) |w, | Z] o o (wy +w )
segue entao do Lema de Zarantonello que
—k 2k k
p P p
max [p(z)] 2 =gy =~ WP € iy com p(y) =1,
€ |wa | |, |ws|

o que permite concluir que

k

. 14
min max [p(z)| > .
PEPsp(1)=1 2€E, p(z)| = |w. ¥

Observacgao. 3.4.4 Vale ressaltar ainda que quando k — oo a diferenca entre os limi-
tantes direito e esquerdo, da proposicao anterior, tende a zero. Logo tem-se que para k
grande, o polinomio de Chebysheuv:

—k

k
%, onde z =———), (3.72)
wy + w, 2

pi(z) =

estd proximo do polindmio dtimo, ou seja, os polindmios de Chebyshev sao assintotica-

mente otimos.

Observagao. 3.4.5 Pode-se ainda estender o resultado da proposicao anterior para uma
dada elipse E(c,d,a), centrada em ¢, com uma distincia focal d e semi-eizo principal
a. Procedendo entdo uma simples mudanca de varidvel, mostra-se que o polindémio de

Chebyshev mais préximo do 6timo é dado por:

(3.73)

observando a expressio (wk +w*)/2 ,com w = pe? | verifica-se que o mdzimo de |Ci,(2)]

sobre a elipse, é alcancado no ponto ¢+ a do eixo real. Donde tem-se,

max |Cy(2)| = C’“(ﬁ)

3.74
z€E(c,d,a) (—d’y-) ( )

Focando agora a atencao na convergéncia do algoritmo GMRES, um resultado de

grande importancia vem do conjunto de teoremas e proposi¢ao que se seguem:

Teorema. 3.4.2 Seja A € R™"™ wma matriz nao singular, e seja ¥ € R™ a k-ésima
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itera¢ao de GMRES. Entao Vpy € P = {p € Py | p(0) = 1}, tem-se,
|7k|y = min [p(A)7ol, < [pr(A)7ol, - (3.75)
PEPR;;

Prova. Note que

= p(A)rp,onde p € Py,

assim tem-se para k-ésima iteracao de GMRES

|7k, = min b— AT :

TeXo+ Ky 2

= min |(b— AZ,) — Ap(A)7|
PEPL 1

= min |7y — Ap(A)7b), ;
,in |7 — Ap(A)rol, ;

— . _A — .
min [p(A)7ol,

< |pr(A)Tol,,Vir € Py
[ |

Coroldrio. 3.4.1 Seja A € R™™ uma matriz nao singular, e seja ¥ € R™ a k-ésima
iteragao de GMRES. Entao Vpy, € Py, tem-se

St

k’2

B

< [Ipr(A)lly » com [7o[, # 0. (3.76)

!

<
e=)

Prova. Do resultado do teorema anterior tem-se

1Tkl < |Dk(A)T0ly, VDK € Pr;

< Ipr(A)ll5 705,

donde conclui-se que:
| k|2
|F0|2

< [Ipx (Al -

Teorema. 3.4.3 Seja A € R™™ uma matriz nao singular, entdo o algoritmo GMRES,

encontrard a solugao em n iteracoes.
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Prova. Considere agora o polindbmio caracterfstico da matriz A:
p(z) = det(A — xI),

note que p(0) = det(A) # 0, pois A é nado singular. Como o polinémio p € P, define-se
agora:
_ p(z

pn(x) = m,

dai p, € P}, e ainda, p,(A) = p(A) = 0. Entao do colordrio anterior pode-se escrever,
7, =0=b— Af, = 0.

[ ]
Os resultados acima comprovam a consisténcia da metodologia GMRES. Analoga-
mente tem-se a seguinte proposigao para o caso de GMRES(m), isto é, com reinicio apés

m iteragoes,

Proposigao. 3.4.4 Seja A € R™"™ wuma matriz positiva definida, entdo o algoritmo
GMRES(m) converge ¥m > 1.

Prova. Veja Saad (1996). m
Seguem ainda dois resultados de bastante interessantes, no que diz respeito ao conhe-

cimento de um limitante superior para a taxa de convergéncia do GMRES:

Proposigao. 3.4.5 Suponha que A € R™™" é uma matriz diagonalizdvel; assim seja A =

XAX™Y em que A = diag{\i, Xa, ..., \n} é a matriz diagonal de autovalores. Definindo:

™ = min max |p(\;)], (3.77)

per,p(O)Zl i:l,...,n

el

entdo, a norma do residuo do m-ésimo passo do GMRES satisfaz,

|7y < Ea(X)el™ 7], - (3.78)
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onde kz(X) = || X][2[| X 2.
Prova. Tem-se entao por um teorema anterior que:

b— A%

|7l =  min

.- )
TETo+Km

2

= mir} ’ﬁ(A)FO‘2§

peEP,
= mnin |Xp(A)
< min| 1A (| X, [70l]

= ka(CX) ami (A ) 7o
pe
Notando agora que

Ip(A) |, = )\ma&) ID(N)],, onde o(A) é o espectro da matriz A,
€o

0 que permite escrever para m-ésima iteracao de GMRES:

. _
[7imly < o(X)[min max [p(A)]5] [7o],

= ]CQ(X)E (m) |T0|2 .

|

Um importante resultado seria obter um majorante para ™). Fazendo uso dos re-
sultados obtidos anteriormente, e supondo que o espectro da matriz A estd contido na
elipse E(c,d,a) com centro ¢, distancia focal d e semi-eixo principal a e que a origem estd

fora desta elipse. Entao o coroldrio que se segue fornece um majorante para o residuo do
GMRES.

Coroldrio. 3.4.2 Seja A € R™"™ uma matriz diagonalizdvel, isto ¢ A = XAX ™, em que
A =diag{)1,...,\n} é a matriz diagonal de autovalores. Suponha que todos os autovalo-
res de A estao contido em E(c,d,a), na qual a origem néo estd contida. Entdo, a norma
residual formada no m-ésimo passo do GMRES satisfaz a desigualdade

. Ce(5) -
[Fmlle < ko (X) 772 ‘||7“o||2- (3.79)
d

1Cr(5)
Prova. Sabe-se que para {\;}i=1.., € C, tem-se

™ = min max |p(\;)[;

PEP,p(0)=1 i=1,...,n

<
S jelin | max Ip(z)l;



CAPITULO 3. METODOS ITERATIVOS 47

por uma observagao anterior tem-se que para v ¢ E(c,d,a), com v € C:

~ Cr(9)
max |Ci(z)| = ——4—,
z€E(c,d,a) | k( )| Ck<c—zl’y')

onde v = 0, e fazendo-se uso do polinémio acima C} acima,

™ < min max |p(2)];

pepmvp(o):]' ZGE(Cvd’a)

< max 1Ci(2)

— Y

z€E(c,d,a
~ Gu(3)
|Cr(5)]

Dai pode-se escrever, baseado na proposi¢ao anterior,

. Ce(9) | -
[7mll2 < ko (X) =2 170 ]lo-
d

|C(3)]

3.5 Meétodo Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (Bi-
CGStab)

O tépico aqui presente destina-se a descricao de alguns métodos iterativos em subespacos
de Krylov baseados no processo de biortogonalizacao de Lanczos. Trata-se de uma exten-
sao para matrizes nao simétricas do algoritmo cldssico de Lanczos simétrico, que pode ser
observado como uma simplificagao do método de Arnoldi para o caso particular quando
a matriz é simétrica. Consistem em métodos de projecao intrinsicamente nao ortogonais,
possuindo algumas propriedades interessantes e uma teoria bem elaborada. Uma atengao

especial serd dada ao método do Gradiente Bi-Conjugado estabilizado (Bi-CGStab).

3.5.1 Biortogonalizacao de Lanczos

O processo do Lanczos nao simétrico consiste em se contruir duas sequéncias biortogonais

ao invés de uma sequéncia ortogonal. Considere os dois subespagos de Krylov:

K (A, 1)) = spanf{ty, Avy, ..., A™ o} (3.80)
K (AT 16)) = span{iwy, ATy, . .., (AT)" 1, }, (3.81)

—

para A € R™" ¢, w; € R”, e tal que < v;,w; >= 1. O algoritmo proposto por

Lanczos para matrizes nao simétricas constréi um par de bases biortogonais para estes
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dois subespacos, o que ¢é ilustrado a seguir:

Algoritmo 6 (Biortogonalizagao de Lanczos)

1. [Escolha dois vetores vy, w; tais que < vy, w; >= 1;
2. [Escolha By =0, =0 e b = Tip = 0;

[ 3.1. Para j =1,2,...,m;

[ 3.1.1. o =< AT, 0, >;

3.1.2. ¥j41 = AU} — a7 — BTUj-1;

3.1.3. Wi = ATu_)'j — a;W; — 0;Wi_1;

3. 3.1.4. §j41 = | < Djp1,0j41 > |V% Se 0;41 = 0 = PARE !ll;
3.1.5. Bjy1 =< Vj1, Wjg1 > [0jt1;

3.1.6. Wj41 = Wjy1/Bj41;

| 3.1.7. U1 = 0j41/0j41;

| 3.2. Fim para.

Os escalares 6;11 e 311, definidos respectivamente em 3.1.4. e 3.1.5., garantem que <

Uj11, W41 >= 1. Considerando a matriz tridiagonal,

aq 52
52 (8%) 53
: : : (3.82)

5m— 1 Om—1 Bm

tem-se a proposicao:

Proposigao. 3.5.1 Se o algoritmo 6 nao interrompe o seu processo até o passo m, entao

as sequéncias de vetores {V;}i=1,m € {W;}j=1.m formam um sistema biortogonal, isto €,

e
< >=4 0 T 1<ij<m (3.83)
0, sei+#j

Além disso,{V; }iz1...m € uma base para K,,,(A, 1) e {w;};—1, m € uma base para K,,(A”, @),

sendo que as sequintes relagoes sao vdlidas,

AVm - vam + 5m+117m+1€£, (384)
ATW,, = W, TE 4 B 1Wm 160, (3.85)
WLAV,, =T,. (3.86)
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Prova. A idéia é fazer uso do principio de indugao finita para demonstrar que {; };=1,.m

e {w;};=1..,m formam um sistema biortogonal. Assim tem-se:

i) < U, >= 1, por construgao do algoritmo;

1, set= . . . -
it) < U;,W; >= ) ] 1 <14,7 <m —1, hipétese de inducao;
0, sei+#j
. I, sei=7 . . -
i) < U, W >= 7 1<, <m, tese de inducao.
0, sei+#j

Primeiramente se verificard que < ¥4, w; >= 0, para i < j < m — 1. No caso ¢ = j,

tem-se:

< Ty, Wy >=< 074 [AT) — ;0 — By, @ >;

=< Ujq1, W >= 5+1 < Av;,w; > 6+1 < U, Wy > 6+1 < BiUj—1,W; >;

=< Ui, W >= 0, < AT, 0 > =0, < A, 0y >< 05,0 > =06,y < f;0_1,w; >;
=< ﬁj+1,wj >= 5j—|}1 < Avj,wj > —(5]-_:1 < AU]',U)]' >=0.

Agora considerando o caso em que i < j, tem-se:

< 17}'+1,117i >=< ¢ +1[A17j — OéjQ_J)j — le_)} 1] 1172 >3
i < Avj, Wi > 5+1 < oU;, Wi > 5+1 < B7;— 1,wZ >;

j
=< Ujt1, Wi 5}
5+1 < Avj, w; > (5+1 < Av;, Wi >< Uy, w; > -5t 1 < Bivj-1, Wi >;
.
6t

>=

=< Ujq1, Wy >=

=< Ujy1, Wy >= +1 < ¥, AT, > =67} i1 < Bt Wi >;
>=

=< Ujy1, W i1 < Uj, [Bip1Wit1 + ; + 6;0; 1] > ;! i1 < BVj—1,W; >,

note ainda que para i < j — 1, tem-se:

< 27]'-&-17wz >=4! i1 < U]?ﬁz—&-lwz—i-l > ‘HS i1 < Uj7alwl >
—1 —

+ i1 < vj,éz-wi_l > —07} i1 < B]U] 1,wz >3

=< ﬁj+1,117i >= 0,
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e para o caso em que ¢ = j — 1, tem-se:

< 27j+1,w2 >=61 i1 < U],62+1w2+1 > 4671t i1 < Uj, aply >
+o71 1 < Uj, 0y > —5 ! 1 < B, Wi >;

=< V)1, Wy >= 5.‘ 11 < U}, BigaWiyr > —5! i1 < Bivj-1, Wi >;
=< Ujq1, W; >=0; +1BZ+1 < Uj, Wiy > — .Hﬁj < Uj_1,W; >;
=< Uy, Wy >= 5+1BJ < Uj, W, > 5+1BJ < Uj1, Wj—1 >;
=< Ujp, W; >= 0.

Analogamente mostra-se que < 7;, W41 >= 0, e também que < 71, w;4; >= 1, com
i < j <m—1, o que mostra que as sequéncias de vetores {t; }i=1, m € {W;};=1. m formam

um sistema biortogonal. Note agora que,

Av; = Vi1 + U + Bivi-1;
= 0ip1Uit1 + Q;U; + Biv;_1;
T — A — —
A"l = Wiy + Wy + 0wy

= Biy1Wit1 + oyW; + 0;W;—1,

assim,

Aﬁl = (52172 + 061171;
A2171 = (5214?72 + 051A271;
= 02(0303 + oty + Bot1) + a1 (G2t + 1 1);

AT) = Botldy +
(AT)21171 = BQATw2 + ()élATlﬁl;
= [o(f3Ws + Wy + 091 ) + a1 (Potla + W );

deste modo tem-se que span({v; }i=1,..m) = K (A, 01) e span({w;}j=1, m) = K (AT ay).

Dada a definicao de T, é facil verificar que,

Avm == Vme + 6m+177m+1égfna
ATW, = Wi T 4 Bpia W17,
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o procedimento é andlogo ao feito anteriormente no método de Arnoldi. Dai tem-se que:

err:AVm = Wrz;(vam + 5m+1ﬁm+lé$n);
= (W;’;Vm)Tm + 5m+1(W7?;77m+1)é‘;rn;
=1T,.

[
Pode-se destacar ainda algumas vantagens e desvantagens do algoritmo Lanczos nao
simétrico. O método de Lanczos requer pouco armazenamento de vetores, por outro lado,

possui maior potencialidade de ocorrer um "break down", ou seja,
< @j+1’ UA}j-I-l >= (. (387)

Tal ocorréncia se verifica quando um dos dois vetores 0,1, w;4; se anula, ou quando
ambos sao nao nulos e o produto interno ¢ nulo. No primeiro caso, com ¥;;; = 0, entao
span({¥;}i=1...m) € invariante e, portanto, a solu¢do aproximada é exata. Analogamente
ao que ja foi comentado anteriormente, no caso de ;1 = 0, entdo span({w;}j=1,.m) €
invariante e nada pode ser afirmado sobre a solucao aproximada para o sistema primal
(A), apenas que ¢ exata para o sistema dual (AT). O tipo seguinte de "break down"
constitue a sua forma mais grave, impossibilitando, a primeira vista, que se calcule a

iteracao posterior.

Observagao. 3.5.1 FExistem modificagoes deste algoritmo que possibilitam o cdculo da
iteracao posterior em muitos casos. Tais modificagoes consistem nos algoritmos de Lanc-
z0s "look-ahead", em que a idéia é definir o par de vetores Uj o, Wjt2, mesmo que o par
Uj11, Wiy1 nao esteja definido. Se o par Ujya, Wjio nao pode ser definido, entao tenta-
se Ujy3, Wits e assim por diante. Hd diferentes tipos de implementacoes desta técnica

encontradas na literatura especializada.

3.5.2 O algoritmo Bi-CG

O algoritmo Gradiente Bi-Conjugado (Bi-CG), proposto por Fletcher em 1974, incorpora
as idéias do gradiente conjugado ao algoritmmo de Lanczos nao simétrico, de 1952. O
método baseia-se na projecao em um subespaco afim de Krylov, de modo que o residuo
seja ortogonal a um outro subespaco de Krylov, e tal que as diregoes de busca satisfazem
a propriedade bi-conjugada.

O procedimento para o m-ésimo passo tem por base os dois subespaco de Krylov:

K,, = span{vy, Avy, ..., A" o}, (3.88)
L., = span{w, AT, ..., (AT)™ ), (3.89)
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em que v = 7o/ |To|, € Wy tal que < Uy, w; ># 0, geralmente escolhe-se igual a 7.
Considerado
Ty = LUy, (3.90)

a decomposicao LU da matriz tridiagonal T}, e

Py = VUL, (3.91)

m

A solugao aproximada pode ser apresentada por

T = To + Vinlm, (3.92)
em que um modo muito natural de escolher o vetor 1, € R™, é tal que

Tm = To — AVl (3.93)

seja ortogonal a
{W;}iz1,. ms (3.94)

que é uma base de L,,, obtida pelo método de Lanczos nao simétrico. Donde tem-se

Weri, =Wkhiy — WL AV, im = 0;
= Wiy — Tpuijm = 0;
= po€1 — Lolm = 0;
= Gm = Ty pofl, (3.95)

em que po = |7o|,, portanto

— —

Tm = To + VmTT;1<pO€1);
= Ty + ViU Lt (006));
= Ty + PmL;f (poél). (3.96)

A partir das equagoes acima, ', pode ser atualizado a partir de 7, e p,,+1 a partir
de p,,, como se pode perceber no algoritmo 7.
Considerando a matriz

Pr =W (LYY, (3.97)

m m

observa-se que os vetores coluna p! de P e os p; de P, sao A-conjugados, pois

(P)TAP, = LYWEAV, U = LT, Ut = 1.
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A partir destas informacoes, pode-se derivar o Bi-CG do processo de Lanczos.

Algoritmo 7 (Bi-CG)

[ 1.1. Defina a tolerancia tol e T :

1. | 1.2. Calcule 7y = b— Ay e escolha 75 tal que < 7, 75 ># 0;
| 1.3. Escolha py = 75 e py = 77;

[ 2.1. Para j =0,1,2,..., até ||, < tol;
[ 211 oy =< 7,7 > | < Apj, Pt >
2.1.2. T4y = T, + ;j;

2.1.3. ¥ = 7 — a; Apj;

2. 2.1.4. 7, = 7 — a; ATpS;

2.1.5. B =< 11,75 > [ < 75,75 >;
2.1.6. pj11 =741+ 5,05

| 2.1.7. ﬁ;—l-l = 7_’}{_,_1 + Bjﬁ;;

| 2.2. Fim para.

Observagao. 3.5.2 : Se for de interesse resolver também o sistema dual, deve-se re-

definir em 1.2 75 = b — ATZs e atualizar Ty =T +a;p; em 2.1.2.

3.5.3 Variacoes da Biortogonalizacao de Lanczos

O método Bi-CG, apresentado anteriormente, requer produtos matriz-vetor envolvendo
ATe A, a cada passo, o que implica em esforco computacional extra, além de ser menos
conveniente operar com A’ do que com A, uma vez que nem sempre esta transposta estd
disponivel, por exemplo, no caso em que a matriz A representa uma matriz Jacobiana.
Devido a estas razoes é desejdavel que se tenha um método iterativo que necessite de
multipicagoes matriz vetor que envolvam somente a matriz A, e que garanta uma boa
aproximagao da solugao. A seguir sao destacados dois métodos, baseados no Bi-CG,
com esta finalidade: o CGS (Gradiente Conjugado Quadrado) e o Bi-CGStab (Gradiente
Bi-Conjugado Estabilizado).

O algoritmo CGS

O algoritmo Bi-CG fornece um vetor residual na iteracao j da forma:

7 = ¢;(A)r, (3.98)
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em que ¢; ¢ um polindmio de grau j, tal que ¢;(0) = 1. Analogamente, tem-se um

polinoémio 7; de grau j tal que

P = m;(A)o. (3.99)
Similarmente, para 7} e pj, tem-se

7 = oy (AT)7; (3.100)

7 =m(AT)m, (3.101)

o que resulta para o escalar «; do algoritmo Bi-CG,

< Fj,f;‘f >
Ry P
pjapj >
< (bj( )F07¢J(AT> To >
= : 3.102
<Am A, (AT > (3.102)
= . 1
< Aw]?(A)FO,F*O* > (3.103)
Analogamente,
< Tjp1, Tiyp >
bi=—f 75
3Ty
_ < Gj11(A)To, P41 (A7) >
< ¢i(A)o, 95 (AT)5 >
< @2 (A)Ty, T8 >
R LSOl (3.104)

donde conclui-se que tendo uma férmula de recorréncia para os vetores ¢7(A)7 e 75 (A)7,
nao haveria problemas em calcular «; e 5;. A idéia principal do algoritmo CGS é encontrar

uma sequéncia de iterados cujos os residuos satisfazem
- 2 =
7 = ¢5(A)To. (3.105)
Reescrevendo a recorrencia do Bi-CG em termos dos polindmios ¢ e 7, tem-se

¢j(A)ro = ¢j-1(A)To — aj—1 Amj_1(A)To; (3.106)
;i (A)To = ¢;(A)ro + Bi—1mj—1(A)To, (3.107)

dai, a recorréncia que define ¢; e m;, ¢ dada por:

Gj1(t) = ¢;(t) — ajtm;(t); (3.108)
Ti+1(t) = @i (t) + Bjm;(t), (3.109)
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(3.110)
(3.111)

e desta forma,

jaa(t) = 65(t) = 205tm;(£) 5 (¢) + ajt*m; (1);
22 (t).

7TJ2'+1(t) = j+1< ) + 2850511 (t)m;(t) + B
Procedendo agora ao célculo dos termos cruzados m;(t)¢;(t) e ¢j11(t)m;(t), tem-se

i(t) = () (0 (t) + Bj—1mj-1(¢));
= ¢3(t) + Bj—10;(t)m—1(1); (3.112)
(¢5() — ajtm;(£))m;(t);

¢;(t)m

Gy (t)mi(t) =

= ¢;(t)m;(t) — O‘jtﬂ?(t);
= ¢;(1) (¢ () + Bj-1mj 1 (1)) — atms (t);
= 05 (t) + Bj-10; ()71 (t) — ot (t). (3.113)
Obtém-se entao as recorréncias que sao a base do algoritmo
21(6) = G2(0) — st (262(1) + 268,105 (1)1 (1) — oyt (1) (3.114)
T (t) = 0511 (1) + 28j0551 () (1) + 575 (1); (3.115)
i1 (t)m;(t) = @5 (1) + Bi—1¢ (1)1 (1) — ajtm; (2). (3.116)
Definindo
7y = @7 (A)To; (3.117)
Py = 73 (A)F; (3.118)
G = Gj1(A)m;(A)ro, (3.119)
tem-se
i1 =75 = g A27) + 26; 1451 — a;Ap;); (3.120)
(3.122)

D1 = Tj1 + 26,4 + B2D;-

Definindo, agora, dois vetores auxiliares com a finalidade de simplificar o algoritmo, tem-se
(3.123)

OéjAﬁ;’;
(3.124)

J = r]+2/8] 1% 1

Uj =T + Bj-1gj-1,
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o que resulta nas relacoes

d; = i+ Gj; (3.125)
cj'j = Q_L'j — OéjAﬁj; (3126)
ﬁj.,_l = ﬁj.H + ﬁj((fj + ﬁjﬁ]) (3.127)

O algoritmo CGS segue entao:

Algoritmo 8 (CGS)

[ 1.1. Defina a tolerancia tol e @y ;

1. | 1.2. Calcule 75 = b— AZy e escolha 7 arbitrério;
| 1.3. Escolha py = ty = 70;

[ 2.1. Para j =0,1,2,..., até |7, < tol;
[ 2.1.1. o =< 7,75 > | < Apy, 7 >;
2.1.2. §; = 1u; — a; Apj;

2.1.3 Fj1 = &5 + oy (i + G);

2. 2.14. Tip =75 — o AU + Gj);

2.1.5. B; =< Tjp1, 70 > | < T, T >;
2.1.6. @1 = Tj1 + B

| 217 o = G + By (G + i)

| 2.2. Fim para.

Observagao. 3.5.3 Uma desvantagem do algoritmo CGS é que, como os polindmios es-
tao elevados ao quadrado, os erros de arredondamento tem maior influéncia no algoritmo
Bi-CG padrao. Esse fato pode acarretar grandes variagoes dos vetores residuais, refletindo
imprecisoes no cdlculo do residuo. Objetivando contornar os incovenientes citados ante-

riormente, serd apresentado a sequir o algoritmo Bi-CGStab.

O algoritmo Bi-CGStab

O algoritmo Bi-CGStab é uma variacao do algoritmo CGS. A idéia é, que ao invés de

procurar um vetor residual como citado acima,
7 = ¢5(A)7o, (3.128)
o algoritmo Bi-CGStab produz iterados cujo vetores residuais sao da forma
7 = Ui A)s (A)ro, (3.129)

em que ¢;(t) é o polinémio associado ao residuo do algoritmo Bi-CG e #;(t) é um novo

polindmio, definido recursivamente, tendo por objetivo suavizar o comportamento do



CAPITULO 3. METODOS ITERATIVOS 57

processo de convergéncia, na medida em que tenta manter uma convergéncia rapida al-
cancada pelo algoritmo. A relacao de recorréncia para o polindmio 1 é apresentada na

forma
Vi (t) = (1 — wjit); (1), (3.130)

em que os coeficientes w; s podem ser determinados em cada passo para minimizar

7jly = (1 = w;A)h; 1 (A)d;(A)rol, - (3.131)

O modo de obter as relagoes de recorréncia é andloga ao do algoritmo CGS. O algoritmo

Bi-CGStab necessita de recorréncias para as definigoes,

7 = 1 (A);(A)To; (3.132)
pj = ¥;(A)m;(A)ro, (3.133)

o que resulta em

Ti+1 = Yj41(A)dj1(A)7o

= [(I = w;j A)1h;(A)dj11(A)]T0

= [(I = w;A)Y;(A)(¢;(A) — oy Am;(A))]7o;

= (I —w;jA)[th;(A)$;(A) — o A (A)m;(A)]7o;

= (I —w;A)(T; — aj Ap;); (3.134)
Pi+1 = V1 (A) w1 (A)7o;

= j41(A)[@s41(A) + By (A)]To;

= [Uj+1(A)dj11(A) + Bjhja (A)m;(A)]ro;

= [j41(A)@j41(A) + B (I — w; A)ih; (A)m;(A)]7o;

= Tj+1 + G;({ — w;A)p;. (3.135)

O algoritmo Bi-CG necessita do calculo da parcela 8; = p;11/p;, em que:

p; =< Tj,T; >;
=< ¢j(A)ro, (AT )5 >;
=< ¢5(A)ro, 15 >, (3.136)

ja no algoritmo Bi-CGStab, define-se este pardmetro da seguinte maneira:

pj =< V;(A)p;(A)ro, 7o >;
< > (3.137)
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Analogamente tem-se a parcela o; = p;/n;, em que:

n; =< Aﬁj, Dt >
=< AWJ(A) 7o, mi (AT >

logo define-se 7); por:

n; =< Ay (A)m;(A)ro, 75 >;
=< Ap;, 7y >

Pela propriedade de biortogonalidade:

i) < g1 (A)o, 51 (A7) >= a* < ¢ 1 (A)o, (ATY 717G >
i) < Amj_1(A)ro, mi—1 (A N >=a* < Ami_1(A)ro, (ATt >,
i) < Tj1,75 >=< ¢;-1(A)7o, Yj-1(AT)7g >

=< Ty, T >= (—1)j‘2wj_2._.w1 < ¢j_1(A)7o, (ATY i >;
i) < Apj_1, 7y >=< Am;_1 (A7, mi_1 (A7) >

=< Aﬁj_l,fg >= (—1)j_ZWj_2...CU1 < A7Tj_1<A)7?0, (AT)j_lfé >,

em que o = (—1) 2 _s...q4.

Entao, relacionando os escalares p; e p;, tem-se

Pj+1 _ = Gi1(A)70, Y1 (A7) >
Pj < (Ao, Y (AT)rg >
L < Gin(A)io, (AT
T< o (Ao, (AT)IT
_ W (_a.< ¢j+1(A)7T0, (
a; \ 7 < o(A), (
_ W (< Oj+1(A)7o, ¢y (AT)7g > )
a; < ¢(A)7o, ¢;(AT)g > ’
Wi Pj+1 Pj+1y %
~ = B = ( 5 )(wj%

7

o >
>

e S

Tws > |

o8

(3.138)

(3.139)

(3.140)
(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)
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de modo andlogo, tem-se para o

< 6i(A)io, ¢5(AT)rg >
T < AWj(A)Fo,W]<AT)’FS >,
_ < (Ao, (AT) g >
B < Aﬂ'j(A)?’_"o, (A.T‘}“’_’&O|< >,
_ =< 9;(A >T0’¢J(AT)F*
< Am;(A)ro, i (A7)
_ < ¢]( >¢J( ) OJT_S
< Ag;(A)m;(A)ro, 75

0 que permite escrever

Dj

o = ———=
J < Apj,rg >

Voltando agora a atengao para os parametros w;’s, tem-se,

T = (I —w;A)Sj,
em que,
5, =7T; — a; Apj.
Entao, o valor 6timo de w; ¢ dado por

< As;,5; >
Wj=——5 75 _
< ASj,ASj >

Assim a equagao residual acima pode ser rescrita por

29

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

donde conclui-se que a atualizacao da solucao aproximada é fornecida pela expressao,

Tjr1 = Tj + q;p; + W;S;.

(3.152)
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Segue entao o algoritmo:
Algoritmo 9 (Bi-CGStab)

[ 1.1. Defina a tolerancia tol e @ ;

1. | 1.2. Caleule 7y = b — AT, e escolha T4 arbitrario;
| 1.3. Escolha py = 70;

[ 2.1. Para j =0,1,2,..., até |r}], < tol;

[ 2.1.1. o =< 7,75 > | < Apj, 7 >;

2.1.2. §; =7 — a; Apj;

2.1.3.w; =< AS;,3; > | < A5}, A5; >;

2. 2.1.4. Tj1 = Tj + a;p; + w;S);

2.14. 7j4 = 5 — wjAS;

2.1.5. B = (< Fjqa, 74 > | < 75,76 >) (g /wy);
| 2.1.6. fip1 = P + 55 (5 — w;AD));

| 2.2. Fim para.

3.5.4 Técnicas de precondicionamento

A literatura especializada mostra que, em muitos problemas praticos, resolver simples-
mente o sistema linear

Az =b, (3.153)

por meio de um método iterativo, pode nao resultar em boas propriedades de convergéncia,
sendo necessdrio transformé-lo em um sistema linear mais favordvel. Objetivando tal
finalidade, faz-se necesséario o conhecimento de técnicas de precondicionamento do sistema.

A eficdcia e o desempenho dos métodos iterativos, de uma forma geral, estd inti-
mamente ligada as propriedades espectrais da matriz do sistema analisado. Em termos
praticos a convergéncia dos métodos anteriormente descritos, serd rédpida se a matriz

A € R™™ for préxima da matriz identidade, no seguinte sentido,
p(I —A) << 1, (3.154)

em que, para uma dada matriz G € R™", p(G) = max{|\| | A € o(G)} designa o
raio espectral da matriz GG. Infelizmente, em muitas aplicacoes de interesse as matrizes
associadas aos sistemas nao possuem tal caracteristica, sendo necessdria entao a aplicacao
de técnicas de precondicionamento. Estas técnicas buscam transformar o sistema linear
original em um outro sistema equivalente, no sentido de ter a mesma solugao que o sistema
original, porém tendo propriedades espectrais bem mais favordveis.

A ecolha de um precondicionador para o sistema linear Ax¥ = I;, implica em se deter-

minar uma matriz M, precondicionadora, com as seguintes caracteristicas:

e M deve ser uma boa aproximacdo para a matriz A, ou seja, M 'A ser suficiente-
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mente proxima da matriz identidade;
e O custo computacional da construcao de M ser baixo;

e O sistema "equivalente" M v = w0 ser muito mais fécil de se resolver do que o sistema

original.

Baseado nos comentdrios acima, tem-se que p(I — M~'A) << 1, o que implica uma
convergéncia assintética rapida, ou com || — M1 A|| << 1, o que implica em uma grande
redugao no erro por passo.

H& modos diferentes de efetuar o precondicionamento, dentre os quais pode-se destacar

0s seguintes:

e Precondicionamento a esquerda: consiste em aplicar o método iterativo para o

sistema linear:

MYAZ = M~'b. (3.155)
e Precondicionamento a direita: aplicar o método iterativo ao sistema:
AM~'g = b, (3.156)
e a solucao 7 é obtida resolvendo:

Mz = . (3.157)

e Precondicionamento bilateral: seja M um precondicionador com a fatoracao

M = My M,. A idéia desta implementacao é resolver o sistema:
M AM;'Z = M, (3.158)
e, posteriormente, encontrar a solucao resolvendo:
Myx = Z. (3.159)

Perceba ainda que caso A seja uma matriz simétrica positiva definida, pode-se pro-
ceder a fatoragao de Cholesky (M, = M{') da matriz M, e desta forma a matriz
M;{'AM; ! ainda permanece simétrica positiva definida, o que nio seria possivel

nos casos anteriores.

A literatura fornece diferentes e variados modos de se construir um precondicionador.

O presente trabalho enfocard técnicas baseadas na fatoracdo LU incompleta (ILU).
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Fatoracdo LU Incompleta (ILU): Sejam a matriz A € R™™™ e o subconjunto de
indices P C {(i,7) | 1 <1i,5 <mn,i# j}, chamado de conjunto padrao zero. Um procedi-
mento explicativo para compreengao da fatoragdo LU incompleta (I LU) é apresentado na
demonstracao do Teorema de Meijerink e van der Vorst, para o qual se fazem necessarios

alguns resultados preliminares:

Definicao. 3.5.1 Sejam as matrizes A, M, N € R™" tais que A= M — N. O par de
matrizes M,N ¢ dito ser uma particao reqular da matriz A, se M ¢é nao singular e M~!

e N sao nao negativas.
Definigao. 3.5.2 Seja a matriz A € R™™", entdo A é chamada M-matriz se

i) Ai; <0, 4,5 =1,..,n, comi# j (3.160)

iii) A é nao singular e A7 > [0],0n-

Lema. 3.5.1 Seja a M-matriz A € R™™, entdo a matriz AV € R™", resultante do
primeiro passo da eliminacio de Gauss (eliminagdo da primeira coluna de A), também é

uma M-matriz.

Prova. Note que os elementos fora da diagonal de A sdo da forma

Al Ay
Ay

(1)
Az’j = Aij —
Como A;1, Ai; e A;; sao nao positivos, e Ay; é positivo, donde conclui-se que Agjl.) <0,
para i # j. O fato de A nio ser singular é uma consequéncia imediata da eliminacéo

de Gauss padrao, ja que
A=1WAM,

em que:

A* — — —
L(l) = |:A—1)€2)e3)"'76n] )
11

com A,; representando o vetor coluna 1 da matriz A. Agora deve-se analizar a matriz

(AM)~L Note que, examinando-se o vetor (AV)~1¢;, j = 1,...,n, tem-se:

1 .
i)j=1: (AD)e, = —é >0
All

i) j# 11 (AV) ey = A7 (L)) = A7 > 0,

donde conclui-se que (A™)~! é ndo negativa. m

Observacao. 3.5.4 Uma conseqiiéncia imediata desse lema é que se A é uma M-matriz,

entdo A®) | proveniente do k-ésimo passo da eliminacdio de Gauss padrdo, também o serd.
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Lema. 3.5.2 Seja a M-matriz A € R™". Se os elementos de uma matriz B € R™"
satisfazem

Az’j S Bij S O, para 1 7é j, (3162)

,entao B também é uma M-matriz.
Prova. Ver GREENBAUM (1997). =

Teorema. 3.5.2 (Meijerink e van der Vorst): Seja a M-matriz A € R"™™, entdo para
todo subconjunto de indices P C {(i,7) | 1 <i,j < n,i# j}, conjunto padrao zero, existe
uma matriz triangular inferior L = [L;j] com diagonal unitdria e uma matriz triangular
superior U = [Uyj], tal que A= LU — R , em que:

i) Li; =0, se (i,j) € P (3.163)
it) Ui; =0, se (i,j) € P; (3.164)
i) Ry =0, se (i, ]) & P. (3.165)

As matrizes fatores L e U sdo inicas, e a particgo A = LU — R é uma particdo regular.

Prova. O processo de demonstragao decorre da construgao de um procedimento and-
logo ao processo de eliminagao de Gauss, que define o a fatoracao ILU. No k-ésimo
passo, primeiramente substitui-se os elementos da matriz de indices (k, j), (i, k) € P por
0 (zero). Entao procede-se ao passo da eliminagdo Gauss de maneira convencional, ou
seja, eliminando os elementos na k-ésima coluna, da (k + 1)-ésima linha até a n-ésima

linha. Definindo-se entao as matrizes

(k) . 1 ARy,
k) 1 ).
A - [ i ]a
k) . 7 (k).
L( ) - [ng ]7
k) ._ p(k)
R( )= [RZJ ]7
pelas relacoes
AD = A;



CAPITULO 3. METODOS ITERATIVOS 64

para k = 1,...,n — 1, onde R® tem entradas nulas exceto nas posicoes (k,j) € P. Nas

posicoes (i, k) € P, tem-se

(k) (k=1),
Ry = -4
RY = -4,

A matriz triangular inferior L®*) ¢ igual a matriz identidade exceto pela k-ésima, coluna,

i (k) ~(k
<0 0.1 Al _Aik) )
b 01— =)
j4kk f4kk

que é dada pelo vetor

onde a entrada unitdria pertence a k-ésima linha. Note que a matriz A®) vem da elimi-
nacao dos elementos da k-ésima coluna (da (k 4 1)-ésima linha até a n-ésima linha) da
matriz A® | a qual provém da matriz A®Y | pela substituicio das entradas, cujos indice
pertencem ao conjunto P, por 0. Agora tem-se que A® = A é uma M-matriz, entdo
RMW > [0],,xn. Dos lemas anteriores segue que A é uma M-matriz e, consequetemente,
LY > [0],,xn, além do que A®) também é uma M-matriz. Seguindo com este racioctnio
pede-se concluir que A® e A® sao M-matrizes e L"), R®) > [0],, para k =1,...,n — 1.

As defini¢oes anteriores permitem escrever

LWRM — RM se |k < m;
A1) = [n=1) fn-1),

— LD A=) 4 [ (=) pln-),

i=1 \j=1
Dai tem-se
n—1 n—1
A=1) _ (HL(n—j)> (A + ZR(Z)> ’
j=1 i=1
o que leva as seguintes defini¢oes
U= A"
n—1 -1
L= HL<"—J'>> ;
<j=1
n—1
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Ainda, LU = A+ R, (LU)™ > [0]uxn € R > [0],xn. Logo a parti¢io da matriz A ¢
regular. A unicidade dos fatores L e U é uma consequéncia direta do equacionamento
dos elementos da matriz A e LU para (i,j) ¢ P, e do fato de que L tem sua diagonal

unitdria. m

Algoritmo 10 (ILU versao IKJ)

[ 1. Para i = 2.1 ;

[ 2Parak=1,...,i—1,ese (i,k) ¢ P;

3. Ai = A/ Apa;
4. Paraj=k+1,...,n,ese (i,j) ¢ P;
5. Ajj = Ajj — AinAkj;

6. Fim para;

7. Fim para;

8-. Fim para.

Escolhendo o conjunto P = {(i,j) | A;; = 0}, tem-se a bem conhecida fatoragdo
LU incompleta de nivel 0, ou ILU(0), em que os fatores L e U, possuem o mesmo
padrao de esparsidade das partes triangular inferior e triangular superior da matriz A
respectivamente. Entretanto, o niimero de elementos nao nulos do produto LU é maior
que o da matriz A. Existem ainda problemas em que a fatoragdo incompleta ILU(0)
nao produz um bom precondicionador. Objetivando melhorar a precisao da fatoragao
e, consequentemente, diminuir o nimero de iteracoes, introduziu-se implementagoes que
diferem da ILU(0), agregando a adicao de alguns elementos na estrutura original da
matriz, e desta forma, os fatores L e U terao mais elementos nao nulos do que as partes
triangular inferior e superior da matriz A. Tais comentdrios remetem ao conceito de nivel

de preenchimento atribuido a cada elemento processado pela eliminacao Gaussiana.

Definigao. 3.5.3 Seja a matriz A € R"*™. O nivel de preenchimento de um elemento

A;j € definido por

(3.166)

, 0, se Aijj #0 out = j;
n;; = .
00, caso contrdario.

Como a cada iteragao este elemento é modificado na linha 5, do algoritmo ILU, o
niv;; deve ser atualizado da seguinte maneira:
niv;; = min{niv;;, nivy, + nivg; + 1}. (3.167)
Definindo agora o conjunto

P, ={(i,7) | nivij; > m}, (3.168)
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em que niv;; € o nivel de preenchimento depois de todas as atualizagoes efetuadas. Pode-
se entdo implementar uma fatoracdo LU incompleta de nivel m (ILU(m)), em que os
elementos A;; cujo o nivel de preenchimento nao excederem m sao mantidos no processa-

mento.
Algoritmo 11 (ILU(m))

[ 1. Defina niv;; = 0, onde A;; # 0;

2. Parat=2,...,n;

[ 3. Para k=1,...,1—1, e se nivy, < m;
3. A = AiApa;

4. Ay = Ai — AirApss

5. Atualize niv;; para os A;; # 0;

7. Fim para;

8. Anule os elementos i-ésima linha cujo niv;, > m;

i 9-. Fim para.

Observagao. 3.5.5 Caso a matriz A € R™™ seja simétrica positiva definida, pode-se

adaptar a fatoragao Cholesky ao algoritmo acima.



Capitulo 4

APLICACOES

4.1 INTRODUCAO

Este capitulo apresenta alguns problemas selecionados, ja bem conhecidos da literatura,
para avaliar a eficiéncia dos cédigos implementados. Alguns comentérios a respeito dos
resultados obtidos também serao dispostos ao longo do texto. Uma importante obser-
vagao é que o sistema adotado nos exemplos é o MKS (SI), em virtude disto nao serao

explicitadas as dimensoes das entidades fisicas.

4.2 “SQUARE LID-DRIVEN CAVITY?”

O problema configura-se como um escoamento incompressivel em uma cavidade quadrada
cuja face superior move-se com uma velocidade horizontal constante. Este problema tem
servido como modelo para teste e avaliacao de muitas técnicas numéricas, principalmente

devido aos seus dois pontos de singularidade situados nos vértices superiores da cavidade.

u=1.0

A v=0.0
Y
i i S S S
5 S
™ A
=00 N N u—00
v=0.0 N N 0.0
\ N
\ 1.0 i
™ .
R R R T e
X
u=0.0
v=0.0

Fig. 2: Lid Driven-Cavity

67
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Computacionalmente esses pontos sao considerados como se tivessem a velocidade da face
superior da cavidade Os resultados sao comparados com os resultados apresentados em
Ghia et al (1982). Tal trabalho apesar de ser do inicio da década de oitenta, ainda nos dias
de hoje é largamente referenciado na literatura e constitui um importante "bentchmark"
para esta aplicacao. A malha utilizada é uma malha 60 X 60, estruturada e nao uniforme.
O dominio foi dividido em nove regioes e cada uma recebeu uma malha 20 X 20. As regioes
podem ser assim destacadas: quatro regioes de dimensao 0.25 X 0.25, quatro regioes de
dimensao 0.5 X 0.25 e uma de dimensao 0.5 X 0.5. O tipo de elemento utilizado, foi o
“quad — four” isoparamétrico. A divisao do dominio em nove regioes estd apresentada na

figura que segue.

Fig. 3: Dominio dividido
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A malha utilizada pode ser agora visualizada.

Fig. 4: Malha 60 X 60 etruturada

Vale ressaltar ainda que foram feitos testes com malhas mais refinadas e nao foram
detectadas disparidades significativas em relagao aos resultados obtidos. Também foram
feitos testes com outros tipos de elementos, inclusive triangulares; preferiu-se trabalhar
com elementos de baixa ordem de interpolacao devido ao custo computacional elevado dos
parametros de estabilizacao, assim como devido a largura de banda da matriz associada ao
problema. Novamente nao se percebeu grandes disparidades entre os resultados obtidos.
A integragao numérica foi realizada com tablatura Gaussiana, em que utilizou-se quatro
pontos de integracao no elemento mestre.

A seguir sao apresentados os campos de velocidade e pressao obtidos pelo método

BiCGStab para o caso do niumero de Reynolds igual a mil (Re = 1000), uma vez que estes
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resultados foram idénticos aos obtidos com o método direto e com o GMRES.

Fig. 5: Norma Euclidiana do vetor velocidade

P
iR

065044
- DE5480
0.45933
- D3B3TT

r 026522
01726
norTins
0018452

-0.114

Fig. 6: Campo de pressao
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,,,,,,

g F

9
Box

Fig. 7: Canto direito inferior da cavidade (Re
1000)

Fig. 8: Canto esquerdo inferior da cavidade (Re
1000)
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Sao apresentados agora os gréaficos comparativos dos resultados obtidos neste trabalho

com Ghia et al (1982).

0.4

02} #

0.1/

—— Ghia
+ BiCGStab
O GMRES(25)
LU

Fig. 9: Perfil da velocidade vertical ao longo da linha de

centro horizontal (Re = 1000)

0.9+

0.8r

0.6

—— Ghia
+ BiCGStab
O GMRES(25)

LU

Fig. 10: Perfil da velocidade horizontal ao longo da linha

0.4

0.6

de centro vertical (Re = 1000)

0.8
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* BiCGStab
O GMRES(25) ||
—w

0.9r

0.8

0.7

0.6

> 0.5

0.4]

0.3

0.2

0.1+

O 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.09 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01
p

Fig. 11: Perfil da pressao ao longo da linha de centro
vertical (Re = 1000)

‘ . BicaStD
-0.02} o ES/IRES(ZS)
-0.03} |
-0.04} |
o 0.05- |
-0.06 |
-0.07} |
-0.08| |
-0.09 ‘ ! w w w \ ‘ ‘ ‘
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 12: Perfil da pressao ao longo da linha de centro
horizontal (Re = 1000)
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x 10°

+ BiCGStab

1.8} O GMRES(25)
— L

res.
-

0.8+

06l

0.41

02f

01

num. iters.
Fig. 13: Convergéncia dos métodos
N BiCGStab | GMRES LU
Tempo (min.) 11.0797667 | 11.8752333 | 12.8942000
Iteragoes (1° passo) 19 31 —
Iteragoes (2° passo) 46 217 — (4.1)

Iteragoes (3° passo) 49 279 —
Iteragoes (4° passo) 63 310 —
Iteragoes (5° passo) 64 744 —
Iteragoes (6° passo) 66 868 -

As figuras 4, 5 e 6 apresentam as caracteristicas de malha e do escoamento (campos
de pressao e velocidade) para o caso Re=1000. J4 as figuras 9 e 10 apresentam graficos
comparativos entre os resultados obtidos neste trabalho e os resultados obtidos por Ghia
et al (1982). Os gréficos mostram os perfis das componentes do vetor velocidade ao longo
das linhas de centro da cavidade quadrada. Nas figuras 11 e 12 sao apresentados os perfis
do campo de pressao ao longo das linhas de centro.

A aplicagao deste caso ("Lid Driven Cavity") foi abordada com a utilizacdo do méto-
dos direto (LU esparso), BiCGStab e GMRES(25), cujos resultados comparativos com
Ghia et al (1982) encontram-se nos graficos apresentados nas figuras 9 e 10, como ja
comentado anteriormente. Observando os grificos apresentados nestas figuras, nota-se
que os resultados obtidos no trabalho aqui apresentado (método direto e métodos itera-
tivos) tiveram uma boa concordancia com os resultados de Ghia et al (1982), sendo que
observou-se pela figura 10, que nas regioes do fundo da cavidade e préximo a tampa movel
houve divergéncias mais severas quanto ao gradiente dos resultados, o que nao se observa

em qualquer outra regiao. J4 na figura 9, nota-se novamente uma boa concordéncia entre
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os resultados, além disto observa-se ainda que os perfis obtidos sao bastante similares ao
perfil resultante de Ghia et al (1982).

A precisao empregada para o método de Newton foi de 107°, uma vez que testes
realizados com tolerancias menores nao mostraram diferencas significativas nos resultados
obtidos para os campos de pressao e velocidade, o que nao ocorreu em testes com precisoes
maiores.

A precisao utilizada nos métodos iterativos (BiCGStab e GMRES(25)) segue a seguinte
sistemadtica: o passo inicial é determinado com o primeiro termo da sequéncia forcante
igual a 107!; o termo seguintes da sequéncia forcante, para a determinacio do passo,
¢ igual ao termo imediatamente anterior dividido por 10. Testes realizados, seguindo a
mesma sistematica, com valores menores para o primeiro termo da sequéncia forgante,
nao alteraram significativamente os resultados obtidos para os campos de pressao e ve-
locidade. Porém o que se observou foi um aumento significativo do tempo computacional,
bem como do nidmero de iteragoes de Newton. Um comportamento andlogo também foi
observado ao se empregar valores maiores para o primeiro termo da sequéncia forcante.
Observando a figura 13, nota-se um comportamento similar entre o desempenho alcangado
pelas metodologias iterativas (BiCGStab e GMRES(25)) e a metodologia direta (LU es-
parsa), o que nao era um resultado esperado. Este fato se deve ao mau comportamento
(condicionamento) da matriz tangente, sendo necessaria a utilizacdo de um esquema de
précondicionamento (ILU(0)) para a abordagem do sistema linear. A tabela 4.1 mostra,
contudo, uma superioridade dos métodos iterativos em relagdo ao método direto. O
método BiCGStab levou uma vantagem sobre a GMRES(25), no que diz respeito tanto
ao tempo computacional, quanto ao nimero de iteragoes por passo de Newton inexa-
to. Vale ressaltar ainda que foram feitos testes com dimensoes menores do subespaco
de Krylov, para o reinicio do GMRES, porém ocorreu um aumento tanto do ntimero de
iteragoes do método de Newton inexato, bem como do tempo computacional. No caso de
dimensoes inferiores a dezenove, a terceira iteracao de Newton inexato nao converge em
um limite méximo de mil iteracoes. Testes feitos com dimensoes maiores que 25, para o

reinicio, mostraram um aumento considerdvel no tempo computacional observado.

4.3 Difusor Divergente

O problema configura-se como um escoamento incompressivel em um canal cuja geometria
serd apresentada a posteriori, e em que os maiores detalhamentos ficam ao encargo das
condicoes de contorno a serem denotadas. Este problema bem como o anterior tem servido
como modelo para teste e avaliacao de muitas técnicas numéricas.

A malha aqui utilizada é estruturada, a qual fez uso de elementos isoparamétricos
quadrilaterais (“quad — four”). O problema foi resolvido para nimeros de Reynolds iguais

a 10 e 100, que sao baseados nas condigoes de entrada do canal, sendo a geometria do
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problema dependente deste nimero de acordo com a seguinte expressao

1 30 R
y=3 tanh(2 — ?ew) —tanh(2)|, para 0 < z < ?e, (4.2)

e as componentes cartesianas do vetor velocidade na entrada do canal sao:

2
u:3(y—%)ev:O,parax:0e0§y§1. (4.3)

Fronteira de Simetria

(0,1) (Re/3.1)

u=u(y)
Entrada

v=0

(0,0) -

[WENREN!
Fevyvyy

5
SRS

v=0

©n
6 T 19

(ARARARAARAAARARAATAL

(Re/3,f(Re/3))
Parede do Canal (u=0 ¢ v=0)

Fig. 14: Difusor divergente

4.3.1 Condicoes de Contorno

As condigoes de contorno para a equacao de Navier-Stokes implicam na imposi¢ao nos
contornos das varidveis principais (u — velocidade na direcao x, e v — velocidade na diregao
y) prescritas e/ou a imposigao das componentes da tensao prescrita, como se pode observar

na formulacao fraca deste problema. As componentes do tensor tensao sao apresentadas
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da seguinte forma

0ij = —pdij + p (

8ui 4 an
ﬁxj axz

).

7

(4.4)

em que u; = u, Uy =V, T1 = T, Tg =Y, 0;; ¢ o delta de Kronecker, e i é o coeficiente de

viscosidade cinemdtica. Conseqiientemente escreve-se:
i) Condicao de Saida:

o= [oi(8 @ €5)] - éx;

Qll

= 0ij0;Ci;

= 0k,

ondet=1,2e k =1, assim:

?’f},: ou v v
M(a—er%) A

| p+2uB
(08
Impoe-se entao as seguintes condicoes nesta face:

i.1) Essencial:

v =0,
o que implica
v Ou ou
7 + Er 0= i 0.
i.2) Natural:
(@-n) =0k,

ii) Condigao de Simetria:

Qll

= o8 @ €5)] - éx;
= 0j0jk€i;

= 0ik€4,

ondet=1,2e k =2, assim:

—p+opl g+ 2) <0>

?’f},: ou v ov
M(a—er%) A

:<M<2—Z+%) )

—p+ ng

—p+oul g+ 2) <1>

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)



CAPITULO 4. APLICACOES 78

Impoe-se entao as seguintes condicoes nesta face:

ii.1) Essencial:

v =0. (4.12)
ii.2) Natural:
(@-n), =0, (4.13)
o que implica
N(Z—Z+%): :Z—ZZO- (4.14)

4.3.2 Caso Re = 10

Visando comparar os resultados aqui obtidos com os de Perez (1987), assume-se que

ok, = 0,046. A malha aqui utilizada pode ser visualizada na figura abaixo.

Fig. 15: Malha 25 X 40

A seguir encontram-se apresentados os campos de velocidade e pressao obtidos pelo

método GMRES, uma vez que estes resultados foram idénticos aos resultados obtidos
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com o método direto e com o BiCGStab.

v

h.

|Fluidse]]

1.5
1.3333
1.1667
1
0.83333
0.66666
0.43383
033332
0.16665

-0

Fig. 16: Norma Euclidiana do vetor velocidade (Re =10)

Fig. 17: Campo de pressao (Re =10)

 0.011

-0.093668
-0.21034
-0.327
-0.44367
-0.56034
-0.B7701
-0.79367
-0.81034
--1.027

79
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0.2
:
o,
o 0
4 ob .
ooF + BIiCGStab ||
: --- GMRES(5)
* LU
6 04; ¥ x g :
o " 0
| & WA2
! e« TEST1
0.6 — TEST?2
-0.87 B
1t

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1

Fig. 18: Perfil do campo de pressao na parede do canal (Re = 10)

0.164 \ \
+ BiCGStab
—— GMRES(5)

0.14 o LW

0.12

g 0.08}
0.06 -
0.04 -

0.02 -

1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
num. iters.

Fig. 19: Convérgencia dos métodos
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~ BiCGStab | GMRES LU
Tempo (min.) 1.1154333 | 1.1017500 | 1.3873333
Iteragoes (1° passo) 15 35 -
Iteragoes (2° passo) 19 50 - (4.15)
Iteragoes (3° passo) 22 55 -
Iteragoes (4° passo) 22 65 —
Iteragoes (5° passo) 24 70 —

4.3.3 Caso Re = 100

Visando comparar os resultados aqui obtidos com os de Perez (1987), assume-se que

or, =0,019. A malha aqui utilizada pode ser visualizada na figura abaixo.

V¥ ||I|."| ||
AlpEE=Es aNIRAEE
i

Fig. 20: Malha 25 X 80

A seguir sao apresentados os campos de velocidade e pressao obtidos pelo método GMRES,

uma vez que estes resultados foram idénticos aos resultados obtidos com o método direto
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e com o BiCGStab.

|Fluidve]

- 1.5
1.36
1.8
1.02
0.84599
0.67999
0.50999
0.33389

016889
v -0

h.

Fig. 21: Norma Euclidiana do vetor velocidade ( Re = 100 )

- 0.007
0032445
-0.051889
0081334
011078
014022
-0.16867
018811
-0.22856
v - 0758

Fig. 22: Campo de pressao ( Re = 100 )
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0.05
D
% :
O
-0.05 O + BIiCGStab
- -- GMRES(10)
+ LU
) O CJG
17 S |l
g 0'1[ x H
o R
o WA2
-0.15 — TEST3 |
-0.2 4
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Fig. 23: Perfil do campo de pressao na parede do canal
(Re = 100)

0.035 T
+ BiCGStab
—— GMRES(10)
o LU B
@
&
& & ®
1 2 3 4 5 6 7
num. iters.

Fig. 24: Convergéncia dos métodos



CAPITULO 4. APLICACOES 84

~ BiCGStab | GMRES LU
Tempo (min.) 4.4751000 | 4.3861500 | 5.2369167
Iteragoes (1° passo) 50 370 -
Iteragoes (2° passo) 31 150 — (4.16)
Iteragoes (3° passo) 61 200 —
Iteragoes (4° passo) 58 230 -
Iteragoes (5° passo) 56 270 -
Iteragoes (6° passo) 56 250 -

As caracteristicas dos métodos cujos resultados foram apresentados juntamente com

os obtidos por este trabalho, sao as seguintes:

e CJG, Cliffe et al. (Perez (1987)) — Método de Elementos Finitos com elementos
isoparamétricos de nove pontos (quadrilateral quadratico), utilizando como varidveis
primitivas u, v e P, respectivamente, as componentes do vetor velocidade nas dire¢oes

X ey, € a pressao.

e H, A. G. Hutton (Perez (1987)) — Método de Elementos Finitos associado a formu-
lacao de Galerkin, com a equacao da continuidade incorporada através do uso dos

Multiplicadores de Lagrange. Também utiliza como varidveis primitivas u, v e P.

e R, A. K. Rasgoti (Perez (1987)) — As equagoes de Navier-Stokes sdo modeladas
em coordenadas curvilineas ortogonais por diferencas finitas. Emprega-se a inte-
gracao elementar para a solucao das equacgoes de continuidade e momento, além de
aproximagoes hibridas para os termos difusivos e convectivos. Também utiliza como

varidveis primitivas u, v e P.

e WA2 A. Wada & K. Adachi (Perez (1987)) — As equagoes de Navier-Stokes séo
modeladas por diferencas finitas e em coordenadas cartesianas . Também utiliza

como varidveis primitivas u, v e P.

e Test 1, Test 2, Test 3, J. O. Perez (Perez (1987)) — As equagbes governantes sao
transformadas de um sistema de coordenadas cartesianas para um sistema de co-
ordenadas nao ortogonais, gerado este, a partir da solugao de um sistema eliptico
de equagoes. O Método dos Volumes Finitos é entao aplicado as equacoes, que sao
discretizadas no plano transformado. Também utiliza como varidveis primitivas u,

veP.

As figuras 15, 16, 17, 21 e 22 apresentam as caracteristicas de malha e do escoamento
(campos de pressao e velocidade) para ambos os casos (Re=10 e Re=100). J4 as figuras 18
e 23 apresentam graficos comparativos, para os mesmos casos, entre os resultados obtidos
neste trabalho e os resultados obtidos pelas metodologias descritas anteriormente. Os

graficos mostram o perfil da pressao ao longo da parede do difusor.
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Esta aplicacao (Difusor Divergente) foi avaliada com a utilizagdo do métodos direto
(LU esparco), BiCGStab e GMRES, em que para o caso Re=10 utilizou-se 0 GMRES(5), e
para o caso Re=100 utilizou-se GMRES(10), e cujos resultados comparativos encontram-
se nos graficos apresentados nas figuras 18 e 23. Observando os graficos apresentados
na figura 18, caso Re=10, nota-se que os resultados obtidos (método direto e métodos
iterativos) tiveram uma melhor concordancia com as metodologias CJG, H, Test 1 e Test
2. No primeiro n6 o método que obteve maior proximidade foi a CJG. O caso Re=100 (fig.
23) mostra novamente um comportamento bem similar na comparagao dos resultados. As
metodologias que melhor concordaram com os resultados deste trabalho foram: CJG, H
e Test 3.

A precisao usada para o método de Newton foi novamente de 107, tal valor foi obtido
mediante a testes com precisoes menores, em que nao se observou alteragoes relevantes nos
resultados obtidos para os campos de pressao e velocidade. Esse fato nao foi observado
em testes com precisoes maiores.

A precisao adotada nos métodos iterativos segue a mesma sistemdtica apresentada
na apliacacdo anterior ("Lid Driven Cavity"), sendo que o passo inicial é determinado
com o primeiro termo da sequéncia forcante igual a 1072, e para o caso Re=10, e igual a
1071, para o caso Re=100. Testes realizados com precisoes iniciais menores nao alteraram
significativamente os resultados obtidos para os campos de pressao e velocidade, para
ambos os casos. Porém o que se observou, em ambos, foi um aumento significativo do
tempo computacional, bem como do nimero de iteragoes do método de Newton inexa-
to. Um comportamento similar foi observado em testes com precisoes iniciais maiores.
Observando as figuras 19 e 24, nota-se um comportamento similar entre o desempenho
alcangado pelas metodologias iterativas (BiCGStab e GMRES(5), para o caso Re=10,
e BiCGStab e GMRES(10), para o caso Re=100) e a metodologia direta (LU esparsa).
Esse fato é atribuido ao mau comportamento (condicionamento) da matriz tangente, sendo
novamente necesséria a aplicagdo de um esquema de precondicionamento (ILU(0)) para o
sistema linear. As tabelas 4.15 e 4.16 mostram novamente uma superioridade dos métodos
iterativos em relacao a metodologia direta, no que diz respeito ao tempo computacional.
Neste sentido o método GMRES levou uma vantagem sobre o BiCGStab, em ambos os
casos abordados, embora o nimero de iteracoes por passo de Newton inexato seja bem
superior. Vale ressaltar ainda que foram feitos testes, tanto para GMRES(5) como para
GMRES(10), com dimensoes do subespago de Krylov menores, para o reinicio, porém isso
resultou num aumento tanto do mimero de iteragoes do método de Newton inexato, bem
como do tempo computacional. Dimensoes inferiores a quatro, no caso Re=10, fazem
com que a segunda iteracao de Newton inexato nao convirja em um limite méximo de
mil iteragoes. Para o caso Re=100, dimensoes inferiores a oito, a terceira iteracao de
Newton inexato nao converge, no mesmo limite méximo de iteragoes. Testes também

foram feitos com dimensoes do subespaco de Krylov maiores para o reinicio, em ambos
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0s casos, mostraram um aumento considerdvel no tempo computacional observado.
Convém ainda observar que as malhas usadas nas aplicacoes deste item foram as
seguintes: para o caso no qual Re=10 utilizou-se uma malha 25 x 40 de elementos quadri-
laterais, enquanto que para o caso no qual Re=100 utilizou-se uma malha 25 x 80 também
de elementos quadrilaterais. As malhas para ambos os casos resultaram de testes feitos
com malhas mais refinadas e nao foram detectadas disparidades significativas no que diz
respeito aos resultados obtidos. Também foram feitos testes com outros tipos de ele-
mentos, inclusive triangulares. Preferiu-se trabalhar com elementos de baixa ordem de
interpolagao devido ao custo computacional elevado dos parametros de estabilizagao e
também devido a largura de banda da matriz associada ao problema; aqui também nao se
percebeu disparidades consideraveis entre os resultados obtidos. A integracao numeérica
foi feita com uma tablatura Gaussiana, em que utilizou-se quatro pontos de integragao,

no elemento mestre.



Capitulo 5

CONCLUSAO

5.1 Conclusoes

Os métodos iterativos utilizados neste trabalho (GMRES e BiCGStab) mostraram-se efi-
cientes no tratamento do tipo de problema abordado. Pode-se observar ainda que as
metodologias iterativas foram superiores a metodologia direta, no que diz respeito com-
putacional, gerando quedas de quase um minuto.

Outro ponto relevante foi que as disparidades entre as metodologias iterativas e a
metodologia direta ficam mais discrepantes quanto mais refinada é a malha. Embora as
malhas finais tenham se mostrado boas frente aos testes feitos, uma analise de estimativa
de erro (a posteriori) acoplado com um procedimento de refino adaptativo seria de grande
utilidade para um futuro trabalho. Assim, certamente as disparidades entre as metodolo-
gias se mostrariam mais evidenciadas, tanto em tempo computacional como em taxa de

convergeéncia

5.2 Sugestoes

A continuidade deste trabalho seguird uma linha incremental, com a aplicacao das fer-
ramentas aqui estudadas, para refino adaptativo e otimizacao de forma em escoamentos
compressiveis, turbulentos, em escoamentos de fluidos nao newtonianos, assim como na
drea de mecénica dos sélidos.

Outras idéias a serem exploradas em trabalhos futuros sao:

e A implementagao/incorporacdo de uma metodologia sem malha free mesh method

para a abordagem do problema,

e A incorporacao do software MSC/PATRAN, nas fases de pré e pés processamento

do problema,

e A implementagao/incorporacao de uma metodologia de estimativa de erro a porte-

riori, acoplada a uma estratégia de refino adaptativo.
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