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RESUMO

Neste trabalho trataremos do método de Galerkin Descontinuo de Elementos
Finitos para equacoes elipticas.

Vamos apresentar definicoes e discussoes de quatro variacoes do método de
Galerkin Descontinuo e formular estimativas a priori de erro para trés delas na
norma de energia e em norma de L.

Com o intuito de comprovacao das estimativas formuladas, trabalhamos com um

exemplo destacando com graficos a eficiacia do método.

vil



Introducao

As equagoes em derivadas parciais aparecem na modelagem matematica em
varias areas das ciéncias, tais como Fisica, Quimica e Biologia passando por apli-
cacoes em dinamica dos fluidos, eletromagnetismo, engenharia de materiais, as-
trofisica, economia, etc. No caso geral, essas equagoes sao muito complicadas de tal
modo que encontrar uma solu¢ao analitica ou resolver-las usando somente métodos
analiticos (por exemplo, aplicando transformada de Laplace e Fourier ou procurando
solugbes em série de poténcias) é impossivel ou impraticdvel computacionalmente.
Portanto, para resolver equacgoes desse tipo s6 resta uma tunica maneira: tentar
encontrar a solugao numérica que aproxima a desconhecida solucao analitica do
problema. O método dos Elementos Finitos é uma classe particular dos métodos
numéricos que nas ultimas décadas ficou muito popular na aproximacao de solugao
de equagoes em derivadas parciais. Esse método foi introduzido na década de 40
e desde ja se desenvolveu numa classe mais geral e mais poderosa de técnicas para
solugao numérica de equacoes em derivadas parciais que sao amplamente usadas nas
engenharias e na matematica.

Recentemente, o método de Galerkin Descontinuo esta atraindo cada vez mais
o interesse da comunidade cientifica na area de métodos numéricos. O método de
Galerkin Descontinuo de Elementos Finitos (DGFEM) foi introduzido no inicio dos
anos 70 para solucao numérica de sistemas hiperbdlicos de 1* ordem. Ao mesmo
tempo, mas de forma independente, este método foi introduzido como um esquema
nao convencional para aproximacao de equacoes elipticas de 22 ordem.

Na tltima década o DGFEM ganhou um interesse novo estimulado pelas vérias

vantagens que possui em comparagao com o tradicional método de Galerkin de



Elementos Finitos. O DGFEM é conservativo elemento por elemento, suporta facil-
mente aproximacao local de alta ordem, visto que a ordem de aproximagao pode
variar sobre a malha, abrindo vantagem para a geracao de métodos hp—adaptativos.
Estes métodos também sao muito apropriados na aproximacao de problemas de
adveccao-difusao no caso de advecgao predominante. Estas e varias outras pro-
priedades do DGFEM, o tornam um forte candidato para um ampla quantidade de
problemas que aparecem nas aplicacoes.

Atualmente, podemos encontrar varias publicacoes contendo estimativas do tipo
a priori para varios DGFEMs para problemas de difusao. Estimativas de erro para
varios tipos de DGFEMs e para os métodos de Galekin com penalizacao interior
sao apresentados na dissertagao de Rivieri [17] e na publicacao de Rivieri, Wheeler
e Girault [18]. Recentemente, vérios outros estudos em estimativas de erro tipo a
priori para DGFEMs tem aparecido. Temos, por exemplo, os trabalhos de Chen
[9] e a anélise de Siili, Schawb e Houston [12]. A andlise de convergéncia de outras
variantes de DGFEMs, bem como uma revisao histérica destes métodos, pode ser
encontradas em [10]. Mais recente e especifica, temos a publicac¢ao de Arnold, Brezzi,
Cockburn e Marini [1] que apresenta uma andlise unificada de todos os DGFEMs
para equacoes elipticas de 2% ordem.

Neste trabalho, apresentamos uma derivacao detalhada de varias hp—versoes de
DGFEM para equacoes lineares elipticas de 22ordem em dominios de duas dimensoes
(consideramos como modelo um problema de Poisson para a equagao de Laplace).
Para todos esses métodos, apresentamos uma anéalise detalhada das propriedades da
forma bilinear associada e apresentamos a derivacao de estimativas tipo a priori do
erro de aproximagao do método.

A estrutura do trabalho é a seguinte: no Capitulo 1, faremos uma construgao
dos espagos de fungoes que utilizaremos ao longo do trabalho, que vao de espagos de
fungoes continuas, fungoes integraveis até espagos de Sobolev. Também definimos a
forma fraca de problemas elipticos, bem como o teorema de existéncia e unicidade
de solucao. No Capitulo 2, definimos o espacgo particionado de Sobolev e enuncia-

mos varios teoremas e lemas relativos a estes espagos passando pela Desigualdade



Multiplicativa de Traco, pela Desigualdade Inversa e Lemas de Aproximacao Poli-
nomial. Ja no Capitulo 3, construiremos a formulacao fraca de problema eliptico
em espacos particionados de Sobolev e definimos o método de Galerkin Descontinuo
de Elementos Finitos bem como quatro de suas variantes, duas delas com a intro-
ducao de termos de penalizagao interior. Enunciamos um importante teorema sobre
equivaléncia de forma fraca e forte e por fim mostramos algumas propriedades das
formas bilineares associadas a cada método. Estimativa de erro do tipo a priori, é
o assunto do Capitulo 4. Nesta fase, derivamos estimativas de erro para os métodos
estudados na norma de energia e na norma de Ly. Para finalizar o trabalho, colo-
camos um capitulo onde estao expostos resultados de experimentacoes numéricas
feitas em um problema modelo. Essas experiéncias foram feitas com algoritmos im-
plementados em linguagem C++ e tem a finalidade de mostrar, na pratica, as taxas

de convergencia derivadas teoricamente.



Capitulo 1

Introducao: notacoes e

preliminares

1.1 Espacos de funcoes

1.1.1 Espacos de funcgoes continuas

Nesta secao apresentamos os espacos das fungoes continuas. Por uma questao
de simplificagdo da notacao, vamos introduzir o conceito de multi-indice.
Seja N o conjunto dos nimeros inteiros positivos. Chamamos de multi-indice a n-
upla o = (a, ..., ;) € N*. Também definimos o inteiro positivo |al:= a5 + ... + a,
como sendo o tamanho do multi-indice o« = (ay,...,a,) € N". Assim, usando o
multi-indice, podemos simplificar a notagao do operador de derivada de alta ordem

assim:

Seja © C R™ um conjunto aberto e limitado e seja k € N. Seja também Q o
fecho de Q. Denotamos por C*(£2) o conjunto de todas as funcdes reais continuas
definidas em Q tal que D®u é continua em €2 para todo o = (v, ..., v, ) com || < k.

Assumindo que © é um conjunto limitado, C*(Q) denotara o conjunto de todas as
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funcdes u € C*(Q) tal que D% pode ser estendida de forma continua de €2 para Q.

C*(Q) pode ser equipado com a norma:

luller = D sup|Du(z)]

o<k *€
Observacgao 1 Daqui para frente, sempre que fizermos mencao a €2, k e a «, estes

devem ser entendidos da maneira como foram definidos acima

Definicao 1.1 Chamamos de suporte de uma funcdo real continua u definida em
Q C R"™ ao fecho em Q do conjunto {x € Q : u(x) # 0}. Se esse conjunto é compacto
e € um subconjunto do interior de €2, entao dizemos que u tem suporte compacto em

relagao a ). Usamos a notag¢ao supp u para designar o suporte compacto de u.

Denotamos por CF(Q) o conjunto de todas as u € C*(Q) que possuem suporte

compacto em 2. Para o caso de k = oo, temos:

G () =) G5 () = D(9)

k>0
1.1.2 Espacos de funcoes integraveis

Consideraremos agora espagos de funcoes que sao Lebesgue-integraveis. Seja
p € R, p > 1, seja também Q C R™ aberto. Denotamos por EP(Q) o conjunto das

funcgoes reais definidas em €2 tal que:

/ lu(z)[Pdr < oo
Q
Consideramos também o conjunto:
N ={ue L,(Q) : u(z) =0 quase sempre em 2}

Pode-se verificar que Zp(Q) ¢ um espaco vetorial e N é um subespago vetorial em

L,(€). Assim, faz sentido a seguinte definicao:

Definigao 1.2 L,(Q) = L,(Q)/N.



Ou seja, L,(Q) é o conjunto quociente de L,(€2) por N. Entendemos aqui a
seguinte relacao de equivaléncia: f, g pertencem a uma mesma classe de equivaléncia,
se e somente se, f —¢g € N, ouseja f—g = 0 q.s.(quase sempre) em €2, o que implica
f =9 as. em . Em resumo, L,(f2) é o conjunto das classes de equivaléncia de

funcoes que sao iguais quase sempre. L,(Q2) equipado com a norma
1
» p
il = ([ futorae)

Quando p = oo temos o espago L. (£2) que consiste de fungoes u tal que |u(x)|

é um espaco de Banach.

tem supremo essencial em ). Ou seja, existe M > 0 tal que |u(z)] < M quase

sempre em ). L () equipado com a norma:

lullf @ = ess.sup|u(z)|
e

¢ um espaco de Banach.
Um caso especial é quando p = 2. O espago Ly(2) pode ser equipado com o

produto interno

(0 0)1aie) = [ ulwu(o)ds:
Q
evidentemente, [|u[,q) = v/ (4, u)L,(0)-

Lema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejamu,v € Ly(Q2), entao uv €
L1<Q) €

[(wv)] < M[ull gyl vl
Corolario 1.1 (Desigualdade triangular) Sejam u,v € Ly(2), entdo u + v €
LQ(Q) (&

lu+v,0 < lull,@ + vl

Observagao 2 Ly(2) equipado com o produto interno (-,-) € um espago de Hilbert.

Vamos colocar aqui um lema sobre desigualdade discreta de Cauchy-Schwarz, que

sera de grande utilidade no decorrer do trabalho.



Lema 1.2 (Desigualdade discreta de Cauchy-Schwarz) Seja {a;} e {b;} duas

sequéncias de N numeros reais. Entao € valida a desigualdade:

N N 1/2 N 1/2

i=1 =1
1.1.3 Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao introduzimos os espagos de Sobolev. Antes de dar-lhes uma defini¢ao
precisa, introduzimos o conceito de derivada fraca.
Proposicao 1.1 (Férmula de integragao por partes) Para quaisqueru,v € C1(Q),

vale

/auvd:p:—/ avudaﬂ-/ nuvds, 1=1,...n
Qaﬂjl Qa.fz 90

onde n; € a i-ésima componente do vetor n, normal unitdrio exterior a Of).

Proposigao 1.2 (1¢ Férmula de Green) Sejam u € C%(Q) e v € CY(Q), entdo

vale a formula:

/(—Au)v dr = / Vu-Vovdr — / (n- Vu)vds
Q Q 20

Proposigao 1.3 Suponha que u € C*(Q) e seja v € D(Q), entdo vale a férmula:

/Dau(x)v(x)dx = (—1)l / uw(x)D(z)dx, |a| <k, Yve D)
Q Q

Demonstracao: Podemos supor, sem perda de generalidade, que a; # 0. Usando a

férmula de integracao por partes dada acima e o fato de v € D(Q2) temos,
gt tany, (4 o Plar—D+ . +any (o
/ TR — ( )v(ﬂf)dx = / ( — ( )) v(x)dx
q 0z{'...0zxon o Ory \ Ox{' ™ ... OQzon
/ (a(al—l)—&-...-i-anu(x)) av(m)d
= — x
Q 8$§”_1 ... 0x8n o0x
assim procedendo o vezes a integracao por partes em relacao a x1, temos:

o getads = (v [ () T

o Oxi*...0xon 0xy? ... Oxon Oxi?

fazendo o mesmo processo para todos os a;s que sao diferentes de 0, teremos que

/Q PTUD) oy = (1)t / u(ay @) g,

Ox(* ... 0xon 0 Oxt ... 0xon



O

Definigao 1.3 O conjunto das fungoes localmente integrdveis, Li, () € definido

por:

L) ={f:f¢€Li(K) Ycompacto K C int(Q)}

Definigao 1.4 Supomos agora que u € L}, (Q). Supomos também que exista uma

1
loc

fun¢ao w, € Ly, () que satisfaca

/wav(x)dx = (—1)|a|/u(x)Dav(x)da:, Vv € D(Q).
Q Q
Entao dizemos que w, € a- ésima derivada fraca da funcao u. Escrevemos w, =

D%u.

Se u é suficientemente suave, por exemplo u € C*(£2), entdo sua derivada fraca

Du para |a| < k coincide com a derivada parcial no sentido cldssico.

Lema 1.3 (du Bois-Reymond) Suponha que w € L}, (Q). Se
/ w(z)v(z)dr =0 Vv e D(Q)
Q
entdo w(x) =0 ¢.s. em .

Demonstracao: Veja [13], pagina 10.
Para ver que a definicao de derivada fraca esta correta, devemos mostrar que dada
uma funcao localmente integravel, devemos ter que sua derivada fraca, se existir, é

unica. Essa constatacao é direta usando o lema de du Bois Reymond. Suponha que

1

loe(£2) existam duas derivadas fracas, 1 e @. Ou seja,

para uma u € L

/ulv(x)dx = (—1)a|/u(x)Dav(x)dx, Vv € D(Q) (1.2)
Q

Q

/ugv(x)dx = (—1)a|/u(x)Dav(x)dm, Yv € D(Q) (1.3)
Q

Q

Subtraindo a equagao (1.3) da equagao (1.2), temos

/Q (i1 — iip)0(x)dz = 0,

o que implica, pelo lema, que u; — s = 0 q.s. em Q = u; = Uy q.s. em

8



Definigao 1.5 Seja k € N e p € [1,00]. Definimos

WHQ) = {u € L,(Q) : D*u € Ly(Q), |a| <k}

p

WIf(Q) ¢ chamado de Espago de Sobolev de ordem k

O espaco ij (Q) é equipado com a norma de Sobolev:

1
p

lullwr) = Z | D*ullf, (| dquandol <p < oo

la|<k

||U||W§O(Q) = Z ||Dau||Loo(Q) quando p = oo.
la|<k

Consideramos também a semi-norma,

S

’u‘WIIf(Q) = Z H DauHip(Q) quando 1< p < 00,
la|=k

assim podemos escrever a norma da forma:

||U’||W1’f( <Z|UIWJ(Q)>

=

Da mesma maneira,

|U|W§O(Q) = Z ||Dau||Loo(Q)

la|=k

0 que permite escrever,
k
lullwe @ = D lulw o)
§=0

Um caso especial é quando p = 2, o espago WF(€) é um espaco de Hilbert com

o produto interno:

(u7 U)WQIQ(Q) = Z (Dauv Dav)'

laf <k
Para este caso usamos uma notacao especial, H*(2) = W(Q2). Com maior freqiiéncia
utilizaremos os espagos H(Q2) e H?(2). Usando as definigoes de norma e semi-norma

em W3 (), temos

HY(Q) = {u € Ly(Q): — € Ly(Q), j=1,-- n}



1/2

L2(Q) }
1/2

Ly () }

2
H*(Q) = {u € Ly(Q) : ou € L), j=1,...,n ﬂ € Ly(Q), i,5=1,-- ,n}
" 9*u
Fe 20y = {”“”LQ +ZH&L~] La(© ZlHﬁx 1,

8[Ej
, 1/2
La()
1/2
[l @) {Z H(’?m 0 11 Lo () }

Definigao 1.6 Chamaremos de H}(Q)) o fecho de C§°(2) na norma de H'(Q).

ol {wuh +ZHax]

i ={ 352

Da mesma forma,

Pode-se mostrar também que sendo 0f2 a fronteira de €2 suficientemente suave, entao
H}(Q) = {u € H(Q) : u = 0 em 9Q}. Observamos que H}(2) é um espago de

Hilbert com a mesma norma e produto interno de H*(2).

Definicao 1.7 Seja Q C R™ um conjunto aberto, conexo e limitado e seja OS2 sua
fronteira. Sen > 2, dizemos que OS2 € uma fronteira Lipschitziana, se existe uma

cobertura aberta finita Uy, --- U, de OS) tal que para j =1,---  'm, temos:
1. 0QNU; € o grdfico de uma fungao Lipschitz g; e,
2. QN U; estd em um lado desta curva.

Lema 1.4 (Desigualdade de Poincaré-Friedrich) Suponha 02 Lipschitziana e

se]a,ue . niao existe uma constante Cy , thaepenaente ae u, ta. que
' H}(Q). Entdo exist tante ¢, (), independente de u, tal

/|u |2dx<c*2/ ’a:cz (1.4)

ou de outra forma:

17 0) < exlulin

10



Demonstragdo: Devido ao fato de C5°(Q) ser denso em H}((2), basta mostrar que
a desigualdade vale para u € C§°(€2). Para simplificar ainda mais, vamos considerar
Q = (a,b) x (¢,d) C R? visto que sempre podemos ter a,b,ce d € R tais que
Q C (a,b) x (¢,d). A demonstracio para o caso geral (Q C R") ¢ andloga. B

verdade que:
“ou * ou
wo) =uan) + [ Gend= [ Tend  c<y<d
Assim,

b d
/ (e, y)? dady = / u(z, y)? dady
Q

b

/
ik
/a/c(:z:—a
A
4

5 dé" dxdy Usando Cauchy-Schwarz,

/ ) dxdy

N >( a %(m\ df)dxdy
b d pb
(x —a)dx ( Ou

Sotc| deay
30— [ [Grte.| dody

IA

b rd
(x

IN

Ou seja,

s [P ey < [ |3

Analogamente,

2 ) ou 2
_c < [ |9v
d—c)? /Q [u(z,y)|” dedy < /Q ‘ay (m,y)‘ dxdy

Agora somando as duas equagoes acima:

2 2 9 ou|2 |0u
< il
((d_c)2+(b—a)2)/§2’u(:€’y>‘ dxdy_/QO . + 3y ‘) dxdy,
o que implica
ou|2 |0u
2 < ou
/Q|U(:c7y)| dzdy < C*/Q (’(%c + B > dxdy,

1
onde ¢, = <—(d_20)2 + —(bfa)2> )

11



1.2 Solucao fraca para problemas elipticos

Seja €2 C R™ um conjunto aberto e limitado. Considere a equacao diferencial

parcial linear de segunda ordem:

S ( aa) Zb

zgl

onde os coeficientes a;j, b;, c e f devem satisfazer:

a; €CHQ), dj=1,,n;

b € C(Q), i

ceC(Q);

feC(Q),

n

Y ap@)&g =) & VE= (4, L) ERY, e (1.7)
; =1

3,7=1
onde ¢ é uma contante positiva que nao depende de z e £. A condigao (1.7) é usual-
mente referida como Elipticidade uniforme e (1.5) é chamado de Equacdo eliptica

A equagao (1.5) associada a alguma aplicacdo, geralmente aparece junto com

algumas das seguintes condigoes de fronteira:

1. u =g em 99 (Condigao de Dirichlet);

ou
2. 5 = g, onde 1 denota o vetor normal unitario exterior a d€2 (Condigao de
n
Neumann),

sendo ¢g uma funcao definida em 0S2.

Na maioria das aplicacoes fisicas aparecem as duas condigoes, parte da fronteira

com condicao de Dirichlet e parte com condi¢cao de Neumann.

Consideraremos para andlise o problema de valor de fronteira homogeéneo de
Dirichlet:

- Z Oz (%ax ) Zb Mt @)= f@), weq, (1.8)

1]7
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u =20 em 0f2 (1.9)

com a;;, b;, ¢ e f satisfazendo (1.6)

Uma funcio u € C?(Q2) N C(Q) satisfazendo (1.8) e (1.9) é chamada de Solugao
Classica para o problema. A teoria das equagoes diferenciais parciais garante que
(1.8) e (1.9) tem uma tnica solugao classica contanto que os coeficientes envolvidos
sejam suficientemente suaves. Sabemos que em muitas aplicagoes esta suavidade
nem sempre ¢ garantida, o que torna a teoria classica insuficiente. Para contornar
essa insuficiéncia, vamos usar o conceito de derivada fraca em u para generalizar a
nogao de solugao. Suponha que u é uma solugao cldssica de (1.8) e (1.9). Entao

multiplicando (1.8) por uma v € C}(€) qualquer e integrando sobre €2, temos:

_ Z/ o, (a”a )vdm—{—Z/ 8xlvdx+/ c(x )uvdx:/gf(x)vdx (1.10)

A integral que esta dentro do primeiro somatorio, usando uma integragao por partes

se torna:

o 0x; \ 7 Oz, )oY 0z 836] 80 ity ox; ’

mas v € C3(Q), entdo a integral sobre 9 se anula, assim retornando na equagao,
chegamos a:

Z/a”g;iaa:; dx —i—Z/ axzvd:c—i-/ c(x )uvda::/gf(x)vd:c (1.11)

i,7=1

Yo € C3(9)

Observamos agora que para essa igualdade estar bem definida, nao ha a necessidade
de u € C*(Q): basta que u e g—; € Ly(Q) para i = 1,--- ,n. Desta forma, seria
razodvel esperar que u pertenga a H'(2). Mas devemos lembrar que u deverd
satisfazer a condicao de Dirichlet imposta no problema, assim procuraremos uma
u que esteja em HJ(€2). Com esta consideracao, vamos reformular o problema:
encontrar u € Hg(2) que verifique (1.11). Observe que a igualdade acima continua
fazendo sentido se ao invés de tomarmos v € C}(Q2) tomarmos v € H} () ainda que
s6 temos: Cg(Q) C Hg(2). Também, a;;, b; e ¢ podem ter relaxadas as condigoes
neles impostas anteriormente. B suficiente que estes pertencam a Loo(Q), 0,7 =

1, ,n.

13



Definigao 1.8 Seja a;j, b;, ¢ € Loo(), 4,7 = 1,--- ,n e seja f € Ly(Q). Uma
fungdo u € Hy(Q) que satisfaz
& ou Qv & ou
;i ——— dx + /bz-—vdx—i-/cxuvdx:/fxvdx 1.12
;Awm% > [ nggrvdes [ [ fowds (112
Vo € Hy ()
¢ chamada Solugao Fraca de (1.8), (1.9). Todas as derivadas em (1.12) sao en-

tendidas no sentido fraco.

Observacao 3 Se u € uma solugdo cldssica de (1.8), (1.9), entao u € também uma
solugdo fraca de (1.8), (1.9). Mas a reciproca nao € verdadeira. Discutiremos esta

questao mais adiante.

A titulo de conveniéncia para com as construcoes que se seguem e também por

simplificacao, usaremos a notagao:

Agora o problema envolvendo a equagao (1.12) pode ser escrito como:
Encontrar u € Hy(f2) tal que a(u,v) =I(v), Vv &€ H(Q) (1.15)

A existéncia de unica solucao para este problema é estabelecida usando o seguinte

teorema:

Teorema 1.1 (Lax - Milgram) Seja V espago de Hilbert equipado com a norma

| -1lv- Seja a(-,-) um funcional bilinear em V x V' tal que:
() 3 co> 0 tal que Yo € V., a(v,v) > aol|o|[3; (Propriedade Coerciva)
(i) 3 ¢1 > 0 tal que Yo, w €V, |a(w,v)| < ci||wly [|v]y; (Continuidade) e

(ii1) seja l(v) um funcional linear em V que satisfaga: 3 co > 0 tal que Vv € V,

l(v) < vy

14



Entao existe unico u € V' tal que:
a(u,v) =1(v) YveV.

Demonstragao: Veja [7], pagina 60.
Vamos usar este teorema para mostrar a existéncia e unicidade de solugao para
(1.15). Devemos entdo, verificar se nosso problema satisfaz as hipéteses do teorema.

J& observamos anteriormente que HJ(§2) é espago de Hilbert com produto inter-

no:
o ow v
(w,v) gy = /Qwvdx—l—Z/Q 5. . dx,
i=1
com norma associada: [|w|[ gy = (w, ’w) . Assim, fazendo V = H{ (), deve-

mos verificar se a(-,-) e [(-) satisfazem as hlpoteses do teorema.
Primeiro vamos mostrar a bilinearidade de a(-, -) e a linearidade de [(-) em H} ().

Para qualquer a, 3 € R, wy, wy e v € H}(Q), temos:

0
a(aw; + Pws, v) Z / a;;(x Oaw, %ﬁwz) 8;- dx +
Z; j

1,5=1

+ ;[sz<$)mwg—WU dx + /QC(I’)(awl +ﬁw2)v dx

8 0 Jwy 0
alaw; + Pwg,v) = Z/ (aaw awlav + Bag(x )8w2 a;) dx +
j

3,j=1

+2/( o, ﬁb()%mi)dw

+ /Q(ac(x)wlv + fe(x)wqv) da

= aa(wy,v) + Ba(ws,v).

Analogamente, se mostra que a(-,-) é linear na segunda entrada fixando a primeira.

E facil ver também que I(+) ¢ linear. Vamos agora mostrar a continuidade de af(-,-)

15



em H}(Q). Aplicando a desigualdade de Cauchy - Schwarz, temos:

8w ov
< i
la(w,v)] < ”E 1/ &p o1, dxr| + Z/ axzv dzr| + /QC(x)wv dx
§ : ow Ov
< y
A I?eaﬁx la:;(@) q 0x; 8:E] de

- max lc(z)]| | w(z)v(z) dx

ow
S machto | [ G

e
/ ow 81}
0x; 895]

IN

1255 r;lax|a” )|} 221
i,

4+ max max |b; (z
1<i<n

+ max |e(2)|

e

b
{15(1

i,7=1

/Q w(z)o(z) do
ow o ‘

dx) : ( / dx>
" z::(/ O ) (/Iv I2da:) 2+
o ([ an) " ([ rora)” )

) S (Ll
) (/lv !%lx) o

INA
o>

ow
8$i

ov

IA

Portanto:

a(w, ) < { > (/

ow
ox;

1/2
)

8:1;]

b ([t >|2dx)1/2</|v m;) s
; (/Q|w(w)|2dx>l/2]z:</ﬂ & dx>1/2}

ox;

[wtorpa)” +Z(/ >/}
{ /Q!v(x)|2da:)1/2 +ji (/ﬂ | dm) 1/2}, (1.16)

X

INA
o>
—
VRS




1<ij<n = 4¢ 1<i<n ~ 4¢ zeQ }
Vamos usar a proposicao seguinte para fechar a demonstragao da continuidade da

onde ¢ = mam{ max {max|azj( )N}, max{max]b( )|}, max |c(z)]

forma bilinear a(-, ).

Proposigao 1.4 Seja d € N. Entdo Vo € R, v = (z1, 29, -+ ,24), temos:

J J 1/2
i=1 i=1

Demonstracao: Usando desigualdade discreta de Cauchy-Schwarz, temos:

d d d 12 , 1/2 J 1/2
Sl =3 L] < (z 12) (zw) :@(zw)
=1 =1 =1 =1 =1

Agora usando a proposi¢ao acima em (1.16) com d = n + 1, temos:
n 1/2
la(w,v)] < é(n+1) /\w(x)|2 dx—i—Z/ Ou dx
7 - 8ZEZ

{/|v |2dx+2/ }

Desta forma, fazendo ¢; = ¢(n+1), chegamos que: [a(w,v)| < erf|w | g1 gyl [l g1.(q)

ox;

o que corresponde ao item (7).
Vamos agora mostrar a continuidade de I(-). Usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz,

il = | [ f@p i < ( / !f(w)l2dx)l/2 ( / |v<x)|2d:c)1/2
< ( / |f<x>!2dx>1/2 ( / Iv(a:)|2d:c+é / 2@;)1/2

= HfHLQ(Q)HUHHl(Q)

(%
axj

para toda v € Hy(). Fazendo ¢y = || f |, temos (id).

Resta somente verificar a coercividade de a(-,-). A partir de (1.7), obtemos que:

.~ v |2 & ov
a(v,v)EcZ/Q‘a—xi) dx+2/gzbia—%vdx+[20(x)]v\2dx.
=1 i=1
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19(v?)
2 Ox;

assim fazendo esta substituicao na segunda integral do lado

| ol az.

Note que —U =

direito na desigualdade acima, chegamos:

a(v,v)Zéi/ﬁ’%‘ /
i=1 '

integrando por partes esta mesma integral, obtemos:

1 < ob
vv >CZ/’&U2 :E—i;/ga

observe que esta integracao por partes envolveu derivada de b;, por isso vamos

dx + / c(z)|v]? du,
Q

fortalecer um pouco o assumido em b;, ou seja, vamos pedir que b; € WL (Q), i =

1,--- ,n. Continuando,
= Ov |2 1 <~ Ob;
>e) ==Y o | vl d.
a(v,v) > ¢ 2 /Q ‘8% d:c—l—/Q (c(x) 3 2 8xi> |v|* dx
Suponha que b; e ¢(x) satisfagam
1 = Ob; _
_Z > .
c(x) 5 9. > 0, xe0 (1.17)

Com isso, temos:

dx (1.18)

Devido ao lema de Poincaré-Friedrich, chegamos:

u ov |2 1
a(v,v) > ¢ /}—‘ dxzé—/Ude
wozed [ |5 AL

a(v,v) > £/ lv]? dx (1.19)
Csx JQ

Somando (1.18) e (1.19), obtemos:

u ov |2
a(v,v) > ¢ /UQdaH— /’—‘ do | = collv|%
(v.0) o(QH > /o ollv B

onde ¢y = Verificadas as hipdteses do teorema de Lax-Milgram, podemos

g
Tte.
afirmar que o problema (1.15) possui tnica solucao u € H}(f2), ou seja, o proble-

a (1.8) - (1.9) tem tunica solugao fraca. O teorema a seguir resume todas essas

consideragoes:
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Teorema 1.2 Seja a;;(z) € Loo(Q), i,j = 1,-++ ,n; bi(z) € WL(Q), i =1, ,n;
c(x) € Loo(Q), f(z) € La(Q). Suponha que valem (1.7) e (1.17). Entdao o problema
de valor de fronteira (1.8) - (1.9) tem tinica solugao fraca uw € HY (). Além disso,

vale também:

1
||“HH1(Q) < C_O||f||L2(Q) (1.21)

Demonstracao: A existéncia e unicidade ja foi mostrada utilizando o teorema de
Lax-Milgram, resta somente demonstrar a desigualdade acima. Pela coercividade

de a(+,-) e desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

collulling < aluu)=1(u) = (fu).@

IA

|(f7 U)LQ(Q)| S ||f||L2(Q)||u||L2(Q)

IA

||f||L2(Q)||u”H1(Q)7

ou seja, COHUHHl(Q) < ||f||L2(Q)
0J

O teorema anterior menciona também sobre a dependéncia continua da solugao
do problema com o lado direito da equagao. De fato, sendo u; e uy solucoes fracas
em HJ(Q) de (1.8), (1.9) com respectivos lados direitos: fi e fo em Lo(2), entdo
uy — ug € solugdo fraca de (1.8), (1.9) com lado direito f1 — fo € Ly(2). Agora
usando (1.21), temos que:

1
Hu1 — U9 ”Hl(Q) < C_O“fl - f2 HLQ(Q)

Teorema 1.3 (Desigualdade de Sobolev) Seja Q@ C R™ com 092 Lipchitziana,

seja k um inteiro positivo e sejap € R com 1 < p < oo tal que
k>n quando p=1
k>n/p quando p>1
Entio existe uma constante C' tal que para toda u € W) (Q)
lullyo oy < Cll sy

Alem disso, existe uma fungao continua em Ly (S2) na classe de equivaléncia de u.
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Demonstragao: Veja [7], pagina 32

Corolario 1.2 Seja Q C R™ com 0) Lipschitziana, sejam k e m inteiros positivos

satisfazendo m < k e sejap € R com 1 < p < oo tal que
k—m>n quando p=1

k—m>n/p quando p>1

Entao, existe uma constante C' tal que para toda u € W;(Q)

Ny < Cll s

Alem disso, existe uma fun¢do que é C™(2) em L,(Q2) na classe de equivaléncia de

u.

Demonstracao: Veja [7], pagina 32

Constantemente estamos nos deparando com funcoes avaliadas na fronteira dos
dominios onde elas estao definidas, ou seja a restricao dessas funcoes a fronteira.
Ao longo do trabalho vamos precisar muito de resultados sobre o comportamento
de funcgoes nessas condigoes, e é assim que introduzimos a idéia de Traco de uma
funcgao.

Seja u € C*°(Q) entdo o trago de u é definido como:

= ulyg

Como C*(f2) é denso em H'(Q2), podemos estender a aplicagao v de forma continua

para H'(Q).

Teorema 1.4 (Trago) Seja Q2 um dominio com fronteira Lipschitziana e p satis-

fazendo 1 < p < oco. Entao existe uma constante C' tal que:

1 1
lullz, o0 < Clluliglluliie, Ve Wy ().

Usaremos com bastante freqiiéncia um caso particular do teorema, quando p = 2.

Assim a desigualdade acima se torna:

1/2 1/2
00 < Cllulliaglulliig, — Yue HY(Q).
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E facil ver que | ull ) < el ) Por fim temos:
lll o) < Cllullp@, — Vue HY(Q).

Agora vamos colocar um resultado sobre regularidade de solucao da equacao

eliptica de segunda ordem.

Teorema 1.5 Seja L um operador da forma,

"0 ou L O(bi(w)u) & ou
=2 (ws3) ¢ D P ML e
Suponha que vale (1.7). Seja v € HY(Q) uma solucio fraca do problema Lu = f
em €Y, onde a;j,b;, 1,5 = 1,---,n sao uniformemente Lipschitz continuas em (2,
Ci,d € Loo(Q), i=1,--- ,nef € LyQ). Entao para qualquer subdominio ' CC Q
tem-se u € H*(QY') e existe uma constante C' que depende de n, ¢, ', a;j, b, ¢; e d,
tal que

||u||H2(Q’) < C(H“HHl(Q) + ||f||L2(Q))

Alem disso, u satisfaz quase sempre em € a equacao,

" 0*u - " daj; ou "L Ob;
Lu = G e | 22 i _
u ; % et T > ( 5o, T b + cz> 7o+ (Z o T d) u=f

=1 7j=1 =1

Demonstragao: Veja [11], pagina 183.
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Capitulo 2

Espaco particionado de Sobolev

2.1 Particao de Elementos Finitos

No decorrer deste capitulo consideraremos um dominio 2 C R?, aberto e limitado
com fronteira OS2 Lipchitziana. Denotamos por I'p a parte da fronteira sobre a qual
temos condicoes de Dirichlet e I'y onde temos condicoes de Neumann. Essa divisao
da fronteira deve ser tal que TpNTy =0 e T'p Uy = 0.

Seja P, uma particao de €2, ou seja, P, é um conjunto finito de subdominios K
tal que:

Q= J Ki, e KiNK;=0,i#j

K;eP,

Vamos definir agora dois coeficientes que conterao informagoes sobre a forma e
tamanho de um elemento K da particao P,. Sao eles: hi e pg, cuja definigao é:

hyx = diametro de K

px = sup{diametro de B; B é bola contida em K}
E importante observar que estas bolas mencionadas na definicao de px sao em
relacao a norma Euclidiana.

Assim, cada elemento K tem seu hy e seu pg. Pelo fato de B, possuir nimero
finito de elementos K, vamos chamar de A o maior dos hx em P, ou seja:

h= Igleaé hy

Para evitar a degeneracao de elementos K de uma particao P, quando h tende

para zero, faz-se necessario a definicao:
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Defini¢ao 2.1 A familia {P,} de particies P, é dita ter Forma regular quando

h — 0, se existe um numero o0 > 0 que independe de h e de K tal que:

h
K <o VKEDP,.
PK

Assume-se que todas as particoes deste trabalho tem Forma regular.

Com cada elemento K associamos a sua fronteira 0K e, nesta fronteira, associa-
mos o vetor unitario exterior que sera denotado por n.

Dada uma partigao P,, denotaremos o conjunto das arestas em P, por &, = {7}

com!l=1,---, Ny, onde N, é um inteiro que depende de h. Essas arestas podem

Nh

estar em 02 ou no interior de €2, assim tem sentido a definicao: I';,,; = (U fyl> \0Q,
=1

ou seja, as arestas que estao no interior de €2.

Na Figura 2.1 podemos ver K; e K; contidos no interior de 2 e também um K
adjacente a ). Vemos também ~;; C I';; denotando a aresta localizada entre os
elementos K; e K, onde por convencao temos ¢ > j. Em cada aresta v, associamos
o vetor normal unitario exterior n. Se v estiver associado com K; adjacente a 0f2,
ou seja, v C I'p UT'y, entao o vetor normal unitario é definido como n = n‘i.

Para um ~;; C I'jn¢, usando a convengao ¢ > j, n ¢ escolhido como o vetor normal

unitario exterior a K;, ou seja n‘i. Observando ainda a Figura 2.1, observa-se que

2.2 Espaco particionado de Sobolev

De maneira andloga como fizemos com H'(Q2) e H?(Q2), definimos H*(Q2) com s
um inteiro positivo. Definimos também H*(S), onde S é um aberto e S C Q pode
ser todo 2, K € P, ou mesmo um 7y € &,. O espago H*(S) denotard o usual espago

de Sobolev com norma respectiva |- || .(g). Definimos também o espaco:
H(div, S) = {v € (L2(S))*;V.v € Ly(S)}.

E por fim, definimos o Espago particionado de Sobolev:
H*(Py) = {v € Ly(Q); 0|, € H¥(K), VK € P}

cuja norma associada é dada por,
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Yij

o FA

I'n

Figura 2.1: Aresta e vetor unitario

1/2
2
101l s () = (Z HvHHs(K)> :

KePp,

Consideramos também o espaco de elementos finitos V" de funcoes polinomiais,
possivelmente descontinuas na juncao de elementos K da particao P,. Definimos

V' como:

VP = (v e Ly(Q) ; v|, =t0Fg', o€ Py(K)VK € P}

onde F é a aplicacao afim F : K — K do elemento mestre K no elemento K da
particao P, e Pp(f( ) é 0 espago de fungbes polinomiais sobre K com grai no maximo
.

Podemos observar que o grau maximo das fung¢oes polinomiais pode mudar de
elemento para elemento, assim representando por px o grau méaximo das fungoes
polinomiais sobre K, podemos definir um valor global para p em uma particao Py:

p= Ir{rg% PK

Na seqiiéncia colocaremos alguns resultados tedricos que serao de fundamental

utilidade no decorrer do trabalho.
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Lema 2.1 Seja Q C R? um dominio Estrelado (Star-shaped) com fronteira suave

9. Entdo para qualquer v € HY(Q), vale:

2 2
HUHLQ(BQ) < <HUHL2(9) +i1€1£ ’9E|HU“L2(Q)HVUHL2(Q)> (2.1)

inf |z|
x€0)

Demonstracao: Seja O € ) a origem e seja n o vetor unitario exterior normal a 0€).

A partir da definicdo de dominio Estrelado, existe uma constante positiva (3 tal que:
Ble] <x-n (2.2)
Aplicando o teorema de Green para o campo vetorial v?z, temos:

/asz v’r - nds = /QV - (vr) dzx (2.3)

Usando (2.2), a primeira integral em (2.3) pode ser limitada por baixo:

2. > 3 inf 2ds > 3 inf 2
/mva: nds_ﬁxlenm|x| v ds_ﬁxlglm|$| ||U||L2(6Q)

o0

A segunda integral em (2.3) pode ser limitada por cima:
/V'(v%)dx = /(UQV'SL’+:D~VU2)CZ.T
Q Q

= /2U2dm+/2vx-Vvdx
Q Q

2
2Hv|]L2(Q)+2/Q]v:U~Vv]da:

IA

2
< 2ol +2 / o] |2] Vo] da

IN

2
2010 + 250plel [ [o] Vol da

2
< 2fv ||L2(Q) + 231615 || ||U||L2(Q)||VU HLQ(Q)

Usando agora as duas estimativas, temos,

2

2 2

1017, 00) < 71%% 7] <Hv||L2(Q> +sup !x|||v|IL2<Q)I|WI|L2<Q)>
S
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Lema 2.2 (Desigualdade Multiplicativa do Trago) Seja K um triangulo ou

um quadrildtero tal que hx < opx (Forma regular). Entao, para toda v € H'(K),
2 <C 1 2
v HLQ(()K) = EHU HL2(K) + HUHLQ(K)”VU “L2(K)
onde C' € uma constante positiva.

Demonstragao: Seja a origem O o centro do circulo inscrito em K com raio pg /2.

Assim temos,

sup |z| < hg
zeK

h
r€OK 2 20

Usando esses dados no lema anterior, temos:

4o
2 2
v ”Lg(aK) < Tk <HU HLQ(K) + hi||v HLQ(K)H Vu HLg(K))

1 2
< 4o (EHU a0 + 10l iy 1 VO HLg(K))

Agora escolhendo C' = 4p, chegamos no resultado pretendido.
O

No Capitulo 1, colocamos um lema que mostra a desigualdade de Poincaré-
Friedrich, lema este é de suma importancia para mostrar a coercividade da forma
bilinear envolvida. Colocaremos aqui uma outra versao do mesmo lema que sera 1til

em consideracoes futuras.

Lema 2.3 Seja Q um dominio aberto, limitado e conexo em R? com fronteira Lip-

schitziana. Seja v € HY(Q) tal que

/vdx:O.
Q

||U||L2(Q) = CHVUHLQ(Q)’ (2.4)

Entao

onde C = C(2) € uma constante positiva.

Demonstragao: Veja [20], pagina 350 e [7], pagina 102.
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Lema 2.4 (Desigualdade Inversa) Seja z € P,,., entao

PK>
2
p

IVl L) < CﬁIIZHLQ(m (2:5)

Demonstracao: Faremos a demonstracao para o caso n = 1, ou seja K cC R, sendo
que para o caso de n > 1 é utilizado o mesmo argumento.

Vamos considerar primeiro um elemento da forma K = (—1,1), assim hy = 2.
Sendo L;(x) o polinémio de Legendre de ordem . Temos para todo ¢ > 1 que:

/ (Li(x))* dx = i(i +1). (2.6)

1

Para ver isso, usamos integragao por partes e propriedades de ortogonalidade dos

polinomios de Legendre:

[ @@y = - [ L@t ds+ @]

1 1 1

= Li(1) = (=1)'Li(-1).

i(i+1)
2 Y
Todo ¢ € P, pode ser expandido por uma série de Legendre (para mais detalhes

Desde que Lj(£1) = £

temos (2.6).

veja [20], capitulo 3 secao 3.3):

Pr
o(z) =Y a;Li(x)
=0
Onde,
Pi 9

A 112 _ 12
Vo1 = D 5 leal®

Usando (2.6), temos:
Pi
10 iy < D laalll Li@) Ny iy
i=0

< lai(iti+ 1)
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

Pr PR A
~r 2 2 2’L+1
s < (gt ) (325 )

=0 =0
i(i+1)

20+1

< o ||L2 Pk 12“23’(

2pp +1
~ 12
1oL, p—"5—Pi(Pi + 1)

1
= ||o ||L2 pK<pK + 1)(1’[( + 2)
< CH'&HLQ(K)Z?Z;(
Ou seja, [[0'[|,z) < CPEN Ol yx)
O hg que estd no enunciado do lema, aparece por um argumento de escala.

Basta observar que:

~ 1/2
19 |y = P10 ey ©

_ 12

1912, ) 101l )

O

Lema 2.5 (Lema de Aproximacao Polinomial) Seja K um elemento de uma
particao P, (triangulo ou paralelogramo) e u uma fung¢io em H*(K). FEziste uma

constante positiva C' que depende de s e o mas independe de u, pxg e hxg e uma

sequeéncia z, € Py, px = 1,2,---, tal que para todo q, 0 < g < s,
i) llu=2p oy < C—= i ol 520
P’
p—1/2
i) HU_Z”HLQ(V)SC K1/2||U|H5 K) s>1/2
Pk
u—3/2
iti) [Ju— ZpHHl('y) < Cf_—g/g||u| H#(K) s> 3/2
Pk

onde ;. = min(px + 1, 8), hx = diametro de K ey C 0K.

Demonstracao: Os itens (i) e (i7) sdo demonstrados em [3] e [4] e o item (i) é
mostrado em [19].

U
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Como um corolario do resultado acima, obtemos a seguinte propriedade de apro-
ximacao global. Seja ¢ € H*(Q2) e seja P, uma partigao de € em tridngulos. Existe

¢* € V"N Q) tal que para qualquer ¢, 0 < ¢ < s, satisfaz:

i} hH—a
H ¢ - ¢ ”H‘Z('P}L) < CFH ¢HHS(Q)7 (27)

onde p = min(p + 1,s) e C independe de ¢, p, h e B,. Observe que este resultado

também vale se ¢ € V.
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Capitulo 3

Formulacao fraca em espaco
particionado de Sobolev. Método
de (Galerkin Descontinuo de

Elementos Finitos

Iniciamos este capitulo apresentando o problema modelo e sua formulagao fra-
ca sobre a qual manteremos nossas atengoes no desenvolvimento dos métodos de
Galerkin Descontinuos. Esses métodos, por sua vez, serao também definidos neste
capitulo. Trabalharemos com trés métodos que provem de uma mesma formulacao
fraca, mas diferem entre si. Estas diferencas modificam as taxas de convergéncia
das estimativas de erro a priori que serao discutidas no capitulo 4 deste trabalho.

Estabeleceremos também teoremas que discutem sobre a equivaléncia entre a
solugao fraca e forte do problema modelo. Por fim, definiremos algumas normas de-
pendentes de malha e apresentamos a demonstragao da coercividade e continuidade

da forma bilinear da formulacao fraca em relacao a essas normas.
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3.1 Problema Modelo

Como problema modelo, trabalharemos com a seguinte equacao:
—Au+ cu = f, em 2, (3.1)

considerando como condic¢oes de fronteira:

U = U, em ['p,
’ P (3.2)
n-Vu = g, em ['y.

Assim, nosso problema modelo é estabelecido da seguinte forma:
Encontrar a fungao u que é solugao de (3.1) e esta sujeita as condigdes de fronteira
(3.2).

2 2
Aqui Au = 0“u  0*u ou ou

3—33% + 8—:@, n-Vu= nla—xl + n28—:172 e  C R? aberto, limitado e
com fronteira 02 Lipschitziana. Temos também que f € Ly(Q), g € HT/2(I'y) e c
é uma constante positiva. Para mais detalhes sobre H'/2(T"y), veja [7].
Estabelecido o problema, construiremos agora sua formulagao fraca em espacgos
descontinuos. Consideremos u inicialmente suficientemente suave a ponto de permi-
tir as operagoes necessdrias para esta construgao (a suavidade de u serd discutida

logo em seguida). Multiplicando (3.1) por uma v € H?(P,) e integrando sobre €,

chegamos:

—/Q(V-Vu—cu)vdx—/gfvdx.

Ao contrario do método de elementos finitos classico, aqui primeiro decompomos a
integral acima em integrais sobre os elementos de Py:

Z —/(V-Vu)vd$+ Z / cuv dr = Z / fude.

Kep, YK Kep, VK Kep, VK
Agora, depois da decomposicao é que vamos integrar por partes a primeira integral

na equacao acima. Usando a férmula de Green:

Z/KVu-Vvdx—Z/aK(n-Vu)vds—i—Z/Kcuvd:c: Z fudz

KeP, KeP, KeP, Kep, VK
Z / (Vu - Vo + cuv) do — Z / (n-Vu)vds = Z fudx (3.3)
Kep, VK Kep, /9K Kep, VK
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A segunda integral no primeiro membro de (3.3), é uma integral sobre a fronteira
de cada elemento da malha P,. Sendo assim, podemos separar essa integral conforme

o tipo de elemento de fronteira:

Z/aK(n'vu>Ud8 = Z (n-Vu)vds

Kep, ycrp * 7

+ Z /(n -Vu)v ds (3.4)

yCTn V7

+ Z (n-Vu)v; + (n- Vu),;v; ds

YijCline ¥ 149
com v; e v; representando a restricao de v sobre os elementos K; e K; respectiva-
mente. Também, (n- Vu); e (n- Vu); denotam a restrigdo do fluzon - Vu em K; e
K;.

Os somatoérios que envolvem integrais sobre elementos de fronteira onde prescre-

vem as condicoes de Dirichlet e Neumann serao denotados mais simplificadamente:

Z /W(H'VU)UCZS:/FD(H'VU)UOZS

vCI'p
Z /(n-Vu)vds:/ (n-Vu)vds
vCDy 7Y I'n

Vamos agora tratar das integrais envolvendo elementos de fronteira internos a
(2. Dado a aresta 7;; C I, que ¢ formada por dois elementos adjacentes, K; e Kj,

1 > 7, notamos que:
(n-Vu)v; + (n-Vu);v; =n- (Vu);v; —n - (Vu),v;, (3.5)

isto se deve ao fato de que o normal a K; em 7;; é o oposto do normal a K; em ;.

Sendo a, b, ¢ e d nimeros reais, é valida a identidade:
1 1
ac—bd:§(a+b)(c—d)+§(a—b)(c+d). (3.6)

De fato, 1(a+b)(c—d)+ 1(a—b)(c+d) = L(ac—ad+bc—bd) + 1(ac+ ad — bc — bd)

= 3(ac — ad + bc — bd + ac + ad — be — bd) = ac — bd.

Usando a identidade acima, podemos reescrever (3.5) da seguinte forma:
n- (Vu)v; —n- (Vu),v; =

= %(n -(Vu); +n- Vu)j>(vi — ;) + %(n (Vu); —n - Vu)j) (vi + ;)

= (n-Vu[v] + - Vul(v)
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Usamos acima uma notacao para compactar as expressoes. Desta forma, defini-
mos [v] e (v) como sendo, respectivamente, o salto e a média de v sobre um 7;; C '
com i > j, para qualquer v € H*(K;) x H*(K;), s > 1/2, ou seja:

[v] = vi —v;

(v) = (v + v5)

Para v C I'p, estendemos convenientemente a definigao de [v] e (v) como:
[v] = v
(v) =v
Com esta extensao da defini¢ao, temos:
/ (n-Vu)vds = / (n-Vu)[v] ds
I'p I'p
Lema 3.1 Seja H(A,Q) = {u € Ly() : V-Vu € Ly(Q)}. Entio Vu € H(A,Q)

temos que u e (n-Vu) sao fracamente continuos sobre Ij,;.

Demonstra¢ao: Tomamos dois elementos vizinhos K; e K; em B, e introduzimos
K = int (Ki UK j). Para mostrar a continuidade de u, nés tomamos uma fungao
teste arbitrdria v € C$°(K) e consideramos o produto interno local (Vu,v) Lo(R):
Separando o produto interno em dois termos sobre K; e K; e usando a férmula de

Green, obtemos:

(Vu, VU)LZ(K) = (Vu, VU)LQ(Ki) + (Vu, VU)L2(KJ')
= _(ua AU)L2(K¢) - (uv AU)L2(KJ')

+/ w; Vv -nds+ / u;Vou - (—n)ds
OK; OK;

(Vu, VU)LQ(K) = _(uv AU)LQ(Ki) - <u> AU)Lz(Kj)

+/uiVU-nds—/uva-nds
v gl

= _(ua AU)LQ(K'L) - (’LL, AU)LQ(Kj) + /[u]vv ‘nds

Y

= —(u,Av), ) + /[U]Vv ‘nds,

~
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ou seja:

(V10.V0) 4 = (. A5 + [ (V0 mds,

o

onde 7 = 0K; N 0K, e n denota o vetor exterior normal em . Agora usando outra
vez a formula de Green na primeira parcela do lado direito da equacao acima, temos:
(Vu, Vo), zy = (Vu, Vo) gy + /[u]Vv -nds,
v
o que implica que:

/[U]Vv-nds =0,

o

para toda v € CS°(K). Para verificar a continuidade de (n - Vu) procedemos de

forma parecida:

(Au, )0y = (A, v) o) + (A, 0) Lo,
= _(Vu> VU>L2(K2') - (Vu, VU)LQ(KJ)

+/ (Vu - n)v ds+/ (Vu-n);vds
oK, 0K

= —(VU, VU)LQ(KZ') — (Vu, VU)LQ(K]')

+/ (Vu); -nvds — / (Vu); -nvds
oK, OK;
= _(Vu> VU>L2(K2') - (vu7 VU)LQ(Kj)

+L(vu)i ‘nvds — /(Vu)j -nv ds

v

= —(Vu,Vu), iz + /[Vu -njv ds,

.
ou seja:

(AU,U)L2(I~() = —(Vu, VU)L2(I”() + /[Vu -mjv ds,

o

agora, usando férmula de Green na primeira parcela da equagao acima, chegamos a:

(B0} 5 = (B0 + [ [T nods,

.
o que implica que:

/[Vu-n]vds:o
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Observe que H?(2) C H(A,Q). Assim, se u € H?(), a integral sobre Ty

torna-se:
> [ (mevowt o von)as = 3 [ (vl e vig) o

_ /F (0 Fujfo] + [n- Vul(v) ) ds

= /Fmt<n -Vu)[v] ds

Assim, a integral sobre fronteira em (3.4) torna-se:

I;D,I/BKH Vu)vds = /FD<n.vu>[U]ds
+ /FN(n-Vu)v ds
+ /Fim<n - Vu)[v] ds
= /FMUFD (n - Vu)[v] ds + /FN gv ds,

onde unimos o que se refere a I';,,; e I'p e introduzimos aqui as condi¢oes de Neumann

/fvdx—l—/ gu ds
I'n

Vamos agora, de forma andloga ao feito no capitulo 1, introduzir uma forma bilinear

dadas no problema. Por fim, (3.3) pode ser reescrita como:

> / (Vu - Vv + cuv) dz — /F thFD(n Vu)[v] ds

Kep, VK KeP,

e uma linear, definidas em H?(B,) x H?(P,) e H%(P,), respectivamente.

B(u,v) Z / (Vu - Vo + cuv) dx (3.7)

KeP,

Fo) = > / fodr + /F v (3.8)

Definimos também uma outra forma bilinear definida em H?(P,) x H?(B,):

J(u,v) = /F . (n - Vu)[v] ds (3.9)

Desta forma, uma formulagao fraca descontinua para a equagao (3.1) serd: encontrar

u € H?*(P,) tal que:
B(u,v) — J(u,v) = F(v), Yve H*(B,). (3.10)
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A formulagao fraca acima constitui o ponto de partida para a derivacao de varios
Métodos de Galerkin descontinuo de elementos finitos (Discontinuous Galerkin Fi-

nite Element Methods - DGFEM), em particular, os que veremos neste trabalho.

3.2 Formulacoes fracas e discretizacao por elemen-
tos finitos

Neste pardgrafo, definiremos as formulagoes cujas estimativas de erro serao discu-
tidas no capitulo 4. O lema (3.1) diz que se u € H?*(2) entdo [u] e [n- Vu] se anulam
sobre cada elemento v;; C I';;;. Usando este resultado, juntamente com o Teorema
(1.5), que trata da regularidade de solucao, obtemos que: se u € H(Q) N H*(P,) é
solugdo do problema (3.1) - (3.2), entdo [u] = 0 em cada 7;; C I';;. As formulagoes

que iremos construir se apoiarao nesse fato:

/ oflds =0 Vo€ Lo(my). (3.11)
Vij
Mas isso acarreta que:
/ n-Vo)ulds =0  Yoe H(P). (3.12)
F'Lnt

Além disso, podemos aplicar as condicées de fronteira de Dirichlet da seguinte

maneira fraca:

/r (n-Vo)uds = / (n-Vo)ugds  Yv € H*(P,). (3.13)

I'p
O segundo membro na igualdade anterior ¢ uma forma linear em v, iremos nomea-la

como Jy(+), portanto:
Jo(v) = / (n-Vo)ugds Vv € H*(P,) (3.14)
I'p

Portanto, se u € H*(2) N H?(P,) temos que vale (3.12) e fazendo u = uy em I'p,
chegamos que:

J(v,u) = Jo(v) Yo e H*(P) (3.15)
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3.2.1 Método de Elemento Global - GEM

Introduzimos agora a forma bilinear B_(-,-) e a forma linear F_(-). O sinal no
indice das formas refere-se ao fato de subtrairmos o termo J(v,u) em ambos os

membros de (3.10).

B_(u,v) = B(u,v) — J(u,v) — J(v,u),

(3.16)
F_(v) = F(v) — Jo(v).
O GEM consiste em encontrar u tal que:
B_(u,v) =F_(v) Vve H*PB,). (3.17)

A correspondente discretizagao por elementos finitos do problema acima consiste em

encontrar u, € V" tal que:

B_(up,v) = F_(v) Vv € VP (3.18)

3.2.2 Meétodo de Galerkin Simétrico com Penalizacao Inte-

rior - SIPG

Para forcarmos a continuidade da solucao pelo método descontinuo sobre as
arestas dos elementos de malha, introduzimos um termo de penalizacao na formu-
lagdo. A idéia da introdugao desse termo foi proposta por Arnold em [2] e por
Wheleer em [21]. Introduziremos o seguinte termo de penalizagao:

-y / dds+ 3 /auvds—/ olulfv] ds

Yij Clint yCT'p I'intU'p

e também:

Z /auov ds—/ ougu ds,

vCIlp

onde o representa o parametro de penalidade que depende do tamanho de v;; e «y
e do grau polinomial usado sobre o elemento de malha, ou seja, o = o(h,p). Desta
forma SIPG difere de GEM somente pela adi¢ao de um termo de penalizagao. Assim

as novas formas bilinear e linear, ficam:

B? (u,v) = B(u,v) — J(u,v) — J(v,u) + J(u,v),
F2(v) = F(v) = Jo(v) + J§ (v).

(3.19)
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SIPG consiste em encontrar u tal que:
B (u,v) = F°(v), Vv € H*(B,) (3.20)

A correspondente discretizacao por elementos finitos do problema acima consiste em

encontrar u, € V" tal que:

B (up,v) = F2(v), Vv € VP (3.21)

3.2.3 hp-Método de Galerkin Descontinuo de Elementos Fini-

tos - DG

O método DG difere de GEM somente pela troca de um sinal. Desta vez, so-

mamos ao invés de subtrair o termo J(v, u):

By (u,v) = B(u,v) — J(u,v) + J(v,u),

(3.22)
Fi(v) =F)+ Jo(v).
A formulacao para DG é entao encontrar u tal que:
B (u,v) = Fi(v), Vv € H*(R,) (3.23)

Para a respectiva discretizacdo por elementos finitos teremos que encontrar u;, € V"
tal que:
B (up,v) = Fy(v), Vv € VP (3.24)

3.2.4 Método de Galerkin Nao-Simétrico com Penalizacao

Interior - NIPG

Usando o termo de penalizagao definido em SIPG, e somando em ambos o0s

membros da formulagao do método DG, temos

B (u,v) = B(u,v) — J(u,v) + J(v,u) + J7 (u,v),

(3.25)
FL(v) = F(v) + Jo(v) + J§ (v).
O método NIPG consiste entao em encontrar u tal que:
Bl (u,v) = Fi(v),  Yve H(P). (3.26)
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A discretizacao por elementos finitos do problema acima consiste em encontrar u, €
Vhr tal que:

B (up,v) = FZ(v), Vo€ V" (3.27)

Observe que podemos entender GEM como um caso especial de SIPG, quando

o =0 e também DG como caso especial de NIPG fazendo o = 0.

3.3 Equivaléncia entre os problemas forte e fraco.

Nesta se¢ao, mostraremos um teorema que trata da equivaléncia entre as formu-
lacoes forte e fraca. Ele mostrard essa equivaléncia usando o método GEM. Com
relacao aos outros métodos, SIPG, DG e NIPG, os resultados sao idénticos. Com
este teorema garantimos, de certa forma, a existéncia de solucao em formulagoes des-

continuas. Observe a seguir que o teorema nao estabelece a unicidade de solucao.

Teorema 3.1 (GEM) Seja u € C*(Q) solugio do problema (3.1) - (3.2). Entdo
u satisfaz a formulagdo fraca (5.17). Reciprocamente, se u € H'(Q) N H*(PB,) €
solugdo de (3.17), entdo u satisfaz a equacao diferencial parcial (3.1) juntamente

com as condigoes de fronteira (3.2).

Demonstracdao: A primeira parte do teorema ja foi mostrada ao longo da derivacao
de GEM. De fato, se u € C2(f2) é solugao do problema (3.1) - (3.2), entdo u satisfaz
(3.10) e também (3.17).

Para a reciproca, seja v € C§°(K), entao por (3.17) é verdade que:

/(Vu-Vv+cuv)d:c:/fvdx
K K

Integrando por partes a equacao acima, temos:

/K(—Auv 4 cuv) dr = /Kfv dz

Pelo fato de v ser arbitrdrio em C{°(K), temos pelo lema de du Bois-Reymond o
seguinte:

—Au+cu=f quase sempre em K (3.28)
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Continuando, consideramos uma aresta interior «;; formada pelos elementos K; e
K. Seja v uma fungao em Hj(K; U K;) C H*(K;) x H*(K;), estendida por 0 fora
de K; U K. Entao os termos J(u,v) e J(v,u) se anulam pois [u] = [v] =0 em v;; e

a formulacao fraca (3.17) reduz-se a:

/ (Vu - Vu+ cuv) do = / fvdx (3.29)
KiUKj

KiUKj
Por outro lado, multiplicando (3.28) por v, integrando em K; e K; e usando férmula

de Green, temos:

/ (Vu - Vv + cuv) dx—/ (n-Vu)ivdsz/ fvdx
Ki Ki

/ (Vu - Vo + cuv) dm—/ (n-Vu)jvdS:/ fudx
K; Yij K;

Somando as equagoes acima:

Vu-V dr — -Vulvds = d .
/Kiqu( u - Vo + cuv) dx / n - Vulvds / fvdz (3.30)

Yij KiUKj

Comparando (3.29) e (3.30), vemos que:

/[n-Vu]vdszO Vo € H2(K; U K;).

Yij
Entao temos que [n - Vu| = 0 para todo ;;. Isso implica que Vu € H(div, Q). O

que permite concluir que u satisfaz a equagao (3.1) globalmente em (2, isto é:
—Au+cu=f quase sempre em ) (3.31)

Para verificar que u satisfaz a condigao de fronteira de Dirichlet, consideramos
agora uma fungao v € H}(Q) N H?(Q). Multiplicando por v e integrando por partes
(3.31), temos:

/(Vu~Vv+cuv)dx:/fvdx
Q Q

Uma vez que (3.17) produz:

Vu-V dx — -Vo)uds = dx — -V d
/Q( u - Vv + cuv) dx /FD(n v)u ds /va x /FD(n v)ug ds

Subtraindo as duas equacgoes acima, chegamos em:
/ (n-Vo)(u—up)ds=0 Vv Hy(Q) N H*Q),
I'p
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e assim concluimos que u© = ug q.s. em I'p. Da mesma forma, escolhendo v €

H?*(Q) € H?*(P,) tal que v =0 em I'p chegamos que:
/ (n-Vu—gJvds=0 Vv € H*(Q) tal que v =0 em I'p,
'y

o que implica que n- Vu = g em I'y.
O

Observagao 4 Note que se ¢ =0, C%(Q) pode ser substituida no teorema anterior

por HY(Q) N H?(P,) desde que Vu € H(div, ).

3.4 Propriedades das formas bilineares

Nesta secao apresentaremos algumas normas que dependem da malha e depois
mostraremos coercividade e continuidade das formas bilineares envolvidas em GEM,

SIPG, DG e NIPG em relacao a essas normas.

3.4.1 Normas que dependem da malha

1. Norma de energia:

10125, = Bo,o) = 3 (IV0lu0 +elvlig) — (3:32)

KeP,

2. Norma proposta por Sili em [12]:

l|v H;h = B(v,v) + J?(v,v) = ||v ||2,Ph —|—/ o[v]? ds (3.33)

Fint Ul_‘D

3. Norma proposta por Baumann em [6] e por Baker e Karakashian em [5]:

1
Il = [loll3, + / Lin. v ds (3.34)

LineUlp O

3.4.2 Continuidade das formas bilineares

Mostraremos a continuidade das formas bilineares B4 (-,-) e BL(-,-) em relagdo

a norma || - I, em H?*(P,).
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Teorema 3.2 (GEM e DG) Seja B.(-,) a forma bilinear definida em (3.22) e
(3.16). Entao,

Bs(u, )| < lullp, Ivllp,. — Vu, Yo € H*(P). (3.35)
Demonstragao: A partir da definigdo de By (u,v), temos:

|Bi(u,v)| = |B(u,v) — J(u,v) £ J(v,u)]

< B(u, v)|[ 4 [ (u, )] + [ (v, u)]
Podemos majorar |B(u,v)| da forma:

|B(u,v)| < Z/\Vu Vv + cuv| dz

KePp,

= Z/\/Wu Vo + cuv|? dz

Kep,

IN

Z / V (V- V)2 +2(Vu - Vo)euw + c2uo? do
Keh,

Z/\/\Vu\ |Vo|? + 2|Vul||Vv|cuv + c2uv? da.

KeP,

IN

Sabemos que (|[Vu|y/cv — |[Vu|y/cu)? > 0 e isso implica que 2|Vul||Vulcuv <

|Vul?cv? + |Vol?cu?. Usando essa desigualdade, temos:

|B(u,v)| < Z/\/|Vu| (V|2 + [Vul2cv? 4 |Vol?cu + c2u?v? dx
KeP,

= Z / V(IVul2 4+ cu?) (Vo] + cv?) do

KePp,

= 3 [ VIV IV T ) do

Keh,

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e Cauchy-Schwarz discreta, temos:

ot = ¥ (i soron)”" (i eeiran)

Kep,
1/2
< (Z/ (|Vul* + cu?®) d ) (Z/ (|Vo]* + cv?) d )
KePR KeP,
= |lull.pllvl.p, (3.36)
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Para estimarmos |J(u,v)|, procedemos:

Tuwv)| < / - Vgl ds

\// o~ n - Vu)? ds\// olv]?ds
[intUl'p TintUl D

Tw,u)| < / - Vo)l ds

< \// olu)? ds\// o~ l(n-Vv)2ds
LintUl'p I'intUl'p

Agora, usando as trés estimativas encontradas e a desigualdade de Cauchy-Schwarz

IA

Da mesma forma,

discreta, temos:

|Bi(u,0)| < lullepllvllemn,

+ \// o~ n - Vu)? ds\// olv]?ds
TintUl'p FintUl'p
+ / olu)? ds / o~ l(n-Vv)2ds
intUFD intUFD
HuHePh 2ds—|—/ (n-Vu)?ds
thFD thFD

\/HvHeph 2d$—i—/ (n-Vuv)2ds
thFD thFD

= ulp, v,

IA

X

U
Teorema 3.3 (SIPG e NIPG) Seja Bi(-,-) a forma bilinear definida em (3.25)
e (3.19). Entao,

BL(u,v)| < Cllullp ol Vu, Yo e H*(R), (3.37)
onde C € uma constante e C' < 2.

Demonstra¢ao: Como no teorema anterior, fazemos:

|BL(u,v)| = |B(u,v) = J(u,v) £ J(v,u) + J°(u,v)]

IN

|B(u, )| + [ (u, )| + |J (v, u)| +[J7 (u,v)]
< Nl vl + 177 (w, )1,
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vamos agora trabalhar com [J7(u,v)|:

IJWMW|S[;MHJdMWH%f&¢£mubﬂmﬂh¢Z;N%0WP%

Juntando essas estimativas e usando novamente Cauchy-Schwarz discreta, obtemos:

Bl < mmw%%+¢/ owa¢/ ool ds
LintUl'D [intUl'D
< WM%+/ dww¢wﬁ+/ ofol? ds
[intUl'D TintUlp

2 2 2 2
< VIl + Tl Il + 1ol

_ ¢2|||u|||;¢2lllv|||%
= 2fully, vl

Vemos que C' é no maximo igual a 2.

3.4.3 Coercividade das formas bilineares

Nesta se¢ao, o intuito seria mostrar a coercividade das formas bilineares B (-, -)
e BL(+,-) em relagio a norma |- [l, em H?*(P,) para que pudessemos aplicar os
teoremas classicos de existéncia e unicidade de solugoes dos métodos descontinuos.
Mas infelizmente até a atualidade s6 podemos mostrar esta coercividade no espaco

discreto descontinuo V" e mesmo assim, sé para os métodos SIPG e NIPG.

Teorema 3.4 (NIPG) Seja o = kp?/h, k sendo um nmimero positivo. Entdo, para

qualquer k > 0, existe uma constante positiva, o > 0, tal que:
Bl(z,2) = allzlp,  Vze V™, (3.38)
onde o independe de h e p.

Demonstragdo: Seja o € R e z € V. Entao

Bl(2,2) = allzlly, = B(z,2) + J7(z,2)
l(1’1-Vz>2 ds)

- (B(z,z) + J%(2,2) + /F Y
= (1—a)B(z,2)+ (1 —a)J(z,2)

1
—04/ —(n-Vz)?ds.
DineUTp @
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Sendo (n - Vz) a média do fluxo sobre a aresta que separa dois elemendos K; e Kj,
a correspondente integral pode ser separada em duas integrais com integrando (n -
Vz)?/o e (n-Vz)j/o cada um associado com os elementos K; e K, respectivamente.

De fato podemos abrir o integrando da forma:

(n-Vz)? = (<n-vZ>i;<n~vz>J~>2

< 3 V2t i(n- V) (3.59)
= 3 ((n-V2)?+1n-Vz)?)

Para a ultima desigualdade foi usado o fato: (a + 0)? < 2a? + 20,

Vamos tratar separadamente I'p e I';,;. Portanto, seja v C I'p e considere a integral
associada ao elemento K cuja fronteira contém ~. Relembrando a definicao de média
sobre I'p: (v) = v e usando a Desigualdade Multiplicativa de Trago (Lema (2.2)) e

a Desigualdade Inversa (Lema (2.5)), teremos:

1 1
/—<n~Vz>2ds - /—(n-Vz)st
Lo Yy
Ty 1 2
< —n|*|Vz|"ds = [ =|Vz|*ds
’YO- ’YO-
1
= g“vzﬂim)
1 2
< ;HVZHLg(aK)
1 , cf1 ) ,
/7;<n-Vz> ds < ;(E”VZ“LQ(K)—’—||VZ||L2(K)||V Z||L2(K)
cf1 2 Pic
< ;(EHVZHLQ(K)+||V'U||L2(K)COEHVZ||L2(K)
C pik 2
= ;EHVZHLQ(K),

fazendo agora o = kp% /hx, obtemos:

1 C
/;(n.Vz)2 ds < E”VZHQLQ(K)
v

Vamos agora considerar I';,;. Seja «;; C 'y Observe que quando o tamanho

do elemento de malha hg, e hg, e o grau polinomial pg, e px, sao diferentes nos
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elementos K; e K; que compartilham a aresta v;;, podemos escolher o como:

g =

max(pi,, P, )

min(hKi, hK]) ’

Assim, usando a mesma anélise feita para I'p teremos:

1
/ —(n.Vz)?ds <
vi; @

ij

<

<

OPK
IIV 2\ L)

C mln(hK bk, ) P
k max(pK ,pK ) hK

AT

Resumindo essas observacoes, para 7;; C i

O
J

/7 l(n-Vz>2d3 < 1/2/7”%<(1r1-Vz)Z2 (n- Vz))ds

= 1/2(/%;'(11 Vz)? ds—i—/%ji(n Vz)? ds)

< <||Vz||L2 )+ 1V, )

e 1sto acarreta:

1
/ —(n-Vz)*ds
DineUlp O

também,

1
o
LineUlp O

Por fim, chegamos que:

n

C

7 Z ||VZ|’i2(K)
KeP,

C

7 2 (1921200 + 12100
Kep,

B2,

V)2 ds > —agB(z, ).

k

(3.40)

B (z,2) — a|||z|||72,h = 1—-a)B(z,2)+ (1 —a)J(z,2) — a/ l(n - Vz)?ds
I'intUl D

> (1—a—-aC/k)B(z,2)+ (1 —a)J(z, 2)

Para garantir que B (z, z) — oz|||z|\|72>h > (, precisamos que:

0<a<

1
1+ C/k

e 1—a>0
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Observando a primeira inequacao, vemos que dado k é sempre possivel escolher o
de modo que ela seja satisfeita. E com esse a escolhido, se verifica automaticamente
a segunda desigualdade. Concluindo, vemos que B9 (:,-) é coerciva em VP para

qualquer valor de k£ > 0.
O

Teorema 3.5 (SIPG) Seja o = kp?/h, k sendo um nimero positivo. Entdo, para

qualquer k > kg, existe uma constante positiva, o > 0, tal que:
B (z,z) > a]”z|||72,}, Vz eV, (3.41)
onde « independe de h e p.
Demonstragdo: Seja o € R e z € V", Entao

B°(z,z) — oz|||z|||72% = (1—-a)B(z,2)+ (1 —a)J(z,2)
1

— 2/ (n-Vz)[z] ds—a/ —(n-Vz)*ds
PintUT'D DineUlp O
b

2
Usando que (\/Ea - %> > 0 implica que 2ab < ca + g, temos que existe um ¢ tal

que para toda aresta v C I';,; UT'p:

2/(n-Vz>[z]ds§ \// an2ds\// 22 ds

< /7 (n-Vz)? derE/7 olz]? ds
_ s/§<n-vz>2ds+§ﬂz,z)

Colocando esta estimativa, temos:

B2(s2) —allely, > (1= a)B(s2)+ (1= a = )J°(=2)

1
- (8—}—(1)/ Lin.va)2ds
TineUTp 7

> (1 —a—(e+ 04)%) B(z,z) +(1—a— 1)J"(z,z)

€
Nesta tltima desigualdade usamos um resultado do teorema anterior, veja (3.40).
Vemos que para garantir B7 (z, z) — a|||z]”72)h > 0 precisamos encontrar « tal que
sejam satisfeitas:

1

(1—a—(s+a)%)20 ¢ (1—04—2)20
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A segunda inequacao requer que:
1
O<a<l—-—,
€

como precisamos ter o > 0, deduz-se que € > 1.
J& a primeira inequacao requer que:

1—<C/k _1-C/k _k=C

< —
O<as 1+C/k —1+C/k k+C

Assim, fazendo k suficientemente grande, k > kg, temos satisfeitas as duas exigéncias

feitas sobre a (Devemos ter no minimo k > C').
U

Observacao 5 Observamos que B%(-,-) (Método NIPG) é coerciva em H?*(P,) em

relagdo a morma ||- ||, . De fato, para qualquer v € H?(P,), temos:
B (0,0) = B(v,0) — J(v,0) + Jw,0) + FPw,o) = [0}, (3.42)

E direto também mostrar que Bo(-,-) (DG) é coerciva em H2(P,) em relagio d

norma de energia ||- ||, p -

B, (v,v) = B(v,v) — J(v,v) + J(v,v) = B(v,v) = ||v Hi?’h (3.43)
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Capitulo 4

Estimativas a prior: de erro

4.1 Estimativa de erro para os métodos SIPG e
NIPG na norma de energia

Nesta primeira secao colocamos teoremas que estabelecem estimativas do tipo a
priori para os métodos SIPG e NIPG na norma de energia, levando em consideragao

taxas de convergéncia em p e h.

Teorema 4.1 (SIPG e NIPG) Seja u € HY(Q) N H*(P,), s > 2 a solugio de
(3.20) (SIPG) ou (3.26) (NIPG) e seja uy, solugdo discreta descontinua de

B (up,v) = Fi(v), Yo € V. (4.1)

Entdo, escolhendo o = kp*/h, (k > 0 para NIPG e k > ko para SIPG), o erro

e =u — uy satisfaz:
pn—1

h
lell.n < CW'

| u H5(P,) (4.2)

onde pp =min(p+1,s), p > 1.
Demonstragao: Por defini¢ao de norma, temos que |el[,n < [le]l . Isto significa
que podemos demonstrar a estimativa do teorema em termos do norma || - || . Seja

z, um interpolante de u em V"?. Usando uma notagao: n = u —z, e £ = uj, — 2,

temos que e = u — u, = n — . Pela desigualdade triangular, temos:

lells, = llv = unlly, = ln = &l < Inlly, + €k,
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Demonstramos que B (+,-) é coerciva em V. Assim, tendo em vista que £ € VP,

temos:

€l < CLBL(E, ).

Subtraindo (3.20) de (3.21) ou entao (3.26) de (3.27), chegamos que:
B (w — up,v) =0, Yo € VP

esta propriedade é conhecida como Ortogonalidade de Galerkin. Usando esta

propriedade e lembrando que v — u, =1 — &, temos:
Bi(n_£>v):0> V'Uevhpa

em particular para v = &:
Bi(n - 57 é) =0

e isto implica que:

BL(¢,€) = BL(n,€)

Pela continuidade de BY(-,-), temos:

BL(n,€) < Callnllp Iéll,, = BL(E€) < Callnlly, €l

Agora, usando a coercividade acima, chegamos em:

Ul

o, =Gl Ik, = 1y, = Cluly,

Com esta desigualdade, estimamos o erro somente em funcao de n:

lell, < Inlly, + 1€, < lnly, + Clinly, = 0+ O)linly, = Clinly, (4.3)

Note que C' é uma constante genérica que independe de h e p e absorve outras

constantes que aparecem.

Pela definicao da norma || - || , temos:
1
Inlz, = > / (IVnl? + en?) dw+/ —<n-Vn>2d8+/ oln)*ds (4.4)
Kep, VK DineUT'p 7 LineUT'p

50



Escolheremos agora o interpolante z,, como no Lema (2.5). Considerando este

interpolante e usando o item (i) deste lema, temos:

2

2 hlltgl 2
19 e <l <€ (25
K Pk

H*(K)
2 WS i
/cn da::c/n dx—c||77HL2 <CC'< ) [ u]
K Pk

Somando estas duas expressoes, chegamos a

s>1

2
H5(K) 520

hQ},L—Z
[ (0nP s ar) o< €l 521 (45)
K Pk

Para fazer a estimativa da segunda integral em (4.4), procedemos como em (3.39).
Assim, resumindo a andlise feita na seqiiéncia de (3.39), chegamos que: seja v C

I';ne U T p, considere a integral sobre K € P, associado a este 7y, entao,

1 1 1
/ Ln-vn2ds < / L v ds = / Liwnp ds
'YU 'YU 'YU

2 2
= ;H 77HL2(7) < EHVHHLQ(C')K)

c( 1 2 2

< — <EH Vil Ly + 1V Ly Vo0 HL2<K>>
C

<

1 2
p. E”nHHl(K) + H77HH1(K)H77HH2(K)

2

< Ok (M) o B
~ h s—1 Hs(K
o K \Pg pK p

1 C(hp23  pwd
—(m-Vp)?ds < —|E5+L o )|ul
/70 P p? 2 p%( 3 Hs(K)
Ch#=?
< =B e (4.6)
Upg( 3 (K)
C h#?
< el e e s > 2.
kopzt (®)?

Para estimar a terceira integral em (4.4), usaremos novamente o argumento de
associar a um v C I'p o elemento K € B, e também um ~;; C I';;,; aos elementos

K;, K; € P, que compartilham ;;. Mas desta vez, usaremos a desigualdade:
(a —b)* < 2a* + 2V* :
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/0[17]2ds:/ ‘7(771'_77j)2d5§2/ anfd3+2/ on; ds
Vij Yij Vij Yij

23 3

Usando o Lema de Aproximacao Polinomial (2.5)(ii):

2p—1 ) h?,u 2
2
/Gm>@scw%%ﬂums < Rl

Voltando em (4.4), temos:

h2ll, 2 C h2u 2 hQu 2
2 2
H\Tlmph < Z (C 25—2 + L pzs 1 +Ckp25 3) ||U|H (K)

KePp, K K K
h2,u 2 h2/,l,72 h2[LL*2
< 0% (B M 2 it
K;Dh pf( 2 P%{ 1 p?{ 3 Hs(K)
hZM 2
< C Z 35 3||u|H5(K)
Kep, Pk
h2,u 2
< Z [y Ho(K)
KeP,
Ou seja,
1/2 .
Inlly, < € pr= 3/2 (Z w1 ) =C pre 3/QIIUIHs(m
Keh,

Usando (4.3), chegamos que:

pn—1

h
lels, < Clinll, < C

P 3/2|| |HS(Ph)

(4.7)

4.2 Estimativa de erro para o método DG na nor-

ma de energia

Nesta secao construiremos uma estimativa de erro para o método DG na norma

de energia. Relembramos que o método DG pode ser deduzido de NIPG fazendo

o = 0. Essa mudanca, porém, faz com que nao consigamos mostrar continuidade

e coercividade de B (+,-) em relagdo a uma mesma norma. O que mostramos para

DG foi:
Bi(w,v) = 0|2, Vve HAR)
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e também:

By (u,v) < fullp vl Yu,v € H*(R)

Sendo a coercividade de B.(-, ) em relagao a norma | - |5 fundamental na demons-
tracao da estimativa de NIPG, vemos que nao podemos usar esta mesma estimativa

para DG. Temos entao uma estimativa exclusiva para DG.

Teorema 4.2 Seja u € HY(Q) N H*(P,), s > 2 a solugao de (3.23) com ¢ > 0 e
seja uy, solugao discreta descontinua de (3.24). Entao, o erro e = u — uy, satisfaz a
sequinte desigualdade:

n—2
lellemn, < € mmllwlem), (4.8)

onde p =min(p+1,s), p > 1.

Demonstragao: Usando o mesmo procedimento e notagao que antes, temos: | e[, n =

lu—unllp = IIn=&len < lInllep +11€]l.p- Usando a coercividade de B (-, -)

na norma de energia (veja (3.43)) e pela ortogonalidade de Galerkin, temos:

I€2n = B(&€)
= Bi(n.¢)
= B(n,§) —J(n,8) +J(&n)
< B, O+, )]+ |J(& )]

Ja fizemos em (3.36) a estimativa seguinte para B(-,-):

1B, Ol < lInllep 1€ em,

também temos por (4.5):

pn—1
11]lep, < C——llul
p

Hs ()

Desta maneira, estimamos |B(+,-)| da seguinte forma:

pn—1

h
1B(n,&)| < Cps,l HUHH*(H)Hg

637)}7, '
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Usando desigualdade de Cauchy-Schwarz sobre J(&,7), chegamos:

genl = || wevemds

. 2d 2d
< \/ / vy s\/ / s

Quando v C 'y UTp e lembrando que € € V"(K), podemos usar a estimativa

demonstrada em (3.40):

2
/ (m.vey ds < P ¢ |2,
FintUFD h’ 7L

A partir do Lema de Aproximacao Polinomial (2.5)(ii) e da discussao feita em (4.7),

temos:

2 h2H! 2
[ s < Ol
int D

Assim |J(&,n)| pode ser estimado por:

2 2u—1
P h=t
|J(&n)] < C\/ﬁHin,gl\/—stlHM
pr—t

¢l €l

2
He(Pn)

Por ultimo, falta considerar o termo |J(1,£)|, o qual é o responsével pela piora na

taxa de convergéncia. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

‘J(n’€)| = \//F ur <H'V77>2 ds\//r. ur [5]2 s

Novamente, como foi feito em (4.6) usando Lema de Aproximagao Polinomial, temos:

2pu—3

h
[ wewnras el
TintUl'D p=°

2
He(Pr)

Pela Desigualdade Multiplicativa de Trago (Lema (2.2)), temos:

1
€1 < © (e i+ 1€ s Vi
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2
Sendo a, b > 0, t € R*, entao ab < 2ab < % +tb%. Assim, usando esta desigualdade

elementar, temos:

2 1 2 1 2 2
1€z, < C(El‘guLg(K)+@H§HL2(K)+hKHV€HL2(K)

1 2 2
< € (el + Al TE )

Agora, usando que:

1 1 1
1€12, e = / € ds = / et ds < L / (VEP + € ds = €12
K CJK CJK c

e também que

I VN2, ) = /K Ve[ ds < /K (VE[ + e ds = [[€]12 .

Chegamos na expressao:

2 1 2 2
Il < € (Fliele+hulel)

IN

C 2
4.9
ChK || é. ||e,K ( )
Desta forma, estimamos |J(n, )| como segue:

n—2

h
9.6)| < O lul

o€ e,

Assim, estimamos || £ Hiph da forma:

hu—l hu—l hu—Q
2
lln < € (S + s + e ) N€hmll el

=2

ps—3/2 1€ Heph | u ’lHS(Ph)a

ou seja,

hr=2
€], < Comgrlul

HS(Ph)

Falta agora somente fazer a estimativa para |[n|, 5. Mas isso jd fizemos em (4.5);
de 14, temos que:

pn—1
em = Ol

IE7

H3(Pn)
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Finalmente, juntando os resultados acima para |[n||, 5 e [, 5, chegamos ao re-

sultado esperado:

ot e
lelon, < Nlm, + €0, <€ (5 + ) Nl

p
C

< WHM

Ho(Pn)
U

Note que temos em (4.9) a dependéncia de ¢ # 0, assim a estimativa precisa ser
revista para o caso de ¢ = 0. A analise para esta estimativa pode ser encontrada em
[15] onde o autor constréi um interpolante especial e para este, um novo Lema de
Aproximacao Polinomial. Com estas consideracoes, ele chega a seguinte estimativa:

pn—1

lellem, =1Vellm) < € =pllelam,

Percebe-se uma melhora na taxa de convergéncia em h e uma piora em relacao a p.

4.3 Estimativa de erro para o método NIPG na
norma de L.

Na definicao dos métodos SIPG e NIPG, consideramos um termo que chamamos
de J7(-,-) e que tinha a seguinte forma:
J7(u,v) = Z / olul[v] ds + Z /auv ds :/ olul[v] ds
YigClint 14 yClp ¥ 7 PintUl'D
Para demonstrar a estimativa do tipo a priori em Ly para NIPG, vamos usar um

valor especial para o:

o=kits,  B21/2,

Rt

onde k é um parametro cuja variagao serd explicado no Capitulo 5 e || representa a
medida de 7. No nosso caso, como 2 C R?, temos que |y| é o comprimento da aresta
v C Iy UL p. Com este valor para o, vamos definir um novo termo de penalizagao:

78y, v) = P ul|v| ds P uv ds )
TP uv)= Yk /%_j[][]d+21~cw|ﬁ/7 ds, (4.10)

|8
Vij Clint |7ZJ| ~CIlp
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Sendo uyNIPC

a solugao do problema (3.27), formulacao esta que utiliza o novo
termo de penalizacao que acabamos de definir, e sendo também u solucao do proble-
ma (3.1)-(3.2), vamos enunciar um teorema que auxiliard na estimativa que faremos

em L2:

Teorema 4.3 Se u descrita acima satisfaz w € H*(P,), com 3 = 1/3, temos o
sequinte:

Se ¢ =0, entao:

pn—1
G
IV (@™ —u) ||, ) < CW”M He(P)
Se ¢ > 0, entao:
NIPG e
1™ = wllinm) < €Oz 1t )
o,8(, NIPG NIPG h2—? 2
J7 (u —u,u —u) < C}m”“”m(ph)a (4.11)

onde p =min(p+1,8), p>1, s >2 e d =0 no caso de triangulos e |I'p| = 0. No
caso geral, § = 1/2. Para problemas onde temos somente condi¢oes de Neumann,

com triangulos, estes resultados sao vdlidos para qualquer 5 > 1/3.

A demonstracao pode ser encontrada em Rivieri [19]

Agora vamos enunciar um teorema que mostra a dependéncia continua da solugao.

Teorema 4.4 Seja Q2 um dominio convexo em R™, entao Vf € Ly(Q2) a solugao ¢
do problema de Neumann:

—Ap+cp=f em)
n-Vo=0 em 02

pertence ao espago H*(Q) e existe uma constante ¢ > 0 que depende somente de €,

tal que:

Il 20y < el Fll iy

Demonstracao: veja [19]
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Finalmente, vamos colocar aqui umas estimativas com respeito a h que serd tutil
na demonstracao do teorema a seguir. Mais detalhes sobre essas estimativas podem

ser encontrados em [2] nas expressoes (2.4) e (2.5):

1
v e HY(K), |61, <C (E” O\ L) + hKlsbeql(K)) ) (4.12)

1
voe ), 1Vo-nl < O (Gl +hldlipn ) (413

Teorema 4.5 Seja 0 um dominio convezo em R?. Seja f € Lo(Q) e ¢ a solugdo

do problema dual:

—Ap+cop=f emQ
n-Vo=0 em 0f.

Entdo, no caso de uma malha de triangulos, para qualquer 3 > 1,

pin(up—3+5)

NIPG
- uHLQ(Q) < Cp—_% ’uHHS(Ph)

K ;

onde pp =min(p + 1,s) parap > 1, s > 2 e ¢ é independente de h, p e u.

Demonstracao: Na demonstracao deste teorema, vamos usar o Principio de duali-
dade, que é bem conhecido na teoria do método de elementos finitos.

Considere o problema dual:
—A¢+cdp=uNPY —yem Q

n-Vo=0 em 0f)

Sendo ¢ solugao do problema acima, entao pelo Teorema 4.4 de dependéncia continua
de solugao, temos que ¢ € H*()) e existe uma constante C' dependente somente em
Q tal que:

I ¢HH2(Q) < CHUNIPG —u HL2(Q) (4.14)

NIPG

Denotando e = u — u, entao:

e Hig(Q) = (e, e)Lz(Q) = (—A¢ + co, e)L2(Q)
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Integrando por partes em cada elemento, temos:

lelZ, o = Z/K(V¢~Ve+c¢e)dx— Z/@K(ng-n)eds

KeR, KeR,

= Z /K(V¢-Ve+c¢e) dx — Z / ((V¢~n>[e]+[V¢-n](z)> ds
KePR, Yij Clint ¥ Vi

— K;»h /K (Vo Ve + ce) dx_%;nm A ij<V¢>-n>[e] ds

= B(¢> 6) - J(¢a 6)7

devido ao fato de que ¢ € H?(R), temos que [V¢ - n] = 0 sobre v;j, Vi C Ling.
Também desapareceu o termo que envolve I'y, pelo fato que Vo-n = 0 em I'y = 0.

Pela ortogonalidade de Galerkin, temos para qualquer ¢* € V":
Ble,¢*) — J(e,¢") + J(¢",e) + J7P (e, ¢*) = 0

Usando a regularidade de ¢ e escolhendo para ¢* um interpolante continuo de ¢

(veja (2.7)) satizfazendo o Lema de Aproximagcao Polinomial 2.5-1 e 2.5-ii, obtemos:

lelZym = Bld.e)—J(d,e) =0
= B(¢,e) = J(d.e) — (Ble,¢") — J(e, ") + J (&7, €) + 7 (e, 6"))
= B(¢—¢"e) = J(d,e) = J(¢",€)
= B(o—¢"e) = J(¢,€) + J(¢,€) — J(,¢) — J(¢",€)
= B(p—¢"e)+ J(¢—¢"e) —2J(4,e)

Usando (4.14), Lema de Aproximagao Polinomial 2.5 e Cauchy-Schwarz, estimamos

B(¢ - ¢*7€)'

B¢ — o7, )| < +

> /I(V(¢—¢*)~Vedx

KeP,

Z /Kc(qﬁ—gzﬁ*)edx

KeP,
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Vamos estimar cada parcela como:

Z/Vd) ¢") Vedz| < Y

/ V(p—¢*) - Vedx
K

Kep, Keh,
< (/ V(6 — ¢ |2da:) (/ |Ve|2dx)
Kem,
< Z ||¢_¢*||H1(K)||V€HL2(Q)
Kem,
< CZ—||¢||H2 ||V€||L2(Q)
KePh
< C D 1l 1 Vel o)
P gem,
5 1
< <Z [ K)) (Z HV€||%2(Q))
KeP, KeP,
< CE||¢||H2(Q)HV6||HO(P;L)
<

C;H € ”LZ(Q)H Ve ||H0(’Ph)

o5 (o) ([0

KeP, KePp,
= ¢S 16 -6 o€l
Kep,
h2
< C? Z ||¢||H2(K)||6||L2(K)
Kep,

= C?H¢HH?(Q)H€HHO(7%L)

h2
C?” ellollellmom,

IN

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, pelo Teorema 4.3 com 3 > 1, pelo Lema
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2.5-1ii e Teorema 4.14, temos:

1B\ 273
> oo midas) < 3 (525) 19600 04,

Yij Cline ¥ Vid Vij Clint kp
i 5
o 1 ,}/7/ 2
< J7P(e )z Z —=1(V(e =) - m) 1,009
'Y'LJCF'm,t
1
-t hs 2
« 2
< C—=lullyempb— | D_IV(6 =6 1) 7,0,
p bz Vig Clint
%
h™ 1+B * 2
< C o |uHH5 (Pr) Z ¢_¢)'n>”H1(%j)
p ’Yz]CF'Lnt
1
P15 h22 3 2
< C o ||u|HS ( 22 3||§Z5||H2 K)
1
pr-1+5 h3 ) 2
< 087‘|UHH573,L)_1 > el m
p P? \ken,
hr-3ts
< CT||U|Hs(ph)||€||L2(Q)
Similarmente, por Cauchy-Schwarz e Teoremas 4.3 e 4.13, temos:
1 1
agl”\
> [woemlelds) < 30 (B20) 10V m) il el
YijCling ¥ i Yij Clint
al 5
o 1 Yij
< J(e,e)? Z et KR VN
’YZ]CFZ’VLt
po! h2 :
2
< Ops—_1||U|Hs(ph)kp—% ZH V¢ -n HLQ(%J

Yij Crznt
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2.

Vij Clint

(V¢ -n)le] d

Vij

<

<

<

<

h,u—l-i-ﬁ

2
C— HuHHS(Ph) Z [{Vé-n HL2 (i)
p ’ngcrznt
1
pr=1+5 1 ’
C———llullgs(m, (Z(h—kbﬁ{l(m + hK|¢|%{2(K))>
b2 Keh, K
1
W 1 ’
C—= “uHHS(P;L)? <Z (Wﬁ{l(z{) + ‘¢|?{2(K)>>
bz ? Keh,
1
hH—3+5 9
C P | ul H5(Py) (Z H¢||H2(K)>
b KeP,
hu—%+6
C s ) 10 1l 2 0y
hH=3+3
C » —— || u HS(Ph)HZHLQ(Q)

Juntando todas as estimativas feitas acima, temos:

e ||L2(Q)

<

h? Wit heoits
||V€||H0(79h) "‘ ”eHHO @) T p—||u| He(P) T p—||u| H5(P)

h? Wit
< C ||v6||H0(79h)+ ||6||H0 Ph)+2p—2”u|Hs (P)

h h2 h#*%*%
< 2C EHVGHHO(P;L)+EH€HHO(P;1)+ 3 el zrs )

Agora, usando teorema (4.3), chegamos que:

e ||L2(Q)

hh“l
<
I3
< 4C h—+
ps
<

h2 pi1 hH—3+5
P 1‘|U|Hs7’;1)+p2ps 1H | (7%)+ ps_% HU|H5(7%L)

Iz BTl hiE—3+5
20\ ey + 2ozl el my + — = lullmm)

i

he=3+3
P! HuHHs(Ph)

p

,§+§)

_1
2

[u H5(Py)
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4.4 Estimativa de erro para o método SIPG na
norma de L.

Teorema 4.6 Seja Q) convero em R%. Seja f € Ly(2) e ¢ a solugio do problema
dual:
—Ap+cp=f em)

n-Vo=0 em 09
Entao, no caso de malha de triangulos, temos:

H uSIPG

—u HLQ(Q) <C

ps—1/2 ] Hs(P)

onde i = min(p+ 1,s) parap > 1, s > 2 e C ¢é independente de h, p e u. Sendo

u PG q solugdo do problema (3.21) e u solugio do problema (3.1)-(3.2).

Demonstracao: Nesta demonstragao, usaremos também o principio de dualidade. De
forma parecida como no teorema anterior para NIPG, vamos considerar o problema
dual:

—A¢p+ cp=uPY —y em Q

n-Vo=0 em 0f)

Devido ao Teorema 4.4 sobre a dependéncia continua da solucao, temos que ¢ €

H?() e existe uma constante C' dependente somente em € tal que:
I ¢||H2(Q) < Clu¥TC —u HLQ(Q) (4.15)

Usando que ¢ é solugao do problema dual proposto no inicio desta demonstragao e

também a simetria de B (¢, v), temos que:

B (v,¢) = (U,USIPG — U) y(0) Yo € H*(P,)

SIPG

Denotando e = u — u e escolhendo v = e chegamos em:

lelz, @ = Bile.¢)
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Usando ortogonalidade de Galerkin, temos que para qualquer ¢* € V' a seguinte
igualdade:
el @ = Bile.9) = B(e.¢ — ¢7)

Agora pela continuidade de B (-, ) em relagao a norma || - || , temos:

lelzy@ < Clelpllo — 67l (4.16)

Tomando ¢* como um interpolante continuo de ¢ que satisfaca o Lema de Apro-
ximacao Polinomial (2.5) e observando que ¢ € H?(2) por hipétese, chegamos que
J7(p—¢*,¢—¢*) = 0. Assim, da defini¢do da norma || - || , Lema de Aproximagao

Polinomial (2.5)(i) e (iii) e dependéncia continua de solugao (4.15), temos:

o 2 1, e
ool = \/||¢ Clnt [ SV oz

IA

B h b
C S 2 T o 2
\/ngf?HH @ T kpszQSHH )

h
< C—[[ollg
S0l

h

< C];||€||L2(Q)

Na segao onde tratamos sobre estimativas na norma de energia, chegamos, para

SIPG, na seguinte estimativa (veja (4.2)):

=
lelln, < Cosrsllullsn,
A demonstragao dessa estimativa foi feita para norma || - ||, e depois usando que

lell.n < llells, chegou-se ao resultado. Assim, podemos usar que:

pn—1
”|€|||7Dh < Cpsfs./z K HHS(Ph)

Por fim, juntando esses resultados em (4.16), chegamos a:

hH1 h ht
2
H€HL2(Q) < CWHUHHs(ph)EHeHLQ(Q) = CWHUHW@)
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Capitulo 5

Experiencias numéricas

5.1 Implementacao do método de Galerkin des-
continuo

Para comparar os resultados tedricos apresentados nos capitulos anteriores, foi
realizada uma implementacao do método de Galerkin descontinuo no caso das for-
mulagoes simétrica e nao simétrica. A implementagao foi realizada em linguagem
de programacao C++ para um sistema hierarquico de fungoes de forma baseada no
sistema de polinomios de Legendre. Mais explicitamente, consideramos para cada
elemento retangular K da malha, um espaco de polinomios @, (K), cuja ordem
em cada varidavel é menor ou igual a px. Nesse espago consideramos como base
um sistema de produtos tensoriais de polinomios de Legendre em cada variavel. A
dimensao do espaco Q,, (K) é igual a (px + 1)? e a base considerada nesse espago

tem a forma seguinte:

{Lj<x)L’L<y)7 .7 = 07 y DK, ZZO) :PK}

O céalculo dos elementos da matriz de rigidez foi realizado a partir de férmulas
para a forma bilinear para cada um dos métodos. Para o cédlculo ntmerico das
integrais, foram usadas quadraturas de Gauss de ordem pg que garantem calculo
exato do produto de funcoes de forma e suas derivadas. O mesmo procedimento foi

realizado para o cdlculo do vetor que corresponde a parte direita do problema. O
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Figura 5.1: Gréfico da solugao exata u(z,y).

sistema linear global respectivo foi resolvido usando o método LU decomposicao de

Gauss, que permite tratar matrizes que nao sao simétricas.

5.2 Problema teste

Para estudar as taxas de convergéncia dos métodos, consideramos o seguinte

problema modelo:

—Au=f em
(5.1)
u=0 em 09,
sendo 2 = (—1,1) x (—1,1) e o termo fonte, f(x,y) foi escolhida de forma que este

possua a solucao analitica seguinte:
u(xv y) = 4(1 — ;(;2)(1 — y2>eo,75(x+y)

O grafico da solucao exata u(z,y) e do termo fonte f(x,y) sdo apresentadas nas

Figuras 5.1 e 5.2 respectivamente:
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Figura 5.2: Gréfico do termo fonte f(x,y).

Vale salientar que escolhemos as condigoes de fronteira de Dirichlet homogénea
para evitar que os erros na integracao numeérica provenientes das integrais de fron-
teira que aparecem, se a condi¢cao de Dirichlet nao é homogénea, interfiram nas taxas

de convergéncia.

5.3 Estudo de taxas de convergéncia

Para estudar as taxas de convergeéncia realizamos uma série de calculos no pro-
blema teste (5.1) numa familia de malhas estruturadas de quadrildteros com lado
h =1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 e para a ordem de aproximagao polinomial uniforme
p=1, 2, 3, 4.

Esses testes foram realizados para a formulacao simétrica e nao simétrica do
método de Galerkin descontinuo.

O parametro de penalizagao o foi escolhido de acordo com a férmula o, =
k% Vy € Iy UT'p, sendo 8 = 1 ou 3. No caso do método simétrico usamos
I} ; 1 e no caso de nao simétrico usamos § = 1 (NIPG1) para comprovar taxa de

convergéncia na norma de energia ¢ 3 = 3 (NIPG3) para garantir a tima taxa de

convergéencia na norma Ls.
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Nas Figuras 5.3 e 5.4 sao apresentados os graficos da norma de erro do SIPG
nas normas de energia e Ly, respectivamente. Como pode-se observar, esses graficos
comprovam a étima ordem de convergéncia do SIPG na norma de energia O(h?) e
6tima ordem de convergéncia em Ly O(hPT).

Nas figuras (5.5)-(5.8) apresentamos os graficos de erro do método NIPG1 e
NIPG3. Como pode-se observar nos graficos (5.5) e (5.7) ambos os métodos NIPG1
e NIPG3 claramente mostram a 6tima ordem de convergéncia O(h”) na norma de
energia. O comportamento do erro na norma Ly é diferente. O método NIPG1
apresenta 6tima ordem de convergéncia O(hP™!) sé para p impares, e para p pares
a ordem de convergéncia é de O(h?). Este efeito ja foi observado anteriormente no
trabalho de Baumann [14].

O método NIPG3, que usa a super-penalizacao nos termos que estabilizam a
forma bilinear, corrige esse defeito e mostra a convergéncia de ordem O(hP*!) para
todos os valores de p.

Finalmente nas figuras (5.9)-(5.12), apresentamos os graficos de estudos da com-
paragao dos métodos nao simétrico e simétrico na norma de energia em termos de
valor do parametro de penalizagao k que aparece em o, = k% € que em nossos ex-
perimentos, variou no intervalo [1075,103]. Como foi demonstzrado anteriormente, a
estabilidade dos métodos nao simétrico NIPG1 e NIPG3 nao depende do parametro
de penalizacao, enquanto que SIPG é estavel s6 para grandes valores de k. En-
tretanto, como mostram os resultados apresentados, o comportamento do erro dos
métodos é o mesmo, seja para k grande ou pequeno. Como o aumento do parametro
de estabilizacdo aumenta o nimero de condicionamento da matriz (veja [8]), o que
pode ser observado por exemplo, no tltimo grafico na figura (5.12)), os métodos nao
simétricos apresentam uma certa vantagem em relacao aos métodos simétricos, ja
que estes necessitam de grandes valores de parametro de penalizagao para garantir
estabilidade. Por outro lado, métodos simétricos apresentam melhor desempenho
na norma de Lo e nao precisam de super-penalizacao para apresentar taxa de con-

vergéncia étima nesta norma.
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Figura 5.3: Grafico do erro de SIPG na norma de energia para varios valores de p.
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5.4 Conclusoes

Na andlise dos experimentos numéricos apresentados neste capitulo, podemos

concluir o seguinte:

1) Ambos os métodos, simétrico e ndo simétrico, mostram uma 6tima taxa de

convergéncia na norma de energia de ordem O(hP).

2) O método simétrico apresenta também Stima taxa de convergéncia na norma
em Lo, entretanto, como foi demonstrado, o método é garantidamente estavel
somente para grandes valores do paramero de estabilizacao. Isso, na pratica,
se torna um agravante devido a necessidade de se obter esse valor para garantir

convergéncia do método.

3) Como o nimero de condicionamento da matriz de rigidez do método aumen-
ta a medida que aumenta o parametro de penalizacao, o desempenho do
método simétrico pode ser drasticamente prejudicado para grandes valores

do parametro de penalizacao.

4) O método nao simétrico apresenta a 6tima taxa de convergéncia em Lo, O(hP*),
sO para valores fmpares de ordem de aproximacao polinomial. Usando o
método com super-penalizacao pode-se corrigir esse defeito e garantir uma
Otima taxa de convergeéncia para todos os valores de p. S6 que no caso de
super-penalizacao, o parametro de penalizacao o contém o termo h~3 em vez
de h!, 0 que aumenta o valor do termo de penalizacao, e pode em principio,
aumentar o numero de condicionamento da matriz. Isso de fato, tem impacto

negativo na solucao do sistema linear.

5) Para grandes valores de penalizacao k, o comportamento assintético do erro
dos dois métodos (SIPG e NIPG) é o mesmo, mas como o método nao simétrico
é estavel para qualquer valor de parametro de penalizacao, ele pode apresentar

uma certa vantagem do ponto de vista de eficiéncia computacional.

6) Em principio, o método simétrico deveria ficar menos estédvel quando o parametro

de estabilizacao aproxima-se de zero. Mas mesmo assim, em nossas experiéncias,
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o método mostrou a mesma taxa de convergencia que o NIPG tanto na norma

de energia quanto na norma de L.
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