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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo sobre moédulos singulares e médulos nao
singulares, sobre um anel qualquer, nao necessariamente comutativo e possivelmente
sem unidade. Dedicamos atencao especial aos anéis singulares e aos anéis nao singulares,

demonstrando propriedades do ideal singular do anel.

Verificamos que podem ser obtidas informacoes adicionais sobre médulos, quando
consideramos separadamente os moddulos singulares e os modulos nao singulares, e

quando tomamos moédulos sobre anéis nao singulares.

Apresentamos classes de anéis singulares e anéis nao singulares, e mostramos
que os anéis nao singulares com unidade e comutativos sao exatamente os anéis semi-

primos.

Utilizando propriedades do radical primo do anel, relacionamos o ideal singular

de um ideal unilateral com o ideal singular do ideal bilateral gerado.
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Abstract

This dissertation is a result of a study of singular and non-singular modules
over an arbitrary ring in which no assumption is made with respect to commutativity
or the existence of a unit. We give special attention to singular and non-singular rings

and demonstrate properties of the singular ideal of these rings.

Verify that additional information about modules can be obtained when we con-
sider singular and non-singular modules separately and when we consider only modules

over singular rings.

We present classes of singular and non-singular rings and show that the com-

mutative non-singular rings with identity are exactly the semi-prime rings.

Using properties of the prime radical of a ring, we are able to relate the singular

ideal of a one-sided ideal with singular ideal of the two-sided ideal it generates.
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Introducao

Os anéis nao singulares estao historicamente associados a construcao de anéis

quocientes e modulos quocientes.

Quando R é um dominio comutativo, temos a construgao bem conhecida de um
anel de quociente para R, que é o seu corpo de fragoes. Abandonando a comutatividade
de R e a inexisténcia de divisores de zero em R, ainda podemos obter um anel de
quocientes a direita e a esquerda para R, quando R é anel nao singular ([6], Corollary

2.3.1, p.60).

Se R é um anel nao singular com unidade e M é um R-mdédulo, obtemos um
modulo de quocientes para M, tomando o fecho injetivo de %, onde Z(M) é o
submoédulo singular de M. Este médulo de quocientes é geralmente denotado por S°M,
e a aplicacao que associa a cada R-mdédulo M o S°R-moédulo S°M é conhecida como
funtor localiza¢do nao singular. Este funtor foi estudado por Gabriel ([6], ref.65) em
1962, como um caso particular da construcao de categorias quocientes de Grothendieck

([6], ref.88) apresentado em 1957.

Em 1976, K. R. Goodearl publicou um livro sobre anéis e modulos singulares
e nao singulares ([6]). O livro traz uma coletanea de resultados publicados em artigos,
unificando linguagem e notacao, e relacionando os resultados. Atualmente este livro é

uma das principais referéncias sobre o assunto.

O tnico anel singular com unidade é o anel trivial {0}. Como o livro de
Goodearl trabalha exclusivamente com anéis com unidade, os anéis singulares nao sao

ali abordados.

Um artigo envolvendo anéis singulares e anéis nao singulares sem unidade, foi
publicado por Ferrero e Puczylowski ([5]) em 1998. Neste artigo, além de outros resul-

tados, sao apresentadas classes de anéis singulares e anéis nao singulares sem unidade.

Em nosso trabalho seguimos o primeiro capitulo do livro de Goodearl, verifi-



cando quais os principais resultados sobre extensoes essenciais, submédulo singular e
ideal singular, que continuam valendo para anéis sem unidade. Estes resultados, junta-
mente com um estudo sobre o radical primo de um anel, foram usados para acompanhar
e preencher detalhes de demonstracoes das trés primeiras secoes do artigo de Ferrero e

Puczylowski.

Como nosso interesse é por anéis possivelmente sem unidade, verificamos no
Capitulo 1 que todo anel é ideal de um anel com unidade. Estudamos também anéis e
ideais finitamente gerados, anéis e ideais primos e semiprimos, e provamos que o radical

primo ¢ forte a direita e a esquerda.

No Capitulo 2 tratamos com extensoes essenciais, ideais essenciais, o submédulo
singular e o funtor singular. Apresentamos exemplos e destacamos algumas diferencas

com o caso de anéis com unidade.

No 1ultimo capitulo provamos propriedades do ideal singular e mostramos que
resultados adicionais sao obtidos para médulos sobre anéis nao singulares. Em seguida
apresentamos familias de exemplos de anéis singulares e anéis nao singulares, e provamos
que a classe dos anéis singulares e a classe dos anéis nao singulares nao sao hereditarias
e nao sao homomorficamente fechadas. Terminamos provando que se I € ideal unilateral

I

e I* é o ideal bilateral gerado por I, entao o anel semiprimo e ¢ nao singular se, e

. . * 7/ ~ .
somente se, o anel semiprimo % ¢ nao singular.

Fixamos as seguintes notacoes:
e 1R é um anel qualquer, nao necessariamente comutativo e possivelmente sem unidade.
e R* é o anel com unidade construido a partir de R.
e Se a € R entao r(a) = {z € R; axr = 0} é o anulador a direita de a em R.
e Se M é um R-mddulo a direita entdo Z(M) é o submédulo singular de M.
e Z.(R) = Z(Rg) ¢ o ideal singular de R visto como R-médulo a direita.

e [ <, R indica que I é ideal a direita do anel R.



Capitulo 1

ANEIS, IDEAIS E O RADICAL
PRIMO

E comum os cursos basicos de Algebra tratarem com anéis que tém unidade,
e muitos dos resultados e conceitos serem apresentados para anéis comutativos com
unidade. Varios resultados vistos nestes cursos valem para anéis em geral, como, por

exemplo, os teoremas sobre homomorfismos e a aritmética de ideais.

Quando trabalhamos com anéis possivelmente sem unidade e nao necessaria-
mente comutativos, alguns conceitos precisam ser introduzidos. Como exemplo citamos
que no caso de anéis ndo comutativos ha varios tipos de ideais primos ([3]), e no caso
de anel sem unidade pode ocorrer que o anel nao seja finitamente gerado (][9], Exercise

12, p.33).

Neste capitulo desenvolveremos conceitos e resultados relacionados com anéis
e ideais finitamente gerados, anéis e ideais primos e semiprimos, e com o radical primo.
Faremos esta exposicao trabalhando com anéis possivelmente sem unidade e nao ne-
cessariamente comutativos. Um estudo detalhado sobre estes anéis pode ser encontrado

em [8], [9] e [2].

A maior parte dos resultados deste capitulo servirda como base para o tltimo
capitulo. Optamos por apresenta-los aqui para que nas segoes finais tratemos apenas

de propriedades do ideal singular.

Comecamos apresentando o anel R*, que é o anel com unidade construido
a partir do anel R. Na secao 2 fazemos uma breve exposicao sobre anéis e ideais

finitamente gerados. A terceira secao é dedicada a definicdao e principais equivaléncias



dos conceitos de ideal primo, anel primo, ideal e anel semiprimos, bem como a um

estudo do radical primo.

1.1 Adjuncao da Unidade

Mencionamos na introducao que um dos principais objetivos deste trabalho é
apresentar propriedades do ideal singular de um anel qualquer, nao necessariamente
com unidade. Uma técnica ttil para provar propriedades deste tipo é olhar o anel como
subanel de um anel com unidade. Vamos verificar que todo anel é isomorfo a um ideal
bilateral de um anel com unidade. Assim, através da identificacao via o isomorfismo,

todo anel é, em particular, subanel de um anel com unidade.

Sejam R um anel qualquer e R* = 7Z x R. Em R* defina as operagoes:

(n,7) 4+ (m,s) = (n+m,r + s)

(n,r).(m,s) = (n.m,n.s +m.r +r.s)

para quaisquer m,n € Z e r,s € R, onde o produto de um inteiro n € Z por um

elemento r € R é o usual, a saber:

0, sen =20
n.r = reee 4Ty sen >0
—(r+---+r), sen<0.

A proposicao abaixo diz que R* é anel com unidade, que Z é subanel de R*,

que R ¢é ideal bilateral de R* e que % ~ 7.

Proposicao 1.1.1. Seja R* = Z x R com as operacoes de adi¢cao e multiplicagao

definidas acima. Entdo:
(a) R* € anel com unidade (1,0) e elemento neutro (0,0).

(b) A funcio ¢ : R — R* dada por ¢(r) = (0,7) € um homomorfismo injetor de
anéis (sem unidade) e p(R) = {0} x R~ R.



(c) A funcao ¢ : Z — R* dada por 1p(n) = (n,0) € homomorfismo injetor de anéis
(com unidade) e Y(Z) =7 x {0} ~ Z.

(d) {0} x R € um ideal bilateral de R*, e

Demonstracgao.

(a) A operacao de adigao definida em R* = Z x R é exatamente a operagao de adi¢ao do
anel produto cartesiano Z x R. Portanto, (R*,+) é um grupo abeliano. Resta provar
os axiomas que envolvem a multiplicagao.

Sejam = = (n,r), y = (m, s) e z = (v, w) elementos de R*. Temos entao:

Associativa da Multiplicacao:

(x.y).z = [(n,r).(m, s)].(v,w)
n.m,n.s + m.r +r.s).(v,w)
n.mu,n.mw + v.(n.s + m.r +r.s) + (n.s + m.r +r.s).w

= (
= (
= (n.m.v,n.mw +v.n.s +v.m.r +v.r.s + n.sw + mrw+r.s.w)
= (n,r).(mv,m.w+ v.s + s.w)

= (

n,7).[(m, s).(v, w)]
=z.(y.2)

Distributiva:

(
(

= (n.(m+v),n.(s +w) + (m+v).r+r.(s+w))
= (n.m+n.v,n.s +n.w+mr+ov.r+r.s+rw)
= (n.m,n.s + m.r + r.s) + (n.v,n.w + v.r + raw)
(

= (n,7).(m,s) + (n,r).(v,w)

Elemento Neutro da Multiplicacao:

Tomando 1* = (1,0) com 1 € Z ¢ 0 € R, temos:
z.1* = (n,7).(1,0) = (n.1,n.0 4+ L.r +7.0) = (n,r) =
"z = (1,0).(n,r) = (1.n,1.r + n.0+ 0.r) = (n,r) =

Ou seja, (1,0) é a unidade de R*, o que mostra (a).
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(b) Sejam r, s € R. Entao:

o(r+s)=(0,7r+s)=(0,r)+(0,s) = p(r) + ¢(s) e

o(r.s) = (0,7.s) = (0,7).(0,5) = @(r).0(s).

A injetividade de ¢ é ébvia. Também ¢ claro que ¢(R) C {0} x R. Por outro lado,
dado z = (0,7) € {0} x R temos que x = ¢(r) € p(R). Logo, ¢(R) = {0} x R e, pelo

Primeiro Teorema dos Homomorfismos, concluimos que ¢(R) = {0} x R ~ R.

(¢) E analogo ao item (b). Note que 1 é a unidade de Z e ¥(1) = (1,0) é a unidade de

R*, isto é, 1 é homomorfismo de anéis com unidade.

(d) B facil ver que g : R* — Z, g(n,r7) = n é homomorfismo sobrejetor de anéis.

Como Ker(g) = {0} x R, aplicamos o Primeiro Teorema dos Homomorfismos para
concluir que {0} x R é ideal bilateral de R* e que {ol}%ﬁ ~ 7.
O

Identificando R com ¢(R) = {0} x R temos, pela proposigao anterior, que R é
ideal bilateral de R* e £ ~ Z. Também, identificando Z com (Z) = Z x {0}, temos
que Z é subanel de R*. Uma conta simples mostra que se R # (0) entdo Z nao pode
ser ideal a direita (nem a esquerda) de R*. De fato, neste caso, tomando (1,0) € Z e

(1,r) € R* com r # 0 temos que (1,0).(1,7) = (1,r).(1,0) = (1,r) ¢ Z.

A construcao acima é, as vezes, chamada de adjuncao da unidade ou imersao em
anel com unidade. Apesar de ser aplicavel a qualquer anel R, neste trabalho a adjunc¢ao
da unidade deixa de ser interessante quando R ja tem unidade. Basta observar que,
neste caso, a unidade obtida em R* é diferente da unidade inicial de R e, portanto, R

se torna um subanel com unidade diferente da unidade do anel R*.

Encerramos esta se¢ao apresentando algumas propriedades do anel R que se

estendem para o anel R*.
Proposicao 1.1.2. Seja R um anel. Entao:
(a) R € comutativo se, e somente se, R* é comutativo.

(b) Se I é ideal (a direita, a esquerda ou bilateral) de R entdo {0} x I € ideal (a

direita, a esquerda ou bilateral) de R*.



(¢) R nao tem elementos nilpotentes nao nulos se, e somente se, R* nao tem elemen-

tos nilpotentes nao nulos.

Demonstragao.

(a) Provemos primeiro que se R é comutativo, entdo R* é comutativo. Sejam z,y € R*
com x = (n,r) ey = (m,s). Entao z.y = (n,r).(m,s) = (n.m,n.s + m.r +r.s) =
(m.n,m.r+n.s+s.r) = (m,s).(n,r) = y.x. Suponhamos agora que R* seja comutativo
e tome r, s € R. Entao z.y = y.x para quaisquer elementos =,y de R*. Em particular,
para z = (0,7) e y = (0,s) temos z.y = (0,7).(0,s) = (0,0.s + 0.r +r.s) = (0,7.5) e
y.x = (0,5).(0,7) = (0,0.r +0.s + s.r) = (0, s.r), o que nos da r.s = s.r. Portanto, R ¢é

comutativo e isto provou (a).

(b) Trabalharemos com I um ideal a direita de R. Claro que {0} x I é fechado por
diferencas. Sejam (0,z) € {0} x I e (n,y) € R*. Entao:
(0,z).(n,y) = (0.n,0.y + n.x + z.y) = (0,nx + zy) € {0} x I pois z € I.

(¢) Se R* nao tem elemento nilpotente nao nulo entdo R nao tem elemento nilpo-
tente nao nulo pois R C R*.
Suponha agora que R nao tem elemento nilpotente nao nulo e que (n,7) € R* com

(n,r)* = (0,0) para algum « € N. Nao é dificil verificar que com o produto de R* vale:
(n,r)* = (n% (n+r)* —n%).

Assim, (n,7)* = (0,0) implicaem n = 0 e r* = 0. Como R néo tem elemento nilpotente

nao nulo, concluimos que r = 0. Portanto, R* nao tem elemento nilpotente nao nulo.

O

Se A é um R*-mddulo entao é claro que A é um R-mdédulo (sobre o anel R sem

unidade), com a restri¢ao do produto de R* para R = {0} x R.
Vejamos agora a reciproca:

Proposicao 1.1.3. Se A é um R-mddulo a direita (a esquerda), entdo A é R*-mddulo

a direita (a esquerda) com a operagao

o AX R — A o . *xA— A

(a,(n,r)) — na + ar ((n,r),a) — na + ra.



Demonstracgao.
Sabemos que (A, +) é grupo abeliano e também Z-médulo com a operagao AXZ — A,
(a,n) — an. Vamos verificar os axiomas de médulo que envolvem produto. Sejam

a,b€ Ae (n,r),(m,s) € R*. Entio:
o a.(1,0)=a.
e a.((n,r)+ (m,s)) =a.(n+m,r+s)=na+ma+ar+as=aln,r)+alm,s).
e a.((n,r).(m,s)) = a.(nm,ns +mr +rs) = (nm)a + a(ns) + a(mr) + a(rs) =
(na)m + (na)s + (ma)r + (ar)s = (na + ar).(m, s) = (a(n,r)).(m, ).
o (a+Db).(n,7) = na+nb+ar+br = a(n,r) + b(n,r).

Analogamente prova-se que A é R*-médulo a esquerda.

O

Pelo visto acima temos que A é um R-mé6dulo a direita (esquerda) se, e somente
se, A é um R*-mdédulo a direita (esquerda). Também é facil ver que B é um R-submdédulo

de A se, e somente se, B é um R*-submddulo de A.

Observe que fazendo A = R na Proposicao 1.1.3, vem que o R-médulo R é um

R*-médulo com a operagdo R x R* — R, (a, (n,r)) — na + ar.

Por outro lado, R = {0} x R é ideal de R* e entdo R é um R*-mddulo com a

operagao natural a.(n,r) = (0,a)(n,r) = (0,na + ar) = na + ar.

Portanto, para olhar R como R*-moddulo ¢é indiferente usar a Proposicao 1.1.3

com A = R ou usar o fato de R ser ideal de R*.

1.2 Ideais e Anéis Finitamente Gerados

Novamente para esta secao R ¢ um anel nao necessariamente comutativo e

possivelmente sem unidade.

Faremos aqui um estudo sobre ideais finitamente gerados, destacando algumas
diferencas do caso em que R tem unidade. Apresentaremos uma descrigao do ideal

bilateral I* de R, gerado pelo ideal a direita I de R. Usaremos isso no Capitulo 3.



Abordaremos também os subanéis finitamente gerados, com o objetivo de
provar que, se o anel R é finitamente gerado, entao o anel R" também é finitamente

gerado.

Seja R um anel qualquer. Todo subconjunto S C R esta contido em um ideal
(a direita, a esquerda, bilateral) de R. Na pior hipétese, tomamos este ideal como sendo
o proprio R. Além disso, ideais sao fechados por interseccao. Assim, temos a seguinte

definicao:

Definicao 1.2.1. Seja S um subconjunto do anel R. A interseccao de todos os ideais

a direita de R que contém S € chamado de ideal a direita gerado por S.

Note que o ideal a direita gerado por S é o menor ideal a direita de R que

contém S.

Denotaremos por (S), o ideal a direita gerado por S. Quando S é finito da

forma S = {ay, as, ....., a, } escreveremos (ay, as, ....., a,), para indicar (.5),.

Analogamente, para S C R, podemos definir:
e (9); oideal a esquerda de R gerado por S;
e (5) o ideal bilateral de R gerado por S.

Definicao 1.2.2. Dizemos que o ideal a direita I do anel R é finitamente gerado,

quando eziste um conjunto finito {ay,as, .....,a,+ C R tal que I = (a1, ag, ..., ay)..

Na defini¢ao acima, {aj,as,.....,a,} é o conjunto dos geradores (ou base) do

ideal a direita I.

No caso particular de um unico gerador a € R, chamamos (a), de ideal a direita

principal gerado por a.

No decorrer do trabalho sera ttil conhecer claramente a forma dos elementos
dos ideais principais, em um anel qualquer. O préximo exemplo mostra que quando R

tem unidade, estes ideais sao bem simples.

Exemplo 1.2.1. Se R tem unidade e a € R entao (a), = aR.

De fato, ¢ facil ver que aR ¢ ideal a direita de R. Como R tem unidade temos a € aR.



Além disso, qualquer outro ideal a direita de R que contenha a deve conter aR. Por-

tanto, (a), = aR.

De forma analoga ao exemplo acima, é facil ver que se R tem unidade e a € R

entdo (a); = Ra e (a) = RaR, onde RaR = { > ras; ; n € Nr;, s; € R}.

=1

Se U(R) representa os elementos inversiveis do anel com unidade R e a € U(R)
entao (a), = (a); = (a) = R. Isso diz também que um anel com unidade sempre é um
ideal finitamente gerado por 1. Ainda no caso em que R tem unidade, consideremos

que S C R e S possui um elemento inversivel. Entao (5), = (5); = (5) = R.

Daqui em diante, trataremos preferencialmente com ideais a direita. Contudo,
ressaltamos que o mesmo procedimento pode ser feito com ideais a esquerda ou bila-

terais.

Sejam agora R um anel qualquer e a € R. E claro que aR é ideal a direita de
R, mesmo que R nao tenha unidade. Mas se R nao tem unidade nao podemos garantir

que a € aR. Tome, por exemplo, R =27 e a =2, e entdao a ¢ aR = 47.

Como o ideal gerado por a deve conter a, devemos ter
aZ ={na ; ne€ Z} C (a), e

aR C (a),.

Logo, aZ + aR C (a),.

Exemplo 1.2.2. Se R é um anel qualquer e a € R entao (a), = aZ + aR.

Vimos acima que todo ideal a direita de R que contém a também contém aZ + aR.
Assim, para concluir que (a), = aZ + aR, basta verificar que aZ + aR é ideal a direita
de R. Para isso tome na + at, ma + as € aZ + aR e A € R. Dai

(na+at) — (ma+as) =(n—m)a+a(t—s) € aZ+aR e

(na + at).A = 0.a + a.(nA +t\) € aZ + aR.

Logo, aZ + aR ¢ ideal a direita de R. Portanto, (a), = aZ + aR.
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O mesmo raciocinio do Exemplo 1.2.2 pode ser empregado para verificar que

(a);=Za+ Ra e
(a) = Za+ aR+ Ra+ RaR.

Se R tem unidade entdo a € Ra e dai Za C Ra. Assim, Za + Ra = Ra.

Também aR, Ra,Za C RaR e as igualdades acima se reduzem para

(@), =aR
(CL)[ = Ra
(a) = RaR
como vimos no Exemplo 1.2.1.
Veremos agora que se [ = (aq, ....., a,), ¢ um ideal a direita finitamente gerado

de R, entao seus elementos podem ser descritos através dos elementos dos ideais a

direita principais, gerados por ay, as, ....., Gy.

Lembramos que se I e J sao ideais a direita de Rentao [ +J ={z+vy; z €
Tey € J} é ideal a direita de R. Mais que isso, I + J é o menor ideal & direita de R
que contém [ e J, pois cada ideal a direita de R que contém [ e J deve conter todas as
somas x+ycomzx € [ ey € J. Assim, I + J é o ideal a direita de R gerado por I U J,
ou seja,

I+J={UJ),.

Proposicao 1.2.1. Se F' = {ay,aq, .....,a, } € subconjunto do anel R, entdo

(a1, a9, .ccc;ap)r = (a1)y + -+ + (ap),

Demonstracao.
Como F = {a;}U{as} U.....U{a,} temos (ay,.....,a,), = (F), = {a1} U{ax} U.....U
U{an})r = (a1)r + -+ (an),-

Uma prova alternativa para a Proposicao 1.2.1 pode ser obtida, notando que

aj, g, ....., a, esté no ideal a direita (a1), +- - -+ (ay), € como (ay, ag, ....., a,), é 0 menor
ideal com esta propriedade (aq,.....,a,), C (a1), + -+ + (a,),. Por outro lado, todo
ideal & direita de R que contém {a, .....,a, } deve conter (aj), + -+ + (an),.

11



No Capitulo 3 usaremos o ideal bilateral gerado por um ideal a direita. De
acordo com a Definicao 1.2.1, se [ é ideal a direita de R entao o ideal bilateral de R
gerado por [ ¢é a interseccao dos ideais bilaterais de R que contém I. Pretendemos,
para facilitar as contas, apresentar uma descricao mais conveniente do ideal bilateral

gerado por [.

Lembre que R* = 7Z x R é o anel obtido de R pela adjuncao da unidade, e que
R ~ {0} x R é ideal bilateral de R*.

Proposicao 1.2.2. Seja I um ideal a direita do anel R. Entdo:

(a) O ideal bilateral de R gerado por I é

I"=1+RI=7ZI+ RI = R"I.

(b) I € ideal a direita de I*.

Demonstracgao.

(a) Seja J um ideal bilateral de R tal que I C J. Entao RI C J e I C J implica em
I+ RI C J. Logo, I + RI C I*. Para ver que I* = [ + RI basta provar que I + RI
¢ ideal bilateral de R, pois I C I + RI e I* é o menor ideal bilateral de R com esta
propriedade. Tome entdo u=a+ Y r;, v =b+> s;6; € [+ Rl et € R. Assim

e u—v=(a—0b)+> ra,+> (—s;)0 € I+ RI, pois a—0b e I e os somatérios

estao em RI.
o ut =at+ > ri(ayt) € I + RI pois at,o;t € I e r; € R.

Analogamente tu € I + RI. Segue que I + RI ¢ ideal bilateral de R que contém I e,
portanto, I* = I + RI.

Como ZI =1, jd temos I* = I + RI = ZI + RI.

Identificando I com {0} x I C R* temos R*] = (Z x R).({0} xI) = {0} x (ZI + RI) =
ZI+ RI =1+ RI=1".

(b) E 6bvio pois I C I* C R e I é ideal & direita de R.

Destacamos que o ideal bilateral I* de R gerado pelo ideal a direita I de R,
pode ser obtido como I* = R*I. Se R tem unidade entao I* = RI.
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Passaremos agora ao estudo de anéis gerados por conjuntos.

Seja F um subconjunto do anel R. Denote

o F={-z;zel}

i=1j=1

o [F]:{iﬁaij; n,miENeaijeFU(—F)}.

Note que F C [F]. E claro que [F] ¢ fechado por somas. Para ver que o
simétrico de um elemento de [F] permanece em [F] basta trocar, em cada produto que
compoe os somandos, um dos elementos de F'U (—F) pelo seu simétrico. Finalmente,
com algumas contas, mostra-se que [F] é fechado por produtos. Logo, [F] é um subanel

de R que contém F'.

Se A é um outro subanel de R que contém F' entao é claro que [F] C A. Assim,

[F] é o menor subanel de R que contém F', e podemos escrever
[F]:m{AgR; A é subanel de Re FF C A}.

Definicao 1.2.3. Se F' é um subconjunto do anel R entao [F] é chamado de subanel

gerado por F'.

Quando F' é finito da forma F = {ay,aq, .....,a,} escrevemos [aq,ag, ....., Gy,

para indicar [F].

Definigao 1.2.4. Dizemos que o subanel A do anel R € finitamente gerado, quando

existe um conjunto finito {ay,as, .....,an} C R tal que A = [ay, ag, ....., ap).

Como caso particular da definicao acima, dizemos que o anel R ¢é finitamente
gerado, quando existe um conjunto finito ' C R tal que R é o menor (e portanto tinico)

subanel de R que contém F'.

Vejamos um exemplo.
Exemplo 1.2.3. Se R é um anel e a € R entao

la] = {inai ;neN, z; EZ}.
i=1
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Uma maneira de justificar isso, é notar que o conjunto do lado direito da igualdade
acima ¢ um subanel de R que contém a, e qualquer outro subanel que contenha a deve

conter este conjunto.

A segunda maneira é usar a expressao

n m;

[a] = E ai; ; n,m; € Nea; € {a}U{—-a}

i=1 j=1

e notar que, neste caso, o produtdrio se transforma em poténcias de a ou de (—a).
n

Agrupando os somandos com mesmo expoente chegamos a elementos da forma ) x;a’

=1
com x; € Z.

O exemplo acima descreve [a] como o conjunto dos polinémios em a com coe-

ficientes em Z, que tém termo independente nulo.

Convém verificar que [a] ndo é, em geral, ideal a direita (a esquerda) de R.

11
Exemplo 1.2.4. Sejam R = Myys(Zo)ea=| _ _ | €R.
0 0
, 00 11
E claro que I N ¢ subanel de R que contém a, e é o menor.
0 0 0
00 11
Logo, [a]=q | _ _ || - _
0 0 0 0

Mas [a] nao é ideal a direita, e nem a esquerda, de R pois

M g e

=
ol
=

11
0

ol
(a]]
(a]]
ol
|

=]
ol ol
ol =
ol =
=]
ol ol

14



Desde que R tem unidade, (a), = aR e (a); = Ra. Entao

0 0 10 01 11 a b
<a>7" = — — ) JE— ) - — ) — = . S MZXQ(ZZ) €
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 11 0 0 1 1 a a
(a)l = — ) — — ) — — ) R = € M2><2(ZQ)
0 0 0 0 11 11 b b

A préxima proposicao relaciona ideal gerado com subanel gerado.

Proposicao 1.2.3. Seja F' um subconjunto do anel R. Entao

[F] € (F). C (F).

Demonstragao.

Seja I um ideal bilateral de R que contém F. Como I ¢é ideal a direita de R que contém

F temos (F'), C I. Logo, (F), C (F). A inclusao [F] C (F'), se justifica analogamente,

ja que ideais sao subanéis.

OJ
Corolario 1.2.1. Se R € um anel gerado por F entao
[F] = (F), = (F) = R
Demonstragao.
Basta notar que R=[F| C (F), C(F)CR
[l

Ja comentamos anteriormente que se R tem unidade entao (1), = (1) = R, isto
é, R é ideal gerado por 1. Observamos agora que nao é verdade, em geral, que [1] = R.

Por exemplo, R = R nao pode ser gerado por 1 como anel. Alids, o inico anel gerado

por 1 é, a menos de isomorfismo, o anel Z.
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Abordaremos agora o principal resultado desta secao. A saber, provaremos que

se R ¢ um anel finitamente gerado entao o anel R™ também ¢ anel finitamente gerado.

A parte crucial da demonstragao do resultado acima é provar que se R é gerado
2n—1

pelo conjunto finito F, entao R"™ serd gerado pelo conjunto finito L = |J F*. Esclare-
i=n

cemos que F* é formado por todos os produtos finitos de i parcelas de F.

Por exemplo, se F' = {a, b} entao

F? = {d® ab,ba,b’},
F? = {d®, a®b, aba, ab®, ba*, bab, b*a, b},

F* = {a*, a®b, a*ba, a®V?, aba®, abab, ab’a, ab®, ba®, ba®b, baba, bab?, b*a?, b*ab, b*a, b*}.

Teorema 1.2.1. Se R é um anel finitamente gerado e n € N — {0} entdo R" é anel

finitamente gerado.

Demonstracgao.

Seja F' = {ay, as, .....,a,} 0 conjunto de geradores de R. Vamos provar que R" é gerado
2n—1 ,

por L = |J F". E claro que L é finito e também L C R"™, pois todo elemento de L é
i=n

produto de pelo menos n elementos de R. Segue que [L] C R". Para provar a outra

inclusao tomemos v € R". Entao

m
u = E Tiy--Tip, mEN, 7, € R.
i=1

Como [L] é fechado por somas, basta verificar que o produto ry.rs....r, € [L] quando
71,79, ey Ty € R, € teremos u € [L]. Note que um elemento de R = [F] é uma soma
finita de produtos finitos de elementos a;, i € {1,2, ..., a}, eventualmente precedidos de
sinal negativo. Além disso, em cada parcela da soma hé, pelo menos, um elemento nao
nulo. Logo, cada parcela desta soma tem, pelo menos, um elemento de F'. Temos, entao,
que o produto rq.7ry....r, também é uma soma finita de produtos finitos de elementos
a;, i € {1,2,...,a}, eventualmente precedidos de sinal negativo. Mais ainda, em cada
parcela destas somas hd, pelo menos, n elementos de F'. Novamente, pelo fato de [L]
ser subanel, basta verificar que qualquer produto finito, com uma quantidade [ > n de
elementos de F', estd em [L]. Provaremos isso usando indugao sobre [.

Seja v =a;,....a;, a; € F. Sen<l<2n—1,entdao v e F' C L C [L].

Consideremos agora [ > 2n. Nossa hipStese de inducio é que se n <t <l—1ev tem
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~ ! . .
t fatores em F entao v € [L]. Agora, reescreva v agrupando os primeiros n fatores e os

(I — n) dltimos fatores, da seguinte forma:

V= (i i, ) (@i a;).
Como a;,..... a;, tem n fatores de F' temos a;,. .. .. a;, € F* C L C[L].
Além disso, a;, .. ... a;, tem [ — n fatores e

n>1=0-n<l-1

[>2n=1—n>n.

Logo, n < (I—n) <1—1, e aplicando a hipdtese de indu¢ao vem que a;, . . ... a; € [L].

Como [L] é fechado por produtos concluimos que v € [L].

Para terminar, vejamos uma maneira simples de provar que se R = [a] ent@o

R" ¢ finitamente gerado.
2n—1

Desde que F' = {a} entdo L= (J F'={a"}U.... U{a®" '}, isto ¢,
L={a"a"" ... a>" 1} -

Como todos os elementos de L tém pelo menos n fatores de F' C R, vem que
L C R" Portanto, [L] € R". Um elemento de R™ é soma finita de produtos do
tipo r1.19....1, com 1; € R = [a]. Isso diz que o produto ry.ry. ..., é soma finita de
poténcias de a cujo expoente é m > n. Desde que [L] é anel, basta provar que a™ € [L]

quando m > n. Claro que consideramos n > 1. Deste modo:

m =nk = a™ = (a")* € [L]
m=nk+1=nk—1)4+n+1=a" = (@) +a"" €[L]

m=nk+2=n(k—1)4+n+2=a" = (a")"' +a"" c [L]

m=nk+n—1)=nk—-1)+2n—1=a" = (a")" +a* ' € [L].

Assim, para m > n temos a™ € [L].
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1.3 Anéis Primos, Anéis Semiprimos e o Radical

Primo

Nesta secao trabalharemos com anéis e ideais primos, e anéis e ideais semipri-
mos. Lembramos que os anéis aqui considerados nao sao necessariamente comutativos

e possivelmente nao tém unidade.

Propriedades dos ideais primos e semiprimos serao uteis para estudar o radical

primo de um anel, e para o desenvolvimento das duas ultimas secoes do Capitulo 3.

O principal resultado desta secao é o Teorema 1.3.5, que assegura que o radical

primo de um anel é forte a direita e a esquerda. Este resultado serd usado na secao 3.3.

Definiremos adiante (Definigao 1.3.7) o radical primo de um anel qualquer como
a interseccao de seus ideais primos. Desta maneira, nossa defini¢ao de ideal primo devera

ser satisfeita por algum ideal do anel.

No caso de anéis comutativos e com unidade temos a definicao bem conhecida.

Definicao 1.3.1. Dizemos que o ideal bilateral préoprio P do anel comutativo com

unidade R € primo quando vale:
(*) a,b€ER eabeP = a€P oubeP.

Se o anel R é nao comutativo, existem poucos ideais de R que satisfazem a

condigao (x). Tais ideais sdo chamados completamente primos.

Uma definicao mais conveniente para ideal primo de anel com unidade mas
nao necessariamente comutativo, e que contém os ideais completamente primos, é a

seguinte.

Definicao 1.3.2. Dizemos que o ideal bilateral proprio P do anel com unidade R é

primo quando vale:
(k) A e B ideaisde R e ABCP = ACP ou BCP.

Nao ha conflito entre as definigdes anteriores, pois a Definicao 1.3.2 aplicada
a um anel comutativo com unidade coincide com a Definicao 1.3.1. De fato, seja R

um anel comutativo com unidade e P um ideal bilateral préprio de R. Admita que
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valha (*x) e tome a,b € R tais que ab € P. Como (a) = aR e (b) = bR temos
(a)(b) = (ab)R C P, e por (%) (a) C P ou (b) C P. Logo, a € Poub € P e vale (x).
Considere agora que valha (%) e sejam A e B ideais de R tais que AB C P. Se AZ P
existe a € A\ P. Para qualquer b € B temos ab € AB C P. Usando (*) concluimos
que b € P. Portanto, vale (xx).

Lembre que um ideal M do anel R é maximal quando M # R e nao existe ideal

I'de Rtalque M & IS R.

Os anéis com unidade sempre possuem ideais primos (préprios). Isso é con-
sequéncia de dois resultados bésicos: todo anel com unidade possui ideal maximal e

todo ideal maximal de um anel com unidade é primo.

Quando R nao tem unidade pode ocorrer que nao exista ideal proprio de R

satisfazendo ().

Exemplo 1.3.1. Seja R = 2.Z,. Os ideais de R sao {0} e R = {0,2}. Como
R.R C {0}, mas R ¢ {0}, vemos que R nao tem ideal préprio para o qual vale ().

Conforme comentamos, definiremos o radical primo de um anel R qualquer,
como a interseccao de seus ideais primos. Para garantir a existéncia de ideais primos
em um anel sem unidade, trabalharemos com a definicao abaixo, onde nao exigimos

que ideais primos sejam préprios. Assim, R é ideal primo de R.

Definicao 1.3.3. Dizemos que o ideal bilateral P do anel R é primo quando vale:
A e B ideaisde R e ABC P =ACP ou BCP.

Note, no Exemplo 1.3.1, que P = {0} ¢ ideal maximal de R = 2.Z,, mas
P = {0} nao ¢é ideal primo de R.

O proximo teorema traz as principais equivaléncias para a definicao de ideal

primo de um anel qualquer.

Teorema 1.3.1. Sejam R um anel e P um ideal de R. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(i) P € um ideal primo.
(i) Se a,b € R eaRbC P, entdoa € P oub € P.
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(11i) Se (a) e (b) sdo ideais principais de R tais que (a).(b) C P, entdoa € P oub € P.
(iv) Se A e B sdo ideais a direita de R tais que AB C P entao A C P ou B C P.
(v) Se A e B sao ideais a esquerda de R tais que AB C P entao A C P ou B C P.

(vi) Se A e B sao ideais de R tais que P C A, P C B e AB C P entio A =P ou
B =P

Demonstragao.
(i) = (it) Como aRb C P e P ¢ ideal de R, segue que RaRbR C P. Mas R? C R e dali,
(RaR)(RbR) C RaRbR C P. Como RaR e RbR sao ideais de R devemos ter RaR C P
ou RbR C P. Suponha RaR C P, e seja A = (a) = Za+ aR + Ra+ RaR. Usando que
RaR é ideal de R e fazendo contas concluimos que A*> C RaR C P. Portanto, devemos
ter AC Pedaiac€ P.
(17) = (i4i) Como (a) = Za + aR+ Ra+ RaR e (b) = Zb+ bR + Rb+ RbR, temos que
aRb C (a)(b). Assim, a € Poub € P.
(iii) = (iv) Suponha que A ¢ P. Vamos provar que B C P. Tomea€ A\ Pebe P.
E fécil ver que (a) € A+ Ra+ RA e (b) C B+ Rb+ RB pois A e B sao ideais a direita.
Segue que (a)(b) € AB + RAB. Como AB C P e P éideal de R temos (a)(b) C P. A
hipdtese (iii) garante que (b) C P pois (a) € P. Portanto, b€ P e B C P.
(iii) = (v) E analogo a (iii) = (iv).
(1v) = (vi) e (v) = (vi) sao facilmente verificadas.
(vi) = (i) Desde que A e B sao ideais de R tais que AB C P, entao A+ P e B+ P
sao ideais de R, contendo P, e (A+ P)(B+ P) C AB+ AP+ PB+ PP C P. Pela
hipdtese (vi) devemos ter A+ P = P ou B+ P = P. Suponha A+ P = P. Dadoa € A
temos a € A+ P = P. Assim, A C P.

U

Nao é dificil observar que a condi¢ao (vi) do teorema acima é equivalente a

uma condi¢ao andloga, trocando ideais por ideais a direita (ou & esquerda).
Defini¢ao 1.3.4. Dizemos que o anel R € primo quando (0) € ideal primo de R.

Através do Teorema 1.3.1 podemos obter varias caracterizacoes para os anéis

primos. Destacaremos a seguir as mais usadas.

Corolario 1.3.1. Seja R um anel. Sao equivalentes:
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(i) R ¢é anel primo.

(i1) Se A e B sao ideais (a direita, a esquerda, bilaterais) de R tais que AB = (0)
entio A = (0) ou B = (0).

(i11) Se a,b € R e aRb=0 entdo a=0 oub=0.

Demonstragao.

Segue das equivaléncias (i) < (iv) < (v) < (i7) do Teorema 1.3.1.

Podemos verificar, entao, que Zg nao é anel primo pois 2 € Zg, 3 € Zg €

2.76.3 =0 mas 2 # 0 # 3.

Note que se R é um anel comutativo, entao R é anel primo se, e somente se, R

nao tem divisores de zero. Isso é conseqiiéncia do Coroldrio 1.3.1 (iii).

A proposicao seguinte mostra a correspondéncia entre ideais primos e anéis
primos.

Proposicao 1.3.1. Seja P um ideal do anel R. Entao P € ideal primo se, e somente

se, % € anel primo.

Demonstragao.

Pelo Segundo Teorema dos Homomorfismos, existe uma correspondéncia biunivoca en-

tre os ideais de R que contém P e os ideais do anel %, dada por I « 119' Assim, se
L e £ sdo ideais de £ tais que 5.4 = (0) = {P} entdo IJ C P com I e J ideais de
R contendo P. Sendo P ideal primo temos I = P ou J = P, que leva a % = (0) ou
1% = (0). Portanto, % é anel primo. Reciprocamente, se I e J sao ideais de R contendo
P tais que IJ C P, temos que 113 e 1% sao ideais de % tais que %.I% = (0). Como % é
anel primo concluimos que % = (0) ou £ = (0). Segue que [ =P ou J =P edal P é
ideal primo de R.

O

Além dos anéis primos usaremos neste trabalho outra classe importante de

anéis: a classe dos anéis semiprimos. Iniciamos com a defini¢ao de ideal semiprimo.

Definicao 1.3.5. Dizemos que o ideal bilateral P do anel R é semiprimo quando:

A idealde R e A2CP = ACP.
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Segue imediatamente desta defini¢ao que todo ideal primo é semiprimo. Também

é claro que a intersec¢ao de ideais semiprimos é um ideal semiprimo.

Teorema 1.3.2. Sejam R um anel e P um ideal de R. Entdao as sequintes afirmacaoes

sao equivalentes:
(i) P € um ideal semiprimo.
(ii)) Se a € R e aRa C P, entdo a € P.
(iii) Se (a) € ideal principal de R tal que (a)*> C P, entdo a € P.
(iv) Se A € ideal a direita de R tal que A*> C P, entio A C P.
(v) Se B é ideal a esquerda de R tal que B> C P entio B C P.
(vi) Se A € ideal de R tal que P C A e A2 C P entdo A= P.

Demonstragao.

E uma adaptacao da prova do Teorema 1.3.1.

Definigao 1.3.6. Dizemos que o anel R é semiprimo quando (0) € ideal semiprimo de

R.
Corolario 1.3.2. Seja R um anel. Sao equivalentes:

(i) R € anel semiprimo.

(ii) Se A € ideal (a direita, a esquerda, bilateral) de R tal que A* = (0) entdio A = (0).
(11i) Se a € R e aRa = (0) entdo a = 0.

Demonstracgao.

Segue das equivaléncias (i) < (iv) < (v) < (i7) do Teorema 1.3.2.

Ainda em analogia com os anéis primos temos a proposicao seguinte:

Proposicao 1.3.2. Seja P um ideal do anel R. FEntao P € ideal semiprimo se, e

R

somente se, 5 € anel semiprimo.
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Demonstracgao.

E idéntica a prova da Proposicao 1.3.1.

As Definigoes 1.3.5 e 1.3.6, junto com o Corolario 1.3.2, dizem que um anel é
semiprimo quando nao possui ideal (& direita, a esquerda, bilateral) ndo nulo I tal que
I? = (0). Segue que Zg é anel semiprimo pois seus ideais sdo: Zg, {0}, {0,2,4}, {0,3}
e o quadrado dos ideais nao nulos é nao nulo.

Veremos agora que podemos trocar o expoente ”2”por "n”.

Proposicao 1.3.3. Seja R um anel. Sao equivalentes:

(i) R é anel semiprimo.

(1) R ndo possui ideal (a direita, a esquerda, bilateral) nilpotente nao nulo.
Demonstragao.
(ii) = (i) E Sbvio.
(i) = (i1) Seja I um ideal (a direita, a esquerda, bilateral) de R tal que I"™ = (0), para
aleum n € N, n > 1. Considere n o menor natural com esta propriedade. Se n > 2
entdo 2n — 2 >n e (0) = [*"2 = (I""1)2. Aplicando a hipétese (i) ao ideal 1"~ vem
que "' = (0). Isto contradiz a minimalidade de n. Logo, n = 2 e neste caso, por

hipdtese, I = (0).
U

Passaremos agora ao estudo do radical primo de um anel. Veremos que os anéis

semiprimos podem ser caracterizados como os anéis cujo radical primo é nulo.

Definicao 1.3.7. O radical primo do anel R € a intersec¢ao de todos os ideais primos

de R.

Denotaremos o radical primo de R por 3(R).

O radical primo também é conhecido como radical de Baer ou nil radical infe-

rior.

Chamamos a atengao para o fato de que o estudo do radical primo é feito

também para ideais. Neste contexto, o radical primo do ideal I de R ¢é a intersecgao
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dos ideais primos de R que contém I. Mas sendo I um anel podemos falar no radical
primo do anel I. Estes dois conjuntos (radical primo do ideal I e radical primo do anel

I) nao coincidem, em geral.

Tome R =Zg e I ={0,4}. Os ideais de Zg sdo {0}, Zg, I e {0,2,4,6}. Vemos

que o radical primo do anel I é I enquanto que o radical primo do ideal I é {0, 2,4, 6, 8}.

Neste trabalho trataremos sempre do radical primo do anel 1.
Proposicao 1.3.4. Seja R um anel.
(a) B(R) € ideal bilateral de R.
(b) B(R) € ideal semiprimo de R.

Demonstragao.
(a) E imediato, pois G(R) ¢é interseccao de ideais bilaterais.
(b) Vimos que ideais primos sdo semiprimos e que a intersec¢ao de ideais semiprimos é

ideal semiprimo. Logo, G(R) é ideal semiprimo de R.
0

Vamos refinar o item (b) da Proposigao 1.3.4, provando que B(R) é o menor

ideal semiprimo de R. Usaremos o lema seguinte:
Lema 1.3.1. Seja I um ideal de R. Sao equivalentes:
(i) I é ideal semiprimo.
(1i) 1 é uma interseccdo de ideais primos.

Demonstragao.
(ii) = (i) E anéloga & prova do item (b) da Proposicio 1.3.4.
(1) = (i1) Seja { P, }aer a familia de todos os ideais primos de R que contém /. Chame

H = ) P, E claro que I C H. Se I = H a prova esté concluida. Suponha, por
absurgg,Tque exista a € H\ I. Como a ¢ I e I é ideal semiprimo segue, do Teorema
1.3.2 (ii), que aRa ¢ I. Entao, existe r; € R tal que a1 = arja ¢ I. O mesmo raciocinio
aplicado em a; no lugar de a, produz r € R tal que ay = ajrea; ¢ I. Seguindo desta
maneira, produzimos uma sequéncia S = {ag = a, ay, as, ...} tal que a; = a;_1r;a;,1 ¢ 1,

={P; P é¢idealde R, I C P e PNS =10}

i € {1,2,..}. Considere a familia
ordenado por inclusdo. Como I € § temos § # 0. Se {Lg}gen ¢ uma cadeia em S,
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entdo claramente L = |J Lg é cota superior para a cadeia e L € . Pelo Lema de
BeA
Zorn, & possui um elemento maximal P. Vamos mostrar que P é ideal primo de R,

usando o Teorema 1.3.1 (vi). Sejam A e B ideais de R contendo P, e suponha que
P G A P S B. Pela maximalidade de P em ¥ vem que A, B ¢ S, isto é, existem
i,j € {0,1,2,...} tais que a; € A e a; € B. Sem perda de generalidade assuma i > j.
Entao a1 = airip1a; = airipr(ai—riai—1) = ... = q;Trit1...a; € AB. Como PN S =10
e a;41 € AB segue que AB ¢ P. Portanto, P é ideal primo, I C P e a ¢ P, o que é
absurdo pois a € H C P. Assim, devemos ter H = I.

O

Proposicao 1.3.5. Seja R um anel.
(a) B(R) € o menor ideal semiprimo de R.
(b) Se R é comutativo entio B(R) = {x € R ; = ¢é nilpotente }.

Demonstracgao.

(a) J& vimos na Proposigao 1.3.4 que B(R) ¢ ideal semiprimo de R. Seja agora L
um ideal semiprimo de R. Pelo Lema 1.3.1, L é uma interseccao de ideais primos de
R. Como, por definigdo, S(R) é a intersecgao de todos os ideais primos de R temos

B(R) C L.

(b) Seja x € R elemento nilpotente, e n € N* tal que " = 0. Para cada ideal primo P
de R temos 2™ € P. Sen =1 entao x € P. Se n > 1 a comutatividade de R assegura
que xRz" ' C P. Dai, x € P ou 2" ! € P. Seguindo o processo concluimos que z € P.

Logo, = € B(R). Reciprocamente, suponha que x nao é nilpotente. Entao o conjunto
S={ICR; I éidealde R e 2" ¢ I, Vn e N"}

¢ nao vazio pois (0) € ¥. Considere em < a relagao de ordem dada pela inclusao de

conjuntos, e tome {I,},ep uma cadeia em . E claro que I = |J I, é cota superior

aEA
para a cadeia {I,}aen € que I € . Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal
P € & Vamos provar que este ideal P é primo, usando o Teorema 1.3.1 (iii). Para
isso, tome a,b € R e suponha que a,b ¢ P. Como P G (a) + P, temos (a) + P ¢ 3

e entdo existe n € N* tal que 2" € (a) + P. Analogamente, obtemos m € N* tal que
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z™ € (b) + P. Como z"™™ € (a)(b) + (a)P+ (b)P+ PP C (a)(b) + P e 2"t ¢ P, vem
que (a)(b) € P. Logo, P é ideal primo de R e x ¢ P. Assim, x ¢ B(R).
]

Agora podemos caracterizar os anéis semiprimos através do radical primo.
Teorema 1.3.3. Seja R um anel. Sao equivalentes:

(i) R é anel semiprimo.

(ir) B(R) = (0).

Demonstragao.

(1) = (i) Como R ¢ anel semiprimo temos que (0) ¢ ideal semiprimo de R. Pela
Proposicao 1.3.5 devemos ter S(R) = (0).

(1) = (1) Pelo item (b) da Proposi¢ao 1.3.4 temos que (0) = S(R) é ideal semiprimo
de R. Logo, R ¢ anel semiprimo.

O

O préximo corolario destaca que o anel % ¢ semiprimo.

Corolario 1.3.3. Se R € um anel entao [ (%) = (0).

Demonstracgao.
Pela Proposicao 1.3.4 sabemos que F(R) é ideal semiprimo de R e, pela Proposi¢ao
R

1.3.2, segue que K] ¢ anel semiprimo. O Teorema 1.3.3 assegura que [3 (%) = (0).
O

Nosso préximo objetivo é mostrar que se P ¢é ideal bilateral do anel R entao

B(P) = PN B(R). Lembre que B(P) é o radical primo do anel P.

Iniciamos com um lema que relaciona os ideais de R com os ideais de P.

Lema 1.3.2. Sejam R um anel e P um ideal bilateral de R. Se I ¢ ideal primo de R
entao PN 1 € ideal primo de P.

Demonstragao.
E claro que PN 1 é ideal de P. Para ver que é ideal primo, tome a,b € P tais que

aPbC PNI. Comobe P e P éideal bilateral de R temos:
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RVRC P = a(RVR)b CaPbC PNICI= (aRbPR)DRC IR CI.
Desde que aRbR e bR sao ideais a direita de R e I ¢ ideal primo de R, aplicamos o
Teorema 1.3.1 (iv), obtendo aRbR C I ou bR C I. Nova aplicacdo do mesmo teorema
a partir da inclusao aRbR C [ leva a aR C I ou bR C I. Assuma aR C I. Entao
aRb C I e como [ é ideal primo devemos ter a € I ou b € I. O caso bR C I é analogo.
Como a,b € Ptemosa e PNIoube PNI e, portanto, P N I é ideal primo de P.

OJ

Teorema 1.3.4. Sejam R um anel e P um ideal bilateral de R. Entdo B(P) = PNB(R).

Demonstragao.
A inclusao B(P) C PN B(R) segue do Lema 1.3.2. Seja z € P N [F(R) e suponha que
x ¢ [(P). Entao existe um ideal primo I do anel P tal que x € P\ I. Considere
a famflia = {J; J éidealde R e JN P\ I = ()} ordenado por inclusao. Note
que {0} € S pois 0 ¢ P\ I. Assim, S # 0. Seja {T,}aen uma cadeia em & e tome
T= U T.. E claro que T' é cota superior para a cadeia e T' é ideal de R. Além disso,
se ti\iygSAsemos TNP\I #0, existiria « € A tal que T, N P\ I # (). Como isso nao
é possivel, vemos que TN P\ I = (). Segue que T é cota superior para a cadeia e
T € &. Pelo Lema de Zorn, a familia & tem um elemento maximal J. Vamos mostrar
que J é ideal primo de R usando o Teorema 1.3.1 (iii). Tome a,b € R tais que a ¢ J e
b¢ J. Como J G (a) + J, a maximalidade de J em & produz m; € ((a) +J) N P\ I.
Analogamente obtemos ms € ((b) + J)N P\ I.
Como I ¢ ideal primo de P e my,mg € P\ I, 0 Teorema 1.3.1 (ii) diz que existe y € P
tal que myyms € P\ I. Note que myy € (a) + J pois (a) + J éideal de R,y € P C R
emy € (a) + J.
Agora, myyms € ((a) + J)((b) + J) = (a)(b) + (a)J + J(b) + JJ C (a)(b) + J.
Supondo que (a)(b) C J vemos que miymy € J N P\ I, o que nao pode ocorrer pois
JNP\I = (. Resta (a)(b) € J e, portanto, J é ideal primo de R. Mas x € P\ I e entdo
x ¢ J. Logo, x nao estd em todo ideal primo de R, isto é, x ¢ f(R). Esta contradigao
assegura que x € 3(P).

0]

Corolario 1.3.4. Sejam R um anel e P um ideal bilateral de R.

(a) Se R é anel semiprimo entao P € anel semiprimo.
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(b) B(B(R)) = B(R).

Demonstragao.
(a) Como R é anel semiprimo, segue do Teorema 1.3.3 que B(R) = (0). Aplicando o
Teorema 1.3.4 vem que 3(P) = (0) e, portanto, P é anel semiprimo.
(b) Pelo item (a) da Proposicao 1.3.4, 5(R) é ideal bilateral de R. Aplicando o Teorema
1.3.4 temos [B(B(R)) = B(R) N B(R) = B(R).

U

Uma consequéncia 6bvia do Teorema 1.3.4 é que se I € ideal bilateral do anel
Re p(I) = I entao I = I NB(R), isto é, I C B(R). O dltimo objetivo desta segao é
mostrar que este resultado continua valendo para ideais unilaterais de R.

Se R é um anel qualquer e I é ideal a direita (a esquerda) de R tal que 5(I) = I,
provaremos que I C G(R).

No estudo mais geral sobre radicais de anéis, dizemos que o radical de um anel
que tem a propriedade acima é um radical forte a direita (a esquerda). Nesta linguagem,

nosso objetivo é mostrar que o radical primo é forte a direita e a esquerda.

Note que nosso interesse recai sobre ideais unilaterais I do anel R, tais que

B(I) = I. Estes ideais também recebem nome especial conforme defini¢ao abaixo.

Definicao 1.3.8. Um ideal I a direita (a esquerda) do anel R tal que B(I) = I €
chamado (3-ideal de R.

Um f-ideal de R também é chamado ideal a direita (a esquerda) [-radical de
R.

Quando ((R) = R dizemos que R é um anel (-radical. Assim, todo ideal
unilateral de R que é ideal a direita (a esquerda) B-radical de R, visto como anel, é um

anel [-radical.

Na préxima proposicao mostraremos que os anéis [-radicais sao fechados por

imagens homomorficas.

Proposicao 1.3.6. Seja p : R — S um homomorfismo de anéis.
(a) Se P é ideal primo préprio de ¢(R) entao p~'(P) € ideal primo préprio de R.
(b) Se B(R) = R entio f(¢(R)) = ¢(R).
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Demonstracgao.
(a) Nao ¢ dificil verificar que ¢~ '(P) ¢ ideal de R. Vejamos que é préprio. Como
P S ¢(R), existe z € p(R) tal que z ¢ P. Entao existe r € R tal que ¢(r) =z ¢ P.
Dai, r ¢ ¢7'(P) e ¢~*(P) & R. Para ver que ¢ *(P) ¢ ideal primo de R, tome A ¢ B
ideais de R tais que AB C ¢ !(P). Segue que ¢(A).¢(B) C ¢(AB) C P. Mas ¢(A) e
©(B) sao ideais de ¢(R) e P ¢ ideal primo de ¢(R). Assim, p(A) C P ou p(B) C P, o
que levaa A C ¢ 1(P) ou B C ¢ 1(P).
(b) Por defini¢ao do radical 3 ja temos B(p(R)) C ¢(R). Supondo que seja diferente,
existird um ideal primo P de ¢(R) tal que P & @(R). Pelo item (a), I = ¢ '(P) é
ideal primo préprio de R. Logo, B(R) C I & R, contradizendo a hipétese 3(R) = R.
U

O trabalho de verificar que o radical primo é forte a direita e a esquerda, é

equivalente a uma condi¢ao sobre anéis semiprimos.
Proposigao 1.3.7. As condi¢oes abaixo sao equivalentes:
(i) Quando R € anel, I <, R e B(I) =1 entio I C B(R).
(1) Quando R é anel semiprimo, I <, R e B(I) = I entao I = (0).

Demonstragao.

(1) = (i1) Como R é anel semiprimo temos, pelo Teorema 1.3.3, que G(R) = (0). Pela
hipétese (i) segue trivialmente que I = (0).

(it) = (i) Suponhamos que I ¢ B(R). Entao existe um ideal primo P de R tal que
I ¢ P, pois B(R) é a interseccao dos ideais primos de R. Note que ¢ : [ — % dada
por p(z) = T = x + P ¢ homomorfirmo de anéis e p(I) = £, Como B(I) = I,
usamos o item (b) da proposi¢do anterior e concluimos que B(p(I)) = ¢(I), isto é,

B (L2) = L2,

P P
Mas % <y }}—3 e % é anel primo pois P é ideal primo de R. Logo, pela hipétese (ii),
temos que % = (0) edai I + P = P, implicando em I C P, o que é uma contradigao.

O

Naturalmente um resultado andlogo ¢ vélido para a proposicao acima com

ideais a esquerda.
Teorema 1.3.5. O radical primo € forte a direita e a esquerda.
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Demonstracgao.
Provaremos que o radical primo é forte a direita. Analogamente, prova-se a esquerda.
Verificaremos a condigdo (i7) da Proposicao 1.3.7. Para isso, tomamos R um anel
semiprimo e I um ideal a direita de R tal que 5(I) = I. Devemos mostrar que I = (0).
Inicialmente observe que I;(I) = {a € I ; al = (0)} é ideal de I. Mais que isso, I;(I)
é ideal semiprimo de I. De fato, se x € I e Iz C [;(I) entdao (z1)* = (zlx)I = (0)
e, pela Proposigao 1.3.3, temos z/ = (0), pois =/ é ideal a direita nilpotente do anel
semiprimo R. Logo, z € [;(I) e, portanto, {;(I) ¢é ideal semiprimo de I. Como (1) = I
temos, pela Proposicao 1.3.5, que I é o menor ideal semiprimo de I. Conseqilientemente,
I Cl;(I) e I? = (0). Aplicando novamente a Proposigao 1.3.3 concluimos que I = (0).
O
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Capitulo 2

MODULOS SINGULARES E
MODULOS NAO SINGULARES

Para saber se um R-mdédulo A ¢é singular ou nao singular a direita estudamos
o subconjunto Z(A), formado pelos elementos de A cujo anulador a direita intercepta
nao trivialmente todo ideal a direita ndo nulo de R. Quando Z(A) = 0 dizemos que A é

anel nao singular a direita e quando Z(A) = A dizemos que A ¢ anel singular a direita.

A definicao de Z(A) estd relacionada com o conceito de extensdo essencial. As-
sim, iniciamos este capitulo com uma se¢ao sobre extensoes essenciais de modulos, e em
seguida abordamos o caso particular dos ideais essenciais de um anel. Posteriormente,
formalizaremos a definigdo de Z(A), veremos que trata-se de um submédulo de A e
estudaremos outras propriedades. Na tultima secao definimos o funtor singular Z na
categoria dos R-médulos a direita, e mostramos que quando Z(R) = 0 este funtor é um

radical de torgao.

Lembramos que estamos interessados em estudar um anel qualquer. Assim, a
menos que se diga o contrario, R denotard um anel possivelmente sem unidade e nao

necessariamente comutativo.

2.1 Extensao Essencial

Os modulos considerados nesta secao sao R-modulos a direita. Usaremos a
notacao A < B para indicar que A é um submodulo a direita do moédulo B. Omitindo
referéncias quanto a lateralidade, ressaltamos que os mesmos resultados valem para

modulos a esquerda.
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O conceito de submédulo essencial foi introduzido em 1951 por R. E. Johnson.
A nomenclatura foi usada pela primeira vez, entretanto, em um artigo de B. Eckmann

e A. Schopf no ano de 1953.

Definicao 2.1.1. Seja A um R-submddulo do R-mddulo B. Dizemos que B € uma
extensao essencial de A, ou que A € R-submddulo essencial de B, se todo R-submddulo

nao nulo de B tem interseccao nao nula com A.

Notagao: Ar <. Bp, ou simplesmente A <. B quando ficar claro qual é o anel en-

volvido.

O lema abaixo é bastante usado no caso de anéis com unidade, para verificar

quando uma extensao é essencial.

Lema 2.1.1. Sejam R um anel com unidade e A um R-submddulo do R-mddulo B.

Sao equivalentes:

(i) A<, B.

(i1) Todo R-submddulo ciclico nao nulo de B tem intersec¢cao ndo nula com A.
(111) Se 0 # b € B entio existe v € R tal que 0 # bx € A.

Demonstragao.
(i) = (i) E facilmente verificada.
(17) = (zii) Como b # 0 e R tem unidade, temos (0) # bR < B. Entao, por hipdtese,
bRN A # (0), isto é, existe z € R tal que 0 # bz € A.
(1i1) = (i) Seja H < B, H # (0). Entao existe b € H C B, b # 0. Por hipétese, existe
xr € R tal que 0 # bx € A. Como bx € H temos H N A # (0). Logo, A <. B.

O

Quando nao assuminos que R tem unidade, as implicagoes (iii) = (i) = (i)
do lema anterior continuam valendo. Basta observar que a prova nao usou a existéncia

da unidade. Registramos isto para referéncias futuras.
Lema 2.1.2. Sejam R um anel qualquer e A um R-submddulo do R-mddulo B.

(a) Se para cada 0 # b € B eziste x € R tal que 0 # bz € A, entao A <, B.
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(b) Se A <. B entao todo R-submddulo ciclico niao nulo de B tem intersec¢io nao

nula com A.

O
As demais implicagoes ((7) = (4i7), (i) = (iii) e (i) = (7)) do Lema 2.1.1 nao
valem em geral, como veremos nos dois exemplos abaixo. Veja também os Exemplos

2.2.3 e 2.2.4, para o caso especifico de ideais.

Exemplo 2.1.1. Sejam R = 8Z e B = Zs. E claro que Zg é 8Z-mbdulo com a

operacao de soma usual, e produto definido por

Z8X8Z—>Z8

(@,2) —azx =0

Como o produto é sempre nulo, os 8Z-submodulos de Zg sao exatamente os subgrupos
de Zgi
Zs, {0,2,4,6}, {0,4} e {0}.

E claro que {0,4} <. Zs. Assim, vale a condicéo (i) do Lema 2.1.1 com A = {0,4} e
B = Zs.

No entanto, dado 0 # b € Zg, ndo conseguimos = € 8Z tal que bxr # 0. Logo, nao vale a
condigao (7ii) do Lema 2.1.1. Como todos os submddulos ciclicos de Zg sao nulos, vale
a condicao (ii) do Lema 2.1.1.

Portanto, este exemplo mostra que, no caso de anéis sem unidade e com a notagao do

Lema 2.1.1, (i) # (ii1) e que (i1) # (ii1).

Exemplo 2.1.2. Seja B = Zg visto como 6Z-modulo, com produto analogo aquele
do exemplo anterior.

Novamente o produto sempre ¢ nulo e os submoédulos de Zg sao:
Zﬁa {67 §a Z}7 {Ga g} € {6}

Como todos os submédulos ciclicos de Zg sao nulos, vale a condigao (i7) do Lema 2.1.1
para A = {0,3}. Porém, nao vale a condigao (i) do Lema 2.1.1 ji que A = {0, 3} nao é

submédulo essencial de Zg, pois {0,3} N {0,2,4} = {0}. Com este exemplo vemos que,

no caso de anéis sem unidade e com a notac¢ao do Lema 2.1.1, (ii) 7% (4).
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Um resultado analogo ao Lema 2.1.1 pode ser obtido para o caso em que R nao

tem unidade, usando o anel R* definido no Capitulo 1.

Lembre que vimos na Secao 1 do Capitulo 1 que Ar < Bpg se, e somente se,

AR* < BR*.

Lema 2.1.3. Sejam R um anel qualquer e A um R-submddulo do R-mddulo B. Sao

equivalentes:

(i) Ar <. Bg.

(ii) Ap- <. Bpe.

(11i) Todo R*-submddulo ciclico nao nulo de B tem intersec¢dao nao nula com A.
(iv) Se 0 #b € B entao existe v € R* tal que 0 # bx € A.

Demonstragao.

Desde que R* tem unidade, segue do Lema 2.1.1 que (ii) < (iii) < (iv). A equivaléncia
(1) < (it) é ébvia pois todo R-submédulo (ndo nulo) de B é R*-submoédulo (néo nulo)
de B, e vice-versa.

O

Todo R-moédulo A possui pelo menos o submddulo essencial A pois A <., A.
Além disso, ¢é facil ver que (0) <, A< A= (0).

Vejamos mais exemplos.

Exemplo 2.1.3. O tunico subespaco vetorial essencial do K-espago vetorial V' é o
préprio V.

Seja W subespaco vetorial essencial de V. Dado 0 # v € V, pelo Lema 2.1.1 existe
k€ K tal que 0 # kv € W. Segue que k # 0 e dai k! € K. Como kv € W temos
v="Fk"(kv) € W. Logo, V =W.

Exemplo 2.1.4. Considere Q como Z-médulo. Se (0) # A < B < Q entao A <. B.
De fato, se H < B e H # (0), existe 0 # § € H C Q. Como (0) # A, existe
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0#£5€ACQ. Tome r = be, ' = da € Z. Note que

a a
=-bc=—-reH
0 # ac bbc bre ,
C C
= —.da = -. A.
0 # ac dda dre

Assim, AN H # (0) e, portanto, A <, B.

Como caso particular do Exemplo 2.1.4 temos:

«72<.Q
Basta tomar A =Z e B = Q.

o nZ <.,7Z,n #0.
Basta tomar A =nZ e B =7.

Exemplo 2.1.5. Se R é um anel primo entao todo ideal bilateral nao nulo de R é
submodulo essencial de R.

Seja 0 = [ ideal bilateral nao nulo de R. Claro que I < R. Para ver que é essencial,
tome J um R-submdédulo ndo nulo de Rg. Como R é anel primo, o ideal (0) é primo.

Assim, nao podemos ter J.I C (0), pois I e J sao ideais a direita ndo nulos. Segue que

(0)# JIC JNI,istoé, I <.R.

O exemplo anterior assegura que os ideais nao nulos de um dominio sempre sao

submédulos essenciais. Isso fornece outra maneira de ver que nZ <. Z, para n # 0.

Veremos a seguir algumas propriedades das extensoes essenciais.
Proposicao 2.1.1. Sejam A, B e C mddulos sobre um anel qualquer R.
(a) Se AL B<Centio A<.C< A<.B<.C.
() Se AL, B<CeA < B <Centio ANA <.BNB'.
(c) Se f: B — C é homomorfismo de médulos e A <. C entio f~1(A) <. B.

Demonstracao.

(a) (=) Seja (0) # H < B. Desde que H é submédulo nao nulo de C'e A <. C, temos
ANH # (0). Logo, A <. B.

Tomando agora (0) # M < C e usando o fato de A <. C, vem que M N A # (0). Como
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A < B obtemos M N B # (0) e dai, B <, C.
(<) Seja (0) # H < C. Como B <, C temos (0) # BN H. Mas BN H é submddulo
nao nulo de B e A <, B garante que AN (BN H) # (0). Entao ANH # (0) e A <. C.

(b) Seja (0) # H < BN B'. Entao (0) # H < B e A <, B implicam que H N A # (0).
Agora, (0) # HNA < B e A <. B implicam que H N (AN A") # (0). Portanto,
ANA <.BNB.

(c) Suponha que f~!(A) nao seja submddulo essencial de B. Entao existe (0) # H < B
tal que H N f~1(A) = (0). Note que

0€A= f10)C f A= Ker(f) C f (A = Ker(f)n H = (0).

Assim, f|y é injetora e entao f|y : H — f(H) é isomorfismo. Seja x € f(H) N A,
r=f(h),he Hex € A. Como h e f~}z) C f~'(A), vemos que h € HN f~1(A) =
(0). Segue que x =0 e dai, f(H)N A= (0). Como H ~ f(H) e H# (0) temos que
(0) # f(H) <C. Mas A <. C eentao f(H)NA# (0), que é uma contradicao.

U

Observagoes:

1) O item (b) da Proposicao 2.1.1 nao se aplica para intersecgoes infinitas.
De fato, para cada n # 0 vimos que nZ <. Z < Q, como Z-médulo. Porém

(0) = [\ nZ nao é submédulo essencial de Z.
neN*

2) Segue do item (c) da Proposi¢ao 2.1.1 que isomorfirmos preservam submédulos
essenciais. De fato, se f : B — C é isomorfirmo e A <, B entao f~':C — B
é homomorfismo e, aplicando o item (c) da Proposi¢ao 2.1.1 temos que f(A) =

(fTH (A <. C.

3) Nao é verdade, em geral, que homomorfismos injetores e homomorfismos sobreje-

tores preservam submaddulos essenciais. Vejamos contra-exemplos:

Exemplo 2.1.6. Sejam B um R-moédulo nao nulo e

f:B— BxB
br— (b,0).
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Claro que f é homomorfismo injetor e B <, B. Mas f(B) = B x (0) nao é submédulo
essencial de B x B pois (B x (0)) N ((0) x B) = (0).

Exemplo 2.1.7. Seja

fIZ—>Z2

n+——n,

que é homomorfismo sobrejetor de Z-mdédulos. Sabemos que 2Z <, Z, porém f(2Z) =

(0) que nao é submddulo essencial de Zs.

E claro, e também pode ser deduzido do item (a) da Proposigao 2.1.1, que todo
submédulo do moédulo C' que contém um submodulo essencial de C' é essencial em C'.

Em particular, se A, B<(Ce A<, Centao A+ B <, C.

Uma questao relacionada é a seguinte: Se A <, B < (' e A" <, B < C entao
é verdade que A+ A" <, B+ B'?

O préximo exemplo mostra que isso nao vale em geral, mesmo que o anel en-

volvido seja dominio principal.

Exemplo 2.1.8. Consideremos os Z-médulos C' = Z x Zy, B = (1,0).Z = Z x {0},
B'=(1,1)ZeA=A =(2,0)7Z=27x {0}.

EfécilverqueAngCeA/ < B' < C. Para ver que A <, B, tome 0 # & =
(m,0) € B. Entao x.2 = (2m,0) = (2,0).m € A e 2.2 # 0. Segue, do Lema 2.1.1, que
A<, B.

Para ver que A" <, B, tome 0 # 2 = (m,m) € B". Entdo 2.2 = (2m,0) = (2,0).m € A
e .2 # 0. Novamente o Lema 2.1.1 garante que A <, B'.

Note que C' = B + B’ pois, dado z € C, temos duas possibilidades:

z=(m,0)=(1,0)0)me BC B+ DB
ou

z=(m,1) = (1,1).1+ (1,0).(m — 1) € B + B,

onde m € Z.

Verifiquemos agora que A+ A" = A nao é submédulo essencial de B+ B = C.
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De fato, (0,1).Z é submédulo nao nulo de C' e (0,1).ZNA = (0,1).ZN(2,0).Z = (0).

Veremos a seguir que se A <, B< C, A <. B <CeAnA = (0) entao
BNB = (0) e A+ A" <. B+ B'. Mais que isso, provaremos que este resultado vale

para toda familia {A, },ecr de submédulos independentes de C.

Iniciamos com a definicao de familia independente de submoddulos, indexada

em um conjunto finito.

Definigdo 2.1.2. Seja L' um conjunto finito. A familia {A.}, .. de submddulos do

modulo C' é independente quando A, N > Ag = (0).

pel
B#a

a€cl

Naturalmente a definicao acima ¢ usada para familias com mais de um submodulo

e todos os submddulos da familia independente sao distintos.

Definicao 2.1.3. A familia {As}acr de submddulos do mddulo C' é independente
quando {A} e € independente para todo conjunto finito L' CL.

Quando {A, }aer é familia independente de submédulos do médulo C, denota-

mos o submaddulo soma

M:ZAa: {Zaa ; a, € Ay e a, = 0 para quase todo a}

a€cL a€l

por

M:@Aa

acl

e chamamos de soma direta interna da familia independente {A, }aer-

Note que subfamilias de familias independentes sao familias independentes.

Proposigao 2.1.2. Se {A,}acr € familia independente de submddulos do mddulo C' e
Ay <e B, < C, para cada a € L, entio { By }aer € familia independente de submddulos
do médulo C e @ Aq <. P B..

acL a€cl
Demonstragao.
Consideraremos primeiro o caso em que L é finito, L = {1,2,...,n}, n € N, e usaremos

o Primeiro Principio de Inducao.
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No caso n =2 temos A; N Ay = (0), A} <, B; < C e Ay <, By < C. Pelo item (b) da
Proposicao 2.1.1 temos (0) <. By N By e entdo By N By = (0). Segue que {By, By} é
independente. Consideremos as projecoes f; : By @ By — By, i € {1,2}.

Como A; <, B; segue do item (c) da Proposicao 2.1.1 que f; '(4;) <. B; @ Bs. Logo,
Ay ® By <. B ® Bye By® Ay <. B; ® Bs.

Novamente, pelo item (b) da Proposi¢ao 2.1.1 temos (A; ©@ By) N (B @ Az) <. B; @ Ba.

Aﬁrmagéo: Al D AQ = (Al D BQ) N (Bl D Ag)
De fato, se . = a; + ay € A1 d Ay temos:

(11EAl,a2€A2§B2:>w:a1+a2EAl@BQ

a1€A1QBl,a26A2:>x:a1+a2€Bl@A2.

Logo, z € (A1 & By) N (B1 & As).

Reciprocamente, se x € (A; @ By) N (B @ Ay) entdo x = aj + by = by + ag, com a; € A;
e b; € B;. Segue que a3 — by = ay —by € BiN By = (0). Dai, a; = by eay = by e
rT=a1+ay € A B A,.

Segue, da afirmacao, que A; @ Ay <., B; & Bs e 0 caso n = 2 esta provado.

Suponha agora que o resultado valha para o conjunto L com n — 1 elementos. Seja
{A4,..., A} familia independente com A; <, B; para i = 1,2,...,n. A hipdtese
de indugao asegura que {Bji,..., B, 1} é independente e A; © Ay @ ...... DA, <.
Bi®By®...®B,_1. Além disso, A, N(A;1®....dA,_1) =(0) e A, <. B,,. Aplicando o
caso n = 2 para os submoédulos A, e A1 ®...® A, vem que (B1®...&B,,_1)NB, = (0)
c A D..OA, 1 DA <.B @...DB, DB,

Note que {By, Bs, ..., B,_1, B, } é independente pois se © € BN (B @ ...Br_1 D Byy1 P
.. ® B,) entao x = by + by + ..... + bp1 + b1 + oo + b, e dai b, = —b; — by —
..... — b1+ —bgyr — . — by € B,N(B1 @ ... & B,—1) = (0), implicando que
T € ByN(B1®...®&By_1®Bri1®...® B,_1) = (0) pois {By, ..., B,_1} é independente.

Passemos agora ao caso em que L é um conjunto qualquer. Tome L' C L, L finito,

L' = {1, ay,...,a,}. Ja vimos que {B,,, ....., By, } é independente e portanto { B Yaer
¢ independente. Tome agora (0) # H < € B,. Entao existe 0 # =z € H, e
a€l
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T € By ®.....® B, para algum n € N, pois z é uma soma finita em »_ B,. Segue que
acl

(0) £ HN(By, ® ... ® B,,), isto é, H = HN(Bgy, @ ..... ® B,,) é submédulo nao nulo
de B,, @ ..... @ B,,. Mas sabemos que A,, @ ..... @ An, <e Ba1® ... @ B,, e, entao,
HN(Bay ®oooo @ Ban) N(Ag, & ... ®Ap,) #(0) edal HN (A, & ... & Aa,,) # (0).
Portanto, HN @@ A, # (0) e @ A, <. @ B..

a€el a€l a€L

OJ

Vejamos agora como extensoes essenciais se comportam com relagao ao produto

direto e a soma direta externa, que serao definidos adiante.
Proposicao 2.1.3. Sejam A<, B e A <. B'. Entio Ax A' <., Bx B'.

Demonstracgao.

Dado (7,y) € B x B, (x,y) # (0,0), temos trés casos:
(a) z#0ey=0;
(b) z=0cy#0;

(c) z#ey#0.

No primeiro caso, como A <, B, existe r € R* tal que 0 # zr € A. Segue que
(0,0) # (z,y).r = (xr,0) € Ax A" e pelo Lema 2.1.3 vem que A x A" <, B x B'.
O segundo caso é analogo ao primeiro.
Para o ultimo caso, novamente temos r € R* tal que 0 # xr € A, e se yr = 0 voltamos
ao primeiro caso. Considerando entdo que 0 # yr € B ¢ A’ <, B, existe s € R* tal
que 0 # (yr).s € A", e (zr).s € A. Logo, (0,0) # ((zr).s, (yr).s) = (v,y)rs € A’ x Ae
pelo Lema 2.1.3 temos A x A" <, B x B'.

O

Verifica-se, por indugao, que a Proposigao 2.1.3 vale para uma quantidade finita

de extensoes essenciais.

A proposicao acima nao é valida para uma quantidade infinita de extensoes
essenciais. Apresentaremos um contra-exemplo, mas antes aproveitaremos para definir
o produto direto e a soma direta externa de médulos.

Seja {Aq}acr, uma familia de R-médulos e denote o produto cartesiano dos

membros desta familia por [[ A,. Assim, u € [[ A, implica em u = (Gq)acr cOM
acl acl
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a, € A, para todo o € L. Definindo as operagoes

+:HAaxHAa—>HAa

acl a€cl a€cl

((aa)a6L7(ba)a€L) F_*'(aa +‘ba)a€La

Q:HAQXRHHAQ

acL a€clL
((aa)a€L77j F__>(aa-r)a€L
é facil ver que [] Aq é um R-médulo, chamado produto direto (ou produto cartesiano)

a€el

da familia de R-moédulos {A, }aer.

Definigao 2.1.4. Dizemos que (ao)acr € ] Aa € uma sequéncia quase nula quando
a€l
aq = 0, exceto para uma quantidade finita de indices.

Seja A = {(aa)aeL € [] Aa; (aa)acr € sequéncia quase nula}.
acl

E claro que AP C [T As e que AE) é fechado por diferencas e por produtos de
a€el

elementos de R. Logo, A" < J] A, e A% é chamado de soma direta externa da

a€l
familia {Aq }acr-

E comum denotar AL = € A,.
a€el
Quando {A,}aer é familia independente de submédulos de um médulo C,

podemos considerar a soma direta interna e a soma direta externa da familia {A, }acr-
Estas somas diretas sao isomorfas, como mostra a proxima proposicao. Portanto, pode-
mos falar apenas em soma direta, sem nos referir a ”interna”ou ”externa”. Por isso,

freqlientemente omite-se o ponto sobre o simbolo €.

Proposicao 2.1.4. Seja { A }taer, uma familia independente de R-mddulos.

Entio @ A, ~ @ A,.

acl ael
Demonstracgao.
Defina f : @Aa — @ A, por f((aa)acr) = D Go- Desde que (aq)acr € sequéncia
a€el a€el acl

quase nula, f estd bem definida. E imediato verificar que f é homomorfismo sobrejetor
de R-médulos. Para ver a injetividade tome (aq)acr € Ker(f).

Segue que 0 = f((aa)acr) = Y. aa, € entdo existem ay,aqq,...,a, € L tais que
a€el
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0= aq, + Gq, + ... + aq, implicando em an, = — ) o, € A, N Y Ao, = (0).
j=1 j=1
i J#i

Logo, a,, = 0 e portanto (aq)acr = 0.

Voltemos as extensoes essenciais, apresentando um exemplo que mostra que a

Proposicao 2.1.3 nao vale para familias infinitas.

Exemplo 2.1.9. Considere as familias de Z-mé6dulos {A,}nen+ € {By}nens, onde
A, =nZe B, =7.

Ja vimos que para n # 0, A, <. B,. Para ver que [[ A, nao é submddulo essencial
neN*

de J] B, tome b € [] Bn, b = (by)nen+, com b, = 1 para todo n. Note que para
neN* neN*
qualquer r € Z — {0} nao podemos ter b.r € [[ A, = [] nZ, pois r nao pode ser
neN* neN*

multiplo de todo ntimero natural. Segue do Lema 2.1.1 que ][] A, nao é submdédulo

neN*
essencial de [] B,.
neN*

2.2 Ideais Essenciais

Nesta secao estudaremos o caso particular de extensoes essenciais Agr <. Bgr
onde B = R e, portanto, A é um ideal a direita de R. Ideais deste tipo sao chamados
ideais a direita essenciais. Destacaremos propriedades dos ideias essenciais que serao
utilizadas no decorrer deste trabalho. Aqui, novamente, R é um anel qualquer, isto é,

possivelmente sem unidade e nao necessariamente comutativo.

Para indicar que [ é ideal a direita de R escreveremos I <, R ou I < Rp.
Observe que a notagao I < Rp sugere que olhemos I como submédulo do R-médulo a

direita R. Isto pode ser 1til quando comparamos esta se¢cao com a anterior.

Do comentéario acima e da Definicao 2.1.1 temos:

Definicao 2.2.1. Um ideal a direita I do anel R é chamado de ideal a direita essencial

quando I <. Rpg, isto €, I é submodulo essencial de Rpg.

Segue, da definicao acima, que um ideal a direita I do anel R é ideal essencial

se, e somente se, I N J # (0) para todo ideal a direita nao nulo J de R.

A definicao de ideal a esquerda essencial é anédloga.
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Trabalharemos com ideais essenciais a direita, mas os resultados obviamente

valem para ideais essenciais a esquerda.

Denotaremos o conjunto dos ideias a direita essenciais do anel R por R(R).
Assim,

R(R)={I C R; I<. R}

Exemplo 2.2.1.
(a) Se K ¢ corpo entiio R(K) = {K}.
(b) R(Z) = {nZ : n #0}.
(c) ROAZ) = {nZ ; n =Xk, k € N—{0}}.

O item (a) é imediato. Vimos que nZ <. Zz quando n # 0 e isto justifica o item (b). Os
ideais do anel (sem unidade) A\Z sao exatamente os subconjuntos da forma nZ, n = k.
Desde que nZ N mZ # (0) para m,n # 0, temos que todos sdo essenciais e, portanto,

vale o item (c).

Nao ¢é verdade, em geral, que o anel sem unidade R ¢é ideal essencial do anel
R*, como mostra o préximo exemplo. Lembremos que a Proposi¢ao 1.1.3 assegura que

todo R-moédulo é um R*-mddulo.

a b _
Exemplo 2.2.2. Tome R = € Myya(Zs);a=c=0p, que é anel sem
d

unidade, e R* = Z X R.

Sabemos que R < Rj., isto é, R é um ideal a direita de R*. Escolhendo (2,0) € R*
vemos que para (n,z) € R*, o produto (2,0).(n,z) = (2n,2x) = (2n,0) s6 estard em
R = {0} x R quando n = 0. Assim, (2,0) € R* ndo tem miltiplo nao nulo em R e,
pelo Lema 2.1.3, R &, Rj.. Logo, R ¢ R(R*).

Como caso particular dos Lemas 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3, destacamos:

Lema 2.2.1. Seja I um ideal a direita do anel com unidade R. Sao equivalentes:

(i) I € R(R).
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(11) Todo ideal principal nao nulo de R tem intersec¢do nao nula com I.
(11i) Se 0 # b € R entao existe v € R tal que 0 # bx € I.

O

Lema 2.2.2. Seja I um ideal a direita de um anel qualquer R. Entao, com a notacdo
acima temos

(idd) = (i) = (id).
O

Lema 2.2.3. Seja I um ideal a direita de um anel qualquer R. Entao I é um R*-

submodulo de R, e sao equivalentes:
(i) I € R(R).
(i) I <. Rp-.

(111) Todo R*-submddulo ciclico nao nulo de R tem intersec¢do nao nula com I.
(iv) Se 0 #b € R entdo existe x € R* tal que 0 # bx € 1.

O
Vimos, nos Exemplos 2.1.1 e 2.1.2, que as implicagdes (i) = (4i7), (ii) = (iii) e
(77) = (i) do Lema 2.1.1 nado valem, em geral, quando trabalhamos com médulos sobre

anéis sem unidade.

Apresentaremos agora exemplos mais especificos, mostrando que as implicagoes
(1) = (1ii), (17) = (4i7) e (i) = (i) do Lema 2.2.1 ndo valem, em geral, quando traba-

lhamos com ideais & direita de um anel sem unidade.

Exemplo 2.2.3. Sejam R = 2.7Zg = {0,2,4,6} e [ = 4.Zg = {0,4}. Desde que [
é o tnico ideal préprio de R, temos I € R(R). Além disso, os ideais principais de R sao
0.R=4.R=(0)e2R=06.R=1. Assim, sao verificadas (i) e (i1). Porém, nio vale
(ii1), pois 4 € R nao tem multiplo nao nulo em I. Portanto, (i) # (iii) e (1) # (i74).

Exemplo 2.2.4. Sejam R = 4.Zg x 4.Zg = {(0,0), (0,4), (4,0), (4,4)} e
I=1{(0,0, (0,4)}. Os ideais principais de R sao todos nulos e, portanto, vale (ii). Por
outro lado, J = {(0,0), (4,0)} é ideal nao nulo de R e I'N.J = {(0,0)}. Isto diz que
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I ¢ R(R). Logo, (ii) # ().

A préxima proposicao traz propriedades dos ideais essenciais.
Proposicao 2.2.1. Seja R um anel. Entao:
(a) R € R(R).
(b) Se I <J < RpelecR(R) entao J € R(R).
(c) Sel,JeR(R) entao INJ € R(R).

Demonstracgao.
(a) B imediata.
(b) e (c) seguem dos itens (a) e (b) da Proposigao 2.1.1.

Vejamos agora como obter ideais essenciais a partir de um ideal essencial dado.

Para isso, introduzimos a notacao
~1
r—I={x€eR;rvell

onde [ é ideal a direita de R e r € R.
E fécil ver que 711 é novamente um ideal & direita de R.
Se r € U(R) entao r~!I coincide com o produto de r~! por I. De fato, se =

estd no produto r~1.J1, entdo v = r~ta, a € [ edai rv = a € I. Logo, v € r'I.

Reciprocamente, se x € r~'T entao rz € I. Segue que x = r~'(rz) € r~1.1I.
Proposigao 2.2.2. Seja R um anel. Se I € R(R) er € R entao r—'I € R(R).

Demonstracgao.
Desde que ¢ : R — R com ¢(z) = ro é um homomorfismo de R-médulos a direita e
I <. Rg, aplicamos o item (c) da Proposigao 2.1.1 e obtemos que
o *I)={reR; rxel} <, Rg Logo, r I € R(R).
OJ

O Exemplo 2.1.9 mostrou que para familias { A, }nen = {nZ}nens € { By tnens =

{Z},en+ de Z-médulos, vale A, <. B,, para cada n € N*. Mas nao é verdade que
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( I1 nZ) <c ( 11 Z) como Z-moédulos. Passando para ideais essenciais, o resultado

neN* neN*

abaixo prova que ( I nZ) <¢ II Z como ][] Z-médulo.

neN* neN* neN*

Proposicao 2.2.3. Sejam {R,}acr familia de anéis e I, ideal a direita de R, para

cada o € L. Se I, € R(R,) entao [[ Io <. [[ Ra visto como [[ R,-mddulo, isto é,
a€el ael a€eL

[] IR ( I Ra) :

a€eL acl

Demonstragao.
Claro que I = ][] I, ¢ ideal a direita de R = [] R,. Para ver que é essencial de-
vemos mostrar Sgé I <. Rr mas, pelo Lema 2206?’5 basta provar que I <., Rr+. Seja
0 # (ba)acr € R. Entao existe A € L tal que 0 # by € Ry. Por hipétese I € R(R)) e,
pelo Lema 2.2.3, (I)) <. (R))r+, donde existe ry € R* tal que 0 # byry € I,. Escolha
(Sa)acr € R* da seguinte forma: s, = 0. se a7 A

To, S€ 0 = A.
Assim, (Sq)acr 7 0 pois ry # 0 ja que byry # 0. Agora,
(ba)aer-(Sa)acr, = (ba-Sa)acr € I € (ba)acr-(Sa)acr # 0 pois by.sy = by.ryn # 0. Logo,
I <. Rg-.

O

A demonstracao acima, trabalhada com sequéncias quase nulas ao invés de

sequéncias infinitas, prova a proxima proposicao.

Proposicao 2.2.4. Sejam {R,}acr uma familia de anéis e I, ideal a direita de R,,

para cada o € L. Se I, € R(R,) entao P I, € R (@ Ra>.

ael a€eL

OJ
Terminamos esta secao com um outro resultado envolvendo familias de anéis,

e que também usaremos na secao 3.2.
Se {Ra}acr € familia de anéis, entao é facil ver que @ R, é ideal bilateral de

a€Ll
R = ]] Ra. Veremos que @@ R, <. R.

acl acl
Pelo Lema 2.2.3 basta ver que (@ Ra> <¢ Rp+. Tome 0 # (ba)acr, € R. Entao existe
a€l
. 0, se a # A
A € Ltalque0 # by € Ry. Escolha (r,)acr € R* definido por r, =
(1,0), se a = A\
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Entao (ba)aEL'(ra)anL € @ Ra € (ba)aEL'(ra)aeL 7é 0 pOiS b)\.’f)\ = bA'(L O) = b)\ 7é 0.

a€el

Proposicao 2.2.5. Seja { R, }acr uma familia de anéis.

(a) Se I € R ( I Ra) entdo para cada o € L existe I, € R(R,) tal que @ I, C I.

a€L a€lL
(b) SeIE%(@ Ra) entdOIG%(H Ra).
acL acl
Demonstragao.
(a) Fixe « € L. Dado z € R,, vamos denotar (x))xcr 0 elemento de R C R* =

0, A
Z x [] Ry definido por z) = se a7
AEL xr, se =\

Seja I, = {x € Ry ; (xa)rer € I}. Note que I, # 0 pois 0 € I, j4 que a sequéncia
nula esta em I. Vamos verificar que [, ¢ ideal a direita de R,. Dados z,y € [, e
r € R, temos (z))xer, (Yn)rer € I e (Ta)rer € R. Como [ é ideal a direita de R,
vem que (zx)xer — (Ya)rer = (¥x — Ya)aer € I € (Ta)rer-(Ta)rer = (oama)rer € 1.
Portanto, (x —y) € I, e (x.r) € 1, e I, é ideal a direita de R,. Para ver que
I, € R(R,) tomamos 0 # r € R,, e entdo pelo Lema 2.2.3, basta obter v € (R,)*
tal que 0 # r.v € I,. Como 0 # (r\)rer € R e I € R(R), existe v € R* tal que
0 # (r\)aer-v € I. Mas v = (m, (v\)rer) € Z X /\H Ry = R* e (r\)aer = (0, (r\)rer)-
Dai 0 # (ra)aer-v = (0, (ra)aern)-(m, (va)rer) = (%fm.(TA)AeL + (ra)ren-(Ua)aer) € 1.
Como a tunica coordenada nao nula de (r))rer é @, segue que 0 # m.r + r.v, € I,.
Tome v = (m,v,) € (Ra)* € entao 1.0 = (0,74).(m,v,) = (Mrq + rovs) € I, — {0}
provando que I, € R(R,,).

Ainda resta mostrar que @ I, C I. Tome u € @ 1,. Como u é sequéncia quase nula
podemos escrever u = ulajLuQ + et Uy, ondeazzL é sequéncia quase nula com apenas
uma coordenada nao nula. Além disso, o elemento correspondente a coordenada nao
nula de u; esta em [, para algum o € L. Entao, pela construgao de [, vem que u; € [

e portanto u € I.

(b) Claro que I é ideal a direita de R = [] R, pois € I implica que z = (24 )acL
a€L
é sequéncia quase nula em {/,} e y € [[ R, implica que ¥y = (Yo )acr, cOM Yy, € R,.
a€l
Entdao .y = (Z4.Ya)acr € sequéncia quase nula em {/,}. Assim I < Rg. Também

sabemos que @ R, <. Rg e, por hipétese, I <. @ R, como @ R,-mbdulo. Claro
aeL acl acl
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que I <. @ R, como R-mddulo. Aplicando a Proposi¢ao 2.1.1 na cadeia de R-médulos
acl

I Se @Ra Se RR7

a€eL

obtemos que I <, Rpg, isto é, I € R(R).

2.3 O Submoébdulo Singular

Nosso objetivo nesta segao é definir o submoédulo singular de um médulo dado
e estudar algumas propriedades relacionadas. Faremos isto apresentando alguns teore-
mas e resultados importantes que caracterizam o submoédulo singular bem como varios

exemplos e contra-exemplos.

Sejam R um anel qualquer e A um R-moddulo a direita, com x € A. Fixaremos
a notacao:

R(R)={I C R; I <. Rg} para o conjunto dos ideais a direita essenciais do anel R.
Iniciamos com a seguinte proposicao:

Proposicao 2.3.1. Se A é um R-moddulo entao o conjunto
Zr(A)={x € A; x.I=(0) para algum I € R(R)}

é um submddulo de A.

Demonstragao.
Claro que Zg(A) # @ pois 0 € Zr(A), umavez que R <, Re0.R = (0). Sez,y € Zr(A)
entdo xl = yJ = (0) para I e J escolhidos em R(R). Pela item (c) da Proposic¢ao 2.2.1
temos INJ € R(R). Agora, (x—y).INJ = (0) implicaem (z—y) € Zr(A). Dador € R,
como I € R(R) segue, da Proposigao 2.2.2, que r'I € R(R). Mas zr.r—'I C zI = (0)
e dai, zr € Zr(A).

U

Definigao 2.3.1. Seja A um R-mddulo. O submddulo Zr(A) € chamado submddulo

singular de A.
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Lembre que se A é um R-modulo e S C A entao o anulador a direita de .S é o

conjunto

rr(S)={re R; Sr=0}.

E facil ver que rg(S) é um ideal & direita de R.
No caso em que S = {x} C A usamos a notagao rg(z) para indicar rg({z}).

Para um R-médulo A definimos o submédulo singular Zg(A) como os elementos
de A que anulam algum ideal a direita essencial de R. Veremos abaixo que Zg(A)

coincide com os elementos de A cujo anulador a direita é ideal a direita essencial de R.
Proposicao 2.3.2. Seja A um R-mddulo. Entio Zr(A) ={z € A ; rr(z) € R(R)}.

Demonstragao.
Se x € Zr(A) existe I € R(R) tal que =l = (0). Isso diz que I C rg(x). Assim,
I <rgr(x) < Rel e R(R) que implica em rg(z) € R(R) pelo item (b) da Proposigao
2.2.1. Reciprocamente, dado = € A tal que rr(x) € R(R), temos que I = rg(z) € R(R)
e xl = (0). Logo, x € Zr(A).

0

Para cada anel R destacamos duas subclasses da classe dos R-mddulos, usando
o submoddulo singular. Estas subclasses sao formadas pelos modulos singulares, e pelos

modulos nao singulares, de acordo com a préxima defini¢ao.
Definigao 2.3.2. Um R- mddulo A é chamado

e Mddulo singular quando Zr(A) = A.

e Mddulo nao singular quando Zg(A) = (0).

Quando nao houver possibilidade de confusao em relagao ao anel R envolvido,
denotaremos Zg(A) simplesmente por Z(A).

O tnico R-médulo que é singular e ndo singular ao mesmo tempo é A = (0).

Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 2.3.1. Seja K um corpo e V um K-espago vetorial. Como R(K) = {K}
temos que Z(V) ={z € V; K = 0} = (0).

Portanto, todo espaco vetorial ¢ K-modulo nao singular. Em particular, K ¢é

K-modulo nao singular, isto é, Z(K) = (0).

Exemplo 2.3.2. Seja A um grupo abeliano visto como Z-moédulo. Vimos no Exemplo

2.2.1 que R(Z) = {nZ ; n # 0}. Assim, dado a € A temos:

x € Z(A) & z.(nZ) = (0), para algum n € N — {0},
& xn =0, para algum n € N — {0},

sreT(A)={r€A; nx=0, para algum n € N— {0} }.

Note que T'(A) é o conjunto dos elementos do grupo A que tem ordem finita.
Desde que Z(A) = T(A) temos que T'(A) é subgrupo de A, chamado de subgrupo de

tor¢ao de A. Concluimos que

Z(A) = A< A é grupo de torgao e
Z(A) = (0) & A é livre de tor¢ao (T(A) = (0)).

Em particular temos que:
e Z(Z) = (0), isto é, Z é Z-mb6dulo nao singular.
o 7(Zy) = Zn, isto é, Z,, ¢ Z-mbdulo singular.
e Z(nZ) = (0), isto é, nZ é Z-mdédulo nao singular.

Exemplo 2.3.3. Sejam R = 2Z e A = Z4. Entao Z, é 2Z-mo6dulo com a operacao
produto induzida do Z-médulo Z4. Sabemos que R(2Z) = {2A\Z; A # 0} e entao
Zr(Zy) = Zy. Logo, Zy é 2Z-mbdulo singular.

O préximo exemplo mostra que existem médulos que nao sao singulares e nao

sao nao singulares.

Exemplo 2.3.4. Tome o anel R = Z; e A = Z,. E facil ver que R(Zy) = {{0,2},Z4}
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e entdo Zg(A) = {0,2}. Logo, Z4 é um Zs-médulo que nio é singular e também nao é

nao singular.

Nosso objetivo agora é provar um teorema que caracteriza modulos singulares
e médulos nao singulares, através de sequéncias exatas e conjuntos de homomorfismos.

Iniciamos com um lema:
Lema 2.3.1. Seja f : A — B um homomorfismo de R-maodulos. Entao:
(a) f(Z(A)) < Z(B).
(b) Se C < A entao Z(C)=CNZ(A).
(c) Z(Z(A)) = Z(A).
(d) Se f € injetor e B € nao singular entao A € nao singular.
(e) Se f é sobrejetor e A é singular entao B € singular.

(f) Se f ¢é isomorfismo entao A € singular (respectivamente, nao singular) se, e so-

mente se, B € singular (respectivamente, nao singular).

Demonstragao.
(a) Seja x € Z(A). Entao existe I € R(R) tal que 2I = 0. E claro que f(z) € B e
f(@)I = f(zI) = f(0) = 0. Logo, f(z) € Z(B) e f(Z(A)) < Z(B).

(b) A inclusdao Z(C) C C N Z(A) é ébvia. Seja x € C N Z(A). Entao =z € C e
xl =0 para algum I € R(R) e dai x € Z(C).

(c) Pela Proposigao 2.3.1, Z(A) < A e aplicando o item (b) temos Z(Z(A)) = Z(A) N
Z(A) = Z(A).

(d) Usando o item (a) e o fato de B ser nao singular temos
f(Z(A)) < Z(B) = (0) = f(Z(A)) = (0).
Como f é injetora, Z(A) < Ker(f) = {0}, isto é, Z(A) = (0).

(e) Usando o item (a), a sobrejetividade de f e o fato de A ser singular temos B =
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J(A4) = f(Z(A)) < Z(B). Logo, Z(B) = B.

(f) Segue dos itens (d) e (e).

Lembramos que a sequéncia curta de R-moédulos e R-homomorfismos
f g
0—-A>B>C—0

¢ exata quando f ¢é injetora, g é sobrejetora e Ker(g) = Im(f).
Teorema 2.3.1. Sejam R um anel e A e C R-maddulos. Entdo:

(a) Um R-médulo C' € nao singular se, e somente se, Homg(A,C) = (0) para todo

R-maddulo singular A.

(b) Um R-mdédulo C € singular se, e somente se, existe uma sequéncia exata curta

O—>ALBi>C—>Otalquef(A)§eB.

Demonstragao.

(a) (=) Seja f € Hompg(A,C) com C nao singular e A singular. Entao, pelo item
(d) do Lema 2.3.1 temos A = Z(A), Z(C) = (0) e f(Z(A)) < Z(C). Assim, f(A) =
f(Z(A)) < Z(C) = (0). Portanto, f = 0.

(<) Pelo item (b) do Lema 2.3.1 temos Z(Z(C)) = Z(C), isto ¢, Z(C) é R-mddulo
singular. Aplicando nossa hipdtese para A = Z(C') temos Homg(Z(C),C) = (0). Em
particular, a aplicagao inclusao i : Z(C) — C deve ser nula, isto é, 0 = i(Z(C)) =
Z(C). Portanto, C' é nao singular.

(b) (<) Seja b € B. A aplicagdo ¢, : R — B com ¢p(r) = br é homomorfismo de
R-modulos a direita. Por hipdtese, existe uma sequéncia exata curta 0 — A NI
C — 0 tal que f(A) <. B, e entdo, aplicando o item (c) da Proposi¢ao 2.1.1 vem que
0, {(f(A) <. Rg. Chame I = ;' (f(A)) = {r € R; br € f(A)}. Assim, I € R(R).
Segue que bl < f(A) = Ker(g) e entao 0 = g(bl) = g(b)I. Isso mostra que g(b) € Z(C)
pois anula I € R(R), para todo b € B. Concluimos que g(B) C Z(C), mas sendo g
sobrejetora segue que C' = g(B) C Z(C) < C. Portanto, Z(C) = C e C' é R-médulo
singular.

(=) Suponha, agora, que C' é R-mé6dulo singular e construa o R-médulo livre B sobre
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C'. Para este procedimento veja ([10], p.103) ou ([11], p.60-61). Entao
B=RY ={\:C — R; Ac) =0 para quase todo ¢ € C}

com base

0,
{ba}aec’: 5O¢IO—>R; 504(37): SeOz#x
1, sea=ux
acC

Defina g : B — C por g(d.) = ¢ que é R-homomorfismo sobrejetor. Chame A =

Ker(g) < B e forme a sequéncia exata curta
0— A5 B-LC—0.

Falta provar que i(A) = A <. B. Para cada o € C temos g(b,) € C = Z(C). Logo
9(bo)I, = 0 para algum [, € R(R). Note que 0 = g(b,I,) e como A = Ker(g) temos
bol, < A. Afirmamos que b1, <. b,R. De fato, como I, <. R, basta aplicar o item
(c) da Proposic¢ao 2.1.1 no R-homomorfismo ¢ : bR — R, com ¢(b,r) = r, que esta
bem definido pois b, é elemento da base. Logo, bol, = ¢ 1(I,) <. boR. Desde que
{baR}acc € familia independente de R-médulos, temos que {by1 }oec também é familia

independente. Aplicando agora a Proposi¢ao 2.1.2 temos @ bol, <. P b.R. = B.
acC acC
Lembre que b,1, < A e entao @ b,l, < A < B. Finalmente o item (a) da Proposi¢ao
aeC
2.1.1 garante que A <. B.

O

No coroldrio abaixo apresentamos um caso particular da implicagdo (<) do

item (b) do Teorema 2.3.1.
Corolario 2.3.1. Seja A um R-submddulo de B. Se A <., B entado % ¢ singular.

Demonstragao.

E claro que a sequéncia 0 — A B % — 0 é exata quando ¢ é a identidade
e m é a projegao canonica. Por hipétese, i(A) <. B e entao pelo item (b) do Teorema
2.3.1 temos que % é singular.

O
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A reciproca do corolario anterior nao vale em geral.
Exemplo 2.3.5. Sejam B =7y e A = (0) vistos como Z-mddulos. Entao % = Zy que

sabemos ser singular pelo Exemplo 2.3.2. Porém, A = (0) ndo é submdédulo essencial

deB:ZQ.

Veremos que a reciproca vale em dois casos particulares. A saber, quando o
modulo B é nao singular e quando B = Rg, onde R ¢é anel com unidade. Este tltimo

caso fornece uma alternativa para expressar $t(R) quando R tem unidade.

Proposicao 2.3.3. Seja A um R-submddulo de B. Se B € nao singular sao equiva-

lentes:
(i) A<.B;
(ii) & é R-mddulo singular.

Demonstracgao.
(i) = (i1) Segue do Coroldrio 2.3.1.
(i) = (i) Seja x € B, v # 0. Entdo T € & = Zp(£) e daf I = (0) para algum
I € R(R). Note que TI = (0) assegura que zI < A, pois para cada r € I temos
27 = 77 = 0, implicando em xr € A. Como z # 0 e Z(B) = (0), vemos que = ¢ Z(B).
Assim, x nao anula ideal essencial de R. Em particular, 21 # (0). Logo, existe r € R
tal que 0 # ar € xI < A. Logo, pelo Lema 2.1.2, segue que A <, B.

0]

Temos agora uma caracterizagao para os ideais essenciais de um anel com

unidade.

Proposigao 2.3.4. Sejam R um anel com unidade e I < Rgi. Entao:

(a) I <. Rp se, e somente se, & ¢ singular.

(b) R(R)={I < R; & ¢ singular}.

Demonstragao.

(a)(=) Segue do Coroldrio 2.3.1.

(<) Como R tem unidade 1 e Zr(%) = £, temos que T € Zp(£) e entdo 1J = (0) para
algum J € R(R). Mas 1J = (0) assegura que J < I < R e, como J <. R segue, do
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item (b) da Proposicao 2.2.1, que I <, R.
(b) Segue do item (a).

O item (a) da Proposigao 2.3.4 e, portanto, a caracterizacao obtida para R(R)

no item (b) da mesma proposi¢ao, nao vale para anéis sem unidade.

Exemplo 2.3.6. Seja J = {0,2} = 2.Z, o ideal de Z, gerado por 2. Tome o anel

0 a 0 J
R = € Myyo(Zy); a € Jeb€Zy p que denotaremos por R =
0 b 0 Zy
. 0 0
Nesta notacao, considere [ = que claramente ¢é ideal a direita de R, isto
0 J
é, I < Rp.
Afirmamos que ? é R-modulo singular.
0 J R
De fato, note que C' = também ¢ ideal a direitade Re f: R — C,
0 J
0 a 0 a , .
f = é R-epimorfismo com Ker(f)=1.
0 b 0 b+b

Entao ? ~ (C e, pelo item (f) do Lema 2.3.1, basta provar que Zz(C) = C. Para

isso, é suficiente verificar que todo elemento de C' anula algum ideal a direita essencial

de R.

0 J 0 J 0 JJ 0 0
Mas, como C.C' = . = = ;
0 J 0 J 0 JJ 0 0

vemos que todo elemento de C' anula C, com C' < Rg. Assim, basta provar que
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) B 0 x
C <. Rp. Seja entao o = eER-{0},xeJeye€Zy.
0

12 caso: y = 0.

0 0
Entao x # 0 e tomando _ | € R temos
01
0 x 0 0 0 =z 0 0 0 x
: | = . _ | = eC.
0y 01 0 0 0 1 0

Logo, a tem multiplo nao nulo em C.

22 caso: y # 0.
Como vimos no Exemplo 2.3.4, J <. Z, e, entao, existe t € Z, tal que 0 # yt € J.

0 0 0 =z 0 0 0 xt .
Tomando € R temos . = € C, pois ot € J
0 ¢ 0 y 0 t 0 yt
eyt € J.
Logo, a tem multiplo nao nulo em C' e C' <., Rg. Isso conclui a prova de que Z(%) = %
0
Falta mostrar que I . Rp. Mas isso é facil, pois B = ¢ ideal a direita nao
0 0

nulode Re I N B = (0).

Terminaremos esta secao estudando propriedades gerais de médulos singulares

e modulos nao singulares. Usaremos a seguinte defini¢ao:
Definicao 2.3.3. Seja U uma classe de mddulos. Entao:
(a) U é fechada por submddulos quando: B€e U e A< B=Ae€U.
(b) U é fechada por extensies essenciais quando: A€ U e A<, B= BeU.

(c) U é fechada por extensoes de mdédulos quando:

ACeUe)—C—B—A—0exata= BeU.

(d) U € fechada por mddulos quocientes quando: B € U e A < B = % ev.
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(e) U € fechada por soma direta (produto direto) quando:
{Cotacr CU = @Can(H Can).

aclL ael
Teorema 2.3.2. (a) A classe dos mddulos nao singulares € fechada por submddulos,

extensoes essenciais, produto direto, soma direta e extensoes de maodulos.

(b) A classe dos mddulos singulares é fechada por submddulos, mdédulos quocientes e

somas diretas.

Demonstracgao.
(a) Submédulos: Seja A < B e Z(B) = (0). Pelo item (b) do Lema 2.3.1 temos
Z(A)=ANZ(B) = (0). Logo, A é nao singular.

Extensao Essencial: Seja A <, Be Z(A) = (0). Novamente, pelo item (b) do mesmo
lema temos (0) = Z(A) = AN Z(B). Mas A <, Be Z(B) < B entao Z(B) = (0).

Produto Direto: Seja {C,}.cr uma colecao de R-mddulos nao singulares. Para
cada R-mdédulo singular A e cada a € L temos, pelo item (a) do Teorema 2.3.1, que
Hompg(A,C,) = (0). Seja agora f € Hompg <A, II C’a>. Entao, para cada projegao
P, : ﬁHL Cs — C vale Pyo f € Homg(A,C,) = ?(G))L Assim, f = 0 pois todas as suas
S
coordenadas sao nulas. Segue que Hompg (A, 1T C’a) = (0) e entao, pelo item (a) do
mesmo teorema, concluimos que HL C, é nao :ierfgular.
ac

Soma Direta: Seja {C,}acr uma colecao de R-médulos nao singulares. Como

P C, < [] C, e a classe dos médulos nao singulares é fechada por produto direto e
acl aclL
por submédulo, temos que @@ C,, é nao singular.

acL

Extensoes de Médulos: Seja 0 — C — B — A — 0 uma sequéncia exata
curta de R-médulos onde Zr(A) = Zr(C) = (0). Para todo R-médulo singular M,
segue do item (a) do Teorema 2.3.1 que Homg(M, A) = Homg(M,C) = (0) ja que A e
C sao nao singulares. Além disso, a exatidao da sequéncia) — C — B — A — 0

garante que

0 — Hompg(M,C) — Hompg(M,B) — Hompg(M, A)
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é sequéncia exata de Z-médulos ([G] p.8). Logo, Homg(M, B) = (0) e, portanto, B é

R-médulo nao singular.

(b) Submédulos: Seja A < B e Z(B) = B. Pelo item (b) do Lema 2.3.1 temos
Z(A)=ANZ(B)=ANB = A. Logo, A é singular.

Moédulo Quociente: Seja A < B e Z(B) = B. A projecao canonica 7 : B — % é
R-epimorfismo. Logo 7(B) = £ e também 7(Z(B)) < Z(£) pelo item (a) do Lema
2.3.1. Assim, £ = 1(B) =7(Z(B)) < Z(£) < Z. Portanto, £ ¢ singular.

A
Soma Direta: Seja {C,, },cr uma colegdo de médulos singulares. Pelo item (b) do Teo-
rema 2.3.1, para cada a € L existe uma sequéncia exata 0 — A, RLR B, 2 C, — 0

de R-médulos tal que f,(Aq) <. B,. Definindo

f:@Aa%@Ba

acl a€el

como

f((ai)ier) = (fi(ai))ier

onde a; € A,, e

g:@Ba—>®C’a

a€EL a€eL

de forma analoga, vem que

0—Pa. -PB. L Pc.—0

a€eL a€l

é exata. Note que {fa(As)}acr é familia independente do submédulo @@ B,. Além
aclL
disso, para cada a € L temos f,(A,) <. B, e entdo, pela Proposicao 2.1.2, temos

P foa(An) <. @ B,. Mas f (@ Aa) = @D fu(A,) e dai, f (@ Aa) <. @ B..

a€el a€el a€cl a€el a€el a€el
Portanto, pelo item (b) do Teorema 2.3.1, temos que € C,, é singular.
acl

O

Naturalmente o Teorema 2.3.2 leva as seguintes questoes:
1) A classe dos médulos nao singulares é fechada por médulo quociente?

2) A classe dos médulos singulares é fechada por extensdes essenciais?
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3) A classe dos médulos singulares é fechada por produto direto?

4) A classe dos moédulos singulares ¢ fechada por extensées de médulos?

A resposta para cada uma destas questoes é negativa. Passemos a construcao

dos exemplos que justificam nossa resposta.

Exemplo 2.3.7. A classe dos médulos nao singulares nao é fechada por modulo
quociente.

Tome R = 7Z que sabemos ser médulo nao singular e I = 2Z < Z. O Z-mdédulo quo-

Z

ciente 5z = Zy ¢ singular, como vimos no Exemplo 2.3.2. Logo, nao pode ser nao

singular.

Exemplo 2.3.8. A classe dos médulos singulares nao é fechada por extensoes essenci-
als.

Tome R = Z,, visto como Z,;-médulo. Vimos no Exemplo 2.3.4 que I = {0,2} <. R e
que Zr(R) = I, isto é, R nao é singular. Mas [ é singular pois, pelo item (b) do Lema

2.3.1, temos Z(I) =1INZ(R) = 1.

Exemplo 2.3.9. A classe dos médulos singulares nao é fechada por produto direto.
Seja L um conjunto infinito de primos distintos. Para cada p; € L sabemos, pelo

Exemplo 2.3.2, que Z,, é Z-mddulo singular. Note que

p: 4 — HZm
pi€L

r+— (T,7,...),

onde cada T representa a classe em um 7Z,, distinto, ¢ Z-homomorfismo injetor. Como
Z é Z-médulo nao singular (Exemplo 2.3.2) segue, do item (f) do Lema 2.3.1, que ¢(Z)
¢ submdédulo nao singular de [[ Z,,. Mas pelo item (b) do Teorema 2.3.2 os médulos
piE€EL
singulares sao fechados por submédulos. Logo, [] Z,, ndo pode ser Z-médulo singular.
pi€L
Exemplo 2.3.10. A classe dos moédulos singulares nao é fechada por extensoes de

modulos.

Utilizando a notacao do Exemplo 2.3.8 vemos que I = {0, 2} é Zs-médulo singular, mas
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Z4 nao é Z,-moéddulo singular. Também é facil ver que 2_14 ~ [ e portanto % é Z4-mé6dulo

singular. Assim, temos a sequéncia exata 0 — [ — Zy — % — 0 com [ e %

singulares mas Z, nao singular.

2.4 O Funtor Singular

Nesta secao apresentamos a definicao e exemplos de categorias e funtores, com
o objetivo de verificar que a fungao que associa a cada R-moédulo A o seu submaédulo

singular Z(A), é um funtor chamado funtor singular, na categoria dos R-médulos.

Em seguida, comparamos o funtor singular com o funtor torcao definido na
categoria dos médulos sobre dominios comutativos. Provamos que o funtor torcao é um
funtor radical de tor¢ao, mas que o funtor singular nao é, em geral, funtor radical de

torcao.

Terminamos provando que quando o anel R é R-modulo a direita nao singular,
isto é, Zr(R) = (0), entdao o funtor singular definido na categoria dos R-mddulos a

direita é funtor radical de torcao.

Dados dois conjuntos A e B denotaremos

(A, B)={f:A— B ; féfungao }.

A definicao de categoria apresentada abaixo é um caso particular de uma
defini¢ao mais geral ([6], p.11). A particularidade estd em considerar apenas conjuntos
como objetos da categoria, e também considerar apenas funcoes como morfismos entre

objetos. Para nossos objetivos isso nao representa perda.

Definicao 2.4.1. Uma categoria M ¢é uma classe de conjuntos, que sao chamados

objetos de M e denotados por Obj(M), tal que:
(i) Se A, B € Obj(M), existe um conjunto de morfismos Homp (A, B) C (A, B).
(ii) Para cada A € Obj(M) temos Idy € Homp (A, A).

(ii1) Se A, B,C € Obj(M), ¢ € Hompy(A,B) e v € Hompy(B,C) entdo ¢ o ¢ €
Homy (A, C).
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(iv) Se ¢ € Homy (A, B), ¥ € Homy (B,C) e 6 € Homy (C, D) entdo (§ o) o @ =
do(Yoy).

Exemplo 2.4.1. A € Obj(M) <= A é conjunto.
Homp(A,B)={f:A— B; féfuncao }.
Temos que M é a categoria dos conjuntos cujos morfismos sao fungoes.

Exemplo 2.4.2. A € Obj(M) <= A é espaco topoldgico.
Homy(A,B) ={f: A— B ; fé fun¢do continua }.
Temos que M é a categoria dos espacos topoldgicos.

Exemplo 2.4.3. Seja R um anel. Entao
A€ Obj(M) <= A é R-médulo a direita .

HomM(A, B) = HomR(A, B)
Temos que M ¢ a categoria dos R-modulos a direita, que denotaremos por Mod-R.
Analogamente, R-Mod ¢ a categoria dos R-mdédulos a esquerda.
A relacao entre categorias pode ser efetuada através de uma correspondéncia

chamada funtor.

Definicao 2.4.2. Um funtor da categoria M na categoria N € uma correspondéncia F

tal que:
(i) F associa a todo A € Obj(M) um elemento F(A) € Obj(N).
(i1) Se a € Homyp (A, B) entio F(a) € Homy(F(A), F(B)).
(iii) Se A € Obj(M) entdo F(Ida) = Idp(ay.

(iv) Se o € Homp (A, B) e € Homy (B, C) entao F(foa)=F(f)o F(a).

61



Exemplo 2.4.4. Toda categoria tem um funtor natural, a saber:

Inyy: M — M
Ar— A,

o Q.

No exemplo abaixo descrevemos o funtor localizacao comutativa.

Exemplo 2.4.5. Sejam R um dominio comutativo e S C R tal que: 0 ¢ S; 1 € S e
r,yeS=axyels.
Um conjunto S com estas propriedades é chamado de Sistema Multiplicativo. Para

cada R-modulo A e cada sistema multiplicativo S, pode-se provar que

S'A={as';acAdesec S}

é R-mé6dulo com as operagoes as™' + bt™! = (at + bs)(st)™! e as™'r = (ar)s™l.

Chamamos S~ A de localizacao de A segundo o sistema multiplicativo S.

E f4cil ver que

F: Mod-R — Mod-R

A STIA,
e
F : Hompg(A,B) — Homg(F(A), F(B))
ar— S ta,
onde

¢ um funtor, chamado localizacgao.
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Exemplo 2.4.6. Sejam R um anel e N um R-médulo. Para cada R-médulo M o
conjunto Hompg(N, M) é grupo abeliano, e portanto Z-mdédulo, com a operac¢ao de
soma usual de fungoes.

Assim, podemos relacionar Mod-R e Mod-Z.

Fy = Homg(N,—): Mod-R — Mod-Z
M —— Hompg(N, M)

Fyn : Homg(A, B) — Homgz(Hompg(N, A), Homg(N, B))

a— Fy(a),
onde

Fy(a): Homg(N,A) — Homg(N, B))

TH—QOT.

A distributividade de composi¢ao em relagao a soma de fungoes assegura que Fy(a) é

Z-homomorfismo. Nao é dificil ver que F é um funtor.

Observamos que o Exemplo 2.4.6 fornece uma maneira de construir familias de

funtores, ja que a cada R-mdédulo N associa um funtor Fly.

Nosso interesse nesta secao ¢ mostrar que a correspondéncia que associa a
cada R-médulo A o seu submoédulo singular Z(A) é um funtor na categoria Mod-R,
que chamaremos de Funtor Singular. Para isso, fixe um anel R e considere um R-

homomorfismo de médulos f : A — B. Defina agora

Z(f): Z(A) — Z(B)

z— f(x),

ou seja, Z(f) = flz)-
Pelo item (a) do Lema 2.3.1 temos Z(f)(Z(A)) = f(Z(A)) C Z(B), e entao Z(f) estd

bem definida e é R-homomorfismo.
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Proposicao 2.4.1. Para cada anel R, a aplicacao

Z : Mod-R — Mod-R
A— Z(A),

Z : Homg(A, B) — Hompg(Z(A), Z(B))
fr—Z(f),

€ um funtor.

Demonstragao.

Basta provar que Z(Ida) = Idzy e que Z(f og) = Z(f) o Z(g), para quaisquer R-
homomorfismos g: A — Be f: B— C.

Desde que Z aplicada a um R-homomorfismo é exatamente a restricao deste R-homo-

morfismo ao submédulo singular do dominio, estas condigoes sao dbvias.

O

Vamos comparar o submdédulo singular com o submédulo de torgao.

Lembre que se R é um dominio comutativo e M é um R-moédulo, entao o

conjunto

T(M)={me€ M ; rm =0 para algum r € R — {0} }

¢ um submoédulo de M, chamado de submdédulo de torcao.

Quando R nao é dominio comutativo pode ocorrer que T'(M) nao é submédulo

de M. Por exemplo, para R = M = Zg temos T(M) = {0,2,3,4}.

Proposicao 2.4.2. Seja R um dominio comutativo. Entao:
(a) R(R) coincide com o conjunto dos ideais ndo nulos de R.
(b) T(A) = Z(A) para todo R-mddulo A.

Demonstracgao.
(a) Seja I um ideal nao nulo de R. Dado o ideal ndo nulo J de R temos I.J # (0) pois R
¢ dominio. Além disso, como R é comutativo, vemos que (0) # I.J C I NJ e, portanto,

I <. R,isto é, I € R(R).
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(b) Se a € T(A) entdo existe r € R — {0} tal que ar = 0. O ideal I = rR € R(R) por
(a) e al = (0). Logo, a € Z(A). Reciprocamente, se a € Z(A) temos I € R(R) tal que
al =0. Como [ # (0) existe 0 #r € I, e ar = 0. Logo, a € T'(A).

U

A proposicao acima, junto com a Proposicao 2.4.1 provam o proximo corolario.

Corolario 2.4.1. Seja R um dominio comutativo. A aplica¢do

T: Mod-R — Mod-R
A T(A),

T : Homgr(A, B) — Hompg(T(A),T(B))
fr—="T(f) = flrc),

¢ um funtor.

O
Podemos dizer, entao, que o funtor singular é uma extensao do funtor torgao,

quando abandonamos a hipétese de R ser dominio comutativo.

Definicao 2.4.3. Um funtor F' : Mod-R — Mod-R ¢ idempotente quando F(F(A)) =
F(A), para todo A € Mod-R.

Segue, do item (c) do Lema 2.3.1, que o funtor singular Z e, portanto, o funtor

torcao T', sao idempotentes em suas respectivas categorias.

Definicao 2.4.4. Um funtor F' : Mod-R — Mod-R € chamado de funtor radical
quando, para todo A, B € Mod-R e para todo f € Homg(A, B) valem:

(a) F(4) < A.
(b) F(F(A) < F(B).
(c) F () = (0).
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J& vimos, pelo item (a) do Lema 2.3.1, que f(Z(A)) < Z(B) e, por definicao,
temos Z(A) < A. No entanto, Z nao é um funtor radical, como mostra o préximo

exemplo.

Exemplo 2.4.7. Tome R = Zs e A = Z,. Sabemos que R(Zy) = {{0,2},Z4} e
Z(Z4) = {0,2}. Tome a = 1 =1+ Z(Zy) € Z(ZZ‘:). Como a{0,2} = (0) temos que
ae’Z (%) e, portanto, Z (%) # (0).

Porém, T" é um funtor radical.
Proposigao 2.4.3. O funtor tor¢ao € um funtor radical.

Demonstracgao.
Desde que o funtor Z satisfaz as condigoes (a) e (b) da Defini¢ao 2.4.4, o mesmo vale

para o funtor 7" avaliado na categoria dos médulos sobre dominios comutativos. Resta

verificar que T’ (ﬁ) = (0). Seja entdao A um R-médulo e @ =a+T(A) €T (ﬁ).
Assim, a € A e a.r = 0 para algum r € R — {0}. Pela defini¢io da multiplicacdo no
moédulo quociente ﬁ vem que 0 = a@.r = ar, e daf ar € T(A). Logo, existe s € R—{0}
tal que (ar)s = 0. Como R é dominio escrevemos 0 = a(rs) com rs € R — {0}. Segue
que a € T(A) e, portanto, a = a+ T(A) = 0.

O

Definicao 2.4.5. Os funtores radicais F' definidos sobre a categoria de R-mddulos, e
que satisfazem F(A) = AN F(B) para A,B € Mod-R e A < B sdo chamados radicais

de torgao.

Note que, pelo item (b) do Lema 2.3.1 e pela Proposi¢ao 2.4.2, T' é um radical

de tor¢ao quando R é dominio comutativo.

Os funtores radicais de torcao sao funtores idempotentes pois se A € Mod-R

temos F(A) < Aedai, F(F(A)) = F(A)NF(A) = F(A).

A importancia dos radicais de torcao esta no fato de que, a partir deles, define-
se as teorias de torcao que levam a construcao de médulos quocientes. Este assunto

pode ser visto em [7] e [12].
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Comparando a Proposicao 2.4.3 com o exemplo anterior a esta proposicao,
vemos que ao passar do funtor torcao T para o funtor singular Z, perdemos uma

propriedade importante. A saber, T é radical de torcao mas Z nao é radical de torcao.

Veremos que se R é um anel tal que Zr(Rgr) = (0), entdo o funtor singular
¢ um radical de torgdo na categoria Mod-R. Os anéis R tais que Zg(Rg) = (0) sdo

chamados anéis nao singulares a direita. Trataremos deles no proximo capitulo.

Teorema 2.4.1. Seja R um anel tal que Zr(R) = (0). Entdo o funtor singular
Z : Mod-R — Mod-R é um radical de torcao.

Demonstragao.

Seja A € Mod-R. Pelo que vimos nesta segao basta provar que Z (%) = (0). Como

o)
A (ﬁ) < Z(‘A) segue, do segundo Teorema dos Homomorfismos, que existe um R-
modulo C tal que Z(A) < C < Ae 7 =2 <Z(A)) Vamos provar que Z(A) <, C.
Seja M < C, M # (0) tal que MﬂZ(A) = (0). Entao M < A e, pelo item (b) do Lema
2.3.1, Z(M) = M nZ(A) = (0). Definimos ¢ : M — % por p(m) = m + Z(A),

que é R-monomorfismo pois Ker(¢) = M NZ(A) = (0). Portanto, M ~ (M) < %_

Note também que Z <Z(A)> =7 <Z <%>> =7 <ﬁ> = Z(A) Desta forma, Z(C;‘) é
R-médulo singular e, como a classe dos médulos singulares é fechada por isomorfismo
(item (f) do Lema 2.3.1) e por submédulos (item (b) do Teorema 2.3.2), segue que M
¢ R-modulo singular. Logo, M = Z(M) = (0) e entdo Z(A) <. C.
Suponha agora que Z (Z(A)> # (0). Entao % # (0) e existe z € (C' — Z(A)). Seja
J={reR; xzr =0} =rg(x). Como zJ = (0) e x ¢ Z(A), segue que J ¢ R(R), isto
é, J nao é ideal a direita essencial de R. Logo, existe um ideal a direita nao nulo I de R
tal que I NJ = (0). Definimos o R-homomorfismo v : I — xI por ¢(k) = xk. Claro
que 1 é sobrejetor e Ker(¢) ={kel; a2k=0}={kel; ke J}=1nJ=(0).
Portanto, ¢ é isomorfismo. Mas Z(I) = 1N Zg(R) = 1N {0} = (0) e dai Z(zI) = (0).
Como z € C C A, temos que zI < A e entdo (0) = Z(zl) = 2l N Z(A). Note que
xl # (0), pois 2/ = (0) = I C J = (0) =INJ =1, o que contradiz o fato de que
I #(0).
Desta forma, obtivemos um submdédulo nao nulo zI de C' tal que zI N Z(A) = (0),
contradizendo o fato de Z(A) <. C. Portanto, devemos ter Z < 7 A)> = (0).

U
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Capitulo 3

IDEAL SINGULAR

Terminamos o capitulo anterior provando que se R é um anel tal que o R-
modulo Ry é nao singular a direita entao o funtor singular Z : Mod-R — Mod-R é um
radical de torgao. Esta propriedade desperta interesse por anéis tais que Zg(Rg) = (0).
Estes anéis sao chamados anéis nao singulares a direita, e no outro extremo, quando

Zr(Rr) = R, os anéis sdo chamados anéis singulares a direita.

Ao estudarmos propriedades de um anel R ou de um médulo A sobre R, obte-
mos mais informagoes e resultados quando consideramos, separadamente, os casos em
que R ¢é anel singular ou nao singular a direita. Por isso, é interessante conhecer melhor
as propriedades do ideal Zr(Rpg), chamado ideal singular. Faremos isso na primeira
secao deste capitulo. A secao seguinte tratard de propriedades dos anéis singulares e
anéis nao singulares, com destaque para familias de exemplos. Terminamos o trabalho
com um estudo do funtor Z(.) aplicado a ideais unilaterais. O principal resultado desta
ultima secao assegura que se I é ideal unilateral do anel R entao o anel semiprimo

I/B(I) é nado singular se, e somente se, o anel semiprimo I*/3(1*) é ndo singular.

3.1 Ideal Singular

Lembramos que o conjunto dos ideais a direita essenciais no anel R é denotado
por R(R). Isto é,
R(R)={I CR; I<.Rgr}.

Pelas Proposicoes 2.3.1 e 2.3.2 aplicadas ao anel R visto como R-médulo a
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direita, temos que

Zr(R)={x € R; I = (0) para algum I € R(R)}
={z € R; rp(z) € R(R)}
¢ um submédulo de Ry e, portanto, € ideal a direita de R.

Na notacao acima, destacamos que olhamos R como modulo a direita sobre R.
Por isso, usamos a notagao
Zr(R) = Zr(R),
onde o indice "r” indica a lateralidade a direita.

Nesta se¢ao mostraremos que o ideal a direita Z,(R) é um ideal de R, definire-
mos os anéis singulares e nao singulares e mostraremos propriedades de médulos sobre
anéis singulares. Verificaremos também que os anéis comutativos com unidade que sao

nao singulares sao exatamente os anéis semiprimos, e apresentaremos exemplos.
Proposigao 3.1.1. Se R é um anel entio Z,(R) € ideal de R.

Demonstragao.
Desde que Z,.(R) é submddulo de Rpg, ja temos que Z,.(R) é ideal a direita de R. Por
outro lado, se r € R e xz € Z.(R) entdao 2/ = (0) para algum I € R(R). Logo,
(rx)l =r(xl) = (0), isto é, rx € Z.(R).

O

Definigao 3.1.1. O ideal Z,(R) € chamado ideal singular a direita de R.

Analogamente, Z;(R) = Zr(rR) ¢é ideal de R, chamado ideal singular & es-
querda de R.

Definicao 3.1.2. Um anel R ¢ dito:
(a) Nao singular a direita quando Z.(R) = (0).
(b) Singular a direita quando Z,.(R) = R.

Trocando Z,(R) por Z;(R) na defini¢gdo acima temos, respectivamente, os anéis

nao singulares e singulares a esquerda.
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Exemplo 3.1.1. Se R # (0) é um anel sem divisores de zero entdo R é nao sin-
gular a direita e a esquerda.

De fato, para z € Z,(R) temos I € R(R) tal que I = (0). Como R # (0) e I <. Rp
devemos ter I # (0). Logo, existe 0 # y € R e xy = 0 implica em = = 0. Assim,
Z,(R) = (0) e R ¢é anel nao singular a direita.

Analogamente, temos Z;(R) = (0).
Como casos particulares do exemplo acima destacamos:
e Todo dominio é anel nao singular a direita e a esquerda.

e 7 e nZ sao anéis nao singulares a direita e a esquerda.

Exemplo 3.1.2. Um anel R com unidade 1 # 0 nao ¢é singular a direita.
De fato, supondo que R = Z,(R) temos 1 € Z.(R). Logo, 1 deve anular um ideal a
direita essencial de R. Segue disso que (0) <. Rg e, portanto, R = (0) o que é uma

contradicao.

De certa maneira, o exemplo anterior mostra que um estudo geral do ideal
singular a direita deve ser feito em anéis onde nao exigimos, a priori, a existéncia de

elemento unidade.

Exemplo 3.1.3. Seja R =2.7Zs = {0,2,4,6
J4 vimos no Exemplo 2.2.3 que I = 4.Zs = {0,4} € R(R). E facil ver que todos os
)=

—

elementos de R anulam /. Assim, Z,(R) = R e R é um anel singular.

Outros exemplos de anéis singulares a direita serao apresentados na proxima

Exemplo 3.1.4. Vimos no Exemplo 2.3.4 que o Z4-moédulo Z4 nao é singular e também
nao é nao singular pois Z(Z4) = {0,2}. Logo, Z4 é exemplo de anel que nao é singular

e também nao é nao singular, tanto a direita quanto a esquerda.

Neste trabalho temos interesse em estudar o ideal singular a direita, para co-

nhecer anéis singulares e nao singulares a direita. Chamamos a atencao para o fato de
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que trocar a lateralidade direita por esquerda nao produz os mesmos resultados. Um

K 0
exemplo disso é que se K é um corpo, entao o anel R = Ki] K] é nao singular
@)  (@?)

a direita, mas nao é nao singular a esquerda ([6], p.36).

Notamos que, como consequéncia do item (c) do Lema 2.3.1, sempre temos
Zr(Zr(RR)) = Zr(Rg), isto é, Zr(Z.(R)) = Z,(R). Portanto, o ideal singular a
direita do anel R é um R-moddulo a direita singular.

A préoxima proposicao mostra que isomorfismos de anéis preservam anéis sin-

gulares e nao singulares.

Proposicao 3.1.2. Seja f: R — S um monomorfismo de anéis. Entao:

(a) [(Z:(R)) = Z,(f(R)).

(b) Se f é isomorfismo vale:
Z(R) = (0) & Z,(5) = (0) e
Z.(R)=R<& Z.(S)=S.

Demonstragao.

(a) Vamos verificar primeiro que f(Z,(R)) C Z,(f(R)). Sejax € Z,(R). Entao xI = (0)
para algum I € R(R). Desde que I é ideal a direita de R, temos que f(I) é ideal a
direita de f(R). Veremos que f(I) <. f(R). Seja T um ideal nao nulo de f(R). Entao
f7HT) ¢é ideal nao nulo de R. Como I <, R, existe 0 # y € f~1(T) N I. Logo,
04 f(y) € F(DNT e [(I) <. (R). Assim, f(T) € R(F(R)) e () /(I) C f(aT) = (0),
provando que f(x) € Z.(f(R)).

Para mostrar a outra inclusao, vemos que f~! : f(R) — R é monomorfismo e, pela
primeira parte da demonstracao, temos f~(Z.(f(R)) C Z.(f~'(f(R))) = Z.(R). Apli-
cando f obtemos que Z,.(f(R)) C f(Z,(R)), como querfamos demonstrar.

(b) Como f(R) = 5, o resultado segue diretamente de (a), pois f(Z,(R)) = Z,(f(R)) =
Z:(S).
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Conforme comentamos no inicio do capitulo podemos obter mais informacgoes

sobre um R-mddulo quando sabemos que R é um anel singular ou nao singular a direita.

A partir de agora destacaremos alguns resultados neste sentido. Lembre também
do Teorema 2.4.1 que diz que quando o anel R é nao singular a direita, entao o funtor

singular Z é um radical de torcao.

Iniciamos provando que quando Z,.(R) = (0), valem as equivaléncias do Lema
2.1.1, mesmo que R nao tenha unidade. Na verdade, a proposicao abaixo fornece um

resultado mais geral, para modulos nao singulares.

Proposicao 3.1.3. Seja A um R-submddulo de B. Se B é R-mddulo nao singular sao

equivalentes:

(i) A<.B.

(i1) Todo R-submddulo ciclico nao nulo de B tem intersec¢ao nao nula com A.
(i11) Se 0 # b € B entdo existe x € R tal que 0 # bx € A.

Demonstragao.
Ja vimos no Lema 2.1.2 que as implicagoes (4ii) = (i) = (i7) valem sempre.
(1) = (dii) Seja 0 # b € B. Pode ocorrer bR # (0) ou bR = (0). Se bR = (0) entéo b
anula o ideal essencial R de R e, portanto, b € Zg(B) = (0), que é uma contradicao.
Assim, devemos ter bR # (0) e, como A <., B, vem que ANbR # (0). Dai, existe x € R
tal que 0 # bx € A.
(71) = (i4i) Novamente tome 0 # b € B. Como vimos acima, nao pode ocorrer bR = (0)
pois Zr(B) = (0). Logo, bR # (0) e, pela hipétese (ii) temos bRN A # (0). Isso fornece
x € R tal que 0 # bx € A.

U

Corolario 3.1.1. Seja I um ideal a direita do anel R. Se Z.(R) = (0) entdo sdo

equivalentes:
(i) I € R(R).
(ii) Todo ideal a direita principal ndo nulo de R tem intersec¢do ndo nula com I.

(11i) Se 0 # b € R entao existe v € R tal que 0 # bx € I.
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Demonstracgao.
Aplique a proposi¢ao acima com B=Re A= 1.

U

Veremos agora um resultado andlogo ao item (a) do Teorema 2.3.1, para ca-

racterizar um R-médulo singular quando Z,.(R) = (0).

Proposicao 3.1.4. Seja R um anel tal que Z,.(R) = (0). Entdo um R-mddulo a direita
A € singular se, e somente se, Hompg(A,C) = (0) para todo R-mddulo & direita ndio

singular C.

Demonstragao.
(=) Desde que Zgr(C) = (0) e Zr(A) = A vem, do item (a) do Teorema 2.3.1, que
Hompg(A,C) = (0).

A . , A
(<) Como Z,(R) = (0) temos, do Teorema 2.4.1, que Zp (T(A)) = (0), isto é, Z ©

R-médulo a direita nao singular. Aplicando nossa hipotese vem que Hompg (A, ﬁ) =

(0). Em particular,

Observe que, na demonstracao da proposicao anterior, sé6 usamos a hipdtese de

R ser anel nao singular a direita para mostrar a reciproca da implicacao.

Vimos nos Exemplos 2.3.8 € 2.3.10 que a classe dos modulos singulares a direita
nao é fechada por extensoes essenciais e extensoes de médulos. Trabalhando sobre anéis

nao singulares a direita temos:

Proposigao 3.1.5. Seja R um anel tal que Z.(R) = (0). Entdo a classe dos médulos

singulares a direita sobre R € fechada por extensoes essenciais e extensoes de modulos.

Demonstragao.
Extensoes de Mddulos: Seja 0 — C — B — A — 0 sequéncia exata de

R-médulos a direita onde A e C sao singulares, isto é, Zr(C) = C e Zr(A) =
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A. Devemos provar que B é singular mas, pela proposi¢ao anterior, basta mostrar
que Hompg(B, M) = (0) para todo R-mdédulo a direita ndo singular M. Aplicando
a proposicao anterior para os moédulos singulares A e C' vem que Hompg(A, M) =

Hompg(C, M) = (0). Por ([6], p.8) a sequéncia
0 — Hompg(A, M) — Hompg(B, M) — Homg(C, M)

¢ exata. Portanto, Hompg(B, M) = (0).

Extensoes Essenciais: Seja A <. B com Zp(A) = A. Pelo Coroldrio 2.3.1 Zg(£) =

% Considere a sequéncia exata
0—A—>B— ——0.

Como A e % sao R-modulos singulares a direita segue, do item acima, que B é R-modulo
singular a direita.

O

Note que a classe dos R-moddulos singulares nao é fechada por produto direto,
mesmo quando Z.(R) = (0). O mesmo Exemplo 2.3.9 mostra isso. Da mesma maneira,
a classe dos R-mdédulos nao singulares nao é fechada por médulo quociente mesmo que

Z.(R) = (0), conforme Exemplo 2.3.7.

Nao é verdade, em geral, que se I, J € R(R) entao IJ € R(R). Como exemplo
podemos tomar R = Zs e I = J = {0,2}. J4 vimos no Exemplo 2.3.4 que [ = J €

R(Z4), mas I.J = {0} que nao é essencial em Z,.

Para o caso dos anéis nao singulares a direita temos a proposicao seguinte:

Proposigao 3.1.6. Seja R um anel tal que Z.(R) = (0). Entdo R(R) ¢ fechado por

produtos.

Demonstragao.

Sejam I,J € R(R). Como I <. Rp, segue do Coroldrio 2.3.1 que & ¢ singular. A
igualdade (%) J = (0) diz que todo elemento de % anula o ideal essencial J. Logo,
Zr (%) = 4. E fécil ver que ¢ : £ — & com ¢(z) = T ¢ um homomorfismo de
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R-médulos com Ker(p) = 75. Assim, temos a sequéncia exata de R-médulos

0— — — E LN E — 0.
1 1J I
Como % e ? sao singulares, usamos a Proposicao 3.1.5 para garantir que % é singular.

Agora temos IJ < Rg, R nao singular e Iﬁ singular que, pela Proposicao 2.3.3, leva a

J
1J <. R.
U

Podemos obter uma caracterizacao para os anéis nao singulares a direita, u-

sando moédulos projetivos.

Lembramos que existem varias equivaléncias para a definicao de mdédulos pro-
jetivos (Ver [6], p.9), mas s6 usaremos o fato que um R-médulo P é projetivo quando

¢é isomorfo a um somando direto de um R-moddulo livre.

Teorema 3.1.1. Para um anel R sao equivalentes:

(i) Z.(R) = (0).
(1) Todo R-mddulo a direita projetivo é nao singular.

Demonstragao.
(17) = (i) E imediato, pois Rp é um médulo projetivo por ser livre. Logo, (0) =
Zn(R) = Z,(R).
(i) = (i7) Seja P um R-mddulo a direita projetivo. Entao existem R-médulos a direita
P, Qe F tais que F élivie, F = P @ Qe P~ P'. Seja 8 = {by}acz € F uma
base livre de F, isto é, {bs}acr é um conjunto linearmente independente sobre R e

F = @ byR. E claro que

a€eL

Yo R— bR

r+— b,r,

¢ R-homomorfismo sobrejetor e ¢, (r) = 0 = byr = 0 = r = 0, pois {b, }acr ¢ linear-
mente independente sobre R. Portanto, R ~ b,R. Desde que Zr(Rg) = Z.(R) = (0)
segue, do item (f) do Lema 2.3.1, que b, R é R-médulo nao singular a direita. Mas,

pelo item (a) do Teorema 2.3.2, a classe dos médulos nao singulares é fechada por soma

75



direta e por submédulos e, entao, @ bR = F = P’ @ Q é R-médulo nao singular &
a€l

direita e P' ~ P é R-médulo nao singular & direita. Aplicando novamente o item (f)
do Lema 2.3.1 concluimos que P é R-mddulo nao singular a direita.

O

No caso comutativo com unidade, os anéis nao singulares (a direita) sao exata-

mente os anéis semiprimos.

Teorema 3.1.2. Seja R um anel comutativo com unidade. Sao equivalentes:

(i) Z,(R) = (0).
(11) R € anel semiprimo.

Demonstracgao.

(i) = (1) Seja I um ideal de R tal que I* = (0). Seja J um ideal & direita de R,
maximal com relagao a propriedade I NJ = (0). Entao I +J =1® J <, Rpg.

Mas I(I & J) = (0) pois I? = (0) e IJ C INJ = (0). Dai, I < Z.(R) = (0). Logo
I = (0) e, portanto, R é anel semiprimo.

(i) = (i) Suponha que Z.(R) # (0). Entao existe 0 # = € R tal que z/ = (0)
para algum [ € R(R). Como I <, Rg, 0 # v € R e R tem unidade segue, do Lema
2.1.1, que existe r € R tal que 0 # xr € I. Logo, zr € INzR e I N xR é ideal nao
nulo de R. Afirmamos que (xR N I)*> = (0). De fato, para u = zn: a;b; € (xRN I)?,
a;=zr; € xRNITeb;=xs; € xtRNI com r;,s; € R temos, pela C(i)?;lutatividade de R,
a;b; = z.(rixs;) € xI = (0), pois r; € R e xs; € I. Obtivemos, assim, um ideal nao nulo
J=2zRNI de R tal que J? = (0). Portanto, R nao é anel semiprimo, contradizendo
nossa hipotese.

O

Os resultados anteriores mostram as vantagens de conhecer anéis nao singulares
a direita. Veremos agora que, a partir de um anel nao singular a direita R, podemos
produzir R-médulos nao singulares e novos anéis nao singulares a direita. Convém

lembrar que M, ,(R) é R-moédulo a direita com a operagao

Mnxn(R) X R— Mnxn(R>

((aiz),r) — (ayr).

76



Proposicao 3.1.7. Seja R um anel. Sao equivalentes:

(i) Z.(R) = (0).
(11) Zr(Mpxn(R)) = (0), para todo n € N.
Demonstragao.
Fazendo n = 1 verifica-se claramente que (i7) = (7).
Para ver que (i) = (4i) considere M = (m;;) € Zr(M,xn(R)). Entdao M1 = (0) para
algum I € R(R). Para cada a € I temos (0) = M.a = (m;j)a = (m;;a), implicando em
m;;I = (0). Desde que I € R(R) segue que m;; € Zr(Rg) = Z.(R) = (0).
Portanto, M = (0).

Como informagao, citamos que quando R tem unidade vale a equivaléncia
ZT(R) = (0) Ang ZT(MnXN(R)) = (0)7

como pode ser visto em ([6], p.34).

3.2 Propriedades de Anéis Singulares e Anéis Nao

Singulares

O objetivo desta secao é apresentar familias de exemplos de anéis singulares e
nao singulares a direita, bem como mostrar que as classes formadas por estes anéis nao
sado hereditdrias. Seguiremos o exposto em ([5], section 2) e usaremos resultados sobre

anéis semiprimos e sobre o radical primo, vistos no Capitulo 1.

Mantemos as seguintes notacoes: R é um anel nao necessariamente comutativo
e possivelmente sem unidade, R* = Z x R é o anel com unidade (1,0) construido a partir
de R e, para cada x € R, consideramos z* = (0, z) € R*. Escrevemos rg(x) para indicar

anng(x). Quando nao houver possibilidade de confusao, escreveremos ann,.(z) = r(z).

Iniciamos com a defini¢cao abaixo que se faz necessaria para a proxima proposicao.

Definicao 3.2.1. O anel R € um nil anel se todo elemento a € R ¢é nilpotente, isto €,

se existen € N, n > 1, tal que a™ = 0.
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Um anel com unidade nao é nil anel. Um anel sem unidade pode ser ou nao

nil anel.

Exemplo 3.2.1. O anel R = 2.Z, é nil anel e R = 2.Z nao ¢é nil anel.
Proposicao 3.2.1. Se R € nil anel comutativo entao R € anel singular.

Demonstracgao.
Devemos mostrar que R C Z(R). Pela Proposigao 2.3.2, isto equivale a mostrar que
r(a) <. Rpg, para cada a € R. Mas, pelo Lema 2.2.3, basta provar que para b € R,
b # 0, vale bR* Nr(a) # (0). Sejam entdo a € Re 0 # b € R. Como R é nil anel,
existe ny € N, n; > 1, tal que @™ = 0. Dai, a”bR* = (0) e podemos escolher n como
o menor natural tal que a"bR* = (0). Note que n # 0 pois, caso contrario, terfamos
(1,0)(0,b).R* = (0,0) implicando em (0,b) = (0,0). Mas isso nao é possivel pois b # 0.
Logo, n # 0 e n — 1 € N. Pela minimalidade de n temos (0) # a" 'bR* C r(a). Pela
Proposicao 1.1.2, a comutatividade de R assegura a comutatividade de R*, e entao
(0) # @™ 'bR* = ba™ 'R* C bR*. Isso prova que bR* Nr(a) # (0).

O
Exemplo 3.2.2. Segue, da proposicao anterior e do Exemplo 3.2.1, que 2.Z, é anel

singular. Analogamente, R = 2.Z, é anel singular quando n é poténcia de 2.

Vimos, assim, que a classe dos anéis comutativos e nis é singular. Apresentare-
mos, através da préxima proposi¢ao, uma classe de anéis nao singulares, a saber, a
classe dos anéis fortemente primos. Antes, porém, precisamos da definicao de anel

fortemente primo.

Definicao 3.2.2. Um anel R € dito fortemente primo a direita se todo ideal nao nulo

I de R contém um subconjunto finito F tal que rgr(F) = (0).

Exemplo 3.2.3. Se R ¢é um anel sem divisores de zero entao R é anel fortemente
primo.

De fato, seja I um ideal ndo nulo de R e tome 0 # n € I. Escolhendo F = {n} C I
temos rg(F) ={r € R; nr =0} = (0).

Proposigao 3.2.2. Se R ¢ anel fortemente primo entao R é anel nao singular.

Demonstragao.

Suponhamos que Z(R) # (0). Pela Proposigao 3.1.1, Z(R) é ideal de R e, como R é
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anel fortemente primo, existe F' = {fi, fo,...., fu} € Z(R) tal que rg(F) = (0). Como
F C Z(R) temos que f; € Z(R), i =1,2,...,n e, pela Proposi¢ao 2.3.2, rg(f;) € R(R),
isto ¢, rr(fi) ¢ ideal essencial de R. Pelo item (c¢) da Proposigao 2.2.1 segue que

(n] r(f;) € R(R). E facil ver que rp(F) = (n] r(fi)-

Z];éste modo, (0) = rr(F) é ideal a direita Ze:s;encial de R e, conseqiientemente, R = (0).
Obtemos assim que Z(R) = (0), o que é uma contradi¢do, pois supomos Z(R) # (0).
Logo, R é anel nao singular.

U

Veremos agora que a Proposicao 3.2.1 nao vale no caso em que R é anel sem
unidade e nao comutativo. Para este propodsito, precisamos da definicao de anel nilpo-

tente, que claramente se aplica apenas aos anéis sem unidade.

Definicao 3.2.3. Seja R um anel. Dizemos que R é anel nilpotente se existe n € N*

tal que R™ = (0).

Note que se R é anel nilpotente entao R € nil anel. A reciproca desta afirmacao

nao ¢ verdadeira. Um contra-exemplo pode ser visto em ([9], p.31).

Proposicao 3.2.3. Seja R um anel finitamente gerado e nao nilpotente. Entdo existe

um ideal M de R tal que % ¢ fortemente primo.

Demonstracgao.

Inicialmente usaremos o Lema de Zorn para provar que existe um ideal M de R, maximal
com respeito a propriedade "R" & M, Vn € N*7.

Seja § = {M C R; M ¢ ideal bilateral de R e R" ¢ M,Vn € N*}, ordenado por
inclusdo. Sabemos que R ¢é nao nilpotente, entdo R™ # (0), Yn € N*. Como (0) ¢
ideal bilateral de R e R™ ¢ (0), Vn € N*, temos que (0) € S e, portanto, I # (). Seja

{M)} en um subconjunto totalmente ordenado de &. Tomemos M = U M\ C R.
AEA

Desde que {M)} en é totalmente ordenado temos que M é um ideal bilateral de R.
Além disso, R" ¢ M , Vn € N*. De fato, suponhamos, por absurdo, que exista ng € N*
tal que R™ C M. Como, pelo Teorema 1.2.1, R"™ ¢ finitamente gerado entao existe
um conjunto finito J C R™ tal que [J] = R™. Desde que J é finito e J C R™ C M=
U M,, existe A\g € A tal que J C M,,. Mas M), ¢ ideal de R e entdo R™ = [J] C M,,,

AEA
o que contradiz o fato de que M,, € 3. Portanto, M € S. E claro que M ¢é cota

superior para a familia { M)} ecn € entdo, pelo Lema de Zorn, § possui um elemento
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maximal M.

Para ver que o anel ﬁ é fortemente primo, tome T um ideal nio nulo de %. Entao [ =

27> onde I ¢ ideal bilateral de R. Notemos que M G I pois 57 L+ (0). Pela maximalidade
de M, existe n € N* tal que R" C I. Seja F' um conjunto finito de geradores de R",
que existe pelo Teorema 1.2.1. Assim, FF C R" C I e dai F= F+M cd 21> Pois se u € a
entdiou=f+m=f+m= fefE pois f € 1.

Afirmamos que I ¢é finito. Para tal, basta verificar que

g:F—>ﬁ

r+—T

é sobrejetora. Dado z +m € F temos 7+ m =T = g(x) com z € F.
F+M) = (R"—&—M)‘

Verifiquemos agora que 7 & (

R
BTy
M M
A inclusao r r (B C o z (F£M) é imediata pois FHM C EM - Para a outra inclusa
lembrequeseFETR( EHM Y entao 0.7 = 0, ‘V’UEF Seja u € (£, Entao u = @,

t lt _
para a € R". Como vimos na se¢ao 1.2, « = ) [] a;, com a;, € F'. Desde que a;;7 =0
i=15=1
R

temos ar = 0. Logo,W:OeFET%( i

Desde que W ¢ ideal bilateral de % temos que rx (Rn]\;M ) é ideal bilateral de & e
e entdo existe um ideal J de R contendo M tal que 2 = T%(%). Se M G J

entao a maximalidade de M implica na existéncia de m € N* tal que R™ C J. Dai

Rt — R R™ C R"™.J C M, contradizendo a escolha de M.

R"+M)

_J
i) = 77 sabemos que

M

Esta tltima inclusao R".J C M justifica-se pois, como r = (

- = R4 MY . = ~ (R"+M
para j € J e a € R" temos j Gr%(T) eda € ().

Logo, .y = 0, isto é, a.j € M. Assim, devemos ter M = J, o que leva a

R+ MY\ F+M\
v )\ )T

Portanto, % ¢é fortemente primo.

(F).

0) = 2=

gl
gl

Segue, da Proposigao 3.2.2, que para o ideal M obtido na proposi¢ao anterior

R 4 50
temos que 7; ¢ anel nao singular.

Proposicao 3.2.4. Seja R um anel finitamente gerado nao nilpotente com ideal M tal

que % ¢ fortemente primo. Se R ¢ nil anel entdo % ¢ anel nil nao singular.
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Demonstracgao.

Ja vimos que ﬁ ¢ nao singular. Para ver que % ¢é nil, tome T € %. Entao 7 =r + M,
com r € R. Como R é nil anel, existe n € N* tal que " = 0. Assim, (F)" = 7" = 0,
isto é, T é nilpotente e, portanto, % é nil anel.

O

Concluimos, assim, que se R ¢é nil anel finitamente gerado e nao nilpotente,

entao % ¢ nil anel e nao singular. Mas a Proposicao 3.2.1 assegura que todo anel
comutativo e nil é singular. Portanto segue, da conclusao acima, que a hipdtese de o
anel ser comutativo é essencial para a Proposicao 3.2.1.

A préxima proposigao nos apresenta uma outra classe de anéis nao singulares,

a saber, a classe dos anéis reduzidos.

Definicao 3.2.4. Um anel R € reduzido quando nao tem elementos nilpotentes nao

nulos, isto é, se a € R e a™ =0, para n € N*, entao a = 0.
O lema abaixo diz que podemos trocar n por 2 na definicao de anel reduzido.
Lema 3.2.1. Seja R um anel. Sao equivalentes:
(i) R € anel reduzido.
(ii) Se a € R e a* =0 entdo a = 0.

Demonstracgao.

(i) = (ii) E 6bvio.

(7i) = (i) Suponha que R nao seja reduzido. Entéao existe 0 # z € R tal que 2 = 0
para algum m € N*. Seja n o menor expoente tal que ™ = 0. Claro que n > 1. Assim,
2n—2>ne0=a?"2= (2" 12

Pela hip6tese (i) temos "' = 0, o que contradiz a minimalidade de n.

Lembre do Capitulo 1, que um anel é semiprimo quando nao possui ideais

nilpotentes nao nulos. Vamos relacionar anéis reduzidos com anéis semiprimos.
Lema 3.2.2. Se R € anel reduzido entdo R ¢ anel semiprimo.

Demonstragao.

Vamos supor que R nao seja anel semiprimo. Entao existem I, ideal nao nulo de R, e
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n € N* tal que I™ = (0). Como (0) # I, existe 0 # a € I. Mas a™ € I" = (0). Segue
que a” = 0 e, deste modo, a™ é um elemento nilpotente e nao nulo de R. Isto leva a um

absurdo pois, por hipétese, R ¢ um anel reduzido.

O
Lema 3.2.3. Se R € anel reduzido entao R* € anel reduzido.
Demonstracgao.
Segue do item (c) da Proposigao 1.1.2.

O
Corolario 3.2.1. Se R ¢ anel reduzido entao R* ¢ anel semiprimo.
Demonstracgao.
Basta aplicar, em ordem, os Lemas 3.2.3 e¢ 3.2.2.

O

Podemos agora enunciar a proposi¢ao que nos garante que a classe dos anéis

reduzidos é nao singular.
Proposicao 3.2.5. Se R € anel reduzido entao R é nao singular.

Demonstragao.

Suponha 0 # a € Z(R). Pela Proposigao 2.3.2 r(a) € R(R). Pelo Lema 2.2.3 (iii)
temos aR* Nr(a) # (0).

Seja 0 # x € aR*Nr(a), r = ay, y € R*. Entdo r = ay € r(a) implica em az = a*y = 0.
Como os elementos de (ayRa)? sao somas de parcelas do tipo ayri(aay)rea com 1y, 19 €
R, segue que (ayRa)?* = (0). Seja ayra € ayRa C R. Como (ayra)> = 0 e R é anel
reduzido temos ayra = 0 e, portanto, ayRa = (0). Segue que (0) = (ayRay) = xRx.
Mas, pelo Lema 3.2.2, R é semiprimo e entao z = 0, pelo Corolario 1.3.2. Esta con-

tradi¢do mostra que devemos ter Z(R) = (0).
U

Um dos resultados sobre a classe dos anéis singulares e a classe dos anéis nao
singulares estabelece que elas sao fechadas por produtos e por somas diretas. Enunci-

amos abaixo esta proposicao, a qual utilizaremos no decorrer do trabalho.
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Proposicao 3.2.6. Seja { Ry} aen uma familia de anéis. Entao:

WZ<HRQ:IIﬂﬁJ

a€N aEA

MZ<®EQ=@ZQJ

acl a€A
Demonstracgao.
(a) Vamos primeiramente mostrar que Z ( II Ra> C II Z(Ry). Sejaa € Z ( I Ra>.
a€cl a€cA acl

Isto implica que a = (aq)aca € [[Ra € a.l = (0), para algum I € R (H Ra>.
acl
Vimos, pelo item (a) da Proposigao 2.2.5, que para cada a € A existe I, <. R,,

tal que @ I, C I. Assim, (0) = (@a)acr- P I,. Fixemos o € A. Para cada
ach acA
r € I, temos u = (Z4)acr € P Ia, quando z, = = e z, = 0 para A # a. Entao
€N
(0) = (Ga)aca-u implica que a,.24 = 0 e assim (a,).x = 0. Logo, a,.Il, = (0) e entdo

a, € Z(R,). Portanto, a = (aa)acn € ][] Z(R.). Para mostrar a outra inclusdo,
aEA
seja a € [] Z(R,). Isto implica que a = (aq)acr € [] Ra € aa € Z(R,), YVa € A.
aEA a€gl
Como a, € Z(R,), entao a,.1, = (0) para algum I, € R(R,). Pela Proposicao 2.2.3

temos que I = [[ I, € ®| ] Ra). Entao a.l = (an)aca- [[ Io = [] ta-Ia = (0)

aeA aEA aEA aEA

implicando que a € Z ( I Ra> .

acA

(b) Para mostrar que Z <@ Ra) C @ Z(R,), tomemos a = (Gp)ach € Z (@ Ra>.

acl ach a€gl
Isto implica que a € @ R, e a.l = (0) para algum I <, @ R,. Pelo item (b) da
acA a€cl

Proposicao 2.2.5 I € R ( II Ra) e, pelo item (a) da mesma proposigao, vemos que
acA
para cada a € A existe I, <. R, tal que @ I, C I. Assim (aq)aca- P L. = (0).
acl aEA
Fixemos a € A. Vamos ver que a,.l, = (0). Teremos, assim, que a, € Z(R,) pois

I, <. R,. Isso conclui a prova pois implica em a = (ay)aca € P Z(R,). Dado

x € I,, tome u = (Z4)acr € P I, definido por z, = x e ) = 0 para A # a. Como
acA
(@0)acr- @B I = (0) entao (0) = (Gqn)aca-v implica que a,.z, = 0, ou seja, a,.x = 0.
aEA
Logo, aq.1, = (0), isto é, aq € Z(R,) pois I, <. R,. Portanto, a = (a,) € @ Z(R,).

aEA
Mostremos agora que @ Z(R,) C Z (@ Ra). Seja a € @ Z(R,). Temos que

aeA aeA aeA

a = (aa)acr € P Ry € ay € Z(R,), Vo € A.

aEA
Assim, para cada a existe [, € R(R,) tal que a,.l, = (0). Pela Proposi¢ao 2.2.4,
I=Il,er (@ Ra> e, entdo, a.l = (aa)acr- P In = P anl, = (0), implicando

a€N aEA acA aeA
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emaéZ(@ Ra).

aEA

Como conseqiiéncia obtemos o seguinte:

Corolario 3.2.2. As classes dos anéis singulares e dos anéis nao singulares sao fechadas

por produtos diretos e por somas diretas.

Demonstracgao.

Segue da Proposigao 3.2.6.

Destacamos, entretanto, que as classes dos anéis singulares e nao singulares
nao sao fechadas por imagens homomérficas. Os proximos exemplos justificam esta

afirmacao.

Exemplo 3.2.4. A classe dos anéis nao singulares nao é homomorficamente fechada.

Sejam K um corpo e xK[x] o anel dos polinomios com termo constante zero, sobre K.
Inicialmente mostremos que o anel K [z] é nao singular. Tome p € xK[x], p # 0. Se
p? = 0 implica que p = 0. Assim, zK|[z] é anel reduzido, isto ¢, nao tem elementos
nilpotentes nao nulos. Pela Proposicao 3.2.5 segue que xK[x] é anel nao singular.

Agora defina a aplicacao :

sendo p = p + z?K|z].

E claro que ¢ é homomorfismo sobrejetor.

Provemos agora que zﬂfgfﬂ] ¢ anel singular. Tome p = p + 2?°K|x] € Iﬂfgfﬂ] Como
p € 2K [x] temos p? € 2?K[x]. Assim, (p)? = p?> = 0 mostrando que lezf([ﬁ] ¢ nil anel.

22K |[z]

Também é comutativo ja que K é corpo. Portanto, pela Proposicao 3.2.1 temos

que % é anel singular.

Deste modo, temos 2K [z| anel ndo singular e ¢(x K [x]) anel singular, o que mostra que

a classe dos anéis nao singulares nao é fechada por imagens homomorficas.
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Exemplo 3.2.5. A classe dos anéis singulares nao é homomorficamente fechada.
Seja R um anel comutativo e nil para o qual nao existe n € N* tal que r” = 0, para todo

r € R. Considere A um conjunto infinito de indices e tome P = [[ R, e R, = R. Pela
a€A
Proposigao 3.2.1 o anel R é singular, isto é, Z(R) = R e, pelo Corolério 3.2.2, segue que

P ¢ singular. Seja 5(P) o radical primo de P. Pelas Proposigoes 1.3.4 (a) e 1.3.5 (b)
temos que B(P) = {x € P ; x é nilpotente } é um ideal bilateral de P. Vamos provar
que B(P) # P. Supondo que todo elemento de P seja nilpotente, e usando o fato de A
ser um conjunto infinito, obterfamos um nimero natural n € N* tal que »™ = 0, para
todo r € R. Isso contradiz a escolha de R. Logo, G(P) # P e, portanto, % # (0).

Mostremos agora que nao é singular. Para isso vamos verificar que —- ) é reduzido

ﬂ(P) B(P)

e dai, pela Proposicao 3.2.5 teremos que ¢é nao singular.

ﬁ(P)
Seja P € 5ip tal que ()2 =0. Entao (p)2=p2 =0=p? € B(P) = p* é nilpotente =

pé nﬂpotente . Portanto, p € B(P),p=0e¢e é anel reduzido. Segue que ¢ anel

ﬁ(P) 5(P)
nao singular. Além disso, % # (0) diz que % nao ¢é singular pois (0) é o tnico anel

singular e nao singular ao mesmo tempo.

Agora considere o homomorfismo projecao canoénica 7 : P — % que é sobrejetor.

_P_
B(P)

nao é fechada por imagens homomorficas.

Como P é um anel singular e nao ¢ singular, temos que a classe dos anéis singulares

Um anel R que satisfaz as condicoes requeridas no exemplo acima sempre existe.
De fato, sabemos que se n é poténcia de 2 entdo 2.Z, é anel comutativo e nil. Tomando
R = @ 2.7 onde L é um subconjunto infinito de N, temos que R é comutativo e nil,
i€l
mas nao existe m € N* tal que r™ = 0 para todo r € R.
Veremos agora que ideal de anel singular (ndo singular) nao é necessaria-

mente um anel singular (ndo singular). Iniciamos formalizando a definigdo de classe

hereditaria.

Definicao 3.2.5. Uma classe M de anéis é hereditaria se para todo anel R € M e todo
ideal I de R tivermos I € M.

Verificaremos, através dos dois proximos exemplos, que as classes dos anéis

singulares e dos anéis nao singulares nao sao hereditarias.

Definigao 3.2.6. Sejam K um corpo e A um anel. Dizemos que A é uma K-dlgebra

quando A é um espago vetorial sobre K e k(ab) = (ka)b = a(kb), para todos a,b € A e
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todo k € K. A K-dlgebra A ¢é singular quando Z4(A) = A.

Exemplo 3.2.6. A classe dos anéis singulares nao é hereditaria.

A A
Sejam K um corpo, A uma K-dlgebra singular tal que A? # (0) e R =

0 A
Inicialmente vamos provar que R ¢é singular, mostrando que para a = €R

z

tem-se que Tg(a) é ideal essencial de R.
Chame I =ry(z) N ra(y) N ra(z). Como A = Z(A) temos que 74(x), ra(y) e ra(z)

sao ideais essenciais de A. Pela Proposicao 2.2.1 segue que I € R(A).

dy dy I 1
Tome d = €
0 ds 0 I
Ty di do xdy xdy + yds 0 0
Como ad = . = = temos que
0 =z 0 d3 0 ng 0 0
I I
C rr(a)
0 I
, : G- br by
Seja T' um ideal a direita nao nulo de Re 0 # b= eTCR
0 b3
12 caso: bR # (0).
by b A A btA bA+ bA I 1
bR = P = ! ! ? = b para ideais a di-
0 b3 0 A 0 bs A 0 I3

reita ]1, ]2, ]3 de A.

Como bR # (0), existe i € {1,2,3} tal que I; # (0). Desde que I € R(A) devemos ter
I 1

I'NI; # (0). Entao (0) # bRN CbRNrg(a) CTNrg(a) e, portanto, rr(a)
0 1

¢ ideal essencial de R.

22 caso: bR = (0).
Seja P o subanel de K gerado por 1. Claro que P ~ Z,. Vimos na se¢ao 1.2 que o ideal
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a direita de R gerado por b, e o ideal a direita de A gerado por b; sao, respectivamente,

(b), =bZ+bR C T
(bi)r = b:Z + b A.
bA biA+bA

Mas (0) = bR = assegura que b;A = (0). Assim,
0 b3 A

(b), =bP = Pb ¢
(b)), = b;P = Pb;.
Agora, I <., Ay e Pb; = (b;), é ideal ndo nulo de A diz que I N Pb; # (0), isto é, existe

k; € P, k; # 0 para i € {1,2,3} tal que k;b; € I. Chame k = kjksks € P C K. Como
b # 0 devemos ter b; # 0 para algum i. Mas 0 # k€ K, 0# b, € Ae A é K-espago

_ _ kb, kb
vetorial, entao kb; # 0 e, portanto, 0 # kb =
0 kb
) I 1 I 1
Assim, 0 # kb € PbN = (b), N C T Nra(a) e, portanto, rg(a)
0 I 0 I
é ideal essencial de R.
) A A
Provamos, até agora, que R é anel singular. Escolha J = CR.
0 0

E fcil ver que J ¢ ideal de R. Resta provar que J nao ¢ anel singular.
Por hipétese, A% # (0) e entdo existem a,b € A tais que ab # 0. Assim, b & ra(a) e,
portanto, r4(a) # A.

Afirmagao: r4(a) é K-subespago vetorial de A.

E claro que r4(a) é fechado por somas. Tome u € ra(a) e A € K. Entdo a(ul) =
(au)A = 0.X = 0 diz que uX € r4(a).

Assim, r4(a) é K-subespago vetorial préprio de A. Vimos, no Exemplo 2.1.3, que os
espagos vetoriais nao possuem submédulo essencial préprio e, deste modo, 74(a) nao é
K-submédulo essencial de A. Portanto, existe um K-subespaco nao nulo V de A tal

que V- Nra(a) = (0).
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¢ ideal a direita de J, pois o produto sera sempre nulo.

Lo 0V
E facil ver que (0) #
0 0

a 0 x Yy a 0 Ty 00
Mas 7 = e J; _ = =
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
H H
para H = ru(a)
0 0
Também ] = (0).
a 0 . N
Assim, u = € J e ry(u) ndo é essencial em J, isto é, u ¢ Z(J) e J néo
00

é singular.

Sabemos que A = 2.Zg = {0,2,4,6} é anel singular e claramente A% # (0).

Olhando A como Zs-espaco vetorial temos um exemplo especifico para o Exemplo 3.2.6.

Como conseqiiéncia do Exemplo 3.2.6 estabelecemos o seguinte corolario:
Corolario 3.2.3. A classe dos anéis singulares nao € fechada por extensoes.

Demonstragao.

Consideremos as mesmas hipéteses do Exemplo 3.2.6 e seja J = ideal de R.
0 0
Jé& foi verificado anteriormente que J ¢ ideal bilateral de R e que J nao ¢é anel sin-

gular.

, 0
E facil ver que I = é ideal bilateral de J. Além disso, o produto de elementos

0 0

de I é sempre nulo e, assim, I é comutativo e nil. Segue, da Proposicao 3.2.1, que

I ¢ anel singular.
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Claramente a funcao
p:J— A

a,

¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis com Ker(¢) = I. Portanto, 2 ~ A. Como A
é singular segue, do item (b) da Proposi¢ao 3.1.2, que % é singular. Assim, temos a
J J

seqiiéncia exata curta 0 — [ — J — 5 — 0, com [ e 7

; anéis singulares mas J

nao é anel singular.

O

Exemplo 3.2.7. A classe dos anéis nao-singulares nao é hereditaria.

K 0| . 0
Sejam K um corpo e R = . E claro que I = é ideal de R.

K 0 K 0

Vejamos primeiro que Z(I) = I.

0 0
Seja u = € 1. Como I € R(I) e ul = (0) segue, da Proposicao 2.3.1,
z 0

que u € Z(I). Logo, Z(I) = I.

Mostremos agora que R é nao singular.

x
Afirmacgao: Para cada x = ' € R, x #0, temos rr(x) = 1.
)
a 0
Para mostrar que rg(z) C I, tomemos y = € R, ye€rg(x).
b 0
_ 1 0 a 0 r1a 0 .
Entao z.y = . = = implica
9 0 b 0 roa 0 0 0

em ria = 0 = x70a.

Como x # 0, segue que x1 # 0 ou x # 0 implicando que a = 0.

89



a 0 0
Logo, y = = € [ e, portanto, rg(z) C I.
b 0 0

Verifiquemos agora que I C rg(x).

. ~ T 0 0 0 0 0
Sejayel,y= . Entao z.y = . — ’
U 0 zo 0 Y1 0 00
ou seja, y € rr(x).
; K0
E claro que H = ¢ ideal a direita nao nulo de R e I N H = (0).
0 0

Assim, rgr(z) N H = (0), o que implica que rg(z) nao é ideal a direita essencial de
R e, portanto, R é nao singular.

Deste modo, temos que R ¢é anel nao singular, / ¢ ideal de R mas [ nao é anel nao
singular.

Isto mostra que a classe dos anéis nao singulares nao ¢ hereditaria.

Terminamos esta secao apresentando alguns resultados envolvendo o ideal sin-
gular e anéis semiprimos. Em particular, veremos que a classe dos anéis semiprimos nao
singulares é hereditaria. Sempre que necessario, para facilitar a compreensao, faremos
referéncias ao que foi exposto no Capitulo 1, resgatando resultados sobre anéis e ideais

semiprimos.

Proposicao 3.2.7. Sejam R um anel e [ um ideal bilateral de R. Se I é anel semiprimo

entio Z(I) =1NZ(R).

Demonstracgao.

Primeiramente vamos mostrar que Z(I) C I N Z(R). Sejai € Z(I). Entaoi € [ e é
claro que i € R pois I < R. Para ver que i € Z(R) tome (0) # H <, R. Devemos
provar que HNrg(i) # (0). No caso de HI = (0), entao IH.IH = I.(HI)H = (0) o que
implica que (IH)? = (0). Temos que H <, R. Entao IH <, I e, claramente, [H <; I.
Isto implica que TH <1 I. Como I é anel semiprimo, [H ¢é ideal de I e (IH)* = (0)
temos, pelo item (b) da Proposigao 1.3.3, que IH = (0). Segue que H C rg(I) C rg(1).
Portanto, H Nrg(i) = H # (0).
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No caso de HI # (0) temos, obviamente, que (0) # HI <, I, e como i € Z(I) entao
HInr(i) #(0). Mas HI C H e r;(i) C rg(i). Entao (0) # HI Nrp(i) € HNrp(i) C
H Nrg(i) implica que H Nrg(i) # (0). Assim, tanto no caso HI = (0) como no caso
HI # (0) obtivemos H (\rr(i) # (0), provando que i € Z(R). Logo, como i € Z(R) e
i € I segue que i € I N Z(R), o que mostra a inclusdo desejada.

Para ver que I N Z(R) C Z(I), tomemos i € I N Z(R). Entao i € I ei € Z(R). Para
ver que i € Z(I), tomemos (0) # H <, I. Vamos provar que (i) N H # (0).
Afirmamos que HI # (0). Se fosse HI = (0) entao terfamos HIH = (0). Entao, para
todo h € H terfamos hlh = (0). Pelo Corolario 1.3.2, como [ é anel semiprimo isto im-
plicaria em h = 0 e, portanto, H = (0), o que é absurdo. Deste modo, I <R e HI # (0)
implicam que (0) # HI <, R. Do fato de i € Z(R) segue que HI Nrg(i) # (0). Mas
H <, R implica que HI C H e entao (0) # HI Nrgr(i) C HNrg(i) € HNr(i). Note
aqui que se x € H Nrg(i) entdo © € H e x € rg(i) e isto implica que x € H e ix = 0.
Como H C I segue que x € I e x.i =0 e, portanto, = € /(7).

Deste modo, H Nry(i) # (0) e assim ¢ € Z(I), o que conclui a prova.

0 0
Segue, da Proposicao 3.2.7, que o ideal I = do anel R =
K 0 K 0

visto no Exemplo 3.2.7, ndo é anel semiprimo pois Z(I) =1 e INZ(R) = (0).

Para concluir esta secao enunciamos o coroldrio abaixo:
Corolario 3.2.4. A classe dos anéis semiprimos nao singulares é hereditaria.

Demonstracgao.
Sejam R um anel semiprimo tal que Z(R) = (0) e I um ideal bilateral de R. Pelo
Corolario 1.3.4 temos que [ é semiprimo. Aplicando a Proposicao 3.2.7 segue que
Z(I)=1INnZ(R)=1n(0)=(0). Logo, I é semiprimo e nao singular.

U

91



3.3 O Ideal Singular de Ideais Unilaterais

Nesta secao desenvolveremos alguns conceitos e resultados relacionados com o
ideal singular de um anel e ideais unilaterais. Em particular, veremos como o ideal

singular Z(.) se comporta quando trabalhamos com ideais unilaterais.

Fixemos R como sendo um anel qualquer e os ideais considerados nesta se¢ao
como ideais a direita. Resultados andlogos obtemos trocando a lateralidade dos ideais.
Deste modo, usaremos a notacao I <, R para indicar que I é um ideal a direita do anel
R. Equivalentemente, I <; R denota um ideal a esquerda do anel R. Escreveremos
I < R para indicar que I é um ideal bilateral do anel R, $(R) para indicar o radical
primo do anel R e I* representa o ideal bilateral obtido a partir de I, conforme j& foi
apresentado no Capitulo 1. Os radicais aqui considerados sao sempre radicais de anéis.

Assim, mesmo quando I <, R, #(I) indica o radical primo do anel .

O principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema 3.3.1. Sejam I um ideal unilateral do anel R e I* o ideal bilateral de R

gerado por 1. Entao Z (%) # (0) se, e somente se, Z (ﬁ) #(0).

A prova deste Teorema esta dividida em varias partes. Faremos a sua ex-
posicao trabalhando com conceitos relacionados e resultados auxiliares, apresentados

seqiiencialmente, de acordo com a necessidade.

O proximo lema nos da resultados importantes para a demonstracao do Teo-

rema 3.3.1.

Lema 3.3.1. Sejam R um anel, I um ideal unilateral de R e I* o ideal bilateral de R
gerado por I (I* = R*I ou I* = IR*). Entao:

(a) %1%?) ¢ um ideal unilateral de %.

(b) I*;(%R) ¢ o ideal bilateral de % gerado por TEE).

(C) I'tB(R) ~, _I*

B(R) BU*)

I—g?}gf;) I
d) 25~
(@) Fgmy = 7
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Demonstracgao.

(a) Sem perda de generalidade, vamos admitir que I <, R e provar que I;(ﬁ Igf;) <, %.
Dados u,v € ];?RR) e\Ne ﬁ(]}) temos:

u=zrx+a,v=y+v e A=acomz,y€l,a,vef(R)eacR.
u—v=r+ta—(y+y)=@—-y+(@—7) € Hﬁ())

ul=(@+a)a=rat+aa € 50

(b) Novamente supomos sem perda de generalidade que I <, R e por (a) temos

que I;*(B (I)%) <y ﬂ( . Assim, o ideal bilateral de ) gerado por I;f }(;)%) é, pelo item (a)

da Proposigao 1.2.2,

(_E;)* <I+ﬁua> _ ItA(R) | R <z+ﬁua> __I+ﬁUﬂ_%RI+B() _ U+RD+B(R) _ I"+B(R)
R )\ BER) B) AR\ BR) B(R) B(R) B(R) B(R) -

(c) Desde que I* < R segue, do Teorema 1.3.4, que S(I*) = I* N B(R). Assim, basta

I'+B(R) o _ I*
provar que —gee= & gy

Mas isso é conseqiiéncia imediata do Teorema dos Homomorfismos, pois

I + B(R)
B(R)
r+— x+ [(R)

p: " —

é claramente um homomorfismo. A sobrejetividade de ¢ segue do fato de que cada

I*+B(R)

€ 5w

pode ser escrito como

u=(x+AN)+pR) ,zel’, e 3(R)
= (z+6(R)) + (A + B(R))
=z + B(R)
= ().

Por outro lado,

reKer(p)ozel e 2+ [(R)=0F(R)exel e zef(R)

s xel"NP(R).

I (I*) _ I*+5(R)'

I* _
POI‘t&HtO, I*NB(R) ~ Ker(p) — ¥
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(d) Os homomorfismos

I+ B(R) _
1 , =T=x+0(R
S e (R)
¢ I+B(R)
T+ B(R) B o=~ I+ B(R)
T p(mmy 0TI )
8 (562)
sao claramente sobrejetores.
I+B(R)
Logo, mop : I — % também é homomorfismo sobrejetor.
TBR)
Além disso,
z€Ker(top)&T=0
_ 1+B(R)) <1+5(R)>
B(R) B(R)
_ I+ 6<R))
STES
S
sz e f(I)
I+5(R)
Assim, Ker(mop) = 3(I) e, pelo Teorema dos Homomorfismos temos ﬁ ~ = ( ,ﬁ(ggm)
B(F)
OJ

O Lema 3.3.1 assegura que basta provar o Teorema 3.3.1 no caso de anéis
semiprimos. Os detalhes desta reducao podem ser vistos na proposicao abaixo. Note que
a igualdade Z <#) = Z(J*) no enunciado da proposicao segue do fato de J* ser ideal
bilateral de S, 5(S) = (0) e do Teorema 1.3.4 que garante que G(J*) = J*NG(S) = (0).

Proposigao 3.3.1. Sejam S um anel semiprimo e J um ideal unilateral de S. Suponha
que valha a equivaléncia Z (%) =Z(J)#£(0)= Z (ﬁ) #(0).

Entdo para todo anel R e todo ideal unilateral I de R wale

() 0=ty 0

Demonstragao.
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Aplicando o Lema 3.3.1 ao anel R e ao ideal I, temos:

(1) %1%% ¢ ideal unilateral de %.

(2) 51* ~ I4BR) ¢ ideal bilateral de 65%) o IHB(R) _ (I+B(R)) '

(I~ — BR) B(R) B(R)
L L b

3) Lo~ B0

) 50 ~ srmm)

Por (1), J = f;gg@ ¢ ideal unilateral de S = % Também, pelo Coroldrio 1.3.3, S ¢é

anel semiprimo. Entao podemos admitir que

J
Z(J* Z | — )
2Oz (575) 20
Mas pela tltima igualdade vista em (2), temos J* = I*;(%R ). Assim,
I+ 6(R)) S8
z(F g 20 ez #(0).
o 5 ()

Dos isomorfismos estabelecidos em (3) e na primeira parte de (2), junto com a Proposi¢ao

3.1.2 concluimos que Z (%) #(0)&= Z (ﬁ) # (0).
O

Segue, da proposicao acima, que basta provar o Teorema 3.3.1 no caso do anel

R ser semiprimo.

Aplicando o Teorema 1.3.4 ao ideal bilateral I* do anel semiprimo R, vemos

que B(I*) = I"NB(R) = I"N(0) = (0). Deste modo, Z (ﬁ) = Z(I*) e reenunciamos

o Teorema 3.3.1 da seguinte maneira:

Teorema 3.3.2. Sejam R um anel semiprimo, I um ideal unilateral de R e I* o ideal

bilateral de R gerado a partir de I. Entao

Z(I') # (0) & Z (ﬁ) £ (0).

Este teorema sera provado no final da secao. Antes desenvolveremos alguns

resultados para simplificar a prova.
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Proposigao 3.3.2. Sejam R um anel e I um ideal a direita de R. Entao Z(I)I C Z(R).

Demonstracgao.

Tomemos z € Z(I) e i € I. Para mostrar que zi € Z(R) vamos verificar que rg(z7)
¢ ideal a direita essencial de R. Seja entdo (0) # H <, R. Devemos considerar dois
casos:

12 Caso: tH = (0).

Se iH = (0) entdo ziH = (0). Isto implica em H € rg(zi). Dai, rr(zi) N H # (0).

22 Caso: iH # (0).
Isto implica que (0) #iH <, I, poisi € I, H C R e I é ideal a direita de R.
Como z € Z(I) e (0) # iH <, I temos que iH Nry(z) # (0). Isto implica que existe
0 # h € H tal que ih # 0 e th € r;(z), isto é, zih = (0). Isto mostra que h € rg(zi).
Como h € H segue que H Nrg(zi) # (0).

UJ
Portanto, zi € Z(R).

Lema 3.3.2. Se R ¢ anel semiprimo e I <, R (L <; R) entao B(I)I = (0) (LG(L) =
(0)).

Demonstracgao.

Sabemos que (1) < I, e é claro que B(I)I < 5(I). Segue que 5(I)] <, R pois S(I)I é
fechado por diferencas e I <, R. Além disso, pelo Teorema 1.3.4 e pelo Corolario 1.3.4,

BB = )TN EBI)) = BTN BT) = B

Assim, G(I)I é (-ideal a direita de R. Mas, pelo Teorema 1.3.5, o radical primo 3 é
forte & direita e entao S(I)I C B(R) = (0).
Analogamente mostra-se que LG(L) = (0) quando L <; R.

O préximo resultado nos diz que o ideal singular coincide com o radical primo

do ideal de um anel, no caso de anéis semiprimos nao singulares.
Corolario 3.3.1. Se R é um anel semiprimo nao singular e I <, R entao Z(I) = ().

Demonstragao.

Devemos mostrar as inclusoes:

96



(a) Z(I) € B(I):

Como I <, R segue, da Proposigao 3.3.2, que Z(I)I C Z(R) = (0) pois R é nao
singular. B claro que (Z(I))2 C Z(I).I = (0) C B(I). Pelo item (b) da Proposicdo
1.3.4, 5(I) é ideal semiprimo de [ e entdo, pelo Teorema 1.3.2 (v), vem que Z(I) C 3(1).

(b) B(1) < Z(1):
Como R é semiprimo e I <, R segue, do Lema 3.3.2, que 5(I)I = (0). Claro que I <, I.
Deste modo, todo elemento de 3(I) anula o ideal essencial I. Portanto, G(I) C Z ().

O
Proposicao 3.3.3. Se R ¢ um anel semiprimo e I <, R entdo
(INZ(R))+ B(I) §Z< I >
B(I) B(I)
Demonstracgao.
Iniciamos observando que quando I N Z(R) C B(I) vale % =(0)C”Z (ﬁ)

e a proposicao esta provada.

E claro que

INZ(R) = (0)=INZ(R)C B e

I
m: 0)=pI)=1I=1InZ(R)Cp().

Assim, assumimos I N Z(R) # (0) e ﬁ # (0).

Dado z = z + (I) € %, z € I NZ(R), devemos provar que zZ € Z (ﬁ)

Faremos isso mostrando que r_r (Z) ¢ ideal a direita essencial de %
BN

Seja entao (0) # T <, ﬁ Devemos provar que 7' N rﬁ(z) # (0).

Pelo Segundo Teorema dos Homomorfismos, existe H <, I tal que ((I) ; HCIle

0)# 500 =T <r 5-

Assim, vamos provar que % N rﬁ(E) # (0).

Facilmente vemos que HI <, R e HI C H. Também HI # (0) pois se HI = (0) entao
(IH)(IH) = (0), implicando em I H = (0) pois R ¢ anel semiprimo e /H <; R. Desde
que H # (0) temos 0 #h € H CIehRCIRCI. Logo, hRh = (hR)h C IH = (0).

Mas R sendo semiprimo implica em h = 0, que é uma contradigao. Portanto, HI # (0).
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Como z € INZ(R) e (0) # HI <, R temos rg(z) N HI # (0) pois rr(z) ¢é ideal a
direita essencial de R. A igualdade rR(z) NHI = ri(z) N HI ¢é ébvia pois HI C 1.
Veremos agora que HI Nry(z) € B(I). De fato, supondo o contrario, pelo Lema 3.3.2
vem que [HI Nrg(2)]* = (H]ﬂrl(z))(H]ﬂrR(z)) C B(I)I = (0). Dai, HI Nrr(z) é
ideal a direita nilpotente e nao nulo do anel semiprimo R, que é uma contradicao.

Assim, HI Nr(z) € B(I) e, portanto,

(0) #

(HIﬂrg((z—‘])))-Fﬁ() (H1+ﬁ ) ( (I))g
c

—H[—i_ﬁ(]—) r 1 \z Nr 1 (z
e (D) ey e B0 € s D e+ D),

Das trés inclusoes acima vemos que a primeira é obvia e a ultima segue do fato de

HICH.

Para justificar a segunda inclusao observamos que se © = (u +v) + () € = (Zﬁ);;)ﬁ &

uer(z)eve ), entdou=u+ B(I) comu € r;(z) CI, edaiuc %
Além disso, (z + B(I))(u+ B(I)) = zu+ B(I) = 0+ B(I) = 0, pois u € r;(2).

Assim, w € r e (2 + B(I)), provando que % Cro (z+ B(1)).
I

Pelo visto acima, W N rﬁ(Z) # (0), provando que z € Z (ﬂ( )>

Corolario 3.3.2. Sejam R um anel semiprimo, I <, R e I* o ideal bilateral de R
gerado por I. Se Z <ﬁ> = (0) entao Z(I*) = (0).

Demonstragao.

Se Z (5(1)> (0), pela Proposicao 3.3.3 temos AN ZUE)+5U) (0).

D
Ou seja, (I Z(R)) + B(I) = B(I) e, portanto, I [ Z(R) C B(I).
E facil ver que INZ(R) ¢ ideal bilateral de I e entdo, pelo Teorema 1.3.4, B(INZ(R)) =
(INZR)NBU) =1INZ(R). Assim, I N Z(R) ¢é ideal a direita f-radical de R.
Sabemos, pelo Teorema 1.3.5, que [ é radical forte a direita e como I N Z(R) <, R e
BINZ(R)) =1NZ(R), segue que I N Z(R) C B(R) = (0). Desde que o produto de
ideais estd contido na interseccao temos I Z(R) = (0).

Seja I'* o ideal bilateral de R gerado por I. Pela Proposicao 1.2.2 temos [* = R*I =

I + RI. Do Corolario 1.3.4 tiramos que I* é semiprimo e, da Proposicao 3.2.7 tiramos
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que Z(I*) = I N Z(R). Multiplicando esta igualdade a direita por Z(I*) vemos que
(Z(IM)? =[I"NZ(R)|Z(I*) = [R*INZ(R)Z(I*) C R*1Z(I*) =

= R'I[I"NZ(R)| C R'IZ(R) = (0),

pois I Z(R) = (0). Como R ¢ anel semiprimo concluimos que Z(I*) = (0).
0

Seja L um ideal a esquerda do anel R. Entao L é um anel e §(L) < L. Assim,

temos o anel ( j € novamente A ( D) ) é ideal bilateral de —=~. Pelo Segundo Teorema

B(L)
dos Homomorfismos, existe um ideal bilateral K de L tal que (L) C K < L e ﬂ( 0 =

A (ﬁ) Com esta notagao enunciamos a proxima proposicao.

Proposicao 3.3.4. Seja R um anel semiprimo, L <; R e L* o ideal bilateral de R
gerado por L. Entao LK C Z(L*).

Demonstracgao.

Vamos provar que para k € K, r«(Lk) é ideal a direita essencial de L*. Disso decorrre
que 7+ (u) é ideal a direita essencial de L* para todo u € LK e, conseqiientemente,
LK C Z(L").

Seja entao (0) # H <, L*. Basta provar que H Nrp«(Lk) # (0). Pela Proposicao 1.2.2,
L*=L+ LR=LR*. Noteque H <, L*<R<R*e HL C L, pois H C R implica em
HL C RL C L.

12 Caso: HL C B(L).

HL CB(L)= LHL C LB(L) = (0), pelo Lema 3.3.2.

LHL = (0) = (LH)(LH) = (0) = LH = (0), pois LH <; R e R ¢é anel semiprimo.
Agora, K C L = LK C L= LKH CLH = (0) = H Cr«(LK) = (0) # H =
HNrp«(LK) = HNrp«(Lk) # (0).

2¢ Caso: HL € (L)
Neste caso, (0) # ZEPL) ¢ jdeal A direita de —2~. Dado k € K temos k = k +

B(L) B(L)
B(L) € ﬁ(L) = Z< 5 )> e entao rL (k+ B(L)) N (HLJ(FLﬁ)(L)> # (0). Portanto, e-
xiste t € (HL — B(L)) tal que ¢t = t + (L) € ke . (k+ B(L)), isto é, kt € B(L).

Novamente, pelo Lema 3.3.2, temos LB(L) = (0) e assim Lkt = (0). Segue que
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0 #1t € rp«(Lk)NHL. Mas H <, L* e L. C L* assegura que HL C H. Deste
modo, (0) # rp- (Lk) N HL C 7+ (Lk) N H.
Portanto, em qualquer caso, temos H Nrp«(Lk) # (0). Isso mostra que rp«(Lk) é ideal

a direita essencial de L*.

O

‘s ny . K L
Corolario 3.3.3. Com as hipdteses da Proposicao 3.3.4, se A0 = A (m) # (0)
entao Z(L*) # (0).

Demonstracgao.

Suponha que Z(L*) = (0). Entao, pela Proposigao 3.3.4, temos que LK = (0) pois
2

LK C Z(L*). Segue que (L) = ﬁii C LK. — (0). Mas, pela Proposicao 3.1.1,

B(L) (L) B(L) = B(L)
% =7 <ﬁ) é ideal bilateral do anel ﬁ, e ﬁ é anel semiprimo, pelo Corolario
ica K _ _L ) —
1.3.3. Segue, da Proposicao 1.3.3, que 50 =4 (ﬂ( )> = (0).
OJ

Versoes simétricas (trocando lateralidade a direita por esquerda e vice-versa)
dos Corolérios 3.3.2 e 3.3.3 também podem ser obtidas, com um pouco mais de trabalho.
Nao faremos suas demonstragoes e apenas usaremos estes resultados da forma enunciada

abaixo:

Proposicao 3.3.5. Sejam R um anel semiprimo, L <; R e L* o ideal bilateral de R

gerado por L. Se Z (ﬁ) = (0) entao Z(L*) = (0).

Demonstragao.

([5], section 3, Proposition 3.12)

Proposigao 3.3.6. Se R é um anel semiprimo, I <, R e Z (ﬁ) # (0) entdo Z(I*) #

(0), onde I* ¢ o ideal bilateral de R gerado por I.

Demonstracgao.

([5], section 3, Proposition 3.13)
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Com os resultados apresentados até agora, estamos prontos para provar o teo-

rema central desta secao.

Reenunciamos o teorema abaixo:

Teorema 3.3.2. Sejam R um anel semiprimo, I um ideal unilateral de R e I* o

1deal bilateral de R gerado por I. Entao

22 0% 2 55) # O

Demonstragao. No caso em que I <, R usamos o Corolario 3.3.2 para justificar a
diregdo (=), e a Proposi¢ao 3.3.6 para a dire¢ao (<).
Se I <; R usamos a Proposigao 3.3.5 para justificar (=), e o Corolario 3.3.3 para a
diregao («=).

OJ

Como comentamos anteriormente (veja Proposigao 3.3.1), o Teorema 3.3.2

garante que vale o

Teorema 3.3.1. Sejam I um ideal unilateral do anel R e I* o ideal bilateral de R

gerado por I. Entao

I

Assim, o anel semiprimo K]

¢ anel nao singular se, e somente se, o anel semiprimo

oy s
—— & anel nao singular.
B(I7) &
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