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Resumo

Nesta dissertacao nos estudamos propriedades gerais de operadores lineares em espacos
de Hilbert e aplicagoes. Em particular, o problema de existéncia e unicidade de ex-
tensoes autoadjuntas de um operador linear é considerado. Varios exemplos impor-
tantes sao trabalhados em detalhe: os operadores de multiplicagao e os operadores

diferenciais de Laplace e Schrodinger.



Abstract

In this dissertation we study general properties of linear operators in Hilbert spaces
and aplications. In particular, the problem of existence and uniqueness of selfdjoint
extensions of a linear operator is considered. Several important examples are worked

out in detail: the multiplication and Laplace and Schrodinger’s differential operators.



Introducao

O objetivo desta dissertacao é o estudo de algumas propriedades gerais de operado-
res lineares em um espaco de Hilbert e, em especial, das extensoes autoadjuntas de
um operador linear para um dominio maior no mesmo espaco e quando esta é tinica.
Varios exemplos de operadores lineares sao considerados: os operadores multiplicagao
e derivada, operador de Laplace e operador de Schrodinger.

No capitulo 1, introduzimos os conceitos de operador limitado, operador ilimitado e
de continuidade de um operador. Examinamos, em seguida, o problema de existéncia
de extensao de um operador limitado e, definimos os conceitos de operador adjunto,
fechado, fechavel, simétrico, o fecho de um operador, e o operador autoadjunto, im-
portantes no estudo de operadores ilimitados. Varios propriedades decorrentes destes
conceitos sao examinados.

No capitulo 2, os operadores multiplicagao e derivada sao considerados em detalhes.
Através destes exemplos, ilustramos os conceitos definidos no capitulo anterior com
casos concretos. Em especial, verifica—se que um operador ilimitado pode ter uma
infinidade de extensoes adjuntas, ou ainda, nenhuma.

No capitulo 3, discutimos brevemente a solugao do problema de existéncia de extensoes
autoadjuntas de um operador linear devida a von Neumann, com base na teoria dos
indices de deficiencia desenvolvida por ele. Em seguida consideramos, em detalhes,
o caso de operadores que admitem uma unica extensao autoajunta, chamados de
operadores essencialmente autoadjuntos. Varias propriedades destes operadores sao

apresentados, juntamente com varios critérios que podem ser empregados para se de-



terminar quando um operador € essencialmente autoadjunto. Alguns desses critérios
sao aplicados no capitulo 4.

No ultimo capitulo da dissertacao, o capitulo 4, consideramos os operadores de Laplace
e de Schrodinger, que estao associados a equagao de Schrodinger, uma das equagoes
mais importantes da fisica-matematica, que descreve sistema de particulas da fisica
atomica. Consideramos o problema de Cauchy para esta equacao e, em especial,
discutimos o papel de destaque em que os operadores autoadjuntos desempenham
para garantir a unicidade de solugdo do problema de Cauchy. Alguns critérios do
capitulo anterior sao aplicados para se provar, sob certas condicoes, que o operador
de Schrodinger é essencialmente autoadjunto. Grande parte das pesquisas sobre ope-
radores de Schrodinger no século passado consistem em se determinar estas condigoes.
Em particular, a condi¢ao de Stummel é aplicada.

No apéndice, alguns resultados béasicos empregados ao longo da dissertagao sao apre-

sentados sem prova.



Capitulo 1

Operadores Lineares

Neste capitulo, sao apresentadas as defini¢oes e propriedades basicas de operadores
lineares em um espago de Hilbert separavel (definigdo A.1.3). De modo geral, indica-

remos este espago com a letra H.

1.1 Definicao de operador linear e de extensao de

um operador

Definicao 1.1.1. Seja H um espaco de Hilbert. Um operador
A:D(A)CH—H (1.1)

¢ uma aplicagdo que para cada elemento u € D(A) associa um unico elemento f € H,
e nesse caso, indica—se f=Au. O conjunto D(A) é chamado dominio do operador A,

e o conjunto

R(A) = {f € H|f = Au, u € D(A)} (1.2)

€ chamado de conjunto imagem do operador A. Diz—se que A é um operador densa-

mente definido quando seu dominio € denso em H.



Definicao 1.1.2. Considere o operador A: D(A)C H— H, onde D(A) é um subespago
vetorial de H. O operador A € chamado de operador linear quando para quaisquer

elementos u,v € D(A) e para todo o, 5 € C, tem—-se

Alau + fv) = aAu + [Av. (1.3)

Denotaremos por L(H) o conjunto de todos os operadores lineares definidos em

D C H — H, que depende do operador.

Defini¢ao 1.1.3. Seja A um operador linear em H com dominio D(A) e imagem
R(A). Chama-se operador inverso de A, e indica—se por A™, a aplicag¢io que associa

a cada elemento f € R(A) um unico u € D(A) tal que Au = f.

O operador inverso de um operador linear A, quando existe, ¢ também linear.

A condigao de que D(A) seja subespaco vetorial de H é necessaria para que
au+ Bv € D(A),

e assim a definicdo de operador linear faga sentido. Notamos que R(A) também é
subespaco vetorial de H. De fato, sejam y,w € R(A). Entao, y = Au e w = Av, para

algum u,v € D(A). Para todo «, € C obtemos,
ay + fw = aAu + AV = A(au + [v), (1.4)
pela linearidade de A. Como au + v € D(A), segue que ay + fw € R(A).

Definicao 1.1.4. O numero A € C chama—se autovalor do operador A quando existir

u#0 em D(A) tal que Au = Mu.



Teorema 1.1.1. Seja A € L(H). O operador inverso de A existe se, e somente se,

A =0 nao é autovalor de A.

Prova: Suponha que existe o operador inverso A~! com dominio D(A™1) = R(A).

Seja u € D(A) tal que Au = 0. Assim,
A7 Au) = 0.

Mas, A~'(Au) = u, isto é, u = 0. Entdo, por definicio de autovalor, A = 0 nao pode
ser autovalor.

Agora suponha que A = 0 nao é autovalor de A. Queremos mostrar que existe o
operador inverso A™! isto é, que para todo f € D(A™!) = R(A) corresponda a
exatamente um elemento u € D(A) tal que Au = f. Para ver isso, suponha que f

corresponda a dois elementos uy,us € D(A). Entdo, Au; = f e Aus = f, ou seja,

Mas A = 0 nao é autovalor de A, ou seja, nao pode ser u; —us # 0. Entao uy —ug =0,
isto é,

Uy = Usg. (16)

Logo, existe o operador inverso A~1. [J

Definicao 1.1.5. Dois operadores A e B com dominios D(A) e D(B), respectiva-

mente, sao ditos iguais quando:
(1) D(A) = D(B)=D,

(2) Au = Bu, ¥ u € D.



Definigao 1.1.6. Diz-se que o operador B : D(B) C H — H € uma extensao do

operador A : D(A) C H — H quando:
(1) D(A) € D(B); e
(2) Au = Bu, ¥V u € D(A).

Nesse caso, indica—se A C B. Em especial, quando A C B, diz-se que B é uma

extensao propria de A.

Uma questao importante ¢ a de saber se um operador possui extensao para um dominio
maior no mesmo espaco de Hilbert. Veremos mais adiante que um operador limitado,
com dominio denso, possui uma tunica extensao. Esse nao é o caso, em geral, se o

operador nao for limitado.

1.2 Operadores Limitados e Ilimitados

Definigao 1.2.1. Um operador A : D(A) C H — H € chamado de limitado quando

eriste K € R, K > 0, tal que, para todo f € D(A), tem-se que
IAfII < K[ (1.7)

A norma do operador A é o nimero que se indica por ||A||, e definido por

1Al = sup {M} (18)

reoy || f]]
f#0

Um operador A € chamado de ilimitado quando ndao € limitado.



Definicao 1.2.2. Diz-se que um operador A € L(H) é continuo em fy € D(A) quando

para qualquer sequéncia (f,) C D(A), tal que ||f, — follu — 0, entdo
|Af, — Afollg — 0, quando n — oo (1.9)

Quando A € continuo em todo f € D(A), dizemos que A é continuo em D(A).

Teorema 1.2.1. Um operador linear A é continuo em seu dominio D(A) se, e so-

mente se, A € continuo em algum fo € D(A).

Prova: Suponha que A é continuo em D(A). Entdo, A é continuo em todo f € D(A).
Suponha, agora, que A é continuo em algum fy € D(A). Seja f € D(A), qualquer, e

(fn) € D(A) tal que f, — f. Entao, (f, — f + fo) — fo, de modo que
|Afn = Al = [|AUf = DI = [|A(fn = f + fo) = Afol] = 0. (1.10)

Como f é arbitrario, obtemos a continuidade em todo D(A). O

Teorema 1.2.2. Seja A € L(H). Entao A € continuo se, e somente se, A é limitado.

Prova: Suponha que o operador A ¢é limitado e ||A|| = K, e seja (f,,) C D(A), tal
que f, — 0. Entao

para todo n € N. Portanto, quando n — oo, ||f, —0|| — 0, e
lim |[Af, — A.0|| < Ky lim ||f, — 0| = 0. (1.12)

Logo, A é continuo em f = 0 e, pelo teorema 1.2.1, o operador A é continuo em todo
D(A).

Suponha, agora, que A é continuo em D(A). Entao, A é continuo em qualquer
fo € D(A), isto é, dado € > 0 qualquer, existe um 6 > 0 tal que para todo f

satisfazendo ||f — fo|| < 0 implica

|Af — Afol| <e. (1.13)

10



Seja g € D(A), qualquer, com g # 0 e
)
f=lo+ 9
gl
Assim, ||f — fol| = 0. Como A é linear,

) )
S — Afoll = [|A(f — fo)l| = HAHTfHH - ol <e

Logo, ||Ag|| < Ka||g|| para todo g € D(A) com K; = %. Isto é, o operador A é

limitado em todo D(A). O

Para mostrar que um operador A nao é limitado é suficiente encontrar uma sequéncia
limitada (f,) C D(A), isto é, ||fu]| < M, para algum M > 0 e todo n € N, tal
que ||Af,|| — oo quando n — oo. Como para um operador linear ser limitado é
equivalente a ser continuo, nao ser limitado é equivalente a nao ser continuo em todos

os pontos do seu dominio.

Teorema 1.2.3. Seja A € L(H) continuo em D(A). Entao, A tem uma unica ezx-

tensao para um operador linear continuo definido no fecho D(A). Em particular, se

D(A) € denso em H, ou seja, D(A) = H, entdo A tem uma unica extensao para um

operador linear continuo em todo H.

Prova: Vamos primeiro estender A de D(A) para o fecho D(A). Para todo f € D(A)
existe uma sequéncia de Cauchy (f,) C D(A) tal que f, — f. Como A é continuo

em D(A), entao A é limitado em D(A), pelo teorema anterior, e

Afn = Afmll = [|A(fn = f)ll < NAJ [ fo = frl| = 0 (1.15)

quando n,m — oo, pois (f,) é de Cauchy. Portanto, a sequéncia (Af,) é de Cauchy

e converge para algum elemento em H.

Para cada f € ), escolha (f,) C D(A) tal que f, — f e defina a extensao A de

D(A
A, definida em D(A), da seguinte forma:

Af:= lim Af,. (1.16)

n—oo

11



O operador A estd bem definido pela (1.16). De fato, seja (g,) outra sequéncia de

Cauchy em D(A) que converge para f € D(A) tal que (Ag,) converge para algum

elemento em H. Vamos provar que

lim Af, = lim Ag, (1.17)

n—o0

De fato, como

= Al fo = f + f — gull

< [JANl-(fo = fI 4+ llgn = £1))
(1.18)

entdo, no limite n — oo, o lado direito converge para zero, seguindo—se que (Af,) e

(Agn) tem o mesmo limite.

O operador A é de fato extensdo de A pois D(A) C D(A) e se f € D(A), entdo
Af = lim Af, = Af. (1.19)

A segunda igualdade segue da continuidade de A. No que segue serd provado que A
é linear e limitado, o que implicard, pelo teorema anterior, na continuidade de A em

D(A).

Para provar a linearidade de A em D(A), sejam (f,) e (gn) sequéncias em D(A)

convergindo em D(A) para f e g, respectivamente. Pela linearidade de A, obtém-se

A(f +g) = lim A(f, + g)

= lim (Af, + Aga)
= AR i Agn
= A f+ Ag.
(1.20)
Em seguida, prova-se que A ¢ limitado em W Temos que
IAFI] = || tim Af, ]| = lim [|Af]] (1.21)

12



pela continuidade da norma. Como A é continuo em D(A) e, portanto, limitado,

ASull < [[A]-[fal]- (1.22)

Logo,
T [[ AL < [JAIL T (Lfll = AT T £ull = AILIFL (1:23)

Assim,
A< JAIIA- (1.24)

Portanto, A é limitado. Ora, como A é linear e limitado, A é continuo em D(A).

Resta provar que A ¢ a dnica extensao de A para (A). Suponha que existe B, outra

extensao continua de A para D(A). Dai, para todo f € D(A), tome (f,,) C D(A) tal

que f, — f. Como A é continuo em (A), entao

Af = lim Af, = lim Af,. (1.25)

Como B é também extensao continua de A em D(A), entao

Bf = lim Bf, = lim Af, = Af, (1.26)

para todo f € D(A). Entdao, B = A em D(A) e podemos concluir que a extensio de

A para D(A) ¢ unica.

Suponha que D(A) é denso em H, isto é, D(A) = H. Como H é espago de Hilbert e

D(A) é fechado, entao H = D(A) P D(A)L.

Seja C': H — H o operador definido por

Af, se f e D(A)

Cf = (1.27)

0, se f ED(A)L

C éextensdode AparaHe Cf = Af = Af, paratodo f € D(A), pois D(A) C D(A).
O

13



1.3 Operadores Adjuntos

Teorema 1.3.1. Sejam A € L(H) um operador densamente definido em H e (.,.) o
produto interno em H. Seja v € H, tal que existe um elemento h € H, com h=h(v),

tal que
<Au7 U> = <u7 h> ) (1.28)

para todo u € D(A). Entdo h € unico.

Prova: O conjunto dos pares (v, h) satisfazendo (1.28) é nao vazio, pois o par (0,0)

estd no conjunto. Suponha, agora, que h nao é tnico, isto é, existe w # h tal que
(Au,v) = (u, h) = (u,w) ,Yu € D(A). (1.29)

Assim,

(u,h —w) = 0,Yu € D(A). (1.30)

Mas, D(A) é denso em H, logo o tinico elemento de H ortogonal a D(A) é o elemento

nulo, pelo teorema A.2 do Apéndice, de modo que h —w = 0, isto é, h = w. [
Com base neste ultimo resultado, pode-se definir o operador adjunto A* de A:
Definicao 1.3.1. Seja A € L(H) densamente definido. O operador
A*:DA")CH — H, (1.31)
onde
D(A") = {v € H| tal que 3 h(v) € H com (Au,v) = (u,h),Vu € D(A)} (1.32)
e h = A*v, € chamado de operador adjunto de A.

A aplicagao A* estda bem definida como operador, pois o conjunto dos pares v e h tais

que (Au,v) = (u, h), para todo u € D(A), é ndo vazio (ver a prova do teorema 1.3.1)

14



e, dado v € H, h é unicamente determinado por v pois D(A) é denso em H, por

isso se indica h := A*v e tem-se que o operador A* é a aplicacao que associa a cada

v € D(A*) o unico elemento h = A*v € H. Portanto, se um operador é densamente

definido, existe o seu operador adjunto.

Teorema 1.3.2. Seja A € L(H), D(A) denso em H. O operador adjunto de A € um

operador linear em D(A*).

Prova: Como D(A) é denso, existe o operador A* : D(A*) C H — H. Secjam

v1, v € D(A*). Existe um tnico A*(av; + ) € H tal que
(Au, avy + Pug)y = (u, A*(avy + fvg))
para todo u € D(A). Mas,
(Au, avy + Bvy) = a (Au,v1) + B (Au, vy)
para todo u € D(A). Como vy, vy € D(A*),

(Au,v1) = (u, A*vy),
(Au,v9) = (u, A*vy)

Assim,
(Au, vy + Buy) = a (u, A*vy) + B {u, A*vy)
= (u, aA*vy) + (u, A s)
= (u, A vy + BA* ) ,

para todo u € D(A). De (1.33) segue que para todo u € D(A),

{1, A*(avy + Bua)) = (Au, avy + Bua) = (1, a A" vy + BAv,)

ou ainda,

(u, A*(avy + Pug) — aA™vy — A vy) = 0.

15

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)



Como D(A) é denso, entao, pelo teorema A.1.2; o tinico elemento de H ortogonal a

todo u € D(A) é o vetor nulo. Portanto,
A*(auy + fvg) — aA* vy — BA™ v, = 0. (1.39)

Isto é,

A*(auy + Pug) = aA* vy + fA s, (1.40)
Portanto, A* é linear em D(A*). O
Teorema 1.3.3. Sejam A e B dois operadores lineares densamente definidos em H.
(a) Se A C B, entio B* C A*.
(b) Se D(B*) € denso em H, entao B C B**.
Prova de (a): Se A C B, entao
Az = Bzx,Vx € D(A). (1.41)
Sendo D(B) denso em H, existe seu adjunto B* de modo que
(Az,y) = (Bzx,y) = (x, B*y) ,Vx € D(A),Vy € D(B"). (1.42)

Mas, como D(A) é denso em H, existe o adjunto A* e, portanto, de (1.42), deve-se
ter que

A*y = B*y (1.43)

Isto é, y € D(A*) e A*y = B*y, para todo y € D(B*). Portanto, D(B*) C D(A*), ou
seja, B* C A*.

Prova de (b): Como B é densamente definido, existe B* tal que
(Bzx,y) = (z, B"y) ,VYx € D(B),Vy € D(B"). (1.44)

Tomando o complexo conjugado, temos pela propriedade do produto interno:

<Bl‘,y> = <va*y>v (145)

16



ou ainda,

(y, Bx) = (B*y,z) ,Vx € D(B),Yy € D(B"). (1.46)

Suponha que B* é densamente definido em H. Existe B** := (B*)*) tal que
(B*y,x) = (y, B™z) ,Vy € D(B*),Vx € D(B™). (1.47)

Comparando (1.46) e (1.47) segue que, para todo = € D(B), devemos ter que x €

D(B**) e B**x = Bz, ou seja D(B) C D(B*). O

1.4 Operadores Simétricos

Defini¢ao 1.4.1. Um operador A € L(H), D(A) denso em H, é chamado de operador

simétrico quando

(Azx,y) = (z, Ay) ,Vz,y € D(A). (1.48)

Teorema 1.4.1. Um operador A € L(H), densamente definido em H, é simétrico se,

e somente se, A C A*; ou seja, A* ¢ uma extensdao de A.

Prova: Suponha que A é simétrico. Entao,
(Az,y) = (z, Ay) ,Vx,y € D(A). (1.49)
Como D(A) é denso, existe A* e (1.49) diz que
A*y = Ay, Vy € D(A). (1.50)

Isto é, D(A) C D(A").

Agora, suponha que A C A*. Como

(Az,y) = (z, A%y) Vo € D(A),Vy € D(A"), (1.51)

17



segue que para todo y € D(A) C D(A*),

(Azx,y) = (z, A%y) = (z, Ay) ,Vo € D(A). (1.52)

Portanto, A é simétrico. [J

O teorema a seguir permite concluir que um operador linear, simétrico e ilimitado,
nao pode estar definido em todo H, isto é, o dominio do operador A é um subconjunto

proprio de H.

Teorema 1.4.2 (Hellinger-Toeplitz). Se A € L(H) é um operador simétrico com

dominio D(A)=H, entao A é limitado em H e A = A*.

Prova: Seja (y,) C H tal que ||yn|| = 1 e ||Ayn|| # 0. Definimos o funcional
fn: H— C por

folz) = (z,Ay,), neN, z € H. (1.53)
para cada n, f, estd definido em todo H. Da linearidade do produto interno e do

operador A, segue que f, € linear. Para cada n € N, f, é limitado, pois usando a

desigualdade de Schwarz,

()] = |z, Ayn) | < |[Ayal|-[|2]| < o0, (1.54)

pois z e Ay, estdo em H. Além disso, para cada x € H, a sequéncia (f,(x)) é limitada.
De fato, usando a simetria de A e a desigualdade de Schwarz, mais o fato de que

[|lyn]] = 1, nds temos

()] = [{Az, yn) | < ||AZ||-[[yn]| = [|Az]|.1 = |[Az]| < oco. (1.55)

Agora, usando o Teorema da Limitagao Uniforme, teorema A.1.3, a sequéncia f, é
limitada, isto é, existe um K > 0 tal que ||f,|| < K, para todo n € N. Isto diz que
para todo z € H,

()] < ([ full-l2]] < Kl2]l, V0 € N. (1.56)
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Tomando x = Ay, segue que

1Z]1* = | Aynll® = (Ayn, Ays) = fulAys) < || fall-[[Ayal| < K[| Ay, (1.57)
Isto é,
| Ayn||? < K| Ay, (1.58)

Portanto, || Ay, || < K = K||y,||, isto é, ||A]| < K, e a prova de que A é limitado estd
completa. Vamos provar que A = A* (um operador que satisfaz esta propriedade é

chamado de autoadjunto. Operadores autoadjuntos serao estudados mais adiantes na

segao 1.6). Como A C A*, entdao H = D(A) C D(A*) C H. Logo, D(A*) = H. O

Teorema 1.4.3. Seja A um operador simétrico. Se B é simétrico e A C B, entdo

B C A*.
Prova: Como A C B, entao pelo teorema 1.3.3,

B* C A" (1.59)
Sendo B simétrico, pelo teorema 1.4.1, obtém-—se que

B C B*. (1.60)
Logo, B C A*. O

Teorema 1.4.4. Um operador A € L(H) € simétrico se, e somente se, D(A) € denso

em H e (Axz,z) € R, para todo x € D(A).

Prova: Suponha que A é simétrico. Entao, pela definigao 1.4.1, D(A) é denso em H.

Ademais,

(Az,x) = (x, Ax) = (Ax,x),Vx € D(A). (1.61)

Portanto,

(Az,z) = (Ax,x),Vx € D, (1.62)
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e conclui-se que Im (Az, x) = 0, ou seja (Az,z) € R.
Suponha, agora, que D(A) é denso em H e (Az,z) € R, para todo z € D(A). Pode-se

verificar, para todo par v,w € D(A), que

(Av,w) = (A(v+w), v+ w)
—(A(v —w),v — w)
+i (A(v + 1w), v + iw)

—i (A(v —iw),v — iw)

(1.63)
e
(v, Aw) = (v +w, A(v+w))
- <’U - qu(U - w))
+i (v + fw, A(v + iw))
—i (v —iw, A(v — w)),
(1.64)
Da hipétese (Ax,z) € R, para todo x € D, segue que
(Az,x) = (Az,x) = (v, Az) Vo € D. (1.65)

Aplicando este tltimo resultado em cada parcela de (1.63) implica que (1.63)=(1.64),
e portanto,

(Av,w) = (v, Aw) ,Yv,w € D. (1.66)

Logo, A é simétrico. [J

Consequéncia do resultado anterior é que:

Corolario 1.4.1. Os autovalores de uwm operador simétrico, quando existem, sao

Teqts.

20



Prova: Seja A um operador simétrico e suponha que A é um autovalor de A com

autofuncao u. Entao,
(Au,u) = O, u) = X {u, u) = M|u|[?, (1.67)
Como (Au,u) € R, entdo A € R. O

Defini¢ao 1.4.2. Seja A € L(H) um operador densamente definido em H. Suponha
que (Azx,x) € R, para todo x € D(A). Diz—se que o operador A ¢é limitado inferior-

mente quando existe a € R tal que

(Au,u) > a(u,u) (1.68)

para todo u € D(A).

Observe que todo operador linear densamente definido e limitado inferiormente é um

operador simétrico em seu dominio, pelo teorema 1.4.4 e definicao 1.68.

Definicao 1.4.3. Um operador simétrico A € L(H) limitado inferiormente € dito

positivo quando a = 0 e estritamente positivo quando a > 0.

Teorema 1.4.5. Seja A € L(H) um operador simétrico e limitado inferiormente,

satisfazendo (1.68). Se X é autovalor de A, entdo A\ > a.

Prova: Sejam ¢ e A tais que Ap = Ay, entao

Mo, o) = (Mg, ) = (Ap, ) > alp,p). (1.69)

Como (p, ) = ||p||* # 0, segue o resultado. O
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1.5 Operadores Fechados e Fechaveis

Defini¢ao 1.5.1. Um operador A € L(H) é chamado fechado quando dada qualquer
sequéncia (x,) C D(A), com x, — v € H, e (Azx,) — y € H, tem-se que x € D(A)

e y=Ax.

Um operador que é continuo é também fechado, mas a reciproca nao vale sempre.
De fato, se A é continuo, entdo a convergéncia de (x,) C D(A) para z implica a
convergéncia de (Ax,,) para Az, por defini¢ao, e y = Ax. Em geral, se A é um operador
fechado, a convergéncia da sequéncia (z,) nao precisa implicar a convergéncia de
(Ax,), como esté claro na definigdo 1.5.1. Considere, por exemplo um operador A
que é ilimitado em D(A). Sabemos, pelos teoremas 1.2.1 e 1.2.2, que A é descontinuo
em todo o seu dominio. Portanto, se (z,,) C D(A) é uma sequéncia convergente para
x € H, certamente isso nao pode implicar que (Az,) converge para Azx. Se A for
fechado, no entanto, entao (Az,) convergira para Ax € H sem que isso seja devido ao
fato de que x,, — x. No capitulo 2, dicute-se o caso concreto do operador derivada

Ay, que é limitado, logo descontinuo, em seu dominio, mas é fechado.

Teorema 1.5.1. Seja A € L(H), D(A) denso em H. Seu adjunto A* é um operador

fechado.

Prova: Sejam (x,) C D(A*) e (A*z,) sequéncias convergentes em D(A*) e H, res-

pectivamente, isto é
r, —x € DA") e A"z, -y € H. (1.70)
Para todo z € D(A), tem-se que
(Az,x,) = (2, A%xy,) . (1.71)
Tomando n — oo, tem—se, também, pela continuidade do produto interno,
(Az,z) = (2,y) . (1.72)
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Como z € D(A"),

(Az,z) = (2, A"x) (1.73)

e, portanto,
(z, A"x) = (2,y) . (1.74)
(z, A'vr —y) =0, Vze€ D(A). (1.75)

Como D(A) é denso, A*z —y =0 e y = A*z. Portanto A* é fechado. O

Definicao 1.5.2. Um operador A € L(H) é chamado de fechdvel quando dada uma
sequéncia (x,,) C D(A) com x,, — 0 em D(A), e a sequéncia (Azx,) também converge

em H, tem-se que (Ax,) — 0.

Definigao 1.5.3. Seja A € L(H) um operador fechdvel. O operador fecho de A € a

aplicacdo A com dominio
D(A)={zx e H | Iz, Cc DA), z,—x, e Azr,—yc H} (1.76)

e definida como

Axr = lim Az, (1.77)

n—oo

onde x e (x,) sio como em D(A).

A razdo para ter-se A fechavel na definicdo 1.5.3 é para garantir que A esteja bem
definido. De fato, a definigdo (1.77) nao depende da escolha da sequéncia (x,) que
converge para x. De fato, sejam (x,) e (z,) duas sequéncias em D(A) que convergem

para x € H. Suponha que Az, -y € H e Az, — w € H. Entao, z, — z, — 0 e
A(xy, — 2) = Az — Az, — y — w, (1.78)

pois A é linear. Como A é fechavel, segue que y — w = 0, isto é, y = w.
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Teorema 1.5.2. Seja A € L(H) um operador fechdvel. O operador A é uma extensdo

linear fechada de A.

Prova: Dado z € D(A), tome (z,) C D(A), com x, = x, para todo n € N. Entao

T, —>rveAxr, > Ar € H, e

Az = lim Az, = Ax. (1.79)

Conclui-se que D(A) C D(A) e Ax = Ax, se x € D(A). Logo, A é extensao de A.
Para provar que A é um operador linear, sejam (r,) C D(A) e (y,) C D(A) duas

sequéncias convergentes para x, y em D(A) respectivamente, com

(Az,) — Az (1.80)

(Ay,) — Ay. (1.81)

Sendo A um operador linear, temos que

Az +y) = lim Az, + yn)
= lim (Ax, + Ay,)
= lim Az, + lim Ay,

= Az + Zy.
(1.82)
Portanto, o operador A é um operador linear.
Agora, provaremos que o operador A é um operador fechado. Seja (z,,) uma sequéncia
em D(A) tal que z,, — = € H, Ar,, — y € H. Dai, dado ¢; > 0 qualquer, existe um

no € N tal que para n > ngy implica que

|z, — 2| < e1. (1.83)

Como z,, estd em D(A), entdo para cada n, existe uma sequéncia convergente (wy)

em D(A) tal que, para k — o0,
wp(n) — z, e Awg(n) — Az, (1.84)
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Mais precisamente, dado €5 > 0 qualquer, para cada n, existe um ko(n) € N tal que
se k > ko implica que

[|w(n) — x,|| < €2 (1.85)
Seja (z,) C D(A) onde z, = wg(n) e n > ng, k > ko(n). Entao,

||Zn _CUH = ||Zn—xn+xn_x||

< lzn = @[l + |20 — 2]

< &1+ €9.
(1.86)
- . €
Como €; e €9 sao quaisquer, tome €; = €9 = 5 Nesse caso,
|2, — z|] < e. (1.87)
Logo, z, — .
Similarmente, prova—se que
1Az, =yl < ||Azy — Awy]| + ||Az, — yl| — 0. (1.88)

Conclui-se que existe uma sequéncia (z,) C D(A) C D(A) tal que z, — x e Az, — .
A defini¢io de A implica que x € D(A) e y = Axr. Como (z,) C D(A), z, — z e

Az, — y implica que € D(A) e y = Ax. Logo A é fechado. [J

Teorema 1.5.3. Um operador A € L(H) € fechdvel se, e somente se, eziste uma

extensao lienar fechada de A.

Prova: Suponha A é fechével. Existe o operador fecho A que é uma extensdo linear
fechada de A, pelo teorema anterior.

Suponha, agora, que A tem uma extensdo fechada A. Seja (x,) € D(A) tal que
Zn — 0em H e Az, — y € H. Como A é extensio de A, z, € D(A) e Az, — y.

Sendo A fechado, A0 = y e y = 0; logo, o operador A é fechdvel. O
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Teorema 1.5.4. Seja A € L(H). Entio, A = A se, e somente se, A € fechado.

Prova: Suponha A = A. Seja (z,) C D(A), com x,, — x € H e Ax,, — y € H. Como

D(A) = D(A), entdo, pela definicio de D(A) segue que x € D(A) = D(A) e
y = Axr = Ax. (1.89)

Portanto, A é fechado.

Suponha, agora, que A é fechado e (z,,) C D(A) com

T, —x e Az, —y. (1.90)

Assim, z € D(A) e y = Az. Claro que z € D(A), pois D(A) C D(A). Como A
é fechado, o limite de qualquer sequéncia convergente estd em D(A). Portanto, esse

limite estd também em D(A). Assim, D(A) = D(A). Logo, A= A. [

Teorema 1.5.5. Seja A € L(H) um operador fechdvel. Entao, toda extensao fechada

de A contém A, ou seja, A € a extensdao fechada minima de A.

Prova: Seja B outra extensdo fechada de A. Para todo x € D(A), existe uma

sequéncia (x,) C D(A), onde z,, — x e

Az, — Ax. (1.91)
Mas (z,) C D(B) pois B ¢ extensao de A e, como B ¢ fechado, temos que

xr € D(B). (1.92)

Assim, D(A) € D(B). Como B é qualquer extensio fechada de A, segue que A é a

menor extensao fechada de A. O

Teorema 1.5.6. Seja A € L(H) um operador simétrico, entao
(a) A € fechdvel
(b) A é simétrico
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Prova de (a): Seja A € L(H) um operador simétrico. Pelos teoremas 1.4.1 e 1.5.1
A* é fechado, e portanto, A* é uma extensao fechada de A. Logo, o operador A é
fechavel pelo teorema 1.5.3.

Prova de (b): Como A é um operador fechavel, por (a), entdo existe o operador A.

Assim, para todo f,g € D(A), existem sequéncias (f,,) e (¢n) em D(A) tais que

fon—1T € gn—9, (1.93)
Af, = Af e Ag, — Ag. (1.94)

Como A é simétrico, por (1.93) e por (1.94), obtemos

(Af.g) = (lim Af, lim g)

= lim lim (Af,, gm)

m—00 N—00

= lim lim (f,, Agm)

m—00 N—00

= < lim f,, lim Agm>

= (f,Ag).
(1.95)
Portanto, A é simétrico. OJ
Teorema 1.5.7. Seja A € L(H) um operador simétrico. Entdo (A)* = A*
Prova: Como A é extensao fechada de A, entdao A C A, e
(A)* C A", (1.96)

pelo teorema 1.3.3. Pela definicio de A, para cada x € D(A), existe uma sequéncia

(x,) C D(A) tal que x, — = e Ax, — Ax. Para todo y € D(A*), tem—se

Mas,
(Az,y) = nh—>rgo (Azp,y) = nggo (Tn, Ay) = (z, A™y) , (1.98)
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pela continuidade do produto interno. Como A C A, entdo A estd densamente defi-

nido. Existe, entao, o operador adjunto A" e, para todo y € D(A*)

<z.:1:,y> = <x,Z*y> . (1.99)
Portanto, devemos ter
D(A*) C D(A") (1.100)
Isto é,
A CA (1.101)

Lema 1.5.1. Seja A € L(H) um operador simétrico. Entdo, existe o operador A*™*,

e A*** — A*‘
Prova: Como A é simétrico, entao pelo teorema 1.4.1,
AC A7, (1.102)

e A* estda densamente definido. Portanto, existe o operador fechado A™. Pelo teo-

rema 1.3.3,

A C A (1.103)

Sendo A simétrico, entdo A é fechdvel e existe o operador fecho A. Como D(A*) é
denso, pelo teorema 1.3.3(b),
AC A" (1.104)

e, por isso, o operador A** é extensao fechada de A e A* estd densamente definido.
Existe, portanto o operador A***. Pelo teorema 1.5.5, A é a menor extensio fechada
de A, implicando que

AC A, (1.105)
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Pela (1.105) e pelo teorema 1.3.3,
AP C (A)*. (1.106)
Como A é simétrico, segue, pelo teorema anterior, que (A)* = A* e
AP C (A)F = A" (1.107)
Para todo x € D(A) e para todo y € D(A*),
(Az,y) = (x, A%y) . (1.108)
Pela (1.104), A C A**, entao x € D(A) C D(A*) e A**x = Az. Paratodoy € D(A*),
(Az,y) = (A" x,y) = (z, A™"y) . (1.109)

Logo,
AT C AT (1.110)

Portanto, por (1.107) e (1.110), obtemos que A* = A**. [

Como A* C A* = A™* := (A™)* entao A™ C (A*)*. J& provamos que um operador

B é simétrico se, e somente se, B C B*. Por isso, A** é também simétrico.

Lema 1.5.2. Seja A € L(H) um operador densamente definido em H. Entao, A é

fechado se, e somente se, D(A*) € denso em H e A = A*.

Prova: Ver ref[6], Apéndice A.

Teorema 1.5.8. Seja A € L(H) um operador densamente definido e simétrico, entdao

A=A

Prova: Pelo teorema 1.5.7, temos que (A)* = A*, resultado equivalente ao fato de

que A* C (A)* C A* ou, usando o teorema 1.3.3(b),

A* C AT C A (1.111)
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O lema 1.5.2 garante que um operador linear B densamente definido e fechado satisfaz

B = B**. Tomando B = A temos que A = A. Substituindo e, (1.111) obtemos que
A CAC A™ (1.112)

ou, equivalentemente, A = A*™*, provando o resultado. O

1.6 Operadores Autoadjuntos

Defini¢ao 1.6.1 (Operador Autoadjunto). Seja A € L(H), com D(A) denso em
H. O operador A é chamado de autoadjunto quando D(A) = D(A*) e Az = A*z, para

todo x € D(A), isto é, A = A*.

Na referéncia [1], a definigdo 1.6.1 é apresentado como um teorema, e o préximo
resultado como definicao de operador autoadjunto. Por conveniéncia, e em confor-
midade com o estudo da analise funcional, optamos pela defini¢ao 1.6.1 de operador
autoadjunto. No proximo teorema estaremos demonstrando satisfatoriamente esta

relagao.

Teorema 1.6.1. Seja A € L(H), D(A) denso em H e E o operador identidade. Entdo
A € autoadjunto se, e somente se,

(i) A € simétrico

(ii)) (A+iE)D(A)=H
(ii)) (A—iE)D(A)=H

onde i = \/—1, com (ii) e (iii) significando que o conjunto imagem do operador
(A+iFE), quando aplicado em todos os elementos de D(A), € todo o espago de Hilbert

H.
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Prova: Sendo A densamente definido, existe o operador adjunto A*. Suponha que A

¢ autoadjunto. Nesse caso, D(A) = D(A*) e, para todo u,v € D(A) obtemos
(Au,v) = (u, A*v) = (u, Av) . (1.113)
Portanto, o operador A é simétrico. Isto implica que
(A % iByul = || Aul 2 + [ u] > > [[ul|* (1.114)

Suponha que A = 0 é autovalor de (A +iFE)u. Entao existe u # 0 tal que (A+iE)u =
0 e, nesse caso, +i sao autovalores complexos de A, o que contradiz o resultado
anterior de que A é simétrico. Logo, A = 0 ndo pode ser autovalor de (A £ iE)u. O
teorema 1.1.1 permite concluir, entao, que existem os operadores inversos (A4 iFE)~.

Esses operadores sao limitados. De fato, sejam

Dy =D((A+iE)™) (1.115)

Dy = D((A—iE)™"). (1.116)

Seja f € D;. Existe u € D(A) tal que
u=(A+iE)'f. (1.117)

Substituindo na desigualdade (1.114),
[(A+iB) I < |I(A+iE)(A+iE) " ]| = (I, (1.118)

isto é, para todo f € Dy,

I(A+iB) " fIl < II£1, (1.119)

Vamos provar, agora, que D; = H. Isso sera feito em duas etapas.

1. D; é denso em H. Para provar essa afirmacao, notamos que se assim nao fosse,
existiriaum g € H, g # 0, tal que ((A + iF)u, g) = 0, para todo u € D(A), isto
€,

(Au, g) +i(u, g) =0, (1.120)
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ou

(Au, g) = (u,ig) . (1.121)
Mas, (Au, g) = (u, A*g); logo, g € D(A*) e, portanto, (u, A*g —ig) = 0, para
todo u € D(A). Sendo D(A) denso em H, pelo teorema A.1.2, A*g = ig. Como

A = A* obtemos Ag = ig caracterizando ¢ como autovalor de A, o que nao

pode, pois A é simétrico. Logo, somente g = 0 é possivel e D; é denso em H.

. Di = H. Para provar esta segunda afirmacao, note que que como D; é denso
em H, entdo para todo f € H existe uma sequéncia de Cauchy (f,) C D; tal
que

fa— I (1.122)

Vamos mostrar que f € Dy. Seja (g,) C D(A) tal que
Ggn = (A+iE)7 f,, (1.123)
dai, por (1.119),

19 = gmll = [(A+iE)" fu = (A+iE) ™ finll
= [(A+E) " (fu = f)ll < |1fa = full = 0.

Entao (g,) é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, existe um g € H tal que

gn = - (1.124)
Note que, sendo A simétrico,
(Au, gn) = (u, Agn) = (u, fo —ign), (1.125)
pois (A +iE)g, = fn, isto é,
Agn +ign = fn, (1.126)
ou ainda,
Agn = frn — 1gn. (1.127)
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No limite quando n — oo,
(Au, g) = (u, [ —ig) (1.128)
para todo u € D(A). Mas,
(Au,g) = (u, A"g) (1.129)
isto é, A*g = f — ig, ou também, (A* 4+ iE)g = f. Como A* = A, entdo
(A+ik)g =T, (1.130)
portanto, f € Dy, para todo f € H. Entao, concluimos que

D, = H. (1.131)

De forma analoga, prova—se também que
Dy =H. (1.132)

Suponha, agora, que o operador A satisfaz as condigoes (i), (i) e (4i). Vamos mostrar
que A = A*.

O operador A é simétrico pela condigao (i). O teorema 1.4.1, entdo, garante que
D(A) C D(A™). (1.133)

Para provar que D(A*) C D(A), seja g € D(A*) qualquer. Entao, existe f € H tal

que f = A*g e, para todo u € D(A),

(Au, g) = (u, [). (1.134)

Note que
(Au, g) + (iu, g) = (u, f) + (iu, g) = (u, f —ig) . (1.135)

Portanto,
(A+iE)u,g) = (u, f —ig), (1.136)
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para todo u € D(A). Pela condigao (i),

(A—iE)D(A) = H. (1.137)

Entao,
f—ig=(A—iEWw (1.138)
para algum v € D(A). Dessa forma,

(Au+tu, g) = (u, Av —iv) = (u, Av) + (iu,v)

= (Au,v) + (iu,v)

= (Au +iu,v)
(1.139)
para todo u € D(A). Entao,
(Au +iu,g —v) =0 (1.140)
ou ainda,
(A+iE)u, g —v) =0, (1.141)

para todo u € D(A). Como (A +iE)D(A) = H, somente g — v = 0 é possivel. Logo,

g =v € D(A), e podemos concluir que
D(A*) C D(A). (1.142)

De (1.133) e (1.142), D(A*) = D(A), e A = A*. O

34



Capitulo 2

Operadores de Multiplicacao e

Derivada

No capitulo anterior vimos que um operador linear A, densamente definido e limitado
em seu dominio, pode ser estendido de modo tinico para um operador A definido em
todo espaco de Hilbert H. Suponha que A é um operador simétrico. O teorema 1.4.2
(Hellinger-Toeplitz) afirma que um operador simétrico definido em todo H é auto-
adjunto. O mesmo teorema garante que o operador também é limitado. Podemos
concluir que A ¢ a tnica extensdo autoadjunta de A.

Suponha, agora, que A é um operador simétrico ilimitado. Dependendo do operador
A, pode nao haver extensoes autoadjuntas ou apenas uma, ou ainda, infinitas delas,
como veremos neste capitulo. Seja A um operador simétrico e suponha que A admite
extensoes autoadjuntas. Seja B uma extensao autoadjunta qualquer de A. Temos que

ACA* e AC B. Entao, B* C A* pelo teorema 1.3.3, e podemos concluir que
ACB=B"CA" (2.1)

Desse modo, A* é a extensao maximal de A, e o problema de se construir uma ex-
tensao autoadjunta de A consiste em escolher D(B) "entre” D(A) e D(A*). A agao

de B pode entao ser definida restringindo A* sobre D(B).
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Neste capitulo consideramos alguns exemplos importantes de operadores lineares e a
existéncia de extensoes. Nestes exemplos fica claro que um operador ilimitado pode
ter uma infinidade de extensoes autoadjuntas ou nenhuma, ou apenas uma. A re-

feréncia bésica utilizada neste capitulo foi a [6].

2.1 Operadores Multiplicacao

Definigao 2.1.1. Um operador M : D(M) C H — H, H = L*(I) onde I C R, dado
por

(M f)(x) = m(x)f(x) (2.2)
¢ chamado de um operador multiplica¢ao, com D(M) o dominio de M, e D(f)=D(m)=I

o dominio f e m.

No que segue investigaremos as propriedades desse operador em dois dominios distin-

tos do espaco de Hilbert L?(R), com m(z) = z.
Definicao 2.1.2. Seja My o operador multiplicacao definido no dominio

D) = {f [0l — CIf € (b)) ¢ MfelX(at)} (23
por

(Myf)(x) = xf() (2.4)

Teorema 2.1.1. O operador My estd densamente definido e é limitado.

Prova: O dominio D(M;) é denso em L?([a,b]), pois C([a,b]) é denso em L?([a,b]).
Como

b b
101 = [ laf@)Pde < maxaf [ |f2da, 25)
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temos
My £ < (Bl £]]- (2.6)

Logo, M é limitado. [J

Teorema 2.1.2. O operador My é autoadjunto.

Prova: Como M; estda densamente definido, existe o operador adjunto M;. Sejam

f,g € D(M) tal que

b b b
/ (M, f)gdx = / xfgdr = / fxgdz. (2.7)
Portanto,

para todo f € D(M;) e g € D(M;). Logo, M; é simétrico e, pelo teorema 1.4.1

M, C M; (2.9)

(Myf,g) = (f, Mig). (2.10)
Para provar que M; C M, seja g € D(M;) e h = M;g € L*([a,b]). Dai, para todo
f € D(M),
(Myf.g) = (f, Mig) = (f.h). (2.11)
Comparando com (2.8),
(fixzg —h) =0, (2.12)

para todo f € D(M;). Como D(Mj) é denso, entao
xg—h=0 (2.13)

em L?([a,b]). Portanto, zg = h € L?*([a,b]), o que nos permite obter xg € L*([a,b])
e Mjg = zg. Portanto, g € L?([a,b]), e M;g € L*([a,b]). Comparando com (2.3),

obtemos que D(M;) = D(M) e, assim, M; é autoadjunto. [J
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Sendo autoadjunto, o operador M; é fechado, pois M; = M{, e My é um operador

fechado. Sendo assim, M; = M.

Definicao 2.1.3. Seja M, o operador com dominio
D(Ms,) = {f|f € L3(R) e Mf € L*(R) } (2.14)

definido por
(Maf)(z) = xf(x) (2.15)

Teorema 2.1.3. O operador M, esta definido em um subconjunto proprio denso do

espago L*(R), e € ilimitado.

Prova: O conjunto D(Ms;) é nao vazio, pois o espaco C3°(R) das fungdes de suporte
compacto em R, estd em D(Ms). De fato, seja h(z) € C§°(R) qualquer, com suporte

2 C R. Temos
/|h(:t)|2da::/ \h(z)[Pdr < oo (2.16)
R Q

/RyMZh(x)de - /Qx2|h(x)|2dx < oo, (2.17)

o que nos permite concluir que C§°(R) C D(M;). Como C§°(R) é denso em L*(R),

entdao D(My) é denso em L*(R). A fungao

1
—, se z>1
gla) =3 @ (2.18)
0, se x<1;
satisfaz
1
/ lg(z)|Pdz = / —dr=1<o00 (2.19)
R 1 X
e

/R ((Mag) ()2 /100 ldz = oo, (2.20)
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Portanto, g € L*(R), mas Myg ¢ L*(R), logo, D(M>) # L*(R).

Para provar que M, é ilimitado, considere a sequéncia (f,) C D(Ms) definida por

1, se x€n,n+1]
fa(z) = (2.21)
0, se ¢ [n,n+1].

Para todo n € N, ||f.|| = 1. A sequéncia (M, f,) ndo é limitada pois

n+1 ) %
Ml = ( / xdx) > nllfll (2.22)
e7
M f,
lim ||||;J;||| — 00, (2.23)

e completa—se assim a prova do teorema. [

Teorema 2.1.4. O operador M, é autoadjunto.

Prova: Pelo teorema anterior, o operador M, estd densamente definido em L*(R).
Existe, entao, o operador adjunto M;. O operador M, é simétrico, pois, para todo

u,v € D(M,),

(Myu,v) = /R(xu(x))v(x)dx = /Ru(a:)mdx = (u, Msv) (2.24)

Pelo teorema 1.4.1,

D(M,) C D(My) (2.25)
Por outro lado, para todo w € D(M3) e u € D(Ms),
(Myu,w) = (u, Myw) . (2.26)

Mas,

(Mau, w) = /R (zu)@ds = /R u(ww)dz (2.27)

{(u, Mjw) :/Ru(]\/_/é“w)dx (2.28)
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Entao, para todo u € D(Ms),

/Ru(x) [xw(x) — Miw| dx = 0. (2.29)

Como D(My;) ¢é denso em L?(R), segue, pelo teorema A.2 do Apéndice, que o tinico

elemento de L?(R) ortogonal a D(Ms) é o elemento nulo. Assim,

zw(x) — Mijw = 0, (2.30)
em L*(R) ou, equivalentemente,

zw(z) — Mjw = 0, (2.31)
isto é,

Miw = zw = Myw, (2.32)

para todo w € D(My). Assim, pode-se concluir que
D(M;) € D(Ms). (2.33)

Os resultados (2.25) e (2.33) implicam que D(M;3) = D(M,). Logo, My é um operador

autoadjunto. [

Sendo M, um operador autoadjunto, entao My é um operador fechado pelos teoremas
1.5.1 e 1.5.4, e My = M,. Um operador nio precisa ter autovalores, como veremos no

proximo resultado.
Teorema 2.1.5. O operador M, nao tem autovalores.
Prova: Seja A € R, qualquer, e u € D(M,) tal que
Mou = M. (2.34)

Entao,

I(Ms = AE)|* = 0. (2.35)
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Mas,
|(My — AE)|* = / | Mou — Mu|?dx = / |z — \?|uf*dz. (2.36)
R R

Como |z — A| > 0, para todo = # A, segue que u(x) = 0. Portanto, A nao é autovalor

de MQ. O

2.2 Operadores Derivada

Definigao 2.2.1. Um operador A : D(A) C H — H, H = L*(I) onde I C R, dado
pordado por
df

(Af)(z) = a— (2.37)

com coeficiente constante a € C é chamado de um operador derivada, com D(A) e

D(f)=I os dominios de A e f, respectivamente.

No que segue, A serd considerado com coeficiente a = i = y/—1, em varios dominios

no espago de Hilbert é L?([r, 3]), com com «, 3 € R, o < 3.

Teorema 2.2.1. Seja I = [, 5], com a, B € R, a < 3 e AC(I) o espago das fungoes

absolutamente continuas definidas em I. Seja Ay o operador com dominio
D(A) = {f € LA(DIf € AC(D), /' € LX(I) ¢ f(a) = f(B)=0}  (238)
definido por

df

Alf = Z%a

(2.39)
onde 1 =+/—1 € C. Entao,
a) D(Ay) € denso em L*(I)

b) Ay é um operador ilimitado
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c) Ay € simétrico.

Prova

(a): O conjunto das fungoes

ﬁ_asen [ﬁ—a

(2.40)

com k = 1,2,3,... 6 um conjunto ortonormal completo em L?([cr, 3]). Além disso,

®,.(z) € D(A;), para todo k. Portanto, D(A;) ¢ denso em L*([c, A]).

(b): Sejan > ﬁ%a Defina

n(r — a) o€ [a,a+ 2]
fal@) =9 2—n(xz—a) ,z€ o+ 1 o+ 2]
0 .z € [a+2,7]
Temos que f, € D(A;) e
1P < 2.

Ademais,

com

Segue que

Portanto,

n ,xe(a,a—i—%)

fi@)=9 -n ze(a+ia+?)

0 ,mE(owl—%,ﬁ)

B
||A1fn||2=||¢f;||2=/ 7 (2) 2z = 2n.

[Afull o V20 _

> =
Ifull \/g
AL
lim =
n—oo || full
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e A; é um operador ilimitado.
(c): Fazendo integracao por partes,

— B

B - 15}
(Avf.g) — (. Arg) = i / f'(@)g(@)de + i / f(@)g @) = if (@)g(@)

Entao,
<A1f7 g> = <f) Alg> )

para todo f,g € D(A;). O

Teorema 2.2.2. Seja
F= {f e LA()|f € AC(D), f' € L2(1)}
O operador Ay tem adjunto Aj definido em
D(A})=F

por

Aif = if

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Prova: O operador A; é densamente definido pelo teorema anterior. Isso garante

a existéncia de Aj. Seja D(A}) o dominio de Af. Vamos mostrar que F' C D(A}).

Sejam f € D(A;) e g € F. Fazendo integracao por partes, obtemos que

/a ﬂ(fhf)ﬁd:v = /a i flig)da +if(B)9(B) —if (@)g(a)
Como f € D(Ay), entao f(B) = f(a) = 0 e concluimos que
(Arf,9) = (f.19)
para todo f € D(A;) e g € F. Mas, da existéncia de A7, segue que
(Aif,9) = (f, Aig) -
Entao, g € D(A}), para todo g € F; logo,
F C D(A7)
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e, para g € F',

Ajg =g, (2.56)
pois pelas (2.53) e (2.54),
(f,Alg —ig') =0, Vf € D(A). (2.57)

Como D(A) é denso, a (2.54) segue. Para provar que D(A}) C F, seja g € D(A7).

Defina a fungéo h(z), z € I, por

h(z) = / C(Arg) (D)t + 9, (2.58)

onde § € C. Como g € L*(I) e Ajg € L*(I) entdo g e (A%g) € L*(I). Pelo teorema

A.6 do Apéndice, h é absolutamente continua em [ e
h' = Ajg. (2.59)

A funcao h é continua em [, pois é absolutamente continua em I e, portanto, também

integravel em I. Podemos, entao, definir

5::ﬁfa/j [g(m)—i—i/j(ﬁ{g)dt} do (2.60)

Com esta defini¢ao de 9, segue que

5= ﬁfa/j [g(x)#—i(h(x)—é)} dz
= ﬁja/j [g(x)—i—zh(x)] dx—f-ﬁia/j [—16} dx
:5+Bia/j [g(x)%—zh(a:)}
(2.61)
Portanto,
B
/a [g(x) +ih(z) | dz =0 (2.62)

Temos, também, que para todo f € D(A;) e g € D(A}),
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16} .
/if’(x)g(x)dar (Auf.g) = (f, Atg) = (f, )

/ fhdz.

(2.63)
Integrando por partes, como no teorema A.3.2,
B . - B -
[ ir@gids = @ | - [ @i (2.64)
Lembrando que f(a) = f(f) = 0, obtemos
B B B
/ (if)gde = — / Fhde = — / (i )i da (2.65)
ou seja,
B
/ i To(e) + h(@)]dz = 0. (2.66)
Seja g(x) a func¢do dada por
g(z) = / ' [ g(t) + z’h(t)] dt (2.67)

que estd bem definida para cada x € I pois g,h € L'(I). Pelo teorema A.3.1, q(x)
é absolutamente continua em I e, portanto, continua em I e ¢(x) € L*(I). A fungao

q(z) tem as seguintes propriedades:

q(e) = q(B) =0, pela (2.62)
q'(z) = g(x) +ih(z) € L*(I)
q(z) € L*(I)
(2.68)

Podemos concluir que ¢(xz) € D(A;). Tome f = g(z) em (2.66). Entao da relagao

(2.66) obtemos

B B
/ f'(@)[g(x) + th(z)|dz = / lg(z) + ih[*dx = 0, (2.69)
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o que implica
g(x) = —ih(z) = —i/ (Ajg)(t)dt —ié (2.70)
quase sempre em [ e

§ =1ig(a). (2.71)
Como Ag € L'(I), g é absolutamente continua em I e
J'(z) = —i(Ajg)(x) € L*(I) (2.72)

para todo g € D(A}). Estas propriedades de g mostram que g € F, para todo
g € D(AY). Entao,
D(AT) C F. (2.73)

Como ja provamos que F' C D(A}) segue que
D(A}) =F, (2.74)

completando assim a prova do teorema. [l

Segue do teorema 2.2.2 que D(A}) é formado pelas fungoes de L?(I), absolutamente
continuas, cuja derivada primeira pertence a L*(I), sem condicoes nos extremos a e
(. Portanto, D(A;) C D(A?), isto é, A é uma extensao prépria de A;. Logo, A; nao

pode ser autoadjunto.

Teorema 2.2.3. O operador A, € fechado.
Prova: Consideremos a sequéncia (u,) C D(A;) tal que
Up — U

/ :
U, — v

(2.75)
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em L%*(I). Notar que u/, — iv é equivalente a Au, — —v. Devemos provar que

u € D(A;) e Au = —v. Com esse objetivo, sejam ¢t € I = [a, 3], (U,(t)) a sequéncia

definida por

e a funcao

Pela desigualdade de Schwarz,

Un(t) — V(1) ‘ -

t

/ (u;, — iv)1ldz
t

< (/ lul, — iv\zdx)
B

< (/ lul, — iv|2d:v)

= llup — w2 (8 —

(L)
([ )

1
2

1
2
1
2

|u), — iv|| — 0, quando n — oo

resultando que

V(t) = lim U,(t).

n—oo

Como U, (t) = u,(t) e u, — u em L*(I), conclui-se que

Entao,

1

2
1
2

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

implicando que u(a) = 0 e, u é absolutamente continua pelo teorema A.3.1. Além

disso,

V(B) = lim U,(5) = lim u,(5).

n—oo n—oo
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Como u, € D(A;), temos u,(3) = 0, de sorte que V() = 0 e, portanto, u(3)=0.

Entao, u € D(A;). De (2.82), obtém-se
u' =i (2.84)
e, portanto, iuv' = —v = Au. O

A prova do teorema 2.2.3 é baseado na referéncia [16]. Vimos anteriormente que A; é
um operador fechado e simétrico, mas nao é autoadjunto. No que segue construimos

as extensoes autoadjuntas de A;.
Teorema 2.2.4. Seja 0 € R e By o operador linear definido no dominio
D(By) = {f € LAD\f € AC(), f' € LA(D), fla) =" f(3)}

por

Bof =if’. (2.85)
O operador By € uma extensao autoadjunta do operador A;.

Prova: Comparando D(By) com D(A;), segue que
D(A,) C D(By). (2.86)

Logo, By é uma extensao prépria de A;. Sendo D(A;) denso em L%*(I), o operador

By também estd densamente definido em L?*(I). Para todo f,g € D(By),

Ié] 8
(if )gda — / f(ig)dz

. /j(if)g’dx +i/j fq'dx

[e7

(Bof.g) — (f. Bog) = /

«

= ifg
=if(8)9(8) —if(a)g(e)
0

(2.87)
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ap6s substituirmos
f(B)=e"f(e)
9(8) = e’g(a)

Portanto, o operador By é simétrico. Sabemos que

D(A;) C D(By)

Dai, pelo teorema 1.3.3,

D(By) C D(A)).

Disto segue—se que

g€ AC(I) e Byg=1igd
para toda funcdo g € D(By). Para todo f € D(By) e g € D(Bj) temos
. — /6 *
(Bof,9) = ifg| +(f Bsg)-

Mas, <Bl9f7 g> = <f7 B;g>7 entao

if(B3)g(B) —if(a)g(a) = 0.

Usando que f(a) = € f(3), este tltimo resultado implica

ou

para todo g € D(B}). Reunindo os resultados (2.90) e (2.94), concluimos que

provando assim, que By ¢é autoadjunto. [

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

Para cada 6 € R, o operador By é uma extensao autoadjunta do operador A;. Ha por-

tanto uma infinidade nao enumeravel delas. Além disso, estas sdo as Unicas extensoes

de A, como mostra o teorema seguinte.
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Teorema 2.2.5. Seja A uma extensio simétrica do operador Ay em L*(I). Entdo,

A=A, ou A= By, para algum 0 € R.

Prova: Por hipétese temos que A; C A e, pelo teorema 1.3.3, segue que A" C Az

Como A é simétrico, A C A e, assim,
AcaAr (2.96)

Lembrando a definigao de A}, obtemos que g € AC(I) e Af =if’. Além disso, como

A é simétrico, para todo f,g € D(A),
(Af.9) = (1. Ag). (2.97)

Fazendo a integracao por partes,

(Af.g)=ifo) = ifg +(f.Ag). (2.95)
Comparando (2.97) e (2.98),
1(3)9(B) = f(@)g(a). (2.99)
Em particular, para f = g, obtemos
FB) = () (2:100)
Entdo, f(a) = f(3) = 0, ou
fla) =€ £(5), (2101)
provando—se o resultado. [
Dos resultados anteriores temos
D(A,)) € D(By) € D(B}) C D(A?) (2.102)

Portanto, Aj é extensao de By, para todo § € R. Assim, A} é a extensao maximal do
operador A;. A menor extensdo é dada pelo operador fecho Ay, de A; (teorema 1.5.3).

Como A; é fechado, entdo pelo teorema 1.5.4, A; = A;.
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Teorema 2.2.6. Seja Az o operador definido no dominio
D(A;) = {f € L*(R)|f ¢ absolutamente continua

em todo compacto K C R, [’ € Lz(]R)} (2.103)

por

Asf =if'. (2.104)

Entio D(A3) € denso em L*(R) e Az é um operador autoadjunto.

Prova: O conjunto das fungoes { qﬁn(az)} , onde
n=0
On(z) = Cazle 2" (2.105)
e ¢, é tal que ||¢,(z)| = 1, é um conjunto ortonormal completo em L?(R). Ademais,

¢, € D(A3), para todo n. Portanto, D(A3) é denso em L?*(R) e existe o operador

adjunto A%. Temos também que para todo f,g € D(As3),

— ee)

(if'.g) = (f.ig) = if(x)g(z)| . (2.106)

Toda fungao f € L*(R) que é absolutamente continua em todo compacto K C R e,

[ € L*(R), pelo teorema A.3.3, tem a propriedade de que

lim f(z)=0. (2.107)

r—+o00

Por esta propriedade segue, entao, que

(if',g) = (f.id) . (2.108)

Portanto, o operador As é simétrico e A3 C Aj. Para provar que As é autoadjunto
basta provar que A5 C As. Seja g € D(A%) e K = [«, (], com o < . Podemos repetir
a prova do teorema 2.2.2 para verificar que g € AC(K) e ¢’ = —iA%g quase sempre
em K. Como K é arbitrario, podemos concluir que

g = —iA%g quase sempre em R

(2.109)
g = —idig € L*(R)

Entao, g € D(A3). Logo, D(A3%) C D(A3). O
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Teorema 2.2.7. Seja a € R, J = [a,00) € 0 operador Ay definido no dominio

D(Ay) = {f € L*(J)|f € absolutamente continua

em [a,B,VB>a, fel*J) e fla)= O}
por

Asf = if'. (2.110)

Entio, D(As) € denso em L*(J) e Ay é simétrico.
Prova: As fungoes f,(x), n = 1,2, ... dadas por
fo(z) = cp(x — oz)”e_%(z_a) : (2.111)

onde ¢, é tal que ||f,|| = 1, formam um conjunto ortonormal completo em L*(J) e
fn(z) € D(As,), para todo n = 1,2, ... Portanto, D(As) é denso em L?(.J). Pode-se

provar que Ay ¢ ilimitado (ver Ref [6]). Para todo f,g € D(As),

(Azf,9) — (f, A2g) = if7 Zo =0 (2.112)

usando que f(a) = g(a) = 0 e a propriedade de que toda fungdo f absolutamente

continua tal que f’ € L*(J) satisfaz

lim f(z) = 0. (2.113)

r—0o0

Portanto, A, é simétrico. [

Teorema 2.2.8. Seja Ay o operador definido no teorema anterior e seja
G = {f € L*(J)|f € absolutamente continua
em [,B,¥8>0 e f'e L2(J)} (2.114)
Entao, D(A5) =G e A*f =if".
Prova: Analoga a do teorema 2.2.2. [
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Teorema 2.2.9. O operador Ay € fechado.

Prova: Andaloga a do teorema 2.2.3. [J

Portanto, o operador A, é fechado e simétrico. No entanto, observe que D(A,) esta
estritamente contido em D(A3) e, por isso, Ay ndo pode ser autoadjunto. Além disso,

o operador A} nao é simétrico, pois

(Asf,9) — (f, Asg) = —if(a)g(a) (2.115)

nao ¢ igual a zero para todo f,g € D(A3).

O teorema seguinte permite concluir que A, nao tem extensoes autoadjuntas.

Teorema 2.2.10. Seja S uma extensio simétrica do operador Ay em L?(J). Entao,

S:AQ.

Prova: Por hipétese temos que A; C S e pelo teorema 1.3.3, S* C A%, Como S é
simétrico, S C S* e, assim,

S C AL (2.116)

Como Aj nao é simétrico, ndo podemos ter S = A} (A} é uma extensdo de A,,
porém nao é simétrica). Como S C A, lembrando a definigao de A3, segue entao

que f € D(S) é absolutamente continua em todo compacto I = [a, 3], f' € L*(J) e
Sf=if.

Vamos supor que existe h € D(S) tal que h(a) # 0. Como S é simétrico, entao

(Sf,9) = (f,59) (2.117)

para todo f,g € D(S). Por outro lado,

(5.9 = [ ifade= irg| +(1.59). 2.118)

Entao,

(Sf,g9) —(f,Sg) = —if(a)g(a), (2.119)
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pois f, sendo absolutamente continua e f’ € L%(.J), satisfaz

lim f(z)=0 (2.120)
Tomando f = g = h, segue que
(Sh,h) — (h, Sh) = —i[[h(a) ]| #0, (2.121)

o que contradiz o fato de que S é simétrico. Podemos concluir que nao pode existir

h € D(S) tal que h(a) # 0 e, assim,
D(S) = D(A,), (2.122)
completanto assim a prova do teorema. [J

Este ultimo resultado permite concluir que o operador A; nao tem extensoes simétricas

autoadjuntas.
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Capitulo 3

Operadores Essencialmente

Autoadjuntos

No capitulo anterior vimos exemplos de um operador simétrico e fechado que admite
uma infinidade de extensoes autoadjuntas. Consideramos, também, um exemplo de
operador que nao admite extensoes autoadjuntas.

Portanto, no caso de um operador ilimitado nao esta garantida a existéncia, nem a
unicidade de uma extensao autoadjunta. A motivacao que tornam os operadores au-
toadjuntos relevantes sera discutida no préximo capitulo.

E devido a von Neumann a solugao do problema de existéncia de extensoes auto-
adjuntas de um operador simétrico ilimitado. Mencionamos aqui, sem provar, o seu
resultado principal baseado na teoria dos indices de deficiéncia que ele desenvolveu.
Seja A um operador linear densamente definido num espago de Hilbert H. Seja A* o

operador adjunto de A. Defina
D, (A) ={u € D(A")|A*u = iu}
D_(A) ={u e D(A")|A*u = —iu}
Os espagos D, (A) e D_(A) sao chamados de espagos de deficiéncia do operador A.

As dimensoes (finita ou nao) dos espagos D, indicadas por n., respectivamente, sao

chamados também de indices de deficiéncia do operador A. von Neumann provou o
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seguinte teorema:

Teorema. Seja A um operador simétrico. Entdo:
1. A € autoagunto se, e somente se, ny =n_ =0
2. A tem extensoes autoadjuntas se, e somente se, ny =mn_
3. Seny, =0%#n_, oun_=0%#ny, entao A nao tem extensoes simétricas.

Prova: Ver Ref. [7], Vol 11

Exemplo: No capitulo 2 estudamos o operador simétrico A; definido por

A f = i%, (3.1)

com dominio

D(a) = {f € XDIf € AC). f € I2(D) ¢ fla) = f(B)=0}  (32)

onde I = [a, ], com o, € R, a < § e AC(I) o espago das fungdes absolutamente

continuas definidas em I, e provamos que

Aif =if
D(A7) = AC(I)
(3.3)
Vamos determinar D4 (A) e ny, nesse caso. Temos que
Di(A)={feDA)| f'=+f | (3.4)

Portanto, D1 (A) é o espago das solugoes da equagao f' = £f, cuja solugao geral se
expressa por

fe = ke, (3.5)
implicando ny = dimD1(A;)) =1len, =n_.

Assim, pelo teorema de von Neumann, o operador A; tem extensoes autoadjuntas.
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Neste capitulo estudaremos o caso de operadores que admitem uma tnica extensao
autoadjunta, chamados de operadores essencialmente autoajuntos. Varios critérios
para determinar—se quando um operador é essencialmente autoadjunto sao apresenta-
dos juntamente com algumas de suas propriedades. A referéncia basica utilizada aqui

¢ a [1].

3.1 Definicao e propriedades

Defini¢ao 3.1.1. Um operador A € L(H), com D(A) denso em H, é chamado de

essencialmente autoadjunto quando
(a) A é simétrico

(b) (A £iE)D(A) sdo densos em H

Teorema 3.1.1. Seja A € L(H) um operador essencialmente autoadjunto. Entdo o

operador fecho de A é autoadjunto, isto €, A = A

Prova: Seja A € L(H) um operador essencialmente autoadjunto. Pela definigao, A
é simétrico e, pelo teorema 1.5.6, é fechavel. Assim, existe o operador fecho A que
¢ também simétrico, pelo teorema 1.5.6. Como (A 4+ iE)D é denso em H, existem,
para todo y € H sequéncias (z,) e (y,), ambas em H tal que y,, = (A+iE)x,, e (y,)

converge para y. Usando a simetria e linearidade de A,

yn — yml > = [(A+iE)x, — (A4 iE)x,|?
= [|A(zy — 2) + i, — xm)H2

= ||A(xn - xm)Hz + ||xn - xm|’2

(3.6)
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Como ||yn — Ym|| — 0 quando n,m — oo, obtemos que

l|A(zp, — zm)|| = 0 quando n,m — oo (3.7)

l|Tn — Tm]| — 0 quando n,m — oo (3.8)

Os limites (3.7) e (3.8) dizem que as sequéncias Az, e z,, sao sequéncias de Cauchy
e convergem em H, pois H é completo e x,, — x; pela definicao de operador fecho,

Az, — Az e x € D(A). Portanto,

y = lim y,

n—oo

= lim (A +iF)x,

n—oo

= lim Az, + ¢ lim x,

= Az + iz
(3.9)
Assim, para x € D(A), obtemos que
y = Ar +ir = (A+iFE)x, (3.10)
para todo y € H. Portanto,
(A+iE)D(A) = H. (3.11)
De forma analoga, prova—se que
(A—iE)D(A) = H. (3.12)

Logo, pelo teorema 1.6.1, A é autoadjunto. [

Teorema 3.1.2. Seja A € L(H) um operador essencialmente autoadjunto. Entdo, A

possui uma unica extensao autoadjunta que € o operador A.

Prova: Como A é um operador essencialmente autoadjunto, entao A é simétrico, e

assim, pelo teorema 1.5.6, é fechavel. Existe o operador fecho A que é a menor das
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extensoes fechadas de A, se houver outras. Pelo teorema anterior, A é autoadjunto.

Suponha que existe A, outra extensao autoadjunta de A. Nesse caso,

A"=A (3.13)

ACA. (3.14)

Temos que A" ¢ fechado, pois o adjunto de qualquer operador é fechado, conforme o
teorema 1.5.1. Entdao A é fechado, por (3.13). Mas, sendo A a menor das extensoes

fechadas de A, segue que

ACA. (3.15)
e, pelo teorema 1.3.3

A"C A (3.16)
Dai, pelo fato de A ser autoadjunto,

A"CA =4 (3.17)

Portanto,

AcA4 (3.18)
Por outro lado, pela (3.15)

ACA (3.19)

Da (3.18) e (3.19) conclui-se que A = A. Entdo A tem uma tnica extensdo autoad-

junta que é o operador fecho A. [J
O seguinte teorema é reciproco ao teorema anterior.

Teorema 3.1.3. Seja A € L(H) um operador densamente definido e simétrico. Su-
ponha que A tem uma unica extensdo autoadjunta. Entao A € essencialmente auto-

adjunto.
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Prova: Sendo A simétrico, pelo teorema 1.5.6, é fechavel. Existe entao, o operador
A, a menor das extensoes fechadas de A. Como, por hipétese, A tem uma tnica
extensdo autoadjunta que é, portanto, fechada, A é esta extensdo. Sendo, pois, A um

operador autoadjunto, podemos aplicar o teorema 1.6.1 nos garantindo que
(A+iE)D(A) = H, (3.20)

ou, equivalentemente,

(A+iE)D(A) = H, (3.21)

provando a densidade de (A +iFE)D(A) em H. Entao o operador A é essencialmente

autoadjunto. [
O seguinte teorema ¢ o reciproco do teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.4. Seja A € L(H) um operador densamente definido e simétrico. Su-
ponha que A, o operador fecho de A, é autoadjunto. Entdo, A é essencialmente

autoadjunto.

Prova: Como A é simétrico, pelo teorema 1.5.6, existe o operador fecho A, a menor
extensao fechada de A. Suponha que A admita outra extensao fechada, digamos A,

autoadjunta. Entao,

ACACA=(A) (3.22)
Como A C A entao, pelo teorema 1.3.3,
(A ¢ Ay (3.23)
e, pela (3.22), A C (A)*. Por hipétese,
(A)* = A. (3.24)

Reunindo (3.22), (3.23) e (3.24),

|

ACACA= Ay C(A)y= (3.25)
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Conclusio, A C A e A CA. Assim,
A=A (3.26)

O operador A é a tnica extensdo autoadjunta de A. Pelo teorema 3.1.3, A é um

operador essencialmente autoadjunto. [

Teorema 3.1.5. Seja A € L(H) um operador densamente definido e simétrico.

Entao, A ¢ autoadjunto se, e somente se, A* € simétrico.

Prova: Suponha que A é autoadjunto. Dai, sendo D denso por hipétese, existe A*.

Também, por hipétese, sendo A simétrico,

AC A (3.27)

A* = (A (3.28)

pelo teorema 1.5.7. Dai, sendo A autoadjunto, A" ="A. Portanto,
A* = (A) = A (3.29)

Como A é simétrico, A também é simétrico, pelo teorema 1.5.6, logo A* é simétrico.
Agora suponha que o operador A* é simétrico, assim A também é simétrico, pois
A C A*. Pelos teoremas 1.5.7 ¢ 1.5.8 (A)* = A* ¢ A = A**. Como A é também

simétrico, pelo teorema 1.5.6, segue que

A (A (3.30)
Pela simetria de A*,
AT C A™. (3.31)
Portanto,
A=A C A=A (3.32)
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Dai, por (3.30) e (3.32), A = (A)*, o que permite concluir que o operador A é auto-

adjunto. I

Os resultados anteriores permitem concluir que no caso de um operador essencial-
mente autoadjunto, o operador fecho A de A é a tnica extensao autoadjunta de A, e

nesse caso, A = A*. Portanto, as extensoes minima e maxima coincidem.

3.2 Alguns Critérios

Nesta se¢ao, estudaremos varios critérios que sao ferramentas importntes para se
provar que um operador é essencialmente autoadjunto. Alguns desses critérios serao

aplicados no préoximo capitulo.

Teorema 3.2.1. O operador A € L(H) satisfazendo as sequintes condigoes:
(1) A é simétrico,
(2) R(A) é denso em H, e

(3) A € estritamente positivo, isto €, existe a > 0 tal que ||Aul| > al|u|| para todo

ue D(A),
¢é essencialmente autoadjunto.

Prova: Suponha Au = 0. Entao u = 0, pois por hipétese, a > 0 e 0 = ||0]| > al|ul|.
Assim \ = 0 nao ¢ autovalor de A. Pelo teorema 1.1.1, o operador inverso A~! existe.
Por hipétese, D(A™!) = R(A) é denso em H. Se tomarmos f = Au, com u € D(A) e
u=A"1f, entao

11l = [l Aull = al|u]| = all A7 1], (3.33)
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ou seja,
_ 1
A7 I < 1Al (3.34)

para todo f € D(A™!). Temos que o operador A~! ¢ limitado. Além disso, é simétrico,
pois para u,v € D(A), e
f=Au, u=A'f
g=Av, v=A"lg,
(3.35)

segue que
(A7 f,g9) = (A" Au, Av) = (u, Av) = (Au,v) = (f,A7'g) (3.36)

pela simetria de A, para todo f,g € D(A™!). Mostraremos que (A+iE)D(A) é denso
em H. Em particular, considere o operador (A + iE) aplicado em D(A). Queremos

mostrar que para todo u € D(A), tem—se que
(h,(A+iE)u) =0, (3.37)

apenas para h = 0. Por hipétese, R(A) é denso em H. Entao existe uma sequéncia

hn, C R(A) e, portanto, uma sequéncia u,, C D(A), com h,, = Au,, tal que
lim ||h, — h|| = 0. (3.38)
Portanto, por (3.37), obtemos

0 = (h,(A+iE)u,) = (h, Au, + iu,)
= (h, Au,) + (h,iu,) = (h, Au,) — i (h,uy,)
— (h,hn) — i (h, A"'hy) .

(3.39)

Dai, por (3.39),
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<hn> hn> —1 <hn7 A_lhn> =

(3.40)

Como lim ||k, — h|| = 0, a sequéncia h,, é uma sequéncia de Cauchy em H, ou seja,
n—oo

para todo £ > 0, existe um ng = ng(¢) € N tal que para todo n, m > ng, tem—se que

| hy — | < €. (3.41)

Isso segue da seguinte desigualdade:

[ = B[ < [P = B[ + [[ e — R]]. (3.42)

Como A~! é limitado, existe um a > 0 tal que

para todo u € D(A™!)

1A ]| < allul], (3.43)

/

€
. Tome ¢ = —:

a

A = A7 || = [JAT (i = ) || < [JATH] o — P

/

< al|hn — bl < 0.5 =&
a

(3.44)

Isto diz que a sequéncia (A~'h,) é uma sequéncia de Cauchy. Os resultados (3.38) e

(3.40) implicam que

lim (hy, — h, hy) =0,
lim (h, —h, A" hy,) =0,

Tim [||hn||2 . i(hn,A‘lhn>] —0.

(3.45)
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Mas, A~! é simétrico, ou seja,
(A hy, by ) = (hyy A7) = (A7 Thy,, hy). (3.46)

Assim, (h,,, A" h,) € R, isto é,
Im (hn, A" hy) = 0. (3.47)

Nesse caso, como para a,b € R, a + bi = 0 somente se a = b = 0, segue que
lim ||| =0
lim (h,, A 'h,) = 0.
(3.48)

Mas como h,, — h,

i [ = 11 = 0 (3.49)

Logo, h = 0. Portanto, (A + iE)D ¢é denso em H. De forma analoga prova-se que

(A—1iE)D é denso em H. Entéo o operador A é essencialmente autoadjunto. [J

Teorema 3.2.2. O operador A € L(H) satisfazendo as sequintes condigies:
(1) A é simétrico em D(A) e
(2) R(A)=H,

¢ autoadjunto.

Prova: Primeiramente, vamos mostrar que o operador A é essencialmente auto-
adjunto. Para provar que A é essencialmente autoadjunto, devemos mostrar que
(A+iFE)D(A) é denso em H. Por contradi¢do, suponha o contrario. Primeiro su-
ponha que (A +iE)D(A) nao é denso em H, assim existe um elemento h € H, com

h # 0, tal que, para todo u € D(A) tem—se que
(h,(A+iE)u) = 0. (3.50)
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Como, por hipdtese, R(A) = H, entao existe um g € D(A) tal que h = Ag. Dal,

tomando u = g, obtemos
0= (Ag, Ag +ig) = [|Ag||* — i (Ag, g) = ||h|* — i (Ag, g) (3.51)
Como A é simétrico, (Ag, g) é real, e
Re {JIhll* —i{Ag, )} = IIn]* =0, (3.52)

entdo h = 0, contradizendo a suposigao de que (A + iE)D(A) nao é denso em H.
Portanto, (A+iE)D(A) é denso em H. Similarmente, (A —iE)D(A) também é denso
em H. Logo, o operador A é essencialmente autoadjunto.

Agora, como (A + iE)D(A) é denso em H, entdao para todo elemento v € H, existe

uma sequéncia de Cauchy (u,) C H tal que lim v, = v com v, = (A+iF)u,. Temos:

v — vml? = [[(A+ iE)u, — (A +9iE)un||? = ||Aun + itn — Aty — ity |2
= ||Au, — Aty + 1y — iU |)? < ||Auy — A ||? + |it, — it 2

= ||Au, — At ? + |tn — wm |
(3.53)

Como H é completo, existem u,z € H tais que

lim u, =u, e lim Au, = 2. (3.54)

Mais, como R(A) = H, existe um w € D(A) tal que z = Aw. Seja f € R(A) = H
qualquer, entao existe 1 € D(A) com f = Ay, e

(u—w, f) = (u—w Ap) = (u, A) — (w, AY) . (3.55)

Pela simetria de A,

(u, Av) = (w, AY) = (u, AY) — (Aw, )
= (u, Av) — (2,0)
= (u, Av) = lim (Aun,¥)
= (u, Av) = lim {un, AV)
=l {u = un, A9)
— (u—u, Av) =0,



(3.56)

para todo f € H, isto é, (u — w, f) = 0 para todo f € H. Logo, temos que u—w = 0,

u = w. Assim,

v = lim v, = lim (A +iE)u, = lim Au, + lim iu,

n—oo n—oo n—oo n—oo

= lim Au, +i lim u, = Au+iu = (A + iE)u.

n—oo n—oo

(3.57)

Portanto, para todo v € H, existe um u € D(A) tal que v = (A + iE)u. Logo,
(A+iE)D(A) = H.
De forma andloga, prova—se que (A —iE)D(A) = H. Pelo teorema 1.6.1, A é um

operador autoadjunto. [

Lema 3.2.1. Seja B € L(H) um operador limitado com dominio D(B), denso em H,

tal que ||B||=1—-0,0<6 < 1. Entao (B+ E)D(B) € denso em H.

Prova: A prova serd feita por contradi¢ao supondo que (B + E)D(B) nao é denso

em H. Nesse caso, existe um elemento w € H, w # 0, tal que
(w,(B+ E)u) =0, Yue D(B). (3.58)

Como D(B) é denso em H, existe uma sequéncia (u,) C D(B) tal que lim u, = w.

E por (3.58),
0 = (w,(B+ E)u,) = (w, Buy,) + (w,u,)
= (w, Buy,) + (w, u,) + (w, w) — (w, w)
= <wvw> + <w’un - ’LU> + <wa Bun) :
(3.59)
Portanto,
|w|]* = — (w, u, —w) — (w, Bu,) . (3.60)
Aplicando a desigualdade de Schwartz, a este ultimo resultado obtemos que
[wl[* < ||wl]-[[un — wl] + [|w]].|| Buy]|. (3.61)
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Como, por hipétese, ||Bu,|| < (1 —9)||unl], e |Jw|] # 0, resulta
[|wl] < [lun = wl[] + (1 = 0)|uall. (3.62)
No limite quando n — oo, u, — w e, obtém—se
lw]] < (1 =8)[w]], (3.63)

isto é, que 0 < 0, sendo assim uma contradicao com a hipdtese de que § > 0. Essa
contradigao foi originada ao supormos que (B+ E)D(B) nao é denso em H. Portanto,

(B+ E)D(B) é denso em H. [

O proximo resultado serda empregado para provar—se o teorema 3.2.5, relevante no

préximo capitulo.

Teorema 3.2.3. Seja A € L(H) um operador com dominio D(A), densamente defi-

nido, satisfazendo as sequintes condigoes:
(1) A é simétrico,

(2) Existe um nimero complexo A com Im(\) # 0 tal que (AL AE)D(A) sao densos

em H,
€ essencialmente autoadjunto.

Prova: Vamos mostrar que (A 4+ iE)D(A) é denso em H. Considere o o operador
A = A — \FE e o problema de autovalores Ay = pu, para u € D(A). Suponha que
1 = 0 é autovalor. Nesse caso existe u € D(A), com u # 0, tal que 0 = Au = Au—u,
ou seja, Au = Au e u é autofunc@o correspondente ao autovalor A de A. Como A é
simétrico, entdo A € R, o que é uma contradigdo com a hipétese de que I'm(\) # 0.

Logo, i+ = 0 nao pode ser autovalor de A, o que implica na existéncia do operador

inverso A = (A — A\E)~! definido em (A — AE)D(A). Dali, para todo u € D(A):

68



[[(A = AE)u||? = ||Au — \u|]? = (Au — Au, Au — Iu)
= (Au, Au) — (Au, Au) — (Au, Au) + (Au, Au)
= || Aul]® = A (Au, u) — X (u, Au) + [AP[Jul>.

(3.64)
Como A é simétrico, (u, Au) = (Au,u), e assim,
(A = AB)u|* = [|Au||* — 2Re(N) (u, Au) + [A*[[ul]. (3.65)
Da mesma forma,
(A = AE)ul[* = [[Au| | — 2Re(X) (Au, u) + [A[Jul]*. (3.66)
Portanto,
(A= AE)ul]® = [|(A = AE)ul]*. (3.67)
Agora, se tomarmos u = (A — AE) 'v, na expressio (3.67), obtemos, para todo
ve(A—AE)D(A),
(A= AE) (A = AE) " o]| = [[o]l. (3.68)
Portanto, o operador (A — AE)(A — AE)~! é limitado com norma
/(A= XE)(A—-XE) Y| =1. (3.69)
O lema anterior permite concluir que o dominio
[c(A—=XE)(A— XE)™' + E] (A— AE)D(A) (3.70)

é denso em H para todo nimero complexo ¢, satisfazendo |¢|] <1 —-0e 0 < < 1.

Dai, calculamos, para u € D(A),
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[c(A—XE)(A— \E)™' + E] (A — AE)u
=c(A - AE)u+ (A — ABE)u = cAu — chu + Au — \u
=Ac+A—AE —cAE = (c+ 1)Au — Mu — chu

(et 1) (A—)\+CXE) ",

c+1
(3.71)
A densidade de (A +iE)D(A) segue, agora, escolhendo—se ¢ tal que
A+
— =1. 3.72
c+1 ! ( )
Isto é,
\ 4
c— 210 (3.73)
A+

Entao, |¢| < 1 para todo nimero complexo A com Im(\) < 0. Assim, podemos

encontrar um 9, tal que
le] <1—=46) com 0<d)<1. (3.74)
Trocando-se A por A nas relacoes acima obtem-se, similarmente, que
[c(A—AE)(A—XE)™' + E] (A— AE)D(A) (3.75)

é denso em H se |c| < 1—9 com 0 < § < 1. Segue-se, como antes, para u € D

[c(A=AE)(A—XE) '+ E] (A= AE)u = (c+1) (A — XciclAE) u.  (3.76)

A densidade de (A — AE)D é obtida escolhendo ¢ tal que
_X +cA

c+1

Y

ou seja,
A+i
A1

Tem-se que |c¢| < 1 para todo A com I'm(\) > 0, e para cada A, existe um nimero 0%

tal que

o] <1—=0y com 0<d)\<1.

70



De forma andloga, prova—se que (A —iE)D(A) é denso em H.
Pode-se concluir que (A +iFE)D(A) e (A —iE)D(A) sao densos em H. Juntamente
com a simetria de A, isso implica que o operador A é um operador essencialmente

autoadjunto. [

A reciproca do Teorema anterior é verdadeira, como prova—se a seguir:

Teorema 3.2.4. Seja A € L(H) um operador essencialmente autoadjunto. Entdo

temos que (A—pE)D(A) € denso em H para todo nimero complexo p com Im(u) # 0.

Prova: Como A é um operador essencialmente autoadjunto, entdao (A + iE)D(A) e
(A—iE)D(A) sao densos em H. Substituindo A por i e —i nas férmulas obtidas no
teorema 3.2.3, obtemos que

cL—1
c+1

1 —Ct
c+1

(a+U(A— EQZXA)@(0+D(A— EQZXA) (3.77)

sao densos em H, para todo nimero complexo ¢ com |¢] < 1 —-de 0 < § < 1.

Escolhendo ¢ tal que

1 —Cl
= 3.78
cr1 M (3.78)
implica que
c=——F (3.79)
1+ u

Agora, para todo p com I'm(u) # 0, tomamos um 6, tal que |c| <1—46,e0 <4, < 1.

Da mesma forma, tomando

ct—1

= 3.80
cr1 M (3.80)
implica
c= L (3.81)
(Al

e, para todo p com I'm(u) # 0, escolhendo-se um ¢, tal que [c| <1—6), e 0 <, < 1.

Dai, por (3.77), (A — pE)D(A) é denso em H para todo nimero complexo p com

Im(p) #0. 0O
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Teorema 3.2.5 (Kato-Rellich). Sejam B,C € L(H) dois operadores, com mesmo

dominio D, satisfazendo as sequintes condicoes:

(1) B € essencialmente autoadjunto.

(2) C € simétrico, e

(3) ||Cul| < el|Bul| + d||u|| para constantes 6 e, 0 <e <1, e todo u € D.
Entao o operador B + C' é essencialmente autoadjunto.

Prova: Sejam B,C € L(H) satisfazendo as hipdteses acima. Como B é essencial-

mente autoadjunto, entao B ¢é simétrico, donde, para todo z,y em D, tem—se que
(Bz,y) = (z, By) . (3.82)
Também, pelo fato de que C' é simétrico, para todo x,y em D,
(Ca,y) = (z,Cy). (3.83)

O operador B 4+ C' também é simétrico, pois para todo =,y em D:

(Bx,y) + (Cx,y) = (Bx + Cz,y) = (B+ C)x,y), (3.84)
(Bz,y) + (Cz,y) = (z, By)+ (z,Cy)
= (z,By+ Cy) = (z,(B+ C)y) .
(3.85)
Isto é,
(B+ C)x,y) = (z,(B+ C)y). (3.86)

Logo, B + C' é simétrico. Pelo teorema 3.2.3, é suficiente mostrar que existe um
nimero real k # 0 tal que ((B+C)+ikE)D é denso em H. Como B é essencialmente
autoadjunto, pelo teorema 3.2.4 concluimos que (B +ikE)D é denso em H para todo

numero real k # 0.
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Seja B = (B — AFE), com A = —ik, k # 0. Considere o problema de autovalores
B'u = pu,u € D, e suponha que p = 0 é autovalor. Nesse caso, existe ¢ € D(B’'),
v # 0, tal que

0= B'¢o=(B—\E)p=Bp—\p. (3.87)
Logo, By = Ap. Isto diz que ¢ é autofuncao de B com autovalor complexo A, o que
nao pode ocorrer, pois B é simétrico. Logo i = 0 nao pode ser autovalor de B’. Entao
existe o operador inverso (B — AE)™! = (B +ikFE)~!, denso no dominio de definigao.

Dai, calculamos
1(B + ik E)ull* = || Bull* + &*||ul[* = K*||ul]*. (3.88)

Agora, seja f = (B + tkE)u e u = (B + ikE)~'f. Como ||(B + ikE)u|]* > k?||u||?,

entao, por (3.83),

F1I* = B*|[(B + ikE)~ fI?, (3.89)
ou
. _ 1
I(B +ikE) 1fllﬁmllfll (3.90)
e
1 1
|(B+ikE)"|| < m (3.91)
Agora, pela hipétese (3), com u = (B +ikE)'f,
[|C(B +ikE) ' f|| < e||B(B+ikE) ' f|| +6||(B +ikE) " f|| (3.92)
Note que, sendo
(B + ikE)ul|* = || Bul* + k|u||* > || Bul|?, (3.93)
entao
||Bul| < ||(B 4+ ikE)ul|. (3.94)
Lembrando que u = (B +ikE)~Lf, segue
|B(B +ikE)" f|| < |[(B +ikE)(B+ikE)" f|| = [|f]I (3.95)

73



1B(B +ikE)" fI| < |If1l. (3.96)

isto é, para todo f € (B + tkE)D,
|B(B +ikE)™ | < 1. (3.97)

Dai,

1) 1)
IC(B+ kB < ellsl|+ 11 = (e+ rk_|) 171 (3.98)

)
Tome |k| tal que € + T < 1. Entao C(B + tkE)~! é um operador limitado com

|C(B +ikE)~'f|| < 1. (3.99)

Pelo lema anterior, [C(B+ikE)™ '+ E|(B+ikE)D é denso em H. Mas, simplificando

esta expressao, obtemos,

[C(B+ikE)™' + E|(B+ikE)D = [C(B+ikE)" (B+ikE)+ (B +ikE)|D

= (C+ B+ikE)D = ((C + B) +ikE)D.
(3.100)

Ora, isto diz que ((C' + B) 4+ ikE)D é denso em H. De forma andloga, se tomarmos
k ao invés de —k, entdo ((C + B) — ikE)D ¢é denso em H. Estes resultados dizem
que ((C'+ B) £ ikE)D é denso em H. Portanto, por defini¢ao, o operador B + C' é

essencialmente autoadjunto. [J

Teorema 3.2.6. Sejam B,C € L(H) dois operadores, com mesmo dominio D, satis-

fazendo as sequintes condicoes:
(1) B € essencialmente autoadjunto.
(2) C é simétrico, e
(3) ||Cul|* < p1 {(u, Bu) + ps||ul|?, para todo uw € D, com p; >0, py > 0.

Entao o operador B+C' é essencialmente autoadjunto.
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Prova: Sejam B,C € L(H) satisfando as hipéteses acima. Da prova do teorema
anterior, temos que o operador B + C é simétrico, pois os operadores B e C sao
simétricos. Ainda, da prova do teorema anterior, é suficiente mostrar que existe
ke R, k # 0 tal que (C+ B —ikE)D é denso em H. Como B é essencialmente
autoadjunto, pelo teorema 3.2.4, (B + ikE)D é denso em H. Para todo k € R, k #0

e existe o operador (B + ikE)™! com norma satisfazendo

1
I[(B+ikE) | < — Tk (3.101)
Além disso,
||Bul| < ||(B 4+ ikE)ul|. (3.102)
€
|B(B +ikE) Y| < 1. (3.103)

Seja u = (B +ikE)"'f, f € (B +ikE)D. Dai, pela condicao (3),

|C(B +ikE) "' f||* < p1 ((B+ikE)" f, B(B+ikE)"' f) + po||(B + ikE) ™" f||?

< pill(B+ikE) " fILN|B(B +ikE) " fI] + pal (B + ik E)~ £]|*

< pll(B+ikE) M| B(B+ikE) || £ +pal [(B+ikE) I f1?

(3.104)
Segue de (3.101) e (3.103) que
B+ikE)™ 24 2o (I 2 1
lCB -+ ey < B+ R = (Be 2 e @aos)
Seja |k| suficientemente grande para que
p
(ﬁ + W) If])? < 1. (3.106)
Assim,
||C(B +ikE)™'| < 1. (3.107)
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O lema 3.2.1, entao, implica que
[C(B +ikE)™" + E|(B + ikE)D (3.108)

é denso em H. Como
[C(B + z'kE)_1 + E|(B+ikE)D =C(B+ z'kE)‘l(B +ikE)D + (B + ikE)D
=CD+ (B+ikE)D

— (C+ B+ ikE)D.
(3.109)

(C+B+ikE)D é denso em H. De forma analoga, tomando —k no lugar de k, obtemos

também que (C'+ B —ikE)D ¢é denso em H. Conclusao:
(i) B + C ¢é simétrico
(ii) (C+ B+ ikE)D sao densos em H.

Assim, por defini¢do, o operador (B + C) é essencialmente autoadjunto. [

Um ultimo critério para determinar—se se um operador é essencialmente autoadjunto

é o seguinte:

Teorema 3.2.7. Seja A € L(H) um operador simétrico tal que existe uma base

ortonormal completa {f,}nen em H formada por autovetores de A, isto €, para todo
neN, f,e D(A) e

com N\, € R. Entdao o operador A ¢ essencialmente autoadjunto.

Prova: Como {f,}nen é completo em H, entao todo u € H pode ser expresso como

uw=> anfn (3.111)
n=1
onde a,, = (u, f,). Seja (un) C D(A) definida por
N
N (u )
Uy = ; pa—l (3.112)

76



ev, = (A+1i)u, € (A+iFE)D(A). Entao

(3.113)
e, para cada n € N, {f,} ortonarmal,
lu—vy | = llu—(A+duyl?
o 2
= Z <’LL, fn) fn
n=N-+1
= > Hu f) P
n=N+1
[e%S) N
= Z | {u, fn) ‘2 - Z | {u, fn) ‘2'
n=1 n=1
(3.114)
A série é convergente, pois { f,} é completo, e pelo teorema de Parseval,
> 1w fo) P = Jull? < oo (3.115)
n=1
Assim, para todo € > 0, temos
lu—vy|l <e (3.116)

para N suficientemente grande. Portanto, (A + iE)D(A) é denso em H. De modo
andlogo prova—se que (A — iE)D(A) é também denso em H. Portanto, A é um

operador essencialmente autoadjunto. [
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Capitulo 4

Operadores de Schrodinger

4.1 Introducao

Um operador de Schrédinger A é um operador linear da forma geral

A= 5 Dj(ajr>Dr+Q(x)v (41)
jir=1
onde
.0
Dj = —la—xj + bj(x) (42)

e ajr, bj, q sao funcoes reais definidas em algum aberto do R", com i = V-1 ¢
C. Estes operadores tem dominio D(A) definido no espaco de Hilbert das fungoes
quadraticamente integraveis L%(€2), © C R™, o caso mais importante nas aplicacoes.
Sob condicoes apropriadas sobre as fungoes aji, bj(x), g(z) e D(A) é possivel obter
um operador autoadjunto, ou essencialmente autoadjunto. Muitos resultados foram
obtidos no século passado com o objetivo de obter estas condigoes. Nosso objetivo
neste capitulo é o de apresentar alguns destes resultados no caso em que b;(z) =0 e
ajr =1 quando j =r
a;r =0 quando j #r
ou seja,

A=—A+qa), (4.3)
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onde

0? 0?
:a—x%—l—...—i—a—ﬁ (4.4)

A

é o operador de Laplace. A relevancia dos operadores de Schrodinger aqui considera-

dos reside na sua intima conexao com a equacao de Schrodinger

2f(yc,t) = —iAf(z,t)

ot
f(z,s) = ¢(x)
(4.5)

onde t € R representa o tempo, z € 2 CR" e A é um operador linear da forma (4.3),
definido em D(A) C L*(Q2), com ¢ € D(A) e f(x,t) € D(A) para cada t € R. Esta
equacao descreve a evolucao de sistemas fisicos ao nivel microscopico em mecanica
quantica, um dos campos da fisica atomica. Um teorema devido a Stone, que tem
por base o teorema espectral de von Neumann, garante a existéncia e unicidade da
solugao do problema de Cauchy (4.5) no caso em que o operador A for autoadjunto.
Ver [7,9 e 12].

Aqui reside a relevancia do operador A ser autoadjunto ou ter extensoes autoadjuntas.
Dado que existe solugao, isto é, uma fungao continuamente diferencidvel em R (na
variavel t), com valores em D(A), vamos verificar que a solugao é de fato tnica,
supondo que o operador A é autoadjunto. Suponha o contrario, ou seja, o problema
de Cauchy admite outra solu¢ao g(x,t). Nesse caso, ¢ = f — g é outra solugao
satisfazendo ¢(x,s) = 0. Temos que

d d

d 2
Flel? =5 o) =5 [ vla ol s

O N[00\ (0o [ 0%
“\ar” Tot) T JoatT T ), ot
= —i (Ap, @) +1i (p, Ap) = —i{p, A*p) +1i (p, Ap)

=0

(4.6)
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pois A = A*, por hipotese.
Podemos concluir que ¢ é uma constante, relativamente a variavel ¢t. Mas, como
¢(x,s) = 0, pela condigao inicial, esta constante é igual a zero e, portanto, f = g. O

teorema de Stone [9], diz que a solugao é da forma

[z, 1) = Ut)o(x) (4.7)

onde U(t) tem as propriedades de grupo de operadores {U () }er, com ||U(t)]| =1 e

A =l (U(1) ~ B)s (48)

Por causa disto é comum indicar—se formalmente a relacao (4.8) como
U(t) = ™4 (4.9)

A justificativa rigorosa destes resultados serd omitida aqui. Ver Ref [7,9,12].
Neste capitulo, na segao 4.3, estudaremos o operador de Schrédinger nos casos ¢(z) =
0eq(x) # 0, com ¢(x) satisfazendo condigdes para que o operador seja essencialmente

autoadjunto, como serd provado.

4.2 O operador de Laplace

Nessa secao, estudaremos o operador de Schrodinger 7' = —Af + ¢(z), com a fungao
q(z) = 0 para todo  no dominio de definicao D(T'). O que, nesse caso, chama-se

operador de Laplace.

Teorema 4.2.1. Seja T o operador definido no espagco L*(R™), com dominio de de-

fini¢ao D(T) = C§*(R™), e dado por
Tf=-Af. (4.10)

O operador T é essencialmente autoadjunto.
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Para provar o teorema vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 4.2.1 (Lema de Weyl). Seja n(z) € C*(Q), onde Q C R" é um aberto
simplesmente conexo, nao necessariamente limitado. Seja w(z) uma func¢ao localmente
integrdvel em 0, isto é, w € LY(K), em qualquer compacto K C . Suponha que,
para todo u(x) € C§°(Q) tem-se que

/Q w(z)Tudz = / n(z)u(z)dz. (4.11)

Q

onde Tu = —Au. FEntdo, w(x) coincide quase sempre em € com uma fun¢io w(x)

€ C*(Q).

Prova: Ver [1].

Prova do teorema 4.2.1: Para porvar que T ¢ essencialmente autoadjunto, devemos
verificar que 7' é simétrico e (T'+ iE)D(T) sao densos em H. O operador T esta
densamente definido, pois C§°(R") é denso em L?(R™). Para todo f,g € D(T), seja
Q2 C R™ um aberto limitado e fechado contendo os suportes de f e g. Entao, usando

a segunda identidade de Green (teorema A.3.2),

(Tf,g)—(f,Tg)= / (—Af§+ fA_g) dx

n

:/Q<—Af§+fA_g>d:):
WAL
)

(4.12)

pois f = g = 0 em 0f). Portanto, T' é um operador simétrico. Devemos provar, agora,

que
(T +iE)C§°(R™)

(T —iE)C5e (R")
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sao densos em L?(R™). Primeiramente vamos provar que (T'+iE)C§(R™) é denso em
L*(R™). A prova sera por contradi¢ao. Assim, suponha que (T + iE)C§°(R™) nao é

denso em L?(R™). Nesse caso, existe um w € L*(R"), com w # 0, tal que

w(x) [—Aﬂ — iﬂ] dr =0 (4.13)

n

(w, (A+ iE)u) = /

para todo u € C§°(R™). Sendo w € L?*(R™), w também é localmente integrdvel.
Podemos aplicar assim o lema de Weyl tomando n = 0. Entao, w € C?*(R"). Seja Q

um aberto limitado contendo o suporte de u. Dai,

/n w(z) [—Aﬂ — zﬂ} dr = /Q (—wAE — iwﬂ) dx (4.14)

Fazendo a integracao por partes, obtemos

/n (—Aw - iw) udr =0 (4.15)

para todo u € C§°(R™). Nao ocorrem termos de superficie, pois u = 0 em 92. Como

Cs°(R™) é denso em L*(R™), pelo teorema A.1.2,
—Aw —iw =0, (4.16)

ou seja

—Aw = iw. (4.17)

Ora, a equacao (4.17) diz que o operador —A tem um autovalor A = i complexo, o
que contradiz a simetria deste operador. Logo, a existéncia de w # 0 nao pode ser
possivel. Isso prova que (T + iE)C§°(R") é denso em L*(R"). Similarmente, prova—
se 0 mesmo resultado para (17" —iE)C§°(R"™). Logo, o operador 1" é essencialmente

autoadjunto. [

O teorema permanece valido para D(T) = C§°(Q2), com Q@ C R". Sendo T essen-
cialmente autoadjunto, temos que a tunica extensao autoadjunta de T é o operador

T =T*.
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Teorema 4.2.2. Seja
P = {f|f € L*(R") e —Af e L*(R") no sentido das dz’stribuig:o”es} :
Entao, D(T*) =P, e T*f = —Af.

Prova: Seja h € P. Entao, h € L*(R") e existe g € L*(R"), com g = —Ah no sentido

das distribuigoes (Apéndice), tal que

(T'o,h) = (¢,9) (4.18)

para todo ¢ € C5°(R™). Mas, como T ¢é denso, hd um tnico v € L*(R"™) tal que
v="T*h,e

(T'e,h) = (p,v) (4.19)
Comparando (4.18) e (4.19) obtemos

(pog—v)=0 (4.20)

para todo ¢ € C§°(R"). Como C{°(R™) é denso, g = v. Entdo, T"h = —Ah e
h € D(T*). Portanto,
P C D(T*) (4.21)

Agora vamos provar que D(T*) C P. Seja f € D(T*). Entao, hd um unico u €

L*(R™), u = T*f, tal que

(To, [) = (=A¢, f) = (p, T°[) (4.22)

para todo p € D(T) = C° C L*(R"). Entao, u = —Af € L*(R") no sentido das
distribuigoes (ver A.2.2). Podemos concluir que para todo f € D(T*), obtem-se que

f € P. Como f € D(T*) é qualquer, temos
D(T*) C P. (4.23)
De (4.21) e (4.23), obtemos que D(T*) =P e T* = -A. O
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Observe que D(T) € D(T*). Portanto, T nao é autoadjunto. No entanto, vamos
provar que o operador T* definido em D(7T*) = P é autoadjunto. Portanto, 7™ é
a Unica extensao autoadjunta de T, pois T' é essencialmente autoadjunto, pelo teo-
rema 4.2.1. Como T é essencialmente autoadjunto, o operador fecho T é autoadjunto,

isto 6, (T')* = T. Por outro lado, pelo teorema 1.5.8, T = T"**. Entao, pelo lema 1.5.1,

T =T = (T)" =T =T" (4.24)

Conclui-se que T = T*, o seja, T* é autoadjunto. Provamos, assim, que o operador

de Laplace definido em P é autoadjunto.

Observacao 4.2.1. O conjunto P, definido no teorema 4.2.2, € equivalente ao espaco

de Sobolev

0?u
(9xi8:1:'j

ou

— ¢ L*(R”
o, € LR c

H*(R™) = {u ' R" — C, u e L*(R"), € L2(R")} (4.25)

Uma prova deste equivaléncia é indicada na ref [16], cap. IX, p. 340. Pode-se provar

que H*(R") = Cg°(R™), na norma de H%(R"). Provamos, assim, o seguinte teorema:

Teorema 4.2.3. O operador de Laplace definido no espago de Sobolev H*(R™), € au-

toadjunto.

4.3 O operador —A + ¢(z)

Nesta secao vamos considerar o operador de Schrodinger A = —A + ¢(x), onde o
operador A estd definido no dominio D(A) = C5(Q) C L*(Q), 2 C R, com q(x)
uma fungao real. Como A é a soma de dois operadores B = —A e C' = ¢q(x), A s6
estard bem definido como operador para D(A) = D(B) N D(C) C L*(Q).

Como no caso anterior, tomemos D(B) = C5°(Q) C L?*(Q), de sorte que devemos ter
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qf € L*(Q) para f € C5°(2). Para tanto, é suficiente que g € L%,.(f2), isto ¢, q ¢

quadraticamente localmente integravel em todo compacto K C €. Assim,

lofll = [ lafPdr= [ jafde < oo (4.20)

e, portanto,

[ASIF < IBfIF+ llgfll < oo (4.27)

Nas condigoes acima, o operador de Schrodinger A estd densamente definido em L?((Q)
e Af € L*(Q).

Grande parte da pesquisa sobre operadores de Schrodinger no século passado teve
como objetivo determinar condigoes sobre a func¢ao ¢(x) que tornam o operador A au-
toadjunto ou essencialmente autoadjunto. Os resultados mais importantes estao asso-
ciados com os pesquisadores 1. Kato, F.Stummel e B.Simon, para citar os principais.
Muitos desses resultados podem agora ser consultados, por exemplo nas referéncias
[1], [7], [9] e [13].

No que segue consideramos dois exemplos de operadores de Schrodinger essencial-

mente autoadjuntos.

Definigao 4.3.1. Seja Q um aberto limitado do R™ e A o operador definido em L?(£2)

no dominio
D(A) = {u|u e CLQ) N C*Q), u(z) =0 para z € 89)} (4.28)
dado por
Au = —Au+ q(z)u, (4.29)

onde a funcdio q(x) € real, g(x) >0 e q(x) € CH(Q).

Notamos que como u € C?(f) entdo —Au € C(92). Ademais, como ¢ € C'(9),
qu € CY(Q). Disso decorre que Au € L*(2). Portanto, A estd bem definido como

operador.
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Teorema 4.3.1. O operador A acima admite um conjunto ortonormal de autofuncoes

f1, fa, ... em D(A) completo em L*(Q).

Prova: Ver ([1], segao 7.7).

Teorema 4.3.2. O operador A ¢ essencialmente autoadjunto.

Prova: O dominio D(A) é denso em L?*(Q2), pelo teorema anterior. Portanto, existe

o operador adjunto A*. Vamos mostrar que A é simétrico. De fato, como ¢ é real,

(.00 =140 = [ [(AF+afs- 157+ )]

= | (rag - (an9)
9 _Of
NG

(4.30)

pois f =g =0 em 0f2.
O teorema 4.3.2 mais o teorema 3.2.7 implicam que A é essencialmente autoadjunto.

O

Tomando g(x) = 0, resulta que o operador de Laplace definido em D(A) com condigoes

de Dirichlet é essencialmente autoadjunto.

O operador de Schrédinger, considerado no préximo teorema, tem uma funcao ¢(x)
que satisfaz a chamada condicao de Stummel, dada pela desigualdade (4.31). A classe
das fungoes satisfazendo esta condigao é chamada de classe de Stummel. Os teoremas
4.3.3 e 4.3.4 foram demonstrados primeiramente por Stummel e Kato nas referéncias
[14] e [15]. No entanto, seguimos aqui a exposicao da ref [1] que considera um caso

especial.
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Teorema 4.3.3. Seja q(x) uma fungao real, q(z) € L*,.(R"), e satisfazendo a se-

guinte desigualdade

/ ﬂdy < M, (4.31)
|

z—y|<R ‘x - y‘n—4+a N

para todo x € R™, com 0 < R < 1, e constantes M e¢ 0 < o < 4. Entao, o operador
A = —A+q(x) definido em L*(R™) no dominio D(A) = C§*(R"), densamente definido
em L*(R"), é

i) limitado inferiormente, e

i) simétrico.
Para provar este teorema precisamos dos seguintes lemas:
Lema 4.3.1. Sejan >2,0< g <n, R>0. Para todo x € R",

/ dy wR"P (4.32)
lz—y|<R |ZL' o y|ﬁ n— B ’ .

onde w € a drea da superficie da bola unitdria no R™

Prova: Ver ([1], pg 53).

Lema 4.3.2. Seja p(t) € C*(0 <t < 1), tal que

p(t)y=1, se 0<t<g,
p(t)=0, se 2<t<1,
0<p<1l se 0<t<1

(4.33)

Toda fung¢ao u € C*(R™) pode ser representada por

u(z) = /| R ute (52 | (134)

onde

s(z,y) = (4.35)
1

logle — —9
\ 27T0g|x yl, n
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ou por

=1

para todo x € R™, R >0, en > 2. Além disso, existem constantes ky e ko satisfazendo

as sequintes desigualdades

(wwxmwﬂAw(”;yQ]gth

(w|vwww»ﬂv(w(”;yv)'g@3w

Prova: Ver Ref [1].

Lema 4.3.3. Sejam u(z) € C°(R"), n>2,0<vy<2e R € (0,1). Entao u satisfaz

a desigualdade

Vul? ul?
u(z)]? < 0237/ %d(y + 0337_2/ L_zd%
lz—y|<R |£L‘ - y| le—y|<R |$ -y

onde co e c3 sao constantes positivas.

Prova: Seja 0 < v < 2 e u(x) € C§P(R™). De acordo com o lema 4.3.2 temos

Y dy. (4.37)

u(x) = »

1 / 1 S (z — ys) [u(y)gp(lm;zylﬂ

o—y<r |z —y|3 72 ERikas:

Aplicando a desigualdade de Schwarz a |u(x)| obtemos que,

1
Ju(z)* < Efl(fﬂ)[z(if), (4.38)
para
g s
le—y|<R |[E - y|n—7
e
L= / Mxy) (4.40)
|lz—y|<R ’%’ - y’n+'y
onde

(4.41)

_ zn:(x ) [U(?/W (!x_;zy!)]y |




Aplicando a k(z,y) a desigualdade de Schwarz para somas, segue:

e (4] |
%y(”;“)+u@ww(“g“)r

2 2
o () s ()

< 2|uyi|2 + 2|u|2-|90y¢|2

k(z,y) < |z — (4.42)

Além disso,

i Lo ()|

(4.43)
Este ultimo resultado foi obtido aplicando a desigualdade
la +b|* < 2|al* 4 2|b? (4.44)
e que 0 < ¢ <1, sempre. Portanto,
x —
Sllue (S50 | <avep ez Elar @)
i=1 Yi i=1
onde Vu := (uy,, Uy,, ...., Uy, ) € 0 gradiente de w.
Lembrando a defini¢ao de ¢ no lema 4.3.2
o(t)=1, para 0< |z —yl Sg
o(t) =0, para % <lr—y| <R
(4.46)

onde 0 < R < 1. Portanto, ¢, = 0 quando 0 < |z —y| < £, ou 2E < |z —y| < R.

Nos demais casos, isto é, para % <l|lz—y| < %, temos

ou (I5) = o=, (4.47)

. Nesse caso,

E:!%

. Z’ . xl‘Q ‘90( )‘ (4.48)

yP
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Como p € C*(0 <t < 1), |¢'(t)]? estd limitada por uma constante no intervalo [0, 1].

Todos os casos podem ser englobados no seguinte resultado:

1
bo0) < Jo = o (170 + il ;) (4.49)
para alguma constante ¢; > 0. Assim, concluimos que

2 2
I < / Ldy + 2L Ldy. (4.50)
|

e—y|<r [T —y|"T72 R? Joyi<r |2 — y|"72
Como0<vy<2<n,entao 0 <y <nel<n—vy<n. Podemos aplicar o lema 4.3.1,
com 3 =n — ~y para obter

Ii(z) = %RV (4.51)

Reunindo os resultados (4.51), (4.50) e (4.38) segue entao

2 2
lu(z)|* < CQR,Y/ Ldy + 03R7_2/ Ldy, (4.52)

o—y|<k |T — y[T12 oyl<r |T — Y[ T2

para constantes positivas ¢y e c3, adequadas que podem depender de v, w e ¢;. [

Lema 4.3.4. Seja q(x) uma fungdo real, como no teorema 4.5.3 satisfazendo a desi-

gualdade (4.31) e u(x) € C3°(R™). Entdo,
q(x)].|u(z)Pdz < csR? \Vul|?dy + cgR? 2 lu|?dy. (4.53)
Rn R Rn
Prova: Considere a integral

[ la@liuta) s (454
|lz|<p

onde § > 0. O lema 4.3.3 implica

[ @il <ar [ |q<a:>|( / ﬂc@) da
le|< B le|<3 e—yl<r [T — Y[

rar? [ o) (

le—y|<R |z —

(4.55)
Mudando a ordem de integragao, tomando v = % elyl <l|y—z|+|z| < R+, segue

de (4.55):

[P <art [ ([ 0L
2/ <5 Iy <R+5 je—yl<k [T — Y[
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el ( / &d) dy.
ly|<R+B le—y|<Rr [T —y["T1

(4.56)
A desigualdade de Schwarz, (4.31) e o lema 4.3.1 implicam que
2 2
1
(/ %dl‘) = (/ |q<«Tﬂ)—ig_2' o dl’)
jo—yl<r [T —y|"" o—yl<r [T —y|2T2 77 |z —y[2 T
2
1
= / %dl‘ / [P
ja—yl<R [T = Y| jo—yl<r [T —y["72
1 «
S M ﬁdl’ == C4MR5,
lz—y|<R |$ - y| 2
(4.57)

(a hipétese o < 4 ¢ importante aqui, pois n > 2 e § < 2. Assim, 0 < n — § < n,

como requer o lema 4.3.1) e, portanto,
/ %dm < d,R7. (4.58)
ja—yl<i [T —y["T
Aplicando este resultado em (4.56), obtemos
| l@lu@pPde < et [ VaPdyreri? [ )Py (459)
|lz|<B ly|<R+8 ly|<R+8
As integrais em (4.59) estao bem definidas quando 8 — oo, pois u € C{°(R"). Dai, a

expressao (4.59) vale em todo R™ e obtemos

lq(z)||u(x)|?dr < 05R3/ |Vul*dy + 66R32/ lul?dy. O (4.60)

n n

]Rn

Prova do teorema 4.3.3:

i) Temos

(Au, ) = / B+ gleyuuds = - / (Au)ads + / @ ufdz.  (461)

n n

Pela primeira formula de Green,

- /n(Au)de =— /n (V(u),V(u))de = . |V (u)|*dw, (4.62)
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seguindo—se que

(Au,u) = |V(u)|2d$+/ q(z)|ul*dz. (4.63)

RTL n

Se ¢(z) > 0 entdo q(x) > —|g(z)]; se ¢(x) < 0, entdo ¢(z) = —|g(x)|. Em ambos os

casos, q(x) > —|q(z)|. Dai, é verdade, entao, que
(Au,u)y > / |Vul?ds — lq(z)].|u|?dz. (4.64)
R™ Rn
Aplicando o lema 4.3.4, obtemos que

(Au,u) > \Vu|?dz — c;R? IV (u)*dy — cgR? 2 |lu|*dy
Rr R™ Rr

=(1- c5R3)/ |Vul*dz — CGR(52/ lu|*dy.
R™ Rr

(4.65)
Agora, escolhendo R € (0,1) tal que 1 — csR2 > 0, obtemos que
(1- C5R3)/ |Vul|?dz >0 (4.66)
e
(Au,u) > au,u), (4.67)
onde a = —cgR2. Portanto, A é um operador limitado inferiormente.

ii) Visto que (Au,u) € R, para todo u € C§°(R"), pois a(u,u) € R, entdo, pelo

teorema 1.4.4, A é simétrico, ou seja,
(Au, w) = (u, Aw) , (4.68)

para todo u,w € D(A). O

Para provar que o operador A do teorema 4.3.3 é essencialmente autoadjunto, preci-

samos do seguinte lema:

Lema 4.3.5. Sejam u(z) € C*(R"), comn >3,0<a <4, e0< R < 1. Entao,

R« A 2 Ra74 2
|u(ac)|2 S g — | u(y)|4 ) / |u(y)| - d 7
@ Jiy—a<r [T —y|mrre a y[r—ire

(4.69)

y—zl<r T —



para todo x € R™, onde ¢1 e ca sdo constantes positivas independentes de z, u(z), R e

a.
Prova: Sem perda de generalidade, vamos considerar wu(z) real. Temos, pelo
lema 4.3.2,

ly—x|<R
onde

(0,9) = o~y (@.71)

s(x,y) = ————|v — :

W= el Y

para n > 3. Mas,

n

sAfup] = s Z[Uw]yiyi =S Z [uyiyi‘:@ + 21y, py, + UPy,y,
i=1

i=1

= s(Au)p + 2s (Vu, Vi) + su(Ayp)
(4.72)

Note que

n

s(Vu, Vo) =s Z Uy, Py; = Z(Suyi)%ﬁ' (4.73)

i=1 i=1

Ao substituirmos
Sy, = (Su)yz‘ — USy;, (474)

obtemos

n n n

Z(suyi)¢yi = Z(Su)yiSOyi —u Z Syipy, = (V(su), V) —u(Vs, V). (4.75)

i=1 =1

Portanto,
u(z) = — / [sulp + spAu+ 2 (V(su), V) — 2u(Vs, Vo)ldy, (4.76)
lz—y|<R

Aplicando a primeira formula de Green, obtemos

/ sulpdy = —/ (V(su),V(p)) dy. (4.77)
ly—z|<R ly—z|<R
Substituindo em (4.76), obtemos
u(z) = / sulp — / spAudy +/ 2u(V(s),V(p))dy, (4.78)
ly—z|<R ly—z|<R

ly—z|<R
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< [ bleliduddy+ [ (sl Apl + 28Ty (079)

Substituindo as desigualdades do lema 4.3.2 em (4.79), obtemos

A
lu(x)| < by / ’—“bdwbm—" / luldy (4.80)
e—yl<r T — Y| le—y|<R
e
A
lu(x)]* < <b1/ |—u|_2dy + bR |u|dy> 2, (4.81)
e—yl<r |2 — Y[ lo—y|<R

Aplicando a desigualdade (a + b)? < 2|a|? 4 2|b|* neste tltimo resultado segue-se que

A
lu(z)]? < b / %dy 24+ b, R"/ lu|dy | 2. (4.82)
e—yl<r [T =Yl lz—y|<R

A Ay
/ ﬁdy = _ n_e T mogia dy. (483)
je—yi<r [T = Y| o—yl<r |2 =yl 2w —y[275

Aplicando a desigualdade de Schwarz no lado direito da (4.83) obtemos

1 1

|Au| 1 2 |Aul? 2

/ iz — |n—2dy < iz — |n—ady iz — |n—4+ady :
a—y|<R I — Y lz—y|<R I — Y le—y|<R 1T — Y

(4.84)

Mas,

Temos também que

n_9o4+4
T — |2 2

/ fuldy = / ke w2y, (4.85)
lz—y|<R | 2

n
z—y|<R [z —y|>

Novamente, utilizando a desigualdade de Schwarz, implica que

1 1
> Jul” ?
wars (o) ([ a)
/xy|<R le—y|<R |z—y|<R |$ - y|n—4+oc

Usando o lema 4.3.1,

dy R*P
- 4.87
/@_M T—gP =B (4.87)

com f=n—a,em (4.84), e f = —n+4 — a em (4.86), obtemos

R A’ e uw)?

@ @ Jy—a|<r |z — y[n—tte 2n—4+a Jiy_g<n |z — y|nite
(4.88)

onde 2n —4 > 0. O

94



Teorema 4.3.4. O operador A definido no teorema 4.3.3 € essencialmente autoad-

Junto.

Prova: Consideramos aqui apenas o caso n > 3. Seja u(z) € C§°(C), dai pelo lema

43.5,
etofar < 255 [ ([ CEEy ) i

R o y—z|<R |z —

a—4 2 2
a n ly—z|<R |l‘ - y|n ¢
O o+ S ) [0
= A ————dx| dy.
[ (e + o) | ) ay

z—y|<R |z —
(4.89)
Usando a condigao (4.31),
lg(x)u()[| < ki RS M2 || Au(a)|| + ko R M ||u(z)]]. (4.90)
Para Bu := —Au, Cu := q(x)u, o resultado (4.90) ¢ da forma
|Cul| < el[Bul + 6] ful]. (4.91)

com € = klR%M% ed = kgRaT_LLM%. Observamos que

1. O operador C' é simétrico, pois tomando Au = q(z)u(zx), obtemos que

<Af,g>=<q(:v)f,9>=/ q(x) f(x)g(x)dr = IRnf(96)cz(ﬂ'f)g(t%')da?:(f,Ag>

para todo f,g € C5°(R").

2. B ¢ essencialmente autoadjunto em C§°(R™) pelo teorema 4.2.1

Escolhendo R € (0,1) suficientemente pequeno e ¢ € (0,1), temos que o operador

B + C' é essencialmente autoadjunto, pelo teorema 3.2.5. Ora,
(B4 C)u= Bu+ Cu=—Au+ q(x)u = Au (4.92)

que € o operador de Schrodinger. Logo, o operador de Schrodinger A é essencialmente

autoadjunto. [
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4.4 Exemplo de funcao satisfazendo a condicao de

Stummel

Nesta sec¢ao damos um exemplo de fungao ¢(z) satisfazendo a condigao (4.31).

0

Teorema 4.4.1. Sejam as fungdes b(zx) e o, tais que b(x) = 0~° , onde

m 3
- (324)
v=1
com1l1<m<ned>0. Suponha que 20 < 4 —a < m, para o < 4. Entdo, para todo

reR" n>2

/ LA NS, (4.93)
|

z—y|<R ‘I - y‘n—4+a

para todo 0 < R < 1.

Prova: Vamos aumentar o dominio de integragao para o bloco
W= {lyi — x| <R, i=1,2,..,n} (4.94)

Sejam Wy e Wy tais que

Wl = {(y17 7ym)’ ’yz - xz‘ S R, 'l - 1, ,m}

Wo = {(Ymt1s - Yn)| li — x| <R, i=m+1,...,n}

Como b depende apenas de y € W7y,

b2
Iy (z) = %d@/—/ V2 (y) I, (2, y)dyr dys.... Ay, (4.95)
w |LE - yl Wi
onde
dym+1dym+2---dyn
I = 4.
W2(x7y) /VV2 |ZL‘ _yln_4+a ( 96)

Consideremos a integral Iy, em separado. Defina

m

7’12 = Z(yz - $i)2, (4-97)

i=1
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n

7’22 = Z (v —ZEi)Q,

1=m+1

tal que |x — y|*> = 112 + % Usando que |y; — z;] < R, temos

o] < Z lyi — 2> < R*(n — m)

i=m-+1

Além disso, como R <1, rm?<1le
|z — y|2 =r2 4+ <14 62R?

onde & := (n —m)z. Seja 8 :=4 — a. Vamos mostrar que

Ce)s
T;nl—ﬁ—&-a

-[Wz S

onde € > 0. E conveniente considerar varios casos.

Caso 1: m < n — 2. Usando coordenadas polares ¢ (4.99) obtemos

n—m-—2

OR n—m—1 6R 2\ A==
Iy, < uJ/ 702—,1,56”2 — w/ LQZ;CZTQ
o o

T12+T’22)T 12 +T22)T

m

onde w ¢é a bola unitaria no R™. Prosseguindo, temos ainda que
SR n—m—a2
W / (T12 + 7"22) 2
np
0 (r12 4+ 1r9?) 2 2

2 2 SR 2
I, < d(ra®) f/ ( 1.d(ra?)
0

= m—(+2
2 2 4 192) "

De (4.100) e para € > 0, qualquer,
(1 + (52R2)% > (7’12 + T22)%

e, portanto,

Substituindo esta ultima integral em (4.103),

SR 2 p2\E 700 2 .
w/ (14 6°R?)z2d(re*) 8(1—1—52)5.@
0

Iy, < — <
Wo 2 (T12 N T22)m752+5+2 2

ondek:%e

52 R24r2
I, = / ” @ < _
., tk — Tm*,B‘FE’

12 1
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mostrando (4.101). Em seguida, substituimos este dltimo resultado em Iy para obter

b2 (y
]W S 0575/ %ﬁ)ﬁdyl’ ceny dym (4108)
Wi Tl
ou, explicitamente
Ay, ..., dYm
Iw <c. / — 4.109
w g Wy ‘9257,;71143% ( )

Caso 2. m=mn—1Nessecaso,d=1lem—0F>0e

R d’l“g R d?"z
Iy, sc | ————F =0 S mAee
0 (7“1 + 1o ) 2 0 (T’l + 1o ) 2

(4.110)

onde se verifica a validade de (4.109) Caso 3. m = n. Ja temos que

Ply) dy _ [ (Ryn)dy _ dys...dys,
T ndat¥ =6 m—pB = “eom—pte =G T osm—B
e—yl<r [T = Y| wy 0%r] wi 0% wi 021}

(4.111)
Vamos aplicar a desigualdade de Holder com
(1 26
p 204+m—pF+¢
(4.112)
I m—-p+e
L g 20+m—fB+e¢
a integral (4.109). Resulta
b*(y) 1
/w—ylgR |z —y[rtre w g2t ) .
<. (/ dy;...dy, >P </ dy;...dy, )q
=3 W 925+m—5+€ Wy T%5+m—5+6
(4.113)
Como ¢ > 0 é qualquer, tome € = 5 — 4. Entao,
20+m—-0FB+e=m—-ec<m (4.114)
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implica na existéncia das integrais em (4.113). Denote o volume de W; por V; (W),

entao V1(W;) = R™ < 1, e usando que

1 =
/ dy < —n (mV(WI)) (4.115)
wy |z —yl® m—« W,

(Ver Ref [1], segdo 4.3) com m > 2,
dyy...dy., dyy...dy,, < W (M m
25+ m—pte T ome =_\ ) €
Wy Y W 0 € Wi

/ dy;...dym, / dy;...dy, o Wm <m)
Wi rfﬂm*me wy T T €

o

(4.116)

O caso m =1 é trivial. Isso completa a prova. [

Exemplo 4.4.1. O potencial de Coulomb q(x) = ||z||™, z € R3, satisfaz d condigao

de Stummel. Tome n=3, m=3, 0 =1 e a = 1 no teorema anterior.
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Apeéendice A

Resultados Auxiliares

Neste Apéndice apresentaremos - sem demonstragao - alguns resultados basicos co-

nhecidos utilizados nos capitulos anteriores.

A.1 Espaco de Hilbert

Definicao A.1.1. Seja V um espago vetorial complexo. Uma aplicagao
(,):VxV—->C (A.1)

¢ chamada de um produto interno em V quando para todo x,y,2 € V e a € C, as

sequintes condigoes forem satisfeitas:
(a) (x,y) = W (A barra denota a conjugagdo complexa)
(b) (x+y,2) = (2,2) + (y, 2)
(c) {ax,y) =a(z,y) VaeC
(d) (x,x) >0Vx e H.

(e) (x,x) =0 se, e somente se, v =0
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O par (V,{(.,.)) € chamado de um espago produto interno. Todo produto interno induz

uma norma dada por

[lull = v/ (u, w). (A.2)

O par (V,||.]])), onde ||.|| é a norma induzida, é chamado de espaco normado.

Segue de (a) que

(z,ay) = (ay,r) = a(r,y) = aly, z) = a(y,z) (A.3)

Definicao A.1.2 (Espaco de Hilbert). Seja V um espaco vetorial com produto
interno (.,.), cuja norma € induzida pelo produto interno. Se diz que V é um espago

de Hilbert se ele ¢ completo nessa norma.

Definicao A.1.3. Um espago de Hilbert é chamado de separdvel se ele possui um

subconjunto enumerdvel denso.

Teorema A.1.1. Seja S um subespaco fechado de H e S+ o seu complemento orto-
gonal. Todo elemento u € H pode ser escrito de forma tinica como u = v + w, onde

veSewe St

Prova: Ver Ref [1].

Teorema A.1.2. Um subespaco S C H € denso em H se, e somente se, v =0 € o

unico elemento de H ortogonal a S.

Prova: Ver Ref [1].
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Teorema A.1.3 (Teorema da Limitacao Uniforme). Seja H um espago de Hil-
bert e Y um espaco vetorial normado. Seja (T,,) uma familia de operadores lineares
limitados T,, : H — Y. Suponha que para cada x € H, a sequéncia (| T,x|) € limitada
em Y, isto €,

x| <c(z), n=1,2,.. (A.4)

onde c(x) € uma constante que depende de z. Nessas condigoes, a sequéncia (||T,]|) é

limitada, ou seja, existe c tal que

Tl < e (A.5)
para todo n € N.

Prova: Ver Ref. [3].

A.2 Espacos L*

Definigao A.2.1. Seja Q um aberto do R". Indica—se por LP(Q), 1 < p < o0, 0

espaco das funcoes:
LP(Q) = {u :Q — C | u é mensurdvel e / |u(z)Pdx < oo} (A.6)
Q
Os espacgos LP sao espacos de Banach com a norma

Jullzo(ey) = ( / ru<x>|pdx); (A7)

Em particular, L*(Q2) é um espago de Hilbert complexo, com produto interno dado

por

(u,v) = /Qu(:c)mdx, Yu,v € L*(Q) (A.8)
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Teorema A.2.1 (Desigualdade de Hélder). Sejam p e g conjugados, ou seja,

1 1
Sy =1 (A.9)
p q

eu€ LP(Q) eve LYQ). Entio fg € L'(D) e

l&mmm@ g([ﬂ@@ﬁm);<lﬂm@wm>; (A.10)

Teorema A.2.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam u,v € L*(Q)). Entao,

[ (w,0) 2y | < Nlull2@loll 220 (A.11)
(

Definigao A.2.2. Dada uma fungio u(x) € L*(Q), se diz que ela € a derivada de
ordem «, no sentido das distribui¢oes, de uma fungao v € L*(Q) quando

/Qucwd(xyh::(—&ﬁah/q(x)Dawﬁwdx (A12)

Q

para todo ¢ € C§°(2). Indica-se a derivada de v, com o mesmo simbolo D, isto é,

u(z) = D%, mas subtendendo—se que isso é verdade no sentido das distribuigoes.

A.3 Funcoes absolutamente continuas

Definicao A.3.1. Uma funcao f : [a,b] — R € chamada de absolutamente continua
quando dado € > 0, qualquer, existe um o > 0 tal que para toda colegdo finita
(a1,b1), (az, b2), ..., (an, by), de subintervalos de [a,b], dois a dois disjuntos satisfazendo

a condi¢ao
n

k=1

tem—se que
n

Z|f(bk)_f(ak)| <e. (A.14)

k=1
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Toda funcao absolutamente continua é também continua e uniformemente continua.

Teorema A.3.1. Uma funcio f : I = [a,b] — R ¢ absolutamente continua se, e

somente se, existe uma funcdo u € L'(I) tal que

f@) = fla)+ /tu(s)ds, tel. (A.15)

Nesse caso, existe a derivada de f, f', quase sempre em I e f' = u quase sempre em

L

Prova: Ver Ref. [6,11].

Teorema A.3.2. Sejam f e g fungoes absolutamente continuas em I = [, 5]. Entdo,

fg e L), f'ge LY(I) e
B8 8
/ f(@)g (x)dx = f(B)g(B) — f(a)g(a) — / f(x)g(z)dx (A.16)

Prova: Ver Ref. [6].

Teorema A.3.3. Seja f € L*(R) e suponha que f é absolutamente continua em todo
intervalo [a,b] CR e f' € L*(R). Entdo a funcgao f satisfaz
lim f(z)=0 (A.17)

|z|—o0

O mesmo resultado vale para f € L*(R"), nas mesmas condigaes.

Prova: Ver Ref. [6].

104



A.4 1Identidades de Green e Teorema de Fubini

Teorema A.4.1 (Primeira Férmula de Green). Sejam u(z) € C*(D) e v(x) €

C*(D). Entdo,

/Du(x)Av(x)dx :/ap u(x)mdS—Z/ U, (7)V,, (2)dx
= /ap u(x)v, (r)dS — D(gmd(u),gmd(v))dm,
(A.18)

sendo v, a derivada normal de v em x© € 0D.

Prova: Ver Ref [1].

Teorema A.4.2 (Segunda Férmula de Green). Considere agora as funcoes u(x)

e v(z) em C%*(D). Entdo,

/ <u(x)Av(x) - v(x)Au(x)) de = / <u(m)vl,(x) - ul,(x)v(x)) s (A.19)
D oD
sendo v, a derivada normal de v em x € 0D e u, a derivada normal de uw em x € OD.

Prova: Ver Ref [1].

Teorema A.4.3 (Teorema de Fubini). Sejam Q C R™ e Qo C R™ dois abertos
e [ XQy uma funcao limitada e integrdvel. Para cada x € )y, definir a func¢ao

fz 1 Q9 — R integravel para todo x € €)y. Entao

[ooa= [ (] ri) e 20)

Do mesmo modo, se a fungao f, : 0y — R for integrdvel para todo y € s, entao

/lemf = ( . fx(y)dar> dy (A.21)
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