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Resumo

Neste trabalho nds estudamos alguns métodos de Programacdo ndo Linear restrita e
irrestrita dando énfase ao problema que da titulo a esta dissertagcdo. No primeiro capitulo
s80 estudados e enunciados métodos como os de Cauchy, Newton, Armijo, Regido de
Confianca e Dog Leg. No segundo, estudamos Programacdo Quadratica Seqliencia (PQS)
pelo método de Restauracdo |nexata, que executa em cada iteragdo um passo de viabilidade
e um de otimalidade. Nosso objetivo especifico foi tratar do passo de otimalidade,
conhecido como passo tangente do PQS, que na nossa proposta consiste em minimizar uma
quadrdtica convexa numa caixa sobre uma variedade afim. Neste sentido, o terceiro
capitulo surge paratratar do problema de barreira com o objetivo de definir centro analitico
de um poliedro e trgjetéria central primal. Conceitos de muita importancia para resolver, no
altimo capitulo, o problema de minimizacdo de uma quadrética convexa numa caixa sobre
uma variedade afim. No tratamanto deste, utilizamos um método de pontos interiores
primal-dual de trajetéria central, em gque nossa escolha de um ponto inicial primal-dual

vidvel é original, representando um novo resultado em Matemética.



Abstract

In this work we study some constrained and unconstrained nonlinear programming
methods, giving emphasis to the problem which gives the title to this dissertation. In the
first chapter we state and study some methods like Cauchy, Newton, Armijo, Trust Region
and Dog Leg. In the second study Sequential Quadratic Programming (SQP) through the
Inexact Restoration method, which executes in each iteration, a restoration step and an
optimality step. Our specific objective was working with the optimality step, known as
tangent step in SQP, which, in our proposal consists in a convex quadratic minimization in
a box intersected with an affine space. The third chapter comes to treat the Barrier problem
with the objective of defining analytic center and primal central paths. These concepts are
very important to solve, in the last chapter, the problem of minimization a convex quadratic
function in an affine subspace with box constrains. We use a primal-dual interior point
method which follows the central path, in which our choice of an initial feasible primal-

dual point isoriginal, representing a new result in Mathematics.
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Introducao

Este trabaho, de forma geral, consiste num enriquecimento e num primeiro contato
com a pesquisa na area de otimizagéo da minha parte. A principio nosso objetivo se detinha
a trabalhar com propriedades de métodos de filtro. Contudo, em dezembro de 2005
achamos o artigo de Ferris, Wathen e Armand [5] que nos motivou a mudar o curso de
nossa pesquisa. O artigo em questdo descreve a solucdo de um problema de
complementaridade com recursos de meméria limitada. O problema provém de simulactes
fisicas, em geral choques ou colisdes, que ocorrem em video games e deve ser resolvido em
pouco tempo e com pouca memoria disponivel. Neste contexto, Ferris, Wathen e Armand

precisavam resolver problemas de minimizagdo de quadréticas convexas em caixas de

maneira eficiente, de modo que um de seus focos era minimizar EXT AX +v]x restrito a

umacaixa [I,h].

Até o comeco de dezembro de 2005 tinhamos feito um estudo sobre Regido de
Confianga, Programacdo Quadrética Seqliencial (PQS) e Fungdes Barreira. Entdo, em meio
ao contexto do método PQS resolvemos abordar especificamente o Passo Tangente, que por
sua vez se resume a minimizagdo de uma quadrética, N0 NOSSO caso convexa, sobre uma
variedade afim. Devido a vérias propriedades da formulagdo do problema do Passo
Tangente do PQS concluimos que 0 mesmo deveria ser abordado num contexto de Regido

de Confianca.
Sabemos gue uma bola na normainfinito, que é um caso particular de caixa, € muito

maior que uma bola na norma euclidiana e que uma caixa € uma restricdo muito comum em

problemas praticos. Deste modo obtivemos entdo um problema similar ao de Ferris,
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Wathen e Armand [5], exceto pelo fato de estarmos sujeitando a minimizagéo em questdo a

uma variedade afim.

Essa motivagdo nos propiciou o objetivo de trabalhar com um agoritmo de pontos
interiores para minimizar uma quadrética convexa numa caixa sobre uma variedade afim. O
artigo [5] apresentou um algoritmo tal qual, mas toda énfase foi movida a Algebra Linear
da problemética, ao contrario da nossa andlise que foi motivada em direcéo ao algoritmo de
pontos interiores primal-dual que desenvolvemos. Deste modo acabamos nos focando
bastante na obtencdo de um par primal-dual inicia vidvel com certas propriedades, que

culminou num resultado novo.

O primeiro dos quatro capitulos desta dissertagdo se destina a enunciar 0s
algoritmos de Programagao néo Linear Irrestrita de Cauchy e de Newton, explanar a busca
unidirecional feita por Armijo, introduzir o método de Regi&o de Confianga e enunciar a
Trajetoria Dog Leg. Neste capitulo veremos o conceito de trajetoria 6tima de Regido de
Confianca que serd muito importante gquando propusermos um par primal-dual inicial
vidvel para nosso problema alvo. Provas de convergéncia envolvendo os assuntos do
primeiro capitulo se encontram em livros gerais de Programacdo ndo Linear como [3] e
[21].

O segundo capitulo se destina a um estudo do método PQS ([20] e [22]) em meio a
problemas de otimizagdo restrita com restricdes de igualdade. Apresentamos entdo o
método, chamado de Restauracéo Inexata ([15] e [16]), que executa passos de viabilidade e
de otimalidade. O de viabilidade, chamado de Passo Normal foi objeto de estudo de
Francisco [7]. Ja o de otimalidade, chamado de Passo Tangente foi alvo de estudo da nossa
dissertacdo. Toda a andlise deste segundo capitulo esta sedimentada sobre as condic¢des de
Karush-Kunn-Tucker (KKT) ([3] e[21]).

O objetivo do terceiro capitulo, além de ser um estudo do método de Barreiras em

termos de conceituacdo e convergéncia, é de definir centro analitico de um poliedro e
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trgjetéria centra prima. Definicbes que serdo de extrema importancia para o

desenvolvimento do quarto capitulo.

O quarto, e ultimo capitulo, destina-se a resolucéo do problema de minimizar uma
quadratica convexa numa caixa sobre uma variedade afim. De principio tratamos de
reescrever este problema de modo a deixa-lo numaforma, aqual chamamos de padréo, que
nos possibilitou uma melhor abordagem sob o aspecto das condicbes de KKT. Apds
reescrevé-lo propomos uma maneira de encontrar um ponto primal-dual viavel, tendo como
hipbtese a saida de um ponto primal que € centro analitico do conjunto primal viével.
Dividimos este estudo em duas partes. Uma quando o centro analitico mencionado for o
vetor unitario, e a outra quando ndo for. Se ndo for, apresentamos uma mudanca de escala.
A partir de entdo nos prendemos ao desenvolvimento de um algoritmo de pontos interiores
baseados em [10], [11] e [24] para enfim propor um passo de otimalidade do método PQS,
ou sgja, 0 Passo Tangente.

13



Capitulo 1

Regido de Confianca

Métodos de Regido de Confianca [19] sdo métodos que utilizam um modelo
quadrético da funcdo objetivo, visando encontrar uma reducéo deste modelo num conjunto
fechado, que em gera € uma bola fechada. A expectativa € de conseguir uma reducdo do
modelo e que esta represente uma reducéo na fungdo objetivo. Por esse motivo usamos o
termo Regido de Confianga, j& que procuramos uma regido na qual o0 modelo quadratico da
funcdo objetivo a represente adequadamente, caso isso ocorra dizemos que ha uma

concordancia entre a funcéo objetivo e sua aproximacao quadrética.

Mediante o estudo de problemas de minimos quadrados, Levenberg, em 1944, e
Marquardt, em 1963, instituiram pela primeira vez aidéia de procurar um conjunto em que
0 modelo quadratico fosse confiavel. Ja em 1966, o método de Regido de Confianca, sob
sugestéo de Goldelf, Quandt e Trotter, foi aplicado a problemas de minimizacéo irrestrita,
[22].

Neste primeiro capitulo iremos expor brevemente algoritmos basicos de PNL
(programacado ndo linear) irrestrita, como o de Cauchy e de Newton ([2] e [20]). Também
iremos falar sobre os métodos de Armijo (busca unidirecional [2] e [20]) e o método Dog
Leg [13]. Com isso teremos algumas ferramentas para abordar, de inicio, problemas de

regido de confianca. Ser8o consideradas durante toda este capitulo funcOes objetivo

f,:R" > R de classe C? convexas. No entanto, deixaremos claro se as hipéteses de

convexidade e de dupla diferenciabilidade ndo forem necessérias em algum momento.
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1.1 Busca de Armijo

Considere o problema de minimizago de umafungdo f,:R" — R declasse C? a

partir de um ponto x* € R" numadiregdo d € R". O método de busca de Armijo ndo tenta

resolver o problema proposto, visa entretanto, uma boa reducéo de f, ao longo de d .
Dados x*,deR" e um nimero red p>0 buscamos A€[0,p] ta que
fo(x* +4d )< f,(x*). Paraisto usamos um modelo linear de f,, definido por
m(2)= f,(x*)+ 2vf,(x* ) d
Dado umvalor A > 0, definimos
ared = fo(xk)— fo(xk +/1d), reducdo efetivade f,.

pred = m(0)—m(4)= AVf,(x* ) d , reducio prevista pelo modelo.

Algoritmo 1.1 Busca de Armijo

Dado x*,d eR", p, a € (0,1),fixo, por exemplo o = 0,4.
A=p
Cacule
ared = f,(x*)— f,(x + p.d)
pred = p.Vfo(xk)T d
Enquanto ared < «.pred
A =0,64
pred = A.Vf, (x*) d
ared = f5(x*)— f(x* + 2.d)

Fim
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1.2 Método de Cauchy

Seja f, como na segdo 1.1. O método de Cauchy serve para abordar essencialmente

problemas de minimizac&o irrestrita. Ele utiliza a diregdo de méximo declive a partir de um
ponto x* € R", ou sgja, adirecio dada pelo gradiente da fung&o objetivo em x*, no sentido
oposto. Em seguida faz uma busca ao longo dessa diregdo. Ndo daremos muita énfase a
precisdo na minimizagdo unidirecional, pois nosso objetivo apenas se restringe a uma boa
reducdo da funcdo objetivo. Deste modo utilizaremos 0 método de Armijo para achar um
ponto x** € R" tal que se tenha uma certa reducdo da fungio objetivo sobre a diregio em

guestdo. A seguir temos o algoritmo de Cauchy com busca de Armijo.

Algoritmo 1.2 Método de Cauchy com Busca de Armijo

Dados X° € R" ede parémetros p, o paraArmijo
k=0;

Enquanto Vfo(xk );t 0
Faca d = —Vfo(xk );

Calcule A , passo advindo do método de Armijo na busca unidirecional, se existir;

Se ndo exigtir solucdo, PARE com fracasso;
Xt =x*+d;

Faca k =Kk + 1.

O Algoritmo de Cauchy € globamente convergente. Contudo, possui apenas

convergéncialinear (veja[20]).

16



1.3 Método de Newton

Novamente estamos num contexto de minimizacdo irrestrita em que objetivamos

um ponto X tal que Vfo(i) =0 (condicéo necessaria de otimalidade). Sob esta necessidade o
método de Newton propde a resolucdo do sistema de equacdes Vfo(x) =0. Isto é proposto
através de uma aproximacado linear para gradientes, em que forcamos essa aproximagdo a

Ser Zero, Como segue

Vi (X +d)= Vi (x* )+ H(x*)d =0

Em que H(xk) denotaa Hessianade f, em x“.

Algoritmo 1.3 Método de Newton puro

Dado x° e R"
k=0;

Enquanto Vfo(xk );t 0
Resolva H (Xk)d = —Vfo(xk) (se possivel)
X =x"+d;

Faca k =k + 1.

O passo de Newton s6 é efetuado se a funcdo a ser minimizada for convexa, ou sgja
se H(x") for semi definida-positiva

O método de Newton ndo possui convergéncia global ([20]), apenas local. No
entanto localmente a convergéncia é quadrética. No caso da minimizac&o irrestrita de uma

funcdo quadrética convexa o método de Newton resolve o problema em uma iteragéo.

17



1.4  Armijo com Modelo Quadratico

Considere o modelo linear de f, apartir de um pontox fixo
I(x+h)= fy(x)+ V,(x)" (x+h)

Dado um valor A >0, usando Armijo com modelo linear, testamos o ponto
X + Ad da seguinte maneira:

pred =1(x)—1(x+Ad) reduco prevista pelo modelo
ared = f,(x)+ f,(x+ Ad) reducéo efetiva

O ponto x+Adé aceito se ared > a.pred, com «a<(01), um vaor fixo. O
primeiro ponto que satisfaz ared = a.pred € chamado Ponto de Armijo.

O paragrafo anterior se refere ao Armijo com modelo linear exposto na segéo 1.1.
Entretanto, se conhecemos a hessiana de f, em X, ou uma aproximagdo da mesma,

podemos utilizar um modelo quadrético de f,,. Ent8o, para d € R", 4 € R defina,
m(x+4.d)= f,(x)+ AVF, (x) d %w H (x)d

Observe que para d e R" dado, esta funcdo € ou constante, ou ilimitada
inferiormente (se dTH(x)d <0), ou possui um Unico minimizador. No ultimo caso, o
minimizador € dado pelo valor de 4 tal que

m'(x+2.d)=Vf,(x)' d +1.d"H(x)d

Desta maneira achamos o minimizador do modelo quadratico m a partir de x na
direcéo d, dado por

= Vf,(x)'d
" dTH(x)d

18



MModelo Quadritico

Armijo com Modelo Quadratico

Figura 1

A figura 1 mostra que ndo vale a pena utilizar p > A4,,. Nesse sentido, vamos
propor entdo um algoritmo bem parecido com o Armijo com modelo linear, tendo como
Unica distingdo o fato de agora usarmos o modelo quadrético de f,. Para o agoritmo a

seguir ndo € necesséria a hipotese de convexidade.

Algoritmo 1.4 Armijo com modelo quadratico

Dado x*,d eR", p>0, a e (0,1),fixo, por exemplo o = 0,4.
Sed"H(x)d >0, calcular A, efazer A, =min{p, ., }
Sendo A =p
Calcule
ared = f,(x*)— f,(x* + d)
pred = m(x* )—m(x* + Ad )

Enquanto ared < «.pred
A1 =064
pred = m(x* )—m(x* + Ad )
ared = f,(x*)— f,(x* +2d)
Fim
Resultado: A
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Ponto de Cauchy: Dados um ponto x“ € R", um modelo quadrético d — m(x" + d)
em torno de x“ eum valor A > 0, definimos como ponto de Cauchy x& a0 minimizador do

modelo quadratico ao longo da direcéo de Cauchy, dadapro d = —Vf (xk )

O célculo éfeito por
k ok k
Xc =X —ﬂc.Vfo(x )

Imediatamente segue que 4, = +oo se Vf (x") ( )Vf ( )s 0, caso contrario,

_ V() Vofx*)

o = 2t (Xk)T HOOVE )

A figuraaseguir ilustra a defini¢céo do Ponto de Cauchy.

Ponto de Cauchy

Figura 2

Ponto de Newton: Se H (x" ) for semi definida-positiva (caso convexo), definimos o Ponto

de Newton, X, , como

Uk k
Xy = X" +dy

20



em que d é dado pela resolugdo do sistema a seguir se existir solugio. Se H(xk) €
definida positiva, entfo existe uma Unica solugdo d( . Sendo, escolhemos a solugdo de

minima normado sistema
H(x* )y =-vm(x*).
O ponto x,, € chamado de Ponto de Newton porque advém do método de Newton

aplicado a m em x*. Os pontos de Cauchy e de Newton s30 de extrema importancia na

construcdo do método Dog L eg.

Esta secdo foi baseada nas notas de aula de PNL de Gonzaga [8].

1.5 O Passo de Regido de Confianca

O passo de Regido de Confianga, ao contrario do passo do método de Armijo ndo

utiliza uma diregéo dada. A cada iteragdo o método minimiza o modelo quadrético de f,,

em torno do ponto x*, na bola BA(xk), em que A>0 é o de raio de confianca. E

importante frisar que nos métodos de regido de confianga ndo necessitamos de convexidade

do modelo quadrético de f,,.

A principio vamos supor que dispomos de uma rotina para minimizar o modelo
quadrético de f, numa bola (uma forte suposicdo ja que este € o grande foco desta
dissertacdo). Supondo que esta minimizacdo tenha sido feita, comparamos a reducdo do

modelo (pred) com a reducédo efetiva da funcdo (ared). Suponha também que um valor real

fixoa € (0.1) seja dado. Se Zii > o, entdo o ponto advindo da minimizagao do modelo
» . : L ared o .
quadrético € aceito. Caso contrario, se ored <a, temos que diminuir o raio de

confiangaA e repetir 0 processo. Veja que o representa uma taxa percentual minima que

gueremos garantir em relacdo a queda do modelo e areducéo da funcdo objetivo.
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Sabemos, devido ao Célculo Diferencia e Integral, que para algum raio A>0

suficientemente pequeno 0 modelo quadratico de uma funcéo duplamente continuamente
diferenciavel € uma boa aproximagéo para a fun¢éo objetivo na bola B, (xk), mesmo sem
convexidade. Deste modo n&o precisamos nos preocupar com a existénciade um A >0 tad

que m represente bem f,. O algoritmo completo do Passo de Regido de Confianga é

descrito a seguir

Algoritmo Regido de Confianca

Dado X e R", A>0, a,,Be(O,l) fixos.
Enquanto HVfO(Xk 1‘ #0

Construa o modelo m(xk + h)= Vfo(x" )T h +%hT H (Xk )h

Calculed, soluggo de minimizar m(h)
sa |h|<aA

pred :—m(xk +d)
ared = f,(x*)— f,(x* +d)

Se ared < ar.pred (aceitar o passo)
X =x* +d
Sendo (rejeitar o passo ereduzir A)
k+1 k
X =X
A= pA
Fim

Fim

Muitas vezes, quando o modelo quadrético representa muito bem a fungdo objetivo

naregido de confianca, se opta em aumentar o raio da mesma na iteragdo seguinte.
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1.6 Trajetdria Dog Leg

O método Dog Leg é um método utilizado para solucionar de forma aproximada

problemas de regido de confianca. Ele é, no entanto, definido apenas num contexto de
minimizag&o convexa. Dados os pontos x* (ponto de partida), x. (ponto de Cauchy) e X,
(ponto de Newton, bem definido por causa da hipétese de convexidade) e um raio
A > 0definimos a trajetdria Dog Leg como sendo a poligonal ABC em que A é o ponto x*,

B o ponto de Cauchy x. e C o ponto de Newton X, .

Queremos entdo minimizar uma quadrética numa bola, sendo que esta minimizacéo
ndo precisa ter boa precisdo, pois jA como comentamos, 0 méodo consiste numa

aproximagdo. O método Dog L eg ira nos fornecer o ponto de Newton, se este estiver dentro
da bola B, (xk), ou o ponto advindo da interseccdo da tragjetoria Dog Leg com esta bola.

Veja gue ja mostramos como calcular os pontos de Newton e de Cauchy. Ja em relacéo a
interseccdo mencionada a pouco, basta fazer algumas contas sob a andlise de dois casos. O

primeiro é o caso em gue o ponto de Cauchy é exterior a bola ou esta na fronteira da bola

B, (x*) e 0 segundo é quando o x, éinterior a B, (x*).
0] Ponto de Cauchy fora ou sobre a bola:
Neste caso basta dar um passo do tamanho do raio sobre a diregéo de Cauchy, ou sgja,

vfo(x*)

X1 =x*K—-A e
HVfo X ‘

(i) Ponto de Cauchy dentro da bola:

Vegaque apoligonal ABC pode ser parametrizada da seguinte maneira

tx. , se te[0]]
ABC = .
X +(t=1)x, —x. ) se te(®2]
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Fazendo algumas manipulagdes concluimos que basta considerar a raiz positiva (é facil de

ver gue uma sempre € negativa) do polinbmio

p(2) =[x |* - A% + 2ax7d + 22|d|’

comA=t-led=x, —Xc..

A raiz desgjada € dada por

2d[*
Sgaf =4 +1. Temosentdo que

X =x. +1d .

Vale frisar que a trgjetéria Dog Leg é formada por dois subconjuntos do R", os

quais sdo os segmentos AB e BC. Vga que tanto AB quanto BC sdo conjuntos
pertencentes a espacos de dimensdo 1 do R". Com isso temos que o método Dog Leg

define uma trajetéria em um subespaco de dimensdo de no maximo 2 em R".

Dizemos gue a trgjetéria 6tima de um problema de regido de confianga numa bola
B, (xk ) € 0 conjunto dos minimizadores da aproximacdo quadratica da funcéo objetivo nas
bolas Bﬁ(xk) para 0< 0 < A. Vega entdo que esta, a trgjetdria 6tima, € um conjunto que
pode ter dimensdo n. Com isto concluimos que o método Dog Leg é de fato um método
que busca apenas uma leve aproximagdo na resolucdo do problema de minimizacéo de
quadréticas convexas em bolas. O método € utilizado em geral sob bolas definidas pela
norma euclidiana, devido a simplicidade das manipulacdes envolvidas na parametrizacdo

de ABC nesse contexto.

A figura3 aseguir ilustraaidéado método Dog Leg
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%y, Ponto de Newton

Trajetdria Otima
Regifio de Confianca
Trajetora Dog Leg

Solucio Exata K+l

X - .
+— Solugiio Aproximada

x
Ponto de Partida

Ponto de Canchy

Trajetoria Dog Leg

Figura 3

Com base no estudo deste sub-capitulo vamos apresentar um algoritmo para o
Meétodo Dog Leg. Vejamaisem [13].

Algoritmo 1.6 Método Dog Leg

Dado x“ e R", A> 0.
Calcule o Ponto de Cauchy X
SeHXC —ka>A
XK xk A Vfo(xk)
[, (x*

Sendo calcule Xy

—2x2d + \/(ngd)z _4{|d||2Q|Xc ||2 _Az)z
2

XKt = xg + (7 +1)d

Calculetambém A =

Fim
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Capitulo 2

Programacao Quadratica Sequencial

A familia de métodos conhecida por Programacdo Quadrética Sequencial (PQS)
originou-se da tese de R.B. Wilson de 1963. O método veio, contudo, a ser mais
popularizado a partir da metade da década de 70 com o estudo de Garcia, Mangasarian,
Han e Powell [24]. O PQS surgiu entéo para tratar de problemas de otimizagdo restrita. A
idéia basica desse método consiste, a cada iteracdo, em abordar subproblemas de
minimizacdo de quadréticas. A cada passo o PQS iratrabalhar em funcdo de dois objetivos,
0S quais sdo viabilizacdo ou restauracao [7] e otimizacdo da funcéo objetivo do problema.
O PQS puro, visto brevemente na Ultima sec8o deste capitulo, visa a restauracdo e a
otimizagdo em questdo simultaneamente. NGs, entretanto, trabalharemos esses objetivos
através de dois passos explicitamente separados. M étodos dessa natureza séo chamados de

restauracdo inexata.

Neste capitulo introduziremos entdo o método PQS com restauracdo inexata, bem
como varios aspectos a ele relacionados, como convergéncia, interpretactes algébricas e
geométricas, e a equivaléncia local com o método de Newton. Daremos também a devida
énfase a um sub-problema de regido de confianca que aparece no PQS, que € o de
minimizar 0 modelo quadratico do Lagrangeano da funcdo objetivo numa bola. Sub-
problema que € na verdade o problema alvo desta dissertacdo. E este esta relacionado ao
passo tangente do PQS. E importante dizer que o contexto da minimizacéo visada neste

capitulo se refere a problemas de otimizagdo restrita com restrigdes de igual dade.
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2.1 O Problema

Vamos considerar o problema que segue

minimizar f,(x) (2.1)
sa f(x)=0

Durante todo este capitulo considere as seguintes hipéteses:

Suponha f,:R" - R  umafunc&o declasse C*?
x> f,(x)

Suponha também
f:R" > R"

x> ()= (f,(x), £, (x),.... £, (x))
emquem<ne f:R" >R, i=1..m sdofungdesdeclasse C*.
Denotaremos a derivada, ou matriz Jacobiana, de f num ponto x € R" por A(x), isto

AT ()= V(X)) VE,() .9, ()] 2.2)

Vamos supor durante todo este capitulo queA(x) tem posto completo para todo

x e R", ousga, rank(A(x))=m vxeR".
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2.2 CondicOes de KKT

As condic¢des de otimalidade de 12 ordem relacionadas a problemas tais como (2.1),
também conhecidas como condi¢tes de KKT (Karush-Kunn-Tucker) sdo dadas por

Viy(x)+ AT (x)A=0 |

f(x)=0 23)

Temos que se x" e R" é solucdo 6tima de (2.1) entdo 3 A" e R™ ta que o par

(x*,.4") satisfaz (2.3) (condicZo necessaria de otimalidade).

2.3 Funcéo Lagrangeano

A funcdo Lagrangeano associada ao problema (2.1) € dada por

L:R"xR"™ >R

. 2.4)
(x,A)= L(x,2) = f,(x)+ A" f(x)

Observe que as condigdes V,L(x,4)=0 e f(x)=0 equivalem as condigdes de

KKT de (2.1).
A Hessiana do Lagrangeano, em relacdo a x, no ponto (x,i) sera denotada por
W(x,4)= V2 L(x,1). (2.5)

Veja que tantoV,L(x,A) como W(x,A1) estdo bem definidas para todo

(x,/l)e R"xR™ jaque supomos anteriormente f., i =1,...,m fungdesdeclasse C>.
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2.4 Objetivos do Método PQS de Restauracéo Inexata

O método PQS puro, gque consiste em resolver um problema quadratico em se que
faz um passo, que é restauragdo e a0 mesmo de otimizacdo, € exposto na secdo 2.10.
Entretanto, vamos centrar nosso estudo nos métodos conhecidos como métodos de
restauracdo inexata, que iremos apresentar adiante, num contexto de minimizacdo com
restricoes de igualdade. Esses métodos introduzidos por Martinez e Pilotta [16] fazem em

cada iteragdo dois passos separados, um de restauracao e outro de otimizacao.

No passo de restauragdo queremos, a partir de um ponto dado x € R", dar um passo
de restauracdo que consiste aproximar-se do conjunto viavel Q = {x eR"; f(x): 0} (a
proximidade ao conjunto viével sera medida por uma norma | (x)|). No entanto, néo nos
bastara apenas uma melhora na viabilidade. O que objetivamos afinal € um bom aumento
percentua em relacdo a viabilidade, ou sga, encontrar um ponto Xx+d ta que

[ (x+d) << f(x)-

No passo de otimizagdo estamos interessados em reduzir f, a partir de z=x+d,
sem, no entanto, perder muito da viabilidade conquistada no passo de viabilizagdo, o que
nos da aintui¢do de procurar algumareducdo dafuncdo f, no espaco tangente as restrigoes
em z . Através de exemplos geométricos bem elementares seré facil de concluir que ndo é
bom minimizar f, nesse espago tangente. Veremos que uma aternativa bem sucedida sera
reduzir o Lagrangeano em x apartir de z, paraagum A fixo, pois afungdo Lagrangeano
leva em consideragdo a curvatura da restricdo f . No entanto n&o reduziremos diretamente

o Lagrangeano, e sim, um modelo quadratico do mesmo numa bola, que equivale a um

subproblema de regido de confianca.
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2.5 Viabilizacéo (Passo Normal)

Dado x e R" tal que f(x) # 0 queremos encontrar um ponto z = Xx+d tal que

[f(x+d ) <<[ f(x)-

Observe entdo que a aproximacao linear de f no ponto z em fungdo de x e d é dada

por

f(z)=f(x+d)=~ f(x)+A(x)d.

Queremos z = x+d mais perto do conjunto viavel Q ={xeR"; f(x)=0}. Para

isto € razoavel procurar d que satisfaca

f(x)+ A(x)d = 0 (Passo de Newton)
ousga 12
A(x)d =—f(x). (2.6)

Vea que A(x)e R™". Lembre também que estamos supondo rank(A(x))=m.

Temos entdo duas situagdes para (2.6):

(i) m=n

Neste caso conclui-se facilmente que o sistema (2.6) possui solucéo, e ela é Unica,
dadapor d = -A™(x)f(x).
(i) m<n

Sob estas circunstancias temos pelo menos uma solugdo, mas em geral teremos
infinitas. No entanto, da Algebra Linear, podemos concluir que existe uma tnica solugdo de

(2.6) de norma minima.

Devemos ter
d L N(A(x)),

30



ou equivalentemente,

d e 1A ().

DaAlgebra Linear concluimos que

d = —AT (XY AX)AT (%)™ £(x)

Obtemos ent&o o passo d, chamado de Passo Normal, por meio de um passo de
Newton bem definido ja que rank(A(x))=m paratodo x em R". A figura a seguir ilustra

o raciocinio usado no desenvolvimento do Passo Normal.

Passo Normal

Figura 4

Note que a rigor deveriamos nos preocupar mais com o Passo Normal, ja que
estamos dando um passo de Newton, pois sabemos da ndo convergéncia do método de
Newton. Para remediar isto poderiamos sujeitar nosso passo a uma regido de confianga em
torno do ponto x. Entretanto, ndo entraremos em detal hes em relagéo aisto. Um tratamento

detalhado do passo normal encontra-se na tese de doutoramento de Francisco [7].
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2.6 Otimalidade (Passo Tangente)

Dado z € R" queremos determinar um ponto X =z +h tal que f,(X)< f,(z) sem
que a viabilidade de X piore muito em relagdo a de z . Para ndo piorar muito a viabilidade
sujeitamos a minimizagdo de f, a0 espago tangente as restricdes em z. Esse espago €

determinado pelo nicleo da matriz Jacobianade f em z, dado por
N(A(z))=theR"; A(z)h=0}. 2.7)

E fécil perceber que minimizar f, ao longo de N(A(z)) n&o vai funcionar, como

ilustra afiguraa seguir

Alzlh=10

Flxi=0

curvas de nivel de

— &0 —¥Jy

Minimizacio da funciio objetivo no micleo de 4 em 3

Figura 5

O procedimento gque vamos adotar e justificar posteriormente, € de reduzir o

L agrangeano associado ao problema (2.1) em relacdo a x, usando A fixo, um estimador dos

multiplicadores 6timos de KKT, que sera denotado durante todo este capitulo por A* (que

pode ser dado, por exemplo, pela resolucdo de um problema de minimos quadrados). Mas,
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iremos na verdade reduzir uma aproximacado quadrédtica do Lagrangeano restrito ao nicleo
de A(z). O passo tangente é muito importante no Nosso estudo pois, mediante ele, iremos

formular o problema que datitulo a esta dissertacéo.

2.7 Reducado do Modelo Quadratico do Lagrangeano

Considere novamente um ponto dado zeR". Suponha também AeR™ um
estimador para o multiplicador étimo A*. J& comentamos que se um ponto x* é 6timo local
de (2.1) entdo existe A" € R™ que satisfaz as condicdes de KKT (2.3). Vea que este

multiplicador & Gnico ja que estamos supondo rank(A(x))=m , paratodo x € R".

Considere entdo 0 modelo quadratico do Lagrangeano (dado em (2.4)) em ze A,

dado por
m(h) = L(z,;t)+VXL(z,;L)Th+%hTW(z,/1)h. (2.8)
Como ja mencionado, estamos interessados na abordagem do problema a seguir,

relacionado ao passo tangente do PQS,

minimizar  m(h) (2.9)
sa  A(zh=0.

Aplicando as condi¢des de KKT em (2.9) temos

vm(h)+ A" (z)u=0
A(z)h=0 '

Através do desenvolvimento deVm(h) e algumas simplificagdes obtemos

Vi, (z)+ AT (z) A+ u)+W(z,A)h=0

A(z)h=0 (2.10)

Vega que (2.10) € um sistema de m+n equagbes e m+n incégnitas. Mediante a
Algebra Linear conseguimos uma solugio exata ou aproximada para (2.10), solugdo que

chamaremos de (h, 2). O passo h e R", se for aceito, sera chamado de Passo Tangente,
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enquanto A+ u sera o estimador de Lagrange a ser utilizado na proxima iteragcdo do passo

tangente do PQS. Se o passo h e R" for bom em termos de uma funcéo de mérito ou de um
filtro aceitamos o passo. Note, contudo, que h € um passo de Newton que pode ser muito
ruim. Para contornar este problema podemos propor (2.9) numa regido de confianca. Esta
regido pode ser uma bola na norma euclidiana, por exemplo. Neste sentido teriamos o
método Dog Leg para resolver este problema de forma aproximada. Entretanto, queremos
propor algo mais exato nesta dissertacdo. Estudaremos entéo o0 passo tangente (que serd

abordado no capitulo 4) tendo como foco o problema (2.9) restrito a bola B, (O) na norma

infinito, que é equivaente ao conjunto E = {h eR";-Ae<h<Ae, A> 0}.

A principio obtemos entdo o ponto X=z+h e o estimador A+ sem nos
preocuparmos muito com as caracteristicas de X em termos de viabilidade e otimalidade.
Comentaremos adiante, sob forma de proposi¢éo, do porque do uso do estimador A+ z no
método PQS. Observe a seguir uma figura que ilustra a idéia basica do de um passo do
método PQS, o Passo Normal e o Passo Tangente. A(z)h = 0

Fixi=0

Az=0

Z+h
Passo Tangente &

Normal

Passos do POQS

Figura 6



2.8 O Algoritmo PQS

Algoritmo 2.1 PQS com restauracao inexata

Dado x° e R", 1°cR™e u°=0
para k =1,2,3,...
Calcule f(xk) e A(Xk)
Resolva (2.6) com X = x* paraobter d K (Passo Normal)
Faca z* = x* +d*

Cdcule Vfo(zk ) W(Zk ,/”Lk) e A(Zk)

% (Sem grandes complicagdes poderiamos utilizar A(Xk )para nao ter um custo
computacional t&o elevado )

Resolva (2.10) com Z = 2, A = A* paraobter (h,y): (hk 1t )(Passo Tangente)

Faca Y 2K Lk e gk — gk +,uk
« Ao ~ . k+1 qk+1
se “convergéncia’ PARE com solugdo aproximada (X A )

Fim

LEMA 2.1: Dada uma matriz A e R™" com posto completo e uma seqiiéncia (ﬂk )keN com

A eR™ tal que AT2* - 0 entdo A* — 0.

Demonstracao:

Da Algebra Linear temos que se A tem posto completo a matriz AAT é inversivel.

Sabemos também que a operacdo de multiplicacdo de uma matriz real B fixada, por uma
variavel, € uma operacao continua. Se tivermos entdo uma sequéncia (yk )keN com y* — 0,
a segiiéncia By* — 0, respeitadas as dimensdes para as quais a multiplicagio em questéo
faz sentido. Sendo assim, concluimos que:

] = (aaT ) aa 2 :H((AAT Ji a0

jaque (AAT )71 existe e por hipétese A" A* — 0. .
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LEMA 2.2: Suponha (x*),(z*) e (#*) sequéncias geradas pelo Algoritmo 2.1. Suponha
também que x* — x* e z* — x* (em que x* € uma solug&o Gtima local do problema (2.1))
e que (/1“ )keN € uma sequéncia limitada. Entéo existe um unico multiplicador de Lagrange

A associado a x* e, démdisso, A — A",

Demonstracao:

Unicidadede 1":
Como x* é solugdo étima de (2.1) sabemos que existe pelo menos multiplicador
6timo de Lagrange que satisfaz a primeira condicéo de KKT
Vfo(x* )+ AT (x*)/i* =0.

Como rank(A)=m, concluimos que A* é dado de maneira tnica por

7 = ~(ART) ()AL W (x7).
Este € o primeiro momento em que o fato de supormos rank(A) =m érelevante, ou

MEesMo Necessario.

Convergénciade A*:

Pela definicéo do passo h, passo tangente do PQS, temos que
Vhy(24)+ AT (24 )2 +W (2, 2 h* = 0
A(z")hk =0

Como f,, i=0L...m sdo fungdes de classe C* temos a convergéncia das

, Vk e N

seguintes sequéncias
Vfo(zk )—> Vfo(x*)
A (zk)—> A (x)
Além disso a sequéncia (hk)keN , definida como no Algoritmo 2.1, converge para
zero, jaque (z K )keN € convergente, e em particular € seqliéncia de Cauchy.
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Podemos concluir também, devido a convergéncia de (zk)keN, a limitagdo de
(2).x e a continuidade de W e que (W(z*,4* )., é uma seqiiéncia limitada. Para isto

basta lembrar que uma func¢éo continua leva conjuntos compactos em compactos.

Temos ent&o queW(zk,/lk)hk — 0 pois

Wz 2 h < oz 2 | < |
Veaque

Iimeo(zk)+ AT (zk)/lk +W(zk,ﬂbk)hk :O:Vfo(x*)+ AT (x*)/i*

k—o

Da Andlise temos que se o limite da soma de duas parcelas € zero e o limite de uma
das parcelas também é zero, o limite da outra existira e serd zero. Por meio desta
observagao e de algumas manipul agdes obtemos

limAT (24 )2 = AT(x"J4" =0

k—o0
Podemos reescrever este limite da seguinte forma

lim (AT (z%)- AT (x* )1k — AT (x" 4" = 2)=0

Vejaque (AT (2 )- AT (x )| < |AT(2*)- AT (x J|2| < |AT () - A7 (x" |

Logo

Iim(AT (zk)— AT (x*))/lk =0

k—0

Pelo mesmo argumento de antes, importado da Andlise, concluimos que
R T(5k k * )
limAT (" 2 - 7)=0

Pelo Lema 2.1 temos entdo que II(im(/”tk —/1*): 0, ousga,

YAy
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Poderiamos fazer uma discusséo sobre qual a hipdtese mais fraca que devemos
estabelecer sobre a Hessiana do Jacobiano para que quando z¥ — x* tenhamos (/1k )keN
uma seqiiéncia limitada. Nesse caso teriamos que se z* — x* entdo1* — 1°, fato que se
concluiria de modo trivia através dos Lemas 2.1 e 2.2. No entanto, esta discussdo ndo é
muito relevante porque as proposicdes anteriores tinham como Unico objetivo justificar a
utilizacdo dos estimadores de Lagrange do PQS. V egja que ndo ha problema algum se temos,
por exemplo, z¥ — x* com (ﬂk )keN uma sequiéncia ndo convergente, pois afinal chegamos
a solucdo étima do problema. Concluimos entdo que A+ z € um bom palpite para ser
utilizado como estimador de Lagrange no contexto do método PQS. Poderiamos também, a

cada passo, encontrar um estimador de Lagrange mediante o método de quadrados

minimos.

2.9 Algumas consideracdes sobre o PQS

2.9.1 A Hessiana do Lagrangeano

Em problemas préticos teremos que, efetivamente, calcular a Hessiana do
L agrangeano, W(x,/l). Vamos supor, no contexto deste trabalho, que temos um bom

software para célculo de derivadas, os quais sdo cada vez mais comuns e eficientes.

Dispomos também de métodos tipo BFGS que fazem cal cul os aproximados de Hessianas.
Na prética as matrizes Hessianas que aparecem sdo em geral esparsas. Dessa

maneira € necessario saber trabalhar bem com esparsidade. Nesse trabalho calculos tais

quais ndo serdo abordados.

38



2.9.2 O Passo Tangente como reducdo da aproximacao

guadratica da funcdo objetivo com a hessiana perturbada

Sgam, XeR",1 € R"™ fixos. Considere o problema

minimizar f,(x)+ V" f,(X)h +%hTW(Y,Z h
sa Ax)h=0.

Vejaque o problema acima €, trivialmente, equivalente ao problema

minimizar V7 f,(X)h+=h"W(x,Z )h (2.11)

As condicbes de KKT parao problema(2.11) séo

— - 7 T(o) ] _
Vfo(X)+W(x,Z2)h+ AT (X)A =0 (212)
A(X)h = 0.
Lembre que as condi¢des de KKT associadas ao Passo Tangente do PQS (2.10) séo

Vi, (z)+ AT(2)(A + 1)+ W(z,A)h =0
A(z)h =0.

Se fizermos X=z e 1 =1 entdo a condi¢do (2.10) e a condicio (2.12) sio
exatamente a mesma e terfamos A=A+ 4. Dessa maneira conseguimos uma outra

interpretacéo para 0 passo tangente do PQS. Esse passo pode ser visto entdo, mediante as

conclusBes anteriores, como uma reducdo da aproximagdo quadratica da funcéo objetivo,

em gue a hessiana utilizada € a hessiana do L agrangeano aplicada ao par (zk A )
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2.10 O Passo Normal e Tangente calculados simultaneamente

(PQS puro)

Ao invés de efetuar dois passos independentes, um de viabilizacdo e outro de
otimizagdo, podemos simplesmente efetuar um passo que viabilize e otimize ab mesmo
tempo. Nisto que consiste o chamado PQS puro. Deste modo as condicbes de KKT do

problema quadrético que deve ser resolvido a cada passo do PQS puro s&o:

Vo (X )+ AT (x¥ )24 + 26 )+ W (x*, 2k =0

2.13
A =t (). 22

O sistema (2.13) representa entdo as condigdes de KKT para o problema de
minimizagdo da aproximagdo quadrética do Lagrangeano de f, restrita ao conjunto
A(xk )h" =—f (xk) (que ndo &, em geral, um espaco vetorial). Este poderia ser o principal
problema do trabalho, j& que ele, numa regido de confianca, em que aregido fosse definida
por uma bola na norma infinto, seria um problema de minimizagdo de uma quadratica
convexa numa caixa sobre uma variedade afim. E claro que poderiamos experimentar o
método Dog Leg, introduzido no capitulo 1, mas ja foi comentado antes que ele ndo
resolveria o problema de modo eficiente. No entanto vamos nos ater a0 PQS com
restauracdo inexata, nos focando no passo tangente. Mesmo assim considere o algoritmo

sem regido de confianga, baseado naresolucéo de (2.13).

Suponha que saimos entdo de um ponto inicial x° e de um estimador de
LagrangeA°. A cada passo, resolvendo o sistema (2.13) encontramos h* e x*. O proximo
ponto serd dado por x**! =x* +h". Ja estimador de Lagrange associado sera dado por
A =2 + 1*. O processo todo é andlogo ao da segfo 2.6. A Unica distinggo fica por conta

de estarmos restringindo a minimizag&o a outro conjunto.
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Considere a figura a seguir para ilustrar a idéia de viabilizar e otimizar a0 mesmo

tempo.

fl;r;l:[:l

Ax* b= flx*]

O Passo Normal e Tangente como umm unico Passo

Figura 7

Algoritmo 2.2 O Passo Normal e Tangente simultaneamente, PQS puro

Dado X° e R", 2° e R™ ey°=0
paa k =1,2,3,...
Calcule fo(xk), Vfo(xk), f(xk) e A(x")
Resolva (2.13) paraobter h* e 1"

Faca X! = x* + h* e ﬂk+1=ﬂk+luk

se “convergéncia’ PARE com soluggo aproximada (Xk”, /”Lk”).

Fim
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Para provar algum tipo de convergéncia necessitariamos abordar o problema numa
regido de confianca, e aém disso utilizar uma funcdo de meérito ou um filtro [13] para

decidir se o ponto calculado pelo algoritmo 2.2 deve ou ndo ser aceito.
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Capitulo 3

FuncoOes Barreira

Neste capitulo introduziremos o conceito de Funcdo Barreira, em especial da
Barreira Infinita e da Barreira Logaritmica, amais utilizada. O estudo apresentado adiante é
essencial para que se abra caminho a conceitos tais como centro analitico e trajetoria

central, indispensavei s na abordagem prevista para o capitulo 4.

O método de Barreiras consiste em abordar problemas gerais de minimizacéo
restrita resolvendo uma seqiiéncia de problemas de minimizagdo irrestrita. N&o iremos
efetivamente utilizar esse método nesta dissertacdo, mas usufruir de conceitos, os
brevemente mencionados no paragrafo anterior, para nos encaminharmos ao problema de
minimizacdo de quadréticas convexas em variedades afins. Mesmo assim, construimos o
método, abordando aspectos tais como de convergéncia. Além disso, foi exposto um
exemplo bem simples de minimizacdo em R que ilustra o funcionamento do método de

barreiras.
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3.1 O Problema

Considere o problema

minimizar f,(x)

3.1)
sa f(x)<0

Suponha f,:R" - R umafuncdo de classe pelo menos C* convexa.

Suponha também f:R" —R™ ta que f(x)=(f,(x), f,(x)
f.:R" >R , i=1..,m sdofungdesde classe pelo menos C*.

Vamos assumir as seguintes hipéteses:

- Seja Qz{XGR”; f(x)< O} tal que o0 seu interior sga ndo vazio e dado por
Q={xeR"; f(x)<0}.

A figura 8 mostra um exemplo em que o conjunto Q é um intervalo que é dado por

{xeR" f(x)<0},com femC*,ta que Q=g.

Weja que Q =

Figura 8



- Queremos também que o fecho de O sgjao proprioQ2 . Note queisto, paraum

conjunto qualquer € uma hipédtese, e ndo uma proposi¢do, como mostra a figura a seguir.

Formiga

Figura 9

- Q limitado.

-Umponto x° € Q.

3.2 Barreira Infinita

Considere a seguinte funcdo, obviamente ndo bem definida

D =

L=

0, zg xeil
+o, e xR -0 .

Observe gue o problema

Minimizar f,(x) (3.2)
sa XxeQ
€ equivalente ao problema
Minimizar f,(x)+ P, (x) (3.3)
sa xeR".
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Essa equivaléncia se deve, de modo trivial, ao fato dafungdo f, + P, coincidir com f, em

Q evaer infinito fora de Q. Passamos entédo de um problema restrito para um irrestrito,
que a principio é intratavel. A figura a seguir ilustra essa equivaléncia mediante um

problemaem RZ.

¥

k +co +co

fl:l +Pm

T

Q x* X

Barreira Infinita

Figura 10

3.3 Barreira Logaritmica

A funcdo Barreira Logaritmica, que iremos estudar agora, se comporta de forma
parecida com a Barreira Infinita. Foram desenvolvidas vérias funcbes barreira, mas a

Logaritmica é amais usada.

A funcdo Barreira Logaritmica associada ao problema (3.1) é dada pela

fungéop:(o!—>R,tal que,

p() =~ tog(- 1(x). @4
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Vejaque, por outro lado, p(x)=— Iogﬁ(— f.(x)). Olhando dessa forma podemos concl uir
i=1

que se o valor de qualquer restricdo estiver muito proximo de zero, ou sgja, X proximo da

fronteirade Q, o produtdrio fica proximo de zero e com isto, p(x) ficagrande.

Agora, adotaremos um procedimento classico, introduzido por Fiacco e McCormick

[2], que consiste em resolver uma série de problemas, que chamaremos de P,, que se
aproximam do problema de Barreira Infinita quando x se aproxima de zero. Esta
sequéncia de problemas P,, por mais curioso que possa parecer, sdo problemas

essencialmente restritos, que serdo no entanto tratados com algoritmos de otimizacéo

irrestrita. VVamos comentar mais a respeito apos aintroducao formal do problema P, .

3.4 Problemas Penalizados
Segja u € R;, considere o problema P, aseguir

Minimizar f,(x)+ 2.p(x) (3.3)

sa XeQ

A principio o problema parece tdo, ou mais dificil que o problema original (3.1).

Iremos, no entanto ignorar a restricéo X Q e tratar (3.3) mediante algum algoritmo de
minimizagdo irrestrita (temos vérios no Capitulo 1). Escolhemos entdo uma sequéncia

(14 ).y cOM g, >0, VkeN, e u, — 0. Resolvemos ent&io, um por um, os problemas

P .. Chamaremos de x,, a solugéo que encontramos ao minimizar F,(x)= fo(x)+ 4.p(x)

em R". Esses pontos serdo chamados de pontos centrais e 0 conjunto
A= {x LE€R ue (O,+oo]} € chamado de Trajetoria Central. Devido as hipdteses tomadas

a0 abordar o problema (3.1), é possivel concluir que Trgetérias Centrais, N0 NOSSO
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contexto, serdo curvas continuas. Veamos agora um exemplo ilustrando a idéia de Fritsch
[24].

Exemplo: Considere o Problema
2
Minimizar @ (3.4)
sa —x<0ex-3<0.

Ilustramos, mediante gréficos, que aparecem a seguir, a resolucdo dos problemas P,

e P,, associadosa(3.4).

(P) Minimizar f,(x)+ z.p(x)

sa XxeQ,

Minimizar @— log(x)-log(3-x)  (3.5)

sa —xXx<0ex-3<0.

Para resolver P, desconsideramos a condigéo x e Q. Partimos entéo de um ponto
0 ° 0 .. . (X_5)2
x° e Q, por exemplo, x° =1 e minimizamos T—Iog(x)—log(S—x) em R usando
qualquer algoritmo de minimizagdo irrestrita que seja convergente.
O mesmo procedimento € tomado para resolver P,,. A partir dai obtemos os

resultados expressos nos graficos a seguir. Vea que é facil perceber que a solucdo do

problema (3.4) € x* =3.
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Figura 11

J
T
\\
1 2 . -279% *
X

Figura 12
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A solucédo de (3.4) é o limite, se existir, das soluc¢fes dos problemas Pﬂk .

3.5 O Algoritmo

Antes de enunciar o algoritmo observe que algumas dificuldades sdo encontradas
em problemas gerais. Precisamos, a principio de um ponto vidavel x°, cuja obtencdo nem
sempre € trivial. Sabemos também que ndo € possivel calcular logaritmos de nimeros
negativos, neste sentido devemos garantir que a cada passo sga encontrado um ponto
viavel. Discussdes relacionadas a estes empecilhos serdo estudadas no proximo sub-

capitulo.

Algoritmo 3.1 Método de Barreira Logaritmica

Dados & e(O,l),X0 cQ eu’>0
para k =1,2,3,...

Resolva F’#k mediante uma algoritmo de minimizag&o irrestrita obtendo x* = Xﬂk .

O agoritmo reiniciaem x©.

k k-1

p = au

Fim

3.6 Pontos Centrais e Trajetoria Central

O método de Barreiras consiste entdo em resolver uma sequéncia de problemas.

Para cada valor x>0 temos o problema P, dado em (3.3). Os pontos que resolvem P,

sdo chamados de Pontos Centrais. Ja o conjunto

A= {xﬂ eR";x, € argmin{fo(>i)+y p(X)}}

XeQ
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& chamado de Trajetdria Central. Veja, no entanto, que x, pode ser um conjunto ndo

necessariamente unitario e com isso a Tragjetéria Central pode ndo ser um caminho continuo

no R".

3.7 Centro Analitico

Dado um poliedro Qe R", chamamos de Centro Analitico de Q qualquer
minimizador da funcéo Barreira Logaritmicaem Q.

LEMA 3.1: Sga Q € R" um poliedro limitado. Nessas condi¢des sempre existe um ponto

gue sgja Centro Analitico de Q, e ele é Unico.

Demonstracao:

Sabemos que ao nos aproximarmos internamente da fronteira de Q a funcéo

Barreira Logaritmica p() tende a +oo (lembre que fora de Q ela nem sequer esta
definida). Como Q é limitado, a fun¢do Barreira Logaritmica, que € uma funcdo C~,
possui pelo menos um minimizador em Q. Por outro lado esse minimizador é Unico porque

p() € estritamente convexa (Basta conferir que sua derivada segunda é positiva-definida.

Isto esté& claro no capitulo 4).

LEMA 3.2: Sga Q< R" um poliedro limitado e P seu Centro Analitico. Entdo

P=1IlimP, emque P, sdo Pontos Centraisde Q.

U0

Demonstracao:

Sga p() afuncdo Barreira Logaritimica. Considere entéo o seguinte problema:

minimizar f,(x)+ z.p(x)

s.a XeQ.
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Vejaque P, € solugdo do problema anterior. Paracada u temos que o problemaacima e

equivalente,com =0, a
T | °
minimizar = (f,(x)+ z p(x)), sa xeQ,
U
que é equivalente a

minimizar = f,(x)+ p(x), sa xeQ.
7,

Observe que se u —> o nosso problema se resume aminimizar p(-) em Q, ja que

f, € limitada em Q. Sabemos que este problema tem solucdo e € Unica pela proposi¢éo
anterior. Portanto o centro analitico é o ponto da trajetéria central que corresponde ao

parametro x =oo. Podemos ainda dizer, mesmo com o fato de P, ndo estar, em geral,

univocamente definido, que, o Centro Analitico P de um conjunto satisfaz, P = limP,, .

10

Deste modo o Centro Analitico destaca-se como sendo o ponto inicial da Tragjetoria
Central.

Mais em frente nos depararemos com caixas noR", por isso definamos formalmente

o conceito de Caixa. Chamamos de caixano R" qualquer conjunto [u, W], tal que
[u,w]={xeR"u<x<w},

com u,we R" taisque u<w.

No ultimo capitulo deste trabalho iremos abordar, como ja foi frisado antes,
problemas de regido de confianga que consistem em minimizar quadréticas convexas em
caixas. Trabalharemos com um algoritmo Primal-Dua que partira de um ponto tal que o
primal associado é o centro analitica da caixa na qual for sujeita a minimizacdo. Neste
contexto esclarecemos a seguir, sob forma de lema, quem é o centro analitico de uma
caixa
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LEMA 3.3: O Centro Analitico de uma caixa [-u,u], com u e R", éoponto P =0.

Demonstracao:

Devemos mostrar que o minimizador da funcdo Barreira Logaritmica € o ponto
P=0.

BarreiraLogaritmica: — Y log(- f;(x)). No nosso caso as f;s correspondem acaixa
i=1

[~u,u],ousga f,(x)=x -u,,sei=1..ne f(x)=-x_, —u,_,,sei=n+1..2n,0u

sgja m = 2n restrigdes. Entéo

minimizar — i log(~ f;(x))

i=1
Ou ainda,

minimizar —Zn:Iog(— f.(x))- ilog(— f.(x))

i=1 i=n+1

Obtemos ent&o o0 seguinte problema

minimizar —anlog(xi —ui)—glog(— X —U;)

i=1
equivalente ao problema
n
minimizar —log ] [ (x; +u; Xx —u;)
i=1
ou
n
mi ni mizar —Iogl—[(ui2 —~ xf)
i=1
Como a fungdo logaritmo é uma fungdo crescente, € facil ver que o que procuramos € na

verdade um maximizador para l_I(Ui2 —xf). Cada fator do produtério em questdo é
i=1
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independente, logo basta que achemos o maximizador de cada um, que trividlmente é
X; =0.

|

Um fato interessante ligado ao centro analitico € que ele independe da funcéo

objetivo com que se esta trabalhando, mas qualquer outro ponto da Trajetéria Central, por

mais proximo gue esteja do Centro Analitico depende. Por meio de uma simples translagdo

e de uma abordagem similar a anterior podemos demonstrar que o Centro Analitico de uma

. . I +u
caixa [l,u] éo ponto X=—>.

3.8 Convergéncia

Suponha que consigamos calcular a cada passo, x, , a solucdo (ja comentamos ser

s
unica no nosso contexto) do problema P, (problema tratado como de minimizagdo global
irrestrito). Suponha também que X € um ponto de acumulagdo da seqiiéncia (x, ),
seqUéncia gerada a partir de uma sequiéncia decrescente (,uk ) tal que u, — 0. Sabemos
entdo da existéncia de uma subseqgiiéncia de (x , ) convergente para X . Vamos chama-la,

Ly

sem confus3o, da mesma maneira. Ou seja, suponha entao que X, — X.

LEMA 3.4: Considere uma seqiéncia (z, ) tal que z, € R,, com x, — X, com X um

ponto arbitrério em Q. Entéo [imF,, (x)= f,(X).

Demonstracao:

Lembre que F,, (X)= f,(X)- ykilog(— f,(X)). Como o fator ilog(— f.(x)) &

i=1

constante e &, — 0, 0 Lema é imediato.



LEMA 3.5: Se X estiver nafronteirade Q entéo osvalores F, (x, ) sBo decrescentesem

relacdo a k , para k € N suficientemente grande.

Demonstracao:

Considere F, = F, . Queremos mostrar que Fk+1(x #M)s F (xﬂk) paak € N

suficientemente grande.

Dado k € N temos que

Fuali )= foo, ) s toal- 1, )< fole, )= s ol 1, )= Rl ).

=1 i=1

A desigualdade anterior € valida gragas a propria definicdo de x,, . Lembrando que

X, , €asolucdo do problema P,

Hyi1

Por ouro lado lembre que i, ., < u, (construgdo). Devemos mostrar entdo que

FkJrl(X/lk)_ f ( ,Uk) /“k+12|°9( ( )) ( ) ﬂkzlog( ( Hy )) (Xﬂk)'
Vega que a desiguadade anterior s6 depende da positividade da funcdo

—Zlog Temos contudo, X nafronteirade Q.

Neste caso sabemos que — i Iog(— f, (xﬂk )) — 400, quando k — oo, 0 que garante a
i=1

positividade de —ilog(— fi(x#k )) apartirdeumcerto K e N .

i=1

TEOREMA 3.1: Suponhaque x, converge para X . Entdo X € solugdo otimado

problema (3.2), ou sgja, deminimizar f, em Q.

Demonstracao:

Dividiremos a demonstragdo em dois casos.

55



(i) Suponha X naFronteirade Q.
Suponha por contradigio que existe X e Q ta que f,(X)= f,(X)—¢, para algum
&> 0. Vegaque o que estamos supondo € equivalente adizer que X ndo € minimizador do

problema (3.2).

Temos em particular que f,(X)< fo(Y)—%.

Observe gque desde o comego deste capitulo estamos supondo que o fecho do
interior de © é o proprio conjunto Q. Esse fato nos garante que qualquer ponto de Q pode

ser aproximado por pontos do interior de Q, devido a definicdo de fecho. Logo existe
X € Q tal que f,(X)< fo(i)—%,jéque f, € continua.

Veja que folx, )< folx, )+ mplx, )=F, (x, ), devido a positividade de pa
partir deum certo K e N . Por outro lado, peladefinicgode x, , F, (x, )<F, (X).Logo,
folx,, )< F,, (%)= fo(X)+ 1, p(X)

Tomando limites teremos
lim f,(x,, )< lim (%) + 2, p(%).

Mediante o Lema 3.5 e ahipotese da convergénciade x, para X concluimos que

fo(X) < f,(X), 0 que contradiz o fato de que f,(X)< fo(i)—%.

LogoXx é solugdo Gtimado problema (3.2).

(i) Suponha X € Q

Temos entdo que f,(x")< f,(x), ¥x Q. Por outro lado note que

F (Xk)g F.. (X*)’ ou sgfa, fo(xk)"‘ﬂk p(xk)g fo(X*)"‘ﬂk p(x*),

o queimplicaem
lim fo(x* )< 1im £ (x" )+ 2, (plx" ) p(x*)

k—o0
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Portanto X = x*.

3.9 Multiplicadores de KKT

Considere x* = X, - Devido ao fato de x* ser minimizador global dafuncdo

F, temosque

VF, (x"): 0

i=1

Por outro lado VF, (xk )= V( fo(xk )+ 4, ilog(fi (x" ))j = Vi, (x* )+ 4, .Zrt‘_j?%)(ky) :

Defina 1 = — Hy . Observe que A“ >0 jaque x* éviavel e y, >0.

Temos entdo, para cada k
VEy (x4 )+ > 24V (k)= 0, 45> 0, g = (- £,(x)) e X c Q.
i=1
Veaque so falta a complementaridade. Entretanto, se tomarmos limites vemos que
0=limy, = lim* (- £,(x*)), o queimplicaque lim 2" f,(x)=0.

Finalmente concluimos que os multiplicadores de KKT sdo dados pelo limite

7 = lim—*x — > 0(Multiplicador de Lagrange).

ko — fiix )

Desta maneira sdo satisfeitas todas as condi¢des de KKT, as quais séo

Vfo(i)+iIVfi(i): 0

o XX
nm VY,
Silke)
A o
Il

o
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Capitulo 4

Minimizacao de Quadraticas Convexas em

Caixas

Este é o capitulo principal desta dissertacdo, que visara justificar o estudo de todos
0s topicos abordados até este momento. Iremos propor meios tedricos, inclusive utilizar um

resultado novo (Teorema4.1), para solucionar nosso problema alvo.

Trataremos de dar um outro formato ao problema de minimizagdo de uma
quadrética numa caixa. A partir de entdo, saindo do ponto primal que € o centro analitico de
um poliedro construido através da caixa dada faremos uma analise bem especifica para
encontrar um ponto inicia primal-dual viavel, para que possamos dai sim nos focar em um
algoritmo de Pontos Interiores primais-duais. Com este algoritmo procuraremos seguir a

Trajetoria Central Primal-Dual em termos da vizinhanga N __ , que também sera levemente

explanada.
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4.1 O Problema
minimi zar %XTH X+C'X

Ax=Db
sa x>0 , (4.2)
Xx<u, u>0

em que u,c,xeR", beR™, AeR™" com rank(AT):n e HeR™ uma matriz
simétrica semi-positiva definida. Suporemos também que x° =%, centro geométrico e

analitico da caixa [0,u], é viavel.

Introduzindo varidveis de folga w em (4.1) obtemos
- - - 1 T T
minimizar EX H x+c x

Ax=b
X+W=U
x>0
w>0

S.a

Podemos ainda reescrever o problema anterior como

Ler Wi MERIM
R HEH
e

o -l o 1o S o e[ e

S.a
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L. 1_ T
mi nimizar EXTH X+C'X

o

0

sa (4.2)

S
v X

com X, e R, H e R?™® ph eR?", A e R?™",

Veja que conseguimos escrever o problema (4.1), no formato primal de problemas

de programagédo quadratica. Note, contudo, que isso nos forgou a dobrar o tamanho do
problema, ou seja, passamos de um problema do R" para um do R*". Observe, contudo,
que H , assim como H , também é simétrica semi-definida positiva e que rank(A)=2m.
Optamos por trabalhar com o problema (4.1) no formato (4.2) por ser um formato padréo,

que simplifica a exposi¢ao das condigdes de KK T, como veremos adiante.

LEMA 4.1: O Centro Analitico do conjunto Q:{Ye R*; AX =D, XZO} € o ponto

0.5u
05u |

Demonstracao:

05u | , L ~ : -
Devemos mostrar que [0 SU} € 0 minimizador da func&o barreira sob as restricoes
de desigual dade impostas nessa proposi ¢éo.
X
Vega que as restricdes de desigualdade em questdo correspondem a X = {w} > 0 (lembre

gque w=u-X). Ou sga, temos 2n restricbes de desigualdade, as quais sdo descritas
melhor a seguir:
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f:R" >R, f,(X)=x, ... I,(X)=x, e f,(X)=w,, ..., f, (X)=w,, com XeR™.
Como w=u-x temosque f,,(X)=u, =X, .., f, (X)=u, —X,.

Minimizagdo da Fungdo Barreira:
minimizar —ilog(— f.(X))
i=1
sa Ax=Db.

M ediante as definic¢des anteriores temos que
—Zlog ZIog —(logx, +...+logx, +log(u, — %, )+...+log(u, —x,))=
= o~ X .3, =) = -1og [T 0, |
i=1
Queremos entdo  que ﬁxi (U —x,) sga maximo. Como os fatores
X, (U, = X, )., X, (U, —x, ) sf0 independentes, basta maximizar cada um deles, o que é

trivial. Veja que o maximizador de x,(u, —x, ) € Gnico e é dado trividmente por X, = —

Logo w. =u, — - =Y com isso temos que argmi n{—ilog(— fi(i))} = {OSUH Com
2 2 < 0.5u

mais forte razéo este ponto minimiza p() na intersecéo do conjunto {x eR™; x> O} com

avariedade definida por Ax =b, completando a demonstracéo.

Considere abandonada a notagdo H, X, para que a mesma ndo fique

sobrecarregada. Fagamos entdo, sem confusio, para a proxima segdo, H =H, x=X, etc.
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Podemos agir tranquilamente desta forma, pois trabalharemos, a partir de agora, somente

com vetoresem R?" e R*".

4.2 Um Ponto Inicial Primal-Dual Viavel

Observe que nosso problema, devido aos resultados da secéo anterior, se resume a
minimizar %XT H x+c'x

sa Ax=b (4.3)
x> 0.

Sga Q= {x eR*™;Ax=b, x> O}. Sabemos que o interior desse conjunto é dado
por Q = {x e R?"; Ax=b, x> 0}. Considere também o conjunto T':= {(x,s); x€Q, s3>0}

e note que o interior do mesmo é dado por T = {(x,s); XeQ, s> O}.

Queremos, nesta segdo, encontrar um ponto primal-dual (x,s)e R*" x R*"em r.

Teremos como hipétese que nosso ponto de partida primal, X, € o centro analitico de Q.

Objetivamos um ponto primal-dual em r porque estaremos interessados em seguir a

Trajetoria Central primal-dual mediante um algoritmo de pontos interiores. Isto nosforcaa
encontrar um primeiro par primal-dual em r para que nosso algoritmo esteja bem definido.

Além disso vamos querer um par em r gue satisfaga a primeira condi¢céo de KKT, como

Veremos no estudo a seguir.
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4.2.1 Condicdes de KKT relaxadas

Considere as condices de KKT relaxadas (relaxadas no sentido de que estamos

necessariamenteem T’ e a complementaridade néo é satisfeita):
~Hx+A'y+s=c
Ax=Db
XS=ue

(4.4)
X,s>0
em que xs denota o produto de x por s componente a componente.

Lembre que ja falamos um pouco sobre trgjetoria central primal no Capitulo 3,
secdo 3.6, 0 que nos possibilitara deduzir que (4.4) corresponde as condigdes necessarias e

suficientes para um ponto primal pertencer atrajetoria central primal.

LEMA 4.2: Se um ponto pertence a Tragjetoria Central Primal de (4.3) entéo ele satisfaz
(4.4), comagum y € R”™, se R™".

Demonstracao:

Problema penalizado com a Barreira Logaritmica:
i nimi zar %XT H x+c"x+u p(x)

Ax=Db
x>0

S.a

2n
em que p(x)=->log(-x) e x> 0. Temos entdo que as condigdes de otimalidade para o
i=1
problema penalizado séo
C+ Hx—ATy—y1=O
X

Ax=Dhb
x>0
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1, . ~
Em que — €0 vetor dosinversos das componentesde x. Chamede s; = H , entéo sx = ue
X _

X

com x,s > 0. Com isso temos exatamente as condi¢des (4.4), demonstrando a proposi ¢éo.
|

Dessa maneira definimos entdo a Traetdria Central Primal-Dual de (4.3) como
sendo o conjunto dos pontos (x,s)e R*" x R*" que satisfazem (4.4). Chamamos de Ponto
Central Primal-Dual associado a0 parametro x>0 um ponto (x#,s#)e R* x R*" que

pertence a Trgjetéria Centra Primal-Dual. No nosso caso, em que a funcdo objetivo é
quadratica convexa e Q € um poliedro, é possivel demonstrar que a Trajetéria Central é

uma curva continua tal que para cada valor deux >0 existe um Unico Ponto Central

associado, veja Gonzaga [11]. Considere contudo, a proposicdo adiante que trata da

existéncia e da unicidade do centro analitico de um poliedro.

LEMA 4.3: Se Q é um poliedro limitado entdo arg min{ p(x) ;x e Q} emque p() éa

Barreira Logaritmica, € um conjunto formado por um unico ponto, ou sgja, o Centro
Analitico existe e é Unico.

Demonstracao:

Sabemos que os conjuntos de nivel de p() sdo0 limitados em Q, caso contrario,
contrariariamos a hip6tese de Q ser limitado. Vea que p() € continua num conjunto

fechado, com isso temos que p() € continua num conjunto de nivel em Q. Logo p()

possui minimizador em Q.

Vegaque p() € estritamente convexaem  como mostramos a seguir
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Funcéo Barreira:

2n
xeRZ > p(x)=—_log(x;)
i=1

Logo Vp(x)=—% e Vzp(x):diag(x’2)> 0 (Hessiana Positiva-Definida). Portanto a

hessiana V?p(x) é definida positiva para todo x e Q, e entdo p(-) possui minimizador

Unicoem Q.

Dado x e R*"em Q se R sera dito dual viavel se, e somente se, s for folga
dual, o que para nés significara P(s)= P(Vf(x)) (equivalente a primeira condicéo de KK T
vista em (4.4)), em que P(-) é a funcéo projecéo sobre N(A) e s> 0 (dual viavel interior
se s >0). Entdo, definimos o conjunto dos pares primais duais viaveis como sendo V , em

que (x,5)eV se e somente se, (x,s)el’ e P(s)=P(Vf(x)). Deste modo é possivel
concluir que o conjunto dos pares primais duais viaveis é o conjunto v tal que (x, s) e\}

se, esomente se, (x,5)e T e P(s)= P(VF (x)).

Nossa busca por um par primal-dual em V consistira na abordagem de dois casos.
O primeiro caso terd como hipétese x = e € R*" sendo o centro analitico de Q. O segundo
caso corresponde a x > 0 qualquer, sendo que a resolucdo deste serd baseada no primeiro

Caso.

1° Caso

Suponha entdo que x =e com e sendo o centro analitico do poliedro Q. Sabemos

que e é centro analitico de Q se, e somente se, € o minimizador da funcéo Barreira
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Logaritmica. Com isso, veja que a primeira condicdo de KKT aplicada ao problema de

minimizar p() na variedade Ax=b é Vp(e)+ A"y=0, ou entdo, equivalentemente
vp(e) L N(A), ou ainda, P(Vp(e))=0. Mas Vp(e)= —% ——e. Como P é uma projegdo

temosP(e)=—P(-e). Logo P(e)=0.

A proposicao aseguir é similar ao que se descreve em [11]:

LEMA 4.4: Se e € centro analitico de Q entéo, existe u, € R} tal que para u > u, temos

(e,5)eV com s = P(VF(e))+ re.

Demonstracao:

Sabemos que P(s)= P(Vf (e)) jaque e éum ponto primal viavel.
Por outro lado,
P(s)= P(P(Vf (e))+ 1e) = P(Vf (e))+ u P(e)=P(Vf(e))+0=P(Vf(e)).
Deste modo s = P(Vf (e))+ e é folgadual.
N&o sabemos, entretanto, a priori, se s=Vf (e)+y e>0. Mas paa x>0

suficientemente grande teremos s > 0 basta tomar x° = minﬂVfi(e)L i :L...,n} ou ainda

u>|VE(e). = uo. Logos = P(Vf(e))+ e éfolgadual vivel.

A conclusdo é a seguinte: Se x=e for centro analitico de Q entdo o par

(e, P(Vf(e))+ o) évidvel se 1> |(Vf(e)), . Ou seja, temos um jeito simples e prético para

encontrar um ponto primal-dua inicial em V. Entretanto n&o nos contentaremos com este
par primal-dual. Nesse sentido vamos procurar um par primal-dual tal que o primal

associado ndo sgja centro analitico de Q

2° Caso

Sera estudado nos sub-capitulos 4.2.2 € 4.2.3.
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4.2.2 Vizinhancas da Trajetoria Central Primal Dual

Neste sub-capitulo vamos adotar o termo proximidade, no sentido de decidir o quéo
perto um ponto de Vv esta da Trajetoria Central primal-dual, ou mesmo de um ponto central.

Definimos ent&o a proximidade de um ponto (x,s)e\; a um ponto (xﬂ,sﬂ) da Trajetoria

Centra como sendo o valor

,com x>0 (4.5)

5(x,s,y):HX—S—e
7,

Dado um par (x,5)eV , sabemos portanto cacular a proximidade 5(x,s, ) a0

ponto central (x# 'S, ) Dado um ponto (x, s) € V , gostariamos de definir uma proximidade

de (x,s) atrajetériacentral (e ndo aum ponto central dado).

Sga (x,s)e\7 fixo. Se para algum vaor de x>0, &(x,s, 1) for um nimero
proximo de zero, temos que (x,s) esta proximo da Tragjetoria Central (grosseiramente

falando, porgue isso depende da norma).

Estaremos, portanto, interessados em procurar um valor de ¢ tal que a proximidade

do ponto central (xﬂ,s#) a (x,s) sga minima. Devemos entdo tentar minimizar a

XS
——e

proximidade ou mesmo |xs—e| na varidvel u. Apbs acharmos essey (que

vamos provar gue existe) saberemos automaticamente, mediante o valor da proximidade, se
estamos de certa forma perto, ou ndo, da Trajetdéria Central. Mais adiante, na se¢éo 4.3,

ficara claraa motivagdo que nos levaa procurar tal u .
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(i) Seia (x,s) um ponto primal-dual viavel queremos minimizar |xs — | em u:
Note que arg min{“xs - ,Ue”} =argmi n{|xs - ,ue||2 }

u H
Basta entdo, achar o ponto critico dafuncéo quadréticareal ¢ dada por

#(u)= |xs — 1€’ com u > 0.

Paraisso, facamos

!

#'(11) = ((xs — e, xs - ye))’ = (Zny2 —2X"su+ (xz)T sz) =4dnu—-2x"s

.
Ficafacil perceber que min|xs — u€] = z(x,s) = %
U

OBS: Lembre que dim(x)=2n.

(i) Seja (x,s) um ponto primal-dual viavel. Queremos minimizar Hﬁ—e em u.
u

——e

} . {xs
= argmin
7

XS
——e

JZ H

U

2
}. Seguindo a mesma

Temos novamente que argmin{

estratégiade (i), facamos

. . XS XS ' (xz)Ts2 2x"s a2 ot
Paraisto vejaque (——e,—-¢) = — - +n | =—2u°|xs|” +2u7%x"s.
JZ u H
el
x's

Ent&o o ponto de minimo procurado é dado por 1 = ~—
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Pelo que pesquisamos na literatura o valor mais utilizado, dentre os dois calculados

T

ha pouco, é ,u(x,s): di);n(sx) , 0 qual iremos utilizar, mesmo caminhando, digamos assim,

contra nossa definicdo de proximidade. O fato € que podemos garantir certa proximidade

2
s | .
entre os valores g e ~— . Entretanto, ndo iremos nos focar nesse detalhe, mesmo

im(x) ~ x's

porgue el e ndo tem grande importancia, como veremos no sub-capitulo 4.3.

Vamos definir agora algumas vizinhangcas da trgjetéria central primal-dual. O
objetivo de introduzir essas vizinhangas esta relacionado ao fato de querermos, mediante
um algoritmo de pontos interiores, trabalhar dentro delas. Escolheremos por final, utilizar a

maior delas, como veremos.

Faremos uma peguena andlise das vizinhancas de trajetdrias centrais primais-duais
mais encontradas na literatura. Estas sdo todas definidas através da definicdo de

proximidade em (4.5). Assim, uma vizinhanca qualquer da trajetéria central primal-dual

em questdo é expressa pelo conjunto N(a):{(x,s)e\;; 5(x,s, 1)< a} paraalgum x>0

e a €(0,1). Vejamos agora algumas delas.

Vizinhanca 1:

Nz(a)::{(x,s)e\;; H%—e

< a} , paraalgum x>0 (4.6)
2
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Vizinhanca 2:

Nm(a):z{(x,s)e\;; HX;S_e

< a} , paraalgum x>0 4.7)

Vizinhanca 3:

Nw(a)::{(x,s)e\;; szs—e

< a}, paraalgum z >0, (4.8)

com |y|_, = max{[yi|; tal que vy, < 0} para o (0,1), ou sga, Nos preocupamos apenas
com o tamanho das componentes negativas. Note que em (4.8) ||_ néo € umanorma. Para

valores pequenos de (1—a) (um valor comum é 107°), N__ pode englobar quase todo

conjunto V . Destamaneira podemos redefinir N__ como
N ()= {(x,s)e\}; - a)e}, paraalgum x>0, (4.9)
U

E possivel mostrar que N_, > N_ o N, vgja[24]. A figuraa seguir ilustra este fato
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Vizinhancas da Trajetoria Central Primal-Dual C

Figura 13

4.2.3 Mudanca de Escala

Se e for centro analitico de Q, ja resolvemos o problema de encontrar pelo menos

um ponto primal-dual em v , cOmo Vvisto no sub-capitulo 4.2.1. Se e ndo o for, 0 que em
gera vai acontecer, faremos uma mudanca de escala, que sera desenvolvida mediante a
construcdo de uma aplicagdo homeomorfa. Faremos com que no espago vetoria auxiliar,

resultante da aplicacdo homeomorfa em questdo, o ponto e esteja no interior do conjunto

»(Q) e sejao centro analitico do mesmo.
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Suponha entdo que nosso ponto inicial primal sgja o ponto dado x° € Q tal que
x° #e e que x° sgja centro analitico de Q. Faremos agora uma mudanca de escala dada

pela aplicacéo a seguir

p:R™ > R™

(4.10)
X p(x)=X= X x

Em que X = diag(xo). Observe que X ™ estd bem definida ja que x° > 0. Temos entdo

que x = X X. A figuraaseguir ilustraa mudanca de escalaem R?* que estamos propondo.

AQ)

2 4

Mudanca de Escala

Figura 14

Vamos caminhar agora em direcdo a construcdo de uma folga dual s, para isto
considereafuncio f = fogp™.

~

Temosentfo que V, f(x) =V, f(X)= v, f(X x)= X v, f(x).
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Logo, -V, f(X)=-X Vf(x) (direco de maximo declive de f a partir de X).
Lembre que estamos sujeitos arestricdo Ax=Db, ou sgja, AX X =b . Isto sugere a projecdo
de -V, f(X)=-X Vf(x) sobre N(AX ). Chamaremos esta projecdo de d . Assim sendo,
temos

d =P, (X Vf(x)) (4.11)
Essa direcéo € de suma importancia no nosso estudo porgue Nos proporcionara uma

folgadual vidvel s como veremos em seguida. A direciio d também define a direcgo afim-

escala d = X d apresentada por Dikin na década de 80. Considere afigura 14 que ilustra a

construgdo que queremos fazer.

Em <2

MN(A)

Ey

curva de nivel de F

g, = (Vilx))

OBS: Mo nosse caso

_?f|x|

d = -Pylv,7(%))= - By (X v7(x)

flxi= %erx+crx

/Ntﬂ;f]

B

curva de nivel de

Maximo Declive na Mudanca de Escala

Figura 15
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LEMA 4.5: Sgjas =0 + s, entdo Py, (V, (X)) = Py (5).

Demonstracao:

Sabemos que P, (12)= 1P,, ()= 0 jaque e é centro analitico de ¢(Q2). Sabemos

também que para qualquer projecdo P, P(a)= P(P(a)). Comisso temos que

Pac (V5 F(0))= P (X 9 (x))= P (P (X 91 (x)))+ P (1) = Pa (P (X ¥ (x))+ )=
Pax (_ d+ ,ue)z Pax (§)

=
LEMA 4.6: Sja s = X *(—d + 1) entzo P,(Vf(x))= P,(s), ou seja, (x,s) forma um par
primal-dual.

Demonstracado :

Do Lema anterior temos que P,,5 =P, (P, (X Vf(x))+ ), ou, de forma
equivalente s = X Vf(x)+(AX )"y = X Vf(x)+ XA"y. Multiplicando por X ™ obtemos

s= X 's =Vf(x)+ ATy . Peladefinicgo de projecio conclui-se que P, (Vf(x))=P,(s).

Um par primal-dual: Dado o centro analitico x, mostramos agora como

obter s e R* e 1> 0 tal que (x,s)eV e 8(x,s,4)< a, para a < (01) dado.

Pela construcdo acima, fazemos

e impomos as condigBes s >0 e 5(x,s, 1)< a, ou sga

d

y7,

a>

XS —d+
7 7
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Em que [{| pode ser [, [, ou [{],

Basta portanto escolher 4 >0 tal que (—d_+,ue)> Oe HJH < pa . Por exemplo, usando a

Hd |

proximidade o , bastafazer x> -—=. Esta construcéo € resumida no seguinte lema.

LEMA 4.7: Segjam x o centro anditico de Q e d =—P,, Vf(e). Ento o par (x,s) com

s=X*(~d + 1) évidvel esatisfaz 5, (x,5, 1)< & paraqualquer x> = Hd”

Temos portanto um procedimento para obter um par (x° : s°) parainiciar um método

de trgetéria central. A construcdo acima é descrita em Gonzaga e Cardia [11] para

problemas de programac&o linear. Nesse artigo mostra-se também o seguinte:

Suponha que o centro analitico € o vetor e (sem perda de generalidade pois 0 caso
gera € obtido com uma mudanca de escala). Com a construcéo descrita acima obtemos

il

s=—d + e, 5(e,s,u)="-".
7,

Se tomarmos X =e+—d , vemos que X é primal viavel interior se ,u>HJH . Em

= |~

programagao linear, o par (X,s) ser& primal-dual viavel interior, e obtemos

Sl ol

E fécil ver que HJZH < HcTHZ (aigualdade vale para ||| ), e entdo

_I]
-

5(%,3,;1):Hx—s—e =
u

5(%,s, 1)< (5(es, ),
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0 que é excelente: o par (X,s, 1) esta mais proximo de (x,,,s, ) do que (e,s) e portanto é

um ponto melhor para iniciar um algoritmo de trgjetéria central. Por exemplo, tomando

p=~2|d| ,temos 500(e,s,y)=i e 500(%,3,;4):1.

J2 2

Tentamos a mesma construcdo para o problema quadrético, mas agora o par (Y s)

ndo satisfaz em geral a primeira condicéo de KKT. Isto porque a primeira equacéo
~Hx+A'y+s=c

envolve x e s (no caso linear, H =0). O fato do par (X,s) ndo ser primal-dual viavel

implicou numa frustracéo na nossa dissertacéo.

Poderiamos ainda, provar que a direcdo afim-escala a partir do centro analitico €
tangente atrajetdria central primal, mas nesta dissertacéo, devido ao fato do ponto (x, s) , da
proposicdo anterior, ndo ser primal-dual vidvel ndo iremos provar este fato, ficando ele
apenas ilustrado na figura a seguir. Dessa maneira o0 melhor ponto inicial primal-dua que

temos até agora € o ponto (x,s)= {Xe, X ‘{e—in, com > HJH .Mesmo assim ainda
/,l o0

iremos continuar na busca de um par primal-dua viavel ainda melhor como foi feito acima

parao caso linear.
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A direciio afim-escala d = X o € tangente & trajetdria central C primar EM X

Trajetoria Central Primnal e a Direcio Afim-Escala

Figura 16

4.2.4 Um novo ponto primal-dual viavel

Na secdo 4.2.3 vimos como lidar em relacdo a uma mudanca de escaa
Encontramos também um par primal-dua viavel, mas como ja frisamos queremos um par
primal-dual um pouco melhor.

Considere entdo o problema de minimizar uma funcdo convexa quadrdtica

f :R* — R restrito a Ax=b. Dados xe R*e A >0, fixos, definimos o problema de

regi&o de confianca associado a f numabola B, (x) por

Minimizar f(x+h) (4.12)
sa Ah=0
[l < &%
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Ja tinhamos definido Trajetoria 6tima de regido de confianga no capitulo 1 como

sendo o conjunto A = {x+h e R*";h é solucdo de (4.12)}, paraagum A>0.

f(x+h)=f(x)+V’ f(x)h+%hTHh.

Suponha agora que estamos interessados em abordar o problema de regido de

confian¢a em torno do ponto x=e paraum raio A >0 em termos de suas condi¢des de
KKT, asquais séo

Vi(e+h)+ATy+uh=0
Ah=0

nf? - 42)=0
Ou equivalentemente,

(H+h+ATy=-Vi(e)
Ah=0

- 2)=0.

Veja que a primeira condico significa que uh = —P(Vf (e +h)). Observe entfo que
se um par (z,h) satisfaz zzh =—P(Vf(e+h)) e Ah =0, h & minimizador de (4.12) na
bola BHHH(e)’ ou sgja, 0 ponto w=e+h estd sobre a trgetdria 6tima de regido de

confianca, vejaafigura
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U an: Trajetéria otima daregifio de confianca

w: Ponto que minimiza f em wmabela 5, le ), para algum & =0

Trajetoria otima de Regifio de Confianca

Figura 17
Temos entdo o seguinte:
(i) (e+h,s) éum par primal-dual se P(s)=P(Vf(e+h)) e Ah=0
(i) e+h, pertence atrajetdria dtima do problema de regido de confianga se
ph, =—P(vf(e+h,))

E importante salientar que o resultado a seguir € um resultado novo, desenvolvido
por nos nesta dissertacdo.

TEOREMA 4.1: Sgja h, uma direcéo tal que Ah, =0 e uh, = —P(Vf (e+h#)). Entdo
s=ule—h,) éfolgadual.

Demonstracao:
Temos P(s)= uP(e)- uP(h,)=—P(h, )= P(Vi(e+h,)).
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Para 4 suficientemente grande, teremos |h,| <1 e, portanto, s> 0.

Agora podemos examinar o seguinte par primal-dual:

Xx=e+h,
s:y(e—hﬂ).

Obtemos 5(x,s, 1) =(e +h, ke —h, )-¢|=[n2| <[n,| .

Para que tenhamos entdo uma proximidade de, por exemplo % , basta encontrar h,

tal que |h,| sga da ordem de % Para isto vamos fazer um método de busca, como

descrevemos a seguir, que ja esta adaptado para quando nosso ponto inicial ndo for x =e.

Algoritmo 4.1 Ponto primal-dual inicial

Dado o problema (4.3) com X centro analitico de 2
Faca X =diag(x) e u, = 2|V (e)|
Paak =0123,...
Calcule com 1, = 2 1, oponto h, = h,, resolvendo o sistema
(H+ s )h, +XATy=-XVf(e)
AXh, =0
1
Pare quando ||hk || < >

Fim
Resultado h, =h,

Deste modo nosso ponto inicia primal-dual definitivo e (X (e +h, ) X ‘1,u(e -h, ))
com h, resultado do Algoritmo 4.1. A Figura 18 ilustra nossa escolha quanto ao ponto

inicial primal.
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' an Trajetéria dtima do método de Regidie de Confianca
C primaz LT&JELOT1A Central primal
Er= Xle +}z#]: Ponto inicial primal

& - Direcdo afim-escala

Ponto Primal Inicial

Figura 18

4.3 Método de Pontos Interiores de Trajetoria

O método de pontos interiores que iremos utilizar sera inicializado a partir de um

ponto primal-dual (xk,s")e\;. Faremos entdo o cdculo de um ponto de Newton em
relacdo ao sistema de equagdes determinadas por KKT que veremos logo em frente. Esse
ponto e 0 ponto (xk ,sk) determinar&o a diregdo a qual chamaremos de direcao de Newton
d* . Caminharemos sobre esta diregio de modo a ndo ultrapassar a fronteira da vizinhanca
N_, fazendo uma busca unidirecional do tipo Armijo, achando assim o ponto (xk”,sk”).

Um método tal qual é chamado de método de pontos interiores de trajetdria central.
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4.3.1 Calculo do Passo de Newton

Considere o sistema a seguir em que o < (0,1) éum valor fixoe x > 0 édado.

~H x+s+ATy=c
A x=b (4.13)

XS=oue

~Hx+s+ATy—c
Sgja F(-) umafunciotal que F(x,s,y)=| Ax-b ,com x,s e R*e yeR™,

X S—ou e
Vamos dar um passo de Newton para a resolucéo de F(x, S, y) =0, supondo que estamos

saindo de um ponto(x,s,y) tal que (x,s)eV eta que (x,s,y) saisfaz as primeiras duas

condicgoes de (4.13) . Paraisso precisamos resolver a equacéo

F'(x,8, y)AX,As,Ay) = —F(x,s,y). (4.14)
0
Note que F(x,s,y)= 0 |, jAquesupomos (x,s,Yy) viavel.
XS — o e

Temos entdo que
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0 — HAX + As + A" Ay
0 = AAX
XS—ou e AX S+ X AS

Escrevendo de formamatricial obtemos

-H A" [ Ax 0
A 0 O |As|= 0 : (4.15)
S Ay XS—ou e

Falaremos em pares primais-duais (x,s), sem mencionar as variaveis y . Para obter
y bastaresolver

~Hx+s+ATy=c¢ (4.16)
que tem solugo Gnica porgque rank(A)=2m.

Concluimos que atrinca (x, S, y) primal-dual é perfeitamente caracterizada pelo par

(x, s) , € podemos omitir amencdo de y sempre que isto for conveniente.

kY ok
y , S :
Dado um par (x",sk)ev , associamos a ele o valor :+, COmMo Vimos na
n

secdo 4.2.2. Um passo de Newton a partir de (x",sk) como descrevemos acima visa
aproximar-se do ponto central (xw S o ) associado a y = ou, < p,. Com o =1, 0 passo é

chamado de passo de centralizagdo. Com o <1, procura-se evoluir ao longo da trgjetoria

central.
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A figuraaseguir ilustra o que estamos desenvolvendo.

Selucio Otima

/

a=101 d* direcio de Newton

ka’ ITS'I:'

Hy = S

' Trajetdria Central Primal-Dual

Algoritino de Pontos Interiores de Trajetoria Central

Figura 19

Em seguida expomos o algoritmo de pontos interiores de trajetdria que utilizaremos
para resolver o problema foco desta dissertacdo. Para um estudo extenso de algoritmos

primais-duais de trgjetéria central, veja [25].



Algoritmo 4.2 Pontos Interiores

Dados: O problema(4.1), c =0.1e € (0,1), 1-1072 por exemplo

Reformule (4.1) para (4.2)

Ponto Inicial:

Dado o problema (4.2) calcule um ponto inicial (XO , SO) viavel pelo algoritmo 4.1.

Calcule y0 por (4.15).

Algoritmo Preditor Corretor:
Para k =0,1,...,k max

Resolvao sistema (4.14) com (X,5, y) = (x*,s, yk) paraencontrar (AX¥, As* ,Ayk).
Faca uma busca unidirecional tipo Armijo sobre d k= (AXk ,Ask) a patir de (Xk ,Sk) para

caminhar no méaximo até a fronteira N, achando A . Comececom A =1. Se x* + Ad* etiver

. 1 : .
em N__, 6timo, sendo faca A = 2 e assim sucessivamente até X* + Ad * pertencer a N__ faca
entéo

Faga (x**%,5) = (x*,5* )+ Ad* ecalcule y ™ por —H x** +s** 4+ ATy* = ¢,

Fim

Uma outra aternativa na construcdo do nosso algoritmo, proposta por Gonzaga

[10], seria de resolver o sistema de Newton (4.14), a cada passo k, para 4 =0 e para

k k
X“)s : ~
Hy =(+’ sempre com o =1. Os pontos determinados por esta resolucdo s&o
n

chamados respectivamente de ponto de Newton completo P, e passo de centralizacdo

ewton

P

Centralizacéo *

A proposta se resume a fazer uma busca em 6 (um parametro real) para que

com P de tal maneira

Centralizacédo

encontremos um ponto P, sobre o segmento que une P,

ewton
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que P, estegja a uma certa proximidade da trajetoria central primal-dual, definida por N_

por exemplo. Desse modo teriamos entdo que P, seria 0 ponto (x“l,s“l). Permanece

entdo essa alternativa que esta ilustrada na figura a seguir

'xk 'rsk

Frvmansgs  Lesolve KET relaxado para u, =

2n
Frawon  Besolve KET relaxzado para y=10

My Combinagiio convexa entre os parimetros & de Sy, © Snmaisge

Entre o passo de Centralizaciao ¢ o de Newton Completo

Figura 20

4.3.2 Passo Tangente do PQS numa caixa

O maior objetivo desta dissertacdo ja foi alcancado, que consistiaem dar base paraa
resolucdo de (4.1). Comentamos que uma das motivagbes que nos levou abordar o
problema (4.1) é o fato dele ser um subproblema de PQS. Visaremos agora relacionar os
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problemas (2.11) (passo tangente do PQS) numa caixa, e (4.1) para podermos utilizar o
algoritmo 4.1 naresolucdo de (2.11) numa caixa.

Em (2.11) queriamos
. . . T — 1 T —_ A
minimizar V fo(x)h+§h W(%, 2 h

sa A(X)h=0.

Mas isto numabola || < A.Ou segja, temos um problemado tipo

minimizar%hT Hh+c"h (4.17)

sa Ah=0
||, <A.

Vea que |h| <A é equivdente a —Ae<h<Ae. Faga entdo x=h+5 em que

o=Ae= [A A ... A]T e R". Logo (4.17) é equivaente a

minimizar%(x ~5) H(x=56)+c" (x-0)

sa Ax=A0
0<x<26.

Que éequivadente a
minimizar%xT Hx +c'x (4.18)

sa Ax=A0
0<x<25.

Veja que com isso temos um problema como em (4.1), ja que temos também que X =06 €é

centro analitico dacaixa [0,25] e satisfaz Ax = A5 . Pararesolver (4.18) basta ent&o aplicar
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o agoritmo de pontos interiores 4.2 (O Algoritmo 4.2 utiliza o Algoritmo 4.1. Neste, utilize

X =¢ paraencontrar um par primal-dual viéavel).
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Conclusao

Esta dissertagcdo garantiu um contato positivo com vérias ferramentas de
Programagdo ndo Linear restrita e irrestrita, tendo firmado varios conceitos supostamente ja
assmilados. O presente trabalho também conciliou uma interacdo de assuntos, que até
pouco tempo atras me pareciam desconexos. Neste sentido vejo que o estudo feito nos

quatro capitul os desta dissertacdo deixa essainteracdo bem clara.

Lembre que um dos principais motivos que nos levou a abordar o problema de
minimizagdo em caixas foi o artigo de Ferris, Wathen e Armand [5]. Neste contexto creio
termos conseguido suprir um dos nossos objetivos que se resumia a propor a obtencdo de
um ponto inicial com propriedades interessantes dentro da problematica. Nesse sentido os
resultados tedricos obtidos foram melhores do que o esperado, j& que estes culminaram com
uma descoberta do professor Dr. Clovis Caesar Gonzaga em relacdo a procura de um par
primal-dual viavel inicia para o problema de minimizagdo de uma quadrética convexa
numa caixa sobre uma variedade afim. Isto gerou uma motivacdo que sem davida me

instiga a querer crescer na area de otimizacdo através de um doutorado.

Ja 0 que se pode dizer em relacdo a conclusdes mediante testes numeéricos é que
seria necessario um pouco mais de tempo na sua abordagem ja que somente obtivemos
resultados tedricos que nos interessavam no comego de maio de 2006. Entretanto, foi feita
uma programagcdo em Matlab que, no entanto, ndo fez parte desta dissertacdo. Mas
esperamos dar continuidade ao estudo da problematica proposta mediante testes numéricos
€, Se conseguirmos, teoricamente, por meio do enfraquecimento de algumas hipéteses que

haviamos assumido.

89



Referéncias Bibliograficas

[1] BENTERKI, D.; CROUZEIX, J. P. and MERIKHI, B. A numerical feasible interior

point method for linear semidefinite programs, 2005.

[2] BERTSEKAS, D.P. Nonlinear Programing. Athena Scientific, Belmont, Massachusetts,
1995.

[3] BONNANS, J. F.; GILBERT, J. C.; LEMARECHAL, C.; SAGATIZABAL, C. A.
Numerical Optimization: Theoretical and Practical Aspects. Springer Verlag, Berlin, 2002.

[4] CONN, A. R.; GOULD N. I. M.; TOINT P. L. Trust-Region Methods. MPS-SIAM
Series on Optimization, SIAM, Philadel phia, 2000.

[5] FERRIS, M. C.; WATHEN A. J. and ARMAND P. Limited Memory Solution of

Complementarity Problems arising in Video Games, Oxford University, 2005.

[6] FLETCHER, R. and LEYFFER, S. Nonlinear programming without a penalty function.
Mathematical Programing - Ser. A, 91(2):239-269, 2002.

[7] FRANCISCO, J. B. Viabilidade em Programacdo nado Linear. Tese (Doutorado),
UNICAMP, 2005.

[8] GONZAGA, C. C. Notas de Aula de PNL. Universidade Federal de Santa Catarina,
2005.

[9] GONZAGA, C. C. Path-Following Methods for Linear Programing, COPPE, Federal
University of Rio de Janeiro, 1991.

90



[10] GONZAGA, C. C. The largest step path following algorithm for monotone linear
complementarity problems. Mathematical Programming 76(1997) 309-332.

[11] GONZAGA, C.C.; CARDIA, M. Properties of the Central Point in Linear
Programming problems. Numerical Algorithms, 35 p. 185-204, 2004.

[12] GONZAGA, C. C,; KARAS, E. W. and VANTI M. A globally convergent filter
method for nonlinear programming. SIAM J. Optimization, 14(3):646-669, 2003.

[13] KARAS, E. Exemplos de Trajetoria Central mal comportada em Otimizacdo Convexa
e um algoritmo de Filtros para Programacéo ndo Linear. Universidade Federal de Santa
Catarina e Universidade de Paris I-Panthéon-Sorbonne. Tese (Doutorado), 2002.

[14] MARTINEZ, J. M. Box-quacan and the implementation of augmented lagrangian
algorithms for minimization with inequality constrains. Computational & Applied
Mathematics, v. 19, p. 31-56, 2000.

[15] MARTINEZ, J. M. Inexact-restoration method with Lagrangian tangent decrease and a
new merit function for nonlinear programing. Journal of Optimization Theory and

Aplications, 111: 39-58, 2001.

[16] MARTINEZ, J. M. and PILOTTA, E. A. Inexact restoration algorithm for constrained
optimization. Journal of Optimization Theory and Applications, 104:135-163, 2000.

[17] MARTINEZ, J. M.; SANTOS, S. A. Métodos Computacionais de Otimizaco, IMPA,
1995,

[18] MEHROTA, S.; SUN, J. On the implementation of a (primal-dual) interior point
method. SIAM Journal on Optimization, v. 2, n. 4, p. 575-601, 1992.

91



[19] MIZUNO, S,; TODD, M. J; YE, Y. On adaptive step primal-dual interior-point
algorithms for linear programming. Mathematis of Operations Research, v. 18, n. 4, p. 964-
981, 1993.

[20] MORE, J. J.; SORENSEN, D. C. Computing atrust region step. SIAM Journal on Sci.
Statist. Comput., v.4, p. 553-572, 1983.

[21] NOCEDAL, J. and WRIGHT, S. J. Numerical Optimization. Springer Series in
Operations Research. Springer — Verlag, 1999.

[22] OMOJOKUN, E. Trust Region Algorithms for Optimization with Nonlinear Equality
and Inequality Constrains. Tese (Doutorado) — Dept. of Computer Science, University of
Colorado, 1991.

[23] VANDERBEI, R. J. Linear Programing, Foundations and Extentions, Kluwer
Academic Publishers, 1996.

[24] VANTI, M. R. Melhoria da Seguranga Dinamica por Otimizagdo e Algoritmos de
Programacao N&o-Linear, Universidade Federal de Santa Catarina, Programa de PoOs-

Graduacdo em Engenharia Elétrica, Floriandpolis, 2003.

[25] WRIGHT, S. J. Primal-Dual Interior-Point Methods. Philadelphiac SIAM Publication,
1997.

92



