UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA - UFSC

Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Mecanica

SIMULAGAO DE RESERVATORIOS DE PETROLEO UTILIZANDO O METODO EbFVM E
MULTIGRID ALGEBRICO

Tese submetida a
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
para a obtengdo do grau de

DOUTOR EM ENGENHARIA MECANICA

JONAS CORDAZZO

Florianépolis, abril de 2006






UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Mecanica

SIMULAGAO DE RESERVATORIOS DE PETROLEO UTILIZANDO O METODO EbFVM E
MULTIGRID ALGEBRICO

JONAS CORDAZZO

Esta tese foi julgada adequada para a obtencao do titulo de

DOUTOR EM ENGENHARIA
ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECANICA

sendo aprovada em sua forma final.

Clovis Raimundo Maliska, Ph.D - Orientador

Antoénio Fabio Carvalho da Silva, Dr.Eng. - Co-Orientador

José Antonio Bellini da Cunha Neto, Dr. - Coordenador do Curso

BANCA EXAMINADORA

Clovis Raimundo Maliska, Ph.D - Presidente

Denis José Schiozer, Ph.D - Relator

Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho, Dr.Eng.

Eduardo Alberto Fancello, D.Sc.

Flavio Dickstein, Dr.Ing.

Régis Kruel Romeu, Dr.Ing.






DEDICATORIA

Aos meus pais € irmas,
a minha esposa Scheila e
ao nosso filho Léo.






AGRADECIMENTOS

Aos professores Clovis Raimundo Maliska e Antonio Fabio Carvalho da Silva pela
valiosa e indispensavel orientagdo e incentivo que possibilitaram o desenvolvimento deste
trabalho.

Aos amigos do SINMEC, dos alunos da iniciagdo cientifica aos doutorandos, que
deram mostras de companheirismo e contribuiram decisivamente para que os objetivos
fossem alcangados. Particularmente, enaltego o apoio dos colegas Bruno Contessi, Lynceo
Braghirolli, Pedro Hinckel, Susie Keller e Fernando Hurtado.

A ANP, Agéncia Nacional do Petroleo, que me confiou uma bolsa através do
programa MECPETRO - Programa de Formag¢do de Recursos Humanos em Engenharias
Mecanica e Quimica com Enfase em Petroleo ¢ Gas (PRH09-ANP/MCT). Além disso, foi
indispensavel para a realizacdo desta tese o auxilio para viagens e taxa de bancada fornecido
por esta agéncia.

Ao pesquisador visitante da ANP e amigo Axel Dilhlmann que sempre esteve disposto
a ajudar em todos momentos, seja na viabilizagdo de recursos financeiros que possibilitaram a
participagdo em congressos e outro eventos, seja no apoio e confianga conferidos.

Ao Centro de Pesquisas da PETROBRAS - CENPES, na pessoa do Eng. Régis Kruel,
que possibilitou o enriquecimento do conhecimento pratico das atividades de simulacdo de
reservatorios mediante diversos projetos realizados com esta universidade.

Ao Capitulo Estudantil da Sociedade dos Engenheiros de Petréleo da UNICAMP e ao
professor Sérgio Bordalo que possibilitaram a apresentagdo deste trabalho no International
Paper Contest promovido pela SPE ocorrido no ATCE 2004 em Houston.

Ao Instituto Brasileiro do Petréleo e Gas (IBP), representado pela Gisele Pereira,
Alvaro Teixeira e Jodo C. F. De Luca, que financiou a participagdo deste pesquisador em
importantes eventos da area de petroleo.

Aos meus pais, irmas, amada esposa e filho querido que tiveram que suportar a minha
auséncia em muitos momentos. Muito obrigado pela companhia e confianga.

E, finalmente, a Deus que me deu forgas, coragem e inspiragdo para a realizagao deste

trabalho.






SUMARIO

T INTRODUGAO ...ttt e e ettt e e e e e e et e et s e e e e e e e tsaaan s eeseeessssannnsseeaeeans

1.1. Motivagdo 4
1.2. Objetivos 5

1.3. Organizagao do Trabalho 6

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA ...ccoooiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeee e

2.1. Visdo Histérica da Simula¢do Numérica de Reservatorios de Petroleo 9

2.2. Contextualizagdo do EbFVM em Relagao aos Demais Métodos 12

2.3. Utilizagao de Malhas Nao-Estruturadas na Simulagdo Numérica de Reservatorios de Petroleo
2.4. Outros Métodos Utilizados na Simula¢do Numérica de Reservatorios de Petrdleo 17
2.5. Métodos de Solugdo de Sistema de Equagdes Algébricas 18

2.6. Métodos Multigrid de Solugdo de Sistemas Lineares 20

3. FORMULACAO IMATEMATICA ....coovvtiteteteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesasesesesssesssssssssssasesssssnsasannenee

3.1 Equagdes Governantes do Modelo Composicional Geral 23
3.2. Equagoes Governantes do Modelo Black-Oil 26

3.3. Modelo Agua-Oleo 30

4. FORMULACAO NUMERICA, PARTE 1 - EMBASAMENTO TEORICO E FUNDAMENTOS ...

4.1 O Método ELFVM 34
4.1.1. Transformagdo de Coordenadas — Globais para Locais 36
4.1.2. Fungodes de Forma como Fungoes de Interpolagao no EbFVM 38

4.1.3. Avalia¢ao do Gradiente de Pressao 39

15



4.2.

4.3.

4.4,

4.1.4. Calculo da Area de Passagem do Fluxo 42
4.1.5. Esquema de Avaliacdo das Mobilidades 44
Representagdo das Propriedades Fisicas 48
Representagdo das Falhas 50

Refinamento Local 53

5. FORMULACAO NUMERICA, PARTE 2 — CONSIDERACOES FINAIS E

5.1.

5.2.

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL ............... 55
Método IMPES 57
5.1.1. Formag@o da Matriz de Coeficientes por Elementos 59
5.1.2. Formagao da Matriz Global de Coeficientes 60
5.1.3. Insergdo das Informag¢des de Pogos na Matriz de Coeficientes 62
5.1.4. Insergao do Termo Transiente na Matriz de Coeficientes 63
5.1.5. Sistema Linear Resultante 64
5.1.6. Determinagdo do Passo de Tempo 65
Método Totalmente Implicito 65
5.2.1. Sistema Linear Resultante 66
5.2.2. Célculo dos Residuos 68
5.2.3. Célculo das Derivadas dos Residuos 70

5.2.4. Critérios de Convergéncia e Calculo do Passo de Tempo 75

5.2.5. Procedimento Computacional 77
5.3. Esquema de Armazenamento de Matrizes Esparsas 79
6. METODO MULTIGRID DE SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR .......cooovviiiiiiiiiieieeieiiiiieeeeen, 83
6.1. Caracteristicas do Método Multigrid 83
6.2. Mecanismos Envolvidos no Multigrid 85

6.3.

6.4.

6.5.

6.2.1. Transferéncia de Informacao da Malha Grosseira para a Refinada 85
6.2.2. Solugdo na Malha Grosseira 87

6.2.3. Transferéncia de Informagao da Malha Refinada para a Grosseira 91
Tipos de Ciclos Multigrid 91

Formacao da Malha Grosseira 93

Implementagcdo Computacional do Multigrid 97

il



7. AS “TRANSMISSIBILIDADES” NEGATIVAS EM MALHAS TRIANGULARES ......cccvvueeeeenn.... 101

7.1. A Origem do Conceito de Transmissibilidade 101

7.2. As Transmissibilidades em Malhas Triangulares 103

8. RESULTADOS E COMPARACOES .....ooiiiiiiiiieeee ettt e e e e eeeteaaeeeeeeeeeeereaaaneeessseeesenannnnnns 107

8.1. Validagdo Numérica 108
8.2. As “Transmissibilidades Negativas” em um Caso Pratico 112
8.3. Comparacao entre as Solu¢des do Método Proposto e de um Simulador Comercial 116
8.3.1. Impacto nos Resultados do Caso Analisado no item 8.2 116
8.3.2. Interpretagdo do Campo de Velocidades do Método EbFVM 120
8.4. As Duas Parcelas do Efeito de Orientagdao de Malha no EbFVM 125
8.4.1. Deslocamento Radial 125
8.4.2. Malhas de Tridngulos Obtuséngulos 129
8.4.3. Arranjo de Pogos Five-Spot 130

8.5. Comparagdo entre os Diferentes Esquemas de Representagdo de Propriedades Fisicas e Falhas
Geoldgicas no EbFVM 138

8.5.1. Reservatorio Heterogéneo sem Falhas Geologicas 139
8.5.2. Reservatorio Heterogéneo com Falhas Geologicas 141

8.6. Comparagdo entre os Métodos IMPES e Totalmente Implicito 149

8.7. Desempenho do Método Multigrid na Simulacdo de Reservatdrios de Petrdleo 154
8.7.1. Problemas Homogéneos Resolvidos com IMPES 155

8.7.2. Problemas Homogéneos Resolvidos com Formulagdo Totalmente Implicita 163

8.7.3. Problemas Heterogéneos e Anisotropicos 165
8.8. Simulag@o com Elementos Triangulares e Quadrangulares e com Refinamento Local 169
9. CONCLUSOES .....ooiiiiiiiiiiiiiiiii i s 175
9.1. Sintese das Principais Contribuigdes 175

9.2. Sugestdes para Trabalhos Futuros 177

9.2. Consideragoes Finais 179

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..o e e e e e e e e eeeeeeeeeeeeeeeeeaeneeeens 181
ANEXOS ..ccooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et ee e e e e ettt e te e e s e e e ettt e aeee e e e e et e e —aaaae e e et tea i —————aaaetteara—— 197



v



SIMBOLOGIA

ARABICOS
A matriz de coeficientes da equagdo da pressao
A’ matriz de coeficientes da equacdo da pressdo sem os termos de
compressibilidade e pogos
b espessura do reservatorio, m
b vetor de termos independentes
B fator volume de formagdo, m*/m’
c compressibilidade do fluido, Pa™
C, coeficiente que indica a dependéncia da viscosidade com a pressao, Pa.s / Pa
dik distancia utilizada no célculo do fluxo entre dois volumes de controle j € &
D matriz de derivadas das func¢des de forma
DNormX variagdo da varidvel X durante o passo de tempo anterior
e termo relacionado a parcela transiente da equagao da pressao
f termo dependente do modelo de poco utilizado
F vetor de termos independentes da equacdo da pressao
o fluxo fracionario da fase m, adimensional
g termo dependente do modelo de pogo utilizado
h parametro dependente da pressdo e saturacdo das fases
H matriz dependente da geometria e propriedades fisicas constantes no elemento
J matriz jacobiana da transformagao
k; permeabilidade relativa, adimensional
k tensor permeabilidade absoluta do meio poroso, m>
L matriz triangular inferior
L distancia de referéncia, m
m massa, kg
M razdo de mobilidades
n termo relacionado a parcela transiente da equagdo da pressao
n vetor normal a interface de dois sub-volumes



N numero de incognitas

N, fungdes de forma

Ny nimero de fases presentes no reservatorio

NNE Numero de ndés de um elemento da malha

p pressao, Pa

q a vazao volumétrica de producao/injecao da fase por unidade de volume do
reservatorio, s

q a vazao volumétrica nas condi¢des de estocagem por unidade de volume do
reservatorio, s’

q vazdo volumétrica de producio/injecio da fase, m’/s

r raio do pogo, m

R matriz de rotagdo

R solubilidade do componente ¢ na fase m, m’/m’

R residuo da equagao m no método Totalmente Implicito

R residuo da equagdo no solver multigrid

s saturacao da fase, adimensional

S vetor area, m”

t tempo, s

T transmissibilidade, m’

T termo que multiplica a diferenca de pressdo no célculo do fluxo, m’

u componente da velocidade na direcdo x, m/s

U matriz triangular superior

Vem volume do componente ¢ na fase m, m’

Vi volume da fase m no reservatorio, m’

Vim volume do componente m na fase m, m’

v velocidade da fase, m/s

AV volume do volume de controle, m’

/4 fungdo peso

WI indice de pogo, m’

X coordenada global, m

Xem fracdo massica do componente ¢ na fase m, kg/kg

y coordenada global, m

Z matriz de coordenadas dos nos

vi



GREGOS

A area da face do sub-volume de controle em coordenadas locais
¢ porosidade
D variavel genérica
n coordenada local
A mobilidade, 1/Pa.s
y7i viscosidade, Pa.s
yo, massa especifica, kg/m’
& coordenada local
0, valor de correcdo aplicado a célula grosseira /
o constante empregada nos processos de aglomeragdao no multigrid
SUBSCRITOS
A grandeza adimensionalizada
c componente ou espécie quimica presente em uma fase
e referente ao elemento
eq valor médio equivalente do bloco
fp valor do fundo de poco
i ponto de integragao
i valor irredutivel
inj referente a uma grandeza injetada
1 célula grosseira
Jj indice utilizado para indicar o n6 vizinho ao né k
k indice utilizado para indicar o n6 vizinho ao no j
m indice utilizado para indicar cada fase (m = w ou o)
m ponto médio do sub-volume de controle
max valor maximo
min valor minimo
n n6 do volume de controle que contém o pogo

vii



nb noés vizinhos a P

NB blocos vizinhos a /

0 indice da fase 6leo

P n6 da malha ou ponto central do volume submetido a integracdo numérica
Pr valor prescrito

r valor residual

sve sub-volume de controle

total = dgua + dleo

indice da fase agua

w valor relativo ao pogo

SUPERSCRITOS

e referente a propriedade calculada nas condigdes de estocagem na superficie
0 valor utilizado do nivel temporal anterior

max valor maximo

n expoente da curva de Corey

ref valor de referéncia

v nivel iterativo

* valor corrigido

user valores especificados pelo usuario

(2] simboliza que ainda nao esta definido em que limites do intervalo de tempo

sera avaliada a propriedade

14 a taxa que indica o aumento do esfor¢o do solver com o niimero de variaveis
MATEMATICOS

[ ] matriz quadrada ou retangular

{} matriz coluna

[ 1" matriz inversa
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ACRONIMOS

ACM
AIM
CFL
CSR
CVFEM
EbFVM

FDM
FEM
FVM
GMRES
GS
ILU
IMPES
LU
SSOR
UDS
VPI

matriz transposta

matriz do elemento

matriz com termos avaliados no ponto de integragao i
pertence a

nao-pertence a

cada componente de um conjunto

funcdo que retorna o valor maximo entre dois argumentos

The Additive Correction Multigrid

The Adaptive Implicit Method

Numero de Courant-Friedrichs-Lewy
Compressed Sparse Row

Control Volume Finite Element Method
Element-based Finite Volume Method
(Método de Volumes Finitos baseado em Elementos)
Método de Diferengas Finitas

Método de Elementos Finitos

Método de Volumes Finitos

Generalized Minimum Residual
Gauss-Seidel

Incomplete LU decomposition

Implicit Pressure and Explicit Saturations
Lower and Upper triangular decomposition
Symmetric Successive Over Relaxation
Upwind Differencing Scheme

Volume Poroso Injetado
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RESUMO

Este trabalho propde uma metodologia numérica para a simulacdo do escoamento
multifasico em reservatorios de petroleo utilizando o Método de Volumes Finitos baseado em
Elementos (EbFVM). Este método emprega malhas ndo-estruturadas com elementos
triangulares e/ou quadrangulares, o que lhe confere maior flexibilidade e generalidade. Os
poucos métodos disponiveis na literatura de petroéleo que utilizam malhas ndo-estruturadas
tratam os fluxos nas interfaces dos volumes de controle de forma inadequada. Isto causa
dificuldades quando tridngulos obtusos sdo empregados e origina interpretacdes equivocadas
da transmissibilidade. Propde-se neste trabalho um novo calculo do fluxo da forma exata e
que flexibiliza o processo de construgcdo de malhas que representem com maior fidelidade as
heterogeneidades, pocos horizontais e verticais, e falhas, o que contribui para a diminui¢do do
tempo de simulacdo. A solucdo das equacdes resultantes foi obtida empregando-se os métodos
IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) e Totalmente Implicito. O sistema linear foi
resolvido pelo método multigrid baseado na correcdo aditiva, que aglomera os blocos da
malha levando em consideragao os coeficientes do sistema linear.

A operagdo de refinamento localizado ¢ facilitado pela adocdo de um sistema de
coordenadas locais que permite um tratamento similar a todos os elementos da malha o que
elimina a imprecisdo numérica das técnicas de refino tradicionais. Demonstra-se que ¢
possivel lidar com os mapas de permeabilidade em sua forma completa ¢ sem médias, um
aspecto importante na simulagdo de reservatorios heterogéneos e anisotropicos. O modelo
resultante ¢ fisicamente consistente e leva a uma clara interpretagdo das transmissibilidades,
revelando que tridngulos retangulos e obtusos podem ser usados sem maiores restrigdes. Ao
comparar os resultados obtidos com os dos modelos usualmente empregados na simulagao de
reservatorios de petrdleo, o método EbFVM proposto mostrou-se mais flexivel e menos

susceptivel ao efeito de orientagdo de malha.
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ABSTRACT

In this work a numerical model for simulating the multiphase flow in petroleum
reservoirs using an Element-based Finite Volume Method (EbFVM), also known as CVFEM,
is presented. The method employs unstructured grids with triangular and/or quadrilateral
elements, rendering to the method flexibility and generality. The few methods available in the
petroleum literature which uses unstructured grids do not follow a rigorous procedure for the
fluxes determination. This causes difficulties when obtuse triangles are employed, giving rise
to a misinterpretation of the transmissibility. The procedure advanced here, on the other hand,
performs exact calculation of the mass fluxes and introduces facilitates to build grids for
representing heterogeneities, horizontal wells and faults with more fidelity, contributing to
decrease the simulation time. The resulting discretized equations were solved employing the
methods IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) and Fully Implicit. The resulting
linear system was solved with the additive correction multigrid method, which agglomerates
the grid-blocks based on the coefficients of the linear system.

Local refinement is naturally done in this method, without the difficulties encountered
in structured methods for the flux calculation at the intersection of coarse and fine grids. It is
demonstrated that this method can deal with the permeability maps without averaging
procedures, which is an important issue in simulating heterogeneous and anisotropic
reservoirs. The physically consistent approach obtained leads to a clear interpretation of the
transmissibility, revealing that right-angle or obtuse triangles can be used without grid
construction restrictions. It is also demonstrated that it is less susceptible to the grid
orientation effect with the increasing of the mobility ratio. The results obtained using the
scheme proposed in this work in the EbFVM framework show its superiority over the

schemes commonly used in petroleum reservoir simulation.
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Cap.
INTRODUCAO

Na industria petroleira existe uma série de parametros que devem ser avaliados antes
de se decidir pela viabilidade ou nao de um reservatorio natural de petroleo. Métodos diversos
que possam contribuir para uma tomada de decisdo sao, de uma forma geral, bem aceitos nas
empresas. E a razdo ¢ que elas precisam ter boas estimativas de produgdo que constituem-se,
freqlientemente, em parametros cruciais utilizados pelos investidores e analistas financeiros
para avaliar o seu potencial futuro. Neste sentido, as ferramentas numéricas sdo importantes
instrumentos, ja que a experimentagdo em laboratorio € impossivel, e a extracao de petroleo e
todas as operagdes vinculadas a ela podem ser otimizadas se houver uma forma de prever o
comportamento do reservatdrio. Assim, os simuladores de reservatdrios de petrdleo tém uma
decisiva fun¢do na industria, e por isso tém recebido muita atengdo em centros de pesquisa
publicos e privados.

Os reservatorios de petroleo sdo constituidos por rochas porosas localizadas na regido
subterranea, onde o petréleo cru estd estocado, conforme ilustrado na Fig. 1.1. O petréleo ¢é
produzido originalmente na rocha geradora, porém ele migra, principalmente por capilaridade
e forgas de empuxo, para a rocha reservatério, ndo conseguindo se deslocar para cima em
funcdo da presenca de uma rocha capeadora, que tem baixa permeabilidade e que o envolve
na parte superior. Portanto, para os interesses desta tese, a solu¢gdo numérica terd como
dominio apenas a regido onde o petréleo permanece armazenado - a rocha reservatorio. Esta
situacdo fisica descrita ¢ bem diferente daquela imaginada por algumas pessoas que créem
que o petroleo ¢ encontrado em grandes “cavernas”, € o Unico trabalho para retira-lo ¢ o
bombeamento. Na maioria das vezes, o petroleo s6 pode ser retirado do meio poroso através
da agdo de grandes gradientes de pressdo criados por mecanismos fisicos bem mais
elaborados que os das bombas hidraulicas, denominados de processos de recuperagdo

avancgada.
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Poco Produtor Pogo Injetor
de Petroleo de Agua
- S
w; Rocha
Capeadora
Falha ~— ™ P
Geologica

Rocha
<~ Reservatorio

““\\ Rocha

Geradora

Petréleo

Fig. 1.1 - Representagdo do corte vertical de um reservatdrio sujeito a um processo de

recuperacgdo de petréleo com injecdo de agua.

Em alguns casos, nos primeiros meses de producdo de um reservatorio, em fungdo das
elevadas pressdes internas, a retirada do petroleo ¢ feita sem grande esforco externo. Esta
etapa recebe o nome de recuperacdo primaria, ¢ s6 ¢ possivel em funcdo da “energia”
existente no reservatorio em forma de pressao, que provém dos gases soltiveis no 6leo, capas
de gis, e do contato, muitas vezes existente, com aqiiiferos naturais. A medida que esta
energia vai decrescendo, a producdo também vai diminuindo, embora grande parte do
petréleo ainda permanega no reservatorio. A solucdo imediata € a utilizagdo dos processos de
recuperagao secundaria, Fig. 1.1, que caracteriza-se pela inje¢ao de dgua em alguns pocos
com o intuito de suplementar a energia do reservatorio e “forgar” o petrdleo a escoar em
dire¢do aos pogos produtores.

A eficiéncia deste processo, em alguns casos, ¢ ainda bastante baixa porque depende,
principalmente, das mobilidades dos fluidos residentes (petrdleo, gas etc.) e injetado (dgua).
Para aumentar ainda mais a quantidade de 6leo produzido, deve-se utilizar técnicas de
recuperagdo tercidria, que usam métodos quimicos, como a inje¢do de polimeros adicionados

a agua, métodos térmicos, como a combustdo in situ, € outros, como inje¢do de gas natural,
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gas carbonico, introducio de bactérias etc'. As pesquisas ainda sdo incipientes em se tratando
da muitos desses métodos de recuperagdo, e por isso ainda nao sdo usados na maioria das
empresas de petroleo. Contudo, os resultados preliminares tém sido muito promissores, apesar
dos altos custos normalmente envolvidos nesses processos (MATTAX e DALTON, 1990;
DYKE, 1997). Como todos esses métodos de recuperagao sdo passiveis de serem modelados e
estudados numericamente, pode-se notar novamente que o papel da simulagdo numérica de
reservatorios de petrdleo € cada vez mais importante. Isso ¢ verdade mesmo que ainda hajam,
em muitos casos, grandes incertezas na caracterizagdo do reservatorio e na determinagdo de
suas propriedades fisicas. Essas incertezas fisicas ndo impedem, contudo, a busca de solugdes
que incrementem os modelos matematicos adotados e que resultem em melhores previsoes,
como as propostas neste trabalho®.

Em geral, o conjunto de equagdes resultantes do modelo matematico empregado na
simulagdo de reservatorios ¢ demasiadamente complexo para ser resolvido analiticamente.
Por isso utilizam-se métodos numéricos que aproximam um sistema de equagdes diferenciais
parciais em um sistema linear de equacdes algébricas. Neste caso a solug¢do passa a ser obtida
para um numero discreto de pontos definidos por uma malha, assumindo-se um determinado
erro que diminui quanto maior for esse numero de pontos. Os primeiros simuladores de
petroleo empregavam inicialmente apenas malhas Cartesianas, como a utilizada na
representacdo do reservatorio da Fig. 1.2a. A dificuldade de representar adequadamente as
geometrias complexas dos reservatdrios motivou a introdu¢do de malhas curvilineas,
denominadas de malhas corner-points, tal qual a apresentada na Fig. 1.2b, que sdo construidas
a partir da definicdo dos vértices de cada bloco da malha. Essas malhas, conhecidas como
malhas de 2% geracdo, tém a desvantagem de ainda serem estruturadas, o que ocasiona em

muitos casos a concentracao desnecessaria de nos em regides do dominio de pouco interesse,

! Verifica-se uma tendéncia na literatura moderna de petroleo em classificar os métodos de recuperagio
empregando-se apenas as expressdes “primarios” e “secundarios” (THOMAS, 2001; GERRITSEN e
DURLOFSKY, 2005; ROSA et al, 2006). Os métodos atualmente conhecidos como métodos de recuperacdo
secundaria sdo identificados nesta nova proposta como métodos convencionais de recupera¢do secundaria,
enquanto que os métodos de recuperagdo terciaria sdo chamados de méfodos especiais de recuperagdo
secundaria, ou no inglés: Enhanced Oil Recovery. Nesta nova classificacdo, qualquer método de recuperagio
que ¢ utilizado para aumentar a eficiéncia de recuperacdo e/ou acelerar a producdo em relagdo a producdo
primaria ¢ denominado de recuperagdo secundaria.

* Na realidade, a simulagdo numérica também é responsavel, de certa forma, pela determinagio de propriedades
fisicas cada vez mais representativas, haja vista o desenvolvimento de métodos numéricos como os que
determinam as curvas de permeabilidades relativas através da simulagdo de deslocamento em amostras porosas
(MEIJIA et al., 1995; KULKARNI et al., 1998; HURTADO et al., 2004), os que determinam as permeabilidades
absolutas e porosidades através da simulagdo de problemas de mudanga de escala - upscaling (RENARD e
MARSILY, 1997; CHEN et al., 2003), da simulagdo com o Método de Lattice-Boltzmann (SANTOS et al.,
2005), entre outros.
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além do fato de que os simuladores comerciais utilizam um esquema de calculo dos fluxos

impreciso quando a malha ¢ ndo-ortogonal (CORDAZZO et al., 2002).

/77:k
1a. Geragdo de malhas 2a. Geragéo de malhas
(a) Malhas Cartesianas (b) Malhas corner-points

3a. Geragao de malhas

(c) Malhas ndo-estruturadas (propostas neste trabalho)

Fig. 1.2 - Diferentes tipos de malhas que podem ser utilizados na representacdo do reservatorio da Fig. 1.1

1.1. Motivacao

As dificuldades associadas a representagdo espacial de dominios arbitrarios com
malhas estruturadas em reservatorios com falhas e heterogeneidades, e a imprecisdo numérica
das técnicas de refinamento localizado tém motivado o interesse pela pesquisa na area da
simulagdo numérica de reservatdrios para a utilizagdo de malhas ndo-estruturadas, como a
apresentada na Fig. 1.2¢. Essas malhas formadas por tridngulos e/ou quadrilateros (em 2D) se
conformam com mais facilidade, aumentando a flexibilidade na representacdo geométrica dos
reservatorios. Alguns trabalhos da literatura propuseram o uso de tais malhas, mas com
diversas limitagdes de ordem pratica, seja por empregar dois pontos para a aproximagdo do
fluxo e necessidade de ortogonalidade local, no caso das malhas de Voronoi (HEINEMANN
et al., 1991; PALAGI e AZIZ, 1991), seja pela dedugdo das equagdes sob a otica das malhas
estruturadas, procurando manter a interpretacdo fisica de termos que ndo existem mais em
malhas nao-estruturadas (FUNG et al., 1991). Neste ultimo caso, 0s erros numeéricos
acentuam-se demasiadamente quando sdo utilizados elementos de malha mais deformados.

Estes métodos numéricos visam uma maior precisdo nos resultados devido a uma
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representacao mais fiel do dominio, mas perdem-na ao simplificar os calculos dos fluxos entre
os volumes de controle. Em resumo, os métodos atuais que empregam malhas ndo-
estruturadas ndo reunem flexibilidade com precisdo. A proposta deste trabalho, descrita a

seguir, busca este objetivo.

1.2. Objetivos

A partir do exposto na se¢ao anterior, pode-se apresentar o objetivo principal deste
trabalho que ¢ desenvolver uma metodologia numérica para a simulacdo de reservatorios de
petrdleo que utiliza o Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM) com
solver’ multigrid, comparando-o com outras opgdes disponiveis nos simuladores comerciais.
Nas ultimas décadas o EbFVM vem sendo utilizado para a solucao das equagdes de Navier-
Stokes, constituindo-se na forma mais adequada para generalizar o método dos volumes
finitos (SCHNEIDER e ZEDAN, 1983; RAW, 1985; SOUZA, 2000). Propde-se utilizar
malhas bidimensionais ndo-estruturadas de tridngulos e/ou quadrilateros no EbVFM, sem as
restrigoes de forma encontradas nos métodos tradicionais.

Os objetivos especificos podem ser resumidos como:

v Obter as equagdes discretizadas do modelo matematico a partir do método EbFVM.

v’ Apresentar a forma de solugdo das equagdes resultantes através das técnicas IMPES
(Implicit Pressure and Explicit Saturation) e Totalmente Implicita, que requerem a
implementagdo de novos procedimentos de célculo de derivadas e residuos

aplicaveis para malhas nao-estruturadas.

v' Estudar as alternativas de armazenamento das propriedades fisicas, como
permeabilidade absoluta e porosidade, e a modelagem de falhas geologicas no

contexto das malhas ndo-estruturadas.

v' Implementar e avaliar o solver multigrid algébrico baseado na corre¢do aditiva

(HUTCHINSON e RAITHBY, 1986) para a solugdao do sistema linear originado

3 Por praticidade, o método de solugdo do sistema linear sera simplesmente denominado de solver neste trabalho.
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com o método EbFVM. E importante o desenvolvimento de um solver robusto’ e
rapido uma vez que grande parte do esforco computacional de uma simulagdo ¢
despendido nesta etapa. Nao se tem conhecimento da aplicacdo deste tipo de método
multigrid algébrico em problemas de petroleo. A sua principal caracteristica ¢ a
possibilidade de resolver sistemas lineares independentemente se a malha do

problema que os originou ¢ estruturada ou nao.

v Pretende-se também esclarecer certos topicos que tém causado confusio na
utilizacdo das malhas ndo-estruturadas em simulagdo de reservatoérios de petrdleo,
principalmente aqueles relacionados ao calculo do fluxo entre volumes de controle.
As transmissibilidades negativas, por exemplo, sdo termos importantes que
aparecem nas equacgdes de conservacao discretizadas e t€ém sido um empecilho para

a utiliza¢do de malhas ndo-estruturadas nesta area.

Como objetivo final propde-se avaliar a metodologia numérica proposta que, na
realidade, culmina com o desenvolvimento de um completo simulador de reservatdrios de
petrdleo, comparando seus resultados com aqueles obtidos a partir dos simuladores

comerciais e com resultados provenientes de outros trabalhos publicados na literatura.

1.3. Organizacao do Trabalho

Além deste primeiro e introdutério capitulo, esta tese esta distribuida em mais oito
capitulos, estruturados de forma que as informagdes sdo apresentadas seqiiencialmente
visando facilitar o entendimento do leitor. O Cap. 2 contém uma revisdo bibliografica que
descreve sucintamente alguns dos trabalhos relatados na literatura e procura contextualiza-los
em termos da sua contribuicdo para o atual estado da arte da simulagdo numérica de
reservatorios de petroleo.

No Cap. 3 o problema fisico ¢ formulado e as equagdes governantes do escoamento

em meios porosos sao deduzidas. Também ¢ apresentado o modelo fisico adotado.

* Robustez ¢ a capacidade de resolver sistemas lineares provenientes de diferentes problemas fisicos sem perda
sensivel de eficiéncia. Solvers robustos requerem pouca intervengdo do usuario na mudancga de seus parametros.



CAP. 1 —INTRODUGAO 7

No Cap. 4 ¢ apresentado de forma detalhada o processo de obtencao das equagdes
discretizadas no Método dos Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM). Também sao
discutidos alguns detalhes referentes a este método, como suas alternativas de representagdo
das propriedades fisicas e falhas e o procedimento de refinamento local de malha.

A implementa¢do computacional das duas alternativas de solugdo do sistema de
equagdes adotadas neste trabalho ¢ discutida no Cap. 5, onde os procedimentos de formacao
das matrizes de coeficientes locais e globais sdo destacados.

No Cap. 6 s3o apresentados alguns aspectos relevantes de implementacdo do solver
multigrid, como os mecanismos de transferéncia de informacdo entre diferentes malhas,
operadores de restri¢do e prolongacao, tipos de ciclos etc.

O problema relatado na literatura da ocorréncia de transmissibilidades negativas
quando determinados tipos de elementos triangulares sdo utilizados ¢ discutido no Cap. 7.
Inicialmente sdo revisados alguns conceitos importantes relativos as transmissibilidades,
sendo na seqiiéncia estudada a sua aplicagdo em malhas que utilizam tridngulos.

Os resultados, comparagdes e discussdes estdo reservados para o Cap. 8, enquanto que

as conclusdes finais e sugestdes para trabalhos futuros sdo apresentadas no Cap. 9.






Cap.
REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo ¢ apresentada a visdo geral de alguns trabalhos relacionados aos
assuntos estudados e desenvolvidos nesta tese que tiveram importancia histdrica e cientifica
para o estado da arte da simulacdo numérica de reservatorios de petroleo. Esses trabalhos sao
sucintamente descritos e discutidos, sendo que uma discussdo mais profunda, quando
necessaria, sera feita nos capitulos seguintes onde estas questdes serdo abordadas com mais

detalhes.

2.1. Visao Historica da Simulacao Numérica de

Reservatorios de Petroleo

Desde a perfuracdo do primeiro poco de petroéleo em 1859 até os primordios do século
20, as pessoas que trabalhavam nas companhias petroleiras ndo se preocupavam nos aspectos
técnicos dos mecanismos fisicos presentes nos reservatorios. Foi sé a partir da década de 1930
que comegaram os primeiros estudos utilizando-se modelos fisicos andlogos, como
escoamentos em caixas de areia e circuitos elétricos (NASH, 1990). A Fig. 2.1 apresenta
resumidamente o quadro historico do avango cientifico nesta area, que culminou no estagio
atual da simulagdo numérica de reservatorios de petréleo, e destaca alguns acontecimentos
importantes que serdo considerados nesta secao.

Os primeiros simuladores de reservatorios de petroleo surgiram na década de 1950,
quando algumas companhias petroleiras juntaram esforcos em pesquisa fundamental e anélise
numérica a fim de desenvolver métodos praticos para uso nos computadores da época

(MATTAX e DALTON, 1990). A principal motivacao eram as atividades de planejamento de

9
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médio e longo prazo em grandes reservatorios, que eram aqueles que compensavam oS
investimentos nestes estudos. Os desenvolvimentos iniciais em simulagao numérica utilizaram
malhas Cartesianas (TODD et al, 1972; AZIZ e SETTARI, 1979; YANOSIK e
MACCRACKEN,1979), que ¢ uma das opcdes disponiveis e ainda muito utilizada nos

simuladores comerciais atuais.

Primérdios da Modelos fisicos Simulagdo
produgéo de analogos numérica
petréleo
Malhas
cartesianas
Circuitos Malhas
elétricos corner-points
Caixas de Malhas de
areia Voronoi
S— [ ] —— [ ] [ ]
1 | | | L | L]
1860 1930 1940 1950 1980 2000

Fig. 2.1 - Quadro histérico de acontecimentos relacionados a simulagdo numérica de reservatorios de petroleo

(baseado no texto de Donald W. Peaceman em Nash (1990) e na literatura de petroleo em geral)

As dificuldades associadas ao uso de malhas Cartesianas, e das malhas estruturadas
em geral, vao desde a dificuldade de representacdo geométrica dos reservatorios até a
necessidade de utilizacdo de um numero excessivo de nés em uma malha quando se deseja
obter solugdes mais acuradas em apenas uma parte do dominio (onde se tem que refinar
obrigatoriamente toda uma linha e/ou coluna). Isso motivou o desenvolvimento de métodos
de refinamento local (CIMENT e SWEET, 1973) em malhas Cartesianas.

As idéias basicas da técnica de refinamento local utilizada nos simuladores atuais
foram estabelecidas inicialmente por Von Rosenberg (1982). O autor propds adicionar nds no
interior de blocos de malhas Cartesianas a fim de melhorar a representacdo do escoamento
naquela regido. Heinemann et al. (1983), por outro lado, propuseram refinar localmente a
malha cartesiana apenas por certo periodo de tempo, em um processo denominado de
refinamento local dindmico. Esse procedimento conseguiu reduzir significativamente o
numero de blocos necessarios para representar adequadamente um reservatério. A grande

dificuldade associada a utilizacdo de técnicas de refinamento localizado em malhas
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estruturadas ¢ a perda de precisdo numérica que ocorre no calculo do fluxo entre blocos da
malha grosseira com aqueles localizados na regido refinada (MALISKA et al., 2001).

As malhas mais utilizadas atualmente na simulacdo de reservatorios de petrdleo sdo
aquelas em que os blocos sdo formados pela defini¢do de seus vértices, em um formato global
estruturado (WADSLEY, 1980; GOLDTHORPE e CHOW, 1985; FLEMING, 1987). Elas sao
conhecidas na industria do petroleo como malhas corner-points, e sao baseadas na proposta
inicial de Hirasaki e O'Dell (1970) de utilizar coordenadas curvilineas ortogonais. Este
método tem a vantagem de gerar malhas coincidentes com a fronteira, o que possibilita a
representacdo mais fiel de reservatorios com fronteiras complexas e falhas geologicas ao
longo do reservatorio. Sua maior limitagcdo, no entanto, ¢ a utilizagao de apenas dois valores
nodais no calculo do fluxo nas interfaces de dois volumes de controle, o que resulta sempre
em um stencil de 5 pontos para 2D. Como a parcela dos fluxos cruzados ¢ desprezada, surgem
erros numéricos que aumentam com a ndo-ortogonalidade da malha (MALISKA et al., 2001).

A idéia de utilizar malhas curvilineas ortogonais para melhorar a representacdao do
escoamento radial na regido proéxima a pogos, e utilizar blocos retangulares no restante do
dominio foi proposta por Pedrosa e Aziz (1986). Com essas malhas, denominadas de hibridas,
obteve-se maior flexibilidade que os métodos anteriores, o que resultou em uma maior
precisdao na descricdo do escoamento proximo a pogos, muito embora tenha sido necessario
aproximar o calculo das transmissibilidades' na interface entre os dois tipos de malhas.

O método de coordenadas curvilineas ndo-ortogonais surgiu para eliminar a
imprecisdo numérica advinda da aproximacao do célculo dos fluxos nas malhas corner-points
(MALISKA et al., 1994; MOTA, 1994). O esquema numérico resultante passa a ser de 9
pontos para 2D, o que ¢ suficiente para calcular o fluxo de forma exata em malhas
estruturadas, a menos dos erros de truncamento. A utilizagdo deste método, no entanto,
provoca uma pequena alteracdo na estrutura matricial do sistema linear que passa a ser mais
cheia.

Cordazzo et al. (2002) discorrem a respeito do calculo do fluxo, e em conseqiiéncia,
das transmissibilidades em malhas corner-points. Além da dedug¢do das equagdes de
transporte neste sistema de coordenadas, os autores abordam a questdo da adog¢ao do esquema
numérico de 5 pontos para problemas bidimensionais, utilizado por alguns programas

comerciais, em detrimento da utilizacdo do esquema de 9 pontos, que surge naturalmente em

" A transmissibilidade ¢ um fator geométrico dado pelo produto da area interfacial de dois volumes de controle e
sua permeabilidade divididos pela distancia entre os centros dos volumes. Mais detalhes serdo dados no Cap. 7.
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funcdo da discretizacao espacial. As conclusdes apresentadas neste trabalho sdo aplicaveis a
outros formatos de malhas utilizadas pelos simuladores comerciais.

A utilizagdo de malhas nao-estruturadas parece ser o futuro inevitdvel para a
simulagdo de reservatdrios de petréleo porque supera com bastante elegancia as dificuldades
associadas a representagdo espacial dos dominios arbitrarios, com falhas e heterogeneidades,
e a imprecisao numérica das técnicas de refinamento, que surgem independentemente dos

métodos estruturados serem de 5 ou 9 pontos. Este € o assunto abordado nas proximas secgoes.

2.2. Contextualizacao do EbFVM em Rela¢ao aos Demais

Métodos Empregados na Simulacao de Reservatorios

O método proposto neste trabalho - Método de Volumes Finitos baseado em
Elementos — EbFVM (Element-based Finite Volume Method) foi empregado inicialmente na
resolugdo das equacgdes de Navier-Stokes com malhas ndo-estruturadas, resultando em
softwares comerciais robustos como o CFX% que tem sido utilizado na industria com bons
resultados. O EbFVM surgiu pela aplicagdo dos principios de conservagdo diretamente em um
ambiente de elementos finitos. Neste método as propriedades sdo conservadas em volumes de
controle discretos construidos ao redor dos ndés da malha. Baliga e Patankar (1983)
introduziram esta idéia para elementos triangulares, enquanto que Schneider e Zedan (1983)
para elementos quadrilateros. O elemento ¢ a entidade definida pelos vértices da malha.

Este método ¢ usualmente denominado de método de elementos finitos baseado no
volume de controle (CVFE - Control Volume Finite Elements) em funcdo da flexibilidade
geométrica obtida e a montagem das equagdes elemento a elemento. No entanto, essa
denominacdo ndo € precisa porque da a idéia de que se trata de uma técnica de elementos
finitos que usa o volume de controle para a integragdo das equacdes. O mais adequado ¢
denomina-lo de “Método de Volumes Finitos baseado em Elementos” (EbFVM — Element-
based Finite Volume Method), uma vez que este método continua ancorado nas premissas dos

volumes finitos, isto é, realiza balancos em volumes elementares, utilizando, no entanto, a

2 CFX® ¢é um software de simula¢io de dindmica dos fluidos com transferéncia de calor e reagdes quimicas, e é
comercializado pela ANSYS Inc. of Canonsburg, Pennsylvania, USA.
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representacao geométrica via fungdes de forma que sdo tipicamente utilizadas no método dos

elementos finitos (MALISKA, 2004).

A fim de dar um suporte maior a escolha deste novo acronimo (EbFVM), que sera a
denominacdo mantida doravante neste trabalho, ¢ importante observar a Fig. 2.2, que
apresenta um diagrama de blocos que contextualiza este método entre os principais métodos

numéricos utilizados na literatura e que permite uma discussdao mais profunda em torno deste

tema.

Modelo do
Continuo
Lei de
Conservagéo
Integral l
Formulagao
—| Diferencial da Lei |=—
de Conservagéo
\ 4 \ 4 \ 4
Técnicas de Técnicas de Técnicas de
Residuos Residuos Residuos
Ponderados Ponderados Ponderados
Fungéo Peso Funcéo Peso Fungéo Peso
&= 1 no volume e = funcbes de > = fungao delta
=0 em outros forma de Diracno | >
lugares ou outras ponto
Interpolagao por inierp0 Ao Interpolagéo por
<—| Séries de Taylor < riofrutzlggweinéc; —>>] Séries de Taylor—>>
ou outras forms ou outras
\ 4 \ 4 \ 4 \ 4
FVM EbFVM FEM FDM

I L | I
Método de '\Q/etlodo de Método de Método de
Vo_lu_mes Finitoosl:g::a 96 Elemgntos Dife_rgngas

FIHEOS em Elementos Finitos Finitas
1

Fig. 2.2 - Diferencas entre os principais métodos numéricos (adaptado de Banaszek, 1995)

Nesta figura esta resumido o papel de qualquer método numérico que € o de obter uma

solucdao aproximada de uma equagdo diferencial parcial através da construcao e solucao de

v

Modelo
Discreto
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um sistema de equacdes algébricas. Embora cada método tenha suas diferencas e
particularidades, a figura demonstra que todos eles podem ser considerados métodos dos
residuos ponderados, sendo a func¢do peso o parametro principal que diferencia um método do
outro.

Uma formulagdo em residuos ponderados pode ser escrita como

[ (@) wav=0 2.1)

vV

onde .~ é o operador que representa a equagdo diferencial, @ ¢ a aproximagio das variaveis
incognitas, V' € o volume, e W ¢ a funcao peso. Se W for igual a unidade no volume de
controle e zero em outras posi¢cdes, € se a equacdo estiver na sua forma conservativa, o

método resultante sera o:

v' Tradicional (FVM) ou o
v" Método de Volumes Finitos
v" baseado em Elementos (EbFVM),

dependendo do tipo da fun¢do de interpolagdo. Caso a funcdo peso seja a fungdo delta de

Dirac em um ponto, o método resultante serd o das
v' Diferengas Finitas (FDM),

enquanto que se W for o conjunto das fun¢des de forma do elemento, obtém-se o
v Método dos Elementos Finitos (FEM do tipo Galerkin).

Portanto, como pode ser visto na Fig. 2.2, o EbFVM tem caracteristicas que, na
realidade, o identificam como um método de volumes finitos e ndo de elementos finitos, como
o acronimo CVFEM poderia sugerir, o que justifica a nova denominagdo “EbFVM”
empregada neste trabalho. Detalhes adicionais e outras comparagdes entre esses métodos
podem ser obtidos nos textos de Patankar (1980), Raw (1985), Cook et al. (1989), Shaw
(1992), Banaszek (1995) e Maliska (2004).
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2.3. Utilizacao de Malhas Nao-Estruturadas na Simulacao

Numérica de Reservatorios de Petroleo

O primeiro trabalho registrado na literatura a utilizar o EbFVM em problemas de
petréleo foi o de Rozon (1989), que o denominou de “Método de Volumes Finitos
Generalizado”. O autor discretizou as equacdes monofasicas para elementos quadrangulares e
apresentou uma andlise do erro de truncamento do método EbFVM em relagdo a outros
métodos tradicionais. Foi mostrado que para a equacdo de Laplace e malha cartesiana
uniforme, o erro de truncamento do EbFVM ¢ menor que o obtido pelo Método dos
Elementos Finitos do tipo Galerkin.

Fung et al. (1991) apresentaram uma proposta de um Método de Volumes Finitos
baseado em Elementos para elementos triangulares. Suas idéias sdo baseadas no trabalho de
Forsyth (1990), que propds a utilizacdo dessa técnica nos procedimentos de refinamento
localizado de malha, para obter uma transi¢do mais suave entre as malhas grosseira e refinada.
Nesse método o termo transmissibilidade ¢ claramente identificado nas equagdes resultantes,
o que foi considerado uma importante caracteristica pois permite a sua direta implementacao
na estrutura atual dos simuladores comerciais. A discretizagdo resulta em equagdes que sao
muito parecidas com aquelas obtidas pelos métodos tradicionais de volumes finitos,
resultando, no entanto, em transmissibilidades calculadas de uma forma totalmente diferente.
A transmissibilidade calculada desta forma ndo tem mais a interpretagao fisica direta que teria
se fosse obtida de acordo com os métodos tradicionais.

A principal critica que se pode fazer ao método desenvolvido por Fung et al. (1991) e
que sera considerada no Cap. 7 diz respeito a forma como as equagdes discretizadas
multifasicas sdo deduzidas. O procedimento consiste inicialmente em forgar o aparecimento
explicito dos termos de transmissibilidade, o que s ¢ possivel mediante a discretizacdo das
equagdes diferenciais monofésicas para elementos triangulares. Obtidas as equagdes
discretizadas do caso monofasico, ¢ sugerido simplesmente adicionar os termos de mobilidade
A as parcelas das equagdes, a fim de obter as equagdes do caso multifasico. Como sera
mostrado também no Cap. 7, este ndo ¢ um procedimento correto porque o processo de
discretizacao deve partir necessariamente das equagdes diferenciais multifasicas.

O método proposto por Fung et al. (1991) foi utilizado em uma simulagdo de campo
real por Sonier et al. (1993), que ndo tiveram problemas com instabilidades ou saturacdes

negativas. No entanto, cuidados excessivos tiveram que ser tomados inicialmente para que os



16 J. CORDAZZO: TESE DE DOUTORADO EM ENGENHARIA MECANICA

valores das transmissibilidades ndo resultassem negativos. Este valores ocorrem em
decorréncia da presenca de triangulos obtusos. Houve entdo a necessidade de modificacao da
malha, refinando-a localmente, até que as transmissibilidades negativas desaparecessem, o
que ndo foi, muitas vezes, uma tarefa facil. Detalhes adicionais sobre as dificuldades
associadas a geragdo das malhas neste método podem ser encontrados também no texto de
Palagi (1992).

Quandalle (1993) fez um estudo comparativo entre diversos simuladores comerciais e
académicos em alguns casos-padrao. Foi concluido que para atingir os mesmos resultados das
malhas tradicionais de nove pontos, as malhas triangulares do Método de Volumes Finitos
baseados em Elementos proposto por Fung ef al. (1991) reduziram o tempo computacional em
mais de cinco vezes, mesmo com a limitagdo geométrica da forma dos tridngulos comentada
anteriormente. De uma forma geral foi também observado que todos os simuladores
conseguiram reduzir o nimero de volumes de um fator quatro ou mais utilizando malhas
“flexiveis” em detrimento das Cartesianas.

O método de Voronoi ¢ outro método que emprega malhas ndo-estruturadas na
simulacdo de reservatorios e que merece ser citado. Ele ¢ um caso particular do EbFVM e
apareceu como uma alternativa para aumentar a flexibilidade geométrica do Método de
Volumes Finitos, mantendo a conservacdo das propriedades nos volumes de controle
(HEINEMANN et al., 1991; PALAGI e AZIZ, 1991; MARCONDES et al, 1994;
KUWAUCHI et al., 1996; SKOREYKO et al., 2003). Porém, pelo fato de utilizar a
ortogonalidade local, este método apresenta restrigdes na construcdo da malha, e por
empregar dois pontos para a aproximagao do fluxo, ele apenas atende equacdes diferenciais
com o tensor permeabilidade isotropico. Menores restricoes apresentam as malhas K-
ortogonais, que conferem ao método de Vorondi uma maior flexibilidade porque sao
construidas levando-se em considerag¢ao a direcdo do escoamento (EDWARDS et al., 1998;
MLACNIK et al., 2003).

Um método diferente do proposto por Fung et al. (1991), mas que também utiliza
malhas triangulares e que se caracteriza por manter os termos de transmissibilidades nas
equacdes discretizadas, foi proposto por Verma e Aziz (1997). Neste método o
armazenamento das propriedades fisicas como porosidade e permeabilidade absoluta se da
nos volumes de controle construidos ao redor dos vértices dos tridngulos. As
transmissibilidades sdo determinadas através de um procedimento de média harmoénica

generalizada para problemas monofasicos, € a obtencdo das equagdes para escoamento
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multifasico ¢ feita adicionando-se o termo de mobilidade nas equagdes discretizadas, o que
nao ¢ um procedimento adequado, como ja mencionado.

Recentemente, Hurtado (2005) utilizou o Método de Volumes Finitos baseado em
Elementos na simulagdo de escoamentos bifasicos bidimensionais utilizando elementos
quadrilateros e esquema seqiiencial de solu¢ao das equagdes. O autor mostrou que € possivel
reduzir, e praticamente eliminar em alguns casos, o efeito de orientacdo de malha a partir da
utilizacdo de fungdes de interpolacdo mais fortemente vinculadas a fisica do fendmeno

considerado.

2.4. Outros Métodos Utilizados na Simulacio Numérica de

Reservatorios de Petroleo

Edwards e Rogers (1998) propuseram um método de volumes finitos que emprega
malhas estruturadas ndo-ortogonais e que impde a continuidade dos fluxos mediante a
utilizacdo de fungdes continuas nas interfaces dos volumes. Esse procedimento ¢ bastante
apropriado para lidar com situagdes de grande anisotropia causada pelo tensor permeabilidade
absoluta ou pela malha. A sua aplicacio em malhas nao-estruturadas foi proposta por
Edwards (2003), com notavel reducio do custo computacional em relagdo ao método anterior.

A busca por solu¢des mais rapidas tem motivado a pesquisa no desenvolvimento de
métodos baseados nas linhas de fluxo (streamline), que caracterizam-se por permitir passos de
tempo maiores para resolver a equagdo da pressdo, resolvendo rapidamente uma equagao
semi-analitica unidimensional para a saturacdo em intervalos de tempo menores (BATYCKY
et al., 1997, THIELE, 2001; MASCHIO ¢ SCHIOZER, 2002). Esse método tem sido
utilizado também para auxiliar os processos de geracao de malhas e de mudanga de escala —
upscaling (EDWARDS et al., 1998; CASTELLINI, 2001). A tendéncia dos métodos
streamline ¢ serem implementados discretizando a equacdo da pressdo em malhas nao-
estruturadas (PREVOST et al., 2001; MLACNIK et al., 2003), ¢ em modelos contendo
termos de pressdo capilar, compressibilidade e gravidade (BAKER et al., 2002).

Uma das mais novas opgdes de calculo do fluxo em simuladores comerciais ¢ o
esquema MPFA (Multi Point Flux Approximation), que apresenta um tratamento mais

rigoroso dos termos relacionados a ndo-ortogonalidade da malha e do tensor permeabilidade
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(AAVATSMARK et al., 2001; ECLIPSE, 2004). Este esquema resulta no desejado stencil de
9 pontos (para 2D) quando a malha ¢ nao ortogonal, ou quando o tensor permeabilidade nao
esta alinhado com as direcdes coordenadas.

Embora ainda ndo esteja presente no nucleo numérico dos simuladores de
reservatorios comerciais mais conhecidos, o método de Elementos Finitos também tem sido
utilizado na solug¢ao de problemas envolvendo escoamento em meios porosos e transferéncia
de calor, com resultados relevantes. Este método é dominante na area da mecanica estrutural,
particularmente nos problemas de elasticidade, mas aplica-se também em problemas mais
gerais de mecanica dos fluidos. Neste sentido, pode-se citar o desenvolvimento dos métodos
Mixed-Finite Element Methods (DARLOW et al., 1984; CAl et al., 1997; DOUGLAS et al.,
1997, HELMIG e HUBER, 1999), de Galerkin com fungdes de alta ordem descontinuas
(BASTIAN, 2003), com métodos de estabilizagdo (COUTINHO et al., 2004), e com multigrid
(SILVA et al., 2000), entre outros.

2.5. Meétodos de Solucio de Sistema de Equacoes Algébricas

Uma vez obtido o sistema de equagdes discretizadas, deve-se escolher uma forma
adequada de resolvé-lo. O método mais simples consiste em obter uma equagdo cuja Unica
variavel € a pressdo, e expressdes algébricas de determinagdo das demais varidaveis, como a
saturacdo. Um dos primeiros trabalhos publicados nesta dire¢ao foi o de Fagin e Stewart
(1966), mas sua denominagao atual - IMPES (Implicit Pressure and Explicit Saturation) foi
proposta originalmente por Coats (1968). Sua maior limitagdo ¢ a restricdo do passo de tempo
devido a avaliagdo explicita das saturagdes.

Hoje em dia, mesmo com o advento de novas técnicas de solugdo de equacdes
lineares, o0 método IMPES ainda vem sendo utilizado e aprimorado no sentido de obter passos
de tempo maiores e que resultem em solu¢des sem instabilidades numéricas (COATS, 2000;
COATS, 2003; TCHELEPI et al., 2005; SHIRALKAR et al., 2005).

Para modelos composicionais, onde sdo resolvidas equacdes de diferentes
componentes, a generalizagdo do método IMPES ¢ o IMPSAT (Implicit Pressure and
Saturation and Explicit Component Mole Fraction), em que apenas a pressao € a saturagao
sdo tratados implicitamente, enquanto que as fragdes molares de todos os componentes sdo

tratadas explicitamente. Nos trabalhos pioneiros de Quandalle e Savary (1989) e Branco e
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Rodriguez (1996) este método recebeu as denominacdes de IMPIMS e modelo semi-
implicito, respectivamente. No entanto, foi apenas no inicio desta década que o IMPSAT foi
analisado mais profundamente, estabelecendo-se critérios de estabilidade e comparando-o
com os modelos IMPES e Totalmente Implicito (CAO e AZIZ, 2002).

Os M¢étodos Totalmente Implicitos surgiram como uma alternativa para obter solugcdes
mais rapidas que o método IMPES, principalmente para malhas mais refinadas e com regides
que apresentam altas velocidades de fluido, porque as suas limitagdes no tamanho do passo de
tempo sdo menos restritivas (MATTAX e DALTON, 1990). Eles consistem na solucido de
um sistema de equacdes que envolve todas as variaveis. Este procedimento normalmente ¢
realizado através do método de Newton.

Blair e Weinaug (1969) foram os pioneiros na utilizagdo do método de Newton na
simulagdo de reservatorios de petréleo e, desde entdo, esse método vem sendo utilizado por
boa parcela dos softwares comerciais (IMEX User’s Guide, 2002; ECLIPSE Technical
Description, 2004; entre outros). Rigorosamente, a melhor denominagdo para este método
seria “método de Newton inexato” (DEMBO ef al., 1982), porque o sistema linear ¢ resolvido
com solvers iterativos, isto €, ndo de forma exata’. No entanto, convencionou-se na literatura
de petroleo denomind-lo simplesmente de “método de Newton”, sendo essa, também, a
denominacao empregada em todo este trabalho.

A solugdo de sistemas lineares oriundos de malhas com grande nimero de nés no
método implicito pode representar um custo computacional alto, porque a dimensdo das
matrizes neste método € tipicamente grande. Por isso, Thomas e Thurnau (1983) propuseram
tratar explicitamente as varidveis correspondentes a certos volumes de controle, enquanto que
as demais sdo resolvidas implicitamente, o que reduz a dimensdo do sistema linear e, em
conseqiiéncia, o custo computacional. Esse método, denominado de adaptativo (AIM -
Adaptive Implicit Method), tem recebido desde entdo atencdo da comunidade cientifica
(COLLINS et al., 1986; YOUNG e RUSSELL, 1993; MARCONDES, 1996; CAILLABET et
al., 2003), estando presente nos ndcleos numéricos de importantes simuladores comerciais

(IMEX, 2002; ECLIPSE, 2004) apresentando excelentes resultados.

3 Quando o sistema linear é resolvido de forma exata e a matriz jacobiana é construida de forma exata, o método
de Newton apresenta convergéncia de 2%, ordem.
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2.6. Métodos Multigrid de Solucao de Sistemas Lineares

Independentemente do esquema de solugdo das equagdes adotado - IMPES,
Totalmente Implicito, AIM ou outros - o maior custo computacional associado a uma
simulacdo numérica deve-se ainda a solugdo do sistema linear resultante. Neste sentido, os
métodos multigrid t€ém se mostrado muito eficientes e robustos na obtencao das solucdes.

A eficiéncia de um método multigrid pode ser entendida pela analise espectral dos
erros da solu¢do’. Diversos trabalhos na literatura demonstram que esses erros podem ser
representados através da superposi¢do de ondas de diferentes freqiiéncias (BRIGGS et al.,
2000; TROTTENBERG et al., 2001, entre outros). Além disso, pode-se mostrar que apenas
os erros que possuem comprimento de onda da ordem do tamanho da malha é que sao
reduzidos com rapidez nos solvers iterativos. Os outros erros, de menores freqiiéncias para
esta malha, sdo reduzidos com muita dificuldade e sdo os causadores da estagna¢do do solver.
Esta observagdo indica que diferentes malhas sdo necessarias para poder reduzir todo o
espectro de freqiiéncias do erro. Métodos que se valem desta constatagdo sdo denominados
multigrid. Nestes métodos, ao serem utilizadas malhas sucessivamente mais grosseiras,
eliminam-se também os erros que possuem comprimento de onda da ordem do tamanho de
cada uma das malhas. Com isso todas as componentes do erro sdo reduzidas com eficiéncia,
diminuindo consideravelmente o tempo de computagao.

Os métodos multigrid comecgaram a ser investigados a partir da década de 1960 com
os trabalhos de Fedorenko (1964) e Bakhvalov (1966). Porém, foi apenas nas décadas de 1970
e 1980 que os métodos multigrid tiveram popularidade a partir dos trabalhos de Brandt (1973
apud TROTTENBERG et al., 2001), quando os métodos multigrid geométricos foram
introduzidos. Neste tipo de multigrid, o processo de formagdo das malhas grosseiras se da
estritamente em funcdo de aspectos geométricos da malha original, sendo necessaria a
discretizacdo das equagdes nas malhas grosseiras também.

As dificuldades associadas a discretizacdo das equagdes nas malhas grosseiras
motivou o desenvolvimento dos métodos multigrid algébricos, que foram introduzidos por
Brandt et al. (1982 apud CLEARY et al., 1999). Esses métodos t€ém uma caracteristica
importante: ndo € necessario repassar nenhuma informacao a respeito da malha e do esquema

de discretizagdo. E suficiente repassar apenas o sistema linear, isto €, a matriz de coeficientes,

* 0O erro da solugdo ¢ definido neste trabalho como a diferenca entre a solucdo exata do sistema linear e a
solugdo numérica disponivel em uma determinada iteragéo.



CAP. 2 — REVISAO BIBLIOGRAFICA 21

o vetor de termos independentes e uma estimativa inicial da solugdo. Foi a primeira tentativa
de tornar o solver multigrid uma ‘“caixa-preta”, desvinculando-o dos procedimentos
numéricos.

A partir das idéias de Settari e Aziz (1973) surgiram os métodos multigrid algébricos
baseados na corre¢ao aditiva (HUTCHINSON e RAITHBY, 1986; VAN DOORMAAL et al.,
1987), que tém como principal caracteristica a inser¢ao da fisica na concepgao do solver,
através da manuten¢do dos principios de conservagdo nas malhas grosseiras. Neste método as
equacdes sdo deduzidas apenas para a malha refinada, sendo as equacdes utilizadas nas
malhas grosseiras obtidas apenas somando-se os coeficientes da malha original. Por isso nao ¢
necessario ter stencils fixos, o que evita inconsisténcias entre as malhas e ¢ uma caracteristica
muito apropriada para aplicacdo do método em malhas nao-estruturadas.

A robustez do método multigrid baseado na correcao aditiva ¢ destacada no trabalho
de Raw (1996), onde uma variedade de problemas acoplados regidos pelas equagdes de
Navier-Stokes sdo resolvidos sem modificacdes dos parametros do solver. Essa ¢ uma
vantagem notavel, porque os métodos tradicionais como Gradiente Conjugado e GMRES
apresentam uma taxa de convergéncia muito sensivel ao nimero de condi¢do da matriz, e
quando sdo precondicionados tornam-se muito sensiveis ao tipo de problema analisado.

Os estudos de Elias et al. (1997) mostraram que se perde eficiéncia nos métodos
iterativos quando as equagdes discretizadas tém coeficientes anisotropicos’. Isso acontece
porque os solver iterativos, além de reduzir com eficiéncia apenas os erros cujo comprimento
de onda s3o equivalentes ao tamanho da malha, eles o fazem preferencialmente na dire¢ao dos
grandes coeficientes. Nesses casos a anisotropia dos coeficientes origina diferentes escalas de
tempo de propagacao da informacao, afetando diretamente o comportamento da convergéncia.
Os autores mostram que uma aglomeragdo dos volumes de controle da malha refinada que
vise reduzir a anisotropia dos coeficientes das malhas grosseiras torna o método multigrid
ainda mais eficiente. A razao ¢ a diminui¢cdo da variacao das escalas de tempo de propagacao
da informagdo nas malhas grosseiras.

Como visto, os métodos multigrid algébricos baseados na corre¢do aditiva tém grande
potencial a ser explorado na simulagdo de reservatorios de petréleo com malhas nao-
estruturadas. Desde os trabalhos pioneiros de Behie e Forsyth (1983a e 1983b), que utilizaram
o multigrid geométrico na solu¢do da equacdo da pressdo em problemas com coeficientes

descontinuos, a falta de flexibilidade geométrica advinda deste tipo de método multigrid tem

> Esses coeficientes surgem devido & razdo de aspecto da malha diferente da unidade e/ou & propriedades fisicas
diferentes em cada dire¢do.
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sido uma barreira a sua aplicagdo pratica. A despeito disso, diversos trabalhos mostram
resultados bem satisfatorios na utilizacdo deste tipo de solver em problemas especificos na
simulagdo de reservatorios de petréleo (DENDY et al., 1989; COLLINS e MOURITS, 1991;
CRUMPTON et al., 1995; RODRIGUES e DICKSTEIN, 1996; PARSONS e COUTINHO,
1999; BASTIAN e HELMIG, 1999; SILVA et al., 2000).



Cap.

FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo sdo apresentadas as equacdes governantes do escoamento em meios
porosos, juntamente com as aproximacdes do modelo adotado. As equagdes sdo deduzidas
partindo-se da situacdo mais simples (escoamento monofasico) até a obtencdo das equagdes
governantes do modelo composicional geral. A partir de entdo, serdo feitas as hipoteses

necessarias para a apresentacdo do modelo adotado neste trabalho.

3.1. Equac¢oes Governantes do Modelo Composicional Geral

Desconsiderando, por simplicidade, fendmenos que ndo interferem na generalidade do
método proposto, como reagdes quimicas e o transporte por difusdo molecular e dispersao
hidrodinamica, a equagdo de conservacdo da massa em um escoamento monofasico em meios

porosos ¢ dada por

d(¢p)
ot

=-V.(p¥)+pq (3.1)

cuja dedugdo pode ser encontrada na literatura de petréleo em geral (PEACEMAN (1977),
por exemplo). Nesta equacdo, ¢ ¢ a porosidade, que representa a fracdo de volume que esta

disponivel para o escoamento, p ¢ a densidade do fluido avaliada nas condigdes de

temperatura e pressao do reservatorio, V' ¢ a velocidade da fase e g ¢ a vazdo volumétrica de
producgdo/injecdo da fase por unidade de volume do reservatdrio (positivo para injecdo e

negativo para suc¢ao).

23
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Em um passo intermediario rumo ao modelo composicional geral, consideram-se os
escoamentos multifasicos que apresentam fases formadas por componentes que sao

imisciveis. Neste caso, a equacao de conservacdo da massa, Eq. (3.1), serd escrita como

I(4p,5,)
ot

=—V.(p,7,)+Pn4n (3.2)
onde o sub-indice m indica grandezas associadas a fase e s € a saturacdo que ¢ definida como
a fragdo do espaco poroso ocupada pela fase. Essa nova varidvel ¢ importante no modelo
estudado porque sera uma de suas variaveis primarias. A sua definicdo em termos de fragao
de espaco poroso implica que a soma das saturacdes das N,, fases presentes no meio poroso

tem que ser igual a unidade,

s =1 (3.3)

Essa ¢ uma relacdo importante e serd bastante util oportunamente.

A Eq. (3.2), no entanto, ndo se aplica a reservatdrios tipicos, onde existem diversos
componentes ou espécies quimicas que formam as fases 6leo, gas e agua, que se dissolvem e
vaporizam, migrando de uma fase para outra em func¢dao das condigdes de pressao e
temperatura. Em situacdes como estas, podem ou ndo existir os mesmos componentes em
cada uma das fases, e em conseqiiéncia, alguma fase pode até mesmo deixar de existir (o que
¢ bastante comum com a fase gasosa). O emprego das Egs. (3.1) e (3.2) implica,
necessariamente, na conservacdo da massa da fase, além da do componente, em fungao da
presenga de apenas um componente em cada fase. Isso deixara de acontecer em modelos mais
gerais, porque a massa da fase poderd nao mais ser conservada, embora os principios de
conservagao da massa dos componentes devam continuar sendo satisfeitos.

Por isso, em situagdes onde um componente pode migrar de uma fase para outra, a Eq.
(3.2) deve ser generalizada, para que a massa daquele componente que, eventualmente, esteja

distribuido em diferentes fases, também seja conservada:

a N, N,

Nm m
— 8| D XS | |= V| DXV |+ D X P (3.4)

at m=1 m=1 m=1
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e, para tanto, ¢ necessario definir a grandeza X,,, que ¢ a fragdo massica do componente ¢ na

fase m dada por

X =T (3.5)
m

cm

Em meios porosos, a velocidade da fase, V,,, pode ser relacionada com o gradiente de

pressdo (DARCY, 1856), e para um reservatorio horizontal pode ser determinada através de

@:—ﬁﬁvm (3.6)
H,,

onde k ¢ o tensor permeabilidade absoluta do meio poroso, y, ¢ a viscosidade da fase, p, ¢

a pressao da fase, e k., ¢ a permeabilidade relativa da fase.

E importante notar que o fator que multiplica o gradiente de pressdo na Eq. (3.6) é
composto por termos que dependem apenas das propriedades da rocha (permeabilidade
absoluta), das propriedades do fluido (viscosidade) e das propriedades de interagdo de ambos
(permeabilidade relativa).

Como ¢ usualmente calculada em funcdo da saturacdo, a permeabilidade relativa pode
ser representada através de curvas como as apresentadas na Fig. 3.1, de onde se pode
determinar a regido do grafico onde as duas fases podem escoar. Essa regido ¢ delimitada
pelos valores de saturagdo de 4gua em que as permeabilidades relativas das duas fases ndo sao

nulas:

s, <s <(-s,) (3.7)

onde s,, ¢ a saturacdo de agua irredutivel e s, € a saturagdo de dleo residual. Os valores
limites £ e k""" sdo valores obtidos das curvas de permeabilidades relativas avaliados nas

saturagdes s,, € s, =1—s, , respectivamente.

or?
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Fig. 3.1 — Forma tipica das curvas de permeabilidade relativa, destacando alguns pardmetros importantes

envolvidos na sua defini¢do

E importante frisar que, independentemente do valor da forga motriz a que estd
submetido o reservatdrio (o gradiente de pressdo, por exemplo), ndo € possivel haver valores

de saturagdo fora do intervalo delimitado no grafico da Fig. 3.1".

3.2. Equacées Governantes do Modelo Black-Oil

A solugao do modelo composicional descrito na se¢do anterior e representado pela Eq.
(3.4) ¢ altamente custosa computacionalmente na maioria dos casos praticos. Para
reservatorios que possuem Oleos pesados e com baixa volatilidade pode-se utilizar um modelo
simplificado denominado de Black-Oil, e que caracteriza-se por utilizar grandezas mais
facilmente mensurdveis, como o fator volume de formagao, solubilidade etc., descritas a

seguir.

! Existem duas exce¢des que nio sdo estudadas neste trabalho:
I A simulag@o, em um mesmo modelo, de reservatorios de petrdleo e seus aqiiiferos associados (s,, = 100%).

1I. A simulag@o de escoamentos que se iniciam monofasicos mas que tem a possibilidade da geragdo de uma
segunda fase que nunca esteve presente no meio poroso. A simulagdo da formagdo das bacias geoldgicas que
visa prever o aparecimento do petréleo ¢ um exemplo disso. A condigao inicial ¢ o preenchimento completo do
meio poroso com agua, e, com o tempo, em fungdo das condigdes de pressdo e temperatura, a rocha geradora
passa a produzir o 6leo que é acumulado nos poros até atingir a sua saturagdo critica que lhe permitira escoar.
Durante este processo que ocorre entre 1>s,>(1-s,,) a permeabilidade relativa da dgua vai diminuindo de 1.0 até

k'™ pois o 6leo comega o ocupar o espago poroso antes ocupado completamente pela agua.
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Fator volume de formagdo. O fator volume de formagdo, B, ¢ definido como a relagao
entre o volume da fase nas condi¢des do reservatorio e o volume da fase nas condi¢des de
estocagem, geralmente na superficie. Este fator incorpora, pelo menos, trés fendmenos fisicos

que causam a variacao volumétrica da fase (McCAIN, 1990) que sdo:

1. avariacdo da pressao;
2. avariacdo da temperatura;

3. adissolucdo da fase gasosa nas demais fases.

Para a fase 6leo, normalmente o volume que vai para a superficie ¢ menor que aquele
que residia no reservatdrio, o que resulta em valores maiores que a unidade para o fator
volume de formacdo desta fase. Isso acontece porque, como na maioria das vezes a
temperatura ¢ bem maior no reservatorio que na superficie, a expansao que ocorre na
superficie pela redugdo da pressdao ndo consegue suplantar a contragdo devido a diferenca de
temperatura. Além disso, como a pressdo na superficie normalmente ¢ menor que no
reservatorio uma boa parcela do gas dissolvido no 6leo é expulso desta fase, contribuindo
também para a reducao do volume de 6leo nas condigdes de estocagem.

No entanto, o escoamento ¢ assumido isotérmico no modelo Black-QOil, e portanto, o
fenomeno fisico ‘“variacdo da temperatura” (item 2 mencionado anteriormente) nao
contribuird para modificar do fator volume de formacao neste modelo. O modelo Black-Oil
também admite que nao existe transferéncia de massa entre a fase agua e as fases 6leo e gas,
sendo as fases agua e 6leo imisciveis, € 0 componente gas pode ser dissolvido na fase 6leo.

Com estas simplificagdes, o fator volume de formacdo do dleo passa a depender
apenas da pressdo, apresentando um comportamento tipico como o retratado na Fig. 3.2.
Percebe-se que para baixas pressoes, o fator volume de formagdo aumenta com o incremento
da pressao, e isto acontece porque maior quantidade de gas passa a se dissolver na fase 6leo.
Para valores de pressdao maiores que a pressdo de bolha, ps, ndo hd mais gas que nao tenha
sido dissolvido no 6leo, e por isso a cada aumento do valor da pressdo o volume da fase,

como um todo, comeca a reduzir.
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R

Fig. 3.2 - Curva tipica do fator volume de formacdo em func¢do da pressdo, onde p, ¢ a pressao de bolha

Quanto a fase agua, admite-se normalmente que nao ha dissolucao de outra fase, logo
a curva do fator volume de formagdo para esta fase ¢ praticamente linear, com um

comportamento muito semelhante ao da curva da Fig. 3.2 para pressdes maiores que a de

bolha (pp).

Solubilidade. Uma outra grandeza importante no modelo Black-Oil ¢ a solubilidade de

um componente em uma dada fase, que ¢ matematicamente definida por

e
v
cm V e

mm

(3.8)

onde R, ¢ a solubilidade do componente ¢ na fase m, V., ¢ o volume do componente ¢ na

fase m que ¢ liberado nas condi¢des de estocagem, e V° ¢ o volume liberado do componente

mm

principal da fase m na fase m nas condi¢des de estocagem.

Deducgdo das equacoes do modelo. A dedugdo das equagdes de conservacdo no
modelo Black-Oil tem inicio a partir da substitui¢do da Eq. (3.8) na expressdo que define a

massa especifica do componente ¢ que ¢ liberado da fase m nas condi¢des de estocagem,

m
e _ My, 3.9
Pe =7 (3.9

cm

que resulta em
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= e Fe (3.10)

B =-_m (3.11)

R, =" Lo /P (3.12)
V /B
ou
R, ="wPup —x Pup (3.13)
mmpc p(,'

quando sdo substituidas as expressdes da massa especifica da fase, p , e da fragdo massica,

m

X

cm

Eq. (3.5).

Reescrevendo a Eq. (3.13) como

e

Yo,
X =R —= 3.14
pm cm B ( )

cm

m

e substituindo-a, acompanhada da Eq. (3.6), na Eq. (3.4), e dividindo todos os termos pela
massa especifica do componente nas condi¢des de estocagem, p:, tem-se a equagdo geral do

modelo Black-Oil,

o[ (R, |y [ R Kk, R
EP[Z“B_S’"H_V(ZE me}rzB q, (3.15)

m=1 m m m=1 m
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onde, pelas simplificagdes ja comentadas neste modelo, a Unica solubilidade que depende da

pressdo € a do gas no 0leo, Rg,:

R, =1 R, =0 R,, =0
R, =1 R, =0 R, =0 (3.16)
R, =1 R,=0 R, =R (p)

3.3. Modelo Agua-Oleo

Optou-se neste trabalho por utilizar o modelo Agua-Oleo, que é uma versio
simplificada do modelo Black-Oil, que consiste apenas na simulagdo de duas fases imisciveis

(4gua e 6leo), isto €, N,, = 2. Desprezar-se-ao também as pressoes capilares, o que implica em
pP.=P,=P (3.17)

Além disso, deve-se lembrar que anteriormente ja foi desprezado o gradiente de
pressdo gravitacional na definicgdo da Lei de Darcy, Eq. (3.6), por se tratar aqui de
reservatorios horizontais. Todas as aproximagdes adotadas neste trabalho ndo comprometerao
as discussoes e resultados a serem obtidos, uma vez que deseja-se estudar aspectos gerais da
solucdo numérica das equagdes. A despeito de suas simplificacdes, este modelo pode ser
aplicado em alguns casos reais, como nos sistemas dead-oil, caracterizados por apresentarem
6leo em pressoes baixas e sem a fase gas dissolvida (GERRITSEN e DURLOFSKY, 2005).

Efetuadas as simplificagdes, a Eq. (3.15) pode ser reescrita para os fluidos dgua e oleo,

como
Qg2 |=9.( 1,5V ) +d (3.18)
ot Bw_(w p)qw '
€
Q92| =9 (4kVp ) +d (3.19)
ot Bw_<0p)q" '
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onde w e o sdo os indices das fases agua e Oleo, respectivamente, A ¢ a mobilidade de cada

fase e ¢ representa a vazdo volumétrica nas condi¢des de estocagem por unidade de volume

do reservatorio, dados por

P AL (3.20)
Boﬂo Bwﬂw
~ q ~ q.
_ 4 e 7 =dw 321
q, B, q, B, (3.21)

As Eqgs. (3.18) e (3.19) do modelo bifasico adotado sdo equivalentes a Eq. (3.2), mas
com a vantagem de utilizar grandezas mais facilmente mensuraveis, como o fator volume de
formacdo. Essas equagdes formam um sistema de duas equagdes com trés incognitas: p, s,, €
So. A outra equagdo necessdria para o fechamento do problema advém da inspecdo de que

todo o espaco poroso deve estar completamente preenchido pelos fluidos, dada por
s, ts, =1 (3.22)

Esta expressao serd doravante chamada de equagao de restri¢ao volumétrica.

As condicdes de contorno utilizadas normalmente em reservatorios que ndo
apresentam aqiiiferos sdo do tipo “contorno selado”, isto ¢, admite-se fluxo nulo nas fronteiras
do dominio. A interagdo com o meio externo ao reservatorio se da, portanto, na maioria das
vezes apenas por meio da especificacdo de pogos (termo fonte/sorvedouro).

As viscosidades de cada fase na Eq. (3.20) podem ser consideradas como funcdo da

pressao por
w,=1 +e, (p-p) (3.23)

onde ¢, ¢ o coeficiente que expressa a dependéncia da viscosidade com a presséo, € as
m

grandezas com super-escrito ref indicam valores de referéncia.

Finalmente ¢ importante mencionar que nas Egs. (3.18) e (3.19), em fungdo de ndo
haver fase gas neste modelo, o fator volume de formacao de ambas as fases ¢ definido apenas
para o intervalo de pressdo acima da de bolha (ver Fig. 3.2), onde ¢ assumido uma variacao

linear com a pressdo, dada por
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B, = B,:ff{l —c, ( p-p" ﬂ (3.24)

onde ¢,, ¢ a compressibilidade da fase m definida por

= L% (3.25)
P, Op

T

m

A solugdo do modelo Agua-Oleo apresentado nesta se¢do ¢ o assunto considerado no

proximo capitulo.



Cap.
FORMULACAO NUMERICA

PARTE 1 - EMBASAMENTO TEORICO E FUNDAMENTOS

As equagdes que compdem o modelo matematico apresentadas no capitulo anterior
sdo complexas para serem resolvidas de forma analitica. Neste trabalho elas sdo resolvidas
numericamente através do Método dos Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM —
Element-based Finite Volume Method), apresentado de forma detalhada neste capitulo.

Como em qualquer método de volumes finitos, o procedimento de obtengdo das
equagdes discretizadas tem inicio com a integracao das equagdes diferenciais governantes,

neste caso as deduzidas no capitulo anterior e que sdo apresentadas novamente por

completeza
a Sm — . = ~
at(qumj—V (4.kVp ) +4, 4.1)

onde o sub-indice m indica que esta equagdo ¢ utilizada para ambas as fases — agua e 6leo (m
= w ou o). Deve-se lembrar que, durante a dedu¢do do modelo matematico, os termos de
gravidade, reacdes quimicas, efeitos térmicos e pressdo capilar foram desprezados por
simplicidade, pois ndo interferem na generalidade do método numérico apresentado.

O modelo bifasico forma um sistema de duas equagdes e trés incognitas: p, sy € So. A
outra equacao necessaria para o fechamento do problema vem da condicdo de que o espago
poroso ¢ totalmente preenchido pelas fases, sendo chamada de equacdo de restrigdo

volumétrica dada pela Eq. (3.22).

33
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4.1. O Método EbFVM

Integrando a equacdo diferencial, Eq. (4.1), no tempo e em um volume de controle

finito, na forma

E Bm

V,t

f 0 [¢S—’”Jdth :IV-(lml?Vp)dth + qudde 4.2)
V,t V,t

¢ dividindo o resultado por AZ, obtém-se

Do A | S _ Su
At \ B, B’

(= 6 T 6 —6

= v-(/lmkvp )dV + (7)), (4.3)
m m P 14

Nesta expressao, as grandezas acompanhadas do sub-indice “P” sdo referentes ao volume de
controle P onde a integracdo estd sendo efetuada. O super-indice “0” refere-se a grandezas
avaliadas no passo de tempo anterior, o super-indice 8 indica que ainda ¢ necessario definir

em que limites do intervalo de tempo serd avaliada a grandeza e g ¢ a vazdo volumétrica

dada por
q,=q,A (4.4)

em [L’.T"'], como é normalmente utilizada nos simuladores comerciais (IMEX User’s Guide,
2002; STARS User’s Guide, 2002). Como esta vazdo ¢ dependente do modelo de pogo
utilizado, ela poderd ser calculada de diferentes formas, como serd mostrado no préximo
capitulo. A defini¢do de quais termos serdo tratados implicitamente na Eq. (4.3) também sera
feita no proximo capitulo, com exce¢ao da pressdo, que sera desde ja considerada implicita

neste trabalho ( p’= p).

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss no primeiro termo do lado direito da Eq.

(4.3), este termo podera ser escrito como

jv-(ﬂiﬁp)dlf = [20kVp.as (4.5)
S

14
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que ¢ uma integral de superficie sobre todas as faces de um volume de controle. Esta integral
pode ser aproximada numericamente utilizando o valor da fun¢do no ponto médio de cada

segmento que forma esta superficie

[4,kVp.as = X (2 kVp-aS) (4.6)

m
Vie P

onde i representa estes pontos médios, denominados de pontos de integracdo. A partir deste
momento, portanto, ¢ necessario definir os volumes de controle no método numérico adotado
para ilustrar a posigdo destes pontos.

Definindo o elemento como a entidade geométrica delimitada pelos nés da malha, e o
volume de controle como a regido do dominio onde as equagdes diferenciais governantes sao
integradas, o conceito tradicional usando em volumes finitos estabelece que o elemento da
malha e o volume de controle sdo entes geométricos coincidentes (cell centered construction),
como demonstrado na Fig. 4.1a. Percebe-se que os nods fornecidos pelo gerador de malha
servem para delimitar espacialmente o volume de controle, mas as propriedades sao
calculadas no seu centro geométrico. No EbFVM, por sua vez, o volume de controle ndo
coincide mais com o elemento, ¢ ¢ construido ao redor dos nos da malha (cell vertex
construction), conforme mostrado na Fig. 4.1b, através da unido de parcelas (sub-volumes de

controle) provenientes dos elementos que rodeiam determinado no.

° Volume de
controle
N =
@
Elemento
n de malha
A
w \ P E
e %" o 3_:9 o
[}
R i
3¢ Y Ponto de

integragédo
s Volume de

Elemento
de malha

Ponto de controle
integragéo

(a) (b)

Fig. 4.1 - Defini¢ao dos elementos e volumes de controle no (@) Método de Volumes Finitos tradicional (FVM) e

(b) no Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM)
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Cada um dos 5 sub-volumes destacados na Fig. 4.16 que formam o volume de controle
ao redor do n6 P e que sdo denominados de svcl a sve) possuem a mesma regra de formacgao:
sdo delimitados por retas que saem das medianas das faces dos elemento até seu baricentro.
Os pontos de integragdo estdo localizados no centro de cada uma das faces que ndo se
comunicam com o nd central do volume de controle, e nestas posi¢des ¢ que sdo avaliadas as
integrais de superficie dadas pela Eq. (4.6). Note também que no método EbFVM, sob o
ponto de vista da formag¢do do volume de controle, ndo ha problema algum na unido de sub-
volumes provenientes de elementos triangulares e quadrilateros em uma mesma malha. Isso
contrasta com o método de volumes finitos tradicional, onde a utilizacdo de diferentes
elementos em uma mesma malha é uma tarefa bastante dificil de ser feita.

Retornando a equacdo de conservacao dos fluidos, Eq. (4.1), ap6s ter sido integrada no
volume de controle P da Fig. 4.1b e procedendo conforme foi destacado no inicio deste

capitulo, pode-se mostrar que sua forma discretizada sera dada por

S, | [ 8w 0 0TS g At
CRCECE

m Vie P

onde as grandezas calculadas nos n6s da malha (ou nos centros dos volumes de controle) sao
identificadas com o sub-indice P, e aquelas grandezas avaliadas nos pontos de integracao sao

identificadas com o sub-indice i, como mencionado anteriormente.

4.1.1. Transformacao de Coordenadas — Globais para Locais

No método EbFVM, as equacdes sdo comumente resolvidas em um elemento padrao —
triangular ou quadrangular — em coordenadas locais (&,7). Este sera o procedimento adotado

neste trabalho porque ele apresenta, pelo menos, duas grandes vantagens:

v' A utilizagdo de um sistema de coordenadas locais torna cada elemento um ente

independente dos demais;

v Cada elemento da malha ¢ tratado identicamente ndo importando quéo distorcido

ele se apresenta nas coordenadas globais.
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A Fig. 4.2 apresenta exemplos de elementos triangulares e quadrangulares no plano

fisico, e seus correspondentes elementos padrdes no plano transformado.

Plano
fisico 1 Plano
fransformado

4

X 0 1 4

(a) Elemento triangular
n
1
1 1 ¢
y
Plano
X fransformado

(b) — Elemento quadrangular

Fig. 4.2 - Diferentes elementos nos planos fisico e transformado

Conforme pode ser observado na Fig. 4.2, foi definido que o dominio do sistema de

coordenadas locais (&, 77) utilizado em cada elemento do plano transformado deve variar de:

v’ Para tridngulos: 0 a 1

v Para quadrilateros: -1 a 1

e os nos devem ser numerados de 1 a NNE, no sentido anti-horario, onde NNE é o nimero de

no6s do elemento, que assume valor 3 para triangulos e 4 para quadrilateros.
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4.1.2. Fungoes de Forma como Func¢oes de Interpolacio no EbFVM

Como esta se buscando uma solucao discreta, deve-se assumir, de alguma forma, uma
aproximacdo numérica do gradiente de pressio da Eq. (4.7) em funcdo dos valores
armazenados nos nés da malha. No método de volumes finitos tradicionais ¢ costume obter
diretamente expressdes aproximadas das derivadas a partir do truncamento da Série de Taylor
da funcdo. Assim, ndo ¢ necessario utilizar o procedimento de estimar previamente como a
funcdo varia entre os nos e depois deriva-la analiticamente. A derivada da fungdo ¢ obtida
diretamente na sua forma numérica, sendo denominada de funcdo de interpolagdo
(MALISKA, 2004), que tem uma ordem tdo alta quanto a quantidade de nos utilizada neste
processo.

Esse ndo ¢ o procedimento utilizado no EbFVM porque o uso de malhas nao-
estruturadas inviabiliza a obtencdo de expressdes gerais de derivadas espaciais uma vez que, a
priori, essas malhas nao obedecem a um padrao de formagdo global. Por isso, neste método ¢é
proposta uma funcao (linear, bi-linear etc.) definida em cada elemento, tal como no Método
de Elementos Finitos, cujas derivadas sdo obtidas analiticamente em qualquer ponto dentro do
elemento.

Assim, utilizando-se de um procedimento geral, a pressdo, como qualquer outra
variavel do dominio, pode ser facilmente avaliada em qualquer ponto no interior de um
elemento da malha em funcdo de seus valores nodais utilizando as fung¢des de forma, N,, que

exercem o papel de funcdo de interpolagao

NNE

p=2 N (&n) p, (4.8)

J=l

que sdo definidas para tridngulos como
N, (&m)=¢ (4.9)
n

e para quadrilateros como
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N, (&)= (14€) (1+n)
Ny (&) =2 (1=€) (1+n)
(4.10)
Ny (Em)=4(1-¢) (1-n)
N, (Em)=L(1+¢) (1-n)

Pode-se mostrar que as coordenadas globais de qualquer ponto dentro do elemento

também podem ser expressas em funcao de seus valores nodais como

NNE

X(é‘,ﬂ)=Z_‘,N,(§,n) X, 4.11)

NNE

y(Em)=2 N, (&), (4.12)

J=1

4.1.3. Avaliaciao do Gradiente de Pressao

Como as fungdes de forma sdo continuas dentro de cada elemento, podendo, portanto,
serem diferenciadas, as derivadas espaciais da pressdo presentes no termo de fluxo da Eq.

(4.7) podem ser calculadas em qualquer ponto (&, 77) no interior de cada elemento como

NNE aN
ap =y 2N, (4.13)
ox|., ‘5 ox in
ap NNE aN
5| = > 2 L p, (4.14)
View =1 DV gy

onde a questdo-chave ¢ a determinacdo das derivadas das funcdes de forma 8Nj /ox e

ON, / dy . Para tanto, emprega-se, inicialmente, a regra da cadeia, na forma
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ON, N, ax 3N, oy

= 4.15
9 ax 9F 9y 3¢ (.15)
e
N, N, N,
ON, _ON, ax  ON, 9y (4.16)
on  ox dn dy 9n
Essas expressoes escritas de forma matricial resultam em
% ..... ajvﬂ a_x a_y a]\/1 ..... aMNE
d 0 of 9 o 0.
. S| o ) 4.17)
N N || Ox Iy |[IN WNiwe_
on on on on)L dy dy

Manipulando a equagdo anterior, pode-se mostrar que as derivadas JN,/dx e

dN, /dy sio dadas por

oN N
0. 0. _
* C =T [D] (4.18)
N N
dy dy

onde [J] ¢ a matriz Jacobiana de transformagdo e [D] ¢ a matriz de derivadas das fungdes de

forma
ox  Jdy
o0& d¢
_ 4.1
[J] x oy (4.19)
on adn
e
IN INyve
0 0
[D]= g g (4.20)
IN . N
on an

Utilizando as Egs. (4.13), (4.14) e (4.18) pode-se, finalmente, obter a forma matricial

do gradiente de qualquer variavel genérica dada por
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{vp}=1JT"[DI{P], @.21)

onde { p} ¢ o vetor com os valores nodais da pressdo no elemento (dimensao de NNE), e [J ]

¢ a matriz de transformagdo Jacobiana definida na Eq. (4.19) e que pode ser facilmente

calculada a partir de

[J1=[pllz]. (4.22)

onde [Z ] . ¢ amatriz de coordenadas dos nds que definem um elemento da malha

X W
X
[z,=] (4.23)
xNNE yNNE

Deve-se lembrar, no entanto, que em func¢ao das diferentes fun¢des de forma utilizadas
neste trabalho (lineares, Eq. (4.9), para elementos triangulares e bi-lineares, Eq. (4.10), para
elementos quadrangulares), as matrizes de derivadas em relagdo as coordenadas locais, [D],

tém formas diferentes de acordo com o tipo de elemento

v Para triangulos:  [D] :{_j é ? } (4.24)
v’ Para quadrilateros: [D] :?][ j:g _]1 _577 :]]:g _]]__Z} (4.25)

E importante notar também que para elementos triangulares a expressio do gradiente
de pressdao, Eq. (4.21), resultard sempre em um valor constante, independente da posi¢ao
analisada no interior do elemento, uma vez que a matriz de derivadas em relagdo as
coordenadas locais, [D], ¢ formada por componentes que ndao dependem da localizagdo
espacial, Eq. (4.24). Diversos trabalhos na literatura tém utilizado esta condicao de gradiente
de pressdo constante para desenvolver métodos numéricos que resultam em um
equacionamento que possui forte similaridade com o utilizado em simuladores comerciais

(FORSYTH, 1990; FUNG et al., 1991; GOTTARDI e DALL'OLIO, 1992). A aplicabilidade
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destes esquemas, no entanto, ¢ restrita apenas a malhas triangulares e escoamentos

monofasicos, conforme sera discutido no Cap. 7.

4.1.4. Calculo da Area de Passagem do Fluxo

Avangando na apresentacdo do tratamento dado no EbFVM aos termos presentes na
Eq. (4.7), nesta se¢do serd considerado o vetor area {AS}. Embora em 2D esta area seja vista
simplesmente como uma linha, a denominagdo “drea” continuara sendo utilizada neste
trabalho. De uma forma geral, valendo-se da idéia de calcular as grandezas elemento a

elemento, propde-se determina-la a partir da seguinte expressao matricial (HURTADO, 2005)

{as}, =[R][J] {A}, (4.26)

onde i ¢ o ponto de integracao localizado sobre a face cuja area deseja-se determinar € R ¢ a

matriz de rotacdo dada por
1o 1
[”]= [_1 p } (4.27)

e {A}i ¢ a area da face do sub-volume de controle em coordenadas locais. A definicao
geométrica de cada uma destas areas estd diretamente relacionada a defini¢do da posi¢cdo do
ponto C no interior do elemento (Fig. 4.3). Embora seja arbitraria, a posicao deste ponto tem
sido definida no baricentro do elemento no EbFVM porque facilita a implementagao
computacional ao possibilitar a implementacdo de algoritmos mais gerais, ¢ origina sub-
volumes de controle de dimensdes semelhantes.

Assim, de acordo com a defini¢do dos elementos padrdes no plano transformado, Fig.

4.3, as areas da face dos sub-volumes de controle em coordenadas locais {A}, para diferentes

pontos de integracao i sdo dadas por

v’ Para tridngulos:

(] (1) o-f
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v' Para quadrilateros:

whefb = w-{)h we-{) @29)

(a) Elementos triangulares

Ty
@ ’ @
@ @
Sve2 Svet
gfpz
i H ip1 i
ST CORSERES Y ip3
ip%g CQ- X 5 C 8@
sves : ! ip1 4 é
iszx
Svo3 Sved
@ 1 X

Plano Plano
Fisico Transformado

(b) Elementos quadrangulares

Fig. 4.3 - Elementos triangulares e quadrangulares nos planos fisico e transformado, demonstrando as areas de

face dos sub-volumes de controle e os pontos de integragdo (ip)
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4.1.5. Esquema de Avaliacio das Mobilidades

O tratamento dado a mobilidade, A, na Eq. (4.7) ¢ o assunto abordado nesta se¢do. Foi
visto que no EbFVM as variaveis sao calculadas e estdo disponiveis diretamente apenas nos
ndés da malha, podendo-se obter valores interpolados em qualquer posi¢do no interior de um
elemento através da utilizagdo das fungdes de forma, Egs. (4.9) e (4.10). Este procedimento ja
foi utilizado na discretiza¢ao do gradiente de pressdo (segdo 4.1.2), e entdo, a priori, poder-se-
ia utilizar estas fungdes semelhantemente para avaliar o termo de mobilidade nos pontos de
integracao.

Mas este procedimento ndo se mostra adequado na pratica porque o termo que contém
a mobilidade pode ser considerado um termo advectivo da equagdo da saturagdo, Eq. (4.7), e
termos desta natureza ndo conferem estabilidade ao método se ndo forem representados por
fungdes de interpolacdo baseadas no valor a montante (upwind schemes). Por isso este € o
esquema utilizado neste trabalho. Neste esquema os valores da permeabilidade relativa, fator
volume de formacao ¢ viscosidade utilizados no calculo da mobilidade avaliada num dado
ponto de integragdo, Eq. (3.20), serdo calculados a partir dos valores nodais de saturagdo e
pressao do volume de controle a montante. Esse esquema, também denominado de upwind
unidimensional, ¢ incondicionalmente estavel, como mencionado, embora possa resultar em
excessiva difusdo numérica e uma dependéncia andmala dos resultados com a direcdo das
linha da malha em alguns casos (PEACEMAN, 1977; YOSHIAKI, 1982; WOLCOTT et al.,
1996).

Esquemas upwind usuais. Na literatura encontram-se comumente dois diferentes
esquemas upwind aplicados em malhas triangulares para avaliacdo da mobilidade, mas que,
na realidade, ndo asseguram que em todos os casos ela seja calculada a partir dos valores
nodais realmente localizados a montante. Isso pode resultar em solu¢des ndo-fisicas. Um
destes esquemas ¢ bastante similar ao procedimento utilizado nos simuladores comerciais com
malhas estruturadas, ¢ baseia-se simplesmente na anélise do valor de pressio' dos dois
volumes de controle vizinhos a face onde se deseja avaliar a mobilidade. Infelizmente esse

esquema ndo ¢ apropriado nos casos onde o fluxo em cada face ¢ calculado com expressdes

' Em problemas tridimensionais, o procedimento usual se baseia na analise do valor do potencial (AZIZ e
SETTARI, 1979), que é uma grandeza fisica que envolve também o termo gravitacional ndo considerado neste
trabalho.



CAP. 4 — FORMULACAO NUMERICA 45

que envolvem mais de dois valores nodais de pressdo, como nas malhas ndo-estruturadas®. E
possivel encontrar em determinados casos, por exemplo, p; > pi, enquanto que na interface
entre os sub-volumes de controle j e k 0 escoamento se d4 no sentido de k pra j (CORDAZZO
et al., 2004a e b). Neste caso o valor a jusante ¢ o utilizado, e portanto, serve como exemplo
de que a aplicagdo pratica deste tipo de esquema ¢ limitado.

Em outro esquema bastante utilizado, a escolha do valor a montante ¢ baseado na

avaliagdo do sinal do termo T, (P/ —Pk). Nesta expressdo, ¢ pressuposto que o coeficiente

T, freqlientemente denominado de transmissibilidade, contenha os pardmetros fisicos e
geométricos utilizados no célculo do fluxo em malhas ortogonais: area, distancia entre os nos
e a permeabilidade absoluta da interface. Contudo quando o fluxo deve ser calculado em uma
expressdo que envolva mais de dois valores nodais, como ¢ o caso quando a ortogonalidade
local ndo existe, ndo ¢ possivel mais identificar a transmissibilidade, como serd visto no

Cap.7. Assim, ¢ possivel mostrar que este esquema também nao tem suporte fisico, porque o

termo T, (P] —pk) ndo ¢, na realidade, o fluxo completo entre os nos j e k em malhas

triangulares.

Esquema proposto. Neste trabalho ¢ utilizada uma mesma expressao aplicavel para

clementos triangulares € quadrangulares, em que a mobilidade 4, ¢ avaliada nas interfaces

dos volumes de controle j e k a partir da correta interpretacdo de qual é a dire¢do a montante
do escoamento nesta interface. Isso ¢ possivel analisando-se o sinal do seguinte produto

escalar

Ay =4 se (/?ap-Ag) <0
_ 7 (4.30)
A =4, se (];#P-Ag)'k>0
J

onde o nd j considerado nas expressoes anteriores corresponde ao sub-volume de controle
onde o vetor normal associado a AS aponta para fora. Note que foi omitida a mobilidade no
termo do fluxo em virtude de ser representada sempre por um valor positivo, ndo exercendo
nenhum efeito neste esquema de avaliagdao. O procedimento dado na Eq. (4.30) assegura que

as mobilidades utilizadas pelo esquema numérico sejam realmente aquelas obtidas a partir dos

2 A excec¢do ¢ o método de Voronoi onde o fluxo é calculado com uma expressio discretizada que envolve
apenas dois valores nodais em fun¢éo da utilizagdo de malhas com ortogonalidade local.
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valores a montante, mesmo nos casos onde o meio ¢ anisotropico, isto ¢, em casos onde o
vetor velocidade pode nao estar alinhado na dire¢dao do vetor gradiente de potencial.

E importante mencionar também que diferentemente dos métodos que lidam com
malhas estruturadas tradicionais, no EbFVM os pontos de integra¢do ndo estdo localizados
exatamente sobre a linha que une dois noés vizinhos como demonstra a Fig. 4.4a, e por isso
mesmo nao se pode utilizar apenas dois valores de pressao no processo de decisdo de qual
estd a montante. A Fig. 4.4b apresenta em destaque dois elementos da malha nao-estruturada
da Fig. 4.4a formados pelos nds a, b, ¢, j e k, bem como a posi¢do dos dois pontos de
integracao localizados na interface dos volumes de controle construidos ao redor dos nos j e k.
Percebe-se que os pontos de integracdo estdo localizados dentro dos elementos, € por isso o
tratamento dado as grandezas avaliadas em cada um destes pontos deve ser elemento a
elemento e ndo por interfaces de elementos (arestas), uma vez que existe a possibilidade de
um fluxo se dar na dire¢cdo de um volume de controle para o outro dentro de um elemento,

enquanto que no elemento vizinho a dire¢ao do fluxo entre estes volumes pode ser a oposta.

elemento 2

Jk,

elemento 1

(@ ()

Fig. 4.4 - Localizag@o dos pontos de integragdo comuns a dois volumes de controle em (a) uma malha ndo-

estruturada e, em destaque, em duas faces do volume de controle formado ao redor do né k&

As experiéncias tém mostrado que esta situacdo inusitada de haver fluxos com
sentidos contrarios em pontos localizados em uma mesma interface (jk; e jk» da Fig. 4.4b, por
exemplo) acontece normalmente apenas quando a malha ¢ composta por elementos bastante
deformados, que ndo ¢ o caso dos elementos ilustrados na Fig. 4.4 que foram construidos com

uma boa razao de aspecto para facilitar a compreensao.
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O procedimento proposto neste trabalho para a avaliagdo das mobilidades pode ser
implementado computacionalmente sem maiores dificuldades se o termo de andlise da Eq.

(4.30) for escrito matricialmente como

(

—

D -AS ),« = {1} {p}, 4.31)

=

onde {H }ZT ¢ um vetor linha de dimensdes (NNE) calculado apenas no inicio da simulacdo, e

¢ composto pelos termos que dependem apenas da geometria e propriedades fisicas constantes
de cada elemento, que foram aglomerados na forma

{m}; ={as}; [k][J] [D], (4.32)

onde o tensor de permeabilidades absolutas, [£], ¢ definido como

kxx kxy
[k] {k h } (4.33)

Note que ¢ muito simples e direta a inclusdo da forma completa do tensor de
permeabilidades absolutas neste método. Isso ¢ uma importante caracteristica em se tratando
de simulagdo de reservatorios heterogéneos e anisotropicos’. Percebe-se, no entanto, que nio
foi feita ainda nenhuma consideracdo a respeito de como as propriedades fisicas como
permeabilidade absoluta e porosidade sdo armazenadas no dominio. Além disso, ndo foi
mencionado como representar as falhas geologicas com o método proposto. Estas questdes

sdo apresentadas na seqiiéncia.

3 Neste trabalho é considerado heterogéneo o dominio que apresentar variagio espacial das propriedades fisicas
porosidade e/ou permeabilidade absoluta. Quando o tensor definido na Eq. (4.33) ndo for isotropico, o dominio
sera considerado anisotropico. Baseado nestas defini¢des pode-se afirmar que um reservatorio heterogéneo nao
sera necessariamente anisotropico, e vice-versa.
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4.2. Representaciao das Propriedades Fisicas

Como visto até agora, a utilizacdo de malhas nao-estruturadas e das fungdes de forma
¢ o fato novo que diferencia o EbFVM dos métodos de volumes finitos tradicionais. No
entanto, pode-se afirmar que as diferengas ndo sdo apenas estas. Como o elemento de malha e
o volume de controle ndo sdo mais entidades coincidentes, deve-se escolher em qual delas as
propriedades fisicas, como permeabilidade e porosidade, deverdo ser armazenadas.

Nos métodos pesquisados que utilizam malhas ndo-estruturadas e conservacao local, as
propriedades fisicas sdo armazenadas nos volumes de controle (VERMA e AZIZ, 1997,
STARS User’s Guide, 2002). No método proposto nesta tese, no entanto, propde-se
armazena-las nos elementos porque esta forma de armazenamento apresenta diversas
vantagens comentadas na seqiliéncia. Contudo, independentemente do esquema de
armazenamento das propriedades escolhido, as varidveis principais calculadas no modelo
numérico, como pressdo e saturacdo, continuam sendo armazenadas nos nés da malha. Na
Fig. 4.5 comparam-se ambos os esquemas, destacando-se a malha de entrada de dados das
propriedades e aquela interpretada pelo simulador.

A primeira vantagem que pode ser citada no armazenamento das propriedades nos
elementos da malha ¢ que desta forma ¢ desnecessario efetuar qualquer tipo de média para
avaliar a permeabilidade absoluta nas interfaces dos volumes de controle. Nos métodos
tradicionais, onde o armazenamento se da nos volumes de controle, esta média é necessaria
porque existe a descontinuidade da propriedade nas interfaces dos volumes. Nestes casos
normalmente ¢ utilizada a média harmoénica (PETTERSEN, 1983), que para uma malha

uniforme ¢ dada por

-1, -1\
n =(MJ (4.34)
Jjk 2 .

Esta média ¢ fisicamente justificada apenas para escoamento unidimensional, sendo
incerta a sua extensdo para as situagdes bi e tridimensionais. Diversos autores tém criticado a
média harmodnica utilizada para avaliar as permeabilidades internodais (TORONYI e
FAROUQ ALI, 1974; APPEL, 1976; PETTERSEN, 1983). Romeu e Noetinger (1995)
quantificaram os erros sistematicos nos resultados numéricos devido ao uso deste e outros
tipos de média, desenvolvendo um modelo analitico que confirmou a existéncia de grandes

erros ¢ de uma baixa convergéncia em alguns casos.
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As propriedades fisicas,como permeabilidade

absoluta e porosidade, sdo armazenadas nos

volumes de controle (volumes homogéneos)

As variaveis pressdo e saturagdo
sdo armazenadas nos nos
da malha

Malha de entrada das propriedades Malha interpretada pelo simulador

(a) Propriedades armazenadas nos volumes de controle

As propriedades fisicas,como permeabilidade
absoluta e porosidade, sdo armazenadas nos
elementos (elementos homogéneos)

As variaveis pressao e saturagdo
sdo armazenadas nos nés
da malha \

Malha de entrada das propriedades Malha interpretada pelo simulador

(b) Propriedades armazenadas nos elementos da malha

Fig. 4.5 - Diferentes formas de armazenar as propriedades fisicas: (a) no volume de controle (VERMA e AZIZ,

1997), e (b) nos elementos (proposto neste trabalho)

A desvantagem do esquema de armazenamento proposto nesta tese ¢ a necessidade de
calcular uma porosidade média no volume porque, conforme mostrado na Fig. 4.5b, o volume
de controle resultante serd heterogéneo. Propde-se utilizar uma média volumétrica da

porosidade do tipo

bp=—— > AV, 0, (4.35)

onde k representa cada um dos sub-volumes de controle que formam o volume P.
Embora possa parecer que houve uma simples troca de variavel cuja média necessita
ser tomada (ao invés de fazer uma média na permeabilidade ¢ feita na porosidade), deve-se

esperar uma melhora nos resultados numéricos, uma vez que em problemas praticos a faixa de
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variacdo espacial da porosidade ¢ bem menor que a da permeabilidade. Por isso um
procedimento mais simples e facil, como o proposto na Eq. (4.35), pode ser empregado.
Aliado a isso, os fluxos nas interfaces dos volumes de controle sdo calculados a partir da Lei
de Darcy, onde ¢ a permeabilidade que aparece e ndo a porosidade. Essas razdes dao suporte a
escolha de um método numérico que usa a média da porosidade ao invés da média da

permeabilidade absoluta.

4.3. Representaciao das Falhas

Nesta se¢do sdo discutidas as diferentes formas de modelar falhas geoldgicas no

EbFVM:

(1) eliminando elementos no interior do dominio,
(2) zerando o fluxo diretamente nas interfaces dos volumes de controle, e
(3) representando a falha a partir de elementos geométricos com espessura reduzida e

com valores nulos de permeabilidade absoluta.

No primeiro caso, vale-se de uma das vantagens do emprego de malhas nao-
estruturadas, que ¢ a facilidade de retirar elementos de qualquer posi¢ao do dominio. Isso ndo
acarreta na necessidade de alteracdo do cddigo computacional, porque o tratamento dado a
esta regido ¢ o mesmo dado as outras fronteiras (condicdo de contorno impermeavel). A
auséncia de elementos no interior da malha causa necessariamente uma interrup¢ao no fluxo
naquela dire¢do, que ¢ o efeito causado pela presenca de uma falha geoldgica. No entanto,
apenas falhas totalmente selantes sdo representadas desta forma, o que ¢ uma a desvantagem
deste tipo de modelagem.

No segundo caso, a falha modelada ndo tem espessura, constituindo-se em uma linha
em 2D ou uma superficie em 3D, como ilustrado na Fig. 4.6. A sua principal vantagem ¢ a
facilidade de representacdo no esquema numérico: basta zerar os termos de fluxo entre os
volumes de controle separados pela falha geoldgica. Além disso, outra vantagem ¢ a
economia no nimero de equagdes do sistema linear, uma vez que nao ha necessidade de mais
elementos, € em conseqiiéncia de mais nos para representar a falha.

No entanto, uma desvantagem consiste na necessidade de visualizar, além da malha

dos elementos, a malha dual formada pelos volumes de controle construidos ao redor dos nos
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da malha, a fim de posicionar as falhas. Isto podera ser bastante trabalhoso, principalmente
em se tratando de malhas nao-estruturadas, porque o procedimento consiste em gerar uma
malha de elementos e, a partir dos volumes formados, localizar a falha nas fronteiras dos
volumes. Se o resultado ndo for satisfatorio, deve-se gerar outra malha e assim por diante.
Quando sdo utilizados elementos triangulares, por exemplo, a representagdo de uma falha
através do cancelamento dos fluxos dentro do elemento (ou nas faces dos volumes de
controle) ¢ uma tarefa ainda mais delicada, porque dificilmente se conseguira representar uma

falha que seja geometricamente linear com elementos triangulares.

Elemento

............................

____________________ controle
Falha representada |

pela auséncia do fluxo
neste ponto de integracéo

Elemento

Fig. 4.6 - Falha modelada a partir do cancelamento do fluxo no ponto de integracao

Deve-se destacar, contudo, que a principal desvantagem do esquema de representagdo
de falha apresentado na Fig. 4.6 estd na incompatibilidade com os tipos de funcdes de forma
utilizadas como fungdes de interpolagdo. Quando se prescreve uma falha no interior do
elemento, impde-se uma descontinuidade da funcdao naquela posicao. Isso ¢ incompativel com
as fungdes lineares e bi-lineares utilizadas em cada elemento, que ndo conseguirdo reproduzir
o ‘degrau’ na funcao oriundo da presenca da falha no interior do elemento.

Por essas razoes, propde-se neste trabalho um esquema diferente de representagdo de

falhas, no qual elas sdo tratadas como entes geométricos com dimensao e propriedades fisicas.
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Assim € necessario que elas sejam formadas por elementos de pequena espessura, € com
permeabilidade absoluta e porosidade baixas. Tratamentos similares aplicados as malhas nao-
estruturadas ja foram recomendados anteriormente por Kocberber (1995) e Young (1999). A
Fig. 4.7 apresenta exemplos de falhas modeladas a partir de tridngulos e quadrilateros. Neste
caso, torna-se dispensavel a visualizacdo conjunta da malha de volumes de controle e o
trabalho de gerar novas malhas tais que as falhas estejam mais bem posicionadas nas suas

fronteiras.

Falha representada
por quadrilateros

Falha representada
por triangulos

Fig. 4.7 - Falhas representadas a partir de elementos com baixas permeabilidade e porosidade

E importante mencionar que a utilizagio de elementos de pequena espessura
localizados ao lado de elementos de grande espessura nao introduz um mau condicionamento
na matriz de coeficientes do sistema linear. A razdo ¢ que os volumes de controle
correspondentes aos nos localizados nas interfaces da falha sdo construidos com dareas e
volumes provenientes também dos elementos adjacentes a falha, e que tem dimensodes fisicas
comparaveis aos demais elementos da malha.

Embora tenha que se utilizar mais elementos de malha neste método do que no
anterior, o que ¢ uma desvantagem, deve-se dizer que esta forma de representar meios
heterogéneos e modelar falhas geologicas propostas ¢ compativel com o uso das func¢des de

forma definidas elemento a elemento. Além disso, ¢ um esquema de representagdo mais
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elegante no contexto do EbFVM pois vai na dire¢ao da filosofia deste método, que € focar o

calculo e o armazenamento de propriedades nos elementos da malha.

4.4. Refinamento Local

Recomenda-se que em regides proximas a pogos, em regioes de grandes variagdes do
campo de saturagdo e em regides de alta heterogeneidade se faca um refinamento local da
malha. O uso do refinamento local nessas regides reduz o tempo computacional, sendo
comparavel ao das malhas grosseiras, apresentando resultados muito similares aos das malhas
totalmente refinadas. No método proposto, a operacao de refinamento local ¢ feita de forma
muito simples, pois a ado¢do de um sistema de coordenadas locais permite um tratamento
similar a todos os elementos da malha em um ambiente ndo-estruturado, o que facilita
concentrar um numero maior de nos nas regides de interesse.

A Fig. 4.8 mostra que o procedimento de refinar localmente determinadas regides da
malha pode ser feito facilmente, por exemplo, dividindo elementos quadrilateros dando
origem a elementos triangulares em uma dada regido. Como visto, o refinamento local &,
portanto, um procedimento natural e direto no método proposto, ndo apresentando as
imprecisdes numéricas dos métodos tradicionais que surgem em fun¢do da utilizacdo de
expressoes aproximadas dos fluxos nas interfaces de blocos grosseiros e refinados
(CORDAZZO et al., 2002).

Conforme mencionado no inicio deste capitulo, a utilizacdo de elementos triangulares
e quadrangulares resulta em ordens de interpolagao diferentes - lineares e bi-lineares,
respectivamente. Pode-se valer disso a fim de obter uma solu¢do com maior precisdo,
concentrando-se elementos quadrangulares em uma determinada regido de interesse, ao invés
de empregar tridngulos com uma mesma quantidade de nds. A operacao de refinamento local,
portanto, ndo estd associada apenas ao processo de triangulacdo de determinadas regides,
como poderia estar sendo sugerida pela ilustracdo da Fig. 4.8. Deve-se salientar novamente,
no entanto, que preencher uma regido com tridngulos parecer ser um procedimento mais

simples.
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(a) (b)

(©

Fig. 4.8 - Exemplo do procedimento de refinamento local: (a) malha a ser refinada; (b) malha refinada

localmente, e (c) destaque para alguns volumes de controle formados

E importante destacar ainda que existem outras possibilidades promissoras de refinar
localmente o dominio no EbFVM e ndo exploradas nesta tese, como por exemplo, a que
consiste em utilizar elementos com numero variavel de nds. No Anexo 1 sdo apresentadas as
premissas desta técnica que utiliza-se de elementos quadrilateros que, devido a liberdade de
assumir uma quantidade de noés variando de 4 a 8 nds, pode aumentar ainda mais a
flexibilidade na discretizagdo espacial, podendo ser uma outra op¢do na representacdo de

reservatorios com falhas e com geometrias altamente complexas.
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PARTE 2 — CONSIDERACOES FINAIS E
IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementacdo computacional das duas alternativas de solucdo do sistema de
equagdes adotadas neste trabalho, bem como outras consideragdes sobre aspectos numericos,
sdo os temas abordados neste capitulo. O primeiro esquema de solucdo utilizado foi o IMPES
(Implicit Pressure, Explicit Saturation), em que o campo de pressdao ¢ calculado
implicitamente (através da solugdo de um sistema linear) e o campo de saturacdo obtido
explicitamente, utilizando os valores mais recentes do campo de pressao.

O segundo esquema de solugdo utilizado neste trabalho foi o Totalmente Implicito.
Neste caso, resolve-se um sistema linear maior que o resolvido no IMPES, mas que permite
avancar a solucdo no tempo sem as excessivas restricdes de passo de tempo inerentes aquele
método.

Deve-se lembrar que as equagdes do modelo bifasico discretizadas e obtidas no

capitulo anterior sdo

S, | sy y 0 T As i
(B_ml)_ (Bu ]P"'{(qm )P + Z(ﬂmkVP AS)J 5, AV, , M =W, 0 (5.1)

Elas formam um sistema de duas equacdes e trés incognitas: p, s, € s,. A outra equagao

necessaria para o fechamento do problema ¢ a de restricdo volumétrica, dada por

s +s =1 (5.2)

w o

A estratégia para a obtencdo da solu¢dao deste sistema sera a mesma para ambos 0s

esquemas, IMPES e Totalmente Implicito, e consistird em obter a saturagdo do 6leo através da

55
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equagdo de restricao, Eq. (5.2), enquanto que a saturagdo da outra fase e a pressdao serdao
obtidas através da resolugao do sistema de equagdes composto pela equacdo de conservagao
da agua, Eq. (5.1), e de uma combinacdo linear das equagdes de conservagdo de ambas as
fases. Esta tltima equagdo ¢ a da conservagao total, e ¢ construida substituindo as saturagdes

explicitadas em cada equagdo de conservagdo na equacao de restrigcdo, resultando em

> (B, A+ B, A) (kVp-AS),+(7’B,+7’B ), +

4
Vie P

S Swp plop _q| =0
At \ B2 B .,

(5.3)

cuja variavel principal ¢ a pressdo. Por isso ¢ usualmente denominada de “equagdo da
pressdo”. A outra equacao empregada neste sistema serd chamada de equagdo da saturagdo.

Por razdes nao discutidas neste trabalho, a equagdo da pressao ¢ classificada como
parabolica quando o termos de compressibilidade sdo importantes, ou eliptica nos outros
casos (PEACEMAN, 1977). A equagdo da saturacdo, Eq. (5.1), por sua vez, ¢ considerada
parabolica quando os efeitos de pressao capilar sdo importantes. Na auséncia desses termos, a
equacdo da saturacdo ¢é classificada como hiperbolica ndo-linear de 1% ordem'.

Em vez de empregar a equacdo da pressdo neste sistema, poderia ser utilizada
diretamente a outra equacdo de conservacdo ainda ndo empregada (a do dleo). Esta opcao foi
testada neste trabalho, mas demonstrou-se ndo ser viavel porque dificulta a obtengdo de um
sistema geral e possivel de ser utilizado sem grandes alteracdes pelos métodos analisados
neste trabalho: IMPES e Totalmente Implicito. Além disso, os testes preliminares com o
método Totalmente Implicito demonstraram que a utilizacdo da equagdo da pressdo neste
sistema de equagdes torna o método numérico mais estavel. A razdo pode ser o aumento da
dominancia diagonal na matriz de coeficientes, ocasionada pela existéncia de uma soma das

mobilidades de cada fase multiplicando a pressao.

! Esta classificagdo das equagdes em elipticas, parabolicas ou hiperbélicas utilizando-se os coeficientes da
equacdo diferencial ¢ puramente matematica. Ha autores que afirmam que faz mais sentido apontar o carater das
equagdes em cada direcdo coordenada, utilizando uma classificagdo mista (PATANKAR, 1980; MALISKA,
2004) ndo empregada neste trabalho.
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5.1. Método IMPES

Como mencionado, no método IMPES o campo de pressao ¢ calculado implicitamente
(através da solucdo de um sistema linear) e o campo de saturacdo explicitamente, sendo o
campo de saturagdo atualizado a cada passo de tempo utilizando os valores mais recentes do
campo de pressao.

Porém ao examinar a Eq. (5.1) percebe-se uma néo-linearidade no termo s, /B, que
impede a utilizagdo direta desta equacdo na determinacdo da saturagdo, uma vez que ambos
estao sendo avaliados no mesmo intervalo de tempo. Deve-se lembrar que o fator volume de
formagdo normalmente ¢ calculado em funcdo da pressdo, em uma expressao que envolve um

coeficiente de compressibilidade (c)

B, (P)z B;ff{] -c, (p -p j:l (54)

logo, a ndo-linearidade se estabelece em fun¢do de que tanto a saturagdo como o fator volume
de formacdo sdo dependentes da pressdo. Por isso ¢ necessario fazer uma modificagdo nesta

equacdo de conservacdo para que escoamentos com fluidos compressiveis possam ser
resolvidos com o método IMPES. Note que para problemas incompressiveis, B, =B, =1 na

Eq. (5.1), e a ndo-linearidade desaparece. Para contemplar os demais casos € proposto neste

trabalho uma linearizagdo do termo s, /B, através do truncamento dos termos de mais alta

ordem da série de Taylor

Sw _ Sw +is_’"Asm+LS—’"ABm+ ...... (5.5)
B B’ s, \B, 0B, \ B,

que, conforme demonstrado no Anexo 2, resulta em

o

S S S -

Cnz oy Inprie (p-p?) (5.6)
B B (s)

Substituindo esta expressdo na Eq. (5.1) e avaliando explicitamente (8 =0) os termos

na equacao resultante que necessitam serem definidos quanto a que limites do intervalo de
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tempo serdo computados, origina-se a equacao denominada doravante neste trabalho de

equagao da saturagao do método IMPES dada por

B¢, (p-p°) J{
T

m

_ oTE . AT B’
w), + kVp-AS " At 5.7
(7),+ X (4 )J(Wl 5.7
Substituindo a equagdo da saturacdo de cada fase linearizada, Eq. (5.7), na equagdo de
restricdo volumétrica, Eq. (5.2), e agrupando os termos semelhantes, a equagdo resultante,

denominada neste trabalho de equagdo da pressao do método IMPES, sera dada por

> (B A+ B AY) (KVpaS), + (7.B+ T BY) +

o

VieP
~ ~ - ' g
1%. parcela 2%, parcela
(5.8)
s°Bc  s°Bc AV\p° —
J{w v Cu ) S0 Bo J[(ﬁ (p* - p) —0
B, B, » At »
— _
——
3%, parcela

As Egs. (5.7) e (5.8) sdo as expressoes linearizadas das Egs. (5.1) e (5.3),
respectivamente. Para ser mais didatico, neste texto foi escolhida apenas a implementagao
computacional da equagdo da pressdo para ser explicada com mais detalhes na seqiiéncia,
sendo a implementa¢do da saturagao compreendida por analogia.

O tratamento dado neste trabalho a primeira parcela da Eq. (5.8) foi considerado no
capitulo anterior, onde foi demonstrado como o gradiente de pressdo ¢ discretizado, como a
area dos sub-volumes de controle ¢ calculada e como sdo avaliadas as mobilidades
interfaciais. Resta apresentar neste capitulo como foi implementada computacionalmente esta
parcela como um todo, utilizando o conceito de célculo elemento a elemento, além de
demonstrar como podem ser determinadas as 2% e 3%, parcelas desta equacao.

E importante mencionar que no IMPES as mobilidades e os fatores volume de
formac¢do sdo calculados com os valores de pressdo e saturacdo do nivel temporal anterior,

nao havendo a necessidade de um processo iterativo em cada nivel para obter a nova solugao.
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5.1.1. Formacao da Matriz de Coeficientes por Elementos

A filosofia do método EbFVM proposto consiste em utilizar no célculo dos fluxos em
cada um dos pontos de integracdo a informa¢do armazenada naquele elemento da malha. Por
isso a forma mais efetiva parece ser criar matrizes em cada elemento, computando as
contribui¢cdes de cada um, seguido de um procedimento de transferéncia de informagoes, a
fim de formar a matriz global de coeficientes.

Utilizando as defini¢des do gradiente de pressdo e vetor area apresentados no capitulo
anterior, pode-se mostrar que a primeira parcela da equacdo da pressdo, que ¢ o termo de
fluxo calculado em uma determinada interface de dois volumes de controle (em um ponto de

integragdo), independentemente do tipo de elemento utilizado na malha, sera dada por

(2 9 S) =, 1} (o}, 59

onde {H }lT ¢ um vetor composto pelos termos que dependem apenas da geometria e

propriedades fisicas constantes de cada elemento definido na Eq. (4.32), {p}. ¢é vetor do

elemento com seus valores nodais da pressdo, e 4p; ¢ definido como

hp; = (B\Ov)P (ﬂ'i)z + (BUO)P (ﬂ’z)i (5.10)

(TSR

onde na conven¢dao adotada neste trabalho, os sub-indices “i” e “P” indicam que a
propriedade ¢ avaliada no ponto de integra¢do e no no, respectivamente. O super-indice “0”,
por sua vez, indica que sdo utilizados valores calculados no nivel de tempo anterior. A
aproximacdo do termo de fluxo na equagdo da saturagdo ¢ realizada seguindo um
procedimento semelhante ao apresentado para a equagao da pressao. Conforme pode ser visto
na Fig. 5.1a, cada um dos sub-volumes de controle que formam um elemento, seja ele
triangular ou quadrangular, terd sempre duas interfaces internas com outros sub-volumes do
mesmo elemento por onde o fluido escoard. Desta forma, a integral de superficie da Eq. (5.9)
devera ser aproximada nestas duas superficies internas, ou mais precisamente em dois pontos
de integra¢do localizados no centro de cada superficie dos sub-volumes de controle.
Considerando isso, o processo de formacdo das matrizes dos elementos pode ser sistematizado

(HURTADO, 2005), de forma que o fluxo que atravessa as interfaces de cada sub-volume de

controle pode ser expresso como
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{a},=[4] {p}, (5.11)
onde
hn {H}lT _hlZ {H}Z
[A]e =| h,{H }Z —hy {H }ST (3x3 - para elementos triangulares)
h33{H}3T_h31 {H}lT
c (5.12)

hll{H}lT ~h, {H}i

hay {H }Z —hys {H }3T

hsS{H}gr —h, {H}:
i h44{H}: —hy, {H}IT_

(4x4 - para elementos quadrangulares)

A determinacdo das matrizes dos elementos seguindo o procedimento mencionado
permite que a matriz global de coeficientes seja construida elemento a elemento, transferindo
cada valor destas matrizes para sua respectiva posicdo na matriz global. Embora este
procedimento de formacdo da matriz global seja trivial no Método dos Elementos Finitos, ele
ainda assim sera apresentado com mais detalhes na préxima secdo porque esse conceito €

relativamente novo no escopo dos Métodos de Volumes Finitos.

5.1.2. Formacao da Matriz Global de Coeficientes

A fim de ilustrar o procedimento de montagem da matriz global de coeficientes, a Fig.
5.1a apresenta uma malha composta por dois elementos quadrangulares e trés triangulares,

que sera utilizada no processo de discretizagdo no método EbFVM. Cada um dos cinco

elementos que compde esta malha fornece uma matriz de coeficientes, [A]e , que ¢ o resultado

da aplicac¢do da Eq. (5.9) em cada um dos pontos de integracdo. A dimensdo da matriz local
de coeficientes representa a quantidade de sub-volumes de controle dentro do elemento, sendo
que para elementos triangulares esta matriz tera sempre dimensdes de 3 x 3, enquanto que

para quadrilateros sua dimensao serd de 4 x 4, conforme representado esquematicamente na

Fig. 5.1b.
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7 e
8 L]
5
(a) Malha composta por 5 elementos e 8 nos
Contribuicio
dos Elementos @ @ @
Matriz Local Y X ) )
de Coceficientes
[A]. 886

Montagem da
Matriz Global

+
+

z

45 78 2 45

12 3 45678

Matriz Global
de Coeficientes

[A]

(b) Processo de formag¢do da matriz global de coeficientes

Fig. 5.1 - Tlustrag@o do processo de formagao da matriz global de coeficientes em esquemas baseados em

elementos, como o0 método EbFVM

Apos o processo de determinacdo das matrizes de coeficientes dos elementos,
procede-se a montagem da matriz global de coeficientes que receberd as contribuigdes de
todos os elementos da malha, como demonstrado na Fig. 5.15. Essa montagem ¢ realizada
simplesmente somando-se o coeficiente armazenado na matriz do elemento na sua posi¢ao

correspondente na matriz global. A contribui¢ao de cada elemento ¢ mostrada nessa figura,



62 J. CORDAZZO: TESE DE DOUTORADO EM ENGENHARIA MECANICA

sendo que a posi¢ao dos coeficientes na matriz global ¢ determinada através das informacgdes
contidas em uma matriz fornecida pelo gerador de malhas. Nesse caso cada elemento ¢
identificado e suas conectividades sdo definidas. O elemento 1 nesta figura, por exemplo, ¢
formado pelos nds 1, 4 e 7, e por isso os valores contidos em sua matriz local deverdo ser
transportados para as posi¢des de intersec¢do das linhas e colunas correspondentes aos seus
nos, como demonstrado na Fig. 5.15. Note que os diferentes tipos de elementos considerados
(tridngulos e quadrilateros) ndo implicam em nenhuma dificuldade adicional a este processo.
E importante notar também que apenas a 4°. linha e a 4°. coluna da matriz global de
coeficientes sdo cheias, e a razdo ¢ que o volume de controle construido ao redor do né 4 € o
unico que possui faces dentro de todos os elementos da malha, e por isso o céalculo do fluxo
em seus pontos de integragdo envolve todos os nods. Outras informagdes relacionadas ao
processo de formagdo da matriz global de coeficientes podem ser obtidas na literatura de

elementos finitos (HUGHES, 1987; ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 1989; entre outros).

5.1.3. Inserc¢ao das Informacdes de Pocos na Matriz de Coeficientes e

Vetor de Termos Independentes

Avangando na compreensdo de como cada uma das parcelas da equagao da pressao foi
implementada, resta considerar as duas ultimas: termo de pogos (fonte) e transiente, que sao
determinados por procedimentos que ndo necessitam percorrer os elementos, como foi o
calculo dos termos de fluxo.

Para determinar os termos de pocos de injecdo e producdo basta implementar uma
rotina computacional que percorra apenas os volumes (nds) que contém pogos, calculando e
atualizando os coeficientes da matriz de coeficientes, [4], € o vetor de termos independentes,

{F}, na forma

A4,,=4,,+g, (5.13)

F, =F +f, (5.14)
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onde n ¢ o n6 do volume de controle que contém o pogo, e g, e f, sdo termos dependentes

do modelo de pogo utilizado. Suas expressdes mais comumente utilizadas sdo apresentadas no

Anexo 3.

5.1.4. Inserc¢ao do Termo Transiente na Matriz de Coeficientes e Vetor de

Termos Independentes

Quanto a inser¢cdo do termo transiente na matriz global de coeficientes e no vetor de
termos independentes o procedimento também ¢ bastante trivial. Para tanto, basta fazer uma

rotina computacional que percorra os nds da malha, na forma

App = Ap p+np (5.15)

F,=F,+e, (5.16)

onde P varia de 1 ao nimero total de nds da malha, e

o pref o pref
np=-— SWBW CW+SGBO S ¢PAVP (517)
B’ B, ), At
OBI’Gf UBref o
o, | SBc,  5BYc, ) [ p'oAV (5.18)
s B )L A,

onde AV, € o volume total do volume de controle construido ao redor do n6 P, que ¢ formado

pela unido de todos os sub-volumes pertencentes a diferentes elementos que compartilham um
mesmo noé. Essa grandeza ¢ determinada no inicio do processo e apenas uma vez, percorrendo

todos os elementos, somando a contribui¢do de cada sub-volume de controle, AV

sve o num
procedimento semelhante ao realizado para a montagem da matriz global de coeficientes
demonstrado na se¢ao 5.1.2.

Cdlculo do volume dos sub-volumes de controle. Para obter a expressdo do AV, ¢

sve
necessario conhecer a expressdao que calcula o volume do elemento (entidade definida pelos

n6s da malha) dado por (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 1989; MALISKA, 2004)
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AV, :ASe.]:[ ————— jA.fAn (5.19)

Comparando esta expressao com a Eq. (4.19), constata-se que o termo entre parénteses

na Eq. (5.19) é exatamente o determinante da matriz Jacobiana. E como é comum usar A e
An unitdrios por simplicidade, pois os mesmos sdo arbitrarios, ¢ facil demonstrar que os

volumes de cada um dos sub-volumes de controle, AV

sve

sdo dados por

AV, =det[J]/6 (para elementos triangulares) (5.20)

AV, =det[J] ., (para elementos quadrangulares) (5.21)

svc

onde m ¢ o ponto médio do sub-volume de controle onde ¢ avaliada a expressao do
determinante. Para o sub-volume de controle 1 do elemento quadrilatero da Fig. 4.3, por

exemplo, o ponto médio serd dado por ({. =+ ', 1. =+ '4). No caso de elementos

triangulares, o determinante da matriz Jacobiana resulta em um valor constante, por isso ndo ¢

necessario avalia-lo em nenhum ponto dentro do elemento.

5.1.5. Sistema Linear Resultante

Depois de receber as contribuigdes de todos os elementos e inserir as condigdes de
contorno (informacgdes de pocos) e termo transiente na matriz global e no vetor de termos

independentes, o sistema de equacdes final esta completo e ¢ dado por

[4lpr={F} (5.22)

A solucdo da Eq. (5.22) ¢ inserida na Eq. (5.7) para obter o campo de saturacdo de
uma das fases. O campo de saturacdo da outra fase, por sua vez, ¢ obtido por meio da equacao
de restricdo, Eq. (5.2). Quanto ao tratamento dado aos termos da equacdo da saturacio,
embora nao discutido aqui, segue o mesmo principio de discretizagdo e implementagdo

apresentado para a equagdo da pressao.
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Em casos onde € necessario prescrever valores de pressao no dominio, o sistema linear
da Eq. (5.22) deve ser alterado, e o procedimento empregado neste trabalho estd apresentado

no Anexo 3.

5.1.6. Determinac¢io do Passo de Tempo

A escolha do passo de tempo, Af, utilizado no termo transiente das equagdes de
conservagdo ¢ crucial no método IMPES. Como o campo de saturagdo ¢ resolvido
explicitamente neste método, surgem instabilidades numéricas nos resultados quando avanga-
se no tempo com intervalos muito grandes.

Pode-se determinar uma expressao que estima o passo de tempo maximo que garante
a estabilidade numérica para o IMPES baseando-se no fato de que uma frente de saturacao
ndo pode atravessar mais de um volume de controle inteiro em apenas um passo de tempo

(AZIZ e SETTARI, 1979; MATTAX e DALTON, 1990),

AV, 1
TAVARS = — (5.23)
z |q’| (‘fw )maxVP
VieP min VP

onde AV, é o volume poroso dos volumes de controle, g, ¢ o fluxo total na face i do sub-

! y J . . , -2
volume de controle, e ( fw) ¢ o valor maximo da derivada da curva de fluxo fracionario” da

max

agua avaliado nos n6s da malha.

5.2. Método Totalmente Implicito

A simulacao de reservatorios de petroleo com grande nimero de elementos torna-se
dificil através do IMPES, devido as restrigdes impostas no tamanho do passo de tempo,
porque para manter a estabilidade ele torna-se excessivamente pequeno. Nestes casos, a

alternativa mais vidvel ¢ a solucdo implicita das equagdes através do método de Newton, que

20 fluxo fracionéario de uma fase é a razdo entre a mobilidade desta fase e a mobilidade total.
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¢ o mais conhecido e estudado método de solugao de sistemas de equagdes ndo-lineares
(RUGGIERO e LOPES, 1997), e que permite obter a solucao simultanea do campo de pressao
e saturagio.

Para usar o método de Newton, escrevem-se as equagdes na sua forma residual. A
equacdo discretizada da conservacdo, Eq. (5.1) ¢ avaliada implicitamente (€ =1), e escrita

para a fase agua, por exemplo, como

¢PAI{3] Sw _ Su AT 4 (m
R) =—| ——|| *+—= A kVp-AS). 5.24
(R), (22| 2| + % G F9p9), 400, (5:24)

w

enquanto que a equagdo da pressdo, Eq. (5.3), ¢ escrita como

(RT)P - z ( BWP /lwi+ BOP /101') (l?vag)' +<(7w Bw+670 BO)P

Vie P
+M iBw_Fs_"Bo_l
At \ B B’ »

(5.25)

onde R e R, sdo os residuos das equacdes de conservagdo da fase dgua e da conservagio

total. O objetivo deste método ¢ que estes residuos, calculados em todos os volumes de
controle, sejam reduzidos a um valor suficientemente pequeno em cada intervalo de tempo.
5.2.1. Sistema Linear Resultante

A fundamentagdo tedrica que justifica a forma final do sistema linear resultante

quando se utiliza 0 Método de Newton pode ser resumida em trés passos basicos:

1. Expansdo do residuo de uma determinada equagdo em série de Taylor desprezando

os termos de maior ordem:

oR '
RV =R"+| — | Ax*" 5.26
55 (326

onde v ¢ o nivel iterativo, X representa o vetor de incognitas (p e s,) envolvidas com a

respectiva equacdo de residuo, e AX"" = X" — XV,
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2. Tornar nulo o residuo da iteragdo v +1:

oR j |
—R" = m | AX (5.27)
>[5

3. Aplicar a equacdo anterior escrita para todos os volumes de controle, obtendo o

seguinte sistema linear:

[4{Ax}=—{R] (5.28)

onde A ¢ a matriz Jacobiana. No sistema bifasico adotado, esse sistema matricial ¢ formado a
partir de matrizes de 2x2, doravante chamadas de blocos, apresentando duas incognitas para

cada no, e tem a forma

R, IR, oR, IR,
ap 1 aSwl ap n aSwn
R, AR, |  |9R, OR, { Ap, } {Rﬂ }
dp, s, dp, ds As,, R,
pl : wl . pn : wn : __ : (529)
BRT" BRT” BRT” BRT” Apn RT
ap 1 aSwl ap n aswn AS wn R ,
oR, IR, oR, OR,
ap 1 aSwl ap n aSwn

Os campos de pressdo e saturagdo sdo atualizados a cada iteracdo a partir de

{p}v+l :{p}v +{Ap}v+l e {SW}DH — {SW}D +{ASW}D+1 (530)

e através da equagdo da restrigdo obtém-se a saturacdo do 6leo. Devido as nao-linearidades
presentes nas equagdes governantes, deve-se iterar um nimero suficiente de vezes em cada
passo de tempo, evoluindo os valores de p e s, recalculando a matriz [4] e o vetor {R}, e
resolvendo o sistema linear resultante até que se obtenha residuos suficientemente pequenos.
Em comparagao com o IMPES, o custo computacional da solu¢do de cada nivel

temporal ¢ maior neste método, pois € resolvido varias vezes, neste caso, uma matriz com o
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dobro do tamanho da matriz obtida no IMPES. Mas esse esforco ¢ freqiientemente
compensado pela possibilidade de avancar a solugdo com passos de tempo maiores.

Na seqliéncia, sdo apresentados os procedimentos computacionais utilizados para a
determinagdo do vetor de residuos e da matriz Jacobiana da Eq. (5.29), além de serem
discutidos outros aspectos importantes no Método de Newton. Aqui também sera considerada
apenas a implementagdo computacional da equag¢do da pressdao, sendo a implementagdao da

~ 3 . .
saturagdo” compreendida por analogia.

5.2.2. Calculo dos Residuos

Para facilitar a implementagdo computacional, a forma residual da equagdo da pressao,
Eq. (5.25), sera escrita como uma soma de trés parcelas: a de acumulagdo, a dos fluxos entre

volumes de controle e a de pocos

{RT} ={RT acum}+{RT|ﬂuxos}+{RT pocos} (531)
onde
ol =M(S—Z’B‘¢,+£Bo—l} (5.32)
acum At B’ B’ »
Rl e = 22 (B,4,+ B, /10,.) (kVp-AS), (5.33)
’ Vie P
R . =(7,B,+7,B8), (5.34)

A forma de representar a equacdo do residuo dada pela Eq. (5.31) ¢ mais conveniente
porque torna o célculo de cada um dos componentes do residuo independente dos demais,
seguindo procedimentos particulares e mais apropriados. O residuo do termo de acumulagao
definido na Eq. (5.32), por exemplo, deve ser calculado em uma rotina que varre todos os nos
da malha. O residuo do termo de fluxo, Eq. (5.33), deve ser calculado visitando elemento a
elemento da malha, enquanto que o residuo do termo de pocos, Eq. (5.34), ¢ calculado

segundo uma rotina que varre apenas os nos referentes aos volumes de controle que possuem

3 Trata-se de um artificio didatico nomear uma equagio como sendo a da pressio e a outra da saturagio no
Meétodo Totalmente Implicito, porque ambas as variaveis estdo ativas, diretamente ou ndo, nas duas equagoes.
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pocos. No Anexo 3 sdo apresentadas as expressoes dos fluxos da Eq. (5.34) mais comumente
utilizadas como condi¢ao de contorno nos pogos.

Conforme foi visto anteriormente, cada um dos sub-volumes de controle que formam
um elemento, seja ele triangular ou quadrilatero, terd sempre duas interfaces internas com
outros sub-volumes do mesmo elemento por onde o fluido escoara. Logo, a Eq. (5.33) pode

ser calculada elemento a elemento utilizando a seguinte expressao

RT

fluxos = Z (BWP /1Wn+ BDP /l”n)( Izvp Ag)n
‘ ne P=i,j

(5.35)

= |:hPi {H}, ~h, {H}ﬂ{p}

onde os sub-indices i € j sdo os pontos de integra¢do localizados nas duas faces internas dos

sub-volumes de controle, e os termos {H }i e h,, sdo dados pela Eq. (4.32) e pela versao
implicita da Eq. (5.10), respectivamente. A Eq. (5.35) representa a contribuicdo de um sub-
volume de controle i para o célculo do residuo do termo de fluxo em um volume de controle
completo.

Visando utilizar uma estrutura que possibilite uma implementagdo mais geral
mediante a constru¢do de uma matriz no elemento, os sub-indices i € j devem ser definidos
como

{i = numeracao local do sub-volume de controle analisado, i =1, ..., NNE (5.36)

j=i+l se i#NNE ou j=1 se i=NNE

onde NNE ja foi definido no capitulo anterior e representa o numero de nds do elemento.
Valendo-se da estruturada computacional ja utilizada no IMPES, o vetor de termos

independentes do residuo de cada equagdo pode ser calculado como

{RT} = [AT]{p} _{RT

] LR

pom} (5.37)

onde {p} ¢ o vetor global dos valores de pressdo e [4,] é a matriz global formada elemento a

elemento pela contribuicdo das matrizes locais definidas na Eq. (5.12).
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5.2.3. Calculo das Derivadas dos Residuos

As derivadas dos residuos em relagdo a pressao e saturagdo de agua apresentadas na
Eq. (5.29) podem ser determinadas analitica ou numericamente. Neste trabalho optou-se por
utilizar expressoes analiticas por produzirem uma matriz Jacobiana exata, portanto, de melhor
qualidade para convergéncia, ¢ por serem facilmente deduzidas a partir das equagdes
discretizadas neste trabalho’. Embora sejam apresentados procedimentos particulares
desenvolvidos nesta tese para aplicacdo em malhas ndo-estruturadas, o processo de formagao
da matriz Jacobiana é basicamente o mesmo utilizado pelos simuladores em geral, por isso o
leitor familiarizado com esse processo podera ir diretamente para a proxima se¢do (5.2.4) que

trata dos critérios de convergéncia e calculo do passo de tempo.

Termos de Acumulacdo. As derivadas do termo de acumulagdo da equacdo do

residuo, Eq. (5.32), em relacdo a pressao sao dadas por

oR,| _ A, s dB, | s, dB, (5.38
e em relagdo a saturacao sao nulas
R, =0 (5.39)

Termos de pocos. As derivadas dos termos de pogos, Eq. (5.34), s6 ndo serdo nulas
para a condicdo de contorno de pressdo de fundo de pogo prescrita, que para os pogos

produtores € escrita como

9, =4WI(p,-p) (5.40)

* Mesmo em casos onde é possivel encontrar a derivada analitica das equagdes dos residuos, é preferivel em
determinadas situacdes calcular as derivadas numericamente criando um procedimento mais geral, facilitando a
troca de equagdes constitutivas, de equacdes de estado, entre outras. Nestes casos, € em algumas situagdes onde
ndo ¢ possivel encontrar as derivadas analiticas de todos os termos, utiliza-se a aproximac¢do numérica das
derivadas, que consiste simplesmente em calcular a fungdo com um valor “perturbado”, subtrair desta a fungdo
calculada sem a perturbagédo e dividir o resultado pelo valor da perturbag@o.
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onde p, ¢ a pressdo de fundo de pogo e W1 ¢ o indice de pogo que compreende fatores fisicos

e geométricos do pogo. Quando essa condi¢do ¢é prescrita, as derivadas dos termos de pogos

da equacao da pressao sao dadas por

oR, - -
P Ly m—zw:{ n [ "dp " op j(l’ Py )} (5.41)
(S
OR, 31
A 5.42
aSW pogos m_zvu,o " asw (p pffﬂ ) ( )

No Anexo 3 podem ser obtidos maiores detalhes sobre esta condi¢do de poco e outras

ndo mencionadas.

Termos de fluxo. As derivadas dos termos de fluxo em relacao a saturagao, Eq. (5.33),

sdo calculadas a partir de

IR, d

=2 (Y, = 1, 1)

Wy

Yk | fluxos

=% [y, (H,(1) p(1) +..ct H, (NNE) p(NNE)) +

1

. (5.43)
~y (H, (1) p(1)+ ..ot H,(NNE) p (NNE))

oy
H
S o)

o,
== {1 {p}-
s,

onde k = 1, ..., NNE para cada sub-volume de controle, com i ¢ j sendo pontos de integragao
definidos comi =1,.., NNEe j=i+1sei < NNEou j=1se i = NNE. Logo, esse termo
resulta num vetor de dimensdes NNE para cada sub-volume de controle, que ¢ a contribuicao
de um sub-volume de controle no célculo deste residuo para o volume que o contém. Cada

derivada presente nesta expressdo ¢ determinada a partir de

oh,, A, Y}

—4=(B — B 2 5.44

as ( w)P{aS J +( D)P(as ] ( )
p; i

Wi Wi Wi
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Contudo, deve-se observar que em fungdo da avaliagdo a montante do termo de
mobilidade discutida no capitulo anterior, as derivadas em relagdo a saturagdo da equacgao

anterior s6 ndo serdo nulas se 0 n6 a montante deste ponto de integragdo for o proprio no k,

isto é,
aaﬁ =0 se nd a montante # k no ponto de integragdo =i
ka ip;
Jé as derivadas dos residuos do termo de fluxo em relag@o a pressdo serdo calculadas a
partir de
OR, 0 T T
=—o/|| hy{H} —h, {H},
apk Sluxos a k (|: Pl{ }l P/{ }j :|{p})
=i[h,,,. (H,(1) p(1)+...+ H,(NNE) p(NNE)) +
ap; (5.45)

by (H, (1) p(1) .ot H, (NNE) p(NNE)) |

aaZfZ {H}j {p}J-'_(hPiHi (k)_hPJ'Hj (k))

h,
:(a“’}f (r}-

Cada derivada presente nesta expressao € determinada a partir de

oh,, dB 04
i _ w| (4) +(B, m (5.46)
p, mzw,(){( dp, jp ( )lpi ( )P ( 9p, )ip[ ]

que utiliza as mesmas definicdes dos sub-indices 7, j e k£ da derivada do residuo deduzida

anteriormente. E como antes também, a derivada avaliada no ponto de integracdo podera ser

nula dependendo do n6 localizado a montante

Y3
apk ip;

=0 se nd a montante # k no ponto de integragdo =i
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As derivadas do termo de fluxo do residuo foram implementadas nesse trabalho

definindo-se uma matriz do elemento que tem a forma

[(OR, R, ]
oX, T Wy )
R, T : (5.47)
aX fluxos
meesde \(OR, aR,
X, Xy )

onde X representa as variaveis dependentes do problema, p e s, € cada linha apresenta a
equacdo de conservagdo de um dos sub-volumes que compde o elemento. Essa matriz pode

ser decomposta em duas partes,

A B
AR, _[ar, NE (5.48)
aX Sluxos |, aX Sluxos |, aX Sluxos |,
)\ J
Y Y
1%. parcela 2%, parcela

Determinacdo da 1° Parcela da Eq. (5.48): Esta parcela representa a derivagdo da
mobilidade presente nas Eqs. (5.43) e (5.45) em relagdo as varidveis dependentes, mantendo a
pressao constante. Ela ¢ uma matriz que ¢ escrita para elementos triangulares com dimensao

de (3x3):

k) H, D, (2.k) I,
&) H,-D,(3,k) H, k=1,2,3 (5.49)
D H

D
[aRT } ~ X((
- X
aX Sluxos |, D (3’]{) 1_[;_

k=1,2,3,4 (5.50)
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onde H ={H }IT {p} e a matriz de derivadas [D, | ¢ definida em cada elemento como

Dy (1)+Dg (L1) 0 D5 (1,3)
[D,] =| Di(2.1) D¥(2)+D;(2,2) 0 (5.51)
0 D; (3,2) Dy (3)+ D5 (3,3) |

para elementos triangulares e

D? (1)+D%(L1) 0 0 Dy (1,4)
D,] = D} (2,1) D?(2)+ D5 (2,2) 0 0
Xl 0 Dy (3,2) D} (3)+ D5 (3,3) 0
0 0 Dy(43)  Di(4)+Dy(4.4)],
(5.52)

para elementos quadrangulares, onde cada coeficiente desta matriz ¢ uma derivada dada por

m=mo| AP (5.53)
Dy (i)=0 para X = s,
e
- | ar) L[ & du  dB
Dy (l,])= (Bm) (—mj =|- T [Bm =+ ”’) paraX = p
! mzw”o_ ’ apk ip,-_ L (lumBm)z dp dp i
. [ ) L1 &,
Dy (i,))= Z (Bm)P {gj = ,u—B 7 } paraX = s,
m:w,o_ w Jip; | L HmPm w |
(5.54)

Na Eq. (5.54) se o n6 a montante de um ponto de integracao i ndo for igual ao n6 local

J, esta equacdo devera ser anulada. Isso implica que, quando Dj;(l,l) for nao-nulo, por

exemplo, Df( (I,NNE ) devera ser necessariamente nulo devido a funcdo upwind utilizada

para a mobilidade, e assim por diante.
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Determinacgdo da 2. Parcela da Eq. (5.48): Esta parcela representa a derivagdo da
pressao presente nas Eqs. (5.43) e (5.45) em relagdo as variaveis dependentes, mantendo a

mobilidade constante. Por isso quando a variavel dependente for a saturacdo esta parcela ¢

nula:

r -B
oR,
=4 ara X =
aX fluxos [ ]@ p p
- 5.55
- _B (5.55)
B =0 para X = s,
L aX ﬂuxos_e

onde [A]e ¢ a mesma matriz do elemento utilizada no IMPES e definida na Eq. (5.12).

Determinada a matriz completa do elemento no Método Totalmente Implicito, Eq.
(5.48), os valores devem ser transportados para a matriz global apresentada na Eq. (5.29),
seguindo um procedimento muito semelhante ao utilizado na montagem da matriz global da
pressdao no método IMPES, sintetizado na Fig. 5.1, com a exceg¢do de que para o método

totalmente implicito tem-se uma sub-matriz de 2x2 para cada posi¢ao na matriz,

oR, OR,
dp O0s,
oR, OR,
dp 0s,

conforme apresentado anteriormente na Eq. (5.29).

5.2.4. Critérios de Convergéncia e Calculo do Passo de Tempo

Convergéncia do Método de Newton. A solugio apresentada pelo Método de Newton
sera considerada convergida em cada passo de tempo quando os seguinte critérios baseados

nas maximas variagdes de p e s,, (norma /) forem satisfeitos:



76 J. CORDAZZO: TESE DE DOUTORADO EM ENGENHARIA MECANICA

user

max max

U+l v user
< (ASW )max

w w

max

onde v € o nivel iterativo e as grandezas com super-indices “user” sdo os valores limites em

cada iteracdo especificados pelo usudrio:

Ap”" = méxima variagdo permitida na pressio (valor padrio (default) = 10 kPa)

max

(As,) " = méaxima variagdo permitida na saturagdo de agua (valor default = 0,005).

Convergéncia da solugdo do sistema linear. Quanto ao critério de convergéncia do

solver, sera utilizado um esquema baseado nos mesmos valores Ap... e (Asw)i:i: utilizados

a;
nos critérios de convergéncia do Método de Newton. O solver permanecera iterando enquanto
as mudancas nos valores das varidveis primarias forem maiores que um determinado

percentual daqueles parametros. O valor padrao (default) utilizado foi 10%.

Determinacdo do passo de tempo. Embora sejam menores as restricdes do tamanho do
passo de tempo no método implicito, uma vez que este esquema ¢ mais estavel que o IMPES,
deve-se ter cuidado para que ele produza solugdes dentro da precisao desejada para o
problema em questdo, haja vista a aproximacdo da derivada temporal. Uma expressdo que
permite determinar o passo de tempo automaticamente em fungdo de parametros calculados
no passo de tempo anterior, e que vem sendo utilizada pelos simuladores comerciais (STARS

User’s Guide, 2002) em funcao de resultar em passos de tempo razoaveis ¢ dada por

user

1,75 DNormX,
DNormX,, +0,75 DNormX, "

At =At° (5.56)

min

onde DNormX__ ¢ a maxima variacdo da varidvel X durante o passo de tempo anterior, e
DNormX," é uma grandeza definida pelo usuario e que representa a mudanga tipica
esperada da variavel X em cada passo de tempo. Para os problemas considerados neste
trabalho, DNormX;M assume valores da ordem de 1000 kPa e 0,2, para X = p e sy,

respectivamente.
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O passo de tempo estimado pela Eq. (5.56) podera ainda assim ser inadequado se
resultar em um namero elevado de iteragdes do método de Newton para a obtencao da solugao
convergida ou se surgirem mudangas bruscas do valor das varidveis naquele passo de tempo.
Deste modo, deve-se utilizar um controle adicional do passo de tempo que abortara a solucao

de um dado um determinado nivel temporal se

l. O numero de iteragdes necessdrias para a convergéncia do Método de Newton
exceder um nimero maximo estabelecido pelo usuario (valor default = 10);

2. As variagdes da pressdo e saturagcdo forem maiores que valores pré-estabelecidos

pelo usudrio (valor default = 2- DNormX,'").

Em qualquer um destes casos a solu¢do deste nivel temporal ¢ interrompida, devendo
ser reiniciada, adotando-se um passo de tempo menor. Normalmente, uma redugao de 50% do
valor do passo de tempo tem demonstrado ser razoavel.

Por outro lado, se o passo de tempo estimado pela Eq. (5.56) for maior que um valor
especificado pelo usudrio, entdo o valor prescrito serd o utilizado. Caso seja menor que um
valor minimo prescrito, a simulagdo sera interrompida, porque, provavelmente, houve a

entrada de dados incompativeis com a modelagem fisica adotada.

5.2.5. Procedimento Computacional

As etapas do método de solucdo implicita das equacdes podem ser resumidas como:

1. Inicializar os vetores e matrizes:
a) zerando a matriz Jacobiana [A] e a matriz do elemento do IMPES [A]e , Eq. (5.12) que

sera utilizada também no Método Totalmente Implicito ( ver Eq. (5.55) );

b) computando os valores de B, i e as mobilidades das fases e suas derivadas em relag@o a
pressdo e saturacdo nos noés da malha;

¢) determinando em todos os pontos de integracdo a numeragdo local do nd localizado a

montante da face que contém o ponto de integragdo.

2. Em um loop sobre os elementos da malha:
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a) utilizar nos pontos de integracdo o valor das mobilidades e as suas derivadas que sdo

utilizadas no calculo dos termos D, , Eq. (5.53), de acordo com a numeragao local do né
localizado a montante (item 1 ¢).

b) determinar as matrizes de derivadas de cada fase - [DX ]e, Egs. (5.51) e (5.52).

¢) calcular a matriz local [A]e, Eq. (5.12), e adicionar cada coeficiente na sua posi¢ao

especifica nas matrizes locais de derivadas de residuos, Eq. (5.48). Além disso deve ser
criado um vetor de (NVNE x 1) multiplicando esta matriz pelo vetor de pressdo do elemento
Todo esse procedimento ndo necessita ser feito para a equagdo da agua.

d) adicionar as derivadas do termo de fluxo definidas nas matrizes locais na matriz
Jacobiana, e também o vetor local para o vetor global de termos independentes (ver se¢do

5.1.2).

3. Em um Joop sobre os nds da malha:

a) calcular o termo de acumulagdo, Eq. (5.32), e subtrai-lo do vetor de residuos, Eq. (5.37).
b) calcular as derivadas do termo de acumulacdo, Eqgs. (5.38) ¢ (5.39), e subtrai-las dos
termos correspondentes da matriz (2x2) localizada na diagonal da matriz Jacobiana, Eq.

(5.29).

Em um /loop sobre os nos que contenham pogos:

a) calcular o termo de pogo, Eq. (5.34), e adiciona-lo no vetor de residuos, Eq. (5.37);
b) calcular as derivadas do termo de pogo em fungdo do modelo de pogo adotado, e adiciona-

las na matriz (2x2) correspondente na diagonal da matriz Jacobiana, Eq. (5.29).

Resolver o sistema linear para determinar o vetor de incdgnitas, Eq. (5.29).

Avangar as varidveis dependentes no nivel iterativo: {pl"" ={pl" +{Ap}"" e

{SW}UH — {SW}U +{ASW}U+1 .

Verificar se a convergéncia foi obtida a partir dos critérios dados na secdo 5.2.4.
Se nido foi, volta-se ao passo 1, incrementando-se o nivel iterativo (v =v+1), ou
abortando a solucdo deste intervalo de tempo, reduzindo o passo de tempo e
tornando v =0, se o nimero de ciclos de Newton for demasiado grande ou se as

variaveis dependentes apresentarem variagao maior que o estipulado.

Avangar no tempo (¢ =t + At e v =0) e retornar ao passo 1.
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5.3. Esquema de Armazenamento de Matrizes Esparsas

As matrizes de coeficientes geradas nos métodos IMPES e Totalmente Implicito sdo
altamente esparsas, isto €, possuem um nimero elevado de valores nulos. Um armazenamento
de todos os seus coeficientes ¢ altamente ineficiente por trabalhar com uma quantidade
enorme de zeros e impraticavel em funcdo da capacidade de memodria dos computadores
atuais. Por isso existem esquemas especiais de tratamento de matrizes esparsas em que apenas
os valores ndo-nulos de uma matriz sdo armazenados.

A utilizagdo de esquemas de armazenamento de matrizes esparsas ndo invalida as
idéias gerais apresentadas na se¢ao 5.1.2 a respeito da formacdao das matrizes globais.
Contudo, os dados passam a ser estruturados ndo mais a partir de uma forma matricial, mas
utilizando trés vetores que definem todos os elementos ndo-nulos. O esquema mais simples €

denominado de formato coordenado (SAAD, 2000), cuja estrutura de dados é composta por

trés vetores de mesmas dimensoes:

1. Um vetor de inteiros com os indices das linhas;
2. Um vetor de inteiros com os indices das colunas;
3. Um vetor de niumeros reais contendo os valores nao-nulos localizados nas posi¢des

(linha, coluna) definidas nos outros dois vetores.

A Fig. 5.2 ilustra o processo de representacdo de matrizes esparsas neste formato,
apresentando um exemplo de uma malha composta por dois elementos — um triangular e outro
quadrilatero. Nota-se que, semelhantemente ao processo de formacao das matrizes globais
cheias, a matriz global esparsa representada desta forma continua sendo montada a partir da
informagao proveniente das matrizes locais de coeficientes, como deveria ser.

O esquema de armazenamento adotado neste trabalho é uma variante do formato
apresentado na Fig. 5.2, e ¢ denominado de formato de linha comprimida - Compressed
Sparse Row — CSR (BARRETT et al., 1994). Este ¢ o formato de entrada comumente
utilizado pelos pacotes computacionais por ser mais util nas operacdes matriciais tipicas,
embora ndo seja tdo simples e flexivel como o formato coordenado. Em vez de armazenar a
informac¢ao redundante referente a numeragao dos indices das linhas, é armazenado um vetor
que aponta para o primeiro valor de cada linha na matriz cheia. A Fig. 5.3 apresenta a matriz

mostrada na Fig. 5.2 no formato CSR. Além de economizar espaco na memoria do
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computador, no formato CSR tem-se a localizacao direta do inicio de cada linha, o que ¢ uma

informacao que agiliza as operagdes com matrizes.

2 o
O
30
Elemento Elemento
2 1
Y [ ]
Montagem da
Matriz Local Matriz Global
de Coeficientes
[Al. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 = Posi¢cdo nos vetores
1/1(1(1|2|2|2|2|2|3|3|3|4|4/4|4/4|5/5|5|5 = [ Vetor de indices das linhas ]
~ N
1 LV> 1124|5123 |4|5|2|3 11234 |/5|1/2(4|5 = [ Vetor de indices das colunas ]
000000 |00 OO OO0 OO O =IVefordevalores]
) N 1/1(1(1|2 2/2|2/3/3|3|4|\4 4|/5|5|5|5
< N —d
@ Oy o 1/2|4|5(1|2|3|4|5|/2|3|4|1|2/3|4|5/1|2|4|5
N D) o
AN O|0|O0] |O|0|0| |0|00
Matriz Esparsa 1]1]1]1]2]2]2]2]2[3]3[3]a[ala]alal5]5]5
Global de = 1]2]4|5]1|2]3/4a|5]|2|3]|a|1]2|3]a|5|1]2]|4a]5
Coeficientes [A] 00000000000 0OCO0OeOCO0OCO®O®QO®O

Fig. 5.2 - Procedimento de preenchimento da matriz esparsa (formato coordenado) definida por trés vetores que

contém os valores ndo-nulos e os indices que definem a posi¢do de cada um deles na matriz cheia.

Matriz Esparsa 1/5110|13]18 = Vetor IA [ de ponteiros para o inicio de cada linha ]
Global de = 1/2(4|5(1/2/3/4/5/2/3|4|1/2/3/ 4|5/ 124 5‘ = Vetor JA [ de indices das colunas |
Coeficientes [A] 0000000 e0 o000 e0 ®0 e e e 0 -=veraidevdores]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 = Posic@o nos vetores

Fig. 5.3 - Matriz esparsa da Fig. 5.2 no formato de linha comprimida (Compressed Sparse Row)
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A desvantagem da utilizagdo do esquema que armazena apenas os elementos nao-
nulos de uma matriz se manifesta durante o processo de construgdo, isto €, quando sao
visitados os elementos e os valores contidos nas matrizes locais sdo transferidos para a matriz
global. A dificuldade ¢ identificar diretamente a localizagdo de um coeficiente no vetor de
valores dados seus indices da linha e coluna correspondentes da matriz cheia. No entanto, as
bibliotecas numéricas disponiveis, como a COI-lib’ entre outras, apresentam algoritmos muito
eficientes que reduzem consideravelmente o trabalho de pesquisa da posi¢do de um
coeficiente no vetor de valores. Os casos rodados demonstraram que o tempo despendido
nesta tarefa ¢ incomparavelmente menor que o tempo gasto na solu¢ao do sistema linear. Por
i1sso nao foi dedicado muito esfor¢o neste processo, € sim na implementagao de um solver
mais rapido, o multigrid, que sera objeto de estudo no proéximo capitulo.

Porém, quando ndo se dispde de uma biblioteca numérica como a COI-lib para
processar a transferéncia de dados das matrizes locais para a global, pode-se criar algoritmos
como o proposto no Anexo 4 que sdao eficientes e de implementagdo simples, mas que
necessitam alocar uma quantidade, muitas vezes, excessiva de memoria, em fun¢do da criacao
de matrizes locais de enderecos em cada elemento. Em situacdes onde a capacidade de
memoria computacional ndo for uma restrigdo muito séria, estes esquemas poderdo ser uma

boa alternativa.

> A COI-lib é uma biblioteca grafica desenvolvida em C++ com o objetivo de facilitar o uso de aplicativos de
alta complexidade, permitindo a entrada de dados e visualizagdo de resultados de maneira simples e intuitiva.
Pode ser encontrada em http://www.sinmec.ufsc.br/sinmec/software/coi-lib.html.







Cap.
METODO MULTIGRID DE SOLUCAO

DO SISTEMA LINEAR

6.1. Caracteristicas do Método Multigrid

O multigrid ¢ um dos métodos disponiveis na literatura para melhorar a eficiéncia dos
solvers iterativos. De forma geral, eles se destacam por sua alta robustez, isto €, por sua
capacidade de resolver sistemas lineares provenientes de diferentes problemas fisicos sem
perda sensivel de eficiéncia (RAW, 1996). Solvers robustos requerem pouca intervencdo do
usuario na mudancga de seus parametros. Outra caracteristica verificada nos métodos multigrid
¢ a sua convergéncia monotonica, isto ¢, a solugdo fornecida pelo solver aproxima-se da
solucdo exata a cada iteragdo (VAN DOORMAAL et al., 1987; ELIAS et al., 1997).

Normalmente a qualidade da solucdo numérica estd diretamente associada ao nlimero
de pontos da malha utilizada, no sentido em que uma malha mais refinada representara com
maior fidelidade a solucdo da equagdo diferencial discretizada. Por outro lado, o custo
computacional para sua determinagdo ¢ mais alto. J4 em uma malha mais grosseira (com um
nimero menor de pontos de malha), a solugdo pode ser mais rapidamente obtida, porém com
uma qualidade inferior a da malha refinada devido aos maiores erros de truncamento. A idéia
basica do método multigrid ¢ utilizar malhas diferentes na resolu¢do de um problema a fim de
acelerar a convergéncia de malhas mais refinadas.

Alguns solvers sao robustos e eficientes na solucao de sistemas lineares com poucas
variaveis, mas seu custo computacional pode variar exponencialmente com o tamanho do
problema. Os solvers Gauss-Seidel e os métodos diretos em geral, por exemplo, apresentam
esfor¢o computacional que aumenta com o quadrado e com o cubo, respectivamente, do

numero de variaveis do sistema linear. Por isso, a ordem do solver ¢ outra importante

caracteristica a analisar. Ela é expressa como O(N), onde ¥ € a taxa que indica o aumento do

83
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esforco do solver com o nimero de variaveis (N) do problema. A Fig. 6.1 apresenta as curvas
tipicas que relacionam o custo computacional (tempo de CPU) com o ntimero de variaveis do
sistema linear para diferentes solvers. Percebe-se, nesta figura, que os solvers diretos, como
Elimina¢io de Gauss ¢ LU, sio métodos de elevada ordem - O(N’), e que portanto, sdo
impraticaveis para resolver problemas com grande numero de varidveis porque o custo

computacional torna-se excessivamente grande.

Eliminagdo de Gauss
1= = (Gauss-Seidel

""""" Multigrid

log ( Custo computacional )

log (N)

Fig. 6.1- Comparagdo entre o desempenho teorico de diferentes solvers

Os métodos multigrid, por sua vez, sdo lineares, isto €, possuem ordem - O(N), que € a
situagcdo ideal, embora apresentem custo computacional maior que os outros métodos para
nimero pequeno de varidveis, conforme pode se visto na Fig. 6.1. Esse mau desempenho na
solucdo de pequenos sistemas lineares deve-se aos procedimentos de obtencdo dos
coeficientes e de outros parametros das malhas grosseiras. Outros métodos iterativos nao
mencionados como Métodos de Gradiente Conjugado, GMRES, sao métodos que apresentam
curvas de convergéncia situadas entre a do Gauss-Seidel e a do multigrid na Fig. 6.1.

O método multigrid adotado neste trabalho ¢ do tipo algébrico, também chamado na
literatura de método multigrid baseado na corre¢dao aditiva (HUTCHINSON e RAITHBY,
1986), aplicado originalmente em malhas estruturadas. Neste método, que sera denominado a

partir de agora pelo acronimo ACM (The Additive Correction Multigrid), propde-se que as
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equagdes sejam deduzidas apenas para a malha refinada, sendo as equagdes utilizadas nas
malhas grosseiras obtidas apenas somando-se os coeficientes da malha original. Por isso nao ¢
necessario ter stencils fixos, o que evita inconsisténcias entre as malhas e ¢ uma caracteristica
muito apropriada para aplicagdo do método em malhas ndo-estruturadas como as utilizadas
neste trabalho. O processo de formagao das células grosseiras ¢ a dedugdo de suas equagdes
sao consideradas adiante neste capitulo.

Embora esteja sendo utilizada exaustivamente neste trabalho, deve-se mencionar que a
denominacdo multigrid ndo ¢ a mais adequada para descrevé-lo, porque, de fato, ndo
necessita-se mais gerar as malhas grosseiras e nem discretizar as equagdes diferenciais nelas.
Porém, para evitar incompatibilidades com diversos trabalhos da literatura e em funcao de que
muitas vezes deseja-se caracterizar graficamente as conexdes das equacdes utilizadas nas

malhas grosseiras, procurou-se manter esta denominagao.

6.2. Mecanismos Envolvidos no Multigrid

De forma geral ha trés mecanismos envolvidos no método multigrid:

1. Transferéncia de informacdo da malha grosseira para a refinada.
2. Solucao na malha grosseira.

3. Transferéncia de informacao da malha refinada para a grosseira.

Embora pareca, a primeira vista, ser mais intuitivo discutir estes mecanismos na
ordem inversa, isto ¢, de 3 a 1, ¢ mais didatico, pelo menos para o ACM, descrevé-los

exatamente nesta ordem, o que serd feito com mais detalhes na seqiiéncia.

6.2.1. Transferéncia de Informacido da Malha Grosseira para a Refinada

Esta etapa ¢ denominada “operagdo de prolongag¢do” (BRIGGS er al., 2000;
TROTTENBERG et al., 2001), e nela a varidvel da malha refinada tem a sua estimativa
atualizada com um valor de correcdo que contribuird para a eliminagdo dos erros de baixa

ordem. No ACM propde-se que a malha grosseira forneca um vetor com as corregdes a serem
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adicionadas na solucdo da malha refinada. Desta forma, a estimativa da variavel sera

incrementada assim

D =D, +6, (6.1)

onde @, ¢ a solugdo corrigida da varidvel @ calculada para o n6 P da malha refinada e
utilizada como estimativa inicial na proxima iteracdo, @, ¢ a ultima estimativa desta variavel
na malha refinada, ou seja, a solugdo mais recente, ¢ 0, ¢ a correcdo proveniente da malha

grosseira. Nesta equacdo P representa cada um dos volumes de controle que compdem a
célula /. A Fig. 6.2 mostra um exemplo da formagao das células da malha grosseira a partir de
uma malha de volumes de controle ndo-estruturada, denominada na figura de malha original,

que ¢ aquela onde se procura a solucao do sistema linear.

Malha grosseira

Malha original

\ Volumes utilizados na
formacgéo da célula |

Fig. 6.2 - Processo de formagdo das malhas grosseiras a partir da aglomeragdo dos volumes de controle da malha

original, onde se procura a solug@o do sistema linear

Note que, embora o método de solugdo das equagodes seja baseado em elementos —

EbFVM, as equagdes finais na malha original sdo o resultado da aplicacdo dos principios de
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conservagao nos volumes de controle. Objetiva-se no multigrid que estes principios apliquem-
se também nas equacgdes da malha grosseira e, por isso, ela deve ser construida pela unido de
volumes de controle, como ilustrado na Fig. 6.2, e ndo de elementos de malha, que seria um

procedimento bem mais simples.

6.2.2. Solucao na Malha Grosseira

Para que sejam obtidos valores de correcdo (J, ) adequados ¢ necessario estabelecer

equacdes a serem resolvidas nas malhas grosseiras que tenham forte relacdo com a fisica do
problema a ser resolvida na malha original. Por isso nos métodos multigrid tradicionais as
equagdes diferenciais sdo também discretizadas e resolvidas nas malhas grosseiras. Porém
esse procedimento aumenta o custo e a complexidade computacional, criando eventuais
inconsisténcias entre malhas. Para evitar essas dificuldades ¢ utilizado um procedimento

diferente no ACM.

Deseja-se definir um &, de tal forma que o residuo da equag@o de cada volume de
controle da malha original torne-se mais préximo de zero. Em tltima instancia esse ¢ o
objetivo do multigrid, como ¢ o de qualquer solver. Uma condi¢do que pode ser explorada
advém da inspe¢do de que na solugdo exata do sistema linear o residuo de cada equagao ¢
nulo, assim como deve ser nulo também o somatério dos residuos das equagdes de quaisquer

volumes de controle do dominio

> Ry=0 (6.2)

® - . , 1 ~ . < g . ~
onde R, ¢ a expressdo mais recente do residuo’ da equagdo de P e, devido a discretizagdo em

EbFVM, tera a forma

Rp=by= 4, D= D, 4,9, (6.3)

nb de P

' Deve-se evitar confundir a expressdo do residuo R que é definido sob o ponto de vista do solver (problema
linear), com o residuo R do método de Newton e empregado apenas no método Totalmente Implicito (problema
nao-linear).
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onde nb representa os nos vizinhos a P, 4 ¢ a matriz de coeficientes e b ¢ o vetor de termos

independentes.

Se for substituida a variavel @, da Eq. (6.1) em (6.3), tem-se

ﬁP:bP_AP,P(éP-Fé‘])_ z AP,nb(¢nb+ é‘nb) (6.4)

nb de P

Mas, reconhecendo a expressdo do residuo A, presente na equagdo anterior

by =4, , Py - Z Ap oy @y =Rp (6.5)

nb de P

pode-se reescrever a Eq. (6.4) como

LCR; =Rp— AP,P51 - Z AP, nb5nb (6.6)

nb de P

Escolhendo convenientemente quais volumes de controle fardo parte da célula 7, e

somando seus residuos de acordo com a Eq. (6.2) obtém-se

OZZ{‘%P_AP,Pé‘I - z AP,nh5nh} (6.7)

Pel nb de P
que escrito da forma tradicional resulta em

A1,151 + Z AI,NB§NB =b, (6.8)

NB de !

onde NB ¢ o indice das células vizinhas a / na malha grosseira, e

A= Ay +Z{ Z) Ay nb} (6.9)

Pel Pel | (nbdeP
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A[,NB = Z z AP,nb (6.10)

Pel | (nb deP)el

b, =Y { R} 6.11)

A solugdo do sistema de equagdes representado pela Eq. (6.8) fornecera as corregdes
que serdo somadas a solu¢do da malha refinada e que irdo satisfazer a condi¢do desejada e
estabelecida na Eq. (6.2). A constru¢do dos coeficientes das Egs. (6.9) e (6.10) requer um
procedimento computacional bastante simplificado mesmo para malhas nao-estruturadas, uma
vez que consiste em apenas somar coeficientes da malha refinada. O leitor podera ver a forma
final dessas equagdes aplicadas a um exemplo pratico em Maliska (2004), onde, através de
um problema cartesiano bidimensional, poder-se-4& compreender melhor o principio de
formacdo dos coeficientes das malhas grosseiras apresentado aqui.

Esse procedimento de obtencdo das equacdes das malhas grosseiras tem um
embasamento fisico importante. Elias (1993) demonstra que isso ¢ equivalente a forgar a
conservacdo dos fluxos nas interfaces das células grosseiras, o que ¢ uma caracteristica
desejavel, uma vez que o Método de Volumes Finitos ¢ embasado nos principios de
conservagdo. Essa ¢ a razdo porque Raw (1996) adverte que todas as equacdes da malha fina
devem estar em sua forma conservativa quando se emprega o0 ACM. E importante destacar, no
entanto, que o procedimento descrito nesta secdo ndo ¢ equivalente a discretizar as equagdes

nas malhas grosseiras, que € o que se queria evitar para nao precisar lidar com stencils fixos.

Consideracoes sobre o Solver Utilizado na Malha Grosseira. Normalmente nao se
deseja obter uma solu¢do muito precisa nas malhas grosseiras, uma vez que se necessita
apenas de valores utilizados como corre¢cdo. Por isso os solvers iterativos utilizados no
multigrid sdo freqiientemente denominados de métodos de relaxacdo ou suavizagao
(smoothing methods) (TROTTENBERG et al., 2001), e serdo denominados doravante neste
texto de solver-base. Assim, a precisdo do solver ndo ¢ a caracteristica mais importante e
desejada nesta tarefa, e sim a rapidez com que ele itera, o que ndo recomenda o uso direto da
maioria dos métodos conhecidos na literatura como ndo-estacionarios: GMRES, Gradiente

Conjugado, Orthomin etc.
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Os métodos estaciondrios ou ponto a ponto, como Jacobi e Gauss-Seidel, tém sido
bastante utilizados como solver-base do multigrid por serem rapidos e de simples
implementagdo (PHILIPS e SCHMIDT, 1984; ELIAS, 1993; WANG et al., 1995).

Os métodos baseados na fatoragdo incompleta LU (Lower/Upper Triangular
Decomposition) também tém sido utilizados como solver-base do multigrid e, em muitas
vezes, com melhores resultados que os métodos de relaxacdo tradicionais (RAW, 1996;
BASTIAN e HELMIG, 1999). A idéia basica desses métodos ¢ encontrar uma matriz de
coeficientes aproximada, construida de tal forma que o processo de solucdo torne-se rapido,
permitindo trabalhar com os ndo-zeros e resolvendo iterativamente o sistema linear resultante
(MALISKA, 2004). Normalmente esta fatoracao tem sido utilizada para determinar a matriz
pré-condicionadora de métodos ndo-estaciondrios (MARCONDES, 1996), mas também
contribui para a implementacdo de métodos de relaxacdo com resultados bastante
satisfatorios. Por ndo precisar determinar com precisao as matrizes [L] e [U], que € o processo
mais custoso no solver direto LU, uma solu¢do inexata para o sistema linear pode ser
rapidamente obtida.

O processo de constru¢ao das matrizes [L] e [U] incompletas ¢ praticamente idéntico
ao do método LU tradicional, a menos do fato de que apenas os valores nao-nulos na matriz
original sdo modificados. Esta ¢ uma caracteristica importante porque este procedimento,
denominado de fatoragdo ILU(0), ndo altera o formato de armazenamento da matriz de dados,
e portanto, ndo demanda reformata¢io da matriz esparsa’ (SAAD, 2000). Obtidas as matrizes
[L] e [U] incompletas, inicia-se o processo iterativo, determinando-se uma correcdo nas
variaveis com o método de decomposi¢ao LU e atualizando-as, até atingir a norma do residuo
escolhido. Este procedimento estd apresentado com mais detalhes no Anexo 5, e ¢ bastante
distinto do empregado nos métodos diretos (solver LU tradicional, por exemplo). Na
realidade, um solver direto ndo exerce a funcdo desejada no multigrid se for utilizado para
obter a solucdo de todas as malhas porque, além de ser demasiadamente demorado na
obtencdo das solugcdes com malhas mais finas, ele ndo aproveita as correcdes obtidas das
solugdes de malhas mais grosseiras como estimativa inicial, uma vez que os métodos diretos
ndo sdo iterativos.

O ILU(0) pode ser uma boa op¢ao para atuar como solver-base do multigrid porque

possui uma taxa de convergéncia bastante alta devido a atualizacdo de todas as incognitas em

2 Outros métodos de fatoragdo incompleta que diminuem a quantidade de valores ndo-nulos desprezados também
sdo relatados na literatura, como ILU(1), ILU(2) etc., mas que aumentam a quantidade de memoria utilizada e o
trabalho na realizagdo da fatoracdo.
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uma mesma iteracdo. Essa caracteristica, também conhecida como fortemente implicita, ¢
destacavel porque ¢ sempre dificil estimar previamente € com maior precisdo o numero de
iteragdes do Gauss-Seidel em cada malha grosseira necessario para acelerar a convergéncia do
multigrid, embora cada iteragdo do Gauss-Seidel seja mais rapida que a do ILU(0). Foi
verificado que em malhas com poucos nos, por exemplo, a quantidade utilizada normalmente
¢ superestimada, enquanto que para malhas bastante refinadas esta quantidade ¢ insuficiente,
divergindo a solucdo. Os resultados preliminares obtidos neste trabalho demonstram que o
solver ILU(0), por ndo ser ponto a ponto, apresenta uma menor dependéncia do nimero de
iteracdes com o tamanho da malha. Além de conferir uma maior implicitude ao método, este
solver também ¢ bastante adequado na solugdo de problemas anisotropicos, tornando-se um
solver TDMA (Tridiagonal Matrix Solver) no caso limite de coeficientes muito grandes em
apenas uma dire¢do (RAW, 1996).

Neste trabalho optou-se por obter a solu¢do da malha mais grosseira que tiver poucas
variaveis, normalmente menos que 50, de forma exata através do solver direto (LU), também
descrito no Anexo 5, enquanto que, para as demais malhas, utilizar-se-4 o solver iterativo

ILU(0) ou o Gauss-Seidel, que serdo objetos de comparacao no Cap. 8.

6.2.3. Transferéncia de Informacao da Malha Refinada para a Grosseira

Esta etapa do multigrid ¢ usualmente denominada de esquema de restrigdo ou
interpolagdo (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001). Mas ao contrario do que
vale para a maioria dos métodos multigrid tradicionais, elas ndo se aplicam muito bem no
método multigrid utilizado. A razdo ¢ que no ACM nao ¢ realizada nenhuma transferéncia de
informac¢do de varidveis primarias das malhas refinadas para as grosseiras. Em vez disso,
como demonstrado na se¢do anterior, sdo passados apenas os valores dos coeficientes e dos
residuos das equacdes da malha refinada para serem somados em cada célula, em um processo

de transferéncia de dados computacionalmente bastante simplificado.

6.3. Tipos de Ciclos Multigrid

Normalmente a utilizagdo de duas malhas apenas — uma refinada e outra grosseira —

nao ¢ suficiente para acelerar a convergéncia da solugdo, pois podem existir ainda outros erros
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de baixa freqiiéncia® que ndo estio sendo eliminados na malha grosseira utilizada. Assim, é
comum empregar diversas malhas grosseiras de tal forma que possam ser eliminados a maior
parte dos diferentes modos de freqiiéncia dos erros. A ordem como essas diferentes malhas
sdo resolvidas define um “ciclo” do multigrid, que pode ser do tipo flexivel ou fixo.

Os ciclos flexiveis caracterizam-se por sempre iterar o solver-base depois dos
procedimentos de restricdo e prolonga¢dao. Em fungdo da taxa de convergéncia obtida, o
algoritmo arbitra entre: passar para uma malha mais grosseira, ficar iterando no nivel atual, ou
retornar para uma malha mais refinada. O numero de “varridas” do solver ¢, portanto, variavel
em cada malha. A principal dificuldade associada ao uso deste tipo de ciclo ¢ o
estabelecimento de critérios adequados e gerais para a tomada de decisdo quanto a
necessidade de mudanca de malha.

Os ciclos fixos, por sua vez, sdo construidos definindo-se previamente a seqiiéncia das
diferentes malhas utilizadas e o nimero de “varridas” do solver em cada uma delas. Os ciclos
fixos mais utilizados sdo os ciclos V, W e F, e que sdo ilustrados na Fig. 6.3 para diferentes
niveis (quantidade de malhas utilizadas). Note que os trés ciclos sdo idénticos para os casos
em que se tém apenas dois niveis. Com trés niveis os ciclos W e F ainda sdo idénticos,
enquanto que para os demais casos os trés ciclos sdo completamente distintos. As
configuragdes de cada ciclo para quantidades de niveis maiores que as apresentadas na Fig.
6.3 podem ser obtidas seguindo-se a mesma regra de formag¢do mostrada.

No ciclo V o esforgo computacional ¢ despendido na mesma propor¢do para resolver o
sistema linear em cada uma das diferentes malhas, enquanto que nos ciclos # ¢ F a maior
parte do trabalho ¢ dedicada nas malhas grosseiras. Como as solucdes das malhas grosseiras
sdo obtidas mais rapidamente, o multigrid que utiliza os ciclos W e F tem demonstrado ser
mais rapido do que o multigrid que utiliza o ciclo V' (ELIAS, 1993; RAW, 1996).
Independentemente do ciclo adotado, no entanto, normalmente ¢ utilizado um solver direto
para obter a solu¢ao na malha mais grosseira (destacada com um quadrado na Fig. 6.3), uma

vez que o sistema linear desta malha ¢ bem menor.

* Como ja foi comentado no Cap. 2, durante um processo iterativo o erro embutido em uma solugdo pode ser
decomposto em modos de alta e baixa freqiiéncias. Em uma dada malha, apenas os erros com comprimento de
onda equivalente as dimensdes de seus volumes de controle sdo reduzidos eficientemente com os métodos
iterativos ponto a ponto. Os erros de menor freqiiéncia geralmente causam estagnacgio do solver.
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n=0
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Ciclo V
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n=0
N n=1
Ciclo F 7e2
i n=3
' n=4

:
2 niveis 3 niveis 4 niveis 5 niveis
® [nicio do ciclo. Calcula os residuos na malha original e ® Recebe as corregbes do nivel acima e itera o
os transfere para a malha grosseira do nivel acima. solver-base um nimero fixo de vezes (relaxagéo)
O Transfere os residuos do nivel anterior para o préximo. O Resolve com solver direto (solugdo exata)

Fig. 6.3 - Ciclos multigrid com diferentes nimeros de niveis (quantidade de malhas), onde » indica o nimero do

nivel

Portanto, resumindo a Fig. 6.3, pode-se dizer que cada vez que o nivel aumenta, isto &,
quando o valor de n ¢ incrementado, tem-se a operacdo de restricdo ou transferéncia de
informac¢do da malha refinada para as grosseiras (se¢do 6.3), enquanto que cada vez que o
nivel diminui tem-se a solu¢do das equacdes das malhas grosseiras (secdo 6.2) seguido da
operagao de prolongacao ou transferéncia de informac¢ao das malhas grosseiras para a refinada

(secdo 6.1).

6.4. Formacio da Malha Grosseira

A eficiéncia do método multigrid depende decisivamente da forma como os volumes
de controle sdo aglomerados para a forma¢do das malhas grosseiras. Como um mesmo valor
de corre¢do ¢ aplicado a todos os componentes de uma célula da malha grosseira, o ideal seria
compor células grosseiras com volumes de controle que apresentassem variaveis cujos valores
devam ser atualizados aproximadamente com corre¢des de mesma magnitude. Isso indica que

deveria ser evitada a inclusdo, em uma mesma célula grosseira, de volumes de controle que
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venham a ter valores das incégnitas demasiadamente diferentes, como por exemplo, aqueles
separados por falha geologica. Esse cuidado ¢ importante porque sera dificil encontrar um
valor Unico de corre¢do da pressdo que seja uma boa estimativa para volumes de controle que
estejam de um lado e de outro da falha (o primeiro pode ter um alto valor de pressdo e com
tendéncia de aumentar ainda mais, enquanto que o segundo pode ter um valor baixo de
pressao e com uma menor tendéncia de aumentar ou até diminuir).

Um critério baseado na andlise do valor dos coeficientes pode ser um bom indicativo
para nortear o processo de aglomeracgdo. Se o coeficiente entre dois volumes de controle i e,
por exemplo, tiver um valor muito pequeno em comparacdo ao coeficiente dos volumes de
controle j e k, € muito provavel que os valores esperados da fun¢do calculada em j e & sejam
muito mais proéximos entre si que os valores da funcdo em i e j. Assim, os volumes j e k
seriam mais indicados para estarem presentes em uma mesma célula da malha grosseira do
que os volumes i € j.

Além disso, um esquema de aglomeragdo baseado no valor dos coeficientes pode
contribuir para a reducdo das diferencas das escalas de tempo da propagacdo da informagao
pelo solver (ELIAS et al., 1997). Essas diferencas surgem em fung¢do da anisotropia dos
coeficientes e geralmente causam a estagnacao do solver. Por estas razdes, optou-se neste
trabalho em adotar este esquema deste tipo.

A andlise dos coeficientes baseia-se essencialmente em duas etapas. Na primeira,
examina-se se um volume vizinho a uma célula tem condi¢des de ser aglomerado. Se sim, na
segunda etapa examina-se se existird outra célula também vizinha aquele volume que tem
melhores condi¢des de aglomera-lo.

Essas etapas podem ser matematicamente expressas através de duas regras de analise

dos coeficientes da matriz:

v’ Regral: max(4,,,4,,)2omax(4,,,4,,) (6.12)

i
s

v’ Regra 2: max(Ai,P,AP ) > oy max [max(AP’nb, Ay p )] (6.13)

! (nb de P)e 1

onde o ¢ uma constante. O valor de & =1/2 funcionou bem nos problemas testados e, por
isso, € o valor utilizado neste trabalho. Os sub-indices P, i, & e nb representam volumes de
controle tais quais os mostrados na Fig. 6.4, definidos de tal forma que P ¢ o indice do volume
de controle que se deseja agrupar a uma cé€lula / , /& representa um volume de controle de

referéncia dentro da célula, i ¢ o volume vizinho de P localizado dentro da célula 7, e nb
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representa todos os volumes de controle vizinhos a P localizados fora da célula, inclusive
aqueles ndo nomeados com “nb” na figura, mas que sao evidentes em fungdo do processo de

discretizac¢do das equagdes adotado.

Célula I
® ® ® ® *—
[ ] o o ([ ®
h i P nb
® o ® o o

Fig. 6.4 - Volumes de controle de interesse no processo de formagdo da célula grosseira /

E importante notar que os termos relacionados ao fluxo advectivo que sdo calculados

por fungdes upwind — UDS originam coeficientes assimétricos, isto ¢, 4, , normalmente ¢
muito diferente de 4, ,, criando conexdes muito fortes em um sentido e muito fracas no outro.

Mas isso ndo adiciona dificuldades no processo de aglomeracdo porque as regras 1 e 2, Egs.
(6.12) e (6.13), baseiam-se no maior valor destes coeficientes.

Embora a utilizagdo dessas regras assegure que sejam agrupados volumes de controle
que tenham coeficientes de mesma ordem, elas ndo produzem uma tUnica solugdo e nao
asseguram que a eficiéncia do solver seja maximizada. Deve-se adotar ainda outros critérios
para evitar, por exemplo, a criagcdo de células com razao de aspecto muito ruim (células muito
compridas, por exemplo). Isso, além de causar anisotropia nos coeficientes das malhas
grosseiras, também aumenta o nimero de conexdes nas matrizes. Assim, para assegurar que
as células formadas tenham uma boa razdo de aspecto (o mais “redondo” possivel), deve-se
checar, juntamente com as duas regras, se o volume a ser aglomerado ja tem dois ou mais
vizinhos na célula. Se ele tiver, provavelmente sera um bom candidato a ser aglomerado
porque contribuird para manter a boa razdo de aspecto da célula grosseira.

A despeito da definicdo do nimero méximo e minimo de volumes a serem

aglomerados em cada célula, pode ocorrer ainda que algum volume fique isolado depois do



96 J. CORDAZZO: TESE DE DOUTORADO EM ENGENHARIA MECANICA

processo de aglomeracao. Neste caso, ele ¢ inserido na célula grosseira que contiver o vizinho
de maior coeficiente.

Este algoritmo ¢ utilizado recursivamente para formar todos os niveis de malha. O
ultimo nivel sera aquele que tiver um numero de células menor que um valor definido pelo

usuario (50, neste trabalho).

Informacées Adicionais sobre a Aglomeracio no EbFVM. E importante observar
que, devido a escolha das funcdes de forma na discretizagdo espacial das equagdes
diferenciais no EbFVM, o esquema de aglomeragdo adotado podera reunir em uma mesma
célula volumes de controle que, efetivamente, ndo sdo vizinhos. Esta situacdo esta
representada na Fig. 6.5, onde percebe-se que a malha grosseira formada por trés células, Fig.
6.5¢, possui duas delas, Células 1 e 2, compostas cada uma por duas partes. Cada uma destas
partes corresponde a volumes de controle que possuem uma “conexao”, isto €, um coeficiente
entre a célula e o ndo-vizinho forte o suficiente para justificar a op¢ao de inclui-lo na célula,
de acordo com as regras de aglomeragdo apresentadas na se¢do anterior. Normalmente este

coeficiente € denominado de coeficiente cruzado.

ii-l‘
RESE

a) Malha de Elementos b) Volumes de controle resultantes

Célula 3

Parte da
Célula 2

Parte da
Célulat1__

c) Células da malha grosseira

Fig. 6.5 - Ilustracao do processo de formacdo das malhas grosseiras destacando a possibilidade da presenca de

volumes “ndo-vizinhos” nas células
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Portanto, o conceito tradicional utilizado em malhas estruturadas de que “volumes de
controle vizinhos” devem necessariamente compartilhar uma interface comum de passagem
do fluido, e em conseqiiéncia terem um coeficiente de conexdo na matriz, ndo se aplica no
EbFVM, onde dois volumes serdo considerados vizinhos bastando que exista um coeficiente

nao-nulo entre eles na matriz dos coeficientes, independentemente de sua disposi¢do espacial.

6.5. Implementaciao Computacional do Multigrid

O solver multigrid foi implementado em C++ utilizando os conceitos de programagao
orientada a objetos, polimorfismo, templates etc. (JOSUTTIS, 1999; STROUSTRUP, 2000).
Embora se reconhega que este estilo de programagdo acaba nido sendo mais eficiente que a
programagao estruturada tradicional, a sua escolha se justifica, pois o aplicativo criado torna-
se mais facilmente legivel, com grande potencial de manutenc¢do e reaproveitamento.

A 1idéia central da implementagdo ¢ tornar cada um dos niveis de malha um objeto
composto de matrizes, vetores e escalares. Assim, cada nivel terd a sua propria matriz de
coeficientes (no formato comprimido), seu vetor de termos independentes e vetor solucio.
Um outro vetor muito importante, € que deve estar presente em cada um destes objetos, € o
vetor coarse. Ele € o resultado do processo de aglomeragdo e ¢ fundamental na construcao da
matriz de coeficientes do nivel grosseiro mais imediato. Este vetor relaciona cada volume de
controle a célula em que estd contido. A Fig. 6.6 ilustra o papel desempenhado pelo vetor
coarse, apresentando a disposicdo e numeracdo dos nds de uma determinada malha ¢ as
células grosseiras formadas.

O solver multigrid foi desenvolvido de uma forma geral para resolver também
sistemas de blocos, isto ¢, aqueles em que cada termo da matriz de coeficientes ¢ uma sub-
matriz. Nestes casos, cada um dos sistemas lineares dos niveis grosseiros também ¢ composto
por matrizes de blocos, e seu processo de formacao segue as mesmas premissas aplicadas aos
sistemas sem blocos (Secdo 6.4). Deve-se, no entanto, definir qual sera o pardmetro utilizado
no exame do volume de controle que tem a conexa@o “mais forte” e que, portanto, devera fazer
parte de um mesmo bloco na malha grosseira. A Eq. (6.14) ilustra os diferentes coeficientes
presentes em cada sub-matriz que podem ser combinados a fim de produzir um numero
representativo das conexdes fortes. Este ¢ o formato do sistema linear com matriz de blocos

quando a solucdo das equagdes ¢ totalmente implicita.
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a) Nés de uma determinada malha

b) Células da malha grosseira

Vetor _ ’2‘2‘3‘1‘3’2|3‘1‘1‘1’3’3‘2‘3‘ = Numero que identifica a célula

Coarse ) o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 = Nés da malha mais refinada

Fig. 6.6 - Tlustracdo da informagdo armazenada no vetor coarse

BRTI aRT] aRT] aRTI -
ap 1 aSwl ap n aswn
aRwl aRwl - aRm aRm { Ap 1 } RTI
dp, s, dp, 0s,, ) || A R,
P T T B _ (6.14)
aRT,, aRT,, aRT” aRT” ] Apn R,
dp, Os,, dp, Os,, As,, R
R, IR, R, IR,
ap 1 aSwl ap n aS wn ~

Neste trabalho, optou-se, no processo de aglomeragdo, por analisar simplesmente a
magnitude do coeficiente da equacio da pressdo que multiplica Ap, isto &, o valor de OR, /dp

em cada bloco. Esta escolha foi pautada no fato de que a equacao da pressao € a equacao que

expressa a conservagdo global, e por isso ¢ mais representativa do que a equacdo da
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conservagao da agua. Ja a escolha do coeficiente que multiplica Ap nesta equacao deve-se a

presenca direta da pressdo no termo de fluxo e ndo da saturagdo, que estd presente diretamente
apenas no termo transiente das equagdes de conservagao.

O armazenamento computacional do sistema linear de blocos ¢ feito de uma forma
parecida com o armazenamento dos sistemas sem blocos. A diferenga ¢ que os vetores de
linhas e colunas passam a referenciar os blocos, e cada coeficiente presente nos blocos sdao
armazenados em vetores de (1x4) como ilustra a Fig. 6.7. Essa ¢ uma forma geral que permite

utilizar a mesma estrutura do multigrid independentemente da forma do sistema linear.

1 2 38 4 &§ 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 = Posigdo nos vefores

[1]1]1]1]2]2]2]2]2]3][3][3[4][4]4]4]4]5][5][5]5]| =]Vetorde indices das linhas |
. 1/2/4|5|1|2|3(4|5(2/3|4/1|2|3|4|5|1/2|4|5 = [ Vefor de indices das colunas |
Matriz de
Copficjentes /A oje/o[ojo[ejo]o/e[o[e[o]o[e[0[eo]0/@[0[e
{de.biccos) 0/0/0/0/0/@/0[0/@[0/@[0(0[®[0[®]00[®0[0| | maumsdevaores]
0|0[0[0|0/@[0|0[®[0/@[0]0/®|0 @00 ®0[0
opolojlc/elclo@e0l@e[oc/c/e0/@00@0o
dR,
- 7 9,
il o, R
a-pl aswl L
— aswl
R, R, oR,
apl aSwI ap]
oR,
aSwl

Fig. 6.7 - Tlustragdao do armazenamento de matrizes de blocos no multigrid

O esquema de armazenamento de sistemas de blocos apresentado na Fig. 6.7 ¢
imprescindivel para tornar geral o processo de formacdo dos diversos niveis e facilitar a
implementagdo das operagdes de determinagdo das malhas grosseiras e de suas matrizes de
coeficientes. Porém, para que fosse possivel a solucdo dos sistemas lineares de cada nivel
utilizando esta estrutura de dados, foi necessario adaptar as rotinas dos solvers-base Gauss-
Seidel e ILU(0) para a resolucdo de sistemas de blocos. Os testes preliminares mostraram que
os solvers-base tornaram-se demasiadamente lentos com esta adaptagdo, em relagdo a sua
implementag¢do padrdo de solugdo de sistemas lineares com matrizes no formato de linha

comprimida (Compressed Sparse Row). Suspeita-se que isto seja em razao da quantidade
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enorme de operadores logicos do tipo if-else, lagos do tipo for-end que sao necessarios para as
varridas dentro dos blocos da matriz de coeficientes.

A solucdo encontrada foi criar, a partir da matriz de blocos da Fig. 6.7, um segundo
armazenamento do sistema linear para cada nivel no formato de linha comprimida (Fig. 5.3),
que nao identifica mais os blocos. Como isso ¢ feito apenas uma vez no inicio da solucdo do
multigrid (imediatamente ap6s a definicdo dos sistemas lineares de cada nivel grosseiro), o
tempo despendido neste processo ¢ compensado pela rapidez conseguida pelo solver, que ¢
chamado inimeras vezes nos diferentes niveis de malhas grosseiras.

Detalhes adicionais sobre a implementagdo do solver multigrid podem ser obtidos nos

fluxogramas apresentados no Anexo 6, que resumem todas as rotinas empregadas.



Cap.
AS “TRANSMISSIBILIDADES”

NEGATIVAS EM MALHAS TRIANGULARES

O objetivo deste capitulo ¢ estudar e esclarecer o problema do aparecimento de
transmissibilidades negativas (FUNG et al., 1993; SONIER et al., 1993), que ocorre quando
determinados tipos de elementos triangulares sdo utilizados. Esse ¢ um assunto pertinente,
porque advoga-se que deve ser evitado o uso de malhas que resultem na criagao destes
termos. Para este estudo, inicialmente sdo revisados alguns conceitos importantes relativos as
transmissibilidades, sendo na seqiiéncia estudada a sua aplicagdo em malhas que utilizam

triangulos.

7.1. A Origem do Conceito de Transmissibilidade

O termo transmissibilidade tem sido utilizado exaustivamente na industria do petréleo
e teve sua origem na utilizacdo de malhas estruturadas ortogonais, onde o célculo do fluxo ¢
realizado a partir da informagdo armazenada em dois pontos (MALISKA et al, 2001,
CORDAZZO et al., 2002). Mesmo no caso de malhas estruturadas nao-ortogonais, como o
caso mostrado na Fig. 7.1, quando o fluxo ndo pode ser calculado corretamente a partir de
dois valores nodais apenas, o conceito de transmissibilidade continua sendo utilizado, pois os
fluxos transversais sdo desprezados por serem pequenos em relacdo ao fluxo na direcdo

principal.

Fig. 7.1 - Volumes de controles de uma malha ndo—ortogonal destacando os dois pontos utilizados no calculo do

fluxo

101
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No conceito tradicional do célculo do fluxo a partir de dois pontos, a vazao
volumétrica de um componente entre dois volumes adjacentes j € k£ em uma solugao discreta

das equagdes de transporte ¢ dado por

N, S
qjk :Z(ﬂ’mk)jk d_jk(pk_pj)m (71)
m=1 Jjk

onde A4, ¢ a mobilidade da fase m, N,, ¢ o nimero de fases, k ¢ a permeabilidade absoluta, Sj

uma 4rea de passagem do fluxo, dj uma distdncia adequada para o calculo do gradiente na
face e p ¢ a pressdo. Nesta expressdo as grandezas que sdo dependentes da geometria e do

meio podem ser agrupadas na forma

N,

9y =Ty (/Im )jk (pk ~P; )m 72

m=1

3

onde Tj ¢ denominada de transmissibilidade que, portanto, ¢ assim definida
S
T, =hy —~ (73)

As transmissibilidades sdo calculadas apenas no inicio da simulag¢do, ndo tendo seus
valores alterados ao longo do tempo quando a malha ¢ fixa e a permeabilidade absoluta ¢
constante, que ¢ a situacdo mais comum. A sua utiliza¢ao pratica na engenharia de petroleo ¢
muito conveniente porque as falhas geolodgicas, citando apenas um exemplo, podem ser
facilmente modeladas alterando-se os valores das transmissibilidades. Em um caso extremo
de falha selante localizada na face que separa dois blocos, a transmissibilidade entre eles ¢
tomada como zero. O mesmo conceito ¢ empregado em outras areas da engenharia, como o de

condutancia em transferéncia de calor, por exemplo.
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7.2. A Transmissibilidade em Malhas Triangulares

Como visto, o conceito de transmissibilidade surgiu com a utilizacdo do calculo do
fluxo em uma determinada face a partir dos dados relativos a apenas dois pontos. Uma
questdo consiste, portanto, em verificar se esta definicdo ¢é apropriada quando sdo utilizados
elementos triangulares. A estratégia para obter a resposta deve ser a mesma utilizada para a
defini¢ao tradicional da transmissibilidade apresentada na se¢do anterior, isto €, analisar a

expressao discretizada do fluxo entre os volumes de controle.

Fig. 7.2 - Elemento triangular composto por trés sub-volumes de controle (Svc)

Embora o método EbFVM tenha sido deduzido no Cap. 5 de uma forma aplicavel para
elementos triangulares e quadrangulares, as equacdes para elementos triangulares podem ser
deduzidas de um modo um pouco diferente, valendo-se do fato de que sdo utilizadas fungdes
de forma lineares nestes elementos. No Anexo 7 ¢ mostrada esta deducdo alternativa, mais
apropriada para a discussao das questdes neste capitulo. Pode-se mostrar, por exemplo, que o

fluxo volumétrico na face que separa os sub-volumes de controle / e 2 da Fig. 7.2 ¢ dado por
9, =4, [TléB(pz—p1)+1'é3(p3—p1)] (7.4)

sendo este o fluxo que atravessa o segmento AB desta figura. O fluxo que passa pelo

segmento BC, por sua vez, ¢ dado por
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Gy = A |25 (D= P+ 2 (= 1) ] (7.5)

onde A4, ¢ a mobilidade da superficie AB que separa os volumes 1 e 2, e assim por diante.

Quanto aos termos 7 destas equagdes, os sub-indices 12 e 13 indicam que se tratam de
coeficientes que multiplicam as parcelas (p2 — p;) € (p3 — p;), respectivamente, enquanto que
os super-indices AB e BC indicam que o termo teve origem no calculo do fluxo nas interfaces
dos sub-volumes “1 e 2”7 ¢ “1 e 37, respectivamente.

Nota-se que os fluxos que estdo cruzando as faces AB e BC ndo podem mais ser
calculados exatamente utilizando-se apenas dois pontos, como ¢ possivel com malhas
estruturadas ortogonais, pois na modelagem mais simples com elementos triangulares utiliza-
se uma fun¢do de forma que envolve os valores dos trés nds, definindo portanto um tUnico

plano dentro do qual a pressio s6 pode variar linearmente'. Analisando-se a ordem de

grandeza dos termos da Eq. (7.4) pode-se verificar que, de uma forma geral, o coeficiente 73

ndo é excessivamente maior que o outro coeficiente (7;; ), de modo que este ltimo pudesse

ser omitido, resultando em uma expressao do fluxo calculado apenas por dois pontos. Ou seja,
ndo ¢ uma questao de nado-ortogonalidade da malha que, quando a ortogonalidade ¢ pequena,
despreza-se a parcela do fluxo devido a ndo ortogonalidade e entdo pode-se definir a
transmissibilidade, pois apenas dois pontos passam a fazer parte no calculo do fluxo.
Somando-se as Egs. (7.4) e (7.5), tem-se para o fluxo total no sub-volume de controle

1 uma expressdo muito parecida com a obtida em malhas estruturadas,

51:313(193_1”1)"'312 (pz_p1) (7.6)
onde

S’313 = 11271/;3 +21371§C (7.7)

S12 = 21271/;3 + ﬂ'larlgc (7.8)

" A utilizagdo de fungdes de forma lineares, como as utilizadas nesta dedugdo, é o procedimento usual em se
tratando de malhas triangulares (HUGHES, 1987). A utilizacdo de fun¢des de forma mais complexas
(quadraticas, ctbicas etc.) foge ao escopo deste trabalho.
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Comparando-se as Eqgs. (7.4) e (7.5) com (7.6), tem-se para os fluxos que cruzam cada

interface da Fig. 7.2 uma interpretacdo bastante distinta daquela obtida em malhas

145 (5,80 0)
H_/ H_/

estruturadas:

NAO ¢ 0 NAO ¢ o
fluxo que fluxo que
passa pelo passa pelo
segmento segmento
AB'! BC!

pois 3, e 3, ndo sdo parcelas relacionadas apenas aos segmentos AB e BC,

respectivamente. O fluxo que passa pelo segmento AB ¢ dado pela Eq. (7.4) e o fluxo que
passa pelo segmento BC ¢ dado pela Eq. (7.5). Portanto, inspecionando-se as Egs. (7.2) e (7.3)

que definem as transmissibilidades, chega-se a uma segunda conclusdo importante:

S13 S12

H_JH_J

(&

NAO SAO
TRANSMISSIBILIDADES !

Por isso, usou-se o simbolo J, nesta expressdo, e ndo 7, como na literatura.

Logo, ndo ¢ mais possivel identificar a transmissibilidade em malhas triangulares e,
por isso, ndo ha nenhuma razdo fisica que impeca que os coeficientes da Eq. (7.6) sejam
negativos, contrariamente ao que ¢ mencionado em alguns trabalhos da literatura de
simulagdo de reservatdrios. Esta conclusdo independe do nimero de fases do problema, pois
mesmo no caso monofasico, quando a mobilidade ¢ igual a unidade nas Egs. (7.4) e (7.5),

para que o fluxo seja corretamente calculado € preciso usar trés pontos.
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E importante mencionar também que a expressao utilizada em outros trabalhos

(FUNG et al., 1991)

Xy Jt X J 1 Yyt J

44

(7.9)

i

[kxxblbj+k ab+k,ba +k a.a}

so ¢ aplicavel em escoamentos monofasicos e com propriedades constantes, isto ¢, quando as
mobilidades nas Eqgs. (7.7) e (7.8) sdo idénticas.

No proximo capitulo ¢ mostrado, a partir de um exemplo pratico, que o coeficiente
negativo que surge em funcdo da presenca de angulos maiores que 90° tem embasamento

fisico.



Cap.
RESULTADOS E COMPARACOES

Neste capitulo sdo apresentados os resultados de problemas-teste obtidos a partir da
formulagdo desenvolvida nesta tese. Em alguns casos consideram-se reservatérios de
dimensodes fisicas bem proximas daquelas verificadas nos trabalhos praticos da engenharia de
petroleo, enquanto que em outros casos, por comodidade e para facilitar comparagdes,
utilizam-se reservatorios de petroleo de dimensdes mais reduzidas, mas preservando as
principais caracteristicas encontradas nos casos reais.

As condi¢des de contorno utilizadas na maioria dos problemas resumem-se em
fronteira impermeavel. Dois tipos de pocos sdo considerados: injetores de agua e produtores
de 6leo e dgua, simulando um processo de recuperagao secundaria, normalmente utilizado nos
trabalhos de campo para aumentar a recuperacao de petréleo. A fim de facilitar a reproducao
por outros pesquisadores dos casos rodados, os dados utilizados sdo apresentados ao longo do
texto ou em tabelas especificas.

Este capitulo foi dividido em quatro partes distintas:

(1) Validacao numérica da formulacdo apresentada (se¢do 8.1);

(2) Apresentacdo e interpretagdo dos resultados do EbFVM e comparacdo com

softwares comerciais (segoes 8.2 a 8.6);

(3) Andlise do desempenho do solver multigrid em problemas de simulagdo de

reservatorios de petroleo (secdo 8.7); e

(4) Simulagdo de um caso pratico que reine grande parte dos aspectos investigados

e/ou propostos nesta tese (secao 8.8), a fim de mostrar as suas potencialidades.

107
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8.1. Validacao Numérica

O modelo numérico EbFVM desenvolvido serd validado comparando seus resultados
com uma solug¢do de referéncia. Para tanto, foi escolhido o problema unidimensional de
escoamento bifdsico em meios porosos, incompressivel, com propriedades constantes, com

injecdo constante de 4gua, sem pressao capilar e regido pela equagdo de Buckley-Leverett

0 o)
P b =0 o

que ¢ a versdao unidimensional da Eq. (4.1) escrita de forma a explicitar o fluxo fracionario,

/., , definido como

fu=2e (82)

A condi¢do inicial do problema em questdo ¢ s (x,0)=s, para 0<x<L,onde s 6 ¢
a saturacdo de dgua irredutivel e L ¢ a dimensdo na dire¢do axial. As condi¢gdes de contorno
sdo fluxos prescritos: ¢,(0,7) =g, ¢ g,(L,t)=—g,, para>0.

Por generalidade, as varidveis de interesse deste problema serdo adimensionalizadas

ou normalizadas, de acordo com o caso. A coordenada axial, por exemplo, serd

adimensionalizada como
x,=x/L (8.3)

e o tempo sera dado em niimero de volumes porosos injetados (VPI), que ¢ a relagdo entre os

volumes de fluido injetado e o poroso disponivel para este fluido escoar, dado por

Gy t u,t
t, = - =1 8.4
T (1-s,, =5, )AL L (8:4)
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onde s, ¢ a saturacdo de 6leo residual e u, ¢ a velocidade total (soma das velocidades do

Oleo e da dgua). A saturacdo da dgua sera normalizada como

§ = w wi (85)

As curvas de permeabilidade relativa serdo definidas pela correlagdo de Corey

__ 7.max n,
k _krw W

1Al

) (8.6)
k, =k (1-s)"

onde k“ e k™ sdo os valores maximos das curvas de permeabilidades relativas adotadas e

w

correspondem as saturagdes s,, € 5, =1—s

w or?

respectivamente, como descrito no Cap. 3 (Fig.
3.1). Na forma adimensionalizada, esses limites sdo s=0 e s=1. Os valores utilizados para
as permeabilidades relativas limites neste problema sdo k" =k =1.

Nesta secdo serdo comparados os resultados numéricos com a solugdo analitica da
equacdo de Buckley-Leverett empregando diferentes configuracdes de curvas de
permeabilidade relativa e razdes de mobilidades das fases'. Diferentes curvas de
permeabilidade relativa serdo obtidas variando-se o valor dos expoentes n,, € n, da correlacdo
de Corey. Curvas lineares correspondem a n,, € 1, iguais a unidade, como apresentado na Fig.

8.1a e Fig. 8.1b, enquanto que curvas quadraticas serdo obtidas quando n,, = n, = 2.0 (Fig.

8.1¢).

" A razo de mobilidades M ¢ definida como a razdo entre as mobilidades da agua e do oleo avaliadas na
saturacdo de agua s, = (1 —s,;) € s,,= 5,,; , respectivamente (DAKE, 2001). Neste trabalho, contudo, considerar-
se-a em todos os casos analisados que as permeabilidades relativas limites sdo iguais a unidade (k. = k" =1),
0 que permite expressar a razdo de mobilidades como uma razdo de viscosidades M =, /1, .
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1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 —=— Kry 0.6 —=— Kry
—o— Kro —o— Kro
0.4 —se—fy 0.4 —— fw
0.2 4 0.2 -
0.0 0.0 -]
0‘0 0?2 0.‘4 0‘6 0.‘8 1‘0 0‘0 0?2 0.‘4 0‘6 0.‘8 1‘0
Saturagédo de dgua normalizada Saturagdo de dgua normalizada
(a) M =1 e curva de permeabilidades (b) M =2 e curva de permeabilidades
relativas lineares relativas lineares
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064 —=— Kry
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0.4 3¢ fW
0.24
0.0
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Saturagdo de dgua normalizada

(c) M =2 e curva de permeabilidades
relativas quadraticas

Fig. 8.1 — Curvas de permeabilidades relativas das fases agua e o6leo (k,.,, € k,,) e de fluxo fracionario da fase

agua (f,,) utilizadas nas simulagdes

As razdes de mobilidades consideradas sdo M =1 e 2. A posicdo e a forma da frente
de saturagdo dependem fortemente de M, porque o fluxo fracionario pode ser expresso em

fun¢ao da razao de mobilidades,

f,=—" (8.7)

A Fig. 8.1 apresenta, sobrepostas as curvas de permeabilidade relativa, as curvas de f,, x s,
que serdo usadas nos testes.
A solucdo numérica do EbFVM foi obtida com o método IMPES, usando-se malhas

igualmente espacadas formadas por uma fileira horizontal de elementos quadrildteros. A
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estabilidade numérica foi assegurada utilizando passos de tempo que resultassem em Numeros
de Courant (CFL - Courant-Freidrichs-Levy ) iguais a unidade. Este numero adimensional ¢

definido como

At
CFL=u, "~ (8.8)

Ao se comparar as Egs. (8.8) e (8.4) percebe-se que, para problemas incompressiveis
resolvidos explicitamente, que € o caso aqui tratado, a condig¢do de estabilidade de Courant-
Freidrichs-Levy (CFL = 1) pode ser entendida como a necessidade de garantir, em cada passo
de tempo, a passagem de, no maximo, um volume poroso de fluido em cada volume de
controle.

Embora as malhas utilizadas sejam igualmente espagadas, os volumes de controle
resultantes ndo serdo uniformes em razao da existéncia de dois volumes de controle que tem a
metade da dimensdo dos demais: um no inicio e outro no final da malha. Por isso foram
empregados passos de tempo que asseguram CFL = 1 naqueles volumes, o que resultou em
valores mais conservadores do passo de tempo para a maioria dos volumes de controle.

A solucdo analitica da equacdo de Buckley-Leverett foi obtida seguindo os
procedimentos classicos apresentados na literatura (GREENKORN, 1983; LAKE, 1989; entre
outros).

Os resultados numéricos obtidos com o EbFVM para malhas com 20, 100 e 1000
elementos sdo apresentados na Fig. 8.2 para um tempo de simulacdo z4, = 0.5 VPI. Como se
pode notar, os resultados numéricos conseguem reproduzir o comportamento da frente de
saturacao independentemente se o perfil ¢ do tipo pistdo (Fig. 8.2a), se tem a frente suavizada
(Fig. 8.2b) ou se ¢ um pulso de dgua sendo advectado com uma regido suavizada atras do
mesmo (Fig. 8.2¢). E importante notar também que o aumento da razdo de mobilidades
suavizou a frente de deslocamento (Fig. 8.2b), como se fosse introduzida uma difusdo
numérica, o que acontece quando se emprega malhas demasiadamente grosseiras para
resolver escoamentos do tipo pistao. Neste caso, foram verificadas pequenas diferencas entre
as malhas grosseiras e a solu¢do analitica. Mas, o mais importante ¢ que todos os resultados

obtidos numericamente convergem para a solu¢do exata a medida que a malha ¢ refinada.
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Fig. 8.2 — Comparag@o entre os perfis de saturagdo ao longo da coordenada axial adimensionalizada para um

tempo de simulagdo #,= 0.5 VPI

8.2. As “Transmissibilidades Negativas” em um Caso

Pratico

Foi demonstrado no Cap. 7 que ndo faz mais sentido usar o termo “transmissibilidade”
no caso de malhas ndo-estruturadas. Portanto, ndo h4 impedimento a que os termos
usualmente denominados desta forma sejam negativos.

Como exemplo, considere o reservatorio de petréleo com 5 pogos, sendo trés
produtores (com pressdo de bloco prescrita) e dois injetores (um de dgua e outro de 6leo)
posicionados conforme mostra a Fig. 8.3. Nao ¢ usual injetar 6leo no reservatorio, contudo

isso ¢ realizado para gerar um escoamento que permite estudar os aspectos relevantes com
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maior facilidade, mesmo em um problema simples como este. As viscosidades da dgua e do
Oleo sdo iguais e 0 escoamento ¢ incompressivel. A geometria da malha e a localiza¢ao dos
pogos foram definidas de maneira a produzir dentro de cada elemento um escoamento na
dire¢do x apenas, resultando em um caso em que as pressdes dos blocos 3 e 5 sdo iguais. Essa
direcdo do escoamento se estabelece em fun¢do da discretizagdo realizada com fungdes de

forma lineares.

1 5
p =550 kPa 3
Go=05mx
‘— 5
2 2 >
Tm +— p=550kPa ¢ vV
05m
1 3
4 q,=05nm/d
p =550 kPa
y 3
im

Fig. 8.3 — Defini¢do geométrica do problema estudado

O elemento triangular de interesse e que sera tratado com mais aten¢ao nesta se¢do € o
elemento delimitado pelos nds 1, 2 e 3 e identificado pelo numero 2, que tem um angulo
interno maior que 90°. Ele aparece de forma destacada na Fig. 8.4, com seus sub-volume de
controle e seus nds com a numeracgao local, que neste caso ¢ coincidente com a numeragao
global dada na Fig. 8.3. Conforme discutido no Cap. 7, ¢ dito na literatura que este elemento

“causaria” transmissibilidades negativas, e portanto “deveria” ser evitado.
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<J

0>90° = 116,56°

Fig. 8.4 — Elemento triangular 2 da malha apresentada na Fig. 8.3, destacando os sub-volumes de controle

criados e o angulo obtuso que originaria transmissibilidades negativas.

A “transmissibilidade” negativa. A fim de mostrar a existéncia do termo comumente
denominado de transmissibilidade negativa e obter as equacdes de forma conveniente, iniciar-
se-4 a dedugdo do termo de fluxo para um dos volumes de controle presentes neste elemento.
Para tanto, considere a equac¢do do fluxo total deduzida no Cap. 7 para o sub-volume de

controle 1, svcl, da Fig. 8.4 que tem a forma

7,=3; (p3_p1)+312 (pZ_pl) (8.9)

No problema analisado p, = p;, 0 que reduz a equagao a

7,=3; (p3_p1) (8.10)

Também foi visto no Cap. 7 que o fator 3 ,, por sua vez, é composto por duas

parcelas,

SBM = /11271/;3 + A’l?;Tlic (8.11)
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onde 7/5° € zero devido a V.AS,. =0, onde AS,. é o vetor 4rea entre os pontos B e C da Fig.
8.4 e ¢ composto pelo segmento BC paralelo ao escoamento. As expressdes que determinam

cada um dos termos da equacdo anterior podem ser vistas no Anexo 7. Logo, o fluxo total do

sub-volume 1 da Fig. 8.4 sera dado por

0, =473 (py— 1)) (8.12)

Inspecionando-se a Fig. 8.4 conclui-se que o fluxo determinado pela Eq. (8.12) ¢
aquele que atravessa apenas o segmento AB, pois o segmento BC ¢ paralelo ao escoamento,
como mencionado. Entdo, na realidade, o fluido vai de svc/ para svc2, ndo apresentando
nenhuma relagdo com svc3, como poderia estar sendo sugerido pela presenga de (p,—p,)
nesta expressdo. A menos do trabalho de Palagi (1992) que apresentou importantes
contribui¢des, esta interpretagdo da correta direcdo dos fluxos ndo esta devidamente discutida
na literatura, e pode estar causando dificuldades em muitos modelos numéricos.

Além disso, deve-se notar que, como fisicamente o fluxo esta saindo do sub-volume 1

e indo na direcdo de 2, ele recebe sinal negativo na equacao de svcl,

g, =415 (ps—p) <0 (8.13)

e como (p,—p,)>0 e as mobilidades sdo positivas, por definigdo, conclui-se que

<0 (8.14)

o que fisicamente esta correto, embora este termo ndo tenha o significado fisico da
transmissibilidade discutido no Cap. 7. Talvez a presenga destes coeficientes negativos
impliquem em alguma dificuldade de solu¢do do sistema linear, mas, como visto, ndo ha
nenhum argumento fisico ou numérico que justifique construir malhas que evitem seu
aparecimento.

Resumindo, os termos das equagdes denominados usualmente de transmissibilidades
podem assumir valores negativos no caso de tridngulos obtusangulos. A pratica na area

numérica, contudo, tem demonstrado que a presenga de tridngulos muito deformados nado ¢é
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uma boa conduta mas, como visto, a rejeicdo de uma malha pela simples analise do sinal
destes termos ndo tem justificativa. Deve-se lembrar que o verdadeiro fator
“transmissibilidade” utilizado tradicionalmente em malhas estruturadas serd sempre um
nimero positivo porque representa o produto da permeabilidade absoluta pela area, dividido

pela distancia entre os nos.

8.3. Comparacio entre as Solucoes do Método Proposto e

de um Simulador Comercial

Nesta se¢do sdo comparadas as solu¢des do simulador EbFVM do pacote comercial
STARS da CMG (STARS User’s Guide, 2002; FUNG et al, 1991) com as solucdes do
simulador EbFVM proposto. Neste trabalho, o método empregado no simulador comercial
sera denominado doravante de “EbFVM tradicional”.

Antes de prosseguir nesta secdo, deve-se destacar que implementou-se, ainda, um
outro simulador que utiliza as mesmas equacdes do EbFVM tradicional, para certificar-se da
correcdo do simulador comercial. Nao ¢ incomum encontrar simuladores complexos com
equacdes implementadas erroneamente (MALISKA et al., 2002). Por isso, ¢ importante ter
um outro programa para realizar esta verificacdo. Nos casos rodados, ndo foram detectadas

discrepancias entre os resultados do STARS e do simulador desenvolvido.

8.3.1. Impacto nos Resultados do Caso Analisado no Item 8.2

Para aprofundar o entendimento das questdes numéricas envolvidas na discretizacdo
do problema da Fig. 8.3, pode-se comparar os fluxos produzidos pelo esquema numérico
proposto neste trabalho e pelo EbFVM tradicional. Para tanto, assume-se, que as saturagdes

de 4gua nos nés da malha da Fig. 8.4 sdo

s =0.0 s =0.0 s =1.0

wy ) w3
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Meétodo proposto. No método EbFVM proposto, as mobilidades sdo calculadas com
valores a montante de um determinado ponto de integracao, utilizando a Eq. (4.31), que ¢

reproduzida aqui:

Ay =4 se (/?ap-Ag) <0
_ i (8.15)
Ay =2 se (l;qp-Ag)jk>0

Por isso, as mobilidades A4,; e A4,; sdo calculadas com a saturagdo do no 3, isto ¢, com

saturagdo igual a unidade, enquanto que a mobilidade A4,, ¢ nula por ser calculada com

saturagdo zero. Assim, o fluxo de agua em scv/ calculado na Eq. (8.12), utilizando o esquema

de avaliacdo das mobilidades da Eq. (8.15), ¢ dado por
4,,=0 (8.16)
0 que confere com a fisica do problema, pois com o escoamento dirigido da direita para a

esquerda, conforme estd definido, ndo poderd sair dgua do sub-volume 1 para o 2 se a

saturagdo s, for nula.

Meétodo EbFVM tradicional. Mas, no esquema tradicional, ¢ importante relembrar

que o fluxo no sub-volume 1 ¢ dado por (FUNG et al., 1991)

4= AT (ps =)+ AT (P =) (8.17)
€ que, no problema estudado, em fun¢do de p, = p, e 4, =0, reduz-se a

q,= 4T (p;—p) (8.18)

Assumindo que k. = k, = k e substituindo os valores de x; e y; do tridngulo 2 definido

na Fig. 8.3 na expressao que determina o coeficiente 773 (FUNG ef al., 1991), obtém-se

T, =—0,25k (8.19)
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que, finalmente, substituido na Eq. (8.18), resulta em

q,,=—0,254,,k(p,—p,) (8.20)

Nao sera possivel empregar a Eq. (8.15) na determinagdo da mobilidade no método
EbFVM tradicional porque este método ndo usa informacdes armazenadas por elementos,
apenas por arestas. Deve-se optar, portanto, por uma das duas maneiras de calcular a
mobilidade apresentadas no Cap. 4.1.5, e que serdo relembradas brevemente nesta secao.

A primeira opcao ¢ o esquema de avaliacdo a montante (upwind) baseado na analise
do valor de pressdao nodal dos dois volumes de controle vizinhos a face onde se deseja avaliar

a mobilidade,

A, =4, se p,>p
e s (8.21)
Ay =4 ¢ P; <Dy

Assim, neste problema, A, serd calculada com a satura¢do do nd 3, tornando o produto

A3,k (p;— p,) ndo nulo e positivo, de forma que
4,,<0 (8.22)

o que significa que existe fluxo de 4gua saindo do volume 1, cuja saturag¢do de agua € zero.

Esta conclusdao se reveste ainda de maior importancia se for adotado o conceito da
interpretacdo dos fluxos aplicada a malhas estruturadas e usualmente empregada
erroneamente para o método EbFVM tradicional que diz, por inspecao da Eq. (8.20), que essa
massa que sai do volume 1 vai para o volume 3. Neste caso haveria um fluxo que leva massa
de um local onde ela ndo existe.

Pode-se, no entanto, calcular o fluxo obtido pela Eq. (8.20) utilizando-se o segundo
esquema de avaliagdo das mobilidades, e que usa o sinal do termo 7', (Pj - Pk) para definir o

valor das variaveis dependentes a montante,

(8.23)
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Comparando os resultados do STARS para diferentes situacdes com os do simulador
desenvolvido nesta tese que utiliza as mesmas equagdes, pode-se constatar que a Eq. (8.23) ¢

a opcdo implementada naquele software comercial. Neste caso, a mobilidade A, serd

calculada, em vez de utilizar a saturacao do nd 3, através da saturagao do né 1, que € zero. Isto

resulta em

q,,=0 (8.24)

o que confere com a fisica do problema. Por inspe¢do da Eq. (8.20), percebe-se, porém, que

para valores de satura¢do de dgua do n6 1 diferentes de zero, o valor de A4, sera positivo,

resultando em um fluxo negativo, como o calculado com o esquema anterior.

Conclusdo. Quando um dos tridngulos for obtusangulo, pode ocorrer uma inversao no
sentido do fluxo, sendo esta a verdadeira razao da recomendacao na literatura da necessidade
de se evitar tais situagdes. Para dngulos menores que 90° todos os fluxos, embora possam
estar contaminados com erros na maioria dos casos, pelo menos obedecem o sentido correto,
garantindo com isso resultados qualitativamente corretos. A inversdo do sentido do fluxo
altera completamente a fisica do problema, produzindo resultados freqiientemente
inaceitaveis.

O impacto da utilizacdo do esquema proposto e do tradicional para o problema
estudado, incompressivel e homogéneo, com permeabilidade absoluta k= 150 mbD,
viscosidades da agua e dleo igual a 1 cp, porosidade igual a 0.2, curvas de permeabilidade
relativas lineares” e At =0.001 d, ¢ apresentado na Fig. 8.5.

Nota-se que as curvas de corte de agua nos pogos produtores (watercut) na Fig. 8.5a,
que foram obtidas utilizando o EbFVM tradicional com as mobilidades calculadas a partir da
Eq. (8.21) apresentam valores negativos em um dos pogos. Este mesmo método numérico,
utilizando agora as mobilidades calculadas a partir da Eq. (8.23) ndo apresenta mais
saturacdes negativas, como mostra a Fig. 8.5b. Na Fig. 8.5¢ sdo apresentados os resultados
obtidos com o método EbFVM proposto e o esquema de avaliagdo das mobilidades da Eq.

(8.15). Nota-se que, com excecdo dos resultados da Fig. 8.5a, os demais resultados da Fig. 8.5

2 As curvas de permeabilidade relativa lineares sio obtidas empregando-se expoentes iguais a 1 na correlagio de
Corey dada pela Eq. (8.6).
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aparentam ser coerentes, embora os resultados da Fig. 8.56 tenham apresentado producao nula

de 4gua no pogo 1, o que ndo era o esperado.
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Fig. 8.5 — Curvas de corte de agua nos pocos produtores do reservatdrio da Fig. 8.3 obtidas pelos métodos
EbFVM tradicional (FUNG et al., 1991) e EbFVM proposto neste trabalho, com diferentes esquemas de

avaliacdo das mobilidades.

8.3.2. Interpretacao do Campo de Velocidades do Método EbFVM

O objetivo desta se¢ao ¢ mostrar que mesmo a visualizagdo de resultados obtidos com
o método EbFVM tradicional pode ser comprometida se forem empregados os mesmos
conceitos utilizados no processo de discretizagdo de suas equagdes. Em fun¢do da utilizagao

freqiiente de softwares de visualizagdo comerciais, ¢ comum a necessidade de calcular e
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plotar velocidades médias nos elementos da malha, mesmo sabendo que seria mais ldgico
visualizar uma velocidade em cada ponto de integragdo, pois ¢ aquela que foi utilizada no
calculo do fluxo nas equacdes discretizadas. Isto ¢ indiferente para elementos triangulares e
escoamento monofasico, porque o campo de velocidade dentro destes elementos € constante,
assim como o gradiente de pressdo, conforme descrito na secdo 4.1.3. No entanto, os
procedimentos usuais para escoamentos multifasicos podem resultar em vetores velocidade
com dire¢des opostas as esperadas e/ou com valores nao-fisicos.

Deve-se relembrar que na utilizacdo do método EbFVM tradicional apenas elementos
triangulares em 2D ou tetraédricos em 3D tém sido apresentados na literatura. Por isso,
continuar-se-a nesta secao usando apenas triangulos. No Anexo 7 ¢ deduzida a discretizagao

do gradiente de pressdo para estes elementos,

V)= {(pz — )y =)= (P, =P, ), —y,)}h

det(J)
(8.25)
n (p3 _pJ)(xz _x])_(pZ _p1>('x3 _x1> ]‘
det(J)

onde os sub-indices referem-se a numeragao local do elemento ¢ J é a matriz Jacobiana de
transformagdo (Eq. 4.19). Rearranjando termos, pode-se mostrar que esta expressao pode ser

escrita também como

vp{ys(pz —p,)+y:(p, = ps)+ 3, (P, —pz)}h

det(J)
(8.26)
. x;(p,—p,)+x,(p; - p,)+y,(p, - p;) ;
det(J)

que sdo as formas mais usuais de representar o gradiente de pressdo discretizado no método
EbFVM, e sdo utilizadas para determinar a velocidade de uma fase escoando em um meio

poroso

V =—2kVp (8.27)

onde, por simplicidade, o tensor permeabilidade absoluto ¢ considerado isotropico e

homogéneo.
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Como, para fins de visualizagdo, deseja-se obter uma velocidade média dentro do
elemento, a alternativa que parece mais plausivel € a que faz a média das velocidades nos trés

pontos de integragdo, pois sdo estas as utilizadas no célculo do fluxo que originam as

~ . . 3 . . T ;1. iy
expressdes discretizadas’. Assim, denominando pot A a média das mobilidades nos pontos

de integracdo, a velocidade média do elemento ¢ dada por

det(J)

7 ,{(pg —p)oe, =x,)=(p, — P, )x, —xj)].

" det(J)) /

v =71 k|:(p2_pl)(y3_y]>_(p3_pl)(y2_y1):|l'~\+
(8.28)

Esta equagdo ¢ bem diferente das duas possiveis expressdes que surgem em funcao da

utilizagdo dos procedimentos usuais que norteiam a discretizagdo do EbFVM tradicional

I7mz_l{/’»,,lz(pz—101)(y3—yl)—/’uml_g(ps—101)(y2—yl)}fJr
det(J)
(8.29)
—k /,i”m13(p3_pl)(xz_xl)_/lmlz(pz_pl)(x3_xl) ]A
det(J)
ou
Vm:_k{%ﬂmu(pz_p1)+yzﬂml3(p1_p3)+y1)“m23(p3_172)}¢+
det(J)
(8.30)

B (P p) A, (0 - p) 0 (o py) |
det(J) /

que se valem da premissa errdnea de que o fluxo pode ser calculado utilizando-se apenas dois
valores nodais de pressdo e que, por isso, pode-se multiplicar a mobilidade da fase

diretamente pela diferenca de pressdes. De fato, ndo parece ldgica esta introducdo de

* Quando for necessario visualizar um campo variavel e continuo de velocidades no interior do elemento deve-se
buscar outros tipos de médias, como as propostas por Jayantha e Turner (2001), e que resultam em um valor
médio do gradiente de pressdo nos volumes de controle (nds da malha). Nesta proposta, pode-se empregar as
fungdes de forma para obter o gradiente de pressdo, e em conseqiiéncia, velocidades, em qualquer posi¢do no
interior do elemento.
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mobilidades diferentes multiplicando as diferentes parcelas do gradiente de pressdo, que ¢
constante dentro do elemento triangular. No entanto, ¢ exatamente este o procedimento
utilizado no célculo dos fluxos multifasicos durante o processo de obtenc¢do das equagdes
discretizadas no EbFVM tradicional (FUNG et al., 1991).

O resultado da utilizagdo de cada uma das expressdes dadas nas Egs. (8.28) a (8.30)
serd constatado em um problema pratico. A Fig. 8.6 apresenta dois elementos triangulares que
possuem valores nodais simétricos de pressao e mobilidades nos nds. Esses valores podem ser
interpretados como uma estimativa inicial ou o resultado de uma simulagdo. Pretende-se

visualizar do campo de velocidades originado em cada tridngulo a partir destes dados.

-~
>

1]
o o

Numeragéo Local

1m
Elemento 1 Elemento 2 Numeracéo Global
p=5 MPa p=4MPa |4 p=5 MPa
y % =30Pa’s’ r=5Pa's’ A =30Pa’s’

im im

Fig. 8.6 — Elementos triangulares e seus valores nodais de pressdo e mobilidade empregados no calculo de uma

velocidade média no elemento

Dependendo da expressdo de velocidade discretizada utilizada, pode-se obter vetores
completamente diferentes como demonstra a Fig. 8.7. Para facilitar a visualizacdo, estes
vetores nao estdo sendo plotados no baricentro do elemento. A utilizagdo da Eq. (8.29), apesar
de resultar em um campo simétrico como mostra a Fig. 8.7a, apresentou componentes
horizontais demasiadamente grandes em relacdo as verticais. Isso ndo tem suporte fisico,
considerando-se que a componente vertical do gradiente de pressdo € visivelmente maior que
a horizontal, como se pode constatar pela simples inspecdo dos dados apresentados na Fig.
8.6. A Eq. (8.30), por sua vez, resultou em um campo de velocidades que, além de ndo ser
simétrico, apresentou componentes verticais com diregdes opostas em cada elemento (Fig.

8.7b), 0 que nio se justifica em fungao das pressdes simétricas prescritas nos nos.
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Fig. 8.7 — Vetores velocidade determinados através das expressoes: (a) Eq. (8.29), (b) Eq. (8.30) e (¢) Eq. (8.28).

Nota-se na Fig. 8.7¢ que a expressao empregada neste trabalho, Eq. (8.28), foi a tinica
que conseguiu reproduzir, pelo menos qualitativamente, o campo de velocidades esperado,
uma vez que apresentou a componente vertical desta velocidade nitidamente maior que a
horizontal. Além disso, as velocidades em cada elemento sdo simétricas, o que também
concorda com a simetria dos valores de pressdo dados. O valor da permeabilidade absoluta
utilizado em todos os casos foi de 1,13.10"° m?, produzindo uma componente vertical da
velocidade de 1 m/dia nos dois elementos. Esta componente foi utilizada como fator de escala

para as demais velocidades plotadas nesta figura.

Conclusdo. Esses resultados revelam um aspecto importante no uso de métodos
numéricos. Nas opera¢des numéricas, devido a discretizacao, ¢ simples calcular variaveis em
pontos do dominio a partir de médias (das mais diversas) dos pontos nodais. Estas médias
podem produzir resultados contrarios a fisica do problema, conforme foi o caso mostrado,
aqui aplicado para um problema de pés-processamento. E por isso que todas as aproximagdes
numéricas devem ser sempre amparadas pela fisica, a comegar pela integracdo da equagdo

diferencial em sua forma conservativa.
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8.4. As Duas Parcelas do Efeito de Orientacao de Malha no
EbFVM

Considerando, ainda, o termo de fluxo, a utilizacdo de uma funcao de interpolacdo de
baixa ordem (upwind unidimensional) no célculo da mobilidade cria uma dependéncia
andmala dos resultados com a direcdo das linhas da malha (YANOSIK e MCCRACKEN,
1979). Este tipo de interpolagdo garante estabilidade no método numérico, mas torna as
solucdes fortemente dependentes da malha. Este ¢ o chamado efeito de orientacdo de malha e
¢ originado, portanto, pela forma como os termos de mobilidade sdo calculados nas interfaces
dos volumes de controle.

E possivel demonstrar a existéncia de um outro erro numérico, que pode se manifestar
principalmente quando sao utilizadas malhas ndo-estruturadas, de origem semelhante ao efeito
de orienta¢do de malha e que ¢ criado pela forma como as equagdes discretizadas multifasicas
sdo obtidas. A saber, pela integracdo das equacdes diferenciais monofésicas e posterior adi¢ao
dos termos de mobilidade. Ja4 foi comentado neste texto que este ¢ um procedimento
inadequado para malhas ndo-estruturadas e, como sera demonstrado, resulta em erros
numéricos que podem ser predominantes nos resultados do EbFVM tradicional. A
manifestagdo deste erro serd identificada neste texto como um segundo efeito de orientacao de
malha porque cria solugdes fortemente dependentes da malha e esta relacionado ao computo
das mobilidades, caracteristicas do conhecido efeito de orientagdo de malha considerado no
paragrafo anterior.

O impacto da utilizagdo das funcgdes de interpolagdo upwind unidimensionais nos
resultados do método EbFVM e a manifestacdo dos dois efeitos de orientacio de malha
mencionados sdo os assuntos considerados nesta se¢ao e estudados em problemas-teste

simples.

8.4.1. Deslocamento Radial

Empregando elementos quadrilateros, Bajor e Cormack (1989) propuseram estudar o
efeito de orientacdo de malha em uma geometria radial semelhante a apresentada na Fig. 8.8,

e que consiste de um pogo injetor circundado por pogos produtores simetricamente
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posicionados. Elementos triangulares sdao utilizados para viabilizar as comparagdes dos

resultados do método proposto com os obtidos com os métodos tradicionais.

Pogo injetor

0.8

0.6

¥ {mj

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

% {m)

Fig. 8.8 — Malha utilizada para avaliar o efeito de orientagdo de malha (48 nos e 68 elementos)

As razdes de mobilidades dos fluidos estudados neste problemas sdo M =1 ¢ 10. Os
dados utilizados na simulacdo para M = 1 estdo apresentados na Tab. 8.1. Os resultados das
simulacdes para M = 10 foram obtidos utilizando-se os mesmos dados da tabela, modificando-
se a viscosidade do 6leo (4, = 10 cp) e as curvas de permeabilidades relativas, que passam a

. . 4
ser definidas da seguinte forma

PR— 831)

M)+,

k, =1-k, (8.32)
onde f =s,.

* O procedimento de determinagdo das curvas de permeabilidade relativa em fungdo do fluxo fracionario e da
razdo de mobilidades ¢ recomendado por Yanosik e Mccracken (1979) para os estudos dos efeitos de orientagdo
de malha. Eles demonstraram que esses efeitos se manifestam em deslocamentos tipo pistdo que, por sua vez,
surgem quando emprega-se expressdes do fluxo fracionario do tipo f;, = s, f, = s,°, entre outras, acentuando-se
com o aumento da razdo de mobilidades.
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Tab. 8.1 — Dados usados na simulag¢do no problema da simulagdo radial com M = 1

Porosidade 0,2
Permeabilidade (isotropica) 150 mD
Espessura da camada I m
Viscosidades da agua e do dleo lep
Compressibilidades da agua e do 6leo 0
Fatores volume de formagao da agua e do dleo 1
Syi 0
Sor 0
k., avaliada em s,, = 1-s,, 1
k,, avaliada em s,, = s,,; 1
Expoentes da curva de Corey, n, € n, 1
Vazio de injegdo de agua no pogo injetor 0,01 m*/d
Pressdo de fundo no pogo produtor 100 kPa
Indice de pogo I mD.m
Passo de tempo 0,01d

Na Fig. 8.9 sao apresentadas as curvas de corte de 4gua nos pogos produtores para
diferentes razdes de mobilidades. Observa-se nesta figura que, em virtude de se tratar de um
problema com deslocamento radial, o método proposto apresentou os melhores resultados
pois suas curvas apresentaram menores diferencas de producdo de agua entre os pocos.
Percebe-se que, embora os resultados do método proposto apresentem um efeito de orientagao
de malha que aumenta com a razdo de mobilidades, os resultados do EbFVM tradicional
apresentaram um aumento ainda maior.

Uma outra forma de observar as diferencas mostradas na Fig. 8.9 ¢ através da
visualizacdo das curvas de iso-saturacdo, como as apresentadas na Fig. 8.10. A razdo de
mobilidades utilizada neste caso foi M = 1, suficiente para se perceber que a solugdo do
EbFVM proposto neste trabalho, Fig. 8.10b, revela ser mais simétrica do que a solugao obtida
pelo método tradicional, Fig. 8.10a, o que ndo deixava de ser esperado em fun¢ao do que foi

demonstrado na Fig. 8.9.
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Fig. 8.9 — Curvas de produgéo de agua nos pogos produtores obtidos pelos métodos EbFVM tradicional e

proposto neste trabalho para diferentes razdes de mobilidade

(a) EbFVM tradicional (b) Método proposto

Fig. 8.10 —Isolinhas de saturacdo para o tempo de simulagdo de 23 dias obtidas pelos diferentes métodos
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Esta deficiéncia do método EbFVM tradicional se acentua quando sao utilizados

triangulos com piores razdes de aspecto, como mostrado a seguir.

8.4.2. Malhas de Triangulos Obtusangulos

O proximo caso analisado envolve a simulagdo de um reservatorio de petrdleo
discretizado com uma malha composta apenas por tridngulos obtusangulos, isto ¢, tridngulos
que contém um angulo maior que 90°, como os apresentados na Fig. 8.11. De acordo com o
que ¢ descrito na literatura, elementos deste tipo deveriam ser evitados, uma vez que
resultariam em “trasmissibilidades negativas” (FUNG et al, 1993; SONIER et al., 1993).
Pretende-se mostrar o impacto da utilizagdo destes elementos nos resultados dos diferentes

métodos.

Pogo
produtor

0.8 B

0.6 .

¥ (mj

0.4 1

02F E

4 Fogo Injefor
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x{m)

Fig. 8.11 — Malha de triangulos utilizada nas simulagdes (17 nos e 24 elementos)

Neste exemplo a injecdo de dgua se da no pogo localizado no canto direito inferior da
malha e a produgdo se d4 no canto oposto. Os dados utilizados nas simulagdes sao os mesmos
do problema anterior e estdo detalhados na Tab. 8.1, com exce¢do da vazao de 4gua no pogo
injetor, que neste caso foi aumentada para 0,1 m’*/d.

A Fig. 8.12 apresenta a comparagao das curvas de producao de dgua no pogo produtor
obtidas pelo simulador comercial STARS, utilizando o método EbFVM tradicional, e pelo

simulador desenvolvido neste trabalho.
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Fig. 8.12 — Comparacao das curvas de produgio de dgua

Embora na Fig. 8.12 ndo sejam tdo evidentes as diferencas entre os resultados, os
campos de saturacdo originados pelos dois métodos sdo significativamente diferentes, como
mostrado na Fig. 8.13. A despeito da malha utilizada ndo ser perfeitamente simétrica (Fig.
8.11), o EbFVM tradicional apresentou resultados com demasiada assimetria e com a frente
de saturagdo pouco realista, uma vez que o escoamento de dgua parece ndo estar se dando
preferencialmente na dire¢cdo da linha que une os pogos injetor e produtor conforme pode ser
visto no lado direito da Fig. 8.13a. Isso ndo aconteceu com os resultados obtidos pelo método

proposto, que demonstraram ser fisicamente mais coerentes e significativamente melhores
(Fig. 8.13b).

8.4.3. Arranjo de Pocos Five-Spot

O esquema five-spot ¢ um arranjo de pogos bastante conhecido ¢ um dos mais
importantes esquemas de injecdo do tipo padrio repetido’. O padrio-base consiste em um
pogo produtor rodeado por quatro pogos injetores, como mostrado na Fig. 8.14a e b. A sua

utilizacdo no estudo dos efeitos de orientagdo de malha foi introduzida por Todd et al. (1972),

° Os esquemas de injegdo visam aumentar a recuperagdo de petréleo e sdo classificados em dois grupos
principais: injecao periférica e injecdo em padrio repetido (ou injecdo em malhas). No primeiro grupo, 0s pogos
injetores estdo localizados na base (periferia) do reservatorio e os produtores se agrupam na sua parte central. No
segundo grupo, os pocos estdo uniformemente distribuidos em toda a area do reservatorio, seguindo um padrédo
ou malha basica que se repete em todo o dominio (ROSA et al., 2006).
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Fig. 8.13 — Mapas de saturag@o obtidos pelos diferentes métodos para dois tempos de simulagio

que demonstrou que, devido a simetria geométrica, a discretizagdo espacial pode ser realizada

utilizando-se duas malhas:

(1) com uma malha orientada diagonalmente entre os pogos, representando um quarto

do padrao-base do arranjo de pocos five-spot (Fig. 8.14a), e

(2) com uma malha orientada paralelamente a linha que une o pocgo injetor ao produtor

(metade deste padrao-base), como mostrado na Fig. 8.14b.

Na regido de interseccdo das duas malhas (Fig. 8.14c) espera-se obter resultados
idénticos. No entanto, sabe-se da literatura que, utilizando malhas Cartesianas regulares, os

resultados sdo diferentes, especialmente para altas razdes de mobilidade.
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(a) Malha diagonal (b) Malha paralela (c) Superposicdo das malhas

Fig. 8.14 — Malhas utilizadas no arranjo de pocos five-spot

Em fungdo da possibilidade de empregar elementos triangulares na discretizagdo
espacial do dominio, pode-se facilitar a interpretagao dos resultados simulando o escoamento
na area de superposicdo das malhas utilizando malhas como as apresentadas na Fig. 8.15, que
representam ' e 2 das malhas paralela e diagonal do esquema five-spot, respectivamente.
Nota-se que os elementos triangulares foram criados dividindo ao meio cada elemento
quadrilatero original da malha Cartesiana, e por isso aparecem rotacionados em 90°. Tratam-
se, portanto, de malhas regulares.

Foram simulados quatro casos, envolvendo diferentes razdes de mobilidade: M =

1/100, 1, 4 e 10. Os dados usados na simulacdo estdo apresentados na Tab. 8.2, além das

curvas de permeabilidade relativa, definidas a partir das Egs. (8.31) € (8.32) com f, =s,’.

r o FPogo r o Fogo
produtor produtor
0.8k - 0.8k
0.6 - 0.6
E E
- 0.4+ & - 0.4+
nzp 4 02k
Pogo o g Pogo o g
: 02 0.4 0.6 0.8 1 : 02 0.4 0.6 0.8 1
injetor ° « injetor ° «
(a) Malha paralela (b) Malha diagonal

Fig. 8.15 — Malhas utilizadas na simulagido do problema five-spot
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Tab. 8.2 — Dados usados na simula¢do no problema five-spot com M = 1

Porosidade 0,2
Permeabilidade (isotropica) 150 mD
Espessura da camada I m
Viscosidades da agua e do dleo lep
Compressibilidades da agua e do 6leo 0
Fatores volume de formagao da agua e do dleo 1
Syi 0
Sor 0
Vazao de injegdo de agua no pogo injetor 0,05 m*/d
Pressdo de fundo no pogo produtor 100 kPa
Indice de pogo I mD.m
Passo de tempo 0,001 d

Os resultados obtidos pelos métodos EbFVM tradicional e o proposto neste trabalho
para as malhas da Fig. 8.15 sdo comparados na Fig. 8.16 para diferentes razdes de mobilidade.
Nota-se que ambos os métodos apresentam diferencas de produgdo de dgua no pogo produtor
entre as malhas paralela e diagonal. No entanto, no método tradicional, 8 medida que a razao
de mobilidade aumenta, o efeito de orientacdo de malha aumenta em uma propor¢do maior
que no EbFVM proposto. Importante mencionar que ambos os métodos utilizaram as mesmas
fungdes de interpolagdo para a mobilidade (upwind). Um outro ponto que merece ser
destacado ¢ que os resultados da malha diagonal do método proposto se aproximam dos da
malha paralela do método tradicional, resultando num efeito de orientacdo de malha invertido

do tradicional relatado na literatura, para todas as razdes de mobilidade pesquisadas.

Discussdo. O comportamento anomalo das solugdes obtidas com o método tradicional
mostrado na Fig. 8.16d, que se manifesta, principalmente, para altas razdes de mobilidade e
que se caracteriza pelo aumento repentino da producao de agua na malha paralela e a
diminuicdo na seqiiéncia, ¢ idéntico as das curvas produzidas por malhas Cartesianas e
relatadas na literatura (YANOSIK e McCRACKEN, 1979; BAJOR ¢ CORMACK, 1989;
SHIN e MERCHANT, 1993). Estes resultados se manifestam exatamente quando a malha de
triangulos € construida dividindo-se quadrilateros em triangulos retangulos, sendo esta a razao

da recomendagdo de alguns autores de evitar este procedimento de geracdo de malha
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(SONIER ¢ EYMARD, 1993). Na realidade, a razdo da semelhanca dos resultados
apresentados com os resultados de malhas Cartesianas pode ser facilmente compreendida:
com este tipo de malha, o coeficiente correspondente a conexao entre os dois nds separados
pela hipotenusa do tridngulo ¢ anulado. O resultado, portanto, ¢ um esquema de calculo de
fluxos por 5 pontos que tem as mesmas caracteristicas do cartesiano, incluindo seu principal

ponto fraco: o efeito de orientagdo de malha demasiadamente acentuado.
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Fig. 8.16 — Comparacao das curvas de produgdo de 4gua no poco produtor obtidas por diferentes métodos que

utilizam a mesma fungdo de interpolagdo upwind para avaliar as mobilidades

Consideracoes sobre a fung¢do wupwind. Como mencionado anteriormente, o0s

resultados da Fig. 8.16 foram obtidos para ambos os métodos aproximando a mobilidade nas

interfaces dos volumes de controle através da funcdo de interpolacdo upwind. Diversos

trabalhos tém mostrado que o célculo da avaliagdo das mobilidades ¢ uma questdo-chave na
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reducdo do efeito de orientagdo de malha, sendo propostas diferentes fungdes upwind para a
obtengdo de resultados mais razoaveis (TODD et al., 1972; VINSOME e AU, 1979;
FRAUENTHAL et al., 1985), mas que sdo de dificil aplicagdo em malhas ndo-estruturadas.

Como foi discutido no Cap. 5, a equagdo da pressao € uma equagao eliptica e, por isso,
permitiria, ao contrario da equacdo da saturagdo, a utilizacdo de uma fungdo de interpolagio
de mais alta ordem na avaliagao das mobilidades sem ocasionar oscilagcdes na solugao. Por
esta razdo, foi implementada a opgdo de resolver a equagdo da pressdo calculando as
mobilidades através das proprias fungdes de forma, que ¢ um procedimento bastante trivial no
método proposto, conforme pode ser visto no Anexo 8. Na equagdo da satura¢ao continuar-se-
4 avaliando a mobilidade (escrita, agora, em termos do fluxo fraciondrio) com a fungdo
upwind. A aplicagdo pratica desta nova formula¢do nos problemas analisados nesta se¢ao
pode ser visto na Fig. 8.17, que compara a nova solucgdo, identificada como EbFVM (FF),
com a obtida empregando a fun¢do de interpolagcdo upwind nas duas equacdes: saturagdo e
pressao, representada por EbFVM (U).

Nota-se na Fig. 8.17a e b que as solu¢cdes EbFVM (FF) e EbFVM (U) obtidas com
baixas razdes de mobilidade sdo praticamente idénticas independentemente da aproximacao
da mobilidade na equacdo da pressdao. Mas, mesmo assim, as solugdes das malhas diagonal e
paralela ndo sdao ainda idénticas, apresentando um pequeno efeito de orientagdo de malha
remanescente, que pode estar sendo ocasionado pela aproximagdo da mobilidade por funcao
upwind na equacao da saturacdo, que continua sendo realizada.

Quando a razdo de mobilidades aumenta, Fig. 8.17¢ e d, o efeito de orientacdo de
malha aumenta em uma propor¢cdo menor quando sdo utilizadas as funcdes de forma na
avaliacdo das mobilidades na equacgdo da pressdo, indicando que estas fungdes de interpolacao
de mais alta ordem estdo contribuindo, mesmo que parcialmente, apenas na equacdo da

pressao, para a redugdo do efeito de orientacao de malha.
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Fig. 8.17 — Comparagao das curvas de producdo de 4gua no poco produtor obtidas pelo método EbFVM
utilizando como fungdo de interpolacdo da mobilidade na equagdo da presséo as fun¢des de forma (FF) ou a

fun¢do de interpolagio upwind (U)

A Fig. 8.18 compara os mapas de isolinhas de saturacdo das malhas paralelas e
diagonais obtidas com M = 10, para um tempo de simulagdo de 1 dia, produzidas pelo método
EbFVM tradicional (software comercial STARS), e pelo método EbFVM proposto utilizando
as fungdes upwind e as fungdes de forma na avaliagdo das mobilidades na equacgdo da pressao.

Percebe-se que o efeito de orientagdo de malha ¢ menos acentuado no terceiro caso.

Conclusdo. As solugdes mostradas na Fig. 8.18a e Fig. 8.18b sdo obtidas
essencialmente pelo mesmo método e com o mesmo esquema de avaliacdo das mobilidades -
upwind. Como os resultados do método EbFVM tradicional apresentaram um maior efeito de
orientagdo de malha, entende-se que o efeito adicional que contaminou seus resultados deve-

se a forma como s3o obtidas as suas equagdes multifasicas discretizadas, isto é, através da
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adaptacdo da equagdo monofasica. Quando sdao utilizadas as equacdes discretizadas
provenientes da integragao das equagdes diferenciais multifasicas, que € o procedimento usual
do Método de Volumes Finitos, o Unico efeito de orientacdo de malha remanescente tem
origem na fungdo de interpolacdo de baixa ordem utilizada. Ao ser utilizada outra fungao de
interpolagdo das mobilidades na equagdo da pressdo, o efeito de orientagdo de malha
resultante € menor, embora continue existindo pois a fungdo de baixa ordem (upwind) ainda

permanece na equacdo da saturacao.

&

Malha paralela Malha diagonal

(a) EbFVM tradicional (simulador comercial)

Malha paralela Malha diagonal
(b) EbFVM proposto (U)

Malha paralela Malha diagonal
(¢) EbFVM proposto (FF)

Fig. 8.18 — Mapas de iso-saturacdes (s,,=0.2, 0.4, 0.6 e 0.8) obtidos por diferentes métodos para razdo de

mobilidade M = 10, para um tempo de simulagdo de 1 dia.
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A solugao para a eliminagao completa do efeito de orientacdo de malha seria substituir
as fun¢des upwind unidimensionais® na equacio da saturacio por funcdes upwind mais
aprimoradas, que verdadeiramente baseiam-se na direcdo das linhas de correntes e fiquem
menos vinculadas as linhas da malha. Este assunto ndo foi estudado nesta tese, mas ja foi
investigado em outros trabalhos (RAW, 1985; HURTADO, 2005). Em suma, os autores
mostram que estas novas fungdes produzem resultados com menor orientagdo de malha e,
ainda assim, sem as oscilagdes tipicas das fun¢des de interpolacdo de maior ordem. Neste
caso o valor interpolado passa a ser fun¢do de todos os valores nodais do elemento e ndo de
apenas de um, como é o procedimento resultante da func¢do wupwind unidimensional
usualmente empregada.

A despeito do fato de que as fungdes de interpolacdo tém papel decisivo na reducao do
efeito de orientacdo de malha, ¢ importante mencionar que ¢ sempre preferivel, em casos
praticos, utilizar malhas com orientagdo randdémica de elementos (triangulares e/ou
quadrangulares), a fim de ndo criar direcdes preferenciais para a manifestagdo do erro
ocasionado pelo esquema de avaliagdo das mobilidades. Isso € possivel e € o grande trunfo da
utilizacdo das malhas ndo-estruturadas, pois os geradores de malhas normalmente ndo tém

dificuldades em gerar malhas irregulares.

8.5. Comparacao entre os Diferentes Esquemas de
Representacio de Propriedades Fisicas e Falhas

Geologicas no EbFVM

No Cap. 4 foram apresentadas diferentes formas de armazenar as propriedades fisicas
e falhas geoldgicas em reservatorios heterogéneos. Foi mostrado que as propriedades fisicas,
como permeabilidade absoluta e porosidade, podem ser armazenadas tanto nos volumes de
controle (VERMA e AZIZ, 1997; STARS User’s Guide, 2002) como nos elementos,

conforme proposto neste trabalho. Deve-se lembrar que os elementos sdo as entidades

® As fungdes upwind empregadas neste trabalho podem ser consideradas como unidimensionais porque o valor a
ser avaliado na face perpendicular a dois nds sera sempre funcio de apenas um destes, aquele no, que de acordo
com algum critério, for considerado a montante desta face.
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geométricas definidas pelos nés da malha, enquanto que os volumes de controle sdo as
entidades construidas ao redor destes nds, nas interfaces dos quais sao calculados os fluxos.
O impacto nos resultados da aplicagdo de cada esquema de representagdo sera

analisado em dois problemas-teste.

8.5.1. Reservatorio Heterogéneo sem Falhas Geologicas

Considere o reservatdrio heterogéneo apresentado na Fig. 8.19, discretizado
utilizando-se os dois esquemas apresentados no inicio do capitulo, isto ¢, modelando cada
volume de controle com um unico valor de permeabilidade, Fig. 8.19a, ou modelando cada
elemento da malha através de um unico valor de permeabilidade, Fig. 8.195. Note que o
procedimento de constru¢do dos volumes de controle que consiste em unir a mediana das
faces dos elementos ao seu baricentro resulta em volumes como o ilustrado na Fig. 8.19a em
tracejado. Para facilitar a visualizacdo, os demais volumes de controle ndo sdo identificados
em ambas as figuras. Os elementos estdo representados com linha cheia. Os dados utilizados
na simulagdo sdo apresentados na Tab. 8.3, enquanto que a posi¢do dos pogos injetores e
produtores esta destacada na Fig. 8.19.

E importante destacar que uma situacdo ideal para as comparagdes seria utilizar,
exatamente, as mesmas malhas nos dois casos. Porém, isso ndo ¢ possivel em funcao da
necessidade de representar, a partir de esquemas diferentes de armazenamento de

propriedades, um mesmo reservatdrio heterogéneo.

f FPogo Pogo
] 1
produtor produtor
0.8+ - K1
0.8 - B 0.6
E = & = 5000 mD
~ B
04l B &
&k = 5000 mD ey
o.2r_____: g 0zt
k=50mD k=350 mD
|
|
Fogo o & — : " . Pogo & ! ! . !
B 1] 0.z 0.4 0.6 0.8 1 ; Q 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Injetor £ (il injefor x
(a) Esquema em que k é armazenado no volume (b) Esquema em que k é armazenado no elemento

Fig. 8.19 — Diferentes discretizagdes do reservatorio heterogéneo em estudo
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Tab. 8.3 — Propriedades fisicas e pardmetros numéricos utilizados

Porosidade 0,2
Espessura da camada Im
Viscosidades da agua e do 6leo Lep
Compressibilidades da agua e do 6leo 0
Fatores volume de formacdo da agua e do dleo 1
Syi 0
Sor 0
k., avaliadaems,, = 1-s,, 1
k,, avaliada em s,, = s,,; 1
Expoentes da curva de Corey, n,, € n, 1
Vazao de injegdo de dgua no pogo injetor 0,1 m’/d
Press@o de fundo no pogo produtor 100 kPa
indice de pogo 1 mD.m
Passo de tempo 0,01d

Embora possa ser mostrado que o campo de saturagdo, € em conseqiiéncia, as curvas
de produgdo obtidas com cada uma das malhas da Fig. 8.19 ndo sejam muito diferentes, os
campos de pressdo obtidos em cada caso sdo bastante distintos, como mostra a Fig. 8.20.
Nota-se que o campo de pressao obtido pelo esquema que armazena a permeabilidade no
centro do volume de controle apresenta oscilagdes, Fig. 8.20a. Ja4 o outro esquema, que ¢
aquele em que o campo de permeabilidades ¢ armazenado nos elementos, apresentou os
resultados qualitativamente esperados, Fig. 8.20b, pois reproduz a forma tipica do campo de
pressao encontrado nas malhas diagonais do esquema five-spot.

Os resultados fisicamente inconsistentes da Fig. 8.20a podem ter trés origens. A
primeira pode ser a grande descontinuidade do campo de permeabilidade absoluta no interior
do elemento que ainda existe independentemente do procedimento de média harmoénica nos
pontos de integragdo. Essa descontinuidade parece ser incompativel com a aproximagao bi-
linear do campo de pressao no interior imposta pela utilizacdo de fungdes de forma. A
seguinte origem tem a ver com o tipo de média empregada, porque possivelmente a média
harmoénica ndo seja a mais indicada para esta operacdo. Conforme descrito no Cap. 4, diversos

trabalhos da literatura t€ém acenado nesta direcdo. Finalmente, ndo se pode descartar a
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influéncia da malha mais grosseira, em relacdo a do outro método, que foi empregada nesta

comparacao.

P {(e+6 Pa) P {e+6 Pa)

i 1.4249 1.0914

. I 1.2825 I 12793

128 1.2786

L 42775 12778

. 1.275 12771

£ 1.2724 < 1.2754

1 1.2699 + 1.2786

1.2674 12749

1.2649 12742

1.2624 12734

1.2599 12727

(a) Esquema em que k ¢ armazenado no volume (b) Esquema em que k& é armazenado no elemento

Fig. 8.20 — Campo de pressdo obtido com cada técnica de armazenamento das propriedades no problema do

reservatorio heterogéneo analisado

No método utilizado no segundo caso em que as propriedades fisicas sdo armazenadas
nos elementos, Fig. 8.19h, ndo ha a necessidade de fazer nenhum tipo de média para obter a
permeabilidade no ponto de integracdo, uma vez que ela é constante dentro do elemento.
Neste caso desaparecem também todas as dificuldades associadas a descontinuidades no
elemento e a funcdo de interpolagdo bi-linear. Um outro ponto positivo deste esquema de
armazenamento ¢ a facilidade de mapear um dominio heterogéneo com um malha de
elementos, sem a necessidade de checar uma segunda malha, a dual de volumes de controle,
onde as propriedades poderiam estar armazenadas. Assim, a melhor alternativa parece ser

utilizar um método numérico baseado no elemento, como o proposto neste trabalho.

8.5.2. Reservatorio Heterogéneo com Falhas Geoldgicas

Para estudar a aplica¢do das metodologias de representacdo de falhas em malhas ndo-
estruturadas apresentadas no Cap. 4, foi concebido um problema cuja geometria ¢ apresentada

na Fig. 8.21a que, em virtude da configuragdo da falha geoldgica, serd denominado de
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“problema do labirinto”. Nesta mesma figura ainda sdo apresentados a posi¢do dos pocos
injetor e produtor e as dimensdes do reservatorio hipotético em estudo. As propriedades
fisicas sdo as mesmas utilizadas no problema anterior e estdo descritas na Tab. 8.3. A partir da
geometria apresentada, dois diferentes casos serdo analisados, e suas diferencas estdo
baseadas no valor do campo de permeabilidade absoluta de uma dada regido do dominio,
aquela que aparece destacada na Fig. 8.21h. A permeabilidade k; utilizada nesta regido ¢ de

5000 mD, para um reservatorio homogéneo, e de 50 mD para um reservatorio heterogéneo.

16 m
FALHA GEOLOGICA IIPERIEAVEL k=0 (na falha)
k= 5000 mD
—_— j Tm
16 m kZ
o —|— % 5
Poge
Produtor 1’5 m
o ‘ ‘ ‘ 18 m
Mj::)l’ L
16 m | 16 m | 16 m | 16 m
im
(b) Permeabilidades absolutas
(a) Reservatorio e falha utilizadas

Fig. 8.21 — O reservatoério e a defini¢do da falha no problema do labirinto

No primeiro modelo de representacdo de falha, em que ela ¢ caracterizada pelo
cancelamento dos fluxos, serd empregada a malha apresentada na Fig. 8.22, que consiste de
nove elementos quadrangulares e 16 ndés (ou 16 volumes de controle). No programa
computacional, basta anular todos os fluxos localizados nas interfaces dos volumes de
controle geometricamente coincidentes com a falha. Observe que se a falha estivesse mais
proxima da fronteira norte do reservatdrio, seria necessario um maior nimero de elementos na
malha se desejadssemos ainda uma malha igualmente espacada. Isto aconteceria porque ¢
necessario que os pontos de integragdao sejam coincidentes com a falha para que os fluxos

sejam anulados.
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e NOs da malha
Elementos da malha

------ Volumes de controle
13 14 15 16
= !
1
B 10 11 12
Pogo
5 6 Produtor |7 8
Pogo : :
1| injetor P 3 y 1 H H
(a) Malha utilizada (b) Destaque para os nds, elementos e volumes
13 14 15 16
9 10 11 12
5 b ? 8
1 P 3 y

(c) Destaque para a posi¢ao da falha

Fig. 8.22 — Malha utilizada no problema do labirinto simulando a falha através do cancelamento dos fluxos

A outra opcao de modelar falhas consiste em representa-las utilizando elementos com
espessura reduzida e com baixos valores de permeabilidade’. Assim, para o reservatorio da
Fig. 8.21, ¢é possivel construir uma malha composta por elementos triangulares e
quadrangulares como a apresentada na Fig. 8.23a, composta por 20 nds e 18 elementos. A fim

de evitar confusdes na interpretagdo da numeracdo dos nos, embora a numeracao de cada nd

7 No Cap. 4 apresentou-se uma terceira op¢do de representar falhas, a partir da eliminagio de elementos no
interior da malha. Ela ndo foi investigada neste capitulo porque apenas falhas totalmente selantes podem ser
representadas com esta técnica, e a sua aplicagdo no problema analisado nesta secdo produz resultados idénticos
ao da segunda opcao de representar falhas (a proposta neste trabalho).
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apareca destacada na Fig. 8.23h, os elementos que compdem a falha geométrica aparecem
desenhados de forma ampliada na Fig. 8.23¢, onde sdo apresentados fora de escala para fins
de visualizacdo. Note que se ndo fosse ampliada exageradamente a espessura da falha nesta
figura, seria impossivel visualiza-la na sua escala natural, uma vez que a espessura utilizada ¢
0,00001L, onde L é a dimensdo do reservatorio. Poder-se-ia utilizar valores ainda menores

para a espessura da falha, mas considera-se que este ¢ um valor adequado.

3 4
16 17
7 8
pva 9|13 .
Pago
Produtor
20 A1 1019
Pogo
Tijator 5
1 L 2
(a) Malha utilizada (b) Malha utilizada destacando a numeracéo dos nos
3 4
16 17
7 8
K 12 ] B 7 N
14
11 10
20 119
1 15] |° 5
0.00001L
L

(c) Malha com a espessura ampliada para fins de visualizagdo

Fig. 8.23 — Malha utilizada no problema do labirinto representando a falha através de elementos
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E importante mencionar que neste esquema para falhas, os coeficientes da matriz de
determinagdo do campo de pressdes continuam todos sendo da mesma ordem. Isso vale
mesmo para os coeficientes calculados para os nds vizinhos da falha (nds 5, 7, 15, 16 etc. na
Fig. 8.23), que continuam sendo da mesma ordem dos demais, uma vez que os volumes e
areas envolvidos no seu calculo provém também dos elementos adjacentes a falha, que tem
dimensdes fisicas comparaveis aos demais elementos da malha. Essa ¢ uma caracteristica
desejavel e importante para assegurar que o solver utilizado ndo tenha dificuldades adicionais,
causadas por eventuais diferencas na ordem de magnitude dos coeficientes.

Por serem bastante semelhantes, os campos de saturagdo obtidos pelos dois esquemas
de representacao de falhas ndo sao apresentados. No entanto, como mostrado na Fig. 8.24, os
campos de pressdo sao bem diferentes. Nota-se que, no caso do reservatorio heterogéneo, o
esquema que representa a falha anulando o fluxo nas interfaces dos volumes apresenta os
maiores desvios de monotonicidade na curva de queda de pressdo ao longo do labirinto (Fig.
8.24a). No outro esquema, os resultados foram mais satisfatorios, como demonstra a Fig.
8.24b, pois tais desvios de monotonicidade ndo existem. Em ambos os casos a pressdo ¢
calculada nos nés da malha, e o campo de pressdo visualizado ¢ obtido por interpolagdo com
as fungdes de forma apresentadas no Cap. 4.

Estes resultados também podem ser analisados de outra forma: verificando a
monotonicidade das curvas de queda de pressdao ao longo do labirinto. Isso ¢ interessante
porque nesta direcao o problema ¢ praticamente unidimensional. Tracando um grafico com os
valores calculados nos nos localizados nesta dire¢cao obtém-se as curvas da Fig. 8.25, que
compara os resultados obtidos pelo EbFVM nos dois esquemas de modelagem de falha
geoldgica com os resultados obtidos por um simulador de reservatorios comercial (IMEX da
CMG) utilizando uma malha Cartesiana igualmente espagada de 4x4 blocos com a forma
tradicional de calcular os fluxos e representar falhas (IMEX User’s Guide, 2002). Nesta
malha Cartesiana, localizada no lado esquerdo da Fig. 8.25¢, a falha foi modelada cancelando-
se os fluxos entre os volumes separados por ela, que, para malhas estruturadas, ¢ o
procedimento adequado. Por isso, a solucdo deste software comercial ¢ utilizada aqui como

solugdo de referéncia.
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| N
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(a) Modelando a falha anulando o fluxo nas interfaces dos volumes
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12772
12788
12763
12759

+ 12754

. 1278
127485
1274
12736
12731
12727

Homogéneo Heterogéneo

(b) Modelando a falha utilizando elementos com baixa permeabilidade

Fig. 8.24 - Campo de pressdo obtido com cada esquema de representagdo no problema do labirinto

As curvas da Fig. 8.25a foram obtidas plotando-se os valores de pressao dos nos
localizados na dire¢do do escoamento: nds 1, 5, 9, 13, ... da Fig. 8.22¢. Os dois graficos da
Fig. 8.25b, por sua vez, foram obtidos plotando-se os valores de pressao dos nos 1, 3, 4, 6, ...
e 1, 15, 16, 17, .... da Fig. 8.23¢, respectivamente. Percebe-se que mesmo para o caso
homogéneo, a queda de pressdo ao longo do labirinto para o EbFVM no caso em que a falha ¢
modelada zerando os fluxos dentro do elemento apresenta-se com oscilagoes, Fig. 8.25a, que
se acentuam quando o meio € heterogéneo. Este comportamento nao ¢ verificado quando a
falha ¢ representada utilizando elementos com baixa permeabilidade, Fig. 8.25b. Na realidade,
para este caso, encontrou-se 0 mesmo comportamento verificado quando utiliza-se malhas
Cartesianas, Fig. 8.25¢, caracterizado por uma queda da pressdo quase linear ao longo do

labirinto.
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(b) Representando a falha utilizando elementos com baixa permeabilidade
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(c) Resultados do simulador comercial ( IMEX) utilizando malha Cartesiana

Fig. 8.25 — Comparacao da queda de pressdo ao longo do labirinto obtida por diferentes métodos

Discussdo. Uma possivel causa dos indesejados resultados mostrados neste trabalho

com o esquema de modelar falhas através do cancelamento dos fluxos dentro dos elementos
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pode ser a utilizagdo de valores nodais de pressdo inadequados no calculo do fluxo. Uma
ilustragdo disso ¢ apresentada na Fig. 8.26, onde aparece destacado o elemento formado pelos
nods 3, 4, 7 e 8. Neste elemento, o fluxo méssico em dois pontos de integracdo (®, na figura)
foram anulados para que a falha geologica pudesse ser modelada. Assim o fluxo resultante
neste elemento, que ¢ o que vem do volume de controle construido ao redor do n6 8 em
direcdo do volume de controle construido ao redor do ndé 3, deve passar apenas pelas
interfaces do volume de controle construido ao redor do né 4, em cada um dos pontos de

integracao identificados com o simbolo (X).

Pontos de integragdo onde o fluxo
é zerado

X Outros pontos de integragéo

P Diregéo do fluxo

Fig. 8.26 — Pontos de integragao e dire¢ao do fluxo em um dos elementos da malha utilizada no problema do

labirinto, no caso em que a falha ¢é representada através do cancelamento dos fluxos nas interfaces

A conclusdo imediata que se pode obter ¢ que o calculo do fluxo discretizado nos
pontos de integragdo (X) ndo deve depender de nenhuma grandeza fisica ou variavel
armazenada no no 7, pois este n6 corresponde a um volume de controle que, em virtude da
presenca da falha, ndo apresenta nenhuma relacdo direta com o fluxo que atravessa as duas
interfaces destacadas em tracejado na Fig. 8.26. No entanto, como se optou por utilizar um
método numérico que utiliza as fun¢des de forma como fun¢do de interpolacao, sdo elas que
relacionam obrigatoriamente qualquer grandeza dentro do elemento aos seus quatro valores
nodais (ou trés no caso de elementos triangulares). Assim, quando a parcela do fluxo da

equacdo de conservacao for discretizada em qualquer uma das duas interfaces analisadas (em
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linha tracejada na Fig. 8.26), o gradiente de pressao serd aproximado empregando-se quatro
valores nodais, inclusive o do né 7. Por isso que, a medida em que o valor de pressao deste nd
se afasta demasiadamente dos demais, como ¢ o caso heterogéneo analisado nesta se¢do, os
resultados obtidos com este esquema comegam apresentar-se fisicamente cada vez menos
realistas.

Portanto, as oscilagdes nos resultados obtidos podem ser consideradas um reflexo da
utilizagdo de um esquema de interpolagdo que ndo ¢ adequado para situagdes de
descontinuidades de fungdes dentro do elemento. Por outro lado, o esquema de representagao
de falhas proposto neste trabalho e que utiliza elementos de pequena espessura e com baixa
permeabilidade ndo apresenta estas descontinuidades, e por isso ¢ mais adequado para ser

empregado no EbFVM.

8.6. Comparacao entre os Métodos IMPES e Totalmente

Implicito

O objetivo desta se¢do ¢ comparar os métodos de solucdo de equacdes mais
conhecidos, o IMPES (Implicit Pressure and Explicit Saturation) e o Totalmente Implicito,
aplicados em malhas ndo-estruturadas. Estes métodos foram descritos no Cap. 5 e agora serdo
comparados na resolucdo das equagdes discretizadas resultantes do método EbFVM.

O problema-teste escolhido para este estudo estd definido na Fig. 8.27. Os dados

utilizados nesta simulacao sao apresentados na Tab. 8.4. As curvas de permeabilidade relativa

utilizadas sdo as definidas pelas Egs. (8.31) € (8.32) com f, =s,'* e M= 1.

No caso do IMPES, foi utilizado um passo de tempo fixo calculado pela Eq. (5.23)
que fornece o maior valor possivel que assegura a estabilidade numérica. Foram feitas
experiéncias no sentido de utilizar um passo de tempo varidvel, procurando aumenta-lo a
medida em que a simulagdo progredia. Percebeu-se, entretanto, que na maioria dos casos, 0s
custos computacionais associados ao procedimento de determinacao do valor de um passo de
tempo estavel, varidvel e maior ndo justificaram o ganho computacional obtido pela

diminui¢ao do numero de vezes que o sistema linear ¢ resolvido.
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y (m)

Fig. 8.27 - Reservatorio bidimensional discretizado com uma malha formada por 4357 nos e 4242 elementos
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Tab. 8.4 — Propriedades fisicas e parametros numeéricos utilizados

Porosidade 0,2
Permeabilidade (isotrépica) 500 mD
Espessura da camada 1m
Viscosidades da agua e do 6leo 1cp
Saturagdo de agua inicial 0
Pressdo inicial 150 kPa
Compressibilidades da agua e do 6leo 10° kPa™!
Fatores volume de formagdo da 4dgua e do 6leo 1
avaliados na pressao inicial

Syi 0
Sor 0
Vazio de injegdo de agua no pogo injetor 500 m*/d
Pressdo de fundo no pogo produtor 100 kPa
Indice de pogo I mD.m

Passo de tempo (quando prescrito) 0,037d
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O método Totalmente Implicito, por outro lado, tem uma maior flexibilidade quanto

ao tamanho do passo de tempo, e por isso ele foi resolvido de duas formas:

v" com o passo de tempo fixo (mesmo do IMPES — At =0,037 d) e

v com o passo de tempo variavel calculado pela Eq. (5.56).

A utilizagdo de um passo de tempo igual ao do IMPES ndo se justifica em casos
praticos, justamente porque ele foi criado para permitir passos de tempo maiores € sem
instabilidades. Mas, mesmo assim, considerou-se importante esta comparagdo para que se
possa ter no¢ao do desempenho do Método Totalmente Implicito quando o passo de tempo ¢
fixo e de reduzidas dimensoes.

Quanto a utilizagdo de valores varidveis do passo de tempo, ¢ importante enfatizar
que, embora as restrigdes de seu tamanho sejam menores no método implicito, deve-se ter
cuidado para que ele produza solugdes dentro da precisdo desejada para o problema em
questdo, haja vista a aproximac¢do da derivada temporal. Por isso, foram usadas as restrigdes
apresentadas no Cap. 5 no célculo automatico do passo de tempo a fim de controlar seu
incremento.

No problema estudado, a utilizacao da Eq. (5.56) com estas restrigdes resultaram em
passos de tempo com picos de até 40 d, aproximadamente, como mostra o grafico da Fig.
8.28, que relaciona o passo de tempo com o tempo de simulacdo. Esse valores sdo, portanto,
bem maiores que o valor de 0,037 d requerido pelo IMPES para este caso. O formato da curva
apresentada nesta figura lembra o das curvas do tipo “dente de serra”, e se estabeleceu em
fungdo da imposi¢ao de reduzir pela metade o passo de tempo quando ele resultar em um
numero elevado de iteragdes do método de Newton para a obtencdo da solugdo convergida ou
se surgirem mudangas bruscas do valor das variaveis naquele passo de tempo. Essas questdes
jé& foram discutidas na secao 5.2.4. A brusca redugdo do passo de tempo no final da simulagao
foi necessario para que a simulagdo acabasse no tempo exato de 400 d, como desejado. Outros
critérios de aumento e de redugdo do passo de tempo poderiam ter sido aplicados, mas esse
topico foge ao escopo deste trabalho.

A Fig. 8.29 apresenta as isolinhas de saturacdo de agua obtidas pelo EbFVM com os
métodos de solugao IMPES e Totalmente Implicito para um mesmo tempo de simulagao
(t = 400 d). Pode-se notar que, mantido o passo de tempo constante durante a simulagdo, os

dois métodos produzem resultados muito semelhantes, Fig. 8.29 a e b. Os resultados do
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método Totalmente Implicito apresentam uma difusao numérica um pouco maior quando lhe

¢ permitido avangar com passos de tempo maiores, como pode ser visto na Fig. 8.29 c.
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Fig. 8.28 — Passo de tempo variadvel empregado na formulagao Totalmente Implicita
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Fig. 8.29 — Perfis de saturagdo de agua no tempo de simulag@o de 400 dias obtidos pelo método proposto para o

reservatorio da Fig. 8.27 utilizando o IMPES e o método Totalmente Implicito
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O custo computacional associado a cada método para obter a solugao da Fig. 8.29 esta
apresentado na Tab. 8.5. Embora o método Totalmente Implicito tenha apresentado uma
solugdo com menor precisdo quando o passo de tempo foi calculado automaticamente, a
reducdo drastica do custo computacional justifica a sua utilizacdo em casos praticos. Na
realidade, uma simulacdo completa pelo método IMPES ndo ¢ vidvel em problemas reais de
reservatorios em funcdo da necessidade da utilizagdo de passos de tempo excessivamente

pequenos.

Tab. 8.5 — Custo computacional do EbFVM com diferentes métodos de solugdo das equagdes

, - N . . Tempo de simulacao
Meétodo de Solugdo das Equagdes Discretizadas

(Pentium 4 — 1.7 GHz — 1 GB RAM)

IMPES (com passo de tempo fixo) 20 min 40 s
Totalmente Implicito (com passo de tempo fixo) 200 min 42 s
Totalmente Implicito (com passo de tempo variavel) 2 min 30 s

Discussdo. Nota-se na Tab. 8.5 que o Método Totalmente Implicito apresentou, como
esperado, um alto custo computacional quando foi utilizado o passo de tempo do IMPES. Isso
evidencia a inviabilidade de sua aplicagdo pratica com esta ordem de passo de tempo. Mas
este exemplo serviu para mostrar que os resultados do Método Totalmente Implicito (Fig.
8.29b) sdo praticamente idénticos aos do IMPES (Fig. 8.29a4) quando estes métodos avangam
no tempo da mesma maneira.

De uma forma geral, os resultados da Fig. 8.29 concordam com a analise numérica
efetuada por Peaceman (1977), que consistiu em estudar uma versdo mais simples das
equacdes consideradas nesta tese, mas que conservam na esséncia o carater hiperbolico das
equacdes de conservagdo de cada fase. Através de uma andlise de estabilidade e dispersao
numéricas, o autor demonstrou que, para problemas lineares, o método Totalmente Implicito
com a avaliagdo a montante das mobilidades (upwind) ¢ incondicionalmente estavel,
apresentando, no entanto, uma difusdo numérica que aumenta com o crescimento do CFL. O
método IMPES, por sua vez, ¢ estavel apenas para CFL < 1, mas com dispersao numérica que
diminui a medida em que o CFL utilizado se aproxima da unidade. Portanto, em termos de

reducdo da difusdo numérica, o ideal seria obter uma simulacdo numérica sempre com o
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CFL =1 e com o método IMPES. Isso ¢ bastante dificil de ser obtido na pratica porque um
mesmo intervalo de tempo da origem a diferentes valores de CFL dependendo das dimensdes
dos volumes de controle e dos fluxos envolvidos.

Tecendo as tultimas consideracdes sobre estes dois métodos, deve-se dizer que a
qualidade dos resultados e¢ a rapidez da simulagdo dependem, obviamente, do solver
empregado na solugdo do sistema linear. Os resultados apresentados até agora neste texto
foram obtidos com relativa rapidez e precisdo com o solver GMRES da COI-lib®. No entanto,
as boas caracteristicas deste solver ndo se verificaram em sistemas lineares maiores, 0 que
motivou o desenvolvimento de um solver mais robusto, o multigrid baseado na corre¢ao

aditiva, cujos resultados sdo o assunto da proxima secao.

8.7. Desempenho do Método Multigrid na Simulac¢io de

Reservatorios de Petroleo

Esta secdo foi dividida em trés partes, de acordo com a natureza do problema fisico

considerado:

(1) Problemas homogéneos resolvidos com IMPES (sistema de uma equagao);

(2) Problemas homogéneos resolvidos com formulacao Totalmente Implicita (sistema
de duas equagoes);

(3) Problemas heterogéneos e anisotropicos resolvidos com IMPES e formulagdo

Totalmente Implicita.

Em cada caso, as comparagdes foram realizadas a partir da solucdo do sistema linear

correspondente ao primeiro passo de tempo da simulagdo, o que parece ser suficiente para

¥ O solver GMRES - Generalized Minimal Residual (SAAD, 2000) ¢ um dos métodos iterativos néo-
estacionarios mais utilizados. A versdo utilizada neste trabalho (da biblioteca COI-lib) foi baseada nos
algoritmos da biblioteca ITL - The Iterative Template Library, que é uma biblioteca genérica de componentes
que disponibiliza métodos iterativos para a solucdo de sistemas lineares (http://www.osl.iu.edu/research/itl/ ).




CAP. 8 —RESULTADOS E COMPARAGOES 155

inferir conclusdes que se aplicam também para a solugdo dos demais sistemas lineares do

processo transiente’.

8.7.1. Problemas Homogéneos Resolvidos com IMPES

Este primeiro caso inicia a se¢do que visa avaliar o potencial do solver multigrid na
simulagdo de reservatorios de petrdleo, e para tanto utiliza a geometria conhecida como % do
esquema five-spot (ver Fig. 8.14). Esta geometria foi discretizada com a malha diagonal
tradicional, isto ¢, Cartesiana e formada por quadrilateros igualmente espagados. A solucdo do
campo de pressdo obtida para o primeiro passo de tempo é a mesma de um escoamento
monofasico em regime permanente e com propriedades constantes, que resulta em um campo
de velocidade total como o mostrado na Fig. 8.30. Este escoamento se estabeleceu a partir da
prescricao de fluxos idénticos, mas com sinais contrarios, em dois cantos opostos desta
geometria (inferior esquerdo e superior direito). Prescreveu-se, em um dos outros cantos,

pressao igual a zero para assegurar a simetria desta variavel no dominio.
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Fig. 8.30 — Campo de velocidade total obtido em uma malha Cartesiana de 15x15 elementos igualmente

espacados no problema que representa % do padrdo-base do arranjo de pogos five-spot

? Inclusive, para o método IMPES, dependendo dos dados utilizados, torna-se necessario resolver apenas o
primeiro sistema linear da pressdo, devendo-se avangar apenas no calculo explicito da saturagdo a cada novo
passo de tempo. Isso é possivel quando sdo utilizadas viscosidades iguais para as fases 6leo e dgua e curvas
lineares de permeabilidade relativas.
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Este problema foi resolvido integrando as equacdes de conservacdo em malhas de
diferentes razdes de refinamento e com dois métodos diferentes: o Método de Volumes
Finitos (FVM) e o Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM). O objetivo
¢ comparar a eficiéncia do multigrid na solu¢do do sistema linear da pressdo originado em
cada caso. Deve-se lembrar que o método FVM, quando emprega uma matriz estruturada,
produz uma matriz de coeficientes com bandas definidas, o que nao acontece com o método
EbFVM, mesmo com malhas regulares. Os dados utilizados no solver multigrid nestas
comparagdes estdo destacados na Tab. 8.6. Informacgdes adicionais sobre cada um dos

parametros apresentados nesta tabela podem ser obtidas no Cap. 6.

Tab. 8.6 — Parametros utilizados no multigrid

Tipo de ciclo F
Solver-base Gauss-Seidel
Numero maximo de ciclos 40000
Numero de células para solver direto 50
Numero de iteragdes no solver iterativo 2
Numero de células em cada bloco grosseiro 7

A solugdo fornecida pelo solver serd considerada convergida quando apresentar
diferengas nos valores da pressio menores que 10* kPa em relagdo a uma solugdo de
referéncia (aquela que foi resolvida até atingir a precisdo dos erros em nivel de maquina). A
Fig. 8.31 compara os tempos de processamento necessarios para os solvers Gauss-Seidel,
GMRES (pré-condicionado com o SSOR - Symmetric Successive Over Relaxation) e
multigrid obterem a solugdo convergida. Para simplificar a leitura, os tempos necessarios para
cada solver obter uma solucdo convergida dos sistemas lineares provenientes do FVM e do

EbFVM foram apresentados no mesmo grafico.
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Fig. 8.31 — Desempenho de diferentes solvers na solug@o de sistemas lineares provenientes do Método de

Volumes Finitos (FVM) e do Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM)

Nota-se na Fig. 8.31 que o método multigrid apresentou um aumento linear do custo
computacional com o nimero de incdgnitas, como o esperado. O Gauss-Seidel reproduziu o
comportamento teorico de um aumento quadratico do esfor¢co computacional com o aumento
da malha. Quanto ao método GMRES, ¢ importante mencionar que ¢ dificil estimar curvas
gerais, como as obtidas para o multigrid e Gauss-Seidel, por duas razdes: primeiro, porque
depende de diferentes fatores, como o nuimero de condicdo da matriz (BARRETT et al.,
1994); e, segundo, porque hd pardmetros que podem ser ajustados para que possa dar um
melhor resultado, como o numero de restarts. Por isso que, talvez, poder-se-ia melhorar os
dados de convergéncia do GMRES destacados na Fig. 8.31, mas o seu estudo esta fora do
escopo deste trabalho. Optou-se em mostrar mesmo assim estes resultados, porque se trata de
um importante solver mencionado na literatura e porque se espera que os resultados nao
seriam excessivamente modificados se fosse atingida a condi¢do ideal para o GMRES

funcionar com estas matrizes.

Consideragoes sobre a aglomeragdo. Para se ter uma idéia de como os volumes de
controle sdo aglomerados na formagdo das malhas grosseiras, a Fig. 8.32 apresenta a
visualizacdo dos dois niveis gerados quando uma malha Cartesiana de 25x25 volumes ¢
discretizada no problema considerado com o método FVM. Nesta figura sao destacadas as

diferencas entre as malhas grosseiras criadas pelo multigrid quando sdo formadas pela
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aglomeragdo de 4 volumes em cada célula (lado esquerdo da figura) e 7 volumes em cada
c¢lula (lado direito da figura), que foi a configuragdo ideal para o caso anterior.

Da mesma forma, na Fig. 8.33 sdo apresentadas as malhas grosseiras originadas a
partir da discretizagdo com o EbFVM. Nao podem ser esperadas aglomeragdes idénticas as da
Fig. 8.32 porque no EbFVM os volumes de controle sdo construidos ao redor dos nos,
diferentemente, portanto, do FVM onde os volumes de controle e os elementos de malha sao
entidades geometricamente coincidentes. A maior diferenca entre as formas das células
formadas pelo multigrid na solu¢do do sistema linear resultante do EbFVM em relacdo as
formadas na discretizagdo FVM estd na possibilidade de criagdo de células que tém volumes
de controle ndo-vizinhos, como as que estdo destacadas com circulos na Fig. 8.33b. Esse

assunto ja foi considerado na secdo 6.4.
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Fig. 8.32 — Malha original () e malhas grosseiras geradas pelo multigrid (b e ¢) utilizadas na solugdo do

problema descrito na Fig. 8.30 a partir do Método de Volumes Finitos (FVM)
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Fig. 8.33 - Malha original () e malhas grosseiras geradas pelo multigrid (b e ¢) utilizadas na solugdo do

problema descrito na Fig. 8.30 a partir do Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM)
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Diferentes ciclos e solvers-base. Uma outra analise que também merece ser feita ¢ a
do desempenho do multigrid empregando diferentes ciclos e solvers-base. Para isso serdo
comparadas as curvas de queda do residuo das equacdes discretizadas em EbFVM
empregando uma malha com 62500 elementos (estruturada de 250 x 250) e 63001 nos, e
utilizando o mesmo critério de convergéncia ¢ os dados do problema analisado inicialmente
nesta secio. A Fig. 8.34 apresenta como a norma Euclidiana do residuo', chamada nesta
figura simplesmente de “Residuo”, se comporta durante a solu¢do do sistema linear pelo
multigrid utilizando diferentes solvers-base: Gauss-Seidel (GS) e ILU(0). Para simplificar as
comparagoes, o residuo foi normalizado dividindo-o pelo valor do residuo calculado antes do
multigrid iniciar o processo de solugdo, isto €, calculado com o valor da estimativa inicial de
pressdo. As solugdes sdo apresentadas nesta figura para os ciclos V, W e F, que sdo aqueles
definidos na Fig. 6.3, e representam a ordem como as diferentes malhas sdo resolvidas.

Como pode ser observado na Fig. 8.34, o desempenho do multigrid praticamente ndo
se alterou quando foram utilizados os ciclos W e F, enquanto que com o ciclo V, tempos
maiores de processamento de maquina foram necessarios para atingir os mesmos residuos,
ndo convergindo, inclusive, quando foram utilizadas poucas iteracdes de Gauss-Seidel.
Quando foi aumentada a quantidade de iteragdes do solver-base para o ciclo ¥V, a solugao
convergiu ndo-monotonicamente em torno de uma linha média. Neste ciclo a utilizacdo do
solver-base ILU(0) resultou em tempo menores de processamento, ao contrario do que
aconteceu para os ciclos W e F, onde a utilizagdo do solver-base Gauss-Seidel conferiu
melhor desempenho ao multigrid. A queda monotonica do residuo utilizando-se os ciclos W e

F ¢ uma excelente caracteristica que merece ser salientada.

' A norma euclidiana do residuo (norma £) ¢ definida como a raiz quadrada do somatdrio dos residuos de cada

uma das equagdes ao quadrado. O residuo de uma equagao esta definido na Eq. (6.3).
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Fig. 8.34 — Comparacdo entre as curvas de residuo x tempo de processamento de maquina (Pentium 4 — 1.7 GHz
— 1 GB RAM) de diferentes ciclos e diferentes solver-base do multigrid: GS - Gauss-Seidel e ILU(0), na solugéo

do problema analisado com uma malha de 62500 elementos e 63001 nos.
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8.7.2. Problemas Homogéneos Resolvidos com Formulacio Totalmente

Implicita

O desempenho do multigrid na solug@o de sistemas lineares com matrizes de blocos ¢
o tema abordado nesta se¢cdo. A formulagdo Totalmente Implicita resulta em uma matriz de
coeficientes formada por blocos de dimensdo (2x2) para problemas bifasicos como demonstra
a Eq. (5.29). Por isso o solver multigrid teve de ser implementado de forma generalizada para
também resolver sistemas que tenham estas caracteristicas.

O problema-teste empregado nas comparagdes ¢ o mesmo da se¢do anterior (% do
esquema five-spot). Novamente serd analisada apenas a solucao do primeiro sistema linear do
transiente. Os dados empregados no multigrid também sdo os mesmos do caso anterior e sdo
apresentados na Tab. 8.6.

Embora ndo seja apresentado neste texto, o processo de aglomeragdo empregado para
sistemas de blocos resultou em malhas grosseiras similares as obtidas para o IMPES
apresentadas na se¢do anterior. Deve-se lembrar que, em funcdo da aglomeracdo baseada nos
coeficientes empregada, isso poderia ndo ter acontecido, uma vez que a matriz de coeficientes
do IMPES ¢ formada pelos coeficientes da pressdo, enquanto a matriz de coeficientes do
método Totalmente Implicito é formada por derivadas das equagdes do residuo. Portanto,
tratam-se de sistemas lineares de natureza diferente, embora resolvendo o mesmo problema
fisico. Por isso, pode-se afirmar, que o esquema de aglomeracdo implementado ¢ bastante
adequado, porque a geometria de uma malha grosseira ndo deveria depender da forma como
as equagdes aproximadas sdo resolvidas.

O desempenho do multigrid na solugao implicita das equacdes pode ser visto na Fig.
8.35, onde ¢ comparado o custo computacional para obter uma solu¢ao a medida que a malha
vai sendo refinada (o nimero de incdgnitas aumenta). Novamente o multigrid apresentou um

aumento linear do custo computacional com o numero de incognitas do sistema linear.
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Fig. 8.35 - Desempenho de diferentes solvers na solugdo de sistemas lineares com matrizes de blocos

provenientes do Método de Volumes Finitos baseado em Elementos (EbFVM)

A fim de facilitar a comparac¢ao do desempenho dos diferentes solvers na solugdo de
sistemas lineares com matrizes de coeficientes com e sem blocos, a Fig. 8.36 sobrepde, em
um mesmo grafico, os custos computacionais da resolu¢do do sistema originado pelo IMPES
(Fig. 8.31) e pelo método Totalmente Implicito (Fig. 8.35). Note que, para esta comparacao,
um mesmo custo computacional ¢ obtido nestes métodos com malhas diferentes porque o
método Totalmente Implicito produz um sistema linear com o dobro do tamanho do método
IMPES. O solver multigrid foi o que menos apresentou desempenhos similares na solug¢do de
sistemas com e sem blocos, o que se verifica no afastamento, embora pequeno, das retas em
tracejado da Fig. 8.36¢c. Os outros dois solvers apresentaram essas retas praticamente
coincidentes. O aumento do esfor¢co computacional do multigrid na solugdo dos sistemas de
blocos mostrado na figura pode ser explicado pela existéncia de procedimentos
implementados neste solver que atuam exclusivamente neste caso. Um exemplo ¢ o
procedimento de transformacao do sistema linear dos niveis grosseiros para o formato padrao
de linha comprimida (Compressed Sparse Row), discutido no final do Cap. 6, que torna a

solugdo dos solvers-base mais eficiente na resolu¢do de matrizes de blocos.
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Fig. 8.36 — Comparagdo do esforco computacional de diferentes solvers na solugdo de sistemas lineares de

blocos (TI — Totalmente Implicito) e sem blocos (IMPES)

8.7.3. Problemas Heterogéneos e Anisotropicos

Conforme ja se comentou neste trabalho, ha uma menor eficiéncia de métodos

iterativos quando as equagdes discretizadas tém coeficientes de diferentes magnitudes. Nesses

casos a anisotropia dos coeficientes origina diferentes escalas de tempo de propagagdo da

informagdo, afetando diretamente a convergéncia. Para superar estas dificuldades foi

implementada a aglomeragdao adaptativa no solver multigrid desenvolvido nesta tese que

possibilita, em problemas heterogéneos e anisotrdpicos, a construgdo de malhas grosseiras

com transferéncia de informa¢ao homogénea entre as células.

O problema de estudo esta apresentado na Fig. 8.37. Nota-se que o dominio foi

dividido em quatro regides de mesma permeabilidade absoluta, onde em apenas duas delas o
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tensor permeabilidade ¢ isotropico (cantos direito inferior e esquerdo superior). E como nos
casos anteriores, prescreveu-se valor de pressao igual a zero no canto inferior direito do
dominio. Os dados utilizados no solver estdo destacados na Tab. 8.7, sendo que os demais
dados que definem o problema fisico sdo os mesmos da Tab. 8.1, exceto a vazao de injegdo e

o passo de tempo, que adotaram os valores 2,84.10° m’/d e 1 d, respectivamente.

® Poco Injetor
X Pogo Produtor

y (m)

X (m)

Fig. 8.37 — Caracterizag@o do problema-teste

Tab. 8.7 — Pardmetros utilizados no multigrid

Tipo de ciclo F
Solver base Gauss-Seidel
Numero méaximo de ciclos 40000
Numero de células para solver direto 50
Numero de iteragdes no solver iterativo 20
Numero de células em cada bloco grosseiro 4

Discretizando o dominio da Fig. 8.37 com uma malha Cartesiana de 625 elementos
(25x25), os dois niveis grosseiros criados pelo multigrid durante a solugdo do sistema linear
estdo apresentados na Fig. 8.38. Nesta figura estdo apresentados os resultados de dois
diferentes procedimentos de aglomeracao estudados neste trabalho e que resultam em malhas

grosseiras ligeiramente diferentes, mas que tém um impacto importante na eficiéncia do
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multigrid. O que ocasionou a diferenca na geracdo destas malhas foram as diferentes
possibilidades de testar as regras de aglomeracao descrita na se¢ao 6.4. Se, por exemplo, a
cada nova célula a ser formada no processo de aglomeracao forem testadas as regras apenas
nos volumes vizinhos livres, ou seja, aqueles que ainda ndo foram aglomerados em nenhuma
célula, o resultado ¢ o apresentado na Fig. 8.38a. Esse procedimento é o utilizado no solver

multigrid de Raw (1996).

Primeiro nivel grosseiro Segundo nivel grosseiro

(a) Com as regras testadas apenas em volumes vizinhos ainda ndo aglomerados

= ]
il i

]

Primeiro nivel grosseiro Segundo nivel grosseiro

(b) Com as regras testadas em todos os volumes vizinhos

Fig. 8.38 — Niveis grosseiros originados de uma malha de 25x25 elementos

A Fig. 8.38b, por sua vez, apresenta as malhas grosseiras formadas quando ¢ utilizado
um procedimento um pouco diferente do anterior. A motiva¢do pela mudanca ¢ a existéncia,

no primeiro caso, Fig. 8.38a, de células horizontais no canto inferior esquerdo e células
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verticais no canto superior direito que nao deveriam existir devido a anisotropia fisica do
tensor permeabilidade absoluta (Fig. 8.37) que exigiria uma aglomerag¢ao na direcdo oposta
em cada caso. Por isso foi testada uma modifica¢do na logica do processo de aglomeracao de
tal forma que a cada nova célula a ser formada sdo testadas as regras em todos volumes
vizinhos, € ndo s6 nos livres como no caso anterior. Isso resolveu o problema verificado no
caso anterior, como demonstra a Fig. 8.38H, mas ao custo da perda da uniformidade das
células grosseiras na regido inferior direita.

A influéncia nos resultados da utilizagdo de cada uma das formas de obtengdo das
malhas grosseiras vai ser mostrada na seqiiéncia. Para tanto, ndo sera mais utilizada a malha
de 25x25 elementos que originou os niveis grosseiros da Fig. 8.38 em func¢do da velocidade
com que a solucdo ¢ obtida nesta malha. A experiéncia mostra que fragdes muito pequenas de
segundos ndo podem ser medidas computacionalmente com muita confianga. Por isso, o
multigrid foi aplicado na solu¢do do sistema linear maior, referente a discretizacdo em uma
malha mais refinada de 100x100 elementos (10201 nds). Embora ndo apresentado, os niveis
grosseiros desta nova malha t€ém as mesmas caracteristicas das malhas grosseiras da Fig. 8.38.

A Fig. 8.39 apresenta a queda do residuo com o tempo de processamento empregando-
se diferentes formas de aglomerar as células, em sistemas lineares sem blocos (Fig. 8.39a) e
com blocos (Fig. 8.39b). Na solucao do sistema linear do método IMPES o multigrid divergiu
quando foi empregada a forma de aglomeracdo que originou as malhas grosseiras da Fig.
8.38a. Quando foi utilizada a segunda forma testada neste trabalho o residuo caiu
assintoticamente 5 ordens de magnitude no inicio, como demonstra a Fig. 8.39a,
apresentando, na seqiiéncia, uma tendéncia pouco menor de queda com o tempo de
processamento. Para fins de comparacao, ¢ ainda apresentada neste mesmo grafico a queda do
residuo quando a aglomeragdo ¢ realizada baseando-se apenas em aspectos geométricos da
malha original. Esse é o esquema empregado em multigrid geométricos. Nota-se que o
resultado ¢ uma queda brusca do residuo de apenas uma ordem de magnitude no inicio,
apresentando na seqiiéncia, uma queda monotOnica muito suave, praticamente uma
estagnacdo do residuo.

Na solugdo de sistemas lineares de blocos (método Totalmente Implicito), o multigrid
apresentou resultados praticamente insensiveis a questdo comentada da aplicagdo das regras
na formacao das malhas grosseiras, como atesta as curvas bastante semelhantes de queda do
residuo da Fig. 8.39h. Deve-se destacar, no entanto, que os resultados obtidos com a
aglomeragdo geométrica ndo sdo apresentados neste grafico porque este tipo de aglomeragao

fez com o multigrid divergisse logo nos primeiros ciclos.
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Fig. 8.39 - Comparacdo entre as curvas de residuo x tempo de processamento de maquina
(Pentium 4 — 1.7 GHz — 1 GB RAM) obtidas com diferentes esquemas de aglomeragdo em uma malha de

100x100 elementos € 10201 nos.

Discussdo. Como visto, a forma como as células sao formadas nas malhas grosseiras
influencia demasiadamente na taxa de convergéncia do solver. Durante o processo de
aglomeragdo, a estratégia de testar as regras apenas nos volumes vizinhos livres parece ndo
ser eficaz em alguns casos. Por outro lado, a alternativa testada neste trabalho de aplicar as
regras em todos os volumes garantiu a convergéncia nos casos testados. Porém, os resultados
satisfatorios obtidos com esta abordagem ndo podem ser considerados gerais a priori,
devendo-se, portanto, realizar diversos testes adicionais. O que se pode constatar com
seguranga pelos testes realizados ¢ que a aglomeracdo geométrica ndo ¢ a indicada para
problemas heterogéneos e anisotropicos. E a razdo ¢ que a anisotropia dos coeficientes da
malha original ndo ¢ “dissipada” nas malhas grosseiras e, segundo Elias et al. (1997), essa

anisotropia origina diferentes escalas de tempo de propagacdo da informagdo, o que afeta

diretamente o comportamento da convergéncia.

8.8. Simulacao com Elementos Triangulares e

Quadrangulares e com Refinamento Local

Este capitulo termina apresentando a simulacdo de um reservatdrio com dimensdes e
caracteristicas mais proximas das encontradas em campo a fim de demonstrar as

potencialidades do método proposto. O dominio foi discretizado utilizando, em uma mesma
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malha, elementos geométricos triangulares e quadrangulares, com demonstra a Fig. 8.40.

Percebe-se que problemas com geometrias complexas, como o considerado aqui, podem ser

tratados com consideravel flexibilidade com o método EbFVM. Os tridngulos, por exemplo,

podem ser utilizados em qualquer dominio irregular, podendo os de menores dimensdes ser

posicionados nas regides mais importantes e de interesse, ou seja, proximo a pogos, falhas etc.

Em outras regides pode-se utilizar elementos quadrilateros, combinando, desta forma,

diferentes elementos geométricos a fim de produzir uma malha com boa razao de aspecto.
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Fig. 8.40 - Reservatorio bidimensional e com falha geoldgica discretizado com elementos triangulares e

quadrangulares (1061 no6s e 1289 elementos)

A matriz porosa do reservatorio analisado ¢ considerada homogénea e isotrdpica, com

as propriedades fisicas apresentadas na Tab. 8.8. A falha geoldgica foi modelada de acordo

com a proposta deste trabalho, isto €, utilizando elementos geométricos de espessura reduzida

(na média menor que 1 mm) e com baixo valor de permeabilidade absoluta (zero, neste caso).

A posicao da falha geologica e dos pogos injetor e produtor ¢ apresentada na Fig. 8.40. As

curvas de permeabilidade relativa utilizadas sdo as definidas pelas Eqgs. (8.31) e (8.32) com
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f,=s? e M=1.0 sistema de equagdes foi resolvido com o método Totalmente Implicito e

solver multigrid, com o passo de tempo calculado automaticamente.

Tab. 8.8 — Propriedades fisicas e pardmetros numéricos utilizados

Porosidade 0,2
Permeabilidade (isotropica) 500 mD
Espessura da camada Im
Viscosidades da agua e do dleo Lep
Compressibilidades da agua e do 6leo 10 kPa™!
Syi 0
Sor 0
Saturacdo de agua inicial 0
Pressdo inicial 150 kPa
Fatores volume de formagao da agua e do dleo 1
avaliados na pressao inicial

Vazao de inje¢do de dgua no pogo injetor 2000 m’/d
Press@o de fundo no pogo produtor 100 kPa
indice de pogo 1 mD.m
Passo de tempo inicial 0,28 d

Os perfis de saturacdo de dgua obtidos para diferentes tempos de simulagdo sao
apresentados na Fig. 8.41. Nota-se que estes resultados estdo qualitativamente reproduzindo o
comportamento fisico esperado. Note também que o refinamento local ao redor dos pogos e
falha geologica pdde ser feito facilmente neste método, ndo apresentando nenhuma
incompatibilidade geométrica ou perda de precisdo devido a calculos aproximados do fluxo
nas interfaces de elementos maiores e menores, 0 que acontece nos esquemas atualmente
utilizados pelos simuladores comerciais. Além disso, a simplicidade da representagdo da falha
da Fig. 8.40 indica que o EbFVM ¢ realmente promissor na area de simulagdo de reservatorios
de petroleo, uma vez que outros tipos de falhas, e mesmo pocos com geometrias
demasiadamente complexas, como os que estdo cada vez mais sendo empregados pelas
empresas de petroleo, podem ser adequadamente representados com as malhas ndo-

estruturadas utilizadas.
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(a) t = 80 dias

(c) t = 680 dias () t = 1940 dias

Fig. 8.41 — Perfis de saturagdo de agua em diferentes tempos de simulacao obtidos pelo método proposto para o

reservatorio da Fig. 8.40

A fim de ressaltar ainda mais a facilidade como as falhas geologicas sdo representadas
no método proposto, o mesmo reservatorio da Fig. 8.40 foi simulado atribuindo aos elementos
que compdem a falha o mesmo valor de permeabilidade do restante do dominio, de modo a
anular a influéncia da falha. Isso ¢ feito no arquivo de dados apenas alterando um tnico valor,
aquele correspondente a permeabilidade dos elementos da falha. O resultado pode ser visto na
Fig. 8.42. Note que esta simples alteracdo eliminou a influéncia da falha, como devia ser,
mantendo inalterada a malha. A Fig. 8.41 e a Fig. 8.42 constituem-se em situagdes limites
onde a interferéncia da falha ¢ maxima (completamente selante) ou minima (completamente
ndo-selante), respectivamente. Deve-se ressaltar que, através desta nova metodologia de
representacdo de falhas, algumas das atividades do engenheiro de reservatorio nos processos
de ajuste historico - History Matching (MATTAX e DALTON, 1990) podera ter uma nova

abordagem. A razdo ¢ que, nas atividades de calibracdo do modelo, deixou de ser pratico
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modificar valores de transmissibilidades em malhas ndo-estruturadas, pois estes valores nao
tém mais um significado fisico direto, como discutido no Cap. 7. Fisicamente faz mais sentido
em malhas ndo-estruturadas simplesmente alterar os valores de permeabilidade absoluta de

elementos da falha, como proposto.

(a) t =80 dias

(c) t = 680 dias () t = 1940 dias

Fig. 8.42 — Perfis de saturagdo de agua em diferentes tempos de simulagao obtidos pelo método proposto para o

reservatorio da Fig. 8.40 desconsiderando o aspecto selante da falha geologica






Cap.

CONCLUSOES

Este trabalho teve como contribui¢do principal o desenvolvimento de um simulador de
reservatorios de petroleo que utiliza o Método dos Volumes Finitos baseado em Elementos
(EbFVM) e solver multigrid. Neste método a discretizagdo do dominio ¢ feita em uma forma
ndo-estruturada, utilizando elementos triangulares e/ou quadrangulares, possibilitando que
reservatorios com geometrias complexas possam ser facilmente representados. Além disso,
por ser um método que ¢ baseado na integracdo das equagdes diferenciais na forma
conservativa em volumes de controle, a conservacdo da massa ¢ assegurada, permitindo uma
interpretacdo direta das equagdes discretas resultantes. Ao longo dos desenvolvimentos,
diversos questdes, muitas delas controversas na area de petroleo, foram estudadas. As

conclusdes centrais sdo agora reunidas neste capitulo conclusivo do trabalho.

9.1. Sintese das Principais Contribuic¢oes

Mostrou-se que o refinamento local ¢ realizado de forma natural no método proposto,
sem as dificuldades encontradas nos métodos que utilizam malhas estruturadas e que estao
relacionadas a perda da precisdo no calculo dos fluxos entre blocos localizados na intersec¢ao
de malhas refinadas e grosseiras.

Mostrou-se também que o modelo desenvolvido leva a uma clara interpretagdo da
transmissibilidade, revelando que triangulos retangulos ou obtusangulos podem ser utilizados
sem maiores restricdes na malha. Isso contraria ao recomendado na literatura que trata do
método EbFVM tradicional. Mostrou-se que os termos das equagdes denominados usualmente

de transmissibilidades podem e precisam assumir valores negativos quando angulos obtusos

175
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aparecem nos elementos triangulares da malha. A pratica na &rea numérica, contudo, tem
demonstrado que a presenca de tridangulos muito deformados nao ¢ uma boa conduta, mas a
rejeicdo de uma malha pautada pela simples andlise do sinal destes termos ndo se justifica. Na
verdade, foi visto que os erros associados a malhas com elementos com angulos obtusos tém
outra origem, que ¢ a forma de obter as equacdes discretizadas multifasicas a partir de uma
adaptacao da equagdo diferencial monofasica. Os resultados do método proposto mantiveram-
se fisicamente coerentes mesmo em malhas formadas por elementos de razdo de aspecto
desfavoravel, o que ndo ocorreu com os métodos tradicionais, que chegaram a apresentar
inversdo do sentido dos fluxos quando tridngulos demasiadamente obtusos foram utilizados.

O armazenamento das propriedades nos elementos da malha e a representagao de
falhas geoldgicas através dos elementos foi a tinica op¢do que mostrou ser compativel com as
funcdes de interpolacdo do método EbFVM. As oscilagdes nos resultados obtidos quando as
propriedades sdo armazenadas nos volumes de controle e com as falhas geologicas
posicionadas nas suas interfaces podem ser consideradas um reflexo da utilizagdo de um
esquema de interpolagcdo que ndo ¢ adequado para situagdes de descontinuidades de fungdes
dentro do elemento. Ao armazenar as propriedades nos elementos, conforme proposto nesta
tese, pode-se trabalhar com os mapas de permeabilidade absoluta resultantes do processo de
mudanca de escala sem a necessidade de calculo de médias. Nos simuladores de reservatorios
de petroleo com malhas estruturadas, este calculo ¢ usual e pode resultar em erros, conforme
relatado em alguns trabalhos na literatura. Além disso, no método proposto ¢ direta a inclusao
do tensor permeabilidade completo, o que ¢ uma importante caracteristica na simulacdo de
reservatorios heterogéneos e anisotropicos. Os célculos realizados elemento a elemento, uma
pratica ainda ndo difundida na 4rea de volumes finitos, possibilitaram a constru¢do de um
esquema mais geral, com uma implementa¢cdo mais limpa e agil em termos de manutencdo e
reusabilidade.

Foi mostrado neste trabalho que, para altas razdes de mobilidade, os efeitos de
orientacdo de malha sdo sensivelmente mais acentuados nos métodos tradicionais do que no
método proposto, ambos com mesmo esquema de avaliagdo das mobilidades, o upwind. Isso
indica que o efeito adicional que contaminou os resultados do EbFVM tradicional deve-se a
forma como sdo obtidas suas equagdes multifasicas discretizadas, isto ¢, através da adaptagao
da equacdo monofésica. Quando sdo utilizadas as equagdes discretizadas provenientes da
integracao das equagdes diferenciais multifasicas, que ¢ o procedimento usual do Método de

Volumes Finitos, o Unico efeito de orientagdo de malha remanescente tem origem na fungao
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de interpolagcdo de baixa ordem utilizada. Ao ser utilizada outra fun¢do de interpolacdo das
mobilidades na equagdo da pressao, o efeito de orientacdo de malha resultante ¢ menor.

O método multigrid implementado nesta tese para a resolucdo dos sistemas lineares
provenientes do método IMPES e da formulacdo Totalmente Implicita apresentou
caracteristicas que o recomendam também em aplicagdes de simulagdo de reservatérios de
petroleo. Entre as suas caracteristicas positivas estd o aumento linear do custo computacional
com o numero de incdgnitas, o que ndo se verificou em nenhum dos outros solvers estudados.
O multigrid com ciclo F apresentou os menores tempos de processamento e queda
monotdnica dos residuos com o tempo. Embora analisando um nimero limitado de casos
nesta tese, a robustez deste solver pode ser vista, uma vez que o seu desempenho praticamente
ndo se alterou em problemas anisotropicos e heterogéneos, gragas ao esquema de aglomeracao
adaptativa utilizado. O multigrid também resolveu sistemas lineares com e sem blocos com
desempenhos similares. Foi mostrado, por outro lado, que a aglomeracdo baseada apenas nos
aspectos geométricos da malha produz malhas grosseiras que diminuem o desempenho do
solver, principalmente em problemas anisotropicos.

Para reunir todos estes desenvolvimentos e testa-los, um simulador de reservatorios de
petréleo foi desenvolvido. Este simulador pode ser usado, em fungdo de suas caracteristicas
construtivas, além da continuidade nas atividades de pesquisa, como um simulador didatico

para ensino dos fundamentos da simulag@o de reservatorios de petrdleo.

9.2. Sugestoes para Trabalhos Futuros

O~

Embora o refinamento local seja um procedimento natural e direto no EbFVM,

O~

importante destacar que a possibilidade de utilizar elementos com niimero variavel de nos
outra caracteristica promissora neste método e que pode aumentar ainda mais a flexibilidade
da discretizagdo espacial. Foram apresentadas as premissas de um método baseado em
elementos (Anexo 1) que emprega elementos quadrilateros construidos com uma quantidade
de nos variando de 4 a 8. Essa alternativa poderd simplificar a representacdo de reservatorios
com falhas e com geometrias altamente complexas. Esse ¢ um assunto que merece uma
investigacdo maior em trabalhos futuros.

Recomenda-se estudar mais profundamente o impacto nos resultados da média

volumétrica ponderada da porosidade presente no termo transiente. Esta média é necessaria
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quando as propriedades como permeabilidade absoluta e porosidade sdo armazenadas nos
elementos, e representa o custo de ndo precisar mais realizar médias na permeabilidade
absoluta, este tltimo um procedimento usual na area.

Uma outra sugestdo ¢ resolver as equagdes do EbFVM com o Método Adaptativo
Implicito (AIM) no lugar do IMPES e da formulagao Totalmente Implicita. Com este método,
pode-se reduzir significativamente o tempo computacional e a capacidade de armazenamento,
em funcdo do tratamento explicito que boa parte dos volumes de controle podem receber
dependendo de um critério de estabilidade.

A combinagdo do EbFVM com outros métodos também pode ser uma alternativa
promissora. Pode-se citar como exemplo a utilizacdo do EbFVM na resolucao da equagao da
pressdo no método streamlines, empregando-se maiores passos de tempo e resolvendo
rapidamente uma equagdo semi-analitica unidimensional para a satura¢do em intervalos de
tempo menores.

A utilizagdo de fungdes upwind bidimensionais em elementos triangulares ¢ algo que
ainda ndo foi testado na literatura. Isso possivelmente contribuiria para eliminar
completamente o efeito de orientagdo de malha. Conforme ja discutido neste texto, estas
fungdes ja foram empregadas em outros trabalhos para elementos quadrilateros e baseiam-se
na direcao das linhas de correntes, ficando, portanto, menos vinculadas as linhas da malha.
Como ha um custo computacional adicional neste caso, ha uma necessidade de avaliar se esse
aumento do tempo de processamento nao inviabiliza a sua aplica¢do pratica, principalmente
em malhas ndo-estruturadas, pois uma orientacdo randomica de elementos pode, por si so6,
contribuir para amenizar, em parte, o efeito de orientacao de malha.

Nenhuma prova matematica de convergéncia do método numérico desenvolvido foi
realizada. Como pode ser visto na literatura de forma geral, este tipo de andlise ndo € usual e,
muito menos, trivial no escopo do método de volumes finitos. Esse método se suporta
fundamentalmente na consisténcia de solugdes de problemas complexos. A demonstracao da
convergéncia da aproximag¢do numérica empregada foge do escopo do presente trabalho e fica
como sugestao para trabalhos futuros.

Quanto ao solver multigrid desenvolvido nesta tese, é necessario um estudo mais
aprofundado a fim de torna-lo ainda mais robusto e eficiente. O multigrid presente em um dos
mais importantes softwares de CFD da atualidade foi testado nos mais diversos problemas,
por longos periodos, o que contribuiu fortemente para melhorar ainda mais o seu desempenho
(RAW, 1996). Portanto, ndo ¢ possivel afirmar, a partir do numero limitado de testes

efetuados nesta tese, que o solver desenvolvido neste trabalho e seus parametros utilizados
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sdo os ideais para a maior parte dos problemas de simulagdo de reservatorios. E importante
ainda submeté-lo a uma bateria mais completa de testes especificos a fim de definir qual ¢ a
configuracdo que atende satisfatoriamente uma gama mais abrangente de problemas fisicos.
Além disso, a eficiéncia do multigrid algébrico poderia aumentar ainda mais se fossem
empregadas outras técnicas que parecem promissoras, como o processamento paralelo
(ZHAO et al., 2004).

Embora a forma de obten¢do das equagdes das malhas grosseiras empregada neste
trabalho tenha apresentado resultados satisfatorios, recomenda-se estudar alternativas que
resultem em valores mais adequados das corre¢des. Deve-se lembrar que o esquema utilizado
neste trabalho consiste em anular o somatdrio dos residuos nos blocos, o que pode acarretar
em modulos de residuos locais elevados. Talvez um método que minimize o somatério dos
modulos dos residuos nos blocos das malhas grosseiras poderia ser uma melhor alternativa.
No entanto, o custo computacional associado a obten¢do dos valores minimos normalmente ¢é
alto. Apenas um estudo mais profundo poderia demonstrar a sua viabilidade pratica.

Como o formato final da matriz de coeficientes de um sistema linear depende
diretamente da forma como os nés sdo numerados, € conseqiientemente, da ordenagdo das
equagdes, pode-se mostrar que a forma como as equagdes sdo ordenadas afeta a velocidade de
convergéncia dos métodos de resolugao de sistemas lineares (AZIZ e SETTARI, 1979). Por
isso seria importante um estudo que relacionasse a eficiéncia do solver multigrid e a forma

como a matriz de coeficientes estd organizada.

9.3. Consideracoes Finais

Na ultima década, o hardware sofreu mudangas drasticas, possibilitando que muita
informagdo pudesse ser manipulada e com rapidez. O software, de uma maneira geral, tem
acompanhado essa tendéncia. Contudo, neste intervalo de tempo houve um grande esforgo de
pesquisa dedicado as ferramentas ja disponiveis nos simuladores comerciais, sendo poucos os
trabalhos que apresentaram novas metodologias e novos modelos numéricos conservativos
(TAMIN et al. 1999). Assim, existe grande necessidade e oportunidades de pesquisa nesta
area. O trabalho desenvolvido nesta tese enquadra-se nesse contexto, sendo este um passo
preliminar rumo ao desenvolvimento de um simulador mais completo, isto &, tridimensional,

composicional e com malhas ndo-estruturadas. A elabora¢do de um software robusto para uso
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no dia-a-dia da engenharia de simulagdo de reservatdrios que equacione, dentro dos requisitos
do problema, os fendmenos fisicos importantes, ¢ o grande desafio. Estes principios foram

norteadores no desenvolvimento deste trabalho.
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ANexe | ppOPOSTA DE UM ESQUEMA

ALTERNATIVO DE REFINAMENTO LOCAL
PARA O EbFVM

Embora o refino localizado seja um procedimento natural e direto no EbFVM, sao
apresentadas neste capitulo as premissas de uma técnica que emprega elementos com 5 a 8
nés que podem ser utilizados com vantagem em operagdes de refino localizado e
representacdo de reservatorios complexos no método EbFVM. A Fig. Al.la apresenta uma
malha composta por tais elementos e seus volumes de controle resultantes. Embora seja
possivel encontrar na literatura trabalhos que tenham utilizado elementos quadrangulares com
nove nés no EbFVM (RAW et al., 1985), a proposta de empregar elementos com nimeros
diferentes de nés em uma mesma malha parece ser promissora.

Nota-se que nesta proposta, embora a malha de uma forma geral seja considerada nao-
estruturada, os elementos refinados devem ser localmente estruturados uma vez que necessita-
se sempre dividir uniformemente elementos quadrilateros em quatro elementos distintos, em
razdo das fungdes de forma utilizadas. Por isso, este método de refino € aplicavel apenas se a
razao de refinamento for 1:2 em cada dire¢ao, isto ¢, em cada face do elemento deve-se ter
apenas um ou dois elementos vizinhos. Essa caracteristica também ¢ encontrada em outros
trabalhos (ZEEUW, 1993; HEINEMANN ¢ BRAND, 1989).

Quanto a constru¢dao dos volumes de controle resultantes, propde-se utilizar a mesma
regra empregada em elementos de trés e quarto nds, isto €, os volumes sao criados unindo-se
o centro dos elementos as medianas de suas faces. Neste caso, todos os fluxos em um ponto
de integracdo especifico podem ser calculados utilizando os dados do elemento onde o ponto
de integragdo esta contido.

Na Fig. A1.16 ¢ demonstrado que esta mesma técnica apresentada para refino local
também pode ser utilizada com muitas vantagens na representacdo de reservatdrios com
falhas. Neste caso ¢ apresentado um reservatdorio com uma falha vertical discretizado

utilizando elementos formados com 5 nos.

197
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5 nés

3 nés

6 nés

8 noés b\J @ fe
7 nés / T

(@)

5 nés

5 nés

5 nés

5 nés

(b)
Fig. A1.1 - Malha composta por elementos com niimero variavel de nds (esquerda), e seus volumes resultantes

(direita) em (@) um caso geral e (b) um casos de falha vertical.

O processo de obtencdo das equagdes discretizadas utilizando esses elementos ¢
idéntico ao discutido no Cap. 4, com excecdo das fun¢des de forma utilizadas que se alteram
em funcdo da quantidade de nés de cada elemento. Na seqiiéncia ¢ apresentado um
procedimento geral baseado no elemento-padrdao da Fig. A1.2 de 8 nds. A idéia principal ¢é
que quaisquer nds deste elemento podem ser retirados ou adicionados para formar elementos

de no minimo 4 e no maximo 8 nods.
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Fig. A1.2 - Elemento de 8 n6s

As fungdes de forma para elementos com 4 nos (N; to N,y) passam a ser construidas
visando a possibilidade de existirem nés nos pontos médios de cada face (no6s 5 a 8 na Fig.

A1l.2) como

1

N}sz—EM@+NQ (Al.1)
NQ:NS—%mg+NQ (A1.2)
NgzN;—%@Q+Nﬁ (A1.3)
N4:Nj—%m@+NQ (Al.4)

® L - .. . C g o,
onde N, sdo as funcdes de forma tradicionais bi-lineares para elementos quadrilateros dadas

por
Nﬁ=%ﬂ+é@@+mm, a=1,2,3,4 (ALS)

e as fungdes de forma para os nés dos pontos médios de cada face serdo dados por (HUGHES,

1987),
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1

N, :5(1—52)(“77“77) a=5e7 (A1.6)
N, =%(1+§b§)(1—772) b=6¢8 (AL7)

Nota-se que se qualquer um dos nos 5, 6, 7 e 8 estiver ausente, define-se formalmente
Ns, Ng, N7 e Ng como zero, respectivamente.
O procedimento de calcular as fungdes de forma para contemplar esta nova técnica de

refino localizado no EbFVM pode ser resumido como:

1. Determinar as fun¢des de forma (N;) para os nos 1, 2, 3 e 4 pela Eq. (A1.5). Este
passo ¢ feito para todos os elementos quadrilateros do dominio.

2. Determinar as fungdes de forma (N, e Nj) para os nds 5, 6, 7 ¢ 8 pela Egs. (A1.6) e
(A1.7) nos elementos definidos com niimeros de nos superior a 4.

3. Determinar as novas fungdes de forma (IV;) para os nos 1, 2, 3 e 4 pelas Egs. (Al.1) a

(A1.4) nos elementos definidos com nimeros de nds superior a 4.
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LINEARIZACAO DO TERMO S,,/B,,

DA EQUACAO DE SATURACAO DO METODO IMPES

Na equagao da saturagdo existe uma ndo-linearidade entre a saturagao e o fator volume
de formagdo no termo transiente. Para que o método IMPES resolva também problemas
compressiveis, este termo deve ser linearizado. Este procedimento ¢ descrito neste anexo.

Deve-se lembrar que o fator volume de formacao ¢ determinado através de
B, =B,ff{1—cm(p—pmfﬂ (A2.1)

onde ¢, ¢ a compressibilidade da fase m definida por

)
¢ =L %P (A2.2)
pﬂ'l ap
T
ou, em funcdo do fator volume de formac¢ao (DAKE, 2001),
B, —B)/
¢y =— Bn = Bn_ (A2.3)
B,'nef pzef —-p

Valores tipicos de compressibilidade variam entre 0 a 10~ kPa™, enquanto que o fator
volume de formacao varia de 0.5 a 1.5.
Propde-se uma linearizagdo através do truncamento dos termos de maior ordem da

série de Taylor escrita para fun¢des de duas variaveis (SPIEGEL, 1992),
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f(x.y) =f(a,b)+(x=a)f (a.b)+(y=b)f,(a.b)+

(A2.4)

onde, para o problema em questdo, f=s, /B, , de forma que a Eq. (A2.4) pode ser escrita

como

0 B )’ B )°
Sm o Sm +8—(Sm/ ") Asm+—a(sm/ ) AB,
Bnl B::l aSiﬂ aBlﬂ

(A2.5)

onde o super-indice “0” indica que o termo ¢ avaliado com valores conhecidos do passo de

tempo anterior. Assim,

Sm S + ! As, — S AB
B, B, B, (B2)

ou

B, B, B, B:)
_ S sy B -5
i )

Mas reconhecendo que a Eq. (A2.1) pode ser escrita como
B, =B -BYc,(p-p")
B, =B -Bc,(p" - p")

pode-se mostrar que
B,-B,=8c,(p" - p)

Substituindo a Eq. (A2.11) em (A2.8), chega-se a

(A2.6)

(A2.7)

(A2.8)

(A2.9)

(A2.10)

(A2.11)
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o

Su _ Swm + Sm B;ffcm(p—l?o) (A212)

B, B (8)

que ¢ a expressdo linearizada do termo s,,/B,, .
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Anexo 3
CONSIDERACOES SOBRE 0OS

REGIMES DE OPERACAO DOS POCOS

No programa computacional desenvolvido nesta tese foram implementados trés
diferentes regimes de operagdo dos pocos: (1) vazdo prescrita de 4gua nos pogos injetores e
vazdo total prescrita nos pocos produtores, (2) pressdo de fundo de poco prescrita e (3)
pressao prescrita no bloco que contém o pogo. Essas diferentes alternativas sdo discutidas
nesse capitulo, bem como sdo apresentados para cada caso a forma dos coeficientes para os

métodos IMPES e Totalmente Implicito.
Coeficientes do Método IMPES. Os coeficientes de interesse que estdo relacionados
com o regime de operagao dos pogos no método IMPES sdo os termos fp € gp das Egs. (5.13)

e (5.14) utilizados na defini¢dao da 2 parcela da equacdo da pressdo do método IMPES, Eq.

(5.8), definidos de forma geral como

(9,B’+q,B"), =g,p 1, (A3.1)

e o coeficiente (cYW) » da equagdo da saturagdo, Eq. (5.7).

Coeficientes do Meétodo Totalmente Implicito. Para este método os termos
relacionados com o regime de operacdo dos pocos estdo contidos nas expressdes que

determinam o residuo das equagdes de conservagao das fases, Eq. (5.34), e suas derivadas.

205
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A3.1. Regime de Operaciio de Vazio de Agua Prescrita nos

Pocos Injetores

Este ¢ o caso mais simples, uma vez que se trata da prescri¢do direta da vazdo de
s ~ r 3 -1 — r P . ~
inje¢do de agua em [L.T'], g, , que ¢ o proprio termo que aparece na equagdo de

conservagdo da agua.

IMPES: Os termos da equagdo da pressdo destacados na Eq. (A3.1) serdo escritos

para esse regime como
(7, B/+4,B’), =4,,(B), (A3.2)

onde os coeficientes fp e gp assumem os seguintes valores

fP = _qur( W )P (A33)
g =0

enquanto que o termo de fluxo da equacdo da saturagdo serd dado por
(9.),= 4., (A3.4)

Totalmente Implicito. Os residuos das equagdes de conservacao das fases associados
ao termo de poc¢o quando a vazdo de injecdo de 4gua € prescrita sdo simplesmente escritos

como

0¢0S = CYWPr
e (A3.5)

R pogos = (qw p,BW ) P

w

T

e suas derivadas em relacdo as variaveis dependentes sdo nulas.
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A3.2. Regime de Operaciao de Vazao Total nos Pocos

Produtores

Neste caso a vazdo total produzida, g, , em [L*.T], ¢ prescrita no pogo produtor. Ela

corresponde a soma das vazdes de dgua e 6leo neste poco. Cuidado deve ser tomado com a
prescrigao deste regime quando sdo utilizados fluidos compressiveis, pois em um caso destes,
dependendo da condicdo de contorno nos pogos injetores, podera estar sendo seja violada a

conservacdo da massa global.

IMPES: Os termos da equacao da pressao destacados na Eq. (A3.1) serdo escritos

para esse regime como
— o — o _
(9,B/+4,B"), =—4r, (A3.6)
e, assim, os coeficientes de interesse sao dados por

fr= qTPr

(A3.7)
gr=0

Como nao foi prescrito fluxo de agua neste pogo e ndo ¢ utilizado nenhum modelo de
poco que relacione a pressdo do bloco com alguma pressao de referéncia, deve-se buscar
alguma alternativa para encontrar a parcela do fluxo total que corresponde ao fluxo de agua.
Deve-se lembrar que ¢ importante esta determinagdo porque esse valor serd utilizado na

resolu¢do da equacao da saturacao,

Brefc (p_pO) - _ B’
S B Pt A kVp- n .
(5.),=s2[1 5 P++v§,ep( . pAS)J((Z)AVlAt (A3.8)

que ndo estd sendo prescrito. Sabe-se que da defini¢do do fluxo das fases,
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9. = ﬂw (A3.9)
7,+4q, A, +4, '

Como g, =g¢g,+q,, pode-se utilizar a equagdo anterior para determinar a vazdo de
Pr

agua neste poco,

(f7m)P=q_Tﬁ( A ] (A3.10)

Totalmente Implicito. O residuo da equagdo de conservagdo da fase m associado ao
termo de pogo quando a vazao total produzida no poco produtor ¢ prescrita pode ser calculado

como o deduzido no método IMPES,

_( 4,
Rl poos = ‘qu,( j (A3.11)
P

a( 2
O e A3.12
{q% aX(/l ) HP (A3.12)

O termo entre paréntesis na Eq. (A3.12) ¢ denominado de fluxo fracionario da fase m,

e sua derivada em relagdo a uma variavel genérica X ¢ dada por

9 [_A =(ﬂwa’1"—ﬂoa’1wj ! . (A3.13)
oX\ 4, +4, oX 0X ) (A, +4,)

para a fase agua e
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O A J__9[_A (A3.14)
X\ 4 +4 ) x|\ 4 +4

para a fase 6leo. As derivadas da mobilidade de cada fase em relagdo as variaveis dependentes

podem ser calculadas a partir da Eq. (5.54).

A3.3. Regime de Operacao de Pressao de Fundo de Pogo

Prescrita nos Pocos Produtores

Em situagdes onde ¢ possivel prescrever a pressao de fundo de pogo, a vazdo de uma

fase e a pressdo do bloco serdo relacionados a partir do seguinte modelo de pogo,
q, = AWI(B,~P) em [L’.T"] (A3.15)

onde p, € a pressdao de fundo de pogo, € WI ¢ o indice de pogo (Well Index) que contém

informagdes geométricas e fisicas do poco e do bloco que o contém, dado por

2rwkb

Wi = em [L’] (A3.16)
In r, /7,)

onde b ¢ a espessura da camada do reservatorio, k ¢ a permeabilidade absoluta do bloco, 7., €
um raio médio equivalente do bloco e r,, € o raio do poco.

As Egs. (A3.15) e (A3.16) que definem este modelo de poco advém da inspecdo de
que o escoamento ¢ aproximadamente radial na regido proxima ao pogo, ¢ logo, a velocidade

pode ser calculada neste regido como

u =4 P (A3.17)

ou
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Ay __y P (A3.18)
r

Tog — p
I 9, dr _ —J 27kbA, dp (A3.19)
n, r Py
chega-se a
g,|In(r,)~In(r,) |=-27kbA,(p—p,) (A3.20)

ou

qm -
In ( Vg ! rw)

= A, WI( B, - P) (A3.21)

IMPES. Neste caso, o termo (g, B’+g,B’), da equacdo da pressdo serd dado por

(7, B+3,B"), =[ AWI( 1, ~ P)B + A WI( P, ~ P)B] (A322)

Como estamos expressando (g, B/+q,B’), =g,p —f,, para este regime de

operagao, portanto, os coeficientes das equagodes serdo dados por

fr=-WI.p,(A,B,+4,B))
g, =—-WI(AB’+A,B)

0" 0

(A3.23)

e na equacao da saturacdo o termo de fluxo sera dado por
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(), ==WL[ A(P-p,)], (A3.24)

Totalmente Implicito. O residuo associado ao termo de pogo das equacdes de

conservagao tera a forma

=-WI(4,),(P=ps), (A3.25)

M| pogos

e suas derivadas em relagdo as variaveis dependentes sao dadas por

OR oA
= =-WI|A,+—=(p-p } (A3.26)
ap ocos { ap ( Jp ) .
€
OR oA
ml = —WI{X’”( p-D, )} (A3.27)
W 1 pogos w P

A3.4. Regime de Operaciao de Pressao Prescrita no Bloco

que Contém o Poco Produtor

Neste caso prescreve-se diretamente o valor da pressdo no bloco que contém o pogo
produtor, devendo-se encontrar uma forma alternativa de calcular o fluxo da fase que ¢

utilizado na equacdo de conservagdo, que agora ndo ¢ mais prescrito.
IMPES. Neste método ndo € necessario resolver a equagdo da pressdo pois ¢

conhecido o valor de pressao do bloco que contém o pogo. Entdo, diferentemente dos casos

anteriores, agora além de utilizar os seguintes coeficientes

Jr = Pr (A3.28)
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torna-se necessario também substituir o coeficiente A(P,P) da matriz de coeficientes que
assumird o valor 1, zerando os demais termos da linha de P. Este procedimento prescreve o
valor desejado da pressdo no bloco. No entanto, as experiéncias numéricas t€ém mostrado que
para a maioria dos casos a matriz de coeficientes ¢ formada por nimeros com ordem de
grandeza muito menor que 1, o que pode, dependendo do solver utilizado, causar dificuldades
na resolucao do sistema linear pela diferenca de ordem de magnitude dos coeficientes. Por
isso, uma forma alternativa que mantém coeficientes da mesma ordem na matriz € utilizar, ao

invés da Eq. (A3.28), a seguinte equagao

fr=A(P,P) p,, (A3.29)

mantendo inalterado o coeficiente A(P,P), e zerando, como antes, os demais termos da linha
de P.

Embora ndo se tenha que resolver a equacao da pressdo do bloco para este regime de
poco, a equagdo da saturagdo necessita ainda ser resolvida. E neste caso tem-se a mesma
dificuldade encontrada na se¢do Al.2 e que diz respeito a necessidade de definir qual € o
valor do fluxo de 4gua utilizada na equagdo da saturacdo. Uma forma de determind-lo ¢
utilizar como ponto de partida a equagao da pressao escrita para o volume que contém o pogo

(a que nao foi utilizada devido a prescri¢ao da pressao), isolando o termo de fluxos dos pogos,

=g B +q B (A3.30)
z 1 QW w qO o

Vie P

s.Be, s Bffcoj oAV (p"-p)
P

=-> (8 4+ B 4) <kVP'AS>f‘[ B B A

Vie P

onde Z m, € o somatorio dos fluxos de massa nas fronteiras do volume de controle que
VieP

contém o poco. Este somatdrio s6 ndo serd nulo nos blocos que contenham pocos, € pode ser

facilmente calculado ser for utilizada a seguinte expressao

{Z ”'%}=[A']{p} +{e,} (A3.31)

Vie P
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onde [A'] ¢ a propria matriz global de coeficientes da equacao da pressao apresentada no Cap.
5, sem os termos de pogos e sem zerar a linha correspondente ao bloco que contém o pogo,

{ep} ¢ o vetor com os termos de compressibilidade definido na Eq. (5.17), e {p}, por sua

vez, € 0 vetor que contém os valores mais recentes de pressdo, incluindo o valor prescrito no
bloco.

Assim, isolando ¢, da Eq. (A3.30) e substituindo a expressdo resultante na Eq. (A3.9),

obtém-se uma equagdo escrita em fun¢do da vazao de agua,

q, A
w —= (A3.32)
. +
h o A
qw Bo " Bo
e colecionando-se os termos semelhantes, na forma
5, I
g (A°+A°)= A% q. | 1——=2 |+¥L A3.33
qw ( w (o} ) w qW [ Bo j BO ( )
e
B o
g A +A - 1= | |= A D, (A3.34)
Bg Bg Vie P

chega-se a equacdo que determina o fluxo utilizado da equagdo da saturacdo quando a pressao

do poco ¢ prescrita no bloco, dada por

_ A°
=_ —WE 1. A3.35
(qW)P [2’()030+X’VTBW VierI]P ( )
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Totalmente Implicito. Neste tipo de regime de pogo necessita-se prescrever o fluxo da
fase em cada uma das equagdes de conservagdo da mesma forma como foi no IMPES.
Utilizando o mesmo raciocinio utilizado naquele método, pode-se mostrar que o termo de

residuo dos pogos para a equacgdo da conservagdo da agua ¢ dado por

A
R| ==l | S A3.36
posos (/1030 +ZWBJ 2, (330

w
p VieP

Nao ¢ necessario calcular o termo equivalente para a equacao de conservacao do 6leo

porque a equagdo de conservacgao total (aquela que fornecera o valor de Ap para este bloco)

ndo serd utilizada. Na verdade, como o valor da pressdo ja ¢ conhecido e ndo se altera com o

tempo, o valor de Ap para este bloco calculado pelo sistema linear da Eq. 5.27 devera ser

zero, nao modificando o valor da pressao do bloco que contém o pogo, como o desejado. Para
tanto, deve-se anular na matriz jacobiana todos os coeficientes da linha referente a equagao
das derivadas da equacdo da conservacdo do 6leo deste bloco, a menos do termo da diagonal
principal. Deve-se zerar também a posi¢ao correspondente do vetor de termos independentes.
Quanto a linha que contém os coeficientes da equagdo de conservacdo da agua, a

derivada do residuo do termo de pogos sera calculado a partir de

Ry 9 A D, (A3.37)
0X |0y  OX\AB,+AB, ) &
onde X=p, s,, €

of A | B(ﬁ%_ﬂ Mo]+
X\ AB +4B \ax ox

~ /1( i 0B, A anﬂ 1 2
oX " 9X )|(A,B,+4,B,)

W

(A3.38)

Um resumo com todos os regimes de operagdo de pocos utilizados neste trabalho ¢
apresentado na Tab. A3.1 para o IMPES e nas Tabs. A3.2 e A3.3 para o método Totalmente

Implicito.
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Parametro associado ao termo fonte (soma-se ao vetor de termos independentes)

Poco Regime de Operagdo 1 fP =—gq. B
Injetor (Vazéo de dgua prescrita) "
Regime de Operacao 1 =7
& P fr dr,,
(Vazio total prescrita: dgua + oleo)
f P Ix1
Poco Regime de Operagdo 2 fo=—WI p, ( ﬂw B, + ﬂu B)
Produtor (Pressio de fundo de pogo prescrita)

Regime de Operagdo 3

(Pressdo prescrita no bloco que
contém o pogo)

fP = Py,

Parametro que se somard ao

valor da diagonal principal de [A] correspondente ao bloco do pogo

Poco . ~ —
Injetor Regime de Operagdo 1 g,=0
Regime de Operacao 1 g,=0
Regime de Operagao 2 gp=—WI(AB,+AB,)
gp Ix1
Poco =0
Produtor &r
torna-se necessario também zerar os termos da linha

Regime de Operaqéo 3 de P, a menos do termo da diagonal - A(P,P), e

também substituir na posicao respectiva no vetor de
termos independentes o valor prescrito da pressdo
multiplicado pelo coeficiente A(P,P).

Parametro utilizado no célculo explicito das saturagoes

Poco . ~ 7l — =
Injetor Regime de Operacédo 1 (q w) P = Qwp,
Regime de Operacéo 1 ( 1 )P 7, A,
" w4, +4
w 0 /p
(q_z )P Ix1
Poco . - _
Produtor Regime de Operacéo 2 (qW)P = —W],[ﬂw(p - pﬁn)}P
. N _ A
Regimes de Operacéo 3 ( q ) = —r Z m.
vr AB +AB > '
00 w-w ViE P

onde P ¢ o n6 do volume que contém o pogo, € Z m, ¢ calculado como descrito na se¢do Al.4

Vie P

Tab. A3.1 — Resumo das expressdes dos residuos associados ao termo de pogos para diferentes regimes de
operagdo utilizados no Método IMPES
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Residuo associado ao termo de injegdo / produgdo da fase agua

RWpocos

Npocos
x 1

Poco Regime de Operacdo 1 — (67 )
. Wl pogos Wpe )/ p
Injetor (Vazdo de dgua prescrita) !
Regime de Operacdo 1 o ﬂw
(Vazio total prescrita: Wlpogos qur ﬂ + ﬂ
dgua + dleo) W °osp

Regime de O ao 2

Poco egime de Operagao _— (ﬂ, ) (p . )

Produtor (Pressio de fundo de pogo "1 pogos wip o /p
prescrita)

Regime de Operagéo 3

(Pressdo prescrita no bloco
que contém o pogo)

Wl pogos

A, .
T A,B, +AB, 2,

p VieP

Residuo associado ao termo de injegdo / producao da equagdo da pressao

RTpocos

Npox;os
x 1

Poco Regime de Operacdo 1 RT . _ (qw BW )
i 0S8 Pr P
Injetor (Vazdo de dgua prescrita)
Regime de Operacdo 1 _
(Vazio total prescrita: T pogos qr pr
dgua + dleo)
Poco Regime de Operacdo 2 _ 1(1B B
Produtor g Tpo:;os__W ( W W+ 0 g)P<p_pj2,)
(Pressiio de fundo de poco
prescrita)

Regime de Operagéo 3

(Pressdo prescrita no bloco
que contém o pogo)

Tab. A3.2 — Resumo das expressdes dos residuos associados ao termo de pogos para diferentes regimes de
operagdo utilizados no Método Totalmente Implicito
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Derivadas do residuo da equagdo da dgua em relacdo a p e s, associadas ao termo de poco

PO(;O Regime de Operacao 1 aRw — aRw =0
Injetor (Vazdo de agua prescrita) ap pogos w | pocos
M/
Regime de Operacdo 1 pocos T ap ﬂ' + 2’; P
(Vazio total prescrita:
dRWdpPocos dgua + dleo) W
s, T as A,+4,
pogos
1x1 OR oA
= =-WI| A + W(p—pf)
dRW<dsPocos Pogo ap w ap P
Produtor Regime de Operacio 2 bocos i
(Pressdo de fundo de pogo aRW =—WwI alw ( p— pf )
rescrita) P
p os, socos os,, »
Regime de Operacio 3 aRw - i lw z 7
(Pressdo prescrita no bloco aX pogos aX /,loBo + EWBW p VieP l
que contém o pogo)
Derivadas do residuo da equagdo da pressdo em relagdo a p e s, associadas ao termo de pogo
Poco Regime de Operacdo 1 aRT — aRT =0
Injetor (Vazdo de dgua prescrita) ap pogos aS w | pocos
Regime de Operacdo 1 aRT _ aRT -0
(Vazdo total prescrita: ap B os -
dgua + dleo) pocos " 1pogos
oR
T = —
dRTdpPocos 0 =-WI Z [/?’m Bm +
p pogos m=w,o
1x1 N oA, dB, ( )
Poco Regime de Operagao 2 ap ap P~ Pp
dRTdsPocos Produtor (Pressdo de fundo de poco
prescrita)
oR
T —
= =Y B2 (r-py)
Sw Ppogos m=w,o w

Regime de Operacio 3

(Pressdo prescrita no bloco
que contém o pogo)

Mantém-se inalterado o valor na coluna 2P e
anula-se os demais termos da linha

onde P ¢ o no6 do volume que contém o pogo, Z m, ¢ calculado como descrito na se¢do A3.4, X =p, s, ¢

Vie P
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9 4 :(ﬂ %, azwj 1 A 4 \_ o A
X\ A,+4,) Mox TTax J(a,+4) X\ A4,+4,) X(4,+4,)
Kl A, _ Bﬂ(ﬂoa;tw_/lwa/iuj_/lw(ﬂoazsuMWanj 1 :
X\ A,B,+ 1B, X M ox X " ox )|(AB,+AB,)

Tab. A3.3 — Resumo das expressdes das derivadas dos residuos associados ao termo de pogos para diferentes
regimes de operacdo utilizados no Método Totalmente Implicito




Anexo

ESQUEMA ALTERNATIVO DE
TRANSFERENCIA DE DADOS PARA AS

MATRIZES ESPARSAS

Quando ndo se dispor de uma eficiente biblioteca numérica capaz de gerenciar o
armazenamento de matrizes esparsas e o0s processos de transferéncia dos coeficientes
calculados nas matrizes de cada elemento, pode-se utilizar o esquema proposto nesta se¢do e
que consiste em criar matrizes locais em cada elemento contendo enderecos relativos as
matrizes esparsas.

Considere o esquema de armazenamento mais simples de matrizes esparsas
denominado de “formato coordenado” (SAAD, 2000), no qual os dados passam a ser
estruturados utilizando-se trés vetores de mesmas dimensdes que definem todos os elementos

nao-nulos de uma matriz:

1. Um vetor de inteiros com os indices das linhas;
2. Um vetor de inteiros com os indices das colunas;
3. Um vetor de niumeros reais contendo os valores ndo-nulos localizados nas posi¢des

(linha, coluna) definidas nos outros dois vetores;

conforme explicado no Cap. 5. A utilizagdo de outros formatos de armazenamento, como o
formato de linha comprimida (Compressed Sparse Row - CSR), também podem ser aplicados
no esquema proposto.

A desvantagem da utilizagdo do armazenamento de matriz esparsa ¢ a dificuldade de
identificar diretamente a localizacdo de um coeficiente no vetor de valores. Dados os indices
da linha e coluna correspondentes da matriz cheia, em alguns casos torna-se necessario
“varrer” praticamente todas as posi¢des dos vetores de indices para identificar a localizagdo
de um coeficiente no vetor de valores. Essa dificuldade ¢ acentuada no método EbFVM
porque em cada elemento e a cada passo de tempo ¢ calculada uma matriz local contendo

valores que devem ser transportados para a matriz esparsa global. Este procedimento

219
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normalmente acaba tendo um alto custo computacional, independentemente da
disponibilidade de algoritmos eficientes, porque de qualquer forma o algoritmo deve ter um
procedimento de busca da posi¢do correspondente no vetor de valores através da informagao
dos indices da linha e coluna nos outros dois vetores.

Para sanar essas dificuldades com o armazenamento de matrizes esparsas ¢ proposto
nesta se¢do criar uma matriz para cada elemento da malha que contenha as posi¢des no vetor
de valores da matriz global esparsa onde cada valor da matriz local de coeficientes deve ser
adicionado. Essas matrizes de enderecos, compostas apenas de valores inteiros, sdo calculadas
no inicio do processo e uma unica vez para toda a simulagdo. Através deste procedimento,
portanto, ndo ¢ mais necessario, referenciar-se a indices de coluna e linha na transferéncia de
informacdo das matrizes locais para a global, o que ¢ muito conveniente pois evita o trabalho
de pesquisa da posi¢do de um coeficiente no vetor de valores.

A Fig. A4.1 ilustra o processo de representagdo de matrizes esparsas, apresentando um
exemplo de uma malha composta por dois elementos — um triangular e outro quadrilatero.
Nota-se que, semelhantemente ao processo de formacao das matrizes globais cheias, a matriz
global esparsa representada desta forma ¢ montada a partir da informagdo proveniente das
matrizes locais de coeficientes, como deveria ser. No entanto, a posi¢ao no vetor de valores de
cada um dos valores provenientes das matrizes locais dependera da informagao contida nas

matrizes de enderecos dos elementos.
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2 o
[ ]
3e
Elemento Elemento
2 1
o [ J
Montagem da
Matriz Local Matriz Global
de Coeficientes
[Al. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 = Posic@o nos vetores
) 1/1(1(1|2|2|2|2|2|3|3|3|(4|4|4|4|4|5|5|5|5 = [ Vetor de indices das linhas ]
@ \:> 112|4|5(1|2|3|4|5|2|3|4|1]|2|3|4|5|1|2|4|5 = [ Vetor de indices das colunas ]
000000 |00 OO0 OO0 OO |O =IVetordevalores]
~ Y ) 1(1(1|1|2 2 2(3|3(3|4|4\4 4|/5|5|5|5
@ O0OOo o> 1/2|4|5|1|2|3|4|5|2/3|4|1|2|3|4|5|1|2|4|5
AN 0|00 |0|0|0| 0|00
Matriz Esparsa 111122 2]2]2]3[3|3]4]a]a]a]a]5]5]5]5
Global de = |1|2/4|s5]|1|2|3]a|5|2[3]|a|1]2|3]a|5|1]2|4]5
Coeficientes [A] 0000000000000 e0 0000

Fig. A4.1 — Procedimento de preenchimento da matriz esparsa definida por trés vetores que contém os valores

ndo-nulos e os indices que definem a posi¢do de cada um deles na matriz cheia

Para exemplificar o papel das matrizes locais de posi¢des na formagdo da matriz
esparsa global, considere que a matriz de conectividades fornecida pelo gerador da malha da

Fig. A4.1 seja

Noélocal 1 | Nolocal 2 | Nolocal 3 | No local 4

Elemento 1 1 2 4 5
Elemento 2 4 2 3 -

Neste caso, as matrizes de posi¢des de cada um dos elementos terdo a forma

1 2 3 4
16 14 15

5 6 8 9
L= e e,={8 6 7

13 14 16 17
12 10 11

18 19 20 21
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que correspondem as posigoes destacadas nos vetores de valores da Fig. A4.1.
O procedimento de construcdo da matriz esparsa (trés vetores) e das matrizes locais de

enderecos pode ser resumido da seguinte forma:

1. Inicializar matrizes de valores inteiros de NNExNNE para cada elemento e dois vetores
globais de valores inteiros de dimensdes 1x(16*NEIm), onde NNE ¢ o nimero de nds

do elemento e NEIm é o nimero de elementos da malha.

2. Visitar cada elemento da malha e:

a) escrever a localizacdo da linha e coluna da matriz global nos dois vetores
globais e escrever esta localizagdo na matriz local de enderegos a partir da
matriz de conectividades fornecida pelo gerador de malhas;

b) criar um vetor auxiliar que conterd a localizacio do aparecimento do
primeiro nd. Esse vetor facilitara a procura por posi¢des correspondentes a
conexdes entre nds que ja estdo definidas.

¢) sempre que se passar a um novo elemento, checar no vetor auxiliar se a
posicao nos vetores correspondentes a uma posi¢ao na linha i e coluna j ja

foi criada.

3. Eliminar as posi¢des alocadas nos vetores globais que nao receberam valores.

4. Inicializar um terceiro vetor global de valores de dupla precisdo, de mesmas

dimensdes dos dois anteriores, que recebera os dados da matriz de coeficientes.

5. Ordenar os vetores globais de posicdo em ordem crescente de linha e coluna, para a
obtencdo de vetores ordenados como os demonstrados na Fig. A4.1, e atualizar as
matrizes locais de enderegos de acordo com os novos vetores globais. Este
procedimento ¢ importante porque acelera o processo de resolucao do sistema linear,

que passa a receber uma matriz esparsa com valores ordenados.

6. Criar um vetor contendo a informac¢ao da localizagdo dos dados referentes a diagonal

da matriz dos coeficientes nos vetores globais. Esse vetor terd muita utilidade na
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adicdo das informacgdes dos termos transientes e de pogos na matriz esparsa em cada

nivel temporal.

Deve destacar novamente que com este procedimento ndo € mais necessario trabalhar
com os indices relacionados a uma matriz cheia. Isso s6 é possivel porque cada elemento
conhece a posicdo que os dados calculados devem ser acrescentados no vetor de valores.
Portanto, uma vez definidos os vetores globais, ndo ¢ mais necessario qualquer correlacdo de

posi¢cdes linha-coluna com a posi¢ao no vetor global.

A4.1 Bibliografia

SAAD, Y., 2000. Iterative Methods for Sparse Linear Systems, 2" Ed., PWS Publishing
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Anexo

METODOS DE RELAXACAO

EMPREGADOS NO MULTIGRID

Os métodos utilizados para obter a solucdo das diversas malhas empregadas no
multigrid sdo apresentados sucintamente neste capitulo. Conforme mencionado no Cap. 6, as
equacdes da malha mais grosseira sdo resolvidas com o método direto LU, enquanto que as
equacdes das demais malhas utilizadas no multigrid sdo resolvidas com os solvers iterativos
ILU(0) ou Gauss-Seidel.

Os dois primeiros solvers caracterizam-se por transformar a matriz original [4] em um

produto de duas matrizes triangulares [L] e [U], na forma

10 0] | al) af)
m 1 T 0 a2 .. a(i)
73 A A | I (as.1)
mnl mnn—l 1 0 0 ar(zz)
L U

onde [L] ¢ a matriz triangular inferior com diagonal unitéria e [U] a matriz triangular superior.
Dessa forma, a solu¢do do sistema linear resultante pode ser obtida pelos processos de
substitui¢do ascendente e descendente, como demonstrado na seqiiéncia.

O método de Gauss-Seidel, por sua vez, pertence a classe dos métodos ponto a ponto e
resolve o sistema linear iterativamente, equacdo por equacdo, utilizando os valores das
varidveis calculadas no ciclo iterativo anterior e também as novas varidveis neste ciclo.

Os trés solvers mencionados neste capitulo serdo descritos com mais detalhes na

seqliéncia, enfatizando, principalmente, aspectos de implementagdo computacional.
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AS.1. Método Direto LU de Resolu¢cao de Sistema Linear

O método direto de resolugdo de sistema linear LU ¢ uma forma modificada do

método de Eliminacao de Gauss. Neste método o sistema linear original

[4){ @} ={b} (A52)
¢ escrito como

[Z][v]{®}={t} (AS5.3)

onde [L] e [U] sdo as matrizes definidas na Eq. (A5.1). Definindo um vetor auxiliar {V'} como

[L][U{ @]} ={p} (A5.4)
r}

a solucdo do sistema linear original pode ser obtida resolvendo-se dois sistemas lineares mais

simples, sendo o primeiro o que determina o vetor {V'}

[Z]{7}={b} (A5.5)
e na seqiiéncia, o que determina o vetor solugdo desejado
U@} =[V] (A5.6)

Embora pare¢a que o custo computacional ¢ grande pela resolu¢do de dois sistemas
lineares, esse processo ¢ facilitado tomando-se proveito da definicdo das duas matrizes
triangulares, resolvendo-se cada sistema das Eqgs. (A5.5) e (A5.6) através de substitui¢des

sucessivas:

v" descendentes:
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(1)
A
L(l)
11
(AS.7)
k-1
V.= (b,gk) - L(kf.)Vj J/ L(k'z,) para k desde 2 até n
j=1
e
v’ ascendentes:
(n)
& =
ol
(A5.8)
D =[V,f“ — Z U,E/k)cp] J /U,(Cf) para k desde (n-1) até 1
j=k+l1

onde 7 ¢ a dimensdo da matriz original.

AS.2. Determinacio das Matrizes Triangulares [L] e [U]

O processo de determinacdo das matrizes utilizadas no método LU consiste em ( -1)

()

passos, onde os elementos afjkﬂ) da Eq. (A5.1) sdo construidos a partir dos elementos g,

. 1 . « e e « e ,
considerando como alg) a matriz inicial. Este processo tem inicio pelo calculo dos termos

multiplicadores, m, , que sdo aqueles que alimentam a matriz [L], e sdo utilizados para zerar

os elementos necessarios para criar a matriz [U],

m, = al.(,f) /al¥) para i desde k+/ atén
(A5.9)

(k+1) _
aij _aij -

(®) ml,ka,(;) para i, j desde k +1 até n

No método implementado neste trabalho ndo se considera a possibilidade de haver

termos nulos na diagonal, caso contrario seria necessario a troca de linhas antes de resolver a

Eq. (A5.9).
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AS5.3. Método de Resolucao de Sistema Linear Baseado na

Decomposicao Incompleta ILU(0)

Este método baseia-se na constru¢do de uma matriz de coeficientes incompleta, isto &,
que ndo possui todos os coeficientes da matriz original, mas que ¢ bastante proxima dela, e
busca resolver iterativamente o sistema linear resultante através de um método que ¢ eficiente
ao trabalhar com matrizes deste tipo (MALISKA, 2004). A decomposi¢do incompleta ILU(0)
¢ uma das formas de obter uma matriz proéxima a original.

O processo de construcdo das matrizes [L] e [U] incompletas é praticamente idéntico
ao do método LU tradicional, a menos do fato de que apenas os valores ndo-nulos na matriz
original sdo modificados. Esta ¢ uma caracteristica importante porque este procedimento,
denominado de fatoragdo ILU(0), ndo altera o formato de armazenamento da matriz de dados,

e portanto, ndo demanda reformatagdo da matriz esparsa.

Obtidas as matrizes incompletas, doravante denominadas de [L'] e [U’], inicia-se o

processo iterativo, determinando-se uma correcdo nas varidveis com o método de
decomposicdo LU e as atualizando, até atingir a norma do residuo escolhido, como
demonstrado na seqiiéncia.

Definindo a expressdo de um residuo calculado com a matriz original [4] em uma

iteragdo v como
{#} =[4]{o} -{b} (A5.10)

e uma formula de recorréncia que utiliza a expressdo deste residuo e também as matrizes

incompletas [L] e [U], dada por
[NV} =[L]u e} ~{#} (AS.11)

pode-se mostrar que a solugdo convergida ndo tem influéncia das matrizes incompletas [L] e

[U’], pois, neste caso, o vetor {®} se anula e {QD}UH ={o}".

Assim, reescrevendo a Eq. (A5.11) utilizando a defini¢do de uma corre¢ao do campo

de @ na forma
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{6} ={2}" - {®} (A5.12)
obtém-se
(LU o} =—{x}’ (A5.13)

Como as duas matrizes do sistema linear da equagdo anterior sdo definidas como
triangulares inferior e superior, a solucdo deste sistema pode ser obtida simplesmente

fazendo-se dois processos de substituicdes sucessivas, através da definicdo de um vetor

auxiliar {V'},

Yy =[usy™ (A5.14)

o que reduz o sistema linear da Eq. (A5.13) a

(L)Y =-{Rr} (A5.15)

Obtido o campo de {V'} com a solugdo da Eq. (A5.15), resolve-se a Eq. (A5.14) para

obter o campo da correcdo {d} que ¢ utilizada, por sua vez, para avangar a solugdo para o

novo nivel iterativo. Calcula-se o novo vetor de residuos, Eq. (A5.10), repetindo todo esse

processo até que a norma do residuo seja menor que a tolerancia especificada.

AS5.4. Método de Gauss-Seidel

O M¢étodo de Gauss-Seidel, outra op¢ao de solver-base do multigrid, foi implementado
da forma tradicional que consiste em iterar um numero fixo de vezes em cada malha,
resolvendo equacdo por equagdo, utilizando os valores das variaveis calculadas no ciclo
iterativo anterior e também as novas variaveis neste ciclo. Este procedimento pode ser

resumido como
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1 i—1 n
v+l v+l v
¢ =— b=2 ;aijdjj -2 4% (A5.16)
ii Jj=

j=itl

No Cap. 8, no entanto, utilizou-se também o Método de Gauss-Seidel para avaliar o
desempenho do multigrid, isto ¢, procurou-se mostrar a superioridade do método proposto
comparando-o com métodos tradicionais, como o Gauss-Seidel. Neste caso dever-se-ia
determinar a norma do residuo de cada equacdo para ser utilizada como critério de parada.
Em situagdes onde o numero de iteragdes ¢ fixo, o solver Gauss-Seidel implementado de
acordo com a Eq. (A5.16) aplica-se muito bem. Mas quando se necessita calcular diversas

vezes o residuo, este solver pode ser implementado com bastante vantagem utilizando uma

versdo ligeiramente diferente, obtida incluindo o termo —a,@" dentro dos colchetes da Eq.

(A5.16) e somando o termo @ no lado direito desta equagao, resultando em

i—1 n
" =@ +ai b~ 4,8 —Zaﬂ”} (AS5.17)
i j=1 Jj=i

12

onde o termo entre colchetes pode ser considerado uma boa estimativa do residuo da equacao.
Neste caso ndo ¢ mais necessario o trabalho extra de calcular o residuo utilizado como critério

de interrup¢do do processo iterativo. Note também que o termo entre colchetes dividido por

a, ¢ a correg¢do do valor de @".
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Anexo
FLUXOGRAMAS DO SOLVER

MULTIGRID

Nesta secio sdo apresentados os fluxogramas' que resumem as rotinas computacionais
empregadas no software multigrid implementado nesta tese. O significado de cada um dos
simbolos utilizados pode ser visto na Tab. A6.1, enquanto que os fluxogramas sao

apresentados nas Figs. A6.1 e A6.2.

Tab. A6.1 - Simbolos empregados nos fluxogramas

D Terminal Indica inicio ou fim do processo.

Procedimento executado em um
Operagao local diferente de onde foi
chamado.

~ Procedimento completamente
Operagao Local ,
executado no local que é chamado.
Indica possiveis desvios de acordo
Decisao com as condigdes estipuladas na

decisdo.

Laco Repete a execugdo de um conjunto
¢ de instrucgoes.

Indica final de lago ou recebimento

O Conector de fluxo desviado.

" Fluxograma é a técnica de representagio grafica que utiliza simbolos previamente convencionados e que
permite a descrigdo clara e precisa do fluxo ou a seqiiéncia de um processo, facilitando a sua analise e redesenho.

231
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Nivel 1 -

Fluxograma Geral

Inicio

Calculo do residuo
inicial

Residuo inicial
€ maior que a
tolerancia?

Inicializacdo das
variaveis

V

Geragéao das

; matrizes e
,N.Ivel ,2. vetores
roxim /I T
(proxima pagina) necessarios de

todos os niveis

A

Resolugao do
ciclo escolhido
pelo usuario até
a convergéncia

FIM

Fig. A6.1 — Fluxograma geral do multigrid
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Nivel 2 -

Geragao das matrizes e
vetores de todos os niveis

Inicio

Atribui o sistema
linear (A, x, b)
fornecido pelo usuario
ao nivel zero

)4

Criagcao dos vetores

Sim auxiliares e matriz de
conexao

do nivel zero

Vai Aglomerar?

y

Para sistemas
blocados,
transformar o
sistema linear do
nivel zero para o

formato CSR

Laco sobre
0s niveis
grosseiros

Lago sobre
0s niveis
grosseiros

A

Geracgao das
matrizes e vetores
de um nivel mais
grosseiro a partir das
informacgdes do nivel
anterior

|

Para sistemas
blocados,
transformar o
sistema linear de um
nivel mais grosseiro
para o formato CSR

Determinacédo do
sistema linear de
cada nivel
grosseiro

) 4

FIM

Nivel 3

Nivel 3 -

Geragao das matrizes e vetores
de um nivel mais grosseiro a partir
das informagdes do nivel anterior

Inicio

Redefinicao

das matrizes

de conexdes
do nivel
anterior

Processo de
aglomeragao
de células

\ 4
Salva a forma
da aglomeragéo
em arquivo, se
for o caso

Definigéo das
matrizes de

conexoes do
novo nivel

A

Determinagéo do
sistema linear do
novo nivel

v
Criagao dos
vetores
auxiliares:
do novo nivel

FIM

Fig. A6.2 — Fluxogramas dos niveis 2 (lado esquerdo) e 3 (lado direito) do multigrid






Anexo | 41.cULO DO FLUXO NAS MALHAS
FORMADAS POR ELEMENTOS TRIANGULARES

(UMA ABORDAGEM DIFERENTE DA APRESENTADA NO CAP. 5 E A COMPARACAO
COM A FORMULACAO UTILIZADA EM OUTROS TRABALHOS)

O procedimento geral de obtencdo das equagdes discretizadas no método EbFVM
apresentado no Cap. 5 aplica-se para elementos triangulares e quadrangulares. Contudo, a fim
de avaliar melhor a questdo do aparecimento das transmissibilidades negativas discutida no
Cap. 7, os termos de fluxo das equacdes sdo discretizados nesta se¢do a partir de um
procedimento um pouco diferente, aplicdvel apenas para elementos triangulares, mas que

resulta nas mesmas equagdes apresentadas no Cap. 5.
Deducdo do termo de fluxo. No Método dos Volumes Finitos baseado em Elementos -

EbFVM, a pressao ¢ avaliada em qualquer ponto do elemento em fun¢do dos valores nodais

utilizando as fung¢des de forma. Para elementos triangulares, tem-se

p=N,p +N,p, +N,p, (A7.1)

onde os operadores N;sdo as fung¢des de forma e sdo definidos, para triangulos, como

Nl (5’77):1_5_77
N, (&m)=¢ (A7.2)
N, (5,77):77

A Fig. A7.1 apresenta um elemento triangular nos planos fisico (x, y) e transformado

& n.

235
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Plano
fisico

Fig. A7.1 - Elemento triangular nos planos fisico e transformado

Pode-se mostrar que as coordenadas de qualquer ponto dentro do elemento também

podem ser expressas em funcdo dos valores de seus trés nds como

{x(f,?]) = N,x, + N,x, + N,x, (A73)

y(feﬂ) =Ny +N,y, + Ny,
Substituindo-se as Egs. (A7.2) em (A7.1) chega-se a
p=(01=&-1)p +(&) p, + (1) ps (A7.4)

e agrupando-se os termos semelhantes, a equacdo anterior pode ser reescrita como

P=77(p3—P1)+§(P2—P1)+P1 (A7.5)
=N3(p3 —p1)+N2 (pz —p1)+p1

Portanto, as derivadas de p em relagdo a x e y serdo dadas por

[V .
ox n ox

(A7.6)
dp
— =(ps- P
W, dy dy
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Porém, para determinar as derivadas das fun¢des de forma dN, /dx e dN,/dy utiliza-

se a regra da cadeia, na forma

aNi_aNi%_i_aNia_y . aNl._aN,.a_x+aN,.a_y
o dx & dy d¢ on  dx dn  dy In

(A7.7)

que resulta em um sistema de duas varidveis a duas incognitas, onde apenas as derivadas de N;

em funcdo de x e y ndo sdo conhecidas. Assim, resolvendo-se o sistema chega-se a

ON, 1 (azv,.a_y_azvi a_yj

ox det()) & 9n o7 0
X det(/)\ dg o7 77 OG (A7)
oN, 1 oN, dx 9N, ox
dy det(J)\ dan o0& 9 an
onde det(J) ¢ o determinante da matriz jacobiana da transformagao, dado por
ox dy Ox dy
det(J)=———-——— A7.9
et(/) 9Ean  an é (A7.9)
J& as derivadas de N, x e y em funcdo de £ e # podem ser obtidas através de
%:_1 8N2:0 8N3:1
on on on
(A7.10)
%:_1 8N2:1 8N3:O
& & &
ox _ON, oN, oN,
a—: 877 xl+ 877 x2+ 877 x3—X3 xl
d (A7.11)
ox _oN, oN, oN,
= X3 =Xy~ X

—=—tx+—2x+
YT A CREFY:
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ady _ oN, +8N2 +8N3 o
an o N an B2 o Y3s=)Vs—)

(A7.12)
ay_aN, oy, N,
P agJﬁ aé;yz a§y3 Vo= W

Substituindo-se as Eq. (A7.11) e (A7.12) em (A7.8), as derivadas das funcdes de
forma e o determinante da matriz jacobiana resultam em

Mo L)
x  det(y 2

Nl 1)
o det() D

Nl 1
o  det()

%: 1 (xs_xz)
dy  det(J)

(A7.13)
N, 1

oON. 1
= (xl_xs) t= (xz_xl)
dy  det(J) dy  det(J)

det(J) = (x, —x, )33 — 3, )= (x5 = x, )3, = 1) (A7.14)

Substituindo-se as expressoes da Eq. (A7.13) na Eq. (A7.6), e reconhecendo-se que o
gradiente de p ¢ definido como

?p:a—pha—pj (A7.15)
ox  dy

pode-se reescrevé-lo na forma

%:[(pz —p) (=) -(ps =) (1, —y,)}?_i_

det(J)

det(J)

(A7.16)
+{(p3 _pl)(x2 _x1)_(pz _pl)(xs _x1)}]ﬁ

Para simplificar a nomenclatura e facilitar a comparagdo com as dedugdes utilizadas
freqiientemente na literatura (FUNG ef al., 1991), adotar-se-4 a seguinte convengao

(A7.17)
h =WV =N b=y -y,
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onde 1, 2 e 3 sdo os nos do elemento triangular dado na Fig. A7.1. Reescrevendo a Eq.

(A7.16), é possivel mostrar que
_ 1S A A
Vp=—> (bi+aj)p, A7.18
p=3 A;( i+aj)p, (A7.18)

onde, por conveniéncia, o determinante da matriz jacobiana foi substituido pelo dobro da érea,
A, do triangulo.

Substituindo-se a Eq. (A7.18) na expressao do termo de fluxo discretizado,

[ V(/U?Vp)drfz [ AkVp.as (A7.19)
V S

chega-se a
| V(M?Vp)dV=ﬁ [ 3 (bi +a,j) p,Ak. dS (A7.20)
vV s i=1

A questdo agora ¢ determinar o produto escalar da Eq. (A7.20). O vetor area presente
nesta expressao deve ser definido de tal forma que a sua dire¢gdo normal aponte para fora do
volume de controle, pois garante que a forma usual do balanco de massa no volume de

controle seja satisfeito

: : — AM
Mentra _Msai :_Z(deS )pi :? (A721)
pi

onde M, e M, sdo os fluxos que entram e saem do volume de controle e AM /At ¢ a sua

entra
variagdo de massa.

Adotando um sentido anti-horario de integragdo na superficie, pode-se mostrar

(MALISKA, 2004) que o vetor normal a determinada superficie, dS , estara sempre se

dirigido para fora do volume de controle se for expresso como

dS = dyi —dxj (A7.22)
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que escrevendo em termos das coordenadas locais (¢, #) e utilizando a regra da cadeia, chega-

S€ a

o N
ds = (5 §+an j (a§d§+andﬂjj (A7.23)

Substituindo-se a Eq. (A7.23) em (A7.20), obtém-se

L= 1 ¢ =
!V.(ikVp)deﬁl.;(bl+a]) pAk.

(A7.24)
d§+ % d ; d§+—d
85 af
Em uma situacao bidimensional, o tensor l? ¢ escrito como
- kXX kx
k = ! (A7.25)
kyx »
e substituindo-o na Eq. (A7.24), realizando-se o produto escalar, chega-se a
[V.(4kVp)ar = L[|k, (bp, +bups+bip.) d§+—ydn
v 245 © ¢
+ Ak, (a,p, +a2p2+a3p3)( d§+ 37 J+
(A7.26)

_ﬂ’kyx (b1p1+b2p2+b3p3)[ df"'%dﬂj'F

) )
~ Ak, (a,p, +a2p2+a3p3)(a); d§+£d77ﬂ

Substituindo-se as Eq. (A7.11) e (A7.12) em (A7.26), obtém-se
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_ =_ 1
IV.(/lkVp)dV = ﬂj[ﬂkm (blpl +b,p, +b;p, )(bzdn_l%df) +
v s
+ﬂ’kxy (alpl ta,p,+ a3p3)(b2d77—b3d§) +
_ﬂ’kyx (b1p1 +b,p,+b;p; ) (az.df_ azdﬂ) +

- ﬂ’kyy (alpl ta,p,+a,p; ) (asdé: - azdn)]

(A7.27)

Percebe-se que todos os termos do integrando da Eq. (A7.27), com excecdo da
mobilidade A, sdo constantes dentro do elemento, pois dependem apenas dos valores nodais, e

podem ser tirados para fora da integral, na forma

IV(/U?Vp)dV:ﬁ[km (b, +byps +byp; ) +
14

+kxy (alpl +a,p,+a;p; )][sz/?vdﬂ—[%jﬂdf} +
’ : (A7.28)

1
+ﬂ _kyx (blpl +b,p,+b;p, ) +

—k, (a,p, +a,p, +a3p3)]{a3fﬂd§—azj‘ldn}
S S

Neste momento torna-se necessaria a definicdo dos sub-volumes de controle, pois sdo
sobre suas faces que a integragdo de superficie ¢ efetuada. A Fig. A7.2 apresenta os sub-
volumes nos planos fisico e transformado. Nota-se que cada um dos trés sub-volumes
pertencentes a um elemento triangular fardo parte de trés volumes de controle distintos. Estes
volumes de controle apresentam-se numerados de 1 a 3 no plano fisico da Fig. A7.2. Deve-se
notar também que os pontos de integragao estao localizados no centro das faces que separam

os sub-volumes num mesmo elemento.
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Plano Plano
Fisico Transformado

— 05
1/6 {
—0,33

of e

1/3 1/6

Fig. A7.2 - Elemento triangular, destacando os sub-volumes (Svc) e os pontos de integracdo (ip)

Os sub-volumes sdo construidos a partir de retas que saem do ponto médio de uma
face até o baricentro do triangulo. Portanto, as coordenadas x e y, no plano fisico, e £ e 7, no

plano transformado, do ponto central serdo dadas por

f:ixl./S y=> 513 (A7.29)
i=1 i

_ 3 3
E=>£/3=1/3 7=>1m1/3=1/3 (A7.30)
i=1

i=1

Assumindo que a integracdo da mobilidade na superficie de um volume de controle
possa ser representada pelo valor médio nesta superficie, entdo as integrais da Eq. (A7.28),

por inspe¢ao da Fig. A7.2, resultam em dois possiveis valores em cada ponto de integragao

1 1
[ Adg=(aa8),, =+, [ adn=(2an)|, =ty
Sipl Sipl

1 1
[ 2d5=(288),,, =% A, | Adn=(2an)| =+-2,, (A731)
Sip2 Sip2

1 1
[ A5 =(80),, =tA, [ dan=(28), =% A,
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onde Sip/ ¢ a superficie que contém o ponto de integracao 1, e assim por diante. A definicdo
de que sinal deverd ser utilizado no equacionamento dependerd do sub-volume que estarad
sendo submetido a integragdo. Deve-se lembrar que a regra adotada para a determinacdo das
areas consiste em percorrer no sentido anti-horario os sub-volumes de controle, como

demonstram as setas apresentadas na Fig. A7.3, calculando-se A e AL

)/ N Plano
i ' transformado

i “"‘
1/3 1/6

Fig. A7.3 - Elemento triangular, destacando, através de setas, a conven¢ao adotada para a definicdo do sinal das

integrais de superficie

A implementagdo computacional da Eq. (A7.28) para cada um dos sub-volumes de
controle do elemento pode ser facilitada se o gradiente de pressdo contido nela for escrito de

forma diferente para cada sub-volume de controle:

Sevl: i(bf5+aff)3:[(Pz—Pl)(ys—yl)—(p3—pl)(y2—yl)]f+

i=1

+|:(p3 =p)(%=x)=(p,—p) (% —x )]j
=[(p2 _pl)bZ +(p3 _pl)b3:|f+|:(p2 _pl)az +(p3 _pl)a3]}

(A7.32)

Scv2: i(bif+aij)f§ =[(pi=p) (3= 3,)+(Ps =) (7 —3,) i +

i=1

+[(p1—pz)(x3—x2)+(p3—p2)(x2 _xl):lj
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:[(p1_p2)b1+( pz b]l+[ pz a,+ (p3—p2)a3]}'
(A7.33)

Sev3: i(bjmij)]z =[(p=p:) (= 2:) 4 (P =p:) (7= 2) )i+

+[(p1—p3)(x3—x2) (.= p:)(x —x;) ]]

=|:(p1—p3)bl+( p3 b :|l+|: p3 a (pz_p3)a2}j

(A7.34)

O gradiente de pressdo escrito desta forma, diferente para cada sub-volume de
controle, permite obter equagdes discretizadas parecidas com as obtidas com o método dos
volumes finitos tradicional, isto ¢, em cada uma delas o coeficiente da diagonal serd
determinado diretamente pela soma dos coeficientes dos sub-volumes de controle vizinhos.

Isso sera constatado nas equacdes deduzidas a seguir.

Deducgdo das equagdes para o scvl. Para o sub-volume 1 da Fig. A7.3, por exemplo,
os valores utilizados para a integral de superficie em ¢ e # nos pontos de integracdo 1 e 2

serdo, respectivamente

Svel 1 Sve 1
[ Adg| =A,88 =24, [ adn =4, an =24, (A7.35)
Sipl Svel Sipl Svel
€
Svel Svel 1
J. idg = ﬂ’sz A§ Sip2 = __&Pz J. id” = ﬂ’sz Ssz = Eﬂ'lpz (A736)
Sip2 Svel Sip2 Svel

onde Af| z:; representa o deslocamento na dire¢do & avaliada no ponto de integragdo 2 na

equacdo do sub-volume de controle 1. Para os outros termos a explicacdo ¢ analoga. A partir
deste ponto serd utilizada esta simbologia para a representa¢do das integrais nos pontos de

integracao. Assim, a Eq. (A7.28) sera escrita na forma
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IV(/U?Vp)dV=i{kﬂ[(p2—pl)bz+(p3_pl)b3]+

sevl
1 1
+kx1 [(pz _pl)az +(p3 _pl)a3:|}{ [ ﬂ'lpl +— ﬂ'lp2j (_Eﬂﬁm _gﬂzpz):|+

{ k I: pl b + pl)b3]+

1 1
—k I: p] a, + p1)a3]}[ ( /1sz+ 2’1p2j+a3(_§ﬂ'ipl_g/1ip2jj|

(A7.37)

ou colocando em evidéncia os valores que multiplicam a mobilidade de um mesmo ponto de
integracao,

[ V(4 Vp)av={{k.[(p,=p)b+(p = )b ]+

scvl

+k, [ (P, = p)ay + (s —pl)a3:|]{%+?}+

+|:kyx [(pz _pl)b2 +(p3 _pl)b3:|+

a,

ok, (= )a+ (=) ]| 2]
Hkl(p2=p) b+ (p = p)D ]+

o, [ p)ar+ (=)o ] 2+ 2 s
[kl )bt (pi=p )]+

A
+kyy[(pz—pl)az+(p3—pl)a3ﬂ[2—2+%}2’—j (A7.38)

Deve-se notar que o valor da mobilidade calculado em cada ponto de integracdo
multiplica os trés valores nodais da pressdo. A equagdo anterior pode, ainda, ser reescrita

agrupando os termos que multiplicam cada diferenca de pressao, na forma
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[ V.(/II?Vp)dV = | 7, (P =)+ 70, (2= ) |+
o (A7.39)

+Z’ipZ [TB (p3 _p1)+2'12 (pz - D ):|

ip2

onde

; [Kbtha (b b)) (Kbtha (e e (A7.40)
B 24 6 3 24 6 3
;[ Kbtk (b, by (Kb tha N a, a (A7.41)
121 24 6 3 24 6 3
o _(kbtka (b b (kbR (e g (A7.42)
B2 24 36 24 6 3
;[ kDthoa V(b b (kb tka (e a, (A7.43)
22 24 36 24 6 3

A primeira parcela da Eq. (A7.39) corresponde ao fluxo entre os sub-volumes de
controle 1 e 3 (Fig. A7.3), e a segunda parcela corresponde ao fluxo entre os sub-volumes de
controle 1 e 2.

Pode-se, ainda, reduzir a Eq. (A7.39) em uma forma tal em que sdo explicitadas os

termos erroncamente denominados de transmissibilidades. Assim,

.[ V.(/U;Vp)de RN (p3_p1)+312 (pz_pl) (A7.44)
sevl

onde
C:813 = /11';711-13,.111 + ﬂvpszwz (A7.45)
3,= ﬂ’ipITIZW + 2’ip2T12[p2 (A7.46)

Apenas nos casos envolvendo escoamentos monofasicos € com propriedades
constantes, isto ¢, quando as mobilidades nas Eqs. (A7.45) e (A7.46) sdo idénticas, ¢ que

pode-se obter e utilizar a tradicional expressdo utilizada em outros trabalhos (FUNG et al.,
1991)
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Xy J1 X —J 1 worJ

44

k. bb. +k ab+k ba +k aa
— (A7.47)

que ¢ obtida pela manipula¢do das Egs. (A7.40) a (A7.43), e no caso particular analisado i

assume valor 1 e j assume 2 e 3, resultando nas transmissibilidade 3, e 35,

respectivamente. Esta restricdo na utilizagdo da Eq. (A7.47) ndo ¢ evidente nos trabalhos

publicados na literatura especifica da area do petrdleo.
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ANexe | CONSIDERACOES SOBRE A

UTILIZACAO DAS FUNCOES DE FORMA NA

AVALIACAO DAS MOBILIDADES NA EQUACAO DA PRESSAO

Nesta secdo sdo apresentados os detalhes referentes a obtengdo das equagdes
empregadas nos problemas do Cap. 8 quando ¢ utilizada a fun¢do de forma como fungao de
interpolacdo na equacdo da pressdo. Neste caso a funcdo de interpolacdo upwind continua
sendo usada apenas na equagdo da saturagao.

Para que seja possivel utilizar diferentes fungdes de interpolacdo nas duas equagdes €
necessario reescrevé-las, isto €, escrevé-las diferentemente do que aparece no texto desta tese.
Para demonstrar o procedimento de obtengdo destas novas equagdes, considerar-se-4, para
simplificar, que os fluidos s3o incompressiveis. Assim, como visto no Cap. 5, a equacao da

saturagdo tem a forma

(¢i_tl/j (s0=50),= X A KVpAS) +(7,), (A8.1)

e a equagdo da pressao

> G kVpaS), +(7,+7,), =0 (A8.2)

Vie P

onde A,= A + A4,. Essas sdo as Eq. (5.1) e (5.3) na sua forma simplificada.

Note que se for utilizada a fungdo upwind na avaliacdo da mobilidade da equacdo da
saturacdo, a0 mesmo tempo que ¢ utilizada uma funcao diferente na avaliacdo da mobilidade
total na equacdo da pressdo, existira uma clara inconsisténcia que deve-se ao fato de que a

equacdo da pressdo ¢ obtida pela substituicdo das equagdes de saturacdo de cada fase na

249
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equagao da restricdo. Por isso propde-se reescrever a equacgao da saturagdo a fim de obter uma
formulagao consistente.
Reconhecendo que o fluxo fracionario f,, ¢ definido como a relagdo entre a mobilidade

da fase e a mobilidade total,

A
Ju==" (A8.3)
A
pode-se mostrar que a equagao da saturagdo, Eq. (A8.1), pode ser escrita como
AV o - p —_
(—¢ ) (s,=s2) = f (AkVpAS), +(7,), (A8.4)
At ), Pover

que apresenta termos que serdo avaliados com diferentes func¢des de forma:

V' f,, : Fungdo de interpolagdo upwind

v’ A, : Fungdes de forma

Como o somatorio dos fluxos fracionarios de cada fase é igual a unidade, percebe-se
que a formulagdo que utiliza fungdes de forma na avaliagcdo da mobilidade total na equacao da

pressdo, Eq. (A8.2), tornou-se consistente.
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