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Resumo

A utilizacao do método de regiao de confianca é muito frequente em pro-
blemas de otimizacao, ja que precisamos minimizar modelos de func¢oes. Temos
métodos que utilizam regioes com formato de bolas euclidianas e métodos que utili-
zam regioes com formato de caixas. Na presenca de restrigoes lineares, a utilizagao
de um ou outro pode apresentar desvantagens. Neste trabalho apresentamos um
algoritmo de regiao de confianca baseado em trajetéria central. E um método in-
termediario entre os citados acima. No método apresentado as regioes de confianca
sao conjuntos de nivel da funcao barreira logaritmica, e evoluem continuamente de
pequenas bolas euclidianas tendendo a caixa completa. Este algoritmo é utilizado
em seguida em um algorimo de filtro para resolver um problema de otimizacao com

formato bem geral de restrigoes de igualdade e varidveis nao negativas.
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Abstract

Trust region methods are frequently used in Optimization, whenever we
need to minimize function models. We have methods based on regions shaped
as Euclidean balls and methods based on box shaped regions. In the presence of
linear equality constraints each of these shapes has its disadvantages. In this work
we present a trust region method based on the central path. This method is in
a way intermediate between the other two. Its trust regions are level sets of the
logarithmic barrier function, and evolve continuously from small Euclidean balls
towards the whole box. This algorithm is then used in a filter method for solving

general optimization problems with equality constraints and non-negative variables.
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Capitulo 1

Introducao:

Considere o seguinte problema de programacao nao linear:

minimizar ~ f(x)
sujeito a c(x) =0 (1.1)

x>0

emque f:R" — R, ¢: R® — R™ sao funcoes de classe €? com m < n. Esse formato
¢ bastante geral, uma vez que restrigoes de desigualdades podem ser reduzidas a
igualdades com a introducao de variaveis de folga.

Na resolucao de um problema restrito como o acima dois objetivos devem
ser alcancados: otimalidade e viabilidade. Estes dois normalmente sao conflitantes
e podem ser tratados de forma independente, é o caso dos métodos de restauragao
inexata. Neste métodos, introduzidos por Martinez e Pilotta [21] uma iteragao é
composta por duas fases, chamadas fase de restauracao e fase de otimalidade. Na
fase de restauracao, a partir de um determinado ponto, possivelmente nao-viavel, é
determinado um ponto intermediario z tal que a inviabilidade tenha sido “suficien-
temente”’reduzida. Na fase de otimalidade é feita uma minimizacao aproximada de
uma fungao quadrética (que geralmente é um modelo quadratico da fungao objetivo
ou de um Lagrangiano) sujeita a uma variedade linear e a uma regiao de confianca
de raio A centrada em z. Quando for obtido um ponto que reduza f(-), deve-se
decidir se o ponto melhora a otimalidade sem piorar muito a viabilidade. Para esta

andlise pode-se usar uma funcao de mérito ou filtros.



Introdugao 2

Neste trabalho vamos supor que o problema (1.1) seja resolvido com o al-
goritmo de filtro proposto em [13]. E um algoritmo globalmente convergente que
usa as idéias de restauracao inexata. Cada iteracao é composta pelas duas fases
mencionadas. Supondo que a fase de restauracao esteja resolvida vamos estudar a
fase de otimalidade. Portanto, o problema a ser resolvido é o de minimizacao de
uma funcao quadratica restrita a uma variedade afim, uma regiao de confianca, ao
primeiro ortante e a restricao do filtro. Vamos supor ainda que a funcao quadratica
a ser minimizada é convexa.

A regiao de confianca pode ter formato de uma bola euclidiana centrada
do ponto z (ponto de restauragao) ou de uma caixa com centro geométrico z, de-
pendendo da norma utilizada. Um método que usa bolas euclidianas é eficiente e
convergente, e a presenca de restri¢oes lineares afeta pouco seu custo computacional.
Entretanto usa regioes pequenas e é pouco aplicavel a problemas com restrigoes. Ja
os métodos que usam caixas sao mais atraentes, pois elas sao bem maiores do que
bolas euclidianas e problemas com restrigoes de caixas sao muito comuns. No en-
tanto, a presenca de restrigoes lineares eleva seu custo computacional, porque cada
iteragao deve resolver um problema de programacao quadratica geral.

No capitulo 2, no contexto de otimizacao irrestrita, apresentamos um método
intermediario, com regioes de confianga que evoluem continuamente de pequenas bo-
las e tendem a uma caixa completa. As regices sao definidas pela funcao barreira
logaritmica e a minimizagao da quadratica é feita através de uma busca curvilinea
tipo Armijo sobre a trajetoria central da caixa.

Para fazer esta busca usamos um método de pontos interiores. Um pouco
da teoria de métodos de pontos interiores é apresentada no capitulo 3, com destaque
para o algoritmo do passo mais longo, que foi o algoritmo escolhido para seguir a
trajetéria central. Ainda neste capitulo, apresentamos o teorema elaborado na tese
de Behling [1] que fornece o primeiro par primal-dual vidvel para iniciar o algoritmo.

O capitulo 4, é dedicado ao problema (1.1). Apresentamos hipGteses e
definigbes gerais necessarias no estudo de (1.1) além de uma breve descrigao do
método de filtro. Em seguida formulamos o problema onde aplicaremos o algoritmo

de regiao de confianga proposto no capitulo 2.



Introducao 3

Finalmente no capitulo 5 apresentamos o algoritmo utilizado na fase de
otimalidade do método de filtro. Ele é composto de duas etapas: a construcao da
caixa, que deve ser a intersecao da regiao onde o modelo é confiavel e o primeiro
ortante. A outra etapa corresponde a busca de Armijo que avanca na trajetéria até
que uma das restrigoes seja violada: a confiabilidade no modelo usado, a positividade

ou a restricao do filtro.



Introdugao 4

Notacgoes

Apresentamos aqui algumas notagoes usadas no trabalho:

Os vetores colunas e as matrizes serao denotados respectivamente por letras
mintsculas e maitsculas. Os indices inferiores dos vetores representam as compo-
nentes do vetor. A letra e denota o vetor coluna cujas componentes sao iguais a um
com dimensao explicitada no contexto.

Sejam os vetores x.s € R™ as notacoes ~ ' x - s,xs e £ sao usadas para
) ) ) s

representar vetores com componentes x; ', x;s; e Si=1...,n

Quando v e w sao vetores, a notacao v < w significard sempre v; < w; para
todas as suas coordenadas. Quando falamos da caixa | < x < wu, entendemos o
conjunto dos x € R" tais que [; < z; < u,.

Dado um vetor z, a letra maiiscula X representa uma matriz diagonal
formada pelas componentes do vetor x.

Para uma referéncia futura, aqui estd uma lista dos principais simbolos
utilizados no texto:
|| - || : denota uma norma qualquer em R™. N(A) : niicleo de uma matriz A.
A : raio da regiao de confianca
Da = {d e R"| ||d|| < A} : regido de confianca
Bar ={d e R"| ||d|| < A} : regiao de confianga com a norma 2
qu(+) : soma de duas funcées quadréticas: a fungao quadrética objetivo e a fungao

[l22]]

2
V={zeR"—-e<z< e}

V={rxeR"—e <z < e}

p(+) : fungao barreira logaritmica

pu(-) : soma de duas funcbes quadraticas: a funcao quadratica objetivo e a fungéo
p()

Vi = {z € V° | pla) < K}

Vi={zxeR"| —v<z<v}

\;”::{zeR”| —v<x<uv}

po(+) @ funcao barreira logaritmica definida em Yy

A={zeR"|[[V7lz|| < A}



Introducao D

Vi ={z € V" | pu(2) — ps(0) < K}

¢ : gradiente da fungao f aplicado em um ponto x

A(z) : Jacobiana da funcao g(-)

I ={(z,s) e R¥ | Ax = b, —Hz + s+ ATy = ¢, para algum y € R™} : conjunto
dos pares primais duais viaveis

I'*={(z,s) €' | &, s >0} : o conjunto de pares primais duais interiores
Lul={zeR" |l <z <u}

z : ponto de restauracao

Regiao proibida em R?, Fy, = {(f,h) | f > f', h > h'}

Regiao proibida em R", ), = {z € R" | f(z) > f*, h(x) > h'}

Filtro temporario, F},

Conjunto de pontos proibidos em R™ associado ao filtro temporério, F,



Capitulo 2

Regiao de Confianca

As primeiras se¢oes deste capitulo tratam do método de regiao de confianga
aplicado a um problema de minimizacao irrestrita, que é a abordagem classica deste
método. Nas secoes seguintes introduzimos o problema quadratico que deve ser re-
solvido a cada iteracao do algoritmo de regiao de confianca. Inicialmente estudamos
o caso em que a regiao de confianga € a bola euclidiana e a partir dai apresentamos
a trajetoria de Levenberg-Marquardt. Em seguida estudamos o caso da restrigao
ser uma caixa. Fixamos o tamanho desta caixa e definimos as regioes de confianca
como conjuntos de nivel da fungao barreira logaritmica associada a esta caixa. De-
finimos a trajetoria central na caixa como a trajetoria 6tima dos minimizadores da
quadratica restrita aos conjuntos de nivel da barreira. Mostramos algumas relagoes
entre as diferentes regides de confianca e na ultima secao enunciamos um algoritmo
de minimizacao conceitual para problemas irrestritos. O método resultante baseia-se
em algoritmos de trajetoria central para programacao quadratica, que nao serao es-
tudados neste capitulo: estudaremos algoritmos primais-duais, descritos no capitulo
3 em um contexto mais geral.

Na abordagem classica de regiao de confianca o problema a ser resolvido é
o de minimizacao irrestrita de uma funcao , ou seja,

minimizar f(z)

(2.1)
sujeito a  x € R".

com f:R"™ — R duplamente continuamente diferenciavel.
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Um método de regiao de confianca é um processo iterativo que gera uma
seqiiencia (z¥)ren cujos pontos de acumulacao devem ser minimizadores de f. Cada
iteracdo k define uma regido ao redor do ponto z* onde o modelo quadratico seja
uma representacao adequada da funcao objetivo e em seguida minimiza o modelo
nesta regido. Se a solucdo d obtida nao é aceita por determinado critério, o tamanho
da regiao é reduzido e é feita nova minimizacao.

A idéia de construir esta regiao de confianca no modelo quadratico foi pro-
posta por Levenberg em 1944 [18] e Marquardt em 1963 [19] mediante estudos de
problemas de minimos quadrados. Em 1966, a aplicacao do método de regiao de
confianca foi sugerida por Goldef, Quandt e Trotter [33]. Powell [27] foi o primeiro

a estabelecer a convergéncia quadratica dos métodos de regiao de confianga.

2.1 Algoritmos com Regiao de Confianca

Considere k € N e zF € R”™ o ponto corrente. O modelo quadritico da

variacao da funcdo objetivo em torno de z* é dado por:
1
d € R" = my(d) = Vf(2*)Td + §dTBkd,

em que Bj uma matriz que pode ser uma aproximacao da Hessiana V2f(z¥) ou

qualquer outra matriz simétrica que satisfaga
1Bl < 5
para algum ( > 0 independente de k. Como
fa® 4 d) = f(a*) + V(") Td + %dTVZ f(@* +td)d,

para algum ¢ € [0, 1], e como my(d) = V f(z*)Td + O(]|d||?), a diferenca entre my(d)
e f(z*+d)— f(2*) é limitada por O(||d||?), e entdo o erro da aproximagao é pequeno
quando d é pequeno. Na pratica, a abordagem de regiao confianga é muito geral

pois precisamos exigir muito pouco de By, apenas simetria e limitacao uniforme no



Regiao de confianga 8

indice k.

No caso em que By, = V2f(z¥) o algoritmo obtido é chamado método de
Newton para regiao de confianca.

Como o modelo quadratico sé aproxima bem a fung¢ao em uma vizinhanca

do ponto 2* define-se o conjunto Da chamado regido de confianca:

Da ={d e R |d]| <A},

com A o raio da bola e || - || uma norma qualquer em R™.
Desta forma a cada iteracao k do método de regiao de confianga formulamos

o sub-problema:

minimizar my(d) (2.2)
sujeito a [|d|| < A. '

Este problema tem solugao tinica, sempre que nao ocorra o “caso dificil”,
descrito em Nocedal [25] e comentado a seguir. Supondo que a solugao de (2.2)
seja tnica , esta é o passo de regido de confianca e serd denotada por d(x*, A), com
dependéncia de A ja que ao alterarmos o raio A a direcao do passo é alterada. O
ponto z = x* + d(z*, A) seria uma boa aproximacio do minimizador de f na regido
Dn.

Além do seu tamanho outra caracteristica importante da regiao é seu for-
mato que depende da norma utilizada. Ao usarmos a norma /,,, Da é uma caixa
de arestas de comprimento 2A. O formato de caixa se destaca em relagdo a bola
euclidiana pelo seu tamanho em relacao a ela. Além disso, em problemas restritos
o formato da regiao de confianca pode ser definido de maneira a adaptar-se as res-
tricoes do problema. Assim em problema com restrigoes do tipo caixa pode-se usar
a norma f.

No entanto a minimizacao na caixa é mais dificil do que a minimizacao na
bola. Métodos de regiao de confianca do tipo caixa foram estudados e implementados
pela equipe de Otimizacao da UNICAMP no Brasil, coordenada por J. M. Martinez
[23].
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Neste trabalho pretendemos estudar a minimizagao em caixas sujeita ainda
a uma variedade linear, o que torna o problema mais complexo; um problema geral
de programacao quadratica com restricoes nao lineares.

Para simplificar, iniciamos o estudo com regioes esféricas e cubicas, que

serao posteriormente generalizadas para regioes elipsoidais e caixas quaisquer.

O algoritmo

Considere z* o ponto corrente tal que Vf(z*) # 0 e d(z*, A) a solucao do
sub-problema (2.2) formulado na k-ésima iteragao. O critério usualmente estabele-

cido para avaliar a solucdo d(z*, A) é baseado nas definicoes a seguir,

e Redugao prevista pelo modelo:

pred(z*, A) = —my(d(2*, A)) > 0.
e Reducao efetiva da funcao:
ared(z®, A) = f(2*) — f(a* + d(z*, A)).
e A relacao entre as duas redugoes, na k-ésima iteracao é dada por

ared

s pred’

O valor de p informa se o modelo quadratico representa bem a funcao na

regiao Da. A condicao de aceitagao do passo pode ser escrita como

ared > « pred ou seja p > a.

Em implementacoes é usual estabelecer o = 10™%. Para analise pode-se fazer
a = 0.25, por exemplo [25].

Podemos observar que como d(z*, A) é obtido minimizando o modelo my
em uma regiao que inclui a dire¢ao d = 0, a redugao prevista sempre serd positiva.
Desta forma se p é negativo, f(z + d(z*, A)) é maior do que o valor corrente f(x*)

logo o passo d(z*, A) deve ser rejeitado.
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Apresentamos a seguir o algoritmo de regiao de confianca.

Algoritmo 2.1.1 Regiao de confian¢a

Dados: 2° € R, 3,a € (0,1) fixos e A > 0. ( Por exemplo, a = 0.25, = 0.25 )
k=0
ENQUANTO ||V f(z%)]| # 0
Construa o modelo d — my(d) = Vf(z*)" d + %dTBkd.
REPITA
Calcule d = d(z*, A), solugao de:
minimizar my(h)
sujeito a  ||h]| < A.
ared = f(z*) — f(2* + d)
pred = —my.(d)
p = ared/pred
Se p < a, faca A = SA.
Até que p > «
oFHl =2k 4 d.
k=k+1

Fim.

A definicao do raio A inicial em cada iteracao pode ser feita da seguinte
forma: para evitar raios demasiadamente pequenos “herdados” da iteracao anterior,
A é tomado maior que um valor minimo fixado A,,;,. Além disso, pode-se considerar
o sucesso da iteragao anterior. Se p for préximo de 1 (p > 0.75), o modelo é bom e
pode-se expandir a regiao de confianga. Se p for préximo de zero (p < 0.25) entao
a regiao deve ser reduzida na proxima iteracao. Se p for positivo mas nao proximo

de zero (0.25 < p < 0.75) o raio permanece inalterado.

2.2 Regiao de confianca e a busca de Armijo

A seguir descreveremos brevemente a popular busca unidirecional de Armijo

para em seguida apresentarmos a relagao entre este método e o método de regiao de
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confianca.

2.2.1 Busca de Armijo

Considere o problema de minimizacao de uma funcao f : R™ — R de classe
@2 a partir de um ponto z¥ € R™ e uma direcdo d € R™. O método de busca de
Armijo visa uma boa reducao da funcao na direcao d, nao tenta resolver o problema
proposto.

Dados 2%, d e A o algoritmo busca A € [0, A] tal que f(z* + \d) < f(aF).

A condicao que determina se a reducao é suficiente é a seguinte desigualdade

f(z® + M) < f(2®) + AV f(2")Td, (2.3)

para alguma constante n € (0, 1).
A desigualdade (2.3) é chamada a “condi¢ao de Armijo”.
O algoritmo que determina A é simples. Inicia com A = A e reduz \ até

encontrar um ponto aceitavel.

Algoritmo 2.2.1 Busca de Armijo

Dados: x,d,A e f'(x,d) = Vf(x)Td, n,5 € (0,1), por exemplo n = 3 = 0, 5.
A=A
ENQUANTO f(x + Ad) > f(x) +nAf'(x,d)

A=A

FIM

E possivel melhorar o algoritmo permitindo que A aumente quando A = A

é aceitavel, mas isso raramente é feito.

Regiao de Confiangca com modelo linear e Armijo

Vamos supor que em vez do modelo quadratico no método de regiao de

confianca usemos o modelo linear, ou seja, B, = 0.
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Assim o modelo my, em torno do ponto z* é dado por
my(d) = V(") Td.

Como o modelo ¢ linear o ponto que minimiza o modelo na regiao de raio

k
A é o ponto 2¥ + \h onde h = —Hgﬁigkgn, ou equivalentemente, d(z*, A) = Ah. O

método de regido de confianca exige que seja satisfeita a condicio ared d(x*, \) >

a pred d(x*, \), que pode ser reescrita como
f@* 4+ ad) < f(a*) + adV f(a*)"d,

que é exatamente a condi¢ao de Armijo (2.3). Ou seja, para o caso do modelo linear

o método de regiao de confianca coincide com a busca de Armijo.

2.3 Convergéncia global

Nos métodos de regiao de confianca, apesar de estarmos procurando a
solugdo 6tima do sub-problema (2.2), é suficiente para se ter convergéncia global
que a cada iteracdo k, o ponto zF*t1 = 2% + d(z* Ay) esteja dentro da regido de
confianca e que forneca uma redugao suficiente no modelo. Esta redugao pode ser
quantificada em termos do ponto de Cauchy denotado na k-ésima iteragao por dj, e
definido a seguir.

O ponto de Cauchy é definido como minimizador de m;, ao longo da direcao
oposta ao gradiente V f(z*) na regidao de confianca Da. Dependendo da curvatura
do modelo pode estar no interior ou na fronteira da regiao de confianca, como mostra

figura 2.1.
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ponto de Cauchy

‘ﬁonto de Cauch; p/onto de Cauch;

(a) minimizador do modelo  (b) minimizador do modelo (¢) minimizador do mo-
convexo interior a regiao convexo exterior a regiao delo indefinido interior a
regiao

Figura 2.1: Ponto de Cauchy.

. Vf (")
O ponto de Cauchy é expresso por dj, = —a*A+=——— com a‘ = 1 quando

IVF @)

o minimizador esta na fronteira e

N\ ol
V() BV ()

«

quando o minimizador for interior a regiao, veja [25].

A figura 2.2 mostra o ponto de Cauchy numa iteracao k. As elipses re-
presentam as curvas de nivel do modelo my(-). A &rea hachurada corresponde ao

conjunto de pontos que satisfazem —my,(d(x*)) > —my.(d5)).

Figura 2.2: Ponto de Cauchy

Uma estimativa para a reducao obtida no modelo m com uma solucao apro-

ximada d(z¥, A) é:
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—mg(d(z®, A)) > ¢1 |V £(z*)|| min {A, %} (2.4)

onde ¢; € [0,1) é uma constante. Esta estimativa considera que a redugao obtida
no modelo é proporcional ao tamanho do passo e ao gradiente.

O ponto de Cauchy satisfaz (2.4) com ¢; = 1/2. Este resultado esta demons-
trado em [25].

Toda solucao aproximada d(z*, Ay) que proporcione uma reducao no modelo
igual ou superior & redugao obtida com o ponto de Cauchy, my,(d(z*, Ay)) < my(d¥)

satisfaz (2.4) com ¢; = 1/2.

2.4 O problema quadratico e as duas trajetorias:
Trajetéria de Levenberg-Marquardt e a Tra-

jetoria Central

Esta é a secao principal deste capitulo, onde definimos as duas trajetorias: a
trajetéria de Levenberg-Marquardt e a trajetéria central. Isto sera feito a partir do
estudo do sub-problema quadratico a ser resolvido na k-ésima iteracao do método
de regiao de confianca:

minimizar my(d) = Vf(2*)Td + %dTBkd

(2.5)
sujeito a  ||d|| < A.

Como a fungao my(-) é continua e Dy = {d € R" | ||d|| < A} é um conjunto

fechado e limitado garantimos que este problema sempre tem solucao.

O estudo é feito de forma independente das demais secoes deste capitulo

usando a notacao comum em problemas de otimizacao com funcao objetivo quadratica

1
r€R" — q(x) =clz + §ZL’TH1‘.
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Temos como hipdtese H simétrica semidefinida positiva.
No problema (2.5) ¢ representa a variagao do modelo quadratido de f em
um ponto xy.
O problema a ser estudado é
minimizar ¢’z + %xTH T

(2.6)
sujeito a  ||z]| < A

Trajetoria de Levenberg-Marquardt

A trajetéria de Levenberg-Marquardt surge do estudo do problema (2.6)
utilizando a restricao de bola euclidiana, que denotamos por
Ba = {z e R | |lall> < A},

Consideremos o seguinte problema irrestrito:

Consideremos os seguintes problemas restrito e irrestrito:

minimizar ¢(z)
(Pa)
sujeito a  [|z]| < A

2
]

minimizar q,(z) = q(z) + u 5

(PQ;L) s ,MZO.

r € R"

O teorema a seguir relaciona (Pa) e (PQ,,). Este teorema é demonstrado em varias
referéncias, por exemplo [25]. Para o nosso tratamento ficar completo, fazemos a

demonstracao para o caso convexo, que € mais simples.

Teorema 2.4.1 T ¢ solugao de (Pa) se e s se existe p > 0 tal que T € unica

solugao de (PQ,), com p(A —||z||) = 0.
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Prova: (=) Suponhamos A > 0 e = soluc¢do de (Pa). Logo existe p > 0 tal que

(H+pl)z = —c (2.7)
p(A—llzl) =0 (2.8)
Iz] <A (2.9)

1> 0. (2.10)

A condigao (2.8) significa ou z é minimizador global de ¢(-) e ||Z]| < A (caso
p=10) ou |[z]| = A.

O segundo caso ocorre quando a restrigao ||z]| < A é ativa e u > 0.

Como para p > 0 Z satisfaz (2.7), que é a condigao necessaria de otimalidade
de (PQ,) e (H + pl) é definida positiva, segue que = é solucao de (PQ,) com
1z]l = A.

(<) Por outro lado, dado p > 0 definimos z, o (inico) minimizador de g¢,(-) e

A, = ||z, satisfazendo
n [ [
Vi € B qa) + 2 el < a(o) + B2
A desigualdade vale em particular para ||z|| < A, © # z,:

a(2) > q(e,) + Sl = ol = ae,) + 5 (A7 ~ lle]),

ou seja ,

q(x) > q(x,).

Portanto z,, é solugao tnica de (Pa) com A = A, O

De acordo com o teorema para resolver (Pa) quando o ponto de Newton
nao ¢é viavel ou nao existe pode-se usar (PQ,): devemos encontrar x> 0 tal que a
solucdo z, encontrada para (PQ,) satisfaca ||z,| = A. Isso é feito por tentativas:

trata-se de um problema unidirecional em u. A relagao entre valores diferentes de
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z, e ||z,|| é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.4.2 Consideremos os pontos x,,, x,, para0 < p; < ps. Temos ||z,,| <
e

Prova: Como z,, minimiza q,,, i = 1,2

(@) + |z 1 < a(2p,) + |,

(@) + pr2ll 2 |1” < ) + ol |17

Subtraindo

(2 —,u1)||:17m||2 > (2 _U1)||‘Tu2||2

e como (ps — p1) >0

o 1* >l |1

Portanto quando p decresce os pontos x,, correspondem a solucoes de (Pa)
para raios A crescentes. Para problemas de grande porte existem métodos muito
eficientes computacionalmente para resolver (P ) de forma aproximada, como Dog-

Leg e o método de Steinhaug, [25].

Notemos que para cada ;i € (0,+00) existe uma tnica solugao z,. Os

pontos x,, descrevem a curva

, p
pe (0,+00) = x(n) = argmin {a(x) + & ll7,]*}

chamada caminho de Levenberg-Marquardst.
Por construgao, esta trajetéria coincide com a trajetéria A € [0, +00) — da

das solugoes do problema de Regiao de Confianca (2.6) (ignorando o caso dificil).
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Busca curvilinea. Da discussao acima concluimos que o passo de regiao de con-
fianca é o resultado de uma busca sobre a trajetéria de Levenberg-Marquardt, com

a mesma formulacao do método de Armijo, substituindo o modelo quadratico pelo

linear .
Caso dificil. Definimos Aj, A9, ..., A\, autovalores de H em ordem crescente e
vy, Ve, . . ., U, autovetores correspondentes. O caso dificil ocorre quando —A; = p, ou

seja, (H + ul) é semidefinida positiva, e o vetor ¢ é ortogonal ao subespago gerado
pelos autovetores associados a Ay = —pu. Neste caso o problema (PQ,) tem uma
variedade linear de minimizadores que sao solugoes de (H +pl)x = —c. Se > — Ay,
entao a solucgao é tnica e podemos definir o caminho de Levenberg-Marquardt para

i > —A1. Neste trabalho estamos supondo A; > 0.

O lema a seguir mostra que para p — +00, x, tende a um passo na direcao

de Cauchy.

T — (dire¢ao de Cauchy).
lzull el

Prova: Para qualquer p > 0, temos que z,, satisfaz

Lema 1 : Para y — +o00, temos que A — 0 e

(H+ pl)z, = —c

ou
px, = —c — Hx),.

Pelo teorema anterior, z, ¢ limitado. O lado direito é limitado. Entao

px, ¢ limitado. Concluimos que lim z, =0, lim Hz, = 0e lim puzx, = —c.
u—)—i—oo u—)—i—oo u—)—i—oo

Dividindo por p|z,|| e tomando limite para

T, c Hz,
= — — , temos
lzull — pllzall sl
Tw __ ©
p—too ||z lell”
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2.5 Trajetoria Otima para regioes tipo caixa

A trajetéria central serd definida a partir do problema (2.6) com a norma

1
minimizar ¢’z + ~2" Hz
(Ps) 2 (2.11)
sujeito a  ||7]|e < A

Como ja comentamos o interesse neste problema esta no fato de que Da =
{z e R" | —Ae <z < Ae} tem o formato que se adapta a problemas com restrigoes
do tipo caixa, muito comuns em problemas praticos, e além disso, tem tamanho
maior do que a bola euclidiana.

No algoritmo de regiao de confianca classico cada iteracao determina um
minimizador do modelo em uma regiao onde se supoe que este é confidvel; caso nao
o seja confidvel deve-se reduzir o tamanho da regiao e determinar novo minimizador.
No caso de caixas, o problema de minimizagao a ser resolvido é um problema de
programagcao quadratica geral.

Temos entao dois métodos: um com bolas euclidianas que é eficiente e con-
vergente, mas usa regioes pequenas e é pouco aplicavel a problemas com restrigoes.
Um algoritmo ideal é uma busca curvilinea ao longo da Trajetoria de Levenberg. A
presencga de restrigoes lineares afeta pouco a sua implementagao. Temos um método
baseado em caixas, com alto custo computacional porque cada iteragao deve resolver
um problema de programacao quadratica geral. Vamos desenvolver um método in-
termediario, com regioes de confianca que evoluem continuamente de pequenas bolas

e tendem a caixa completa: as regioes sao definidas pela fun¢ao barreira logaritmica.

Funcao Barreira Logaritmica

Considere uma caixa fixa dada por [[z]s. < A. Nesta secdo vamos usar

A =1 e as seguintes notagoes:

V={zxeR"| —e<z<e}, V={zeR"| —e<z<e},
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em que e = [1,1,...,1].

A fungao barreira logaritmica associada a caixa V é definida por

1 n
eV —p(z)= D) Zbg(mi +1) +log(1 — z).
=1

n
Por outro lado p(z) = —% log H(ml + 1)(1 — 2;). Dai conclui-se que se
o valor de alguma das restri¢oes estive;:i)réximo de um, ou seja, xr proximo da
fronteira da caixa 'V, o produtério fica préximo de zero e conseqlientemente p(z)
cresce indefinidamente, fato que motiva o seu nome de barreira. Foi usada pela
primeira vez em otimizagao por Frisch [10] em 1955.
Centro Analitico. Vimos que ao nos aproximarmos internamente da fronteira de
V. p cresce indefinidamente. Como V é limitado, concluimos que a func¢ao p possui

minimizador no interior da caixa. De fato, as derivadas de p(x) sdo:

1 n 1

Vp(e): = Viple) = diag (s + ) 2

(i +1)22 (1—ua

e concluimos que V?p(z) é definida positiva e tem como tinico minimizador o ponto
x =0, uma vez que Vp(0) = 0.
O ponto que minimiza p foi definido por Sonnevend [31] como o centro

analitico de V.

Trajetéria Central

Dado p > 0, define-se a fungao penalizada associada a (Pg) por

r eV —pu(x) =q(z) + pp(x)
e o problema penalizado como

(PP,) minimizar p,(x)
n

sujeito a  x € V°.

Para cada p € (0,400) temos que p, cresce indefinidamente perto da
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fronteira do conjunto compacto V e V?p,(x) = H + puV?p(x) > H + pl > 0.
Portanto existe tinico ponto z,, que resolve (2.5) e z,, é chamado ponto central. O

mapeamento ponto conjunto

p€ Ry — x(p) == argmin {p,(z) | x € V°}

define a curva denominada de trajetoria central .
Vamos mostrar que o problema (PQ),) estad relacionado com o seguinte

problema restrito:

minimizar ¢(z)
(Px)

sujeito a  p(z) < K,

XeR.

Teorema 2.5.1 Suponha que q(-) é convexa e xx solu¢ao de (Px). Entio xg €

solugao de (Px) se e so se existe pp > 0 tal que xg € solugdo de (2.5) com p(zx) = K.

Prova: (=) Suponha que zy é solugao de (Px) entao existe p > 0 tal que

Vq(zx) + pVp(zx) = 0
pX —plrs)) = 0
p(zx) < X
K > 0
A condicao u(K — p(xx)) = 0 significa ou zg é minimizador global de ¢ e

p(re) < K (caso = 0) ou p(xrg) = K. O segundo caso ocorre quando a restri¢ao
p(re) < K é ativa e > 0.

Observemos que para u > 0, xq satisfaz a primeira condicao de KKT, que
coincide com a condigao necessdria de otimalidade para (PP,). Como H +uV?p(xy)

¢ definida positiva segue que zg é solugao tnica de (PF,).

(<) Por outro lado, considere 1 > 0 e x,, o (inico) minimizador de p,(-), satisfazendo

Vo € V° q(x) + pp(x) < q(2,) + pp(z,).
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A desigualdade vale em particular para = tal que p(z) < p(z,) =K, © # z,:

i
q(2) > q(zn) + plp(z,) = p(2)) = az,) + 5 (K = p(2))
q(z) > q(xn).
Portanto z,, ¢ minimizador tnico de ¢ no conjunto {z € V° | p(z) < K}. O

De acordo com o teorema, se um ponto x, pertence a trajetoria central, xz, é
solugao do problema quadratico restrito ao conjunto Vo = {x € V° | p(x) < K} para
algum X € R}. Portanto ao percorrermos a trajetéria central estamos resolvendo
problemas restritos aos conjuntos Vi para valores diferentes de XK.

O teorema a seguir determina como ocorre a variacao de p(z,) = K ao

variarmos fi.

Teorema 2.5.2 Consideremos 0s pontos x,,, T,, para jiy < jia < +00 solugoes dos

problemas penalizados (PP,). Temos que p(z,,) = K1 < Ko = p(z,,).

Prova: Como z,, é solucao de (PP,,)

Q(xm) + :U'lp(x,ul) < Q(xM) + :Ll’lp(xM)’

Da mesma forma, como z,, é solucao de (PP,,)

Q(xm) + /~L2p(x,ul) > Q(xM) + ,LLQ])(SL’M).

Subtraindo as duas desigualdades obtemos

(1 — p2)p(zp) < (1 — pr2)p(Ty,).

Como (p; — p2) > 0 segue que

P(2,) < ().
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Ou X; < K,. O

2.6 Comparacao entre os métodos

No caso de regices de confianca do tipo Ba uma iteragao do algoritmo faz
uma busca na trajetéria de Levenberg-Marquardt: se o modelo nao é confidvel reduz
A (ou aumenta-se ) até o modelo ser confidvel. No caso de regides tipo caixa,
vamos seguir a trajetéria central a partir do centro analitico que coincide com o
ponto a partir do qual o modelo foi construido e percorrer a trajetéria (aumentando
e reduzindo p) até o modelo deixar de ser confidvel. Desta forma as regices de
confianga sao os conjuntos Vg. Na segao 2.8 escrevemos um algoritmo completo,

incluindo a escolha do tamanho das caixas.

Os conjuntos Ba e Vi

Nesta secao apresentamos dois lemas importantes que relacionam os con-
juntos Ba e Vi e caracterizam o comportamento entre as duas trajetorias.
Esses dois lemas foram formulados a partir do estudo da relacao entre as
2
]

fungoes: p(z) e 5

1 n
Considere = € V. Temos que p(z) = ~3 Z log(x; +1)+1log(1 —x;). Vamos
i=1

expandir cada parcela em série de Taylor: definimos parat=1,..n
1
pi(x;) = ) log(z; + 1) 4 log(1 — ;).

Sabemos que para |z;| < 1,

x? a3
og(l+z;) ==z 2—|—3

Portanto a expansao de p em torno de 0 em cada componente é dada por :

<L

2
k2

4
€z 7
pi(w;) = 5 +

x>
2.12
o (212)

o|&,
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[ [ (13
= .. >
plr) =75 4 6 T 2

Podemos obter a expressao para a derivada p;(zi),
pi(x) = x4+ 2 + 22 + -,

Vp(z)=x 42> +2° + ...

e a segunda derivada para cada i,
p; (2;) = 14322 4 52 + - > 1+ 322 > 1 para todo z; # 0.
Ao definirmos X = diag(z) obtemos

Vp(z) =T +3X* +5X°+...> 1 +3X?>1parax #0.

I

Concluimos de (2.13) que p(x) > ||552
]
2

, para todo x € V°.

Por (2.12) p cresce mais do que perto de zero.

24

(2.13)

(2.14)

De (2.14) concluimos que proximo de zero a hessiana é préxima da identidade.

A2
Lema 2 Consideremos A > 0. Para KX < R V C Ba.

Prova: Consideremos = € R" tal que x € V4. Temos que p(x) < K <
1
2

< p(x) segue que ||z]| < A. Logo x € Ba.

1
Lema 3 Consideremos x € R" tal que ||z| < 3" Entao

[EdlE 7|3
< < —
y SP@lsET
1 . A2 , 6
SeA§§,enta0pame:76A: ?A

BADVQCDBAI
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Prova: Ao expandirmos a funcao p em série de Taylor obtemos que a i-ésima

componente de p(z) é dada por:

2 4 6 2 4
pl(xi)_—l+—l+€2+ <§Z+j(1+x§+xf+~~).

()<x?+xf 1 <x?+xf~‘ 1
B =2 T\l )

el fzlt /1
<
R VN P

e como ||z||] < ||z]|3 para z tal que ||z« < 1,

Logo

EE EE
o)< B (14 s )

1
Para ||z] < 3 temos

7 |l[l3
< Z
por outro lado, de acordo com (2.13)
2
x

A segunda afirmacao do lema segue diretamente da primeira, pelo raciocinio

usado no lema 2. O
A2

Concluimos que quando A é pequeno e X = - as regioes Ba e Vg sao

muito semelhantes. A medida que A cresce elas se afastam, com Vq tendendo a

caixa completa. Como mostra figura 2.3



Regiao de confianga 26

N

Figura 2.3: Regioes de confianga e trajetorias.
2.7 Generalizacao

Vamos considerar o problema de regiao de confianga em caixas gerais:

o

V={reR"| —v<xz<v}, comveR}, , einterior V’.

Definimos V' = diag(v) e a fungao barreira para VY,
<r v po() = —5 > log(oy — ) + log(u; + )
—v <2<V p(x) =—= og(v; — z;) + log(v; + ;).
p 5 o g g
Vamos definir também as regides elipsoidais (elipséides de Dikin) para A >

A={reR" [Vl <A}
e as regioes para K > 0

Vg{ = {ZL’ ev’ | pv(z) _pv(o) < fK}

Note que By = BL e Vi = V5.

Considere a mudanga de variaveis (mudanga de escala) x = Vz.
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Lema 4 Nas condicoes acima, temos:
(1) x €V se e s0 se ||Z]|oo <1
(17) x € BY se e sé se T € Ba
(i) (V2 € V") p(z) = pul0) = p(a)
(iv) z € Vi se e sosex eV
(v) z* minimiza q(x) em BY se e s6 se T* minimiza q(VZ) em Ba

(vi) z* minimiza q(z) + pp,(z) em V se e sé se T minimiza q(VT) + up(x) em

V.

Prova: (i) e (ii) sao triviais.

(Z’LZ) Para = € V”, log(vi — ,j(;‘l) = logvi —+ log (1 _ ﬂ) .
Vs

1 n n - n -
Somando, p,(z) = ~3 2 Z logv; + + Z log(1 — ;) + Z log(1 + ;)
i=1 1=1 i=1

O resultado segue de p,(x)(0) = —>_"_ | logv;.

(1v), (v) e (vi) seguem trivialmente de (¢) a (i74) por mudanca de varidveis. O

Conclusao

Para o método de regioes de confianca tradicional, as regioes B\ sao os
elipsdides de Dikin associados ao centro da caixa. Para o método de regiao de con-
fianca definidas por p,, basta fazer uma busca curvilinea sobre a trajetéria central,
o que é equivalente a fazer uma mudanca de escala e seguir a trajetéria definida por

[2]loo < 1.

2.8 Algoritmos de regioes de confianca definidas

pela barreira

Vamos descrever uma iteragao do algoritmo, usando caixas definidas por

ld]|oc < A. A iteracao faz uma busca do tipo Armijo sobre a trajetéria central
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—

\\//

Figura 2.4: Regioes de confianca e trajetérias no caso geral.

na caixa, reduzindo o parametro p enquanto p > € e ared(d,) > apred(d,), com

a = 0.5, (por exemplo) e € uma precisao para o algoritmo de trajetéria.

(2)

(i)

E necessario discutir dois pontos:

O algoritmo de trajetoria central: usaremos métodos primais-duais, discutidos

no capitulo 3.

A inicializacao do algoritmo: este é um ponto muito delicado, que foi resolvido
na tese de R. Behling [1] e serd descrito no capitulo seguinte. Vimos que os
conjuntos Ba e Vi sao muito semelhantes para um raio A menor ou igual a
5 Desta forma é natural que um ponto inicial para seguir a trajetoria central
possa ser dado pela solucao d, do problema de regiao de confianca usando
BAa. Resultado surpreendente é obtido na tese de R. Behling. Prova-se que o
i associado a d, na trajetéria de Levenberg- Marquardt é o p associado ao

ponto da trajetdria central x, préximo de d,.

Notemos ainda que como d,, ¢ obtido de um problema de regiao de confianca
pode ocorrer que ared(d,) < apred(d,). Neste caso A é reduzido e faz-se o

método tradicional de regiao de confianca.

Apresentamos a seguir uma iteracao do algoritmo de regiao de confianca.

Algoritmo 2.8.1 Regiao de confian¢a baseado na fung¢dao barreira

Dados: 2° € R", a € (0,1) fixo , e e A > 0 ( Por exemplo, a = 0.25, A = 1.)

k=0



Regiao de confianga 29

ENQUANTO ||V f(z%)|| # 0
1
Construa o modelo d — my(d) = V f(z*)" d + §dTde.

A
Calcule d,, = argmin {mk(d) | d]| < E} e obtenha p° multiplicador de

Lagrange
se ared(d,) < apred(d,)
siga a trajetdria de Levenberg-Marquardt para pu € (u°, +00)
senao
siga a trajetdria central com p < p até encontrar um ponto d,
com ared(d,) < apred(d,) ou p < ¢
E=k+1

Fim.

A figura 2.5 ilustra uma iteracao do algoritmo. A trajetoria de Levenberg-
Marquardt estd em vermelho e a trajetoria central estd em azul. Para um raio
menor ou igual a 1/2 as trajetérias sdo muito parecidas. Determinamos um ponto
inicial na trajetoria de Levenberg-Marquardt, se o modelo for confiavel neste ponto
abandonamos esta e seguimos a central. Podemos dizer que no algoritmo de regiao

de confianga proposto seguimos uma trajetéria hibrida.

2

15

0.5

-15f

L L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 2.5: Uma iteracao do algoritmo
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Determinacao de A para a iteracao seguinte: seja d aceito.

e Se ared(d) > Ppred(d), com 3 € (a, 1), (por exemplo, § = 0.75) aumentar A
com A = 2[|d||«

e Sendo, fazer A = min{A, 7||d||-}, com v > 1 (por exemplo, v = 1.5.)

No caso de uma caixa qualquer [[,u] = {z € R" | | <z < u}, definimos
u—1

o vetor v = e V = diag(v). Com a mudanga de escala + = V'z aplicamos o
lema anterior. Deve-se minimizar m(V'z) na bola {z € R™ |z < A/2} ou seguir a

trajetéria (Levenberg-Marquardt ou central) na caixa [—e, €].

Restrigoes lineares. Suponhamos que restrigdes de igualdade Az = b, A € R™*"
de posto completo com m < n sejam adicionadas ao problema irrestrito (2.1). Neste
caso, o problema de regido de confianca em torno de um ponto x* tal que Az* = b

e a trajetéria central passam a ser restritos a N(A).



Capitulo 3

Meétodos de Pontos Interiores

Primais-Duais

Como o algoritmo de regiao de confianca proposto nesta dissertacao deve se-
guir a trajetéria central, o objetivo neste capitulo é apresentar um algoritmo primal-
dual que gera pontos em uma vizinhanca da trajetéria, possibilitando a busca a ser
feita no algoritmo 2.8.1.

Além do algoritmo, enunciamos o resultado obtido na dissertacao de Behling

[1], j& introduzido na capitulo 2.

Antes de apresentarmos o algoritmo vamos revisar na primeira secao alguns
conceitos sobre a teoria primal dual de pontos interiores, com base em Gonzaga [14]

e nos livros de S.Wright [32], de Bonnans e outros [4], Nocedal e Wright [25].

3.1 Revisao de conceitos

O formato padrao para o problema a ser resolvido neste capitulo é o pro-

blema geral de programacao quadratica convexa com restrigoes lineares:

minimizar fx + %xTH T
sujeitoa  Ax =10 (3.1)

x>0
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comz,c € R", b e R™ A e R™" e He R"" uma matriz simétrica semi-definida

positiva. Vamos supor que A tem posto completo.

3.1.1 Trajetoria Primal-Dual

A condigao necessaria e suficiente de otimalidade (KKT) para o problema

~Hx+ATy+s = ¢ (3.2)
Az = b (3.3)
rs =0 (3.4)
x, s >0, (3.5)

em que xr s denota o produto componente a componente dos vetores.

Para resolver (3.1) devemos encontrar (x, s,y) que resolvem as condigoes de
KKT. A dificuldade estd em resolver (3.4), j4 que este é um problema combinatério.
Obteremos um problema mais simples se relaxarmos a complementariedade fazendo
para > 0

Tis; =M, 1 =1,...m.

—Hez+ ATy +s = ¢ (3.6)
Az = b (3.7)
rs = pe (3.8)
x, s> 0. (3.9)

O método primal-dual resolve aproximadamente as condi¢oes de KKT re-
laxadas. Com isso elimina-se o problema combinatorio e as desigualdades passam a
ser x, s > 0, definindo um conjunto aberto.

Para cada p > 0 este sistema tem solugao tnica (x,, s, y,) chamado ponto
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central associado ao parametro p. Variando p define-se a curva

C= {(x/u Suayu) | n=> O}>

chamada trajetéria central.

Para caracterizar um ponto central primal-dual é suficiente especificar (x,, s,),
uma vez que y é univocamente determinado por (3.6) com A de posto completo.
Daqui em diante falaremos em solugoes primais-duais (z, s). O ponto z, é chamado
parte primal, s, é chamada parte dual, e o par (z,,s,) é chamado par primal dual.

Quando u tende a zero a solucao do sistema de KKT relaxado tende a uma
solugao do sistema de KKT exato, satisfazendo (3.4).

O lema a seguir relaciona a trajetéria central primal dual com a trajetoria

primal definida no capitulo 2.

Lema 5 Dado 1 > 0, z, € um ponto central primal de (3.1) associado a p se e s6

se (x,,5,) € ponto central primal-dual associado a fu.

Ou seja, um ponto z,, da trajetéria central primal associado a um determinado 1 > 0

¢ a parte primal x, do ponto central associado ao mesmo u.

Vamos denotar por I' o conjunto dos pares primais duais viaveis
[={(r,s) eRY | Az =b, —Hz + s+ A"y = ¢, para algum y € R™} (3.10)
e por I'° o conjunto de pares primais duais interiores

r°={(z,s) el | =, s> 0}. (3.11)
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3.1.2 Proximidade e
Vizinhancas da Trajetoria Central

Os algoritmos de pontos interiores seguem a trajetéria central ou alguma
vizinhanga dela. Dado p > 0, queremos encontrar (z, s) tal que x s = pe. Podemos

avaliar o desvio desta condicao por uma medida de proximidade.

Definigao 3.1.1 Dados um ponto (x,s) € I'° e u > 0, a proximidade de (x,s) ao

ponto (z,,s,) € definida por

xs
— —e

Sz, s, 1) = .

Uma proximidade §(z, s, 1) < a, com « € (0,0.5) indica que (z, s) estd préximo ao
ponto central associado a .
Frequentemente sao dados z e s e procura-se um valor de p tal que d(z, s, p)

seja pequeno. Assim, dado (z,s) € I'° define-se a seguinte medida de proximidade

d(z,s) = min T3 e (3.12)
n>0 ol
A solucao deste problema resulta em
|l |
¥ = —. 3.13
p(x, s) T (3.13)

Porém, o valor de p mais utilizado, muito préximo deste, é dado pelo mini-

mizador de

§(z,5) = min|z s — pel,

dado por

xls

pu(x,s) = - (3.14)

Em programagao linear e quadratica nu(x, s) é o valor do gap de dualidade

. T
e em particular, em um ponto central, s = e, u = o
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k

Isto justifica os algoritmos de trajetdria central, que geram seqiiéncias (2%, s*, %)

com ¥ — 0.

Vizinhancas da Trajetéria Central

Dado a € (0,1), a vizinhanga N(a) da trajetéria central é definida pelo

conjunto:

N(a) ={(z,s) € I'? | d(x,s,u) < o, para algum p > 0}.

Vamos descrever um algoritmo que segue a trajetéria central gerando pares
primais-duais em N(«) para um dado «, por exemplo o« = 0.5. Existem outras

medidas de proximidade que geram vizinhancas maiores:

0(x, 8, ft)oo = TS
H %
e
6(:1;'757“)—002 E_e )
—00
com ||y|| -0 = max{|y;| : y; <0}. Apesar da notacao, || - |-« ndo é uma norma.

A vizinhanca “menos infinito” é definida por
N_oo(a) ={(x,s) € I° | §(z, s, 14)—0o < @ para algum p > 0.} (3.15)

Para valores pequenos de (1 — «) (um valor comum é 1073), N_,, pode

englobar quase toda regiao I'°. Desta maneira podemos redefinir N como
o, TS
N_o(a) ={(z,s) eT° | — > (1 — a)e, u>0}.
i

Assim N_,, é um conjunto muito maior do que N,. Mas em geral a teoria
de convergéncia com N_,, é muito mais complicada. A figura 3.1 ilustra as trés

vizinhangas.
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Figura 3.1: Comparacao das vizinhangas da trajetoria central
3.2 Algoritmos:

Cada iteragao de um algoritmo viavel primal-dual da trajetoria central parte
de um ponto (z*, s*,y*) € I'° e de um parametro p > 0 satisfazendo uma medida
de proximidade 6(z*, s*, u*) < a para algum « fixo. Dado um parametro o € (0, 1)
o algoritmo faz iteracoes de Newton para encontrar aproximadamente o ponto da

trajetoria associado a o .

Passo de Newton

Vamos definir F'(-) uma funcdo vetorial definida pelas condigoes de KKT

relaxadas
—Hr+ ATy +s—c

F(r,s,y) = Az —b (3.16)
XSe—ope

paray € R”, z, s € R", S e X denotam as matrizes cujas diagonais sao dadas
pelos vetores s e x, respectivamente.
Vamos dar um passo de Newton para para a resolugao de F(z,s,y)=0 su-

pondo que estamos saindo de um ponto (z,s,y) tal que (x,s) € V°. Para isso
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precisamos resolver a equagao
F'(x,5,9)(dy, ds, dy) = —F(z, 5, y). (3.17)

Temos que
0

_F($757y): 0 )
ope — X Se

pois temos como hipétese (x, s,y) € I'°. Substituindo em (3.17) obtemos em formato

matricial
—H I AT d, 0
A 0 0 de | = 0 . (3.18)
S X 0 d, ope — X Se

A solugao (Az, As, Ay) do sistema é o passo de Newton.
A iteracao termina com uma busca ao longo da direcao de Newton tal que o
novo ponto (., 8, yy) = (x+vAxz, s +~vAs,y+vAy) pertenca a uma determinada

vizinhanca da trajetéria central, ou seja, satisfaga d,(x,,s,) < «, com

T
xl's

0y (2, 8,) = D5 |, com fy = (3.19)
Hey n

Os diversos algoritmos primais-duais de trajetéria central diferem no calculo
do passo 7, na escolha de o a cada iteracao, na forma de obter a diregao (d,, ds, d,)

e na vizinhanga N(a) na qual os pontos devem permanecer.

A eficiéncia dos algoritmos estd baseada no seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 Dados (x,s) € T° e u™ > 0 tais que §(x,s,u™) = 0 < 1, seja
(x*,sT) o resultado de um passo de Newton para 3.18 a partir de (x,s). Entao

S(at, st ut) < 1 6
) Y _\/g]__(s

. Em particular, se § < 0.5, entdao §(z+,sT, ut) < 562

A demonstragao estd feita em detalhes em [4]. Isto mostra que o passo de

Newton é muito eficiente em uma ampla regiao.
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3.3 Algoritmo de passo mais longo

Existe uma vasta literatura sobre o passo primal-dual. A questao central
é a escolha de o: ¢ pequeno forca um passo longo, mas o passo de Newton pode
nao ser aceitavel; o proximo de 1 faz uma “centralizacao”, aproximando o ponto da
trajetoria central sem avancar.

Sabemos que o passo de Newton é eficiente se todos os pontos estiverem em
uma regiao “proxima” da trajetoria central. O método exposto adiante calcula a
cada iteracao o passo de Newton mais longo possivel, tal que o novo ponto permaneca
em uma vizinhanca da trajetoria central.

No algoritmo de passo mais longo sao calculadas separadamente, a partir
de (z,s,y), duas diregoes extremas d°, d* € R?*"™™: d° é a solugao do sistema (3.18)
quando o = 1, chamada diregdo de centraliza¢ao; d* é a solugao de (3.18) quando

o = 0, chamada solucao afim-escala, d*;

o=0: (2% y") = (aF, " y*) +d° (3.20)

o=1: (25" y") = (2" " y*) +d° (3.21)

A direcao de Newton que seria obtida resolvendo o passo de Newton para

o € [0,1] é uma combinagao convexa destas dire¢oes, dada por
d = (dg,ds,dy) = 0d°+ (1 — o)d". (3.22)

O valor de o deve ser tal que o novo ponto (z7, s, y") permaneca em uma
vizinhanca da trajetoria central, mas determine o maior passo possivel nesta regiao.

Por exemplo, ao escolhermos a vizinhanga N5(0.5), o deve satisfazer

=0.5. (3.23)

2

H (02 + (1= o)a")(os° + (L —0)s)

op

Desenvolvendo a equacao acima, obtém-se uma equacao de quarto grau. Ao
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resolvé-la escolhemos o € [0, 1) real: caso tenha mais de uma raiz em (0, 1) tomamos
a menor. Se nao existir raiz real, o passo de Newton completo com o = 0 é aceito e
o problema é facil.

Definimos (2%, s¥1 y* 1) = (2,8,9) + 0d° + (1 — o) d* e p*™' == op. E
é feita nova iteracao.

A figura 3.2 ilustra uma iteragao do método do passo mais longo.

Figura 3.2: Passo mais longo

O algoritmo possui a estrutura que se segue:

Algoritmo 3.3.1 Algoritmo do Passo mais longo

Dados: Dados: (2, 5% y°) € Ny(0.5) e u® > 0 tais que §(x°, s°, u°) < 0.5.
E=0
REPITA
x= P s i= sk y =k p =gk
Calcule a dire¢ao afim-escala d* resolvendo o sistema (3.18) para o = 0.
Calcule a dire¢ao afim-escala d° resolvendo o sistema (3.18) para o = 1.
Encontre ¢ solugao de (3.23).
Defina o novo ponto: (zF1 sF1 ¢+ .= (2 s y) + 0 d®+ (1 — o) d*
(= oy
k:=k+1.
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Até a convergencia

O algoritmo descrito nesta segao foi desenvolvido por Mcshane [24] e es-
tudado por Gonzaga [14] e Gonzaga ¢ Bonnans [15]. Para detalhes e teoria, ver
[14].

Par viavel inicial. Para utilizar o algoritmo é necessario conhecer um par primal-
dual (z°,s%) vidvel inicial, préximo & trajetdria central. Se o centro analitico existe
e é conhecido, este problema foi resolvido na tese de mestrado de Behling [1].

Supondo inicialmente que o centro analitico do conjunto
{z eR" |Ax =b, x > 0}
é o ponto e, Behling considera o problema de regiao de confianga em torno de e :

minimizar  ¢(e + d)
sujeito a Ad=0 (3.24)
ldll> < A.

Considere d,, solugao de (3.24) com A = ||d,| e p > 0 o multiplicador de
Lagrange associado a restricao da bola. Behling mostra que s = p(e — d,,) é folga
dual vidvel para z = e + d,, ou seja, (z,s) é par dual vidvel.

O teorema formulado é o seguinte:

Teorema 3.3.1 : Seja d,, uma direcdo tal que Ad, =0 e d,u=—P(Vf(e+d,)).

Entao s = p(e —d,) € folga dual vidvel.

1
Mostra-se ainda que se ||d,||; < —= entdo 6(z, s, p) < 5

V2

Ou seja, para p suficientemente grande tal que ||d, |2 < % o ponto z = e +d, na
trajetéria de Levenberg- Marquardt de (3.24) determina o par primal-dual vidvel
r=e+d, s=pule—d,) tal que (z,s) € N»(0.5).

O resultado para centro analitico qualquer segue por uma mudanca de es-

cala. Suponha que o centro analitico primal é § € R". Fazendo a mudanca de escala

T = x/0 e resolvendo o problema de regiao de confian¢a com raio 1/2, o teorema
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acima fornece uma diregao d. O par primal-dual associado serd (0(e+d), 0~ (e—d)).
Note que a direcdo 8d é o resultado do problema de regido de confianca no elipséide
definido por ||d/6] < 1/2.

Um método de busca de (z, s), ja adaptado para um centro analitico x = 6
qualquer esta descrito em [1]. Ele parte de um valor de p inicial positivo, e segue a
trajetoria de Levenberg-Marquardt aumentando p até que o ponto esteja na regiao de
raio A /2, isto é, na regido correspondente ao elipséide {z € R™ | ||(z—0)/0|| < A/2}.

Em nosso algoritmo no capitulo anterior, supusemos que esta disponivel um
algoritmo para encontrar um minimizador do modelo quadratico em uma bola de
raio menor ou igual a 1/2 (com a devida mudanca de escala). Essa minimizagao, pelo
teorema acima, fornece um par primal-dual viavel associado ao valor de p obtido no
problema de regiao de confianca, que sera usado como ponto inicial para o algoritmo

de trajetoria central.



Capitulo 4

Programacao Quadratica

Sequencial e Filtros

Os dois capitulos anteriores descrevem o algoritmo de regiao de confianca
proposto nesta dissertagao. Ja este capitulo e o proximo sao dedicados exclusiva-
mente a utilizagao do algoritmo de regiao de confianca no método de filtro proposto
por Gonzaga, Karas e Vanti em [13] para a resolugdo de um problema de pro-
gramagcao nao linear com com formato geral.

Neste capitulo apresentamos o problema de programagao nao linear a ser
resolvido, algumas defini¢oes e hipdteses gerais e finalmente descrevemos brevemente
o método de filtro.

A aplicacao do algoritmo de regiao de confianca no método de filtro esta

descrita no capitulo 5.

4.1 Programacao Nao Linear com Restricoes de

Igualdade e Variaveis nao Negativas

O problema de programacao nao linear estudado possui restrigoes de igual-

dades e variaveis nao negativas:
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minimizar f(z)
(P) sujeitoa g(x) =0
0.

v

T

com f:R" — Reg:R*— R™ Vamos supor ambas de classe €% e m < n. Como ja
comentamos o interesse neste formato esta no fato de que problemas com restrigoes
de desigualdades podem ser transformadas em restrigoes de igualdade com inclusao

de varidveis de folga.

Apresentamos a seguir as principais definicbes e hipdteses.
Denotamos a matriz Jacobiana da funcao g aplicada ao ponto x € R" por
A(z) com
Al(z) = [Vgi(@), -+, Vo (@)].

Funcao Lagrangiano. A fungao Lagrangiano associado ao problema (P) é definida
por

(z,\,8) ER" x R™ x R — L(z,\,8) = f(z) + Ng(z) — s" .

Sua derivada é dada por
V.L(x, )\, 5) = Vf(x)+ AT (z)\ — s.

Para estabelecermos as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker vamos assumir

que vale a condigao de qualificacdo de Mangassarian-Fromovitz (CQMEF):

Um ponto x € R™ vidvel para (P) satisfaz CQMF se e so se
(i) A matriz A(x) tem posto completo
(ii) Erziste uma direcao d € N(A(x)) tal que dygy > 0, em que I(x) = {i =
1,...,n | x; =0} € o conjunto ativo em .

Condigoes Necessarias de Otimalidade (KKT). Se z € R" é solucao étima de
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(P) e satisfaz a CQMF, entdo existem A € R™ e 5 € R tais que

Viz)+A@)N-5 =0 (4.1)
c(z) =0 (4.2)

z5=10 (4.3)

z,5>0 (4.4)

Além disso para toda direcio d € R™ tal que A(z)Td =0 e dr@ =0,
d"'V o L(Z, N\, 5)d > 0.

Condigao Suficiente de Otimalidade. Suponha que em um ponto T € R” sao
satisfeitas as condicoes de KKT com multiplicadores A, 5. Suponha também que z

satisfaz CQMF e além disso
vd € N(A(Z)) com dj) =0, d"'V,,L(Z, A, 5)d > 0.

Entao z ¢é solucao étima de (P).

Pontos interiores. Em nosso algoritmo vamos exigir que
k _
x>0, k=0,1,....

Vamos ainda definir a funcao inviabilidade:

Medida de inviabilidade. A inviabilidade é medida por
z € RY, — h(x) = [lg(z)],

em que || - || é uma norma qualquer em R". Usaremos a norma euclidiana.
Na proxima se¢ao descrevemos o método de Programagao Quadratica Se-

quencial (PQS) e o algoritmo de filtro.
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4.2 Programacao Quadratica Sequencial,

Restauracao Inexata e um Método de Filtro

A familia dos métodos de Programacao Quadratica Sequencial originou-se
da tese de Wilson [34] em 1963 e a partir de entdo, varios pesquisadores tem se
interessado pelo tema. Na década de 70 popularizou-se com os trabalhos de Garcia-
Palomares e Mangasarian [11], Han [16, 17] e Powell [28, 29, 30]. Um estudo bastante
detalhado sobre o assunto ¢ feito por Boggs e Tolle em [3] . Uma referéncia béasica
em portugués é [20].

Num problema geral de otimizacao temos uma funcao objetivo e restri¢oes
geralmente nao lineares. A estratégica basica de PQS consiste, em cada passo, em
fazer uma aproximacao quadratica da funcao objetivo e uma aproximacao linear das
restricoes.

A convergéncia local répida (superlinear ou quadrética) deste método é
estabelecida devido a equivaléncia com o método de Newton aplicado as condig¢oes
de KKT do problema, veja Bonnans e outros [4]. Para convergéncia global pode-se
usar busca linear ou regiao de confianca. A prova da convergéncia do uso de busca
linear e regiao de confianga em PQS pode ser encontrada em [4] e [6] respectivamente.

Um algoritmo de Programagao Nao Linear deve trabalhar com dois objetivos
normalmente conflitantes, reduzir a funcao objetivo e obter viabilidade. Tradicional-
mente otimalidade e viabilidade sao combinadas em uma tnica fun¢ao como no caso
dos métodos que usam fungoes de mérito, nos métodos de penalidade, Lagrangiano

aumentado e nos métodos de restauragao inexata [21, 22], entre outros.

Os Métodos de Filtro. Como alternativa aos métodos que combinam viabilidade
e otimalidade em uma tunica funcao, Fletcher e Leyffer [8] introduziram os chama-
dos Métodos de Filtro para globalizacao em PNL. Nestes métodos inviabilidade e
otimalidade sao trabalhados separadamente, priorizando a reducao da inviabilidade.

Sao baseados em PQS e caracterizados pelo uso do conceito de dominancia

- conceito da otimizagao multi-critério :

x domina y se, e somente se, f(y) > f(z) e h(y) > h(x)
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A idéia do algoritmo de filtro é interferir o minimo possivel nas iteragoes de
PQS, mas induzir a convergeéncia.

O filtro F' é uma lista de pares (f*, h’), em que cada par (f*, h’) define uma
regiao proibida em R?, {(f,h) | f > f%, h > h'}, que é composta pelos pontos de R?
dominados por (f*,h"), e uma regiao proibida em R", {z € R" | f(z) > f*, h(x) >
h'}.

O algoritmo trabalha com o filtro F}, em R? e com o conjunto de pontos
proibidos associados, ¥, em R"™. O conjunto nao é construido. Dado um ponto
x € R™, é facil verificar se ele pertence a regiao proibida, fazendo apenas comparacoes
em R2

A estrutura do filtro é simples e facilmente implementavel, visto que apenas

um numero de pares sao armazenados.

h(z) A

Y

Figura 4.1: Construcao do par (f*, h¥)

Cada elemento (f% h') do filtro é construido a partir de um iterando z*

fazendo

fi= fla*) — ah(z®), b’ = h(z*) — ah(z®)

em que « € (0,1) é uma constante fixa, por exemplo, a = 0.2, como mostramos na
figura 4.1.

Vamos descrever uma iteracao do algoritmo de filtro:
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Consideremos um ponto z*, um filtro F},. No inicio de cada iteracdo, o par
(f(z") = ah(a®), (1 = a)h(z")) com a € (0,1),

é temporariamente introduzido no filtro, definindo o chamado filtro tempordrio, de-
notado por F}, e definindo o conjunto de pontos proibidos em R" associado ao filtro
temporario, denotado por F;. Apds a iteracdo ser completada, este par sera adicio-
nado ao filtro permanente Fj, apenas se a iteracao nao produzir um decréscimo em
f. Sempre que um novo par é introduzido no filtro, os pares dominados podem ser

eliminados do filtro.
h(x)

permanente Fj
.,//
temporario F},
[ J
x/

xt

f(x)

Figura 4.2: Uma iteracao do método de filtro

Na figura 4.2 por abuso de notacdo indicamos x = (f(z*), h(2¥)) e 27 =
(f(2"1), h(z**1)). Os circulos pretos representam elementos do filtro.

O algoritmo de filtro que vamos estudar foi proposto por Gonzaga, Karas e
Vanti [13]. E um algoritmo globalmente convergente para programacao nio linear e
segue as idéias de restauracao inexata de Martinez [22] e Martinez e Pilotta [21].

A principal idéia dos métodos de restauracao inexata é que a viabilidade, por
ser um aspecto muito importante do problema, pode ser tratada independentemente
da otimalidade. Se diferenciam dos demais métodos de restauragao (métodos viaveis

e quase viaveis) pela metodologia de relaxarem as restrigoes quando longe da solugao
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e gradualmente diminuir a inviabilidade quando o método avanca, o que é 1util no
caso de restrigoes fortemente nao lineares.

Desta forma, seguindo as idéias de restauracao inexata, o algoritmo que
vamos estudar gera uma seqiiencia (z¥)ren, sendo que cada iteracio inicia em um
ponto zF e tem duas fases :

(i) Fase de viabilidade: gera-se um ponto z* em que a medida de inviabilidade h é
reduzida;

(i) Fase de otimalidade: a partir de 2*, gera-se 251 com f(2**1) < f(2*). Estas duas
fases sao totalmente independentes, o tinico acoplamento entre elas é estabelecido
pelo filtro. Elas sao descritas a seguir.

Antes de apresentarmos o algoritmo precisamos da defini¢ao de Linearizacao

do conjunto vidvel que é comentada na secao fase de otimalidade.

Linearizacao do conjunto vidvel. A cada ponto z vidvel € R’ associamos o

seguinte poliedro:
Liz)={z eR" | A(z)T(z —2) =0, 2 > 0}.

Algoritmo 4.2.1 Algoritmo de filtro.

Dados: 2° € R", Fy =0, Fo =0, a € (0,1).
k=0
REPITA
(f.h) = (f(z*) = ah(z?), (1 = a)h(zh)).
Construa o conjunto F, = F |J {(f,h)}.
Defina o conjunto F, = F, U {z € R™;| f(z) > f, h(z) > h}.
Fase de viabilidade:
se h(z*) = 0, entao faca 2~ = 2*
sendo, calcule z¥ ¢ F), tal que h(2F) < (1 — a) h(z®).
se impossivel, entao pare com insucesso.
Fase de otimalidade:

se 2" ¢é estaciondrio, entdo pare com sucesso

sendo, calcule 51 ¢ F tal que 2F1 € L(2F) e f(z"*1) < f(29).
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Atualizagao do filtro:
se f(xFl) < f(2%), entdo
Fop1 = Fyy Fipr = F (iteragao-f)
senao,
Foo1i=F,, Fop1=F (iteragao-h)
k=Fk+1.

As figuras 4.3 e 4.4 ilustram uma iteracao completa do algoritmo, assim
como o filtro para a proxima iteracao, onde, por abuso de notacao, indicamos x =
(f(@"), h(@?)), 2= (f(z%), h(z")) e a* = (f(2"11), h(a™)).

Na figura 4.3 a iteragao é do tipo f e conseqlientemente o par ( f , ﬁ) nao é
incluido no filtro para a proxima iteracao A regiao proibida é toda a parte hachurada,
sendo que a parte vermelha é temporaria e deixa de ser proibida para a iteracao
seguinte.

Ja na figura 4.4 a iteracao é do tipo h, o par (f, iL) ¢ incluido no filtro e a
regiao temporaria passa a ser permanente.

f(@) f(x)
Figura 4.3: Uma iteracao f e o filtro para a préxima iteracao

A convergéncia global deste algoritmo é estudada em [13]. Mostra-se que
sob condigoes razoaveis sobre os passos de restauracao e otimalidade e usando as
CQMF, qualquer seqiiencia (z*) gerada pelo algoritmo tem ponto de acumulacio

estaciondrio (isto é, que satisfaz as condi¢oes de KKT.)
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h(z) h(z) ‘

f(x) /()

Figura 4.4: Uma iteracao h e o filtro para a proxima iteragao

4.2.1 A Fase de Restauragao ou Fase de Viabilidade

Na fase de restauracao partimos de um ponto z* > 0, ¥ € F, e procuramos
um ponto z¥ > 0 tal que 2* ¢ F, e h(zF) < Bh(x*), com B € (0,1) fixo. O problema
¢ resolvido usando uma ou mais iteracoes de um algoritmo para minimizar A no

conjunto R’} , parando quando as duas condigoes acima sao satisfeitas.

Passo de Newton. Desprezando as restricoes x > 0, o passo de Newton para a

solugao de g(x) = 0 é uma solugao do sistema indeterminado
A(x)d = —g(x).

A direcao de Newton normal é obtida forcando d L N(A(z)), ou seja, fazendo dy =

A(z)Ty e resolvendo o sistema

Se 2% + dy > 0, entdo o passo dy (com ou sem busca unidirecional) pode
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ser usado na restauracao. Mas em geral isto nao é garantido.

Regioes de Confianca. Se os passos de Newton puros nao sao eficientes, deve-se

usar um algoritmo de regiao de confianca para resolver o problema

1
minimizar 3 ()]

sujeitoa x> 0.

A resolugao ¢ feita usando o modelo quadratico de Gauss-Newton, ver [6]
1 2, 1 T ., Lo T
ot + )P = Slgle)l + g AG)d+ S Ax) Aw)d.

A matriz A(z)T A(x) é semi definida positiva e nao é definida positiva para

m < n. O modelo quadrético
ald) = gla)" A()d + S A(w)" Alx)d

pode ser usado em algoritmos de regiao de confianga com o seguinte cuidado: se dy
pertence a regiao de confianca, entao deve-se usar o passo dy.

Concluimos que a fase de restauragao é um caso especial (sem restri¢oes de
igualdade) do problema Py que estd detalhado no capitulo 5.

A resolucao deste problema, usando um método de pontos interiores baseado
no algoritmo de Coleman e Li [5], foi desenvolvida na tese de doutorado de Juliano

B. Francisco [9].

4.2.2 Fase de Otimalidade

Na fase de restauracdo obtemos z > 0 tal que ||g(2)|| < [|g(z)|| e z ¢ F. No
fase de otimalidade pretende-se encontrar w € R™ tal que f(w) < f(z) e ainda sem
perder muito da viabilidade adquirida com o passo de restauracgao.

A fase de otimalidade utiliza um algoritmo de regioes de confianca aplicado
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ao problema de minimizagao de f(-) em L(z2) :

minimizar f(z)

sujeito a  A(z)

(Po)

A resolucao é feita executando passos de regiao de confianga para o pro-
blema acima sem a restricio x ¢ F, mas reduzindo a regidao de modo a satisfazer
essa restricao. Vamos utilizar o algoritmo de regiao de confianga proposto nesta
dissertacao para determinar o passo de otimalidade detalhado no capitulo 5.

Aqui vamos somente comentar a construgao do modelo quadrético de f(+)

em torno do ponto z.

Problemas com restricao de igualdade. Como fizemos no problema de viabi-
lizacdo vamos inicialmente desprezar as restricoes x > 0 e x ¢ JF e estudar um passo
ao longo de N(A(2)).

No passo de otimalidade devido a condicao (4.4) e ao fato de o Lagrangiano
incorporar informagcoes sobre a curvatura das restrigoes, faz-se o seguinte: em vez
de minimizar f, calcula-se um estimador A\ de multiplicador étimo de Lagrange
e minimiza-se o modelo quadratico do Lagrangiano associado a este A\ restrito ao

conjunto N(A(z)).

Multiplicador de Lagrange. Caso ) seja desconhecido, podemos calcular um
estimador para os multiplicadores de Lagrange utilizando a primeira condicao de
KKT (4.1). A solugao do problema de minimos quadraticos para esta igualdade é
dada por

A= —(A@)A(2)") T A2) V f ().
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Reducgao do Modelo Quadratico do Lagrangiano

Considere z € R™ e suponha A € R™ um estimador para o multiplicador
6timo \. J4 comentamos que se z é 6timo local de (P) entdo existe A € R™ que
satisfaz as condig¢oes de KKT e como posto(A(z)) = m ele é tnico.

O modelo quadrético da variagao do Lagrangiano em z e A é dado por
1
m(d) = Vf(z)'d+ N\ A(z)d + 5dTHd,
com H = V,,L(z,\). Usando A(z)d = 0 na expressao para m(-), o problema fica

minimizar 'V f(z)7d + 3d"Hd

(4.5)
sujeito a  A(z)d =0
Aplicando as condigoes de KKT temos:
Vf(z)+Hd+ Az 'n =0 (4.6)
A()'h =0 (4.7)

Seja (dy, p1) a solucao obtida. Se o passo dy satisfaz as restrigoes de (Pp)
ele pode ser utilizado. Neste caso, p é um estimador de multiplicador de Lagrange
para a préxima iteracao.

Concluimos que no passo tangente irrestrito procuramos minimizar ao longo

de N(A(2)) um modelo quadratico de f(-) dado por
1
deR" — q(d) = Vf(z)"d+ 5dTme(z, \)d,

isto é, um modelo em que a Hessiana de f(-) é substituida pela hessiana do La-
grangiano com um estimador de multiplicadores A. Para este problema o passo de
Newton é dado por (4.6) e (4.7).

Se o passo de Newton nao for aceitdvel é necessario usar regioes de confianca

para restringir o passo. Faremos isto para o problema completo (Pp).
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Passo tangente para o problema restrito.

A construcao do modelo quadratico para o problema restrito é mais com-
plexa. A estimativa do multiplicador 6timo é mais dificil e nao sera estudada nesta
dissertacao. Ver Bonnans e outros em [4] e Conn e outros em [6]. Em [4] mostra-se
que se a minimizacao de um modelo quadrético é feita no conjunto L(z), entao (como
ocorre no caso irrestrito acima) os multiplicadores (A, s) obtidos nessa minimizagao
fornecem um estimador para a iteragao seguinte.

Suponha que (A, s) é um estimador de multiplicadores para (Pp). A dis-
cussd@o do problema irrestrito motiva o seguinte: o modelo quadrético de f(:) a

utilizar em (Pp) é o mesmo modelo usado no caso irrestrito, isto é,

m(d) = Vf(z)'d+ %dTHd,

n
em que H = me(z Aici(2)). As restrigoes z > 0 sao lineares e nao influenciam H.
i=1



Capitulo 5

Utilizacao do Algoritmo de Regiao

de Confianca no Método de Filtro

O algoritmo de regiao de confianca que apresentamos foi desenvolvido para
ser utilizado na fase de otimalidade do algoritmo de filtro 4.2.1, aplicado na resolugao
de um problema de programacgao nao linear com formato geral. Das duas fases
do método de filtro escolhemos a de otimalidade, ja que na de restauracao nao
temos restrigoes lineares. Como comentamos, o algoritmo proposto pode ser aplicado
também na obtencao do passo de restauracao.

Lembramos que o problema de programacao nao linear a ser resolvido com

o algoritmo de filtro é o seguinte:

minimizar f(z)

sujeitoa g(x) =0 (5.1)
0

com f:R* - Reg:R"— R™ Vamos supor ambas de classe C%2 e m < n.

Hipétese importante. Neste capitulo temos como hipdtese que passo de res-

tauragao z é conhecido e z > 0.

55
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5.1 Fase de otimalidade

A fase de otimalidade utiliza um algoritmo de regiao de confianga apli-
cado ao problema de minimizagdo de f(-) no conjunto linearizado L(z) = {z €

R™ | A(z)(x —2) =0, >0} :

minimizar f(z)

sujeito a  A(z)(x — 2) =
(Fo

Conforme discutido no final da secao 4.2.2, o modelo quadratico da variacao

de f que vamos utilizar em (FPp) é
1
m(d) = Vf(z)'d+ 5dTHd,

em que

H= Vim(z Aici(2)).

O problema a ser resolvido é:

minimizar ¢'d + %dTH d

sujeitoa A(z2)d =0
|d]loe < A (5:2)
z+d>0
z+d¢ 7T,

com ¢ = Vf(2).

5.2 O algoritmo

No capitulo 2 apresentamos o algoritmo de regiao de confianca baseado
em trajetoria central. Para seguir a trajetéria central escolhemos um algoritmo de

pontos interiores, apresentado no capitulo 3.
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A teoria primal-dual é feita para o formato primal de programacao quadratica.
O contetdo desta se¢ao tem como objetivo reescrever o problema (5.2) de forma a
possibilitar que apliquemos a teoria apresentada no capitulo 3. Fazendo x = z + d

m (5.2) obtemos

minimizar ¢! (z — z) + %(m —2)TH(z — 2)

sujeito a  A(z)r = A(z)z
lz = 2lle <A (5:3)
x>0
r¢ 3T,

que é equivalente a
1

minimizar ¢’x + §ITH x

sujeito a Axr=b
2 — 2]l < A (5.4)
x>0
v ¢ 3T,

com A = A(z), A(z)z =b.

5.2.1 O centro analitico do conjunto formado pelas restricoes

Vimos que o problema de inicializacao de um algoritmo primal-dual para
programagao quadratica foi resolvido em [1] quando o centro analitico do conjunto
das restrigoes for conhecido. Nesta se¢ao ajustamos as restrigoes do problema (5.4)
de modo a satisfazer a hipétese do teorema apresentado em [1].

Restricao da caixa .

Consideremos inicialmente a restri¢ao da caixa, ||z — 2|/ < A determinada
pela precisao do modelo. Veja que || — 2|0 < A é equivalente a —§ + z < z <
z+ 6, 6 = Ae. Vamos denotar esta caixa por V.

O lema seguinte determina uma importante propriedade do ponto z.

Lema 6 O centro analitico da caiza V é 0 = z.
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Prova: A funcao barreira logaritmica associada a 'V é definida por:
1 n
eV —p(r) = ~3 Zlog(mi —zi+A)+log(zi + A — ;)
i=1

Devemos mostrar que o minimizador da funcao p é r = z.

Na forma de produtério p é escrita como

Como a funcao logaritmica é uma funcao crescente, é facil ver que o que
procuramos é na verdade um maximizador para o produtoério. Cada fator do pro-
dutério em questao é independente, logo basta determinarmos o maximizador de
cada um, que é trivialmente x; = z;. Ou seja, o centro analitico de V é seu centro
geométrico x = z.

O

De forma similar mostra-se que o centro analitico de uma caixa qualquer

[
no R" [l,u] ={z e R" | | <z <u} éoponto § = —gu

No problema a ser resolvido temos ainda além da restricao da caixa trés

restricoes: a de positividade, a da variedade linear e a de filtro. Nesta secao nao

vamos considerar a restricao do filtro.

Restricao de Positividade.

O centro geométrico da caixa [—d + 2,0 + z] é o ponto z. Ao restringirmos a
caixa ao primeiro ortante obtemos uma nova caixa [0, z+9] e perdemos a propriedade
do ponto z.

Pretendemos construir uma caixa [[,u], [ > 0 com centro geométrico z =
l—i—Tu‘ A construcao proposta é a seguinte: considere a maior caixa no ortante
positivo com centro geométrico z, C = [0,2z]. A intersec@o entre as caixas [—0 +
2,0 + z] e [0,22] é a caixa [l,u] com | = max{0,z — d}, v = min{2z,2z + §} e
com centro geométrico z = HTU Esta construcao estd ilustrada na figura 5.1. A

caixa resultante estd contida na regiao de raio A onde estamos supondo o modelo

confidvel, e também contida no primeiro ortante.
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z+90

(a) Caixa de tamanho A

z e
(b) Caixa C
z4+46
z @

(c) Intersec@o entre as duas caixas

59
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(=]

! u

(d) Caixa final

Figura 5.1: Construcao da caixa [l, u).

Retrigoes lineares. Como z minimiza a fungao barreira logaritmica associada a
caixa [[,u] e satisfaz Az = b, segue que z é centro analitico do conjunto Q = {z €
[l,u] | Az = b}.

Note que pela construcao feita temos que a hipotese do centro analitico de €2
ser conhecido sempre sera satisfeita no nosso problema possibilitando a construcao
de um par primal dual viavel inicial para seguir a trajetéria em (2.

O problema a ser resolvido ¢ dado por:

minimizar m(z) = ¢’z + 2" Hx

sujeitoa  Ax =0b

Uma iteragao do algoritmo de regiao de confianga baseado em trajetéria
central para resolver (5.5) determina o par inicial primal dual vidvel (2°,s%), 20
na trajetéria de Levenberg Marquardt. Se z° for aceitdvel reduz m(-) seguindo a
trajetéria central em €2 até encontrar um ponto nao aceitavel; caso contrario segue
a trajetéria de Levenberg-Marquardt entre z e o ponto 2° até encontrar um ponto
aceitavel.

Um ponto x = z + d obtido é aceitdvel se ared(d) > apred(d), = ¢ F e
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Ajuste de A. Para a iteracao seguinte, faz-se:
Se ared(d) > 0.75 pred(d), A = max{A/2,2||d||~}
Sendo, A = min{A, 1.5|d|| .}

5.2.2 Formato primal de programacao quadratica

A teoria de algoritmos primais-duais é feita para o formato primal de pro-
gramacao quadratica. Faremos uma translagao e introducao de varidveis de folga de
forma a deixar o problema (5.5) neste formato.

Transformacao do problema.

Definimos (") := x — [ (translacdo) e introduzimos varidveis de folga x(?) €

R"™. Definindo
b =b— Al VP = —1,

obtemos

minimizar ¢’ (z® 4 1) + %(x(l) +DTH(zW + 1)
sujeito a Az = p(h)

2 4 2@ — 5@

x® > 0.

Levando em consideracio que ¢’l e [T Hl sdao constantes resolver (5.6) é

equivalente a resolver

1
minimizar [c + HI|Tz® + §$(1)H$(1)

sujeito a Az = pM)
! (5.7)
x(l) _|_x(2) — b(2)
@ > 0.
Vamos definir ¢ = ¢ + (HI)" e escrever na forma matricial o problema
anterior:
_ _ A0 (W )
Fazendo H = , A= , T = , C = e

0 0 I I @ 0
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po)

SN
I

obtemos
h2)

minimizar ¢z + 1zTHZ

sujeitoa A

com ¢, T € R™, H e R A c R™<2 o | ¢ R™™,

Com a introducao de varigveis de folga (?, 0 tamanho do problema dobrou,
j4 que T € R*" e no formato original € R". Por outro lado H continua simétrica
semidefinida positiva e rank(A) = m + n.

As vantagens do novo formato do problema (5.5) sdao os fatos de que ele

simplifica a exposicao das condi¢oes de KKT, e os algoritmos de pontos interiores

para Programacao Quadratica se baseiam neste formato.

Ponto inicial do algoritmo.
Temos que o centro analitico de Q = {z € [l,u] | Az = b} é o ponto 0 = 2.

Apés a transformacao do problema o centro analitico de Q = {# € R*" | Az = b,z >

0} é dado por = :T_j
Para determinzw o par inicial viavel usamos o método de busca proposto na

dissertacao de Behling [1]. A busca é feita na trajetéria de Levenberg-Marquardt

determinada pelo subproblema quadrético de regiao de confianga aplicado em (5.8)

no ponto 6.

Aplicacao do algoritmo de regiao de confianca na fase de otimalidade do

método de filtro.

Consideremos z > 0 ponto obtido com o passo de restauracao.

Algoritmo 5.2.1 Fuse de otimalidade usando algoritmo de regiao de confianca ba-

seado na fun¢ao barreira

Dados: z € R}, a € (0,1) fixo ,e e A > 0 ( Por exemplo, a = 0.25,A =1.)

1
Construa o modelo z — m(z) = Vf(2) = + §$TH$.
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Construa a caixa [l,u] proposta na se¢ao 5.2.1
Transforme o formato de (5.4) para o formato (5.8)
Obtenha o o par viavel inicial (z°,5°) e u° multiplicador de Lagrange
a partir de @
Obtenha o ponto inicial z, na trajetéria de Levenberg-Marquardt em (2
dado pelas n primeiras componentes do ponto z" adicionadas ao ponto I.
Calcule ared(d,) = f(z) — f(z,), pred =m(z) —m(z,)
se ared(d,) < apred(d,), ou z, € F, ou z, < 0

siga a trajetdria de Levenberg-Marquardt para u € (u”, +00) até encontrar
um ponto x,, aceitével: ared(d,) > apred(d,), z, ¢ F e z, >0
senao

siga a trajetéria central com p < p® até encontrar um ponto z, com
ared(d,) < apred(d,) ouz, € Fourx, <0oupu<e

Fim.

Minimizagao em uma caixa maior. Na construcao da caixa podemos utilizar
algum método de identificacao de conjunto ativo para eliminar algumas das restri¢oes
de nao negatividade.

O seguinte procedimento pode ser usado: avaliamos o gradiente de f em z,
projetado sobre nucleo de A(z), Pc. Calculamos o angulo entre Pc e cada um dos
vetores e; da base canonica, dado por ¢; = [Pc];/||Pc||. Se ¢; < e, com por exemplo
e = —0.2, a restricao x; > 0 pode ser ignorada e com isso obtemos uma caixa maior
[, u], fazendo para essas componentes [; = z; — A, u; = z; + A. Veja figura 5.2 a

seguir.

Entretanto como [, u] ¢ R’} os pontos z,, da trajetéria podem nao pertencer
ao primeiro ortante e devemos incluir a restrigao de x, > 0 para caracterizar um

ponto aceitavel no algoritmo, como fizemos em 5.2.1.

Aplicamos o algoritmo de regiao de confianca proposto no trabalho na fase

de otimalidade do algoritmo de filtro para o problema (5.1). Mas como ja comen-
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c(x)=0

caixa de raio A

caixa positiva

Figura 5.2: Minimizacao em uma caixa maior

tamos poderiamos aplica-lo também na fase de viabilidade, minimizando o modelo

1
quadrético da fungao 5“ g(-)||* sem a restricao da variedade afim.



Consideracoes finais

Estudamos ao longo deste trabalho um algoritmo de regiao de confianca e
sua aplicagao em um método de filtro.

Algoritmos de regiao de confianca que utilizam regioces do tipo caixa sao
atraentes devido ao tamanho da caixa em relacao a bola euclidiana. No entanto, a
presenca de restrigoes lineares eleva seu custo computacional. Diante deste inconve-
niente, apresentamos no capitulo 2 um método de regiao de confianca alternativo,
baseado em trajetoria central. Fixamos o tamanho de uma caixa e com um algoritmo
de pontos interiores avancamos ou recuamos na trajetoria central, até encontrarmos
um ponto que reduza o modelo e que pertenca a uma regiao onde este seja confiavel.
Temos que neste algoritmo as regioes de confianca sao os conjuntos de nivel da
funcao barreira logaritmica definida na caixa.

Ja era conhecido de [1] que a trajetéria central estd muito préxima da
trajetoria de Levenberg-Marquardt para um raio A < 1/2. Resultado que foi obtido
no estudo da inicializacao do mesmo algoritmo em meio ao contexto primal-dual.
O lema 3, obtido durante o estudo do algoritmo de regiao de confianga confirmou o
resultado. O lema afirma que para o mesmo raio A os conjuntos de nivel da fungao
barreira e as bolas euclidianas sao muito parecidas e conseqiientemente temos que
as trajetérias de Levenberg-Marquardt e a central sao muito préximas.

Com este lema conseguimos caracterizar melhor o algoritmo de regiao de
confianga proposto. Ele corresponde a uma busca curvilinea tipo Armijo sobre uma
trajetoria hibrida: para A < 1/2 a trajetoria é a de Levenberg-Marquardt, para
A > 1/2 é a trajetéria central. E as regides de confianga sao conjuntos que evoluem

de bolas euclidianas e tendem a caixa completa (curvas de nivel da fungao barreira).

65
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Utilizacao do algoritmo de regiao de confianga proposto.

Problemas de minimizacao de um modelo quadratico sujeito a uma regiao de
confianca e restri¢oes lineares devem ser resolvidos frequentemente em programacao
nao linear. O algoritmo de regiao de confianga proposto foi desenvolvido para re-
solver a fase de otimalidade do método de filtro, proposto em [13], aplicado na
resolucao de um problema de PNL com formato bem geral de restricoes de igual-
dade e variaveis nao negativas. Nesta fase deve-se reduzir a funcao objetivo, restrita
a uma variedade linear e as restrigoes do filtro e positividade.

No dltimo capitulo apresentamos um algoritmo que resolve esta fase. O
algoritmo é composto por duas etapas. A construcao de uma caixa diferenciada,
que é construida de forma que esteja totalmente contida no primeiro ortante e pre-
serve a propriedade do ponto sobre qual o modelo é construido. A outra etapa é a
busca sobre a trajetoria hibrida desta caixa. E nesta busca que o algoritmo mostra-
se adequado para resolucao do passo tangente. A cada ponto da trajetéria obtido
verifica-se se cada restricao € satisfeita. Se um ponto nao satisfaz uma das restrigoes,
por exemplo, nao pertencer ao filtro ou a regiao onde o modelo é confiavel, o algo-
ritmo péra e utiliza o ponto anterior para a proxima iteragao. O tamanho da caixa
¢ modificado, se necessario, somente na proxima iteragao.

Ainda neste capitulo dedicamos uma se¢ao para comentar a possibilidade de
trabalhar com uma caixa maior, utilizando um método de identificacado do conjunto
de ativo. O algoritmo é praticamente o mesmo. A busca é feita em um conjunto
maior, que pode conter pontos que nao pertencam ao ortante positivo e conseqiiente-
mente deve-se incluir a positividade para testar em cada ponto da trajetéria obtido.
Implementagoes. Neste trabalho nao apresentamos exemplos de implementacao
do método. Ele foi testado em exemplos simples no trabalho de Bleyer [2].
Trabalhos futuros. Como trabalhos futuros sugerimos além de implementagoes,
o estudo do enfraquecimento da hipdtese de convexidade e estimativa dos multipli-

cadores de Lagrange.



Referéncias Bibliograficas

1]

BEHLING, R. Minimizacdo de quadrdticas em caixas sobre variedades afins,
um subproblema de P@S. Dissertacao de mestrado. Universidade Federal de

Santa Catarina, Santa Catarina, 2006.

BLEYER, I. Um algoritmo de pontos interiores para o sub-problema tangencial
em métodos de filtro para programacao nao linear. Trabalho de conlusao de

Curso. Universidade Federal de Santa Catarina, 2007.

BOGGS P. T. and TOLLE J. W. Sequential quadratic programming. Acta
Numer., v. 4 p. 1-51, 1996.

BONNANS, J. F. ; LEMARECHAL, C. ; GILBERT, J. C. e SAGASTIZABAL,
C. A.  Numerical Optimization: Theoretical and Practical Aspects Springer

Series in Operations Research. Springer - ,2006.

COLEMAN, T. F. and LI, Y. An interior trust region approach for nonlinear
minimization subject to bounds. SIAM Journal of Optimization , 6: 418 -445,
1996.

CONN, A. R . ; GOULD, N. I. M. e TOINT, P. L. Trust-Region Methods.
Philadephia, MPS-SIAM Series on Optimization , pp. 751 , 2000

FERRIS, M. ; WATHEN , A. and ARMAND P. Limited memory solution of
complementarity problems arising in video games. Techical report, Oxford Uni-

versity, 2006.

FLETCHER, R. and LEYFFER, S. Nonlinear programming without a penalty
function. Mathematical Programming-Ser.A. 91(2):239-269, 2002.



Referéncias 68

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[17]

[18]

[19]

FRANCISCO, J. B. Viabilidade em Programag¢ao Nao LinearTese (Doutorado),
UNICAMP, 2005.

FRISCH, K. R. The Logarithmic Potential Method of convex Programming,

University Institute of Economics, memorandum, Oslo, Norway, 1955

GARCIA-PALOMARES U. M. and Mangasarian O. L. Superlinearly conver-
gent quasi-newton methods for nonlinearly constrained optimization problems.

Mathematical Programming, v 11 p. 1-13, 1976.

GONZAGA, C. C. Path following methods for linear programming. SIAM Re-
view, 34(2); 167-227, 1992.

GONZAGA, C. C.; KARAS, E. and VANTI, M. A globally convergent filter
method for nonlinear programming. STAM Journal on Optimization, 14(3): 646-
669, 2003.

GONZAGA, C. C. The largest step path following algorithm for monotone
linear complementarity problems. Mathematical Programming, v.76, p. 309-

332, 1997.

GONZAGA, C. C. ; BONNANS, F. Fast convergence of the simplified largest
step path following algorithm. Mathematical Programming, v.76, p. 95-116,
1997.

HAN S - P. Superlinearly convergent variable metri algorithms for general non-
linear programming problems. emph Mathematical Programming, v.11, p. 263-

282, 1976.

HAN S - P. A globally convergent method for nonlinear programming. emph
Journal of Optimization Theory and Applications, v.22, p. 297-309, 1977.

LEVENBERG, K. A method for the solution of certain nonlinear problems in
least squares. Quart. Appl. Math., 2:164-168, 1994.

MARQUARDT, D. W. An algorithm for least squares estimation of nonlinear
parameters. SIAM J. Appl. Math., 11:431-441, 1963.



Referéncias 69

[20]

[21]

22]

23]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

MARTINEZ, J. M. and SANTOS, S. A. Métodos computacionais de otimizacao.
20 Coloquio Brasileiro de Matematica - IMPA | July 1955 .

MARTfNEZ, J. M. and PILOTTA, E. A. Inexact restoration algorithms for
constrained optimization. Journal of Optimization Theory and Applications,

104: 135-163, 2000.

MARTfNEZ, J. M. Inexact restoration method with lagrangian tangent decre-
ase and new merit function for nonlinear programming. Journal of Optimization

Theory and Applications, 111:39-58, 2001.

MARTINEZ, J. M. Box-quacan and implementation of augmented lagrangian
algortithms for minimization with inequality constrains. Computacional E Ap-

plied Mathematics, 19: 31-56, 2000.

MCSHANE, K. A. A superlinearly convergent O(y/nL) interation primal-dual
linear programming algorithm. SIAM Journal on Optimization, v.4, p. 247-261,
1994.

NOCEDAL, J. e WRIGHT, S. J. Numerical Optimization. Springer Series in
Operations Research. Springer - Verlag, 1999.

OMOJOKUN, E. Trust Region Algorithms for Optimization with Nonlinear
Equality and Inequality Constrains. Tese Doutorado, Dept. of Computer Sci-
ence, University of Colorado, 1991.

POWELL, M. J. D. A hybrid method for nonlinear equations. In P. Ravinowitz,
editor, Numerical Methods for Nonlinear Algebraic Equations, Gordon and Bre-

ach, London, 1970.

POWELL, M. J. D. A fast algorithm for nonlinearly constrained optimization
calculations. In G. A. Watson, editor, Numerical Analysis Dundee, pages 144-

157. Springer -Verlag, Berlin, 1977.

POWELL, M. J. D. Algorithms for nonlinear constraints that use Lagrangian
functions. Mathematical Programming, v.14, p. 224-248, 1978.



Referéncias 70

[30]

[31]

[34]

[35]

POWELL, M. J. D. The convergence of variable metric methods for nonlinearly
constrained optimization calculations. In R. R. Meyer O. L. Mangasarian and S.

M. Robinson, editors, Nonlinear Programming 3, pages 27-64. Academic Press,

New York, 1978.

SONNEVEND, G. An Analytical Centre Polyhedrons and New Classes of Glo-
bal Algorithms for Linear (Smooth, Convex) Programming, in Lecture Notes

Control Inform. Sci. 84, Springer-Verlag, New York, NY, 1985, p p.866-876.

WRIGHT, S. J. Primal-Dual Interior-Point Methodos. Philadelphia, SIAM:
1997.

QUANDT, S. M. R. E. and LEVENBERG, H. F. TROTTER (1966) Maximi-
zation by quadratic hill-climbing. FEconometrica , 34, 541-551.

WILSON, R. B. (1963) A Simplicial Algorithm for Concave Programming,
PH.D. Dissertation, Harvard Universtity, Graduate School of Business Admi-

nistration.

VANTI, M. R. Melhoria da sequranca dinamica por otimizacdo e algoritmos
de programacao nao linear. Tese de doutorado. Universidade Federal de Santa

Catarina, Santa Catarina, Brazil, 2003.



