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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo e implementagcao cooipuigh de alguns métodos
numeéricos para resolucao de sistemas nao-linearexiagp Consideramos sistemas com
restricdes de caixas abordados por meio de técnicasgiforde confianca especificas. Re-
solvemos também o problema de quadrados minimos n@arée por meio de técnicas de
penalizacao para o sistema nao-linear associado.



Abstract

In this work we make a study and computational implementaifeome numerical methods
for the solution of special nonlinear systems of equatids.solve some systems with bound
constraints by using trust region techniques. We also saiwinear least squares problems by
using penalization techniques designed to nonlinear s\sste
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Introducao

Sistemas de equacdes nao-lineares aparecem em gratelel@s modelos matematicos
provenientes de problemas da vida refl.o caso de sistemas de poténcias em engenharia
elétrica, equacdes diferenciais parciais nao-lieeam varias areas, entre outras aplicacoes.

Em geral, os métodos para resolug¢ao desses modeloasd@adns em linearizagdes suces-
sivas entre outras técnicas especificas. Usualmentelogehumericamente eficientes devem
ser adequados as caracteristicas dos sistemas, comaepgple, o grau de nao-linearidade ou
0 nUmero de variaveis.

Um sistema nao-linear pode ser representado por:

F(x)=0, F:R"—R" 1)

O que referenciamos no titulo deste trabalho de sistea@éiméares especiais, sao siste-
mas mais especificos quié (1). Neste trabalho consideranmmddelos centrais. O primeiro
deles consiste em limitar o dominio a restricbes deasaileste caso o sistema & descrito por:

F(x) =0,

l<x<u.

(2)

A introducao dessas restricbes merece uma técnicecHga para sua resolucao, como
veremos na seqiiéncia do trabalho, e que nao & usual pesalacao de[{1). Para obter um
algoritmo robusto, devemos incorporar técnicas que onfarelependente do ponto inicial.
Uma forma classica e conhecida € a estratégia de busea lisando como funcao de mérito a
soma de quadrados das componentek.dalternativamente, a técnica de regiao de confianca
para o sistema com restricdes de caixa. Ela se adequaaremite ao uso das restricdes por
meio do uso do escalamento da regiao de confianga.

O método apresentado aqui, descrito Em [1], utiliza eegi@e confianca elipsoidais, defi-
nidas por Coleman e LL[2], originalmente descritas por D{&]. Em cada passo do método,
uma funcao quadratica &€ minimizada em uma regiao déacaa eliptica que depende dos
limitantesl e u. Assim, evita-se a minimizacao da funcao quadratecaaixa.



Outro problema interessante e relacionadd a (1) consisteoasiderar algumas equacoes
para as quais nao existe solucao. Pode ser represessdo a

f(x)

F(X) = )

em quec(x) = 0, e em geraf (x) # 0. Assim o problema de interesse fica

1
Q}éﬂéﬂf(x)”z

s.a.c(x) = 0.

(3)

Em geral, problemas como estes sao abordados por métedpsadrados minimos nao-
lineares. No problema de quadrados minimos nao-linearegue a restricao(x) = 0 nao
aparece, o mais comum & utilizarmos métodos como GausteN& Levenberg-Marquardt.
Como em([(B) aparecem restricdes, ele pode ser resohildmantio-se a funcao Lagrangiano.

A motivacao principal para resolucao deste modelo@mde que estavamos investigando
as solucdes do problema de fluxo de poténcias [4], umnsésteao-linear do tipd1). Uma
forma mais elaborada do modelo, considerando as espeaifesddo problema pratico em
engenharia elétrica, & relaxar algumas equacdes de onoel nao tenham raizes. Economi-
camente este fato & muito importante, significando por gk@npermitir que certas regides
estejam muito mais sujeitas a falta de energia que outrdando carregamento ou colapso do
sistema elétrico em horarios de pico. Entdo, como alguegaacdes nao apresentam zeros, a
idéia & trata-las de modo distinto das outras. Isto, ceenemos mais adiante, permite trabalhar
apenas com informacdes de primeira ordem ao contragdétaicas usuais para o problema
de quadrados minimos nao-lineares.

Neste trabalho fazemos um estudo e implementacao cooipuigh de alguns métodos
numericos para resolucao de sistemas nao-linearexiagp Consideramos sistemas com
restricdes de caixas abordados por meio de técnicag@ree confianca especificas. Damos
enfase ao problema de fluxo de poténcias sem solucadresblvemos também o problema de
guadrados minimos nao-lineares por meio de técnicasmi@ipacao para o sistema nao-linear
associado.

O trabalho esta organizado como se segue. No Capltuloesaamos os topicos de
otimizacao nao-linear classicos, que serao refémeons durante o trabalho. No Capitllo 2
tratamos de métodos para a resolucadde (2). No CaBitldscrevemos o modelo das equacdes
da rede elétrica que dao origem ao problema mais relewsntao (3); estudamos também
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métodos de resolucado. Consequéncias, conclustasi®gd linhas de sequéncia do trabalho
fecham este trabalho.
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1 Elementos de Otimizap para
Sistemas de Equdies Nao-lineares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e ressitjagovamos explorar nos capitulos
que se seguem. Esta exposicao resumida tem apenas cipvog® referéncia usada neste
trabalho. Detalhes podem ser encontrados em textosadassimol([5] ell6].

Vamos considerar dois problemas centrais em otimizagadinear. Um sistema de equa-
cOes nao-lineares consiste em obterR" tal que

F(x) =0 (1.1)

em queF : R" — R" & continuamente diferenciavel.

Uma forma de resolvef(1.1) € exigir a reducad|B€X)||> se possivel para 0. Nosso pro-
blema pode ser reescrito como

1 )
min SIFl2, (1.2)

onde o quadrado da norma tem a vantagem de deixar a fungétivoltontinuamente dife-
renciavel. Embora nem toda solucaodel(1.2) seja aoldeTLIl) poderiamos pensar em utili-
zar um método de minimizagao para resolver o sistemdin&ar. Neste caso seria importante
usar a estrutura do problenia{l1.1). A direcao de NewtolL.dB € uma direcao de descida para
(@I2). Outro ponto de conexao & que estratégias globads{fi.1) estdo baseadas émi(1.2). Isso
veremos mais adiante.

No que se segue, descrevemos resumidamente os métodos/tba deBroyden para sis-
temas nao-lineares e examinaremos suas propriedadesviEgincia local. Para obter a con-
vergéncia global, apresentaremos os métodos de busea énmétodos de regidao de confianca.
Apresentaremos também uma introdu¢ao sobre o problemgaatrados minimos nao-lineares.
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1.1 Meétodo de Newton para sistemas de equaes rao-linea-
res

O método de Newton para sistemas de equacdes naodmeansiste em resolver uma
sequéncia de problemas aproximados ao nosso problegiaabricom o objetivo de nos apro-
ximar da solucao dé(1.1).

A cada iteracad, constroi-se um modelll, aproximado dé- e encontra-se a solucag@ ;
de My(p) = 0.

Sabemos que

F(x+p)=F(X + fol F'(x + tp)pdt (1.3)

em queF’ representa o Jacobiano Be

Obtemos o modelMy, aproximando a integral efi (1.3) pelo termo linE&x) p, obtendo

Mi(p) = F(Xq + F'(})Pp.

AsSim, X1 = X¢ + Px €M quepy € a solucao do sistema linear

F' (%) Pk = —F(X). (1.4)

Se a aproximacagy esta proxima de uma soluca® e o Jacobiand-’ € uma funcao
continua dex, 0 método de Newton possui convergéncia local superlieeae a aproximacao
X¢ esta proxima de uma soluc&bd e o Jacobiand’ & Lipschitz continuo, entao o método de
Newton possui convergéncia local quadratica.

1.2 Meétodo de Broyden

Como visto acima, o0 método de Newton possui boa convergéozal, mas possui o in-
conveniente de calcular o Jacobianddem cada iteracao. As direcdes quase-Newton sao uma
alternativa atraente, ja que nao requerem o calculo dobi@no e ainda alcangcam a razao de
convergéncia superlinear. Em sistemas grandes, estedosé@ém a vantagem de trabalhar di-
retamente com formas nao fatoradas das aproximacoaspaversa do Jacobiano, com custo
inferior a resolucao do sistema nao-linear.
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Os métodos quase-Newton constroem, em cada iterag@aproximacao para o Jacobi-
ano deF. O Jacobiano aproximadg(x,) & usado no lugar de’(x) em {1.4). Assumindo que
B(x¢) seja nao-singular, o passo para a proxima iterac@oassolucao de

B(X) pk = —F (%)

As matrizes de aproximacao geradas pelos métodos dN@sen devem ser uma boa
aproximacao do Jacobiano ao longo da direp@opara isso exige-se qudy,; seja igual a
F ao menos nas duas Ultimas aproximac8e®, X,1. Assim, comoMy,1(0) = F(X«.1), basta
exigirmos

Mii1(=Px) = F(X:1) — B(Xr1) Pk = F (%),

ou seja,

B(Xk+1) Pk = F(Xr1) — F (%)

Considerand®y = X1 — X €Yk = F(X:1) — F(X) obtemos @&quacao secante

Yk = B(X+1) Sk (1.5)

gue garante a boa concordanciaB{#.1) e F'(Xc1) ao longo depy.

No método de Broyden a matrig,; = B(X1) € atualizada da seguinte forma

(Yk — Bkso)st

Bki1 = Bk + =
S S

(1.6)

Segundol]B, Lema 11.4], a atualizacao de Broyden é aiztigab que faz as menores
mudancas possiveis na matBg (medida pela norma EuclideaiiBy — By.1l|), dentre as que
satisfazem[{115).

O desempenho do método depende muito da escolBg deB(xg), algumas implementa-
cbes recomendam escolligrcomo sendd’(Xy) ou alguma aproximacao por diferencas finitas
desta matriz.
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1.3 Meétodos de busca linear

Podemos obter algoritmos com convergéncia global, aplic@s métodos de busca linear
para a funcad (x) = %||F(x)||§. Na estratégia de busca linear, apds escolhermos édick
buscapi, buscamos ao longo desta direcao, a partir da aproxiongactima nova aproximacao
X1 COM um valor de fungao menor, ou sef@,1) < f(x).

A nova aproximacao sera dada por:

Xk+1 = Xk + akPx,

em que o escalar positive, € chamado de comprimento do passo, e pode ser encontrado
resolvendo-se aproximadamente o seguinte problema denmmagao unidimensional

ming).

sendop(ak) = (X + axPx)-

A condicao de qud (1) = f(X% + akpx) < f(X) nao garante quéx} convirja para
um minimizador def. Podemos ter redu¢des muito pequenas no valor de relagao ao
tamanho dos passos e também podemos tomar passos muiempgagm relacao a taxa de
decrescimento inicial dé.

Para evitar que a fung¢ao tenha um decréscimo muito pegeenrelacdo ao seu valor
anterior, podemos exigir que a reducao eseja proporcional ao tamanho do pasg@ a sua
derivada direcional na direcm, V(X" px, que representa a taxa de decréscimo da funcao
nesta direcao. Assim queremos enconyaentre osr que satisfazem

f (% +ap) < (%) + ClaV (%) pe, (1.7)

comgc; € (0, 1). Esta desigualdade & cham&tandicao de Armijdg].

Para evitarmos passos muito pequenos, inclui-se uma @mnglie teste a inclinac@(a) =
V(X + apx)' px decorrente da escolha de

V(X + ap) pe > V(%) P

comc; € (cy, 1), ¢; escolhido na condicab{1.7). Essa condicao, chama@oddicao de Cur-
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vatura, exige que a inclinagao deemay seja maior do que a inclinacao dem 0. Lembrando
que¢(0) = f(x), esta exigéncia garante qugnao sera escolhido pequeno demais.

As condicdes de Armijo e de curvatura juntas sao chamael@sndicdes de Wolff§].

A convergéncia global depende nao somente de uma boahasted,, mas também de
uma boa escolha para a direcao de busca. Considefaredmo o angulo entrgy e a direcao
de descida-V f(x) = —F"(x)"F(x), a direcaopy devera satisfazer

AL
IV (6l

ou seja,px devera ser uma direcao de descida frara

Ccosf =

Segundol]B, Teorema 11.6], no caso da busca linear que esgotlatisfazendo as condi-
coes de Wolfe, se garantirmos que

cosb > 6, para algunmy € (0, 1) e para todd suficientemente grangde (1.8)

entaoF’(x)"F(x) — 0. Alem disso, quandiF’ (x| & limitada em uma vizinhanc®@ do
conjunto de nivell = {x : f(x) < f(Xy)} temos qud=(x) — 0, ou seja, que a aproximacao
X devera se aproximar de um ponto limiteque resolve o problema de equac¢des nao-lineares
F(x) =0.

O passo de Newto {1.4) & uma direcao de descidafp@assim, podemos ver que

Vi) IF (X011 1 1

SO IV Tl ~ TP 06 T GRMIF G TR O~ T CRaTTTF G 1 <(F/(x9)

em quek(F’(x)) € o numero de condicao d€(xy). Assim sex(F’'(x)) € uniformemente
limitado para todd, entao cosy € limitado no estilo dd{118).

O mesmo acontece em um algoritmo de busca linear quase-Mesotop, = —B.*V f(x),
pois tudo o que precisamos €& que 0s numeros de condie@Bg}dejam uniformemente limi-
tados. O seguinte teorema, devido a Dennis e Moré, moséaeja direcao de busca de um
método Quase-Newton aproxima muito bem a direcao de dfeventao o comprimento de
passo unitario ira satisfazer as condi¢cdes de Wolfanasemo as aproximag¢des convergem
para a solucao.

Teorema 1 Seja f: R" — R, f € C?(D), em que D & um conjunto aberto, convexdde V2 f
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€ Lipschitz continua em D. Considere uma sequéhgiagerada por X1 = Xk + axpx, €m que
Vf(x)"p« < 0 paratodo k exy € escolhido para satisfazer as condi¢des de Wolfe gom$
Se x — x* € D, em quev?f(x*) & positiva definida, e se

i IV F06) + V210l _

1.9
k—eo Il (1.9)

entdo existe um indice k> O tal que para todo k> kg, ax = 1 & admissivel. Além disso,
Vf(x) =0, e seay = 1 para todo k> ky, entao{x} converge superlinearmente para x

A condicao [I.P) & necessaria e suficiente para a taxaaeegyéncia superlinear dos
métodos quase-Newton.

Assim, se utilizarmos a estratégia de busca linear, osdostde direcao de descida con-
vergem, desde que a escolha do passo satisfaca as cesdedNolfe, ou alguma condicao
equivalente.

1.4 Meétodos de regio de confianca

No método de busca linear descrito acima, tratamos exalmgnte com o problema de
encontrar um comprimento de passo aceitavel em umaadirde busca dada. Se a direcao
de busca nao for satisfatoria, significa que o modelozatilo nao esta representando adequa-
damente a funcad. Caso isso aconteca, os algoritmos de busca linear magéanmesma
direcao de busca e calculam um novo comprimento de passo.

Na estratégia de regiao de confianca, em cada iteecaastruido um modelo quadratico
de f e uma regiao em que considera-se que o0 modelo representgdo fadequadamente e
minimiza-se este modelo na regiao, dai 0 nome regiao agatga, ou seja, primeiro escolhe-
mMOS 0 comprimento maximo para o passo e depois, utilizamdodelo, escolhemos a direcao
do passo. Dependendo do resultado obtido com esta miniaeizalgumas decisdes sao toma-
das: aceitar ou nao o minimizador como um novo ponto (uma apvoximacao); aumentar,
reduzir, ou deixar inalterada a regiao de confianca

Considerando entao o modelo

1
m(p) = fu+ Vi p+ épTHkp,

em quef, = f(x), Vi = Vf(x) e Hy & a hessian®?f (x) ou uma aproximacao dela, precisa-
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mMos resolver o seguinte problema

E"JQ m(p) sujeito a flpll < Ay, (1.10)

em queA, > 0 é o raio da regiao de confianca. Para a convergéncialgletsuficiente en-
contrar uma solucao aproximada para o problemal(1.10)s athante apresentaremos uma
das formas de encontrar essa solugao. Outras formas detearcsolucao aproximada ou até
mesmo solucdes exatas podem ser obtidas em [6] e [3].

A escolha do raio de regiao de confianca em cada iterag@endlera do desempenho da
direcao na iteracao anterior, precisamos saber saug&edwbtida no modelo foi tdo boa quanto
a reducao da funcao. Para isso, dada uma dirpga@mos nos basear na seguinte razao

o = 106 — T4+ P
T m(0)-m(py)

Ou seja, a razao entre a reducao real da funcao e agegwevista pelo modelo.

Sepy esta proximo de 0 ou & negativo, significa que a concaiddntre o modelo e a
funcao sobre este passo € ruim, assim diminui-se o raiegiao de confianca e minimiza-se o
mesmo modelo quadratico sob esse raio menop, 8sta proximo de 1, entdao a concordancia
entremy e f estd muito boa e podemos aumentar o raio para a proxinagdter Sey é positivo
mas nao esta tao proximo de 1, o raio nao & alterado.

Decidido o tamanho da regiao de confianc¢a, precisamos agsolver[(1.70). Vamos en-
contrar uma solucao aproxima@ga que esta dentro da regiao de confianca e dé uma reducao
suficiente no modelo. A reduc¢ao suficiente sera quarddiean termos do ponto de Cauchy,
que iremos denotar pg¢. O ponto de Cauchy & o minimizador do model-) ao longo
da direcao de maximo declive, restrito a bola de rai@m torno dexy, e pode ser calculado,
segundoll6], da seguinte forma:

C = _1 Vf
P = "Tqgg

em que

1, se VITH\Vf <0;
min([V full*/(AcV f{ HkV £), 1),  caso contrario.

Varios algoritmos que geram soluc¢des aproximgmgigmra o subproblemB{1110) comecam
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calculando o ponto de Cauchy e entao tentam melhora-ka &a idéia do método dogleg que
vamos descrever abaixo.

QuandoHy é positiva definida, o minimizador irrestrito dg & dado pela diregao de New-
tonpf = —H 1V f(x). Se este for um ponto viavel pafa{1.10), ou sejaip¥ < A, ele sera
uma solucao e ali,

pk=|0'|2'-

QuandaA for muito pequeno, a solugado de(1.10) sera dada pelopEnCauchy, assim

Vi
IV il

P =-A

Para valores intermediarios dg a solugao exata do problema de regiao de confianca segue
uma trajetoria curva como a que esta apresentada pelaadaanajetoria 6tima na figud 1.

Novo
™./ passo

Newton

% Ppasso de

Passo de
Cauchy

Trajetoria
6tima
.~ Passo do
: Dogleg

Figura 1. O passo do método dogleg.

O método dogleg encontra uma solucao aproximada tracamcjetoria 6tima por um ca-
minho com dois segmentos de reta. O primeiro segmento vardaienacaas ao minimizador
irrestrito ao longo da direcao de maxima descida defipmto

VTV

| e S—
P TRV

ko

enquanto o segundo vai g a p. Esta trajetoria pode ser escrita como

1P O<u<l,

Pk =
Pt w=-1)E-p) l<u<2

Assim, no caso em qug' esta fora da regido de confianga, o passo dogleg se€rsdnt&o
da trajetoria definida acima com o raio da regiao de cordiagste ponto de interseccao pode
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ser calculado analiticamente, como pode ser vistd_ém [6].

1.5 Problema de quadrados rimimos nao-lineares

O problema de quadrados minimos nao-lineares & maigdregmente encontrado no con-
texto de ajuste de curvas, mas pode aparecer também quandstema de equacdes nao-
lineares tem mais equacdes do que incogniasm caso especial de minimizacao irrestrita, e,
por isso, aproveitando as vantagens da estrutura do pralgede-se modificar as técnicas de
minimizacao irrestrita e criar algoritmos mais adeqsaao problema.

Dada a funcas : R" — R™, m > n, o problema de quadrados minimos nao-lineares
m

consiste em encontrare R" para o qualG(x) = Z‘J(ri(x))2 € minimizado, em qug(x) denota
i=1
ai-ésima componente da funcéo
Embora a minimizacao possa ser feita por um método dem@acao irrestrita padrao, em
Muitos casos & vantajoso levar em conta as propriedadesidadG. As derivadas d&(x)

podem ser expressas em termos do Jacohlater da seguinte forma:

m

VG(X) = Y 1i()Vr(x) = J09Tr(¥)

=1

V2G(X)

Zm: Vri(QVri(x)" + Zml ri()V2ri(x)
= =

J)TI(X) + Z £ ()V2r(X). (1.11)

=1

Podemos entao observar que a Hessiana da funcao olgiiyoonsiste de uma combina-
cao das informacoes de primeira e segunda ordem. Mailgasitmos para quadrados minimos
nao-lineares exploram a estrutura da Hessiana consittecare para o residujo;(X)|| pequeno,

o termoJ(X)" J(x) dominara o segundo termo de{1.11).

1.5.1 Meétodo de Gauss-Newton

O método Gauss-Newtonl[7] pode ser visto como uma mod#adp método de Newton
para minimizacao irrestrita d&@ com busca linear. Aqui, o segundo termo[de(f1.11) é exaluid
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e obtemos a direcao de buggaresolvendo

I T I P = = I (%) T (X). (1.12)

Note que o sistem&{1112) envolve apenas as derivadas deifariondem de. A solucao
de [I.I2) & uma solucdo do problema de quadrados miniaméineares

1 )
min SINXIP + r(Xdllz. (1.13)
e & Unica sel(xy) tem posto completo. O vetor que resolze{ll.13) € chamadtirdedo de
Gauss-Newton e sera denotado pdt.

Uma vantagem do método Gauss-Newton & que quagdptem posto completo, a direcao
p®N & uma direcao de descida pa&a Assim, & uma direcdo adequada para a busca linear e
portanto localmente convergente para quase todos os prablde quadrados minimos nao-
lineares.

Uma alternativa para o método Gauss-Newton & o métod@denberg-Marquardt.

1.5.2 Metodo Levenberg-Marquardt

O método Levenberg-Marquardi [7] € uma modificacao étoaid Gauss-Newton, no sen-
tido que usa a estratégia de regiao de confianca ao iavéstchtégia de busca linear. A direcao
de busca do método Levenberg-Marquardt € definida comtuegsndas equacoes

(I(6)T I + md)PM = =3(%) Tr (%) (1.14)

em quer, € um escalar nao-negativo.

Pode-se mostrar que, dagio> 0 existeA = A(n) > O tal que o vetopt™ & a solucéo do
subproblema restrito

1 ,
min SIN)P+ r(4)IE  s-a. lIpll < A.

O uso de técnicas baseadas em regiao de confianca evitdamfeagilidades do método
Gauss-Newton, isto €, & adequado quando o jacoldig)tem posto deficiente, ou esta proximo
disto. Outra vantagem & que quando o passo de Gauss-Newtarnité longo, o passo de



Levenberg-Marquardt esta proximo de estar em umaatiree™descida .
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2 Sistemas [do-lineares com Restriies
de Caixa

2.1 Introducao

SejaF : X — R", F € C?(X), em queX C R" & um conjunto aberto contendo a caixa
n-dimensional

Q={xeR" I <x<u.

Os vetores € (R U —0)" eu € (R U o0)" sd0 cotas inferiores e superiores para as variaveis
de forma que? tenha interior nao vazio.

O problema & encontrar um vetoe R" satisfazendo

F(x) =0, Xe Q. (2.1)

Problemas constituidos de sistemas nao-line(&s = 0 com restricdes de desigualda-
des e possivelmente com restricdes de caixa, podem smracks na formd(2.1) através da
introducao das variaveis de folga. Uma observacamitapte &€ que a formulacao(R.1) per-
mite remover as descontinuidades quando a fuircAao esta definida em todo o esp&b

Métodos globalmente convergentes para o problema itetfx) = 0 podem ser impro-
prios para resolvef({2.1). Esses métodos, como por exempietodo de Newton globalizado,
podem gerar solucdes falsas (vetores que satisf&ein= 0 mas que nao estao eq)) tao
rapido quanto solucgdes significativas. Mesmo que umacaol significativa esteja no interior
do conjunto viavel, tomar um ponto inicial numa vizinharmessa solugao nao garante que as
solucdes falsas sejam evitadas.

Segundol]l], uma forma simples de resolver sistemas de égsiaéo-lineares com restri-
cOes de caixa é transformar{2.1) em um problema de pragao nao-linear usando a norma
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Euclidiana de= como funcao objetivo. Considerando as diferencas itaptes entre equacoes
nao-lineares e o problema de minimizacao, &€ esserstiadlar algoritmos especificos para re-
solver [Z1) em sua forma original, explorando suas praisiparacteristicas.

O método apresentado a seguir combina idéias do métadsicd de regiao de confiangca
para resolver o sistema de equacdes nao-linearesitodsfx) = 0,x € R", e a abordagem
afim escala para a solucao de problemas de otimizactogslada por[2]. Uma propriedade
importante do método é a exigéncia de que todas as apaQ&es estejam no interior estrito de
Q.

2.2 0O algoritmo e sua implementago

Para definir um processo iterativo robusto, 0 método de dlewbdde ser incorporado em
um esquema de regiao de confianca globalmente converdémtaétodo classico de regiao de
confianca, uma regiao em torno da aproximacao corngriéedefinida e dentro dessa regiao o
seguinte modelo quadratico

1 1 1
m(p) = SIFp + Full® = §||Fk||2 +FlFip+ EpTFl’(TF{(p (2.2)

é confiavel para ser uma representacao adequada defdagneérito

109 = SIFIP

Portanto, a direcao de buspaé o vetor solu¢ao do subproblema

ijn{rn((p); lIpll < Al (2.3)

para um raio da regiao de confiargadado. Quando o sistema nao-linear & restrito, temos
que levar em conta que a exigéncia da viabilidade estride pevar a problemas que impedem

a convergéncia da sequén¢i} para uma solucao dé(2.1). Para prevenir estes problemas,
Bellavia, Macconi e Morinil[ll] usaram a estratégia afim &spaoposta por Coleman e Li[2].
Considere o gradiente’™ (x)F(x) da funcao de méritd e tomev(x) como a fungao vetorial
com componenteg(x), i = 1,2, ...,n, dadas por
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Vi) =% - U, se FT(F(X)i <0 e u < oo;

V() =x—h, se ETHFM)=0 el >—o; s
V() =-1,  se FT(F(X) <0 e u = oo -
Vi) =1, se FT(YF(X) =0 e |; = —co,

TomandoD(x) como a matriz diagonal de escala tal que

D(X) = diag(vi()[" Y2 Vo) Y2, . (I H2),

podemos considerar a regiao de confianca eliptica

IDkpPll < A

Assim, a fim de determinag,;, um passq@y & calculado resolvendo-se o seguinte subpro-
blema de regidao de confianca eliptico

mpin{rn((p): IDkpIl < Ak} (2.5)

No contexto de sistemas nao-lineares irrestritosg ®2uma boa aproximacao da solucao,
o método de Newton pode ser aplicado e o pgasdado por

Fipi = —Fu

resolve [Zb) sd& € grande o suficiente para gy D'Q'II < A seja satisfeito.

Por outro lado, séDypy|| > Ay, calculamos uma solucéo aproximadaldel (2.5) reescalando
a variavelp de maneira que a regiao de confianca seja esférica revehescalada. Definindo
P = Dkp e substituindo enf{2.5), obtemos:

minm(p) = fi+ ViDP+ 30" (D 'FeF(D )P 2.6)
L 2.6
s.a Il < Ax
SellpRll = IIDkp}ll > Ak, calculamos uma solugao aproximada [del(2.6) usando odmét

dogleg [6]. De acordo com o capitdlb 1, a trajetoria cwotra & aproximada por um caminho
constituido de dois segmentos, 0 primeiro segmento uneaxiapRcaox, ao minimizador
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irrestrito pj, de M (P) ao longo da direcdo de maxima desdRfgV f:

IDMV full?

-—X ——_D,'Vf, 2.7
IFD2VAE @0

ﬁk:

enquanto o segundo segmento congita py. O método dogleg aproxima a solu¢hode
(Z.8) calculando o minimizador do modefg ao longo desse caminho, ou seja,

— | ADIVR/IDIVAL - sellpll > Ax 2.8)
P+ @ -y -p). caso contrario '
em queu é a solucao positiva da seguinte equacao
P+ (1= (B = PAII* = Ay (2.9)

Por fim, para voltar ao espaco original e calcular uma $augproximaday, de [Z5),
simplesmente fazemqx = D 'P«. Note que para pequenos valores\glea direcao dey € a
direcao de maxima descida escaldddada por

dq = D%V . (2.10)

A discussao acima leva ao seguinte algoritmo:

Algoritmo 1: Método Dogleg

Entrada: pf, Vfi, Dk e A

[y

se|IDkpRll < A¢ entdo

2 pc=py e pare.

3 fim

Calculep}, usando[(Z17).
se|lpill > A¢ entdo

6 Px=ADVE/IDV Al

7 Serfo

N

(6]

8 Py = Dypp

o Calculeu resolvendo[(Z]9) e tom@ = P} + (1 — w)(PY — PL)-
10 fim

11 Tomepy = D, *P.
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Para manter a viabilidade estrita das iteracdes, s@@sfajuando necessario, restricoes
adequadas sobre a escolha do passo. Assim, o0 método padedid problemas em que a
funcaoF nao esta definida fora de.

A fim de garantir que,; esteja no interior d€, calcula-se o tamanho do passo ao longo
de px até a fronteira, isto &

00, seQ =R"

min Aj(py), seQ c R

1<i<n

A(px) =

em que

li—(4di  Ui—(X)i _ )
max{ (i > (Wi }’ se (Ew)i # 0;

Ai(p) = o, se () = 0.

Note que sel(px) > 1, entaox + px esta no interior d€2; caso contrario, um passo para
tras ao longo dgy sera necessario para ficar dentrdtle

Basta considerar agora

X1 = Xk + a(Py),

em que o passe(px) € definido por

, el 1,
(P = ™ se(pd > 1. @11)
max#é, 1 — ||p«ll}A(p) Pk, Caso contrarip

ed € (0, 1) € uma constante fixa independente de k.

O objetivo do método de regiao de confianca & obter uma aproximacao que permaneca
no interior da regiao de confianca e que resulte numa basgZ@edno modelo. A reducao
suficiente & quantificada em termos do minimizadongeao longo da direcao de maxima
descidady dada por[(Z10), sujeito aos limites da regiao de confiaista &, em termos do
ponto de Cauchy:
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pf(: = dek = TkDEZV fk, (212)

em query = arg minmg(rdy) : ||TDxdl| < Ay} (ver [8]).

0

Testamos assim, se 0 pasg@y) satisfaz a seguinte condicao:

me(0) - m(a(p)

> 1, 2.13
m(0) — ma(pl)) =" (213)

PP =

em ques; € (0,1) € uma constante dada.

A solucao do subproblema de regidao de confiahca (2.6%faa [Z.18), mas se um passo
para tras ao longo dpy for necessario, isto &, sgpx) # pk, entdo a condicad (Z113) nao &
necessariamente satisfeita.

Para que exista uma boa concordancia entre o madeéoa funcao objetivd, exigimos
quea(px) satisfaca a condicao padrao:

F(%) = 0 + a(po)
M) - mda(p)) - P2 (214)

p(p) =

em ques, € (0, 1] € uma constante dada.
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As consideracdes acima nos levam ao seguinte método:

Algoritmo 2: Método de Regiao de Confianca Escalado
Entrada: xg € int(Q2), Ag > 0
Escolhad € (0,1),81 € (0, 1], B, e Bz tais que O< B, < B3 < 1, §; €6, tais que
0<d1<1<6o.

1 k=0

2 Calcule a matriDy.

3 Tomep;(pk) =0.

4 enquantop; (p) < B faca

Encontrepx = arg minmy(p).
5 IIDkpl<Ax

6 Calcule o ponto de Cauchy usando[[Z12).
7 Calculea(px) e a(pf) usando[(Z111).
8 Calculep(px) usando[Z2.113).

9 sepi(px) < B1 entao

10 P« = DE

11 fim

12 TomeA, = A¢ e A = 61Ax.

13 Calculeplz(pk) usando[(Z.74).

14 fim

15 TomeX,1 = X + a(pe) e Ax = A}
sep, (P > B entao

17 Ak = 020k

18 SEerao

1

]

19 Ak = A
20 fim
21 k=k+1

Como podemos observar na linha 9 do algoritmo, se a con@@a3) nao € valida, ou seja,
se 0 passo encontrado nao & tdo bom quanto o passo de Clantamnogy = p.

O passo € analisado também pela condicagl(2.14) e coembdes na linha 4 & que o passo
é aceito ou rejeitado. Se a condico (2.14) é validantal 14 € finalizada com sucesso e
Xx + a(px) € a proxima iteracdo. Caso contrario, na linha 12 dimse o tamanho da regiao de
confianga, tomando
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Ay = min{a1Ax, a2l D (pall},

paraa;, a; tais que < a; < a, < 1 e um novo passo deve ser calculado na linha 5.

Se o tamanho da regiao de confianca & muito pequeno quamadeacado com a con-
cordancia entre o modelo e a fung¢ao objetivo, 0 métodmpe, na linha 17, que o tamanho da
regiao de confianca seja aumentado, tomando

Axs1 = max{Ay, 2|Da(pi)ll}-

Em cada iteracao, resolve-se aumentase a condicad (Z.14) é satisfeita para uma cons-
tanteBs € (0,1) tal quess > Ss.

2.3 Analise de conver@ncia

As propriedades de convergéncia do método descrito f3 sederior foram investigadas
em [1]. Vamos apresentar algumas dessas propriedades.

Sejam{x} a seqiiéncia gerada pelo método propastof el = U{x € Q/IX—= Xl < r}.

k=0
Suponha que

(H1) F’ & Lipschitz continua erh, com constante de Lipschitz igual 2
(H2) [|F’(X)|| € limitada superiormente em

Para os resultados de convergéncia do método, vamos iasgiaa sequéncigg} e limi-
tada. Assim, evitamos as falhas devido a falta de pontatelim

Note que sé¢xy} € limitada, entao existe uma constapte> 0 tal que

ID* ()|l < xp» Xxe L. (2.15)

Ainda, se a hipotese (H1) é satisfeifd(x)" F(x) & Lipschitz continua erh com constante
2y y + 7% em quey = maxsupf(x), supl|F’(X)||} e se a hipotese (H2) & satisfeita existe um

xelL xelL

escalar positiva, tal que o gradient&;' Fy da fungao de mérité satisfaz

”Fl,(TFk”oo <Xg’ (216)
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para todax € L.

O teoremd@R2, que sera provado por contradi¢ao, juntateam o Lem@&ll, nos diz que se
a sequéncidx} é limitada entao todos os seus pontos limites sao postasienarios para o
problema rgin‘.

Lemal [8, Lema 2.1]Seja x € Q. Entdo OQ'FFx = 0 se e somente sg & um ponto
estacionario para o problemlagzin f.

Prova: Ver [2]. ]

Teorema 2 [, Teorema 3.15uponha que (H1) e (H2) sao satisfeitas{&¢é limitada, entao

lim IDFTFill = 0.

Prova: Pela hipotese (H2), segue que existe uma constante pogitiv 0 tal que||F," F,|| <
xB, X € L. Entao, porl[2, Teorema 3.4] temos que

Iirp inf ID*FTFyll = 0. (2.17)

De (Z1I5) el(Z16) existe uma constapte> 0 tal que

IO (Q)TF' (D) < x1,  Xe€L

Sendo predty) = m(0) — me(a(px)) € usando]ll, Lema 3.3] obtemos

1 . D.*FTFill 6IDFTF
pl’ed([)k) > EﬁlllDElF{(TFkH mln{Ak, ” k k k”, ” K K k”}’

Xt Xy
e (Z713) fornece

\%

Bzpred(pk)

1 .
EﬁlﬂzlnglFCFkll min {Ak,

f(%d — f(X+ a(pd)
ID'FFull 6D FT il

Xf Xy

\%

}(2.18)

Agora vamos supor que exista uma sequéfmiatal que||D;IF i Frll > &; para algum
&1 € (0,1). Usando[(Z17) podemos afirmar que para qualguer (0, e;) existe uma sub-
sequéncia dém}, sem perda de generalidade vamos assumir que € a segjiféeoia, e uma

sequéncidl;} tal que
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IDCFI Rl > 62, m<k<li [ID'FTF Il < & (2.19)
Entao de[[Z18)
1 . &2 982
1:(Xk) - f(Xk+1) > —ﬁ]ﬂzé‘z mins A, —,— 7, mMm< k < li-
2 Xt Xg

Agora, de[[ZT5) temos quig.1 — X/ = lle(pll < IID YA < xp € ai

X1 = Xdl €2 G2

f(xk)_f(xk+1)21-ﬁ]ﬁz€2min{ , =, } m<k<l. (2.20)
2 Xo Xt Xg

A seqguiéncid f(xc)} converge, pois & nao-crescente e limitada inferiormpotezero. Por-
tanto, f(x) — f(X.1) tende a zero.

De (Z.20) segue que

f(%) — F(Xr1) = e3llXirr — Xdl, m <k<l,

parai suficientemente grandes& = %,81,8232/)03. Entao, usando a desigualdade triangular
obtemos

f(xm) = F(%) = &allXm — xll, m <k <l (2.21)

e podemos concluir qui, — Xl tende a zero. Ainda, pela continuidade LipschitZde- e
do fato qué|x,, — Xl tende a zero, segue que

IFf Fn = Fid Ficll < &2, (2.22)

parai suficientemente grande.

Sem perda de generalidade, assuma que toda a seqiéncraverge para um ponto, diga-
mosx". De (Z21) temos qugty, } converge para* também.

Se F'(x')TF(x)); # 0 para algum X j < n, entao[ZK) implicd(Vim )i — ()il < [(Xm)j —
(x,)j| parai suficientemente grande. Conseqientemiig! — D, *)F/"F, || — O e portanto

(D — D YFTR < &2, (2.23)
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parai suficientemente grande. Finalmente||Be;F/; Fryll > &1, (Z19), [Z2R),[(Z23) e

1D Frn Fnll < D11 IF /3 Finy = FiTR L+ 11Dy = D Y)FITF I+ DT

temos

e1 < (xp + 2)ez,

isto &, uma contradicao desde gues (0, 1) pode ser arbitrariamente pequeno. ]

Observe que pode acontecer de nenhum ponto limitexglesatisfaze=(x) = 0. Neste
caso, a matriD(x)"*F’(x)" & singular em cada ponto limit¢. O fato deD(x*)F’(x*)" ser
singular ocorre ou SE’(x*) & singular ou s®(x*)~* & singular. Este (ltimo caso ocorre quando
X* esta na fronteira d@.

No Teoremdl3, encontramos as propriedades de convergimai@todo quand{x} tem
pelo menos um ponto de acumulag@dal queF(x*) = 0 e F’(x*) € invertivel.

Teorema 3 Suponha que (H1) e (H2) séo satisfeitas{&¢é€ limitada e existe um ponto limite
isolado x tal que F(x*) & invertivel e Ex*) = 0, entao
1. ||Fdl = 0e % — X

2. se o0 ponto limite*xe int(Q2), entdo x — X* g-quadraticamente.

Prova: Ver [1]]. ]

O Teoremal3d diz que s€ & um ponto limite da sequéndig} e seF’(x*) & nao-singular,
entao{x,} converge parx‘. Alem disso, quanda® € int(Q2) a convergéncia & quadratica. Se
NA0 supormos a posicao dg as propriedades de convergéncia local do método podem se
vistas no seguinte resultado.

Teorema 4 Sejam{x.} a sequiéncia gerada pelo método propostd &l quea(py) = 4pp-
Suponha que exista uma solucdode [(2.1) tal que R x*) & ndo-singular. Se a sequéndia}
converge para e eventualmentefpresolve [Zb) e satisfaz{2]13)[e12.14), entdo

1. Sety € limitada fora do OJ|F (x)|| — O g-linearmente.



33

2. Sely — 1, entdo x — X* g-superlinearmente.

3. Se eventualmentg = 1, entao x — X" g-quadraticamente.

Prova: Ver [1]. ]

Deste resultado podemos observar que a convergénciajlomditatica para uma solucao na
fronteira da caixa nao é garantida. Isto deve-se ao fatudenem sempre o passo de Newton
py resolve o subproblema de regido de confiahca (2.5). Aeexig da viabilidade estrita das
iteracdes pode inibir a convergéncia local rapidaya,geventualmente, se a iteracao nao for
viavel o escalamento produzira um pasgpy) = J«py tal queli — 1. Neste caso, a taxa de
convergéncia sera superlinear.

2.4 Resultados nunmaricos

Nesta secao apresentamos os resultados da implermentagiputacional do algoritmo
descrito na secaa 2.2. O Algoritmo foi implementado zaitido o software Matlab versao
R2006a, e os parametros utilizados forafn= 0,99995,3;, = 0,1, 3, = 0,25,8; = 0,75,
a1 =0,25ea, =0,5.

Foram extraidos 31 problemas testes da pagina elearttic//www. polymath-software.
comlibrary, a qual possui uma série de problemas que permitsaario comprovar o desem-
penho de seus algoritmos. Todos esses problemas provénodkias matematicos relacio-
nados a fendmenos fisicos, e, 0s aqui apresentadosegposiri2 a 14 variaveis. A maioria
dos problemas possuem mais de um ponto inicial. Como o mé&xide viabilidade estrita,
foram testados apenas aqueles em que o ponto inicial estinesinterior da regiao viavel,
totalizando assim, 107 testes.

A tabela[l mostra os resultados dos problemas, em que no enqdatiratico[(Z]2) foi
usado exatamenté’(x), ou seja, a direcao de Newton. Em comparacao com ostades
apresentados eml[9], listamos na taliéla 1 o nUmero de té6fe® nimero de testes bem
sucedidos, NS, a média de iteragcdes, MIT e a média deagbak da funcab, MAF, para dois
diferentes valores do raio inicial da regiao de confiadga1 eAq = ||D51V foll). Observamos
gue dos 107 testes, 74 foram bem sucedidos quando escolba@osda regiao de confianca
igual @ 1 e 77 com raio igual fD;'V foll. O desempenho do método foi ligeiramente afetado
quando mudamos o raio de regidao de confianca, podemo<alest problemas: Threeq3,
Threeqb, Threeq6, Sixeq4b, Seveneql, Teneqla, 14eql. das ésses problemas o numero
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médio de iteracOes e de avaliacdes-dei menor comAg = ||D51V foll, mas novos testes devem
ser realizados para estabelecer a escolha adequada ducgibde regido de confianca.

O método nao obteve convergéncia nos problemas Sixetkeg4a com nenhuma das es-
timativas inicias. Em algumas, o nUmero maximo de avaéaaa funcaé foi atingido e em
outras o raio da regiao de confianca tornou-se muito pequesses problemas sao caracteriza-
dos naquela colecao, como problemas de alta dificuldaplén@iro pode possuir solucao fora
do conjunto viavel e a funcae do segundo problema possui uma descontinuidade dentro do
conjunto viavel.

Tabela 1: DirecOes obtidas combinadas por Newton.

Raio=1 Raio=||D; 'V foll

Problema ['NT T'ns [ MiT [ MAF [| NT [ Ns [ miT | mAF
Twoeq?2 4 2 8 9 4 2 5 6
Twoeq3 5 3 11 12 5 4 8 9
Twoeqgda 3 3 4 3 3 5 6
Twoeqg4b 3 3 4 3 3 6 7
Twoeqg5a 4 4 4 4 4 5 7
Twoeq5b 4 4 6 4 4 8 9
Twoeq6 4 4 9 15 4 4 8 12
Twoeq7 4 4 7 8 4 4 8 10
Twoeq8 4 2 4 5 4 2 4 5
Twoeq9 4 4 307 343 4 4 310 348
Twoeql0 4 4 6 7 4 4 8 10
Threeql 4 4 21 27 4 4 27 34
Threeq2 4 1 5 6 4 1 5 6
Threeq3 4 4 14 15 4 4 5 6
Threeg4a 4 1 4 1 5 6
Threeg4b 4 4 4 4 6 8
Threeqg5 4 1 20 28 4 3 6 7
Threeq6 4 4 103 144 4 4 74 109
Threeq8 1 1 7 1 1 5 6
Fiveql 4 2 9 10 4 2 13 14
Sixeql 4 0 - - 4 0 -
Sixeqg2a 2 1 3 4 2 1 3 4
Sixeq2b 2 1 4 5 2 1 4 5
Sixeq2c 2 1 3 4 2 1 3 4
Sixeq3 4 2 9 11 4 3 7 9
Sixeqda 3 0 - - 3 0 -
Sixeqdb 4 3 343 385 4 3 7 8
Seveneql 3 2 22 31 3 2 12 16
Seveneqg2al| 3 1 5 6 3 1 5
Teneqla 2 2 13 14 2 2 9
1l4eql 2 2 10 11 2 1

Na tabeld apresentamos os resultados de mais 6 testexcfaitgproblemas encontrados
em [10], os problemas possuem de 2 a 10 variaveis.
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Como podemos ver, 0 método obteve convergéncia para ¢epmablestl e para o pro-
blema Test25 a convergéncia foi obtida somente quandaod=syasgo o raio 1, no caso do raio
1D,V foll, 0 método acusou erro 3, o que significa que o tamanho deordgitonfianga tornou-
se muito pequeno. O método acusou erro 6 no problema Tagt8fiando que as iteracdes se
aproximaram muito da fronteira da caixa e portanto a magregstaldd nao pode ser calculada.

Tabela 2: Problemas diversos
Raio=1 Raio=||D51Vf0||
Problema |yt T maAF [ MIT | mAF
Testl 14 19 16 | 26
Test25 11 13 erro 3
Test3 erro 6 erro 6
Test5 nao convergiu 6 | 7
Test38 nao convergiu nao convergiu
Test110 4 | s 3 | s

O método poderia ter acusado 4 outros erros: erro 1, indicgne o nUmero maximo de
iteracOes (1000) foi atingido, erro 2, indicando que meio maximo de avaliagdes da fungcao
F (1000) foi atingido, erro 4, significando que nenhuma melhpgara o residuo nao-linear foi
obtida, e, por fim, erro 5, indicando que a norma do gradiestelado da funcao de meérito se
tornou muito pequena.

Nas tabelaEl3 @ 4 foram feitos testes com 0s mesmos probléadascacima, sb que no
modelo quadraticd(2.2) &€ usaBpem lugar dd=’(x), em queBy € dada pela matriz de corre¢ao
da formula de Broyder (1.6). Usamos como aproximac¢aeih, para o método de Broyden
a matrizF’(xp) calculada por diferencas finitas.

Observamos que em varios casos, 0 método convergiu pangssas solucdes obtidas
quando consideramos a direcao de Newton. Acreditamogwasos e que o método nao
obteve convergéncia, deva-se ao fato de que a direcidagitlo método de Broyden nem
sempre & uma direcao de descida. Entretanto, esteségtan para avaliar o comportamento
de um método Quasenewtoniano padrao com um esquema de degtonfianca para sistemas
nao-lineares, 0 que nao vimos até agora na literaturancCabtivemos a convergéncia para
varios casos, nao podemos considerar que o método j@efstivo, dado que seu custo por
iteracao & muito inferior ao método de Newton para molds com muitas variaveis, o que
pode torna-lo, eventualmente, eficiente do ponto de vistgatacional.



Tabela 3: Direcdes obtidas combinadas por Broyden.

Raio=1 Raio=||D; 'V foll

Problema | "Nt T'ns [ MIT [ MAF || NT [ NS [ MIT | MAF
Twoeq2 4 1 11 14 4 1 10 12
Twoeq3 5 2 22 28 5 3 10 12
Twoeg4a 3 3 7 3 3 11 8
Twoeg4b 3 2 8 3 3 10
Twoeg5a 4 4 11 4 3 9
Twoeqg5b 4 2 9 4 3 12 14
Twoeq6 4 3 36 56 4 3 39 58
Twoeq7 4 1 9 4 1

Twoeq8 4 1 6 4 1

Twoeq9 4 0 - - 4 0 - -
Twoeql0 4 2 7 8 4 3 10 11
Threeql 4 0 - - 4 1 24 31
Threeq2 4 1 19 26 4 1 19 26
Threeq3 4 4 15 16 4 4

Threeg4a 4 1 8 9 4 1

Threeq4b 4 2 10 12 4 2 10 12
Threeqg5 4 0 - - 4 0 - -
Threeq6 4 0 - - 4 1 74 103
Threeq8 1 1 10 11 1 1 8 9
Fiveql 4 2 42 55 4 2 20 25
Sixeql 4 0 - - 4 0 - -
Sixeq2a 2 1 7 9 2 1 7 9
Sixeq2b 2 1 11 15 2 1 38 58
Sixeq2c 2 0 - - 2 0 - -
Sixeq3 4 0 - - 4 2 23 28
Sixegda 3 0 - - 3 0 - -
Sixeqdb 4 0 - - 4 0 - -
Sevenl 3 0 - - 3 0 - -
Seven2a 3 0 - - 3 1 9 10
Teneqla 2 0 - - 2 0 - -
l4eql 2 1 204 278 2 0 - -

Tabela 4: Problemas diversos.
Raio=1 Raio=|| Dalv foll
Problema "\t T mAF || miIT | mAF

Testl 24 | 34 28 | 40
Test25 erro 3 erro 3
Test3 erro 6 erro 6
Tests nao convergiu erro 3
Test38 erro 3 erro 3

Test110 5 7 5 7
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3 O Problema de Quadrados iMimos
Nao-lineares Restrito via Penaliza

Neste capitulo trataremos de sistemas do fipd (1.1) go@ossuem solucao, ou seja, pro-
blemas em que nao existee R" tal queF(xX) = 0. Dentre os varios problemas praticos
gue apresentam este tipo de modelagem, podemos citar otanfgproblema de encontrar
0 minimo corte de carga em um sistema elétrico, que aparmacgistemas de poténcia. Este
problema sera abordado na sel¢ag B.3.1 deste trabalho.

Embora o sistema nao-linear nao tenha solucao, em srajiiecacoes & conveniente impor
que algumas equacoes nao-lineares nao admitam cesd@sse modo, definindo: R" — R™
ec : R" —» RP, este problema, tema central deste capitulo, pode sefdramado em um
problema de quadrados minimos nao-lineares restrito:

min %llh(x)ng sujeito a ¢(x) = 0. (3.1)

Neste caso,

h(X) ]

c(X)

F(x) = [
Apresentaremos dois métodos de resoliel (3.1): o printbmlha com as condicdes de

KKT [B] do problema, e 0 segundo, descrito na sé¢ab 3.4tgubo problema original restrito
por uma sequéncia de problemas irrestritos.

3.1 Meétodo Newton-Lagrange

Uma forma de resolvelr(3.1) € aplicar o método de Newtoa gsicondi¢cdes de otimalidade
de KKT do problema.



38

Considerando a fungao Lagrangeana

L(x 1) = %h(x)T h(x) — 27 c(X)

e A(X) € RP”" como a matriz Jacobiana das restricdes, ou seja,

AX)" = [Ver(X), Vea(X), ..., Veu(X)],

temos que as condicOes de primeira ordem para o caso ddageaestrita formam o seguinte
sistema de + p equacdes em + p incognitasx e A:

Gix 2) = [ R(X)Th(X) = A(X)T A ) o

c(X)
em queR(X)" = [Vhy(X), Vhy(X), . .., Vhn(X)].

Neste momento temos entdo um sistema de equacdeseaoels dado pelo gradiente do
Lagrangiano. Podemos assim, utilizar o método de Newtmnqiater a solucao{, 1%).

O Jacobiano d&(x, 1) & dado por

u p
WX, A) = R(X)TR(X) + ; () V2hi(x) — ; VPG00 AT
A .

Nak-ésimaiteracao do método de Newton temos que resolver o sidiee,

Wi Ak)( A% ] ) [ ~RO)THOK) + A A | 32)

Ak ) —C(%)

Assim, sendar, a correcao do passo de Newton obtido pela busca linearegadi obtida
por (3.2), obtemos,

Xi+1 Xk + A X;
A1 = Ak + oAy

A busca linear € um dos possiveis métodos de globaldg método de Newton. Neste
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trabalho o parametray € obtido pela minimizacao unidimensional da seguintg;@o de
meérito:

M(x, 1) = %VL(X, DTVL(X, A).

Como é conhecido, o processo de minimizacao unidimantitio deve ser exato e, por-
tanto, varias estratégias inexatas de busca podem seegsmajas.

3.2 Penalizag@o

Uma importante classe de métodos para otimizacaoteegitbcura converter problemas
complexos em uma subseqiiéncia de problemas irresttitosimportante e bem conhecido
procedimento & o chamado método de penalidade, em que satigfacao de uma restricao
€ sancionada com o acréscimo de um parametro de perdalipaca cada restricao na funcao
objetivo, de maneira que as restricdes sejam incorpsmadduncao objetivo a qual queremos

minimizar.

Nesta secao discutiremos a penalidade externa, muitas ¢hamada simplesmente de pe

nalidade. Na penalidade externa o custo do parametrocaoitaslo na fungcao objetivo aumenta
proporcionalmente a medida que as restricdes saodéslaA solucdo de um problema penali-
zado externamente geralmente esta fora do conjuntolyiaas tende a viabilidade a medida
que o parametro de penalidade cresce.

O principio da penalidade externa € a utilizacao de wmado continua que se anula no
conjunto a ser penalizado e € positiva fora dele. Assimnield Q; = {x € R"; c(x) = 0},
para penalizar o problem@a(B.1) basta escatheR" — R, P € C°(R") tal que

=0, sexeQy;
P(x)
>0, sex¢ Q.

Dessa maneira, a fungao objetivo para o problema pedalfzg(x) associado 4(3.1) &

Po(X) = %nh(x)n% +pP(X),

em quep > 0 & o parametro de penalidade. Portanto, o problema gadalassociado B(B.1) &
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min $,(X). (3.3)

XeR"

Note que, uma vez fixagoe R, a resolucao dé(3.3) produz uma soluggg, que, como
veremos mais adiante, para um aumento gradativo do paradegpenalizacgoe uma escolha
propicia paraP(x), geramos uma sequéncia que converge para a solucaolema original

G.J).

Poderiamos considerar as funcdes de penalidade eeatague a solucao do problema
penalizado[(3]3) &€ exatamente a solucao do problemnatiB.1), para um valor finito do
parametro de penalizagcao. A vantagem & que com estg8ds/nao seria preciso resolver uma
sequéncia infinita de subproblemas.

Entretanto, uma desvantagem €& que a maioria das fungdpsrdlidade exatas sao nao-
diferenciaveis na solucao. Uma dessas funcdes betrecata € a baseada fhal|; que para o
conjuntoQ; & da forma

p
P(X) = ) 16091 = Il (3.4)
i=1

Propriedades de convergéncia dos subproblemas peradizadociados & (3.1), para um
parametrq finito e para a funcad_(3.4) sao citadas énl [11]. Dificuetagdodem surgir se o
parametre nao for escolhido adequadamente, pois a convergéncalugie do subproblema
para a solucao do problema original depende muito dalscdo. Sep for muito pequeno,
a funcao penalizada pode ser inferiormente ilimitadar dedro lado, se for muito grande,
surgem os problemas de mal condicionamento.

Neste trabalho, vamos considerar a seguinte funcao deigpade

p
P() = ) cf(0) = llc()I5,
i=1

também conhecida como funcao de penalidade quadrétssam, dadg > 0, definimos

Q9 = SINE + 2ot 35)

e resolvemos, para uma sequénpidx.n, COMpx — oo, 0 problema irrestrito



41

QHLQ Q, (X).

As considerac¢des acima levam ao seguinte algoritmo

Algoritmo 3: Penalidade Externa

Entrada: p; > 0,% € R", ¢ > 0
1 k=1

2 Calcularx, = X(o0x) como solucao aproximada de
min Q,,(¥) (3.6)
3 e terminar quandivQ,, (Xl < &

4 Escolhefoy 1 > pk

5 k=Kk+ 1 e voltar ao passo 2.

Segundol[11] €16], os parametros de penalizacao podeatisaizados da seguinte forma:
p1 = 1, px = 1001, € ainda aconselha-nos a us@r, como ponto inicial para resolver o
subproblemd(316).

Note que, resolvef(3.6) equivale a resolver o seguintel@nadp

2

1 h(x)
n— , 3.7
K2 || ype() |, &0

o qual pode ser resolvido, por exemplo, pelo método de lmmrMarquardt da sec8all.5.

Assim, dadax, € R", considere

F (%) = ( % ]

VoKC(X)

e definal,, (x) o Jacobiano d&,, emx,. Portanto, um passo do método Levenberg-Marquardt
a partir dex, para o problemd(3.7) consiste em resolver o sistema linear

(J0 (%) o (%) + )P = =Jo, (%) " F (%), (3.8)

para algumy, > 0 devidamente escolhido, chamado neste trabalho de pacaaed_evenberg-
Marquardt.
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Note que resolver o sistenla{3.8) & equivalente a resolsebproblema

min i, ()P + Fu (61 + mlp

ou ainda,

2
- [ 35 (%) ]p+( F e (%) J 9)
PR /el 0

2

que € um problema de quadrados minimos linear.

Uma outra alternativa para resolver o problenal (3.7) & usamétodo diretamente para
Fo.(X) = 0, por exemplo o método de Newton. Esta estratégia sepmegada nos testes
numericos.

3.2.1 Analise de conver@ncia

Para a analise de convergéncia do método de penalidadizagica vamos definif(x) =

%nh(x)n% em [35).

Teorema 5 [6l, pag. 496]Suponha que cada e o minimizador global d&,, (x) no Algoritmo
B e quepy — . Entao todo ponto limiteda seqiiénci@ix} € uma solucao do problema(B.1).

Prova: SejaX uma solucao global d€(3.1), isto &

f(X) < f(X), paratodox com ¢(x) =0,i € &,

em queS representa um conjunto finito de indices€X)]ics = c(X).

Como x minimiza@,, () para cad&k, nos temos qu&,, (X) < Q,(X), assim obtemos a
desigualdade

f)+5 ) ) < 1@+ 5 @ = 1. (3.10)

ie& ie&

Organizando a equacao obtemos

3 g < 2 [fr) f(xk)] 11

€&
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Suponha que* &€ um ponto limite d¢x}, de modo que exista uma subsequéfi€ial que

lim % = X".
ke

Tomando o limite conk — oo, k € K, em ambos os lados de (3 11), n6s obtemos

Z A(x) = lim Z (%) < lim oL 10 =TT 0,
c keK 4 ke Pk

ie& ie&
em que a (ltima desigualdade seguege> . Agora,Xx* € viavel, poisc(x*) = 0 para todo
i € & Aléem disso, tomando o limite cokn— oo, k € K em [3.1D), temos pela nao-negatividade
depy e de cad&?(x) que

() < 100) + im 55 &%) < (.

ie&
Comox* & um ponto viavel € (x*) < f(X), concluimos quet* & também um minimizador
global. |

Para que um ponto limite da sequénxjaeja solucao do problema (3.1), o teorema apre-
sentado acima exige que resolvamos o passo 2 do Algdrdtmataragnte. Como nem sempre
iSS0 € possivel, o proximo teorema apresenta-nos aguies de convergéncia da seqiiergia
quando diminuimos a tolerancia, ou seja, quando permgiaminimiza¢ao inexata @, .

Teorema 6 [6, pag. 497]Se a toleranciay no Algoritmd-B satisfaz

lim =0

k— oo

e 0 parametro de penalidade satisfaz — oo, entdo para todos os pontos limite$ da
sequéncidxq} no qual os gradientes das restric0es;(x*) sdo linearmente independentes, te-
mos que x& um ponto KKT para o problem@(3.1). Alem disso para umaegiencia infinita
K tal quelim x = X" temos que
ke
lim —pkCi(X<) = A7, paratodo ic &,
ke

em quel* & o vetor contendo os multiplicadores de Lagrange quefsates condicdes KKT.

Prova: Diferencianda?,, (x), obtemos
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Q%) = V() + ) G (VG (X).

ie&

Aplicando o critério de parada do Algoritrib 3, temos que

V(%) + Z PxCi (X VCi (%)

€&

< & (3.12)

Reagrupando esta expressao (em particular usando a alesidei|al| — ||bl| < |la + bl|),
obtemos

D G()ve(x)

€&

< Llac+ IVEOQIL. (3.13)
Pk

Quando tomamos o limite coli— oo parak € K o termo entre colchetes do lado direito
tende d|Vf(x*)|| e, comgox — o0, 0 lado direito tende a zero. Assim, tomando o linkite>r co
em [3.IB), obtemos

Z G(X)Ve(x) = 0.
€&
Como por hipotese os gradientes das restriftmys) sao linearmente independentes, te-
mos quec;(x*) = 0 para toda € & e portantax' é viavel.

UsandoA(x) para denotar a matriz dos gradientes das restricdes,ist
AN = [Ve(X]ice

e Ay para denotar o veteroc(X), temos como eni{3.12) que

AX)T A= V(%) - VQ, (%), IVQ, (Xl < &

Para toddk € K suficientemente grande, a matAgx,) tem posto completo, e portanto
A(x)A(X)" & ndo-singular. Multiplicando a Gltima expressao4) e reagrupando os termos
obtemos

A= [AMIAMX) T AMXIIY f (%) = V&, ()]
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. .. ke
Assim, tomando o limite quando— oo, encontramos

lim A = 4° = [AGO)AX)TT AV ().

Tomando o limite em{3.12), concluimos que

Vi(X) - AX)TA' =0

Assim,x* € um ponto KKT, com um Unico vetor multiplicador de Lagrang ]

Com isso, usando os teoremas anteriores garantimos céne@gara pontos estacionarios
do problemal(3]1), desde que para um dado parametro deidsetegh, sejam encontrados
pontos estacionarios do subproblema irrestfiid (3.7).

3.3 Resultados nunaricos

O método de penalizagao descrito na sd¢ab 3.2 e o m&tediton-Lagrange, da secao
31 serao agora aplicados ao problema de fluxo de carga exs dedenergia elétrica]12] e
a problemas diversos da literatura encontrados e [108}e laremos nessa primeira se¢cao
uma breve explicacao sobre a formulacao do problemaige fle carga.

3.3.1 Fluxo de poéncia

O calculo de fluxo de poténcia (ou fluxo de carga) em uma reddrgia elétrica consiste,
essencialmente, na determinacao do estado da rederlauio dos fluxos e de outras gran-
dezas de interesse. Nesse tipo de problema, a rede & r@pdsspor um conjunto de equacoes
e inequacodes algébricas.

Classificamos dois grupos que compdem um sistema de ergdefiica: as barras, que
compreendem o0s geradores, cargas, reatores e capa@tosesircuitos, que compreendem as
linhas de transmissao, transformadores e defasadoeesdelos que interligam as barras).

As equacdes algébricas basicas do fluxo de carga s@asbhpondo-se a conservacao das
poténcias ativa e reativa em cada no da rede, ou sejacagdiiquida injetada deve ser igual
a soma das poténcias que fluem pelos componentes intembarmias.

A cada barra sao definidas 4 variaveis correspondengsad nodal e a injecao de potén-
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cia na barra;

Vi - magnitude da tensao nodal,

6k - angulo da tensao nodal;

Pk - injecao liquida de poténcia ativa,

Qx - injecao liquida de poténcia reativa.

Duas dessas variaveis sao dados do problema e as duas aeiesn ser calculadas. De-
pendendo de quais sao dadas e quais sao incognitas nolefenegés tipos basicos de barras:

Tabela 5: Tipos de barras.
Tipo | Dados | Incognitas | Caracteristicas

PQ | Pk, Qx Vi, 6k Representam as barras de carga

PV | Py, W Qk, O Representam as barras de geracao

Folga| Vi, 6 P, Ok Fornecem a referéncia angular e fecham o

balanco de poténcia do sistema

O conjunto de equacdes do problema do fluxo de carga é flrpar duas equacdes para
cada barra

Py« = Z Pkm(Vk, Vi, Ok, Hm) e Qk = Z ka(Vk, Vi, 6k, Hm)

meQk meQy

em quek = 1,...nb, sendonb o nimero de barras®@y € o conjunto de barras vizinhas a barra
k (duas barras sao vizinhas quando existe um circuito igéantio-as).

Sejalyy, a corrente em uma linha de transmissao (que liga a larbarram). A injecao
liquida de corrente na barkee obtida aplicando-se a primeira lei de Kircliho

|k+|5“:2|km, k=1,....nb.

meQy

Esta expressao, utilizando as equac¢des nodais da &tdealpode ser escrita na seguinte
forma matricial:

l =YE
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em quel & o vetor das injecdes de corrente, cujas componentelg, 9= 1,...,nb; o vetor
E representa as tensdes nodais cujas componentes, saoV,e/* e a matrizY = G + jB

€ denominada matriz de admitancia nodal, se@do matriz de condutancia® a matriz de
susceptancia. Os elementos da matrsao obtidos da seguinte maneira:

Yan= Y € Yuo= b5+ > (i + Vi,
meQyk
em queblfh corresponde a susceptancia de equipamentos reativestadns a barri bﬁrﬂ‘1 éa
metade da susceptancia shunt do circuito conectando r@skam; ey, € a admitancia série
do circuito conectando as bartas m. Vale a pena observar que, em geral, a matriz &€ esparsa,
pois Yim = 0 sempre que entre as barkasm nao existirem circuitos conectando-as.

As equac0Oes de poténcia ativa e reativa sao deduzitlearsgo as leis de Kirchtf) e sao
dadas por:

P = GuVE + Vi ) Vil GinCOLbhc — m) + BumSer(6 — )] (3.14)
meQy

QP = B VZ + Vi Z Vin[GimCOLbk — Orm) + Bumser(bk — 6m)] (3.15)
meQy

em quek = 1,...,nbe Qg & o conjunto de indices das barras vizinhas a bdgrexcluindo a
propria barr.

3.3.1.1 Modelagem do problema

As equacoes basicas do fluxo de carga representadasPr€3.1b), formam um sistema
de 2hbequacdes comnb incognitas, com as seguintes caracteristicas:

e nbequacdes do tipd(314);

e nbequacdes do tip@(315);
e 4nbvariaveis (para cada barkaassociam-s¥,, 6k, Px, Q).
O fluxo de carga basico em redes de energia consiste emeesste problema definindo

parte das variaveis (® variaveis) e calculando as demais. Consideremos o prabéamque
sao dado®y e Qk para as barraBQ, Py e Vi para as barraBV e Vi e 6, para a barr&/é (folga)
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e pede-se para calculdl e 8¢ nas barras®Q, 6 nas barra$V e P e Q, na barra de folga
(consideramos apenas uma barra de folga).

Sejamnpge npy, respectivamente, o nimero de batPge PV da rede. Podemos decom-
por o problema descrito acima, em dois subsistemas de @egialgébricas:

Subsistema 1Neste subproblema sao daddse Qx nas barra$Q e Py e Vi nas barra®V.
Pretende-se calculd; e 6 nas barra$Q e 6, nas barra$V, ou seja, trata-se de um sistema
de (hpg+ npV) equacdes algébricas nao-lineares com o0 mesmo nisegnzognitas:

pdado_peal — 0 para as barraBQePV;
Qlado_ &l = 0 para as barraBQ.
Resolvido o Subsistema 1 sera conhecido o esté4dé ) para todas as barras da rede.

Subsistema 2ConhecidosV\k,6), deseja-se calculd e Q na barra de folga, €, nas barras
PV. Trata-se de um sistema carmpw+2 equacdes algébricas nao-lineares com o mesmo nimero
de incognitas.

As incognitas do Subsistema 1 podem ser agrupadas noxetao a seguir:

em queV & o vetor de magnitude das tensdes das bd&@® 6 € o vetor dos angulos das
tensoes das barr&Q e PV. As expressoes que formam o Subsistema 1, podem ser tagscri
do seguinte modo:

AP, = plado_peal = 0 para as barradBQe PV;
AQq = Qlado_ ¥al = 0 para as barraBQ.

em queAPy e AQ, sao respectivamente os balancos de poténcia ativaiearaatbarra.

As funcoesAPy e AQy podem ser colocadas na forma vetorial

AP = pdado _ pcaI(V, 9)
AQ — Qdado_ Qcal(v’ 9)

em queP®(V, 6) & o vetor das injecdes de poténcia ativa nas b&@€ae PV, e Q%(V, 6) o das
injecOes de poténcia reativa nas bafP§y
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Considerando a fungao vetorial dada por

F¥) AP
X) =
AQ
0 Subsistema 1 pode ser colocado na forma
F(x) =0.

3.3.1.2 O problema sem soluip

Pode-se dividir o estado da rede em trés niveis: regi@apeeacao, regiao de emergéncia e
regiao sem solucao real.

A regiao de operacao caracteriza-se por apresentanpent que as equacgoes estaticas do
fluxo de carga possuem solucio réék) = 0 e nao ha violacao dos limites operaciondis.
nessa regiao que se deseja que os sistemas de energia ejgarem.

Na regiao de emergéncia, as equacoes estaticas daducarga apresentam solucao real,
porém com violagBes de um ou mais limites operacionaigridcipio, & possivel operar nesta
regiao por um intervalo de tempo limitado, mas o importéntepartir de um ponto de operacao
nessa regiao, utilizar mecanismos que possibilitem aag@gyr desse ponto para a regiao de
operacgao.

A regiao sem solucao € aquela onde as equacdesastéb fluxo de carga nao apresentam
solucao real. Qualquer tentativa de operar no sistenta negiao pode causar instabilidade na
tensao e até mesmo o colapso da tensao. Esse fendmensgraibservado em duas situacoes:
quando o sistema elétrico torna-se carregado devido aerdonle demandg@i quando o
sistema sofre uma contingéncia severa.

Vamos utilizar-nos do procedimento de penalizacao pesalver o problema de fluxo de
carga, visando encontrar a partir de um ponto na regiao skma®, um ponto na regiao de
emergéncia. Sera considerada a existéncia de barragdao nula, nas quais nao pode haver
residuos de poténcias. Assim, ao transformar uma Pafraligamos a barrk) em uma barra
PQ, exige-se quaP, = 0 eAQx = 0, ou seja, nessa barra nao pode haver residuos de @sénci
ativa e reativa. Isto significa que as barPastransformadas efRQ passam a ser tratadas como
barras de injecao nula.

Como em|[[14] vamos considerar o seguinte problema
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1
min §||h(X)||2

sac(x)=0

sendo que no vetar(x) : R" — RP estao contidas as equacoes dos balancos de poténcias
(AP, AQ) para as barras de injecao nula, e lafx) estdao as demais equacoesq&). O valor

de p depende do sistema elétrico em questao, sendo que enemadbkeaisp encontra-se
entre 10% a 15% do numero de barras.

Obtemos entao um problema na formaldel (3.1), que ser&i@salravés da teoria descrita
nas secoes anteriores.

3.3.1.3 Resultados

Os métodos Newton-Lagrange e de Penalizacao foram imguitados utilizando o software
Matlab versao R2006a. Fizemos os testes para o problemaxaedé poténcia em que as
estimativas iniciais utilizadas foravy = [1;1;...;1], 6o = [0;0;...;0]. Para o método de
penalidade; = 1 epy,1 = 10- p € para 0 método de Newton-Lagrange= [0; 0;...; 0].

Os resultados referente ao método Newton-Lagrangeam@ogsasistemas de 6, 30 e 57
barras sao apresentados nas taliélek €] 7 e 8 respectigamenmostram a evolugao da con-
vergéncia do gradiente do Lagrangeano em cada iteracao.

Tabela 6: Sistema de 6 barras
| Iterag&o | Grad. do Lagrangeano |

1 4.7098e-00
1.3514e-00
3.0659%e-01
1.1519e-01
2.7824e-02
1.5370e-03
5.3066e-06

N[foja|h~jw(N

Tabela 7: Sistema de 30 barras

| Iteracao | Grad. do Lagrangeano |

1 1.0494e-01
1.0141e-00
3.4897e-01
1.1138e-01
2.9974e-02
5.6653e-03
1.1400e-03
6.4668e-05

N[OOI~ W|IDN
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Tabela 8: Sistema de 57 barras
| Iteracao | Grad. do Lagrangeano |
2.1407e-02
7.5749e-01
1.9875e-01
1.3723e-01
7.4064e-00
4.5129e-00
2.4919e-00
1.3279e-00
5.9365e-01
6.9662e-01
2.2048e-01
3.0670e-02
1.6098e-02
7.8667e-03
2.3935e-03
2.6047e-04

Olo|N|O([a||W|N|F

=
o

=
[N

=
N

=
w

N
~

=
[¢)]

=
o

Podemos observar que o processo de convergéncia ficaigaatkente mais lento a medida
gue a dimensao aumenta (7 iteracdes em 6 barras e 1@isram 57 barras).

Um fato relevante a ser destacado & que, para as dimerg@esraportadas, o método de
Newton nao exigiu o procedimento de busca, ou ggja& 1 em todas as iteracdes. Isto geral-
mente nao ocorre com dimensdes maiores, em que o progediche busca é frequientemente
requisitado para obter um decréscimo suficiente.

Apesar do passo completo de Newton ser aceito, esperar¢pgei 0 processo de con-
vergéncia apresentasse ordem quadrdiica [5]. Estediatodpercussdes tanto tedricas quanto
praticas. Do ponto de vista tebrico, este comportamen&ait da convergéncia do método
de Newton nos leva a supor que a Hessiana do Lagrangiang@asima solucao. Este fato
também nos conduz a cogitar como estaria se comportandgudcadas direcdes de Newton
com o gradiente do Lagrangiano, dado que o0 avan¢o em caagéiteé relativamente pequeno.

Do ponto de vista pratico, as observac¢des acima induzem @studo numérico e também
da estrutura do problema. Na pratica, pelo comportamesgae@sultados, devemos verificar
um mau condicionamento da matriz Jacobiana, em paralela sisgularidade teorica.

O emprego de um método iterativo linear, considerandadstabordagens ao problema
com dimensao maior, poderia ser aconselhavel. Entmetastresultados acima mostram, em
principio, que esta estratégia pode apresentar ressliadesejaveis, ja que um precondicio-
nador baseado numa fatoragao incompleta de uma matrizandicionada dificilmente apre-
sentara bons resultados. Uma observacao na estrutanatda & necessaria para afirmar com
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mais clareza sobre usar ou nao os métodos iterativos.

Os mesmos 3 sistemas foram testados com o método de pedalizA tentativa de re-
solverF, (x) = 0 pelo método de Newton puro gerou um mal condicionamenttacobiano
do sistema. Este fato parece ter uma relagao com a cama@eglinear obtida pelo método
Newton-Lagrange. Assim, resolvemos o problemd (3.7) pétwdo de Levenberg-Marquardt
da seca@1.52 com a atualizag@o= [IF, |15 e utilizando a fungadd do Matlab para o pro-
blema [33). No problema do fluxo de poténcia, o subsistep@sdui a mesma quantidade de
incognitas e de equacoes, desta forma a fuhgmMatlab resolvera o problemaiB.9) através
da eliminacao gaussiana.

O namero de iteracdes referente ao método de penatiztescrito na tabela 9 refere-se a
soma do niimero de iteracdes para resolvel (3.9) parakcada

Tabela 9: NUmero de iteracoes.

Iteracdes
Problema Penalizacao | Newton-Lagrange
sistema de 6 barrag 17 7
sistema de 30 barras 20 8
sistema de 57 barras 41 16

Quando utilizamos o método de penalizacao, precisaesmver varios problemas do tipo
39) de dimensaa (n colunas), enquanto que na utilizacao do método Newtgrdnge o
sistemal(312) tem dimensdo+ p. A tabelaID apresenta as dimensdes dos sistemas de cada
método, relacionados aos problemas de 6, 30 e 57 barrasm@sdbservar, conforme a tabela
[, que apesar de o método de penalizacao levar maisdesgrara alcancar a solugcao, os
sistemas relacionados ao método sao menores. Aléem dssistemas relacionados ao método
de penalizagao trabalham apenas com o Jacobiano daofEp¢enquanto que os relacionados
ao método Newton-Lagrange utilizam a Hessiana da fuigdo Jacobiano das restricdes.

Tabela 10: Dimensdes dos sistemas.

Problema | Penalizagéo | Newton-Lagrange |
sistema de 6 barras 9 11
sistema de 30 barras 53 65
sistema de 57 barras 106 138

3.3.2 Outras aplica@es

Para analisar o desempenho do método de penalizacéos tedgtes foram feitos com pro-
blemas de[10] € 113]. O método convergiu para a solucad@problemas dos 17 testados.
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Nesses testes o0 probleria3.7) foi resolvido através dodo&e Newton puro para siste-
mas nao-lineares, ou seja, para cagdancontramos a solucao de

F,(x) = 0. (3.16)

Ao resolver o problemd{3116), se atingirmos o nUmero maxile iteracdes, ou seja, se
o critério de convergéncia nao for satisfeito, o valotiddocomo ponto inicial para a iteracao
seguinte do AlgoritmBbl3 pode nao ser um valor satisfat@&@editamos que o mal desempenho
do método nos problemas Test27, Test42 e Test316 se dewahoadef usarmos o método de
Newton puro, pois, para togg, ao resolvermos o sistenia(3.16) atingimos o nimero maxim
de iteracdes. Isso indica que um algoritmo mais adequaue ser usado na resolucao dos
subproblemag(3.7).

Problema| Resultado |

Test26 nao convergiu
Test27 nao convergiu
Test28 convergiu
Test42 nao convergiu
Test48 convergiu
Test49 convergiu
Test50 convergiu
Test51 convergiu
Test52 convergiu
Test77 convergiu
Test79 convergiu
Test216 convergiu
Test269 convergiu
Test316 nao convergiu
Test344 convergiu
Test345 convergiu
Test373 convergiu
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Conclusao

Neste trabalho estudamos e implementamos métodos difespara resolucao de alguns
sistemas nao-lineares especiais.

Os sistemas nao-lineares com restricoes de caixas)fapardados com técnicas de regiao
de confianca adequadas as restricdes seguindo asdjataas dellll]. Implementamos o método
dogleg com combina¢Oes de direcdoes de Cauchy-NewtoaueHhy-Broyden. Este estudo
nos facilitou a compreensao da importancia do escalandad regides de confianga para as
restricdes de caixa, assim como a robustez da direcadeddon para o bom desempenho
do método. Ressaltamos que o método Broyden por ter oatmmvergéncia para a mesma
solucao de Newton para varios problemas, pode ser ueraaliva para sistemas grandes, em
que o custo do calculo da direcao & essencial. Uma atieanpara estes casos seria 0 método
de regiao de confianca do gradiente conjugado de Steibaugdle a direcao inicial de Cauchy
vai sendo atualizada passo a passo pelas formulas CGdpagangeral muito antes do passo
final, que seria Newton.

Os problemas de quadrados minimos nao-lineares sao mnepitesentativos. O caso das
equacoes da rede elétrica &€ um modelo relevante em leag@nNeste caso, apresentamos este
modelo com detalhes como parte do nosso estudo. O problé@ssaod nessa aplicacao tipica
€ o caso particular denominado Fluxo de Poténcias, em guadelo &€ um sistema nao-linear
usual. A opcao de incorporar equacdes que nao apegsez#ros permite tornar o modelo
mais representativo em termos da engenharia elétrica.eRBtes problemas apresentamos uma
idéia nova: resolvé-lo usando a estrutura mais proxiossiyel do sistema nao-linear associ-
ado. Mais precisamente, ao invés do sistema nao-lineampemalizacao diretamente, usamos
o método de Levenberg-Marquardt. Esta &€ uma alternatteagssante ao método do Lagran-
geano que usa sistemas lineares maiores alem de infoesag segunda ordem. Embora
tenhamos verificado que o nUmero de iteracdes linearasr@a, o0 importante aqui € ressaltar a
convergéncia do método a mesma solucao. Isso nostesragitar futuras pesquisas usando es-
tas idéias com um conjunto de testes mais representaimoslguns testes menores, extraidos
de [10] e [13], verificamos que trabalhar com o sistema n@&=t penalizado diretamente re-
sulta em convergéncia a mesma solucao da formulagéguddrados minimos. Finalmente
ressaltamos que o contexto deste trabalho foi empregadaognuméricos baseados em mo-
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delos mais simples para modelos mais elaborados. Esteoestglm como a implementacao
computacional nos permitiram aprender conceitos bagiotsm fundamentais em otimizacao

numerica.
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APENDICE A - Problemas

Abaixo apresentamos a formulagao dos problemas que fotdizados nos testes dos
capitulos 2 e 3. Esses problemas foram extraidos da g&tgtronica httgiwww.polymath-
software.comibrary, de [10] e del[13].

A.1 Problemas referentes ao caipulo 2

1. Twoeq?2

120x;, — 75((1 - Xl)

F(X) =
—X]_(873— X2) + 11(X2 - 300)

em quek = 0, 106125855

Limitantes:l = [-0,01;—c0] eu = [1, 1; +c0].

Estimativas iniciaisx = [1;400], x = [0; 300], x = [0, 5; 320] ex = [0; 350].
Solugao: [09638680512795; 3466369814640].

2. Twoeq3
0,91-05 X2
SO L % (S8 - o)
%o(1, 84x, + 77,3) — 43260k, — 105128
em que
o ko s,

42300
« Kp=e'% 24.2+017 In()
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Limitantes:| = [0; —oco] e U = [1; +00].

Estimativas iniciais:x = [0,5;1700],x = [0;1600],x = [0; 1650],x = [0,9;1600] e
x =[0,9; 1700].

Solucao: [05333728995523; 16370322946500].

3. Twoeqg4a
F(x) = In(y2) + In(t2) + lez.ttZth)él.tl
ln(Yl) + In(tl) — V2X2'tt2]:t);1~tl
em que
e pwl =21;
= pwi1/46,07
* V1= maragorrico-puajeats’

P2 = l@,87776—117153/(224366+t).

P1 = 108,04494—15543/ (22265+t) .

e V2=1-VI1;

e t1=Vv1+V2: X,

e 12=Vv2+Vl- X
° gZCGJC - In(t2)—v1-(xz-t2—x1-t1)/(t1-t2);

° glcalc - e In(t1)+\/2-(xz-t2—x1-t1)/(t1-t2)_

Limitantes:| = [0; 0] eu = [+o0; +o0].
Estimativas iniciaisx = [0,1; 0, 1], x =[0,5;0,5] ex = [0, 8; 0, 8].
Solugao: [00785888476379;,B017535930592].

4. Twoeg4b

tl-t2-In(y,) + IN(t2) + v1(X; - t2 — Xy - t1)

F(x) =
tl-t2-In(yy) + In(tl) — v2(Xz - t2 — x4 - t1)



com 0s mesmos parametros, limitantes e estimativasisgeproblema Twoeqg4a.

Solucao: [00785888934885;,3017535528355].

5. Twoegsa
\/22
F(x) = log(y1) - X1 i/ xR
12
109(r2) - Xe gy
em que
e t=7009;
e pwl = 49;
o V1= pW1/46,07

pwl/46,07+(100-pwl)/1002’
o P2 = 106,9024—1268115/(2169+t).

e P1= 108,04494—15543/(22265+t)-

_ 760.

L4 Yl—ﬁ,
o V2=1-vVI1;
° Y1=%);

e glcalc= 109 V2/ 0V X +v2)

e g2calc= 10V /(Vi+xev2/x1)?

Limitantes:| = [0; 0] eu = [+o0; +00].
Estimativas iniciaisx = [0,5; 0,5], x =[1; 1], x = [5; 5] e x = [8; 2].
Solugao: [07580768059470;,11249034445330].

6. Twoeqg5b

Fo - | 10900 03 V2P -2

v2)2 2
log(y2) - (V1 + X%+ 35)° = X2 - V1
com 0s mesmos parametros, limitantes e estimativasisbeproblema Twoeqg5a.

Solucao: [07580768059470;,11249034445330].

60
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7. Twoeq6

X: 1-x:
F0d = £ - 5In(0,4524) + 4,45977
Xo — (0,4—0,5' Xl)
Limitantes:| = [0; —o0] € U = [1; +00].
Estimativas iniciaisx = [0,9;0,5], x =[0,5;0,5], x=[0,4;0,5] ex = [0, 6; 0, 1].

Solugao: [07573962468236;,0213018765882].
Solucao nao viavel: [0989839337750:0, 1494919668876].

8. Twoeq7

_(c+2x)(atbic-2x)? Xy
F(X) = 2
Xo —kp- P?- (b —3x,)3

em que

e a=0,5;
e b=0,8;
e Cc=0,3;
e kp = 604500;
e P=0,00243.

Limitantes:l = [0; —oc] e U = [1; +00].
Estimativas iniciaisx = [0; —-1], x = [0; 1], x=[0,5;0,1] ex = [0, 5; -0, 1].

Solucgao 1: [06003231171445;3,57990244801].
Solucao 2: [00586545710394,;,B6743788245].

9. Twoeq8

x1 - 0, 327804 TSy

X, — (0,06 — 161x,)

F(x) =

Limitantes:| = [0; —co] € U = [+00; +0].

Estimativas iniciais:x = [0,0001;Q01], x = [0,001;Q01], x = [0,0001;Q1] e x =
[0,5;0,5].



Solucao: [00003406054400;,0051625241669].

10. Twoeq9

— 1
F(x) = X eza log(eps/ D+4.67/(Rex3?)))2
1337 - 2x1p¥3-L/D+p-g-200
gl44

em que

e L =6000;

e D =0,505;

e p=053;
g=322
eps= 0,00015;

— _rDX%
Re= 132-:0,000672

Limitantes:| = [0; 0] eu = [+o0; +00].
Estimativas iniciaisx = [0, 1; 10],x = [1; 10],x = [0,1; 1] ex = [0, 1; O, 1].

Solucao: [0006874616348157;6728221306731].

11. Twoeql0
1 c2 c4
F(X) = Vive — 2% (Vi+v2cl® 2% (v2+V1-c3)?
vi-v2 1-cl c3-1
vivze T 6% C2amaagy + 6X1 - G
em que
e Cl=geg2%;
o C2 = e—2a~xz;
e C3 =X,
° C4 — e—2a~x1;
e V2=1-vVI1;
e a=0,4;
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Limitantes:| = [—oo; —o0] € U = [+00; +00].
Estimativas iniciaisx = [0, 1; 0, 1], x = [1; 1], x = [10; 10] ex = [15; 15].

Solucao 1: [16043843214350;,5043843214350].
Solucao 2: [29353711137400;,8353711137400].

12. Threeql
Xo+X3—1
FO)=| x-— %
X3 — %
em que
[ ﬁ = 0, 8’
e y1=0,2;

14179
. pl= 1076223 it -

10765- 175029
p2 - 108 235t% :

B=0,7;

A=17,

B-x%

—)/2 - 10(x2+84X3/A)2;
A
° )/1 — 10(A-x2/B+)<3)2;

2.
760’

pL
760"

o k2=,
o kKl =1y,

Limitantes:| = [-c0; 0; 0] eu = [+o0; 1; 1].

Estimativas iniciais:x = [100;0,2;0,8], x = [70;0,5;0,5], x = [80;0,2;0,8] e x =
[80;0,5;0,5].

Solugao: [9396706523770;M078754574659;,0921245425339].

13. Threeqg2

X1
_ 2
F(X) = X2 — Toate=D

X+ X2 = (Y1 +Y2)

_ pal
1+x3(k1-1)
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em que

14179
° p]_ = 107’62231‘ 19115+ ;

175029

° p2 = 10310765 5 :

B x%

o Yy, = 100a+Bx/A? :
3
oy, = lO(Axl/B+x2)2;

o KL=y
. k2:727p—;);
o vyl =KI1-Xy;
o y2=k2: X
o t =388 538;
e B=0,7,
e A=17,
e 71=0,2;
e 2=0,8.

Limitantes:l = [0;0; 0] eu = [1; 1; 1].

Estimativas iniciais:x = [0;1;0,5], x = [0,5;0,5;0,9], x = [0,4;0,6;0,9] e x =
[0,1;0,9;05].

Solugao: [00226974766367;,®773025233633;,5322677863643].

Solucao nao viavel: [B6867568052506;,3132431762583;,4708209249600].
Solucao falsa:§7,9790649110010713; 2, 5451613630010 -9, 143888094001(7).

Threeq3
F-I%?94—30000-k-r£ip—LJ-A-r§;§;
_ Ca0-
. Ti0- —
Fj- \14,85Xg +U-A- 62'?1,&385
em que

—30000'1.9872

e k=7,08-100" x ;
e rhocp=50-0,75;
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e F=40;

T0O = 530;
o V =48;

e U =150;

o A=250;

Ca0 = 0,55;

Fj=4909;

T j0 = 530.

Limitantes:| = [—o0; 0; —oo] € U = [00] 00; 00].
Estimativas iniciais:x = [100;0,2;0,8], x = [70;0,5;0,5], x = [80;0,2;0,8] e x =
[80;0,5;0,5].

Solugao 1: [67127832050250;M354195308679; 66@6287831030].
Solugao 2: [59084979512380;B301868979161;58%2976766210].
Solucao 3: [53785475413080;,5213904932394; 5325344007970].

. Threeg4a

CC—i: - KC1

CACB

FO)=| xSl - KC2

cfo - KC3

em que

o CY =X+ X3

e CC=x1-CY;

e CA=CAD - X1 — X3;
e CB=CBO0- x; — CY,
e KC1 = 1,06,

e KC2=2,63;

e KC3=5;

e CAO=1,5;

e CBO=1,5.
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17.

Limitantes:| = [0; 0; 0] eu = [+00; +00; +00].
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Estimativas iniciaisx = [0,7;0,2;0,4], x=[0;0,1; 0], x =[1; 1; 1] ex = [10; 10; 10].

Solucao: [07053344059695;,a777924200537;,B3739765850146].

Threeq4b

CC-x - KC1-CA-CB
F(X) = | x,-CY-KC2-CB-CC
X3 — KC3:-CA- X

com 0S mesmos parametros, limitantes e estimativasimabeproblema Threeg4a.

Solugao: [07053344059695;,A777924200537;,B3739765850146].
Solucao nao viavel 1: [555561340633;,6972196082270;,0820734849200].
Solugao nao viavel 2: [D701041278950;0, 3227156095103;,11305335070740].

Threeg5
-0,16- % - 22 + k1(1-x1) - k2- xa
F(X)=]0,16-FO0- 2 -0,16- % - £2 + 5(1(1 - x) — k2 xy)
0,16-FO - 0,4+/X3
em que

e k1 = 30000@ 5900%;

e k2 = 6000000@ "°00%;
e FO=1,

e TO = 300.

Limitantes:| = [0; —c0; 0] € U = [1; +00; +00].

Estimativas iniciaisx = [0, 5;500;Q5], x = [0,5;200;Q1], x = [0,7;700;02] e x
[0,001; 400; 001].

Solucao: [00171035426725; 3008551771340;,.6].



18. Threeq6

19.

F(X) =

em que

-4180
o k1= 11e53%s+27ms);

-34833
o k2 = 172 2e84,314(>(3+27316);

e Q = 5100000.

Limitantes:| = [0;0;-27316] eu = [1; 1; +oo].

0,1(1- %) —k1-x2
—0,1% + k1- X2 — k2- X,
0,1(25- Xg) — 418- K1 - X2 — 418- k2 - X, + Q - 0.00001

67

Estimativas iniciaisx = [0,5;0,5;500],x = [0,1;0,2;700],x = [0,9;0,8;200] ex =

[0,01;001;500].

Solucao: [01578109142617;,007071354919; 1589].

Threeq8

F(X) =

em que

70- 32,3 - x,(144-
(X1 — p2) - (144-
(X1 — p3) - (144-

e p2=1566-0,0075%;

o p3=1171-0,0042%&;

2,067.
[ ] D34: T

1,278.
o D24 = v

2,469.
o D45 = I
e fF =0,015;
e 7 =23 1416;

o k24=2. fF -

125

)+k'45'(X2+X3)2
)+k-24-%
)+k-34-%3

(607,48R-(r-D242/42-D24’

125

o k34=2. fF-
o k45=2. fF -

(607,48R-(r-D342/42-D34’

145

(607,487 (x-DAZ /4P -D45’



Limitantes:| = [0; 0; 0] eu = [+0c0; +00; +0].
Estimativa inicial:x = [50; 100; 100].
Solucao nao viavel 1: [385347741000:-57,48733479292; 1097131250920].

Solucao nao viavel 2: [512556053860+-51, 75154635713;92,91811127982].
Solucao nao viavel 3: [385347740990; 548733479339;-109 47131250920].

20. Fiveql
2,88-x1 2
F-=5=-kx
86% _ dhr. k. . a. XX
F->= dhr-k Sop ~ U A G
— . . X2—X3 _ . X3—27
F(X) - u-a 1,82.10004184 fC 1,82
(x2=80)/20-%4
20
M—Xg
Tj
em que

e k = 0.0744. e 118210/(83143%(x+27316))-
e fc=0,02-50™

. m:x5+kc-(;—8—x4);

e F =0,0075;

e V=708;

e dhr=-9,86- 10’;
e p=192;

e cp=1,815-10;
e U= 3550;

e a=>54;

e 7; = 600;

e kc=1.

Limitantes:| = [0; —o0; —00; 0; 0] €U = [+00; +00; +00; 1; 1].

Estimativas iniciaisx = [1; 100; 50; Q4; 0, 25], x = [0, 5; 50; 25;Q1; 0, 1],
x =[0,2;20;10;001;001] ex = [2; 200; 150; 08; 0O, 8].

Solucao: [11206138931808; 90; 58512245178517;,3;0,3172119884117].
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21. Sixeql

X1+ X + X4 — 0,001
X5 + Xg — B5
X1+ Xo + X3 + 2X5 + Xg — 110,001
F(X) =
X1 — 0, 1x
X1 —1-10% X3X4

Xs — 55- 10 - X3Xg

Limitantes:l = [0; 0; 0; 0; 0; 0] eu = [+00; +00; +00; +00; +00; +00].

Estimativas iniciaisx = [10; 10; 10; 10; 10; 10]x = [1;1; 1; 1; 1; 1],x = [0; 0; 0; 0; 0; 0]
ex=[1-10%1-1030;1-10%55;1-104.

Solucao: [82645 107°; 8,2645 104, 9,0909- 107°;9,0909- 107>, 54,9999; 1 1-10719).
Solugao nao viavel 1:1-101% -1-10° -1-10%%;0,001;55001;-0, 001].

22. Sixeq2a
1-X;—KL-X;-Xs+Krl-xg
1-X,—k2-X-Xs+Kr2-xs
X3+ 2-Kk3-Xg- X
F(x) = 3 X4+ X5
KL -X1-Xs—Krl-Xq—k3-Xs- X5
1,5K2- %X —kr2-xs) —k3- X4 - Xs
1-X4—X5— X
em que
e k1 =231 24,
e k2=2,062;
e kr1=0,272;
e kr2 =0,02;
e k3 =30303;

Limitantes:l = [0; 0; 0; 0; 0; 0] eu = [+00; +00; +00; +00; +00; +00].

Estimativas iniciaisx = [0, 99; 0, 05; 0 05; (0 99; 0, 05; 0] e
x = [0,05;0,99; 0 05; 0 05;099;0].



Solugao: [0970;Q 980; Q 0598;Q990; 29751 10°; 0,0098].
Solugao nao viavel: [D333; 1 0222;-0,0666;-1.0980- 10~4; 1,001;-0, 001].

23. Sixeq2b
1-X—KL-X;-Xs+Krl-x,
1-X —Kk2 XX+ Kr2-xs
X3+ 2-k3: X4 X
F(x) = 3 X4+ X5
Kl-X;-Xs—Krl-xs—k3-Xs- X5
1,5(K2- % - X — Kr2-xs) — k3 X4 - Xs
1-X1—X5—Xs
em que
o k1=17721;
e k2 =3,483;
e kr1=0,118;
e kr2 =0,033;
e k3 =505051.

com os mesmos limitantes e estimativas iniciais do problgmxeqg2a.

Solugao: [09499; 09666;Q 1001; Q9899; 10012- 10-4; 0,0099].
Solugao nao viavel: [D698; 10465;-0, 1396;-1.3775- 104; 1,0038;-0, 0036].

24. Sixeg2c
1-X —KL-X;-Xs+Krl-x,
1-X —Kk2- XX+ Kr2-xs
X3+ 2-k3- X4 - X
F(x) = 3 X4+ X5
Kl-X;-Xs—Kkrl-xs—k3-Xs- X5
1,5(K2- % - X — Kr2-xs) —k3- X4 - Xs
1-X4—X5— X
em que
o k1 =17,721;

e k2 = 6,966;



e kr1=0,118;
e kr2 =333 333;
e k3 =505051.

com os mesmos limitantes e estimativas iniciais do problgmxeqg2a.

Solugao: [09499; 09666;Q1001; Q9899; 10013- 10-4; 0,0099].

25. Sixeq3
X, — 02
17 Xot+(1—xe)KI1/K12
Xo — Xl%%
Xa — 08
F(X) = 37 Xe+(I-x)k21/k22
X4 — X3%
x1(1—k11)+ x3(1 — k21)
(X1 = X2) + (X3 = Xa)
em que
e pl= 107,6223}%;

5 175029

° p2 - 108’1076 235+x5;

e A=17,

e B=0,7;
A-x%

® Y11= 1O(A-X1/B+X3)2;
Bzx%

® yy = 100a+Bxg/A? -
A-x‘z1

° «)/12 - 1O(A-x2/B+><4)2;
Bx2

2
® Yy = 1002+Bxa/A? -

i k11=7’11'7p—610;
* k21=7’21'7p—620;
o k12=7’12'7p—610;
o k22=7’22'7p—620;

Limitantes:l = [0;0; 0; 0;—c0; 0] eu = [1; 1; 1; 1;+00; 1].



Estimativas iniciaisx = [0; 1; 1; 0; 100; 08], x = [0, 05; 0, 95; 1; 0; 100; 08],
x=1[0,1;0,9;1;0;100;08]ex=10;1,0;0,3;0,7; 100; Q8].

Solucao: [00226;Q6867;09773;03132;885378;Q7329].
Solugao falsa: §3,607- 10712 2,210-1071% 2, 255. 10719, 9,117- 10°*3; 80, 859; 6 610-

109).

26. Sixegda

CAO-x1
-rA

_ . CBO—X2
V-vo- =35>

V-vo- 2
F(X) = r)g
V-vo-3

—vo. %
VvorE

V -Vvo-

| 5000 (350— Xg) — 25- (20+ 40)- (X — 300)+ V - SRH |

em que

rA=2-r1B;
rB=r1B+2-r2C;

rC =-3-r1B+r2C;

rD = —r3E - r2C;

rE =r3E;

riB = —k1B- CA- xp;

r2C = -k2C - X3 - X3;

r3E = k3E - X;

K1B = 0, 4¢(20000R)-(1/300-1/%)-
k2C = 10g/5000R)-(1/310-1/%).

K3E = 10e(L0000R)(1/320-1/)-

SRH= —rA - 20000+ 2 - r2C - 10000+ 5000- r3E;
R=1,987;
V = 500:;

— 15.
VO = 33’

CAO= Z;

vo’

72
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e CBO= 50.

%1
Limitantes:| = [0; 0; 0; 0; 0;—co] € U = [+00; +00; +00; +00; +00; +00].

Estimativas iniciaisx = [0,5;0,01;1;Q01; 1;420],x = [0,05;0,001;1;Q05; 1;400] e
x=1[0,1;0,2;0,5;0,1;0 7;350].

Solucao: [000266; 003346;083706;000039; 080853; 37276458].

27. Sixeq4b

V- (-rA) —vo- (CAO- x)
V- (-rB) —vo- (CBO- x,)
V.-rC -vo- x
F(X) = s
V-rD —-vo- X4
V-rE-vo- Xs

| 5000 (350 Xg) — 25- (20+ 40)- (Xs — 300)+ V - SRH |

com 0s mesmos parametros e limitantes do problema Sixeg4a.

Estimativas iniciaisx = [0,5;0,01;1;Q01; 1;420],x = [0,05;0001; 1;Q05; 1; 400],
x=1[0,1;0,2;0,5;0,1;0,7;350]ex=10,1;0,2;0,5;0,1;0,7; 380].

Solugao: [000266;003346;08370;Q00039;08085; 37276458].
Solucao nao viavel:H0,00266;-0,03507; 08123;Q00043; 08414, 3714219].

28. Seveneql

0,5X; + X + 0, 5%3 — Xﬁ;
X3 + Xgq + 2X5 — X—27
M+@+x—%
F(X) =| —2883%; — 13900%, — 782133 + 18927, + 84275 + %792 - 10690)%
X1+ X+ X3+ X4+ X5 — 1
400- X, - X3 —1,7837-10° - X3+ X5
X1+ X3 — 2,6058- X5 - X4

Limitantes:l = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0] eu = [+00; +00; +00; +00; +00; +00; +00].

Estimativas iniciaisx = [0,5;0;0;05;0;05;2],x=[0,2;0,2;0,2;0,2;0,2;0,5;0, 2]
ex=[0,22;0075;Q001;Q058;0,125;Q435; 2 35].



29.
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Solucao: [0322;00092;0046;0618;00037,Q576;2977].
Solucao nao viavel: [31569;-0,0004;-0,0021;09151;-0, 3695; 26105; 115004].

Seveneq2a

F(x) =

55
35. 0,8881—X3-X4s X3

X1—X2—X3

L XX

X2
X2+X3

X1—X2—X3

X2+X3

55. 0,0986x; —0,01(1,098%1 — X2 —9X4— X5— Xg+X7) —(X2+X5) _
b

X5

1,098x1 —Xp—9X4—X5—Xg+X7

X5+Xs

X6

3. 5. 0.986x-9%4~%;~0.09866 +0.01(1098Y ~Xp~Oa—Xs X +X7) _
b

1,098x1 —Xo—9X4—X5—Xg+X7

1502:1337-0.32 _ Xy - XX
X1—X2—X3 (0,098&X1—X4)2
4468-1337-0,0032 X1-0,0986-%4

1,098x1 —Xp—9X4—X5—Xg+X7 - 1,098x1 — X2 —9Xg—X5—Xg+ X7

X5+Xe

+ 0,01

98,01

0.04. 7412(0.9864~10x)+22224(0.0986¢ ~Xa)+18 (X4 ~X0)+27884%+98,090,0136x1
b

-0, 0136(1 — X7 ]

Limitantes:| = [0; 0; 0; 0; 0; 0; 0] eu = [+00; +00; +00; +00; +00; +00; +09].

Estimativas iniciaisx = [80; 7;60; 7;05; 4;0,05], x = [100; 10; 50; 10; 05; 4; 0 05] e
x =[50;5; 25;5;05; 4;Q 05].

Solucao: [805340; 6§9725;611190; 72042;05476; 36532;Q05970].

30. Teneqla

X1+ X1 —3

2X1 + Xo + Xa + X7+ Xg + X9 + 2X10— R

2% + 2X5 + X5 + X7 — 8

2%+ X —4-R

X1 X — 0,193 % - X4
Xs - /X2 —0,002597-
X7 - %4 —0,003448
Xg - Xs—1,799-107°- %, - XS
Xg - X4 — 0,0002155 X1 - /X3 -
X0+ X5 — 3,846- 107 X2 - XS

F(X) =
Xp - Xg - XS

X1 - Xa - XS

XS

em que

e R=10;

® XS= X1+ Xo+ Xz + Xg+ X5+ Xg + X7 + Xg + Xg + X10.
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Limitantes:l; = 0 ey, = +o0, Vi.

Estimativas iniciaisx = [1;1;10;1;1;1;0;0;0; 0] x = [2; 2; 10; 1; 1; 2; O; O; O; O].

Solucao: [28801; 39506;199841;01198;00317;Q90046;Q0304;001608;
0,1205;Q001].

31. 14eql

—((X2 = LO)- K11+ L1)- X3 + X33-k12- %,
L1 X — (X3- K12+ L2)- %o + X4 - K13- %3+ Z1- F
L2 - X, — (X14- K13+ B) - X3
—((X12 = LO)- k21 + L1) - X4 + X13- k22 X5
L1-X4— (X3- K22+ L2)- X5+ X14-K23- X+ 22- F
L2 - X5 — (X14 - K23+ B) * Xg
k11-x +k21-x,—-1
k12-x, + k22 - x5 — 1
k13- X3 + k23 - x5 — 1
kKif -zl + k2f-22-1
k10-k11-x; +k20-k21-x,—1
—X12 - hvl + X33-hv2—L1-hl1+ LO- hO
—X13- V2 + X14-hv3+ hf +L1-hl1-L2-hl2
—X14-hV3+ Q+ L2-hl2-L3-hI3

F(X) =

em que

LO = x4o— D;

L1 =x3-D;

L2 =X4+ F -D;

L3 = B;

hil = X7 - (29,6 + 0,04x7) - X1 + X7 - (38,54 0,025%;) - X4;

hvl = (8003+ x;-(43,8-0,04x%7))-k11- X1 +(12004+ X - (3L, 7+ 0,007%7)) - k21- Xq;
hi2 = Xg - (29,6 + 0,04xg) - X + Xg - (38,5 + 0, 025x%g) - Xs;

hv2 = (8003+ Xg- (43, 8—0, 04xg)) -k12- X» + (12004+ Xg - (31, 7+0, 007xg)) - k22- Xs;
hi3 = Xg - (29,6 + 0,04xg) - X3 + Xg - (38,5 + 0,025Xg) - Xs;

hv3 = (8003+ Xg- (43, 8— 0, 04X)) - k13- X3+ (12004+ Xg- (31, 7+0, 007X0)) - k23- Xs;
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e hf = X10* (29, 6+0, 04X10) -Z1 + X0 - (38, 5+0, 025X10) - 22,
e 0= X11* (29, 6+0, 04X11) -k10-k11- X1+ X111 (38, 5+0,025- Xll) -k20-k21- X4,

e kl1= (106,80776—93577/((X7—32)5/9+238789))/P;
e k12 = (106,80776—93577/(()(3—32)5/9+238789))/P;
e k13= (106,80776—93577/((X9—32)5/9+238789))/P;
e k21 = (106,85296—106484/((X7—32)5/9+232,012))/P;
o k22 = (106,85296—106484/(()(3—32)5/9+232,012))/P;
o k23 = (106,85296—106484/((X9—32)5/9+232,012))/P;
e kif = (106,80776—93577/((X10—32)-5/9+238789))/P;
o K2 = (106,85296—106484/((X10—32)5/9+232,012))/P;
e k10= (106,80776—93577/((X11—32)-5/9+238789))/P;

o k20 = (10P85296-106484/((x10-32)5/9+232012)) / p

e F =1,

e 71 =0,40;

o 2=1-71;
e B=0,75;

e D=0,25;

. P:760-%;
e Q =10000;
o y11=Kk11- Xg;
o y12=Kk12- Xp;

e rec=yll: 2;

Limitantes:l = [0; 0; 0; 0; 0; 0;—0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0] au; = +o0, Vi.
Estimativas iniciais:x = [0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1; 100; 100; 100; 100; 100; 5; 5; 5] e
x=10,5;0,4;0,3;0,3;04;0,5; 145;190; 210; 200; 200; 1; 1; 1].

Solugao: [0579;Q03957;02718;04209 0,6043;07281,; 1863785 200, 5268;
211,486;2001675169 064; 1, 081; 1, 0668 1,0495].



32.

33.

34.

35.
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Testl

F(x) =

10(x2 — X3)
1-x

Limitantes:| = [—o0; —1,5] €U = [+00; +00].
Estimativa inicial:x = [-2; 1].

Solucao: [1;1].
Test25

— f1(X) -
f2(X)

| foo(X) |

em quefi(x) = —0,011+ € x4 gy = 25+ (~50In(Q 011)R/3,i = 1,. .., 99.
Limitantes:l = [-1; 0; 0] eu = [100; 25 6; 5].

Estimativa inicial:x = [100; 12 5; 3].

Solucao: [50; 25; 15].

Test3

—-2-107°- (% — X
F(X) — ( 2 1)
1+2'10_5'(X2—X1)
Limitantes:| = [—o0; 0] e U = [+00; +00].
Estimativa inicial:x = [10; 1].

Solucao: [0; 0].

Testb

F(X) _ COSQ(]_ + Xz) +2- (X]_ - Xz) - 1,5
- COS(y + Xo) —2- (X1 — X2) +2,5

Limitantes:| =[-1,5;-3] eu = [4; 3].
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Estimativa inicial:x = [0; 0].

Solucao: fn/3+ 1/2;-n/3 - 1/2].

36. Test38

—400- X; - (X2 — X&) — 2(1 = X1)
2000k, — X2) + 20, 2(x, — 1) + 19, 8(x, — 1)
—360- X3+ (x4 — X5) — 2(1— x3)
| 180(xs — X3) + 20,2(xs — 1) + 19,8(x2 — 1) |

F(x) =

Limitantes:| = [-10;-10;-10;-10] eu = [10; 10; 10; 10].
Estimativa inicial:x = [-3;-1; -3; -1].

Solucao: [1;1; 1; 1].

37. Test110
— f1(x) -
fo(X
F(x) = 2F )
| f10(X) |
0,2
10
em quefi(x) = 212922 _ QIgCOX) _ g, 2y 08 H x| ,i=1...,10.
=1

j#i

Limitantes:l; = 2,001 eu = 9,999 Vi
Estimativa inicial:x; = 9, Vi.

Solucao: [935025655;. .; 9, 35025655].

A.2 Problemas referentes ao cajpulo 3

1. Test26
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X1 — Xo
F(X) = (%2 — X3)?
(1+X5)- X +X3—3

Estimativa inicial:x = [-2, 6; 2; 2].

Solucdo: [1;1;1] ed;a;al em quea = Va -8 - Va+B8 - 2/3, «a = +139/108 e
B = 61/54.

2. Test27
0, l(Xl — l)
F(X) = Xo — Xi
X +X+1
Estimativa inicial:x = [2; 2; 2].
Solucao: £1; 1;0].
3. Test28
X1+ Xo
F(¥) = Xo + Xg

X1+ 2% +3%3—1
Estimativa inicial:x = [-4; 1; 1].

Solucao: [05;-0,5;0,5].

4. Test42

X1 —1
Xo — 2
Xz — 3
X4 — 4
Xp — 2

F(x) =

2, W2
| X5+ X —2 |

Estimativa inicial:x = [1; 1; 1; 1].



Soluczo: [2;2; 06 V2;0,8V2].

5. Test48
X —1
Xo — X3
F(X) = X4 — X5

Xp+ X+ X3+ X4+ X5—5

X3 —2(X4 + X5) + 3
Estimativa inicial:x = [3; 5;-3; 2;-2].

Solugao: [1;1;1;1;1].

6. Test49
X1 — X2
Xz3—1
— 1)
F(x) = (- 1)
(% - 1)°
X1+ Xo+X3+4X4—7
X3 + 5X5 — 6
Estimativa inicial:x = [10; 7; 2;-3; 0, 8].
Solucao: [1;1;1; 1; 1].
7. Test50
X1 — X2
Xo — X3
(Xs — Xa)?
F(x) = X4 = Xs

X1+2X2+3X3—6
Xo + 2X3 + 3X4 — 6

| X3+ 2%+ 3% — 6 |

Estimativa inicial:x = [35;-31; 11; 5;-5].




Solugao: [1;1;1;1;1].

8. Test51

X1 — Xo
Xo + X3 — 2
Xg—1
Xs—1
X1+ 3% — 4
X3 + X4 — 2X5

X2 — X5

Estimativa inicial:x = [2,5;0,5; 2;-1; 0, 5].

Solucao: [1;1;1; 1; 1].

9. Testh2

F(x) =

Estimativa inicial:x = [2; 2; 2; 2; 2].

Solucao: £33;11; 180-158; 11y 349.

4X, — X
Xo + X3 — 2
Xg—1
Xs — 1
X1 + 3%
X3 + Xq4 — 2X5

X2 — X5

81
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10. Test77

X1 —1
X1 — Xo
Xz3—1
F(x) = (X — 1)
(% —1)°
X4+ X2 + SENEKy — Xs) — 2V2
Xp+ 34 X2 —8— 2

Estimativa inicial:x = [2; 2; 2; 2; 2].

Solucao: [1166172;1182111;1380257; 1506036; 06109203].

11. Test79

X —1
X1 — Xo
X2 — X3
(X3 — X4)?
(X — X5)?
X1+ Xe+ X —2-3V2
Xp— X2+ X+ 222
X1 X5 — 2

F(x) =

Estimativa inicial:x = [2; 2; 2; 2; 2].

Solucao: [1191127;1362603;1472818; 1635017; 1679081].

12. Test216

100¢ — %p)
F(X) = X1 -1
Xl(Xl - 4) — 2% + 12
Estimativa inicial:x = [-1, 2; 1].

Solucao: [2;4].
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13. Test269

14.

15.

X1 — X
Xo + X3 — 2
Xs—1
F(X) = Xs—1
X1 + 3%
X3 + X4 — 2X5

Xo — Xg

Estimativa inicial:x = [2; 2; 2; 2; 2].

Solucao: £0,7674;Q2558;06279;-0,1163; Q 2558].

Test316

X1 — 20
F(X) = X2 + 20
0,01(¢ + x3) — 1
Estimativa inicial:x = [0; O].

Solucao: [7071;-7,071].

Test344

X1 —1
X1 — Xo
(X2 — X3)?
|} (1+3) + x4 —4-3V2

F(X) =

Estimativa inicial:x = [2; 2; 2].

Solug&o: [1105; 1 197; 1 535].



16. Test345

X1 -1
X1 — X2
(X2 — Xa)?

| X (1+X8) + x4 —4-3v2 |

F(x) =

Estimativa inicial:x = [0; 0; 0].

Solugao: [1105; 1 197; 1 535].

17. Test373

X4

X5

X5

X7

Xg

X9
X1 + %€ 2% + X4 — 127
X1 + %€ + X5 — 151
X1 + %€ + X — 379
X1 + %€® + X7 — 421
X1 + %€ + xg — 460
| Xq + %€ + Xg — 426 |

Estimativa inicial:x = [300;-100;-0,1997;-127;-151; 379; 421, 460; 426].
Solugao: [52331;-156,95;-0, 2; 29 61;-86,62; 47,33; 26 24; 22 92;-39,47].
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