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Resumo

Sejam H um espaco de Hilbert separdvel e Sy, Sy € B(H) duas isometrias. Dizemos
que S e Sy sao compativeis se S; comuta com Sy e, para quaisquer m,n € N, temos
que S7'(S7)™ comuta com SH(S3)", isto é, as projegoes finais de S e S% (ou seja, as
projegoes ortogonais sobre as imagens de ST e S§) comutam.

Nosso principal objetivo neste trabalho é caracterizar a C*-algebra gerada por duas
isometrias compativeis como um produto cruzado parcial. Para isto, desenvolveremos
a teoria de agOes parciais, representacoes parciais e produtos cruzados parciais. Além
disso, no capitulo final construiremos uma classe de representacoes desta C*-algebra

fazendo uso da teoria de representacoes induzidas.
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Abstract

Let H be a separable Hilbert space and Sy, Sy € B(H) be two isometries. We say that
S and Sy are compatible if S; commutes with Sy and, for any m,n € N, we have that
ST (ST)™ commutes with S¥(S3)", that is, the final projections of S7* and S& (that is,
the orthogonal projections over the images of S7* and S¥') commute.

Our main goal is to characterize the C*-algebra generated by two compatible iso-
metries as a partial crossed product. In order to do this, we will develop the theory
of partial actions, partial representations and partial crossed products. Moreover, on
the final chapter we will construct a class of representations of this C*-algebra using

the theory of induced representations.
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Introducao

Quando queremos estudar um operador, temos em geral duas abordagens: podemos
estudar um operador concreto, no sentido que vocé conhece sua féormula e o espago de
Hilbert onde ele age, ou podemos estudar um operador no caso mais geral possivel -
voce sabe que ele satisfaz uma determinada propriedade e somente isso. Por exemplo,
podemos estudar o operador identidade entre a C*-algebra dos nimeros complexos,
que é uma isometria; este se encaixa na primeira abordagem - ou, estudar o operador
que é uma isometria nao unitaria sobre um espago de Hilbert arbitrario, que se encaixa
na segunda abordagem. De uma certa forma, a segunda abordagem é muito mais geral
do que a primeira. Uma vez querendo estudar um operador no caso geral, estudar a
C*-algebra gerada por ele nos traz informagoes a respeito do operador.

A linguagem moderna para estudar a C*-algebra gerada por um operador abstrato
que satisfaz certas propriedades é estudar a C*-algebra universal gerada por ele com
as determinadas relagoes. Uma vez construida esta C*-dlgebra, no intuito de estudar o
operador, ou os operadores, temos novamente dois enfoques: estudar a C*-algebra em si
ou estudar as representagoes desta C*-algebra. Uma vez conhecendo as representagoes,
conhecemos como os espacos de Hilbert onde estes operadores agem se comportam e
sendo assim, conhecemos o comportamento destes operadores; e, quando tivermos um
operador concreto, teremos uma representacao deste operador e, se conhecemos todas
as representacoes, saberemos como ele se comporta.

Em 1967 Coburn [2] caracterizou a C*-dlgebra gerada por uma isometria e, como
uma conseqiiéncia, possibilitou um estudo mais aprofundado desta C*-algebra e de
suas representacoes. Naturalmente, uma vez conhecendo este trabalho, podemos nos
perguntar se é possivel caracterizar a C*-algebra gerada por duas isometrias. Como
este ¢ um problema bem geral, também é natural acrescentarmos algumas hipoteses
sobre estas duas isometrias, no intuito de obter uma caracterizacao mais especifica.
Em 2002 Exel, Laca e Quigg [5] caracterizaram as C*-dlgebras dadas por geradores
e um conjunto especifico de relagoes como produtos cruzados parciais. No desejo de
aplicar esta teoria ao estudo da C*-algebra universal gerada por duas isometrias que

comutam, nos deparamos com a necessidade de acrescentar mais hipoteses sobre estas



isometrias para poder fazer uso de tal caracterizacao.

Uma vez construido o isomorfismo entre a C*-algebra universal gerada por duas
isometrias que comutam com mais alguma hipétese e um produto cruzado parcial,
nos perguntamos se através deste isomorfismo poderiamos obter informacoes sobre
as representagoes desta C*-dlgebra, ja que o estudo de representagoes da C*-algebra
gerada por duas isometrias que somente comutam é muito complexo. Em geral, os
artigos conseguem decompor o espaco de Hilbert onde estas isometrias atuam em
muitas partes, determinam a maioria delas, mas em pelo menos uma das partes nada
conseguem afirmar. Como acrescentamos uma hipotese adicional, nos perguntamos se
a complexidade do problema diminuiria. Foi entao que nos deparamos com o trabalho
de Hordk and Miiller [8], no qual eles acrescentavam a mesma hipdtese sobre o par de
isometrias que comutam e determinavam as representagoes da C*-algebra gerada por
elas. As técnicas usadas para isto foram muito diferentes das técnicas estudas nesta
dissertacao, no entanto, conseguimos obter uma classe de representagoes fazendo uso
do fato que podemos ver esta C*-algebra como um produto cruzado parcial. Esta classe
de representacoes, que obtivemos fazendo uso da teoria de representacoes induzidas,
também foi obtida no artigo [8] e, pelo que consta neste artigo, esta classe é muito
importante no estudo das representacoes desta C*-algebra. Possivelmente usando
outras técnicas seria possivel reconstituir o teorema principal deste artigo, no qual
os autores determinam todas as representacoes desta C*-algebra, mas nao fomos tao
longe.

No capitulo 1 nés faremos um estudo da abordagem de Coburn sobre a C*-dlgebra
gerada por uma isometria; apesar destas técnicas serem também completamente dis-
tintas das técnicas que usaremos para estudar a C*-algebra gerada por duas isometrias
que comutam e satisfazem mais uma relacao, achamos importante citar este trabalho,
ja que ele nos serviu como uma motivacao. No capitulo 2, abordamos a teoria bésica
de agoes parciais e representagoes parciais que sera usada no capitulo 3, para demons-
trar o teorema que da a caracterizacao de C*-algebras geradas por um conjunto de
geradores e com um conjunto especifico de relagbes como um produto cruzado par-
cial. Uma vez feito o teorema em abstrato, iremos no capitulo 4 em busca de quais
hipdteses acrescentar sobre o par de isometrias que comutam, para fazer uso do teo-
rema anteriormente citado. Por fim, no capitulo 5 estudamos um pouco da teoria de
representacoes induzidas, para construir uma classe de representacoes da C*-algebra
em questao. Além disso, acrescentamos a este trabalho dois apéndices: o primeiro
trata da teoria de C*-dlgebra universais e envolventes, que é a linguagem moderna
para tratar o problema em questao e o segundo, sobre a teoria de C*-mddulos de Hil-

bert e fibrados de Fell, que sao duas teorias que nos auxiliarao em alguns resultados.



Para a leitura deste trabalho, recomenda-se que o leitor tenha algum conhecimento
de andlise funcional, teoria bésica de operadores e topologia geral.

Por fim, apenas gostariamos de mencionar que todo o trabalho se passa na catego-
ria das C*-algebra unitais; alguns resultados podem ser generalizados para a categoria
das C*-algebras nao unitais, no entanto como o objetivo desta dissertagao era estudar
uma C*-algebra que é unital nos restringimos a esta categoria. Além disso, toda vez
que nos referirmos a um homomorfismo, estamos nos referindo ao homomorfismo da ca-
tegoria em questao, por exemplo, quando estivermos falando de x-dlgebras normadas,
0s homomorfismo, sao os *-homomorfismos contrativos e assim por diante. Quando
nos referirmos aos ideais, também estaremos nos referindo aos ideais da categoria, por
exemplo, toda vez que nos referirmos aos ideais de uma C*-algebra, estamos nos refe-
rindo aos ideais bilaterais fechados, a menos que se diga o contrario. Também, todos

os espacos topoldgicos e conjuntos considerados serao nao vazios.



Capitulo 1

C*-algebra gerada por uma

iIsometria

Sejam H um espago de Hilbert separavel e U € B(H), onde B(H) denota a élgebra dos
operadores lineares e limitados sobre o espago de Hilbert H, com unidade denotada
por 1 (observe que a unidade desta dlgebra ¢é a aplicagao identidade sobre H), tal que
U*U = 1, ou seja, U é uma isometria. Considere a sub-C*-dlgebra de B(H) gerada
por U, isto é, a menor sub-C*-dlgebra de B(H) que contém U, que denotaremos por
C*{U}. O que podemos determinar da estrutura de C*{U}? Veremos que podemos
dizer muito a respeito desta C*-algebra. Vamos primeiramente fixar a notagao.

Um operador S € B(H) é dito ser um operador de shift a direita sobre H, quando
existir uma base ortonormal {e;}3°, C H, tal que S é o operador determinado por
S(e;) = e;y1, para todo i € N. No que segue, nos referiremos ao operador S sim-
plesmente por um shift. Por um shift de multiplicidade «, entende-se a soma direta
de a copias de S, agindo sobre o espaco de Hilbert, que é a soma direta de « cépias
de H, onde a € NU {oo}. F(H) denotara o ideal (bilateral que nao é fechado) dos
operadores de posto finito sobre H e IC(H) o ideal dos operadores compactos sobre H.

Para comegar, sabemos que uma isometria é um operador muito bem determinado.

Pelo teorema de Wold-Von Neumann (ver teorema 3.5.17 em [14]) temos que
(i) ou U é um operador unitario;
(ii) ou U = S, onde S, denota um shift de alguma multiplicidade « ;
(ili) ou U = W & S,, onde W é um operador unitdrio.

Portanto, na secao 1.1 iremos estudar a C*-algebra gerada por um shift, na segao

1.2 iremos estudar a C*-algebra gerada por um operador que é a soma direta de um



unitario com um shift, e finalmente na secao 1.3, estudaremos o caso geral: a C*-
algebra gerada por uma isometria. Na ultima secao deste capitulo, veremos que a
C*-algebra gerada por uma isometria é isomorfa a C*-algebra universal gerada por
uma isometria. Além disso, mostraremos que a C*-dlgebra gerada por uma isometria
¢é isomorfa a C*-dlgebra gerada por um shift.

Este capitulo teve como base o artigo [2].

1.1 A (*-algebra gerada por um shift

Nosso primeiro objetivo serd estudar os ideais de C*{S}.
Dados y,z € H arbitrarios, defina o operador Q, ., € B(H) tal que, para todo
x € 'H, é dado por
Q. (x) = (z,y)z.

Sabemos que F(H) é o espago vetorial gerado pelas projecoes de posto um (ver
teorema 2.4.6 em [14]), e que toda projecao P € B(H) de posto um ¢é da forma €, .,
para algum = € H unitdrio; e, como F(H) ¢é denso em IC(H) (ver teorema 2.4.5 em
[14]), segue que IC(H) ¢ o menor subespago fechado de B(H) que contém todos os

operadores (), ., ja que todo operador de posto um ¢ desta forma.

Teorema 1.1.1. A C*-dlgebra C*{S} contém o ideal dos operadores compactos K(H)
e, para qualquer ideal I ndo trivial de C*{S}, K(H) C I.

Demonstracao. Para demonstrar que dado qualquer ideal I nao nulo da C*-4lgebra
C*{S}, K(H) C I, mostraremos que para todo y,z € H, , . € I, donde seguird o
resultado, pela observacao feita acima, ja que I é fechado.

Seja © = (xg, x1, T2, - -) € H arbitrario; note que

(1 — SS*)(m) = 1(33) — SS*(SC) = (xo,IhIz, e ) - SS*('IO7:C17$27 o )
= (20, 71, Tg, -+ +) — S(1, 72, )

- (.170,1'1,{[‘2, o ) - (07'%171'27 T )

= (

3707()’ 07 o ) = Po(flf),

donde segue que Py = (1 — 55*) € C*{S}. Mas, temos também que Py € K(H), pois
Py tem posto um. Logo, C*{S} N KC(H) é um ideal nao nulo de C*{S}.
Seja I um ideal nao trivial arbitrério de C*{S}; entao, existe T' € I operador nao

nulo, logo T*T € I. Como T é nao nulo, existe N € N tal que ||T(ey)]| # 0.



Agora note que, para m € N arbitrario, temos que

SmPO(‘Sm)*(x) = SmPO(S*)m(x()a Sy Tm—1, Ty g1, " )
= S"Py(Tmy Tmi1, ) = S™ (T, 0, )
= (()7... ,0,$m,0,"') :Pm(x),

donde segue que P, = S™P(S™)" € C*{S}. Logo, PNT*T Py € I.

Mas, também temos que

PyT*TPy(z) = Z (PNT*TPy(z),ei)e; = Z (T"TPn(x), Pn(e:))e

= <T*TPN(I),PN(€N)>6N = <T*TPN<I>,6N>€N

= (z, PNT"T(en))en = <Z (x,ei>ei,PNT*T(eN)>eN

1=0

donde segue que Py € I, ja que ||T(en)| # 0.

E, como

(SN)*PNSN(@") = (S*)NPNSN(QSO, 5 IN-1, TN, TN, - )

- (5*)NPN(0,... 0, T, 1, ) = (g*)N((L... .0, 20,0, - - -

= (x070> o ) = P0<x>7

temos que Py = (SN)*PNSN el.

Agora observe que, dado y € ‘H arbitrario, y = Z yi€;, entao
i=0

2 2 2
lyl* = (e > =D luil * < +o0;
=0 =0



logo, dado ¢ > 0, existe [ € N, tal que

> lwil* <€ (1.1)
i=l

! 1
Também, temos que Z yie; = Z ;5% (eo); portanto, podemos definir um po-
i=0 i=0
linébmio em S, dado por

p(S) = Z St e C*{S}.

Logo, dados € > 0 e y € H arbitrarios, existe um polinomio p(S) € C*{S}, tal que
[p(S)(eo) — yll < e, pois

l 2

lp(S)(eo) = ylI* = }jwyww—_ yiei

2

! o)
E Yi€i — § Yi€;
i=0 i=0

i=0

= _Z yi€il| = Z Yi€i|| = Z (Y, &) 2

i=l+1 i=l+1 i=1+1
= Z |y$| ? < 527
i=l+1
pela equagao 1.1.
Portanto,
Ip(S)(eo) —yll <e. (1.2)



logo,

l 00
Pyo (p(S) :PO(ZZ vi(S7) fl%)
=0 7=0
= P50, Towr, ) + (Fran T )+ - + (T T, )
l
=D
=0
Como

l 00
() (c0)—peeo (¥) = (2, (S)(€0) — y)eo = <a: PR RCIEDS yi€i>€0
=0 =0

= <g;7 —iyiei>eg = <— i yiei,$>€0
I+1 1=l+1

E yz x 61 €y = E Yi T; €g,

i=l+1 i=l+1

temos que

I(Fo o (p(5)" = Qy.eo) (@)l = [[Po © (p(S))" () = Qe (2) | =

Zyza;ze() > €o

'| Zyzxzeﬁ

=0 1=0 i=l+1
o0
= || Y Tiwico|| = |s)co)-veo ()]
i=l+1

< 1%(8) (e0)—veco | 11211,

e portanto

120 © ((8))" = Qyeoll < [|Qois)eor-veeol| < 1P(S)(e0) = ylllleoll <&,

pela equacao 1.2, donde segue que €, ., € I.
Agora, de forma andloga a construgao do polinomio p(S), dado z € H qualquer,
k
podemos construir um polinémio, ¢(5) = Z’ZZ S € C*{S}, tal que dado ¢ > 0,
i=0



la(S)(eo) — =]l < Tl

Portanto, dado € > 0 arbitrario, temos que

1(g(S) 0 Qyeo = Q2y2) (@) = [1g(S) 0 Qy e () = Qy ()| = 4(S) (2, y)e0) — (2, 9)2]
= [I{z, )(a(S)(eo) = 2) I = [{z, 9)] llg(S)(eo) — 2]
< llz[lllylle,

donde segue que

lq(S) o Qyeo — QyZH <E.

Logo, como I ¢ fechado, €2, ., € I, mas como y,z € H foram tomados arbitra-
riamente, segue que, I contém todos os operadores de posto um, donde segue que
K(H) C 1.

Por fim, tomando I = C*{S}, segue que a C*-dlgebra C*{S} contém o ideal dos

operadores compactos.

Corolario 1.1.2. A C*-dlgebra C*{S}é densa em B(H), na topologia forte, ou seja,

a topologia da convergéncia pontual na norma de operadores.

Demonstracao. Como K(H) é fortemente denso em B(H) (ver exemplo 2.4.9 em [1]),

e pelo teorema anterior KK(H) C C*{S}, o resultado segue.
[ |
Coroléario 1.1.3. Um shift nao tem subespacos reduzidos, exceto os triviais {0} e H.

Demonstragao. Relembrando, um operador T € B(H) é dito redutivel, se existe
V CH, que é denominado reduzido, tal que T(V) CV e T(V*) C V*. Sabemos
que

T(VH) CVieTH(V)CV.

Entao, se existe V. C 'H tal que S(V) C Ve S*(V) C V, como C*{S} é fortemente
densa em B(H), temos que para todo T' € B(H), T(V) CV e T*(V) C V. Portanto,
V={0}ouV ="H.

Definicao 1.1.4. C*{S} ¢ denominada a dlgebra de Toeplitz.

Teorema 1.1.5. A C*-dlgebra C*{S}/K(H) ¢ isomorfa a C(S'), onde S' denota o

circulo unitdario complezo.



Demonstragao. Primeiramente, vamos verificar que C*{S}/KC(H) é comutativa. Seja
7 B(H) — B(H)/K(H) a projegao candnica, e note que C*{S}/K(H) = C*{n(S5)}.
Logo, para mostrarmos que C*{S}/K(H) é comutativa, basta mostrarmos que 7(S*S) =

m(55%), pois deste fato, segue que w(S) é normal, ja que
7(S*S) = 7(SS*) = 7(9)"n(S) = 7(S)7(S)",

e sabemos que a C*-dlgebra gerada por um elemento normal é comutativa (ver exercicio
3.3.9 em [15]).
Agora, para mostrar que 7(S*S) = 7w(SS*), mostraremos que S*S — SS* € K(H).

Tome x € 'H arbitrario e observe que

(5*5 - SS*)(x) = S*S($0,$1>9€27 o ) - SS*($0,CU17I27 o )
= S*(0, 1,29, -+) — S(x1, 22, )
- (x()wrlax?a o ) - (O7x17x2a o )

= (270,0,0, - ) = Po(il,'),

donde segue que S*S — SS* = P, € K(H).
Portanto C*{S}/K(H) é comutativa. Logo,

C*{S}/K(H) = C(a(n(5))),

onde o(m(S)) denota o espectro de 7(.S) (ver proposi¢ao 3.3.10 em [15]).

Vamos portanto determinar o espectro de 7(.S). Como 7(.S) é também um elemento
unitério, segue que o(7(S)) C S' (ver proposicio 3.3.11 em [15]). Agora, dado X € S
arbitrario, o operador Uy € B(H) dado por U, = diag, .y (A") é um operador unitario
tal que ADU, = U, S, ou seja, AS = U,\SUA_1. Assim, temos que

Ao (m(S)) = o(An(S)) = U(W(UA)W(S)W(U;I)) = o(m(9));

segue-se dai que o(7(S)) é um subconjunto de S' que é invariante por rotacoes ar-

bitrarias, donde temos que o(7(S)) = S'. Portanto,

C*{S}/K(H) = C(SY).
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1.2 A (C*-algebra gerada pela soma direta de um

operador unitario com um shift

Sejam Hy, Hs C H, tais que H = H; & Ho, W um operador unitario sobre Hy, e S
um shift sobre H,.
Veremos nesta secao que os resultados obtidos na segao anterior, para a C*{S},
podem ser traduzidos para o contexto da C*{W @& S}, de uma forma muito natural.
Comecaremos com um lema técnico, que serda de grande utilidade nas préximas

demonstragoes.

Lema 1.2.1. Se T} @ T, € C*{W @& S}, entdo
I3[ < o (T2)]),

onde my : B(Ha) — B(H2)/K(H2) € a projecao candnica.

Demonstracao. Existe uma seqiiéncia de polinomios, em duas varidaveis nao comutati-

vas,
pn(gj7 y) = Z ag;”)lk I‘il yiz JZiS ce yik’

tais que p, (W, W*) — T e p, (S, S*) — T; na topologia da norma. Esta é apenas uma

maneira de expressar que 77 @ Ty é um limite de elementos da C*{W @ S}.

Entao, dado € > 0, existe um N € N tal que, para todo n > N, temos que
[Pa(72(5), m2(S7)) = ma2(T2) || = [|m2(pa(S, S¥) = T2)|| < [Ipa(S, 57) — Ta|| <,

e portanto,
pa(m2(S5), m2(57)) — ma(T).

J& que my(S) é normal e o(my(S)) = S',
sup 0 (A A)] = [[pa (A A) || = [1pa(m2(S), w2 (S| — llma(T2)]].
c 1
Analogamente, considerando C*{W}, obtemos que

sup  [pn (A A)| = (o (W, W) — | T
Aea(W)

Logo, como o(W) C S, ji que W é unitdrio, temos que ||T1| < ||m2(T3)]|-
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Teorema 1.2.2. C*{W @ S} € isomorfa a C*{S}.

Demonstracao. Seja P = {p(W & S,W* & S*)|pé um polinomio}. Claramente P C
C*{W @ S} e é denso. Defina a seguinte aplicagao:

p: P — C*{S}
pW e S, W e S*) — p(S,S).

Note que esta aplicacao é claramente um homomorfismo. Além disso, tomando

p € P arbitrario, temos que
(W, W) @ p(S @& 5%)|| = max([[p(W, W), [[p(5, S*)]);
mas, pelo lema anterior, ||p(W, W*)|| < ||p(S, S*)||, logo
(W, W*) @ p(S & 5%)[| = [[p(S, 57|

Portanto, ¢ estende-se para uma isometria de C*{W @ S}, sobrejetivamente sobre
C*{S}, pois a imagem de ¢ é densa em C*{S}. Logo, ¢ é um isomorfismo.

Corolario 1.2.3. C*{W @& S} tem um tunico ideal nao trivial minimal (W & S), tal
que
CH{W e S} IWaS)=C(S).

Demonstragdo. Pelo teorema 1.1.5, temos que C*{S}/K(H) é isomorfa a C(S') e
como pelo teorema anterior, temos que C*{W @ S} ¢é isomorfa a C*{S} o resultado

segue.

Teorema 1.2.4. I[W @ S) =0 & K(Ha) = K(H)NC*{W & S}, onde IW @ S) €

C*{W & S} € o ideal minimal nao trivial, mencionado no coroldrio acima.

Demonstragao. Visto que
WS Y WeS)—-(WaeS) (W e S*)=(WWaS*S)—(WW*a SS*) = (0 & FR),

vemos que IC(H) N C*{W @ S} < C*{W & S} é nao trivial. Agora, suponha que J é
qualquer ideal nao trivial de C*{W @ S}. Pelo lema 1.2.1, se T®V é um elemento nao
nulo de J, entdo V' # 0. Por isso, para algum N € N, temos que ||V (fn)|| # 0, onde
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{fu}y é abase de Ha. A demonstracio que 0 &IC(H,) C J é andloga a demonstragao

do teorema 1.1.1. Como pelo teorema anterior (K (Hz)) C 0 & K(Hs), segue que
IW @ S) = p(K(H2)) =0 & K(Ha).

Além disso, se T @V € K(H)NC*{W @& S}, entao T € K(H1) e V € K(Ha),
e novamente segue do lema 1.2.1 que ||T|| = 0, sendo assim 0 & K(Hz) = K(H) @
CH{W @ SY.

1.3 O caso geral

No caso em que U € B(H) é uma isometria arbitraria, podemos usar o teorema de

Wold-Von Neumann (ver teorema 3.5.17 em [14]) que nos diz que:
(i) ou U é um operador unitario;
(ii) ou U = S, onde S, denota um shift de alguma multiplicidade « ;

(ili) ou U = W @ S,, onde W é um operador unitdrio.

No primeiro caso, C*{U} é isomorfa a C'(c(U)). No segundo caso, a aplicagao
S < S,, induz um isomorfismo sobre C*{U} e C*{S}, assim a teoria da se¢do 1.1
estende-se para C*{U}. No tltimo caso, a aplicacdo W & S <« W @ S, induz um
isomorfismo entre C*{U} e C*{W & S}; assim, a teoria da se¢do 1.2 estende-se para
C*{U}. Nos casos (ii) e (iii), veremos na préoxima secao que C*{U} = C*{S} e,
portanto, existe um tinico ideal ndo trivial minimal I(U) tal que C*{U}/1(U) = C(S").

Deste modo, a estrutura algébrica é independente de W e a.

1.4 A (*-algebra universal gerada por uma isome-
tria

Seja U € B(H) tal que U*U = 1 e UU* # 1, ou seja, U é uma isometria que nao
¢ unitaria. Sejam também G = {T'} e R = {T*T = 1}. Claramente o par (G,R) ¢
admissivel, logo existe C*(G,R) .

Teorema 1.4.1. C*{S} = C*(G,R) .
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Demonstracao. Defina

p:G — C{S}
T — S

Note que p é uma representacao de G que satisfaz R, ja que a sua extensao algébrica

p ¢ tal que

IB(TT = 1)) = [|o(T)"o(T) - p(1)]| = [|5"S — 1] = 0.

Portanto, pela propriedade universal de C*(G, R), existe um tnico homomorfismo

v, tal que o diagrama abaixo comuta:

c*{S}
\ /
C*(G,R)

Logo, ¢(«(T)) = p(T) = S.
Agora construiremos um homomorfismo que serd o inverso de .

Sabemos que existe 7 : C*(G,R) — B(f] >, uma representacao isométrica, para

algum espaco de Hilbert H (ver teorema 3.4.15 em [15]). Portanto, 7(T) é uma
isometria em B(ﬁ), onde T denota a classe de T em C*(G,R) . Logo 7(T) = W& S,
onde W é um operador unitario e S, é um shift de alguma multiplicidade . Como

W é unitario, temos que
C{W}=C(o(W)) = C(X),

onde X é um subconjunto fechado de S*.

Vamos definir um homomorfismo v; : C*{S} — C*{W}, da seguinte maneira:

{8} —=C{w}

J

C(8") —— ()

onde ¢ : C*{S} — C(Sl) é a projecao canodnica sobre o ideal dos compactos, com-
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posta com o isomorfismo entre C*{S}/K(H) e C(S'),

n:C(Sl) — C(X)
f I f|X7

ou seja, n ¢ simplesmente a aplicagao de restricao sobre X e 6 é o isomorfismo dado
pelo teorema do cdlculo funcional continuo (ver proposi¢ao 3.3.10 em [15]). Logo,

v1 =6 o n oq. Note que,

N(S) =0 0mnoq(S) =0 on(fr)=0(filx) =W,

onde f; : X — C é a aplicacao identidade restrita a X.
Agora, iremos construir um homomorfismo 7, : C*{S} — C*{S,}. Sabemos que

para qualquer espaco de Hilbert He qualquer k£ € N* U {00}, a aplica¢ao

W:B(f[) — B(@f:1ﬁ>
| N

é um isomorfismo; logo, a aplicacao

YO0V} — Cc*{VF}
Vo — @lev

também é um isomorfismo.

Portanto, a aplicacao

72 CH{SY — C{elLS)
Vio— oLV

estd claramente bem definida, e ainda, v5(S) = S,. Logo,
M@ YOS} — B(ﬁl) ® B(fh) C B(ﬁl ® fb) - B(ﬁ),

onde fAll, H, sio espagos de Hilbert tais que W(T) 7, =We W(T) |7, = Sa-

Agora, note que
N @ 2() = () ® %(9) =W @ So ==(T),
e ainda, claramente v, @ 42(C*{S}) C C*{n(T)}. Como C*{n(T)} = C*(G,R),
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fica bem definida a aplicacao

¢:C{S} — C*(G,R)
S — T,

onde p =7 1o (71 & 72).
Portanto, como claramente ¢ e ¢ sdo uma o inverso da outra, segue que, C*{S} =

C*(G,R) .
[

Observacgao 1.4.2. Sempre que definirmos uma aplicagao f, no intuito de mostrar
que ela é uma representacao de um par (G,R), denotaremos por f a sua extensao

algébrica.

Corolario 1.4.3. Sejam U € B(H) tal que U é uma isometria que nao € unitdria e
C*(G,R) aC*-dlgebra universal gerada por uma isometria. Entao C*{U} = C*(G,R) .

Demonstracao. Como U é uma isometria, podemos escrever U = S @ Z; entao
H="Hi ® Hs e S éum shift sobre H;. Agora, note que

p:C{U} — C*{S} C B(H,)
Vo Plo(v|7‘(1)7

onde P; denota a projegao ortogonal de H sobre H;(N), esta claramente bem definida
e, ainda, p(U) = S. Observe também que ¢ é claramente um homomorfismo, ja que
leva gerador em gerador e um operador em C*{U} estd associado a uma matriz de
operadores que ¢ diagonal por blocos.

Pelo teorema 1.4.1 temos que

¢:C*{S} — C*(G,R)
S +— T,

¢ um isomorfismo. Desta forma, temos o seguinte homomorfismo: ¢ o ¢ : C*{U} —
C*(G,R) , onde ¢ o p(U) = T. Como da propriedade universal de C*(G,R) temos
um homomorfismo de C*(G,R) em C*{U} que é claramente a inversa de ¢ o ¢, segue
que C*{U} 2 C*(G,R) .
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Capitulo 2

Conceitos Basicos e Resultados

Preliminares

Neste capitulo 2 trabalharemos, a menos de algumas defini¢coes e exemplos, na ca-
tegoria das algebras, para depois, no capitulo 3, nos restringirmos a categoria das
C*-algebras, na qual o restante do trabalho sera desenvolvido.

Antes de definirmos o que é um produto cruzado parcial algébrico, precisaremos
estudar algumas defini¢oes e resultados de agoes parciais e representacoes parciais.
Uma vez feito isto, definiremos o produto cruzado parcial algébrico; uma das primeiras
perguntas, que surge naturalmente apds a construcao de uma estrutura algébrica, com
uma aplicacao produto definida nela, é quais propriedades esta aplicacao satisfaz,
sendo talvez a associatividade a mais basica delas. Veremos entao sob quais condigoes
o produto parcial algébrico serd associativo e, para isto, precisaremos desenvolver
algumas ferramentas da teoria de algebra de multiplicadores. Por fim, demonstraremos
que a algebra parcial de grupo serd isomorfa a um produto cruzado parcial algébrico,
servindo como uma motivacao para buscarmos uma versao aprimorada deste resultado,
na categoria das C*-algebras, o que sera feito na seqiiéncia, no capitulo 3.

Este capitulo teve como base o artigo [3].

2.1 Acoes parciais

Definicao 2.1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma a¢do parcial o de G
sobre X, é um par ordenado ({Dg}gec, {O‘g}gec)v onde para todo g € G, D, é um

subconjunto de X, oy : D1 — Dy é uma bijecao e satisfazem os seguintes axiomas:
(i) D, = X
(11) Oz;l(Dh N Dgfl) Q D(gh)—l;
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(ili) Vo € ap-1(Dyp, N Dy-1), ago ap(z) = agn().
Se para todo g € G, D, = X, dizemos que « é uma a¢ao global de G sobre X.

Portanto, a definicao de uma agao parcial, ¢ uma generalizacao do conceito de agao
global, que usualmente, é denominada apenas por agao.

Note que as condigoes (ii) e (iii) acima, nos dizem que a fungao «,, ¢ uma extensao
da fungao ay oy, pois Dom(ag0ay) = a; ' (Dy N Dy-1) € Diypy-1 = Dom(ayy,), e para
qualquer z € a,-1(Dy N Dy-1) = Dom(ag 0 o), g 0 ap(x) = agn().

Observe ainda que, tomando g = h~! no item (iii), para qualquer = € a; '(Dy,) =

Dy-1, temos que
Q-1 O Oéh<'r) = ah—lh(.flj) = Q-1 0 Oéh(il?) = x;

analogamente, tomando g = h e h = h™! no item (iii), para qualquer x € a,}ll (Dp-1) =
D), obtemos,

ap o ap-1(x) = app-1(x) = ap o ap-1(x) = x.

-1
Portanto, ap-1 = o, .
Seguindo a seqiiéncia de observagoes, temos que a condigao (ii), na defini¢do acima,

¢é equivalente a seguinte: para quaisquer g, h € G,

Ckh—1<Dh N Dg—l) = Dh—l N D(gh)—l. (21)

A equagao 2.1 claramente implica (ii), portanto vamos verificar que (ii) implica na
equagio 2.1. De (ii) temos que ;' (D, N Dy-1) C D gp)-1, mas o, (DN Dy-1) C Dy-1,
logo

a;l(Dh N Dg—l) C Dyp-1 N D(gh)—l-

Substituindo na equacao acima, h por h™! e g por gh, nés obtemos
;! (D1 N Digny-1) € Dy, N Digpp-1)-1 = Dy, N Dy-1.
Portanto,
Qap-1 0 ay, (Dh—l N D(gh)—l) C ap-1(Dy N Dy-1) = D1 N Dgpy—1 € ayp-1(Dy N Dy-1).

Logo, Oéh71(Dh N Dgfl) =Dy N D(gh)fl.

Por fim, as condigoes (i) e (iii) nos dizem que «, é a aplicacdo identidade de X,
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pois temos que para todo =z € a; (D, N D,) = D, = X,
Qe 0 e (T) = () = () = .

Exemplo 2.1.2. Sejam X,Y conjuntos tais que X CY, G um grupo, B(Y) =
{f:Y — Y | fébijecao} e §: G — AB(Y) uma agdo de grupo.

A partir de B vamos definir uma acdao parcial de G sobre X. Defina para todo
gEG, Dyr ={z € X | By(z) € X} =X NP-1(X) e

ag:Dg1 — Dy

r — Gy(x).

Claramente para todo g € G, Dy C X e oy € uma bijecao por construgao. Os
aziomas (i) e (i) de a¢do parcial sdo diretamente satisfeitos por o, pois [ € uma
agdo. Vamos portanto verificar o azioma (ii), isto €, que a; (D, N Dy-1) C Dgy-1.

Note que

ap, ' Dy, — Dy

r — Oh-1(x) :ﬁgl(:v)

Agora tome x € a,;l(Dh N Dy-1) arbitrdrio; entao, existe y € Dy N Dy-1 tal que
r =, Ny) = Bp-1(y). Comoy € D, N Dy-1, temos que y = Br(z) ey = By-1(w)
para algum z,w € X. Entao, temos que

v =0 (y) = Fu-1(y) = Bur (B2 (W) = Bumrgr (w) = Bgmy-+(w),

donde seque que x € D(gp)-1.

Portanto o € uma ag¢ao parcial de G sobre X.

A definicao de uma acao parcial é um conceito que pode ser estendido para varias

categorias, COmo veremos no que segue.

Definigao 2.1.3. Seja G um grupo e X um espago topoldgico. Uma ac¢do parcial o
de G sobre X, é uma acao parcial o de GG sobre o conjunto X, onde para todo g € G,

D, é um aberto de X e oy é um homeomorfismo.

Definicao 2.1.4. Seja G um grupo e A uma algebra. Uma acdo parcial o de G sobre
A, é uma acao parcial o de G sobre o conjunto 4, onde para todo g € G, D, é um

ideal de A e o, ¢ um isomorfismo.
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Defini¢ao 2.1.5. Um sistema dinamico parcial, é uma tripla ordenada (A, G, «v), onde

A é uma algebra, G é um grupo e o é uma agao parcial de GG sobre A.

Esta é uma definicao que nos sera muito 1til, visto que, ao nos referirmos a um
sistema dinamico parcial, estaremos nos referindo a dlgebra, ao grupo e a agao parcial

desta dlgebra neste grupo.

Exemplo 2.1.6. Sejam X um conjunto, G um grupo, o uma ac¢ao parcial de G sobre
X e K um corpo. Defina A ={f: X — K| f € funcao}. Note que A é uma dlgebra
com as operacoes ponto a ponto.

Queremos a partir de o construir uma ac¢ao parcial de G sobre A. Como a € uma
acao parcial, existem para todo g € G, os subconjuntos Dy, e a partir deles vamos

definir ideats I, de A, da sequinte forma:

ly={f € A|Vz & Dy, f(x) = 0}

Note que para todo g € G, 1, claramente € um ideal de A. Agora para g € G

arbitrdrio, defina 8, : I+ — I, tal que para qualquer f € I,

foa,1(z), sex € Dy,
0, sex & Dy.

Vamos verificar primeiramente que, para todo g € G, 0, € um isomorfismo.
Tome g € G arbitrdrio.

e Homomorfismo: Note que para quaisquer f,h € I, a € K e x € Dy temos que

1. (Oy(af + h))(z) = (af + h) o ay1(z) = af o g1 (x) + ho oy ()
= (aby(f))(x) + (04(h)) (),
e portanto, Oy(af + h) = aby(f) + 04(h);

2 (g (f)) () = (fh) 0 cg-r(x) = (fh)(ag-1(x)) = f(ag-1(x))h(ag-1(z))
= (foag(x))(hoag1(x)) = (6,(f))(x)(0y(h))(x),

e portanto, 8,(fh) = 0,(f)0,(h).

o Injetividade: Tome f € I,—1 tal que 04(f) = 0. Entao, para todo x € D,,
(Oy(f))(x) =0, isto €, foay1(x) =0, e como a1 € inversivel, seque que para todo
x € Dy, f=0, eportanto, f =0, jd que por defini¢cdo, para todo x € X\D,, f =0.

o Sobrejetividade: Tome h € I, arbitrdria. Defina
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hoay(z) = hoay(z), sex € Dy
0, sex ¢ Dy-1.

Note que hoay € Ig-1 e, além disso,

1. sex € Dy-1, 0y(hooy) =hoagoay1=h

2. sex ¢ Dy—1, 0=0y(hoay) =h.

Portanto, 0,¢ um isomorfismo.

Agora vamos verificar que 0 satisfaz os axiomas de acao parcial. Tome g, h € G

arbitrarios. Entao, temos que
(i) 1. = A por vacuidade.

(ii) Queremos mostrar que O (I N Ig-1) C Igpy-1. Paraisto, tome f € Op—1 (L N 1y-1)
arbitrdria; entdo, para alguma § € I, N 11, f = 0,-1(§). Temos que provar que
I € Iigny-1, logo basta mostrarmos que para todo x & D(gpy-1, f(x) = 0. Note
que por § € I, N 1,1, temos que

Vo ¢ Dy, £(z) =0,eVa & Dy, {(x) =0,

logo para todo x ¢ D N Dy-1, &{(x) = 0.

Note também que

f(2) = (0h1())() = { Eoan(a), sex € Dy

0, sex & Dp-1.

Tome x ¢ Dgp)-1; relembrando, queremos mostrar que f(x) = 0.

o Caso 1: Se x & Dy-1, entao f(z) = 0.

e (Caso 2: Sex € Dy-1, entao temos que
f(x) = §oan(z) = &(an(x)).

Sabemos que se z € X\(Dy, N Dy-1) = (X\Dy)U(X\Dy-1), entao &(z) = 0.
Como oy (x) € Dy, vamos mostrar que ap(x) ¢ Dy-1, donde sequird que
f(z) =&(an(z)) =0, como queriamos.
Suponha que ap(x) € Dy-1; entao, ap(x) € Dy-1 N Dy, mas como o € agdo
parcial, temos que

z = a1 (an(x)) € Dign-1,
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0 que € uma contradicao, jd que tomamos x & D gpy-1.

Portanto, f € Iigny-1, donde seque que Oy (I N Ig-1) C Iigpy-1.

(iii) Queremos mostrar que para toda f € Op—1(I, N I-1), 040 04(f) = Ogn(f). Tome
f € 0y-1(I, N I-1) arbitrdria, entdo temos que

(0,0 0u(f))(x) = { gh<f> o ag_l(a:), zz i Z ggj.

Mas temos ainda que se x € D,

On(f)oay1(z) = { é”o ap-1(ag-1(z)) = f o (ap-100a,-1)(z), zz Zg_iég Z g;“

Agora note que x € Dy e ay-1(x) € Dy, se, e somente se, x € ag(Dp N Dy-1),
logo

(g 0 On(f))(x) =

_ fo(ap-10a4-1(z)) = fo gyt (x), sex € ag(DyNDy-1) = Dgp, N Dy;
0, se x & ag(Dp N Dy-1) = Dy, N Dy,
ja que v € agao parcial.

Como

temos que

(a) se x € Dy, N Dy, entdo 8,0 0,(f) = On(f).
(b) se x ¢ Dy, N D,, entdo

A gny-1(2) & gpy-1(Dgh N Dyg) = agpy-1(x) ¢ Dgpy=1 N D

= foayy-1(x) =0
e, portanto, 0,0 0, (f) = O,u(f).
Logo, seque que para toda f € 0-1(Dyp N Dy-1), 040 0,(f) = Ogn(f).

Portanto 6 € uma acdao parcial de G sobre A.
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Definigao 2.1.7. Seja G um grupo e A uma *-algebra normada. Uma ag¢ao parcial o
de G sobre A , é uma acao parcial o de GG sobre a algebra A, onde para todo g € G,

oy ¢ um isomorfismo isométrico.

Definigao 2.1.8. Seja G um grupo e A uma C*-algebra. Uma a¢do parcial o de G
sobre A4, é uma agao parcial o de G sobre o conjunto A, onde para todo g € G, D, é

um ideal fechado de A e o, ¢ um isomorfismo de C*-algebras.

No que segue, veremos um exemplo que serd de grande importancia no capitulo 3;
nele, a partir de uma acao parcial de um espaco topoldgico localmente compacto
Hausdorff X, construiremos uma agao parcial de C*-algebras sobre Cy(X), que é a C*-
algebra das fungoes continuas de X em C que se anulam no infinito, isto é, f € Cy(X)
precisamente quando f : X — C é uma funcao continua tal que, para qualquer ¢ > 0,
existe um subconjunto compacto K C X tal que, para todo = ¢ K, |f(x)| < e. Serd
de grande importancia caracterizarmos os ideais desta C*-dlgebra. Sabemos que se
I < Cy(X) é fechado, entdo existe U C X aberto tal que I é a C*-dlgebra das fungoes
continuas de X em C que se anulam no infinito de X e se anulam no complementar
de U, ou seja, se f € I, entdo para todo x € X\U, f(z) = 0 (ver exercicio 3.2.3 em
[15]). Denotaremos esta C*-algebra por Co(U).

Na préxima proposicao veremos uma identificagao da C*-dlgebra 6’0(U ) com a C*-
algebra Cy(U), ou seja, a C*-dlgebra das fungoes continuas de U em C que se anulam

no infinito de U.
Proposicao 2.1.9. Cy(U) e Co(U) sio C*-dlgebras isomorfas.

Demonstragao. Tome f € Cy(U) arbitraria. Queremos definir a partir de f uma
funcao de 50(U ); é natural pensarmos em estender f para X como simplesmente sendo
a fun¢ao nula em X\U. A primeira dificuldade estd em mostrar que esta extensao é

continua. Defina a funcao g como sendo

f(z), sexeU;
0, se v € X\U.

Vamos verificar que g é continua. Dado z € U arbitrario, como U ¢é aberto e
glu = f, temos que g é continua em z; além disso, para todo z € X \U, onde U denota
o fecho de U relativo a X, e como g¢| x\v = 0, de modo analogo temos que g continua
em x. Logo, sé nos resta verificar a continuidade de g em U\U. Tome zq € U\U e
e > 0 arbitrarios. Considere a bola centrada em g(z¢) de raio £, que denotaremos por

B(g(xp),¢€); entao, existe K C U compacto tal que, para todo x € U\ K,

3

9@ =1f@) <2
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(tal compacto existe, pois f € Cy(U)). Estamos em busca de uma vizinhanga V' de zg
tal que g(V) C B(g(xg),e). Como K também é um compacto relativo a X (a nogao
de compacidade independe do espago ambiente), podemos tomar V = X\ K (K é um
subconjunto fechado de X (ver teorema 17.5 em [17]). Claramente zo € V e, além
disso, para todo x € V temos que

<

9(2) — 9wl < lg(a)] +lg(m)l <5+

:5’

donde segue que g(V) C B(g(wo), ) e portanto g é continua em U\U.

Vamos agora verificar que g se anula no infinito de X. Dado ¢ > 0 arbitrario, como
f € Cy(U), existe K C U compacto tal que, para todo x € U\K, |f(z)| < e, mas
como a nocao de compacto independe do espago ambiente, podemos tomar este como
sendo o compacto de X, e como a fungao g se anula para todo z € X\U, temos o

desejado. Sendo assim, fica bem definida a seguinte aplicacao:
p:Co(U) — Co(U)
f— g

onde g é como definida acima. ¢ claramente é C-linear, separa produto e preserva a

involugao. Logo, sé nos resta verificar que ¢ é uma bijecao.

e Injetividade: se f € Cy(U) é tal que ¢(f) = 0, entdo em particular f se anula
em U, e portanto f = 0.

e Sobrejetividade: dada g € 50(U ) arbitraria, considere a fungao g|y, que é clara-
mente continua. Vamos verificar que g|y se anula no infinito de U. Dado £ > 0

defina o seguinte conjunto:

F={zecUl|lglu(x)] >e}.

F é claramente fechado em U. Além disso, como g € Cy(U), existe K C X
compacto tal que, para todo z € X\K, |g(z)| < e. Entdo, tome K=KNF

que é um subconjunto compacto de U e note que
reU\KezecU\(KNF)sze (U\K)U (U\F).
Logo,

— sex € U\K, entao x € X\K, e dai segue que |g(z)| <e.
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— se xz € U\F, entao por defini¢ao de F, segue que [g(x)| < e.
Sendo assim, g|y se anula no infinito de U, donde segue que ¢(g|y) = g.

Portanto ¢ é um isomorfismo.
|

Exemplo 2.1.10. Sejam G um grupo, X um espaco topoldgico localmente compacto
Hausdorff e ({Xg}geG, {Qg}geG> uma ag¢ao parcial de G sobre X. A partir desta a¢dao
parcial de espaco topoldgico, iremos construir uma acao parcial de C*-dlgebras sobre
Co(X).

Defina, para todo g € G,

Dy ={f € Co(X) [Vz ¢ Xy, f(zx) =0}
entdo, sabemos que Dy <1 Co(X) (ver exercicio 3.2.3 em [15]); defina também

O./g . Dg—1 — Dg

onde
fob,1(z), sexe Xy

ay(f)(@) ={ ) rix

Note que oy estd claramente bem definida, jd que para toda f € Dy-1, ay(f) se
anula fora de X, e ay(f) € Co(X), pela proposi¢io acima. A demonstragcio de que
<{Dg}g c o lagt, c o) € uma agao parcial de G sobre Co(X), € similar ao exemplo an-
terior. Usando o fato de que para todo g € G, as fungoes 0, sao homeomorfismos e que
cada D, pode ser identificado com Cy(X,), novamente pela proposi¢io acima, seque

que as funcoes definidas nas demonstracoes sao continuas e se anulam no infinito.

Definigao 2.1.11. Um C*-sistema dinamico parcial, é uma tripla ordenada (A, G, a),

onde A é uma C*-dlgebra, G é um grupo e a é uma agao parcial de G sobre A.

Dados um C*-sistema dinamico parcial (A, G,«) e I um ideal de A, veremos sob

quais hipéteses podemos criar um novo C*-sistema dinamico parcial (A/I, G, @).

Definigao 2.1.12. Seja (A, G, a) um C*-sistema dinamico parcial. Um ideal I de A,

¢ dito ser a-invariante, se para todo g € GG, temos que
ag(Dg1N1)C DyNI.

25



Proposicao 2.1.13. Seja I um ideal a-invariante de A; entao, para todo g € G,
temos que
ag(Dg1NI)=DyNI.

Demonstracao. Tome g € G arbitrario; entao,

ag(Dy-1NI)CD,NI = ag10ayDy-1NI)Coayg-1(DygNI)
= Dy, NI C a1 (DyNI). (2.2)

Como g € G foi tomado arbitrariamente, podemos tomar ¢! no lugar de g em
B.3, logo
ag(Dyg-1N1I) 2D DyNI,

donde o resultado segue.

Agora vamos definir uma agao parcial em A/I, onde I < A é a-invariante; inicial-

mente, poderiamos pensar em definir para todo g € G

Ay : Dyg=1/(Dg—1 NI) — Dy/(DygN1I)

T O‘g(x%

mas note que estamos tomando o quociente por dois ideais diferentes, um no dominio
e outro no contradominio, por isso iremos fazer uso do seguinte resultado: para todo
g €G,

D,/D,NI = (D, +1)/1.

Proposicao 2.1.14. Seja I um ideal a-invariante de A. Defina para todo g € G

Gyt (Dys + /T — (Dy+ DI

ag-1r i > aglag).
Entao, <{(Dg + /13 e {O‘_g}gec> ¢ uma agao parcial de G sobre A/I.
Demonstracdao. Sejam g, h € G arbitrarios. Entao, temos que mostrar que

o (D, +1)/1 < A/I: isto segue do fato que (D, + 1) < A.

e @, estd bem definida: tome ay-1 +4,b,-1 +j € (Dy+I)/I classes arbitrarias,

tais que a,—1 +14 = bg-1 + j, onde ag-1,b,1 € Dy e 4,5 € I. Logo, temos que
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mostrar que a_g(agq + z) = Oé_g(bgfl + j), mas note que

ag(ag-1) = 0y (a1 +1i) = ag (b1 +j) = ag(by)-

Também, observe que

Qg—1 +i:ag—1 +O+0+i:ag71 +O—|—O+i:a971,

pois 0 € Dy N I. Analogamente temos que by,-1 + j = by-1, e como

Ag—1 = Qg1 +i:bg—1 —|—j:bg—1,

segue que ag-1 — b1 € I, pois eles pertencem a mesma classe. Além disso,
ag-—1 —bg—1 € Dy, donde segue que ag-1 —by,—1 € Dy-1N1; mas I é a-invariante,

logo temos que ay(a,-1 —b,-1) € Dy N 1, e portanto,

O‘Q(“y*l) - O‘g(bgfl) = O‘g(%*l - bgfl) =0 = O‘g(agfl) = O‘g(bgfl);
como queriamos mostrar.

e o, ¢ um isomorfismo: para isto, primeiramente observe que o ¢ claramente um

homomorfismo e além disso, para qualquer a,-1 +4 € (Dy-1 + 1)/, temos que

a1 o, (a1 +1) = W(ag(ag_1)> = -1 0 y(ay-1) = Qg1 = ag-1 +1,

e por outro lado, temos que para qualquer a, +1i € (Dy+1)/1,

g oag(ag+i) = a_g<ag*1(ag)> = a0 a4-1(ag) =Ty = ag + i.

- —\—1 —_ .
Portanto, &,—1 = (@), donde segue que @, ¢ um isomorfismo.

e « satisfaz os axiomas de agao parcial.

(@) (Do + /I =(A+I1)/I=A/

(ii) Tome € ((Dy-1+ + 1)/ 1)N((Dy, + I1)/1) = (Dg—1 + 1)/I)((Dy, + I)/I) (ver
p. 82 em [14]) arbitréria, entdo existem a,—1 € Dy-1, a, € Dy e i,j € I,

tais que

T = (a,-1 +14)(an + J) = (@) (@) = Gg-1an;
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logo,
ay(T) = ag(ag—an) = ag(ag-1an) € (Dgn + 1)/,

pois ag(ag-1ap) € Dy,

Portanto, o, (%) € (D, + I1)/I) N ((Dgn + I)/I), donde segue que
g ((Dg1 + D)/1) 0 (D + 1)/1)) € ((Dg + 1) /1) O (Dgn + 1)/1).

(iii) TomeT € ((Dp-1 + 1) /I)ﬂ((D(gh)—l + 1) /1) = (Dyr + 1)/1) ((D(gh)_l + 1) /1)

arbitraria, entao existem ay-1 € Dj,-1, Aghy—t € D(gh)fl e1,] €I, tais que

f = (azhfl ‘I‘ Z) (a(gh)fl ‘l—]) — (ah71)<a(gh)71> = a/hfla(gh)fl;

logo, temos que

a_g l¢) a_h(f) = 04_9 l¢) a_h(ah—1 a(gh)_1> = Oé_g(Oéh (ah—la(gh)_1))

- O{g O (v, (axh—la(gh)—1> - O[gh <ah—1a(gh)—l)

= i (Griagn ) = ().

Portanto, ({(Dg +D/1}cq {O‘_g}gec:> ¢ uma acao parcial de G sobre A/I.
|

A proposicao acima serda importante para a construcao de um produto cruzado

parcial que sera feita na secao 3.3.

Definigao 2.1.15. Sejam (A ,G,«) e <A ,G,&) dois sistemas dinamicos parciais.
Noés dizemos que a e a sdo agoes parciais equivalentes, se existe um isomorfismo

p: A— Z, tal que para todo g € G temos que

(i) ¢(D9) = Dg;

(i) Vo € Dy-1, g0 ¢(x) = ¢ o ag(x).

A importancia da defini¢do acima ficara mais evidente quando tivermos a definigao
de representacoes parciais equivalentes, que serd dada na segao 2.3, e verificarmos
que, dadas duas acoes parciais equivalentes, as representacoes parciais associadas a
elas sao também equivalentes e, reciprocamente, dadas duas representacoes parciais

equivalentes, as agoes parciais associadas a elas sao também equivalentes.
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2.2 Produto cruzado parcial algébrico

Sejam (A, G, &) um sistema dinamico parcial e F' o espago vetorial das fungoes de G
em A. Dados g € G e a, € D, arbitrarios denote por a,d, a funcao a,6, : G — A,

definida da seguinte maneira:

ag, se h = g;

ay0y(h) = { 0, seh#g.

Considere o subespaco vetorial de F' gerado pelo conjunto {a,d,|9g € G,a, € D,},
denote-o por B. Observe que B é um subespaco das fungoes quase nulas, ou seja, das
funcoes que se anulam a menos de uma quantidade finita de elementos de G, tais que
para todo g € G e para toda f € B, f(g) € D,. Agora vamos definir uma operagao
produto em B: para quaisquer g, h € G defina

(agdq)(bndn) = ag(ay-1(ag)bn)dgh-
Portanto a operacao produto em B, que denotaremos por *, sera a extensao linear

da operacao definida acima, que para a = Z ag0q,b = Z bnon, € B arbitrarios é dada

geG heG
por:

axb= <Z a959> x (Z bh5h> = > ag6,b6n

geG heG g,heG
= Z Z ag(ag_1(ag)bh)> (Sk
keG \gh—Fk
= Z Z O‘Q(“Q‘l(ag)bg‘lk)) Ok
keG \geG
= Z Z Oéh(ah1<ah)bhlg)> dg.
geG \heG

Definigao 2.2.1. Dado um sistema dinamico parcial (A, G, «), o produto cruzado
parcial algébrico de A por G, correspondente a «, denotado por A %, G, é o subespago

vetorial B definido acima, munido com a operacao produto também definida acima.

Observe que a multiplicacao estd bem definida, pois ag-1(ay) € Dy-1 € ag-1(ag)by €
Dy N Dy, jd que Dyg-1 e Dy sao ideais bilaterais.
Note também que a aplicagdo A > a — ad, € A X, G é uma “inclusao” que nos

permite identificar A com Ad,.
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Como mencionado na introducao do capitulo, uma das primeiras perguntas que
surge, apds definir esta estrutura, é se este produto é associativo ou nao. A associ-
atividade desta construgao foi provada em [4] no contexto de C*-algebras, visto que
a prova C*-algébrica usa propriedades especiais de C*-algebras, como a existéncia de
unidade aproximada, por exemplo; sendo assim, a questao da associatividade permane-
ceu em aberto, para agoes parciais sobre dlgebras gerais, até a publicacao de [3]. Antes
de enunciarmos sob quais hipdteses o produto cruzado parcial algébrico é associativo,

precisaremos ver alguns resultados que envolvem a algebra de multiplicadores.

2.2.1 A Aalgebra de multiplicadores

Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Tome = € A arbitrario e defina as seguintes

aplicagoes:

L,:I — 1

Entao L = L, e R = R, sao transformacoes lineares de I, tais que as seguintes

propriedades sao satisfeitas para quaisquer a,b € I:
(i) L(ab) = L(a)b, pois

L(ab) = Ly(ab) = z(ab) = (za)b = L,(a)b = L(a)b;

(ii) R(ab) = aR(b), pois

R(ab) = R, (ab) = (ab)x = a(bx) = aR,(b) = aR(b);

(iii) R(a)b = aL(b), pois

R(a)b = R,(a)b = (az)b = a(ab) = Ly(b) = aL(b).

Note que estas propriedades sao conseqiiéncias imediatas da associatividade de A.
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Definigao 2.2.2. A dlgebra de multiplicadores de uma algebra A, é o conjunto M (.A)
de todos os pares ordenados (L, R), onde L e R sao transformagoes lineares de A que
satisfazem as propriedades (i)-(iii) acima. Para (L,R), (L',R') € M(A) e a € K

arbitrarios, as operagoes sao dadas por:
1. Multiplicagao por escalar: a(L, R) = (aL,aR);
2. Adic¢ao: (L,R)+ (L',R)=(L+ L ,R+ R');
3. Multiplicacao: (L,R)(L',R') = (Lo LR o R).

Nos dizemos que L é um multiplicador a esquerda e R é um multiplicador a direita

de A.

E imediatamente verificivel que M(A) é uma algebra associativa com unidade
(Le, R.), onde L. e R, sao as aplicagoes identidades; no caso de considerarmos M (1)
para um ideal I em uma algebra unital A, L. e R, podem ser considerados as aplicag¢oes
de multiplicacao a esquerda e a direita pela unidade de A, respectivamente.

Note que a aplicagao
»: A — M(A)
x +— (L, R,)

é um homomorfismo de &dlgebras, pois para quaisquer z,y € A, a € K arbitrarios

temos que

d(ax +y) = (Logty Rozty) = (Ly + Ly, aR, + Ry) = (aLy, aRy) + (Ly, Ry)
= a(Lg, Ry) + (Ly, Ry) = ¢(z) + ¢(y),

¢(xy) = (Lay, Ray) = (Ly 0 Ly, By o Ry) = (La, Ry)(Ly, Ry) = d(2)d(y).

Definigao 2.2.3. Nés diremos que uma algebra A é ndo degenerada, se a aplicacao ¢

mencionada acima for injetiva.

Na verdade, a definicao padrao, encontrada na literatura, para uma algebra nao
degenerada A, nao é a dada acima. Usualmente, diz-se que uma algebra 4 é nao
degenerada, se para todo elemento nao nulo a € A, existe b € A, tal que ab # 0
ou ba # 0. Veremos na proxima proposicao que, na verdade, estas defini¢coes sao

equivalentes.
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Denote por Anq“(A) e Anq*(A) o aniquilador & esquerda e & direita de A em A,
respectivamente, ou seja, Anq(A) = {z € A|Va € A, za =0} e Anq*(A) = {z €
A|Va € A, ax = 0}. Observe que ker (¢) é a interseccio de Anq®(A) com Anq?(A),

pois

€ Anq®(A)NAnq*(A) ©Va € A 2a=0=ar < Vac A, L.(a) =0 = R.(a)
&(Ly, Ry) = (0,0) < ¢(x) = (0,0) < z € ker (¢).

Proposigao 2.2.4. A ¢ nao degenerada se, e somente se, para todo elemento nao
nulo a € A, existe b € A tal que ab # 0 ou ba # 0.

Demonstragao. (=) A é nao degenerada, entdo ¢ é injetora. Suponha que existe
a € A nao nulo, tal que para todo b € A temos que ab = 0 e ba = 0. Logo,
(Lo, Ry) = (0,0), donde a € ker (¢), o que é uma contradigao. Portanto, para todo
elemento nao nulo a € A, existe b € A tal que ab # 0 ou ba # 0.

(<) Tome a € A tal que ¢(a) = (0,0), entdo temos que (L,, R,) = (0,0), logo
qualquer que seja b € A temos que 0 = L,(b) = ab e 0 = R,(b) = ba, portanto a = 0,

donde segue que ¢ é injetora.
[ |

Definigao 2.2.5. Nos diremos que uma algebra A é nao degenerada a direita , se para
cada elemento nao nulo a € A, temos que aA # 0. Analogamente, uma algebra A é

nao degenerada a esquerda, se para cada elemento nao nulo a € A, temos que Aa # 0.

Note que o homomorfismo ¢ : I — M(I) pode ser estendido naturalmente para

um homomorfismo da algebra A,

oA — M(I)
a +— (Lq, Ra),

cujo nucleo é a interseccao do aniquilador & esquerda de I em A com o aniquilador a

direita de I em A, ou seja, ker(¢) ={r € A|Vie [,zi =0}N{z € A|Vie [,ix =0}.
Proposigao 2.2.6. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(1) ¢(A) é um ideal de M(A);

(i) ¢ € um isomorfismo se, e somente se, A é uma dlgebra unital.

Demonstracao.

32



(1)

Sejam x,y € A, a € K arbitrarios; entao, temos que

ag(z) + ¢(y) = ¢plax +y) € ¢(A),

ja que ¢ é um homomorfismo. Agora tome (L, R) € M(A) e a € A arbitrarios;
entao, temos que

(Ly, Ry)(L,R) = (Lyo L, Ro R,).

Note que
LyoL(a) = Ly(L(a)) = xL(a) = R(z)a = Lg)(a),

e também que
Ro Ry(a) = R(ax) = aR(x) = R (a).

Portanto,
(Ls, Ro)(L,R) = (Ly o L,Ro R,) = (Lp(), Rrw) € ¢(A),

pois R(x) € A.

Por outro lado,
(L,R)(L;,R;) = (Lo L., R,oR).

Agora observe que
Lo Ly(a) = L(za) = L(x)a = Ly (a),

e também que

R, o R(a) = R(a)x = aL(z) = Ry (a).
Portanto,
(Ly R)(Lza Rz) = (L o an Rx o R) = (LL(m)7 RL(x)) € ¢(~’4)a

pois L(z) € A. Logo, ¢(A) é um ideal de M(A).

(=) M(A) é unital e ¢ é isomorfismo, logo A também é unital.

(<) A é unital, logo A é nao degenerado, pois para todo a € A nao nulo, existe
1 € A, a unidade de A, tal que al # 0 e 1la # 0, donde segue que ¢ é injetora.

Para verificar que ¢ é sobrejetiva, basta tomar (L, R) € M (.A) arbitrario e notar
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que para a € A arbitrario, temos que
L(a) = L(la) = L(1)a = Ly(a),
e também que
R(a) = R(a)l = aL(1) = Ryq)(a),
donde segue que (L, R) = (LL(l); RL(l)) = ¢(L(1)).
Portanto, como ¢ é homomorfismo, segue que ¢ é isomorfismo.

Agora dados (L, R), (L', R') € M(.A) arbitrarios, estamos interessados na validade
da equacao
RoL=LoR.

Note que se z, 2’ € A, (L,R) = (L,,R;) e (L', R') = (L, Ry) a equagado acima
é consequencia direta da associatividade da algebra, pois para a € A qualquer temos
que
R' o L(a) = Ry o Ly(a) = Ry(za) = (zva)x’ = x(az’)
= 2Ry (a) = Ly(Ry(a))
=L,0oRy(a) = Lo R(a),

e portanto, R o L = Lo R'.
Porém, este nio é sempre o caso: tome A = R?® com a multiplicacdo trivial, isto é,
para quaisquer z,y € R®, 2y = 0. Entdo, qualquer par (L, R) de operadores lineares

sobre R? constituird um multiplicador de R?, pois para quaisquer x,y € R*, temos que
(i) L(zy) = 0= L(x)y;
(i) R(zy) = 0 = zR(y):
(ili) R(z)y =0=xL(y).

Agora tome L, R’ € B(R?) tais que L(e;) = es, L(es) = ey, L(e3) = e3, R/ (e1) = e,
R'(e3) = e3 e R'(e3) = e3. Observe que

R'o L(e;) = R'(e2) = e3 # ea = L(ey) = Lo R'(ey).

Definigao 2.2.7. Uma algebra A é dita ser (L, R)-associativa se, dados quaisquer
dois multiplicadores (L, R), (L', R') € M(A), temos que R o L = Lo R'.
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O seguinte resultado nos da duas condigoes suficientes para que uma algebra seja

(L, R)-associativa.

Proposicao 2.2.8. Uma dlgebra A € (L, R) — associativa quando qualquer uma das

sequintes condi¢oes é vdlida:
(i) A € nao degenerada, ou
(i) A € idempotente.
Demonstracao. Sejam (L, R), (L', R") € M(A) arbitrarios.
(i) Dados a,b € A arbitrérios, temos que
R(L'(a)b = L'(a)L(b) = L'(aL(5)) = L'(R(a)b) = L'(R(a))b,
logo

R(L'())b — L'(R(a))b = 0 = [R(L'(a)) — L'(R(a))]b = 0
= R(L'(a)) - I'(R(a)) € Anq°(A),

ja que b € A foi tomado arbitrariamente.

Por outro lado, temos que
bL'(R(a)) = R(b)R(a) = R(R(b)a) = R(bL'(a)) = bR(L(a)),
e portanto,

bR(L'(a)) — bL'(R(a)) = 0 = BR(L(a)) — L'(R(a))
— R(L'(a) - L'(R(a)) € Anq’(A),

ja que b € A foi tomado arbitrariamente.

Portanto, R(L'(a))—L'(R(a)) € Anq(.A). Mas A é nao degenerado, logo Anq(A) =
{0}, donde segue que

R(L'(a)) — L'(R(a)) = 0 = R(L'(a)) = L'(R(a)),
e como a € A foi tomado arbitrariamente, temos que Ro L' = L' o R, e portanto

A é (L, R)-associativa.
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(ii) Sejam a,b € A arbitréarios e tome ¢ = ab; note que

Ro L'(c) = R(L'(¢)) = R(L'(ab)) = R(L'(a)b) = L'(a)R(b)
= L'(aR(b)) = L'(R(ab)) = L'(R(c)) = L' o R(c),

e como A ¢é idempotente, temos que qualquer elemento x € A pode ser escrito

como uma combinacao linear de produtos de elementos de A, donde segue o

resultado, ja que L e R sao lineares.
[ |

No que segue, serd importante considerarmos acoes parciais tais que todos os ideais
D

decidir quando todos os ideais de uma certa algebra possuem esta propriedade; o

5, sdo assumidos ser (L, R)-associativos. Portanto, é 1til termos uma maneira de

préximo resultado vai nesta direcgao.

Proposicao 2.2.9. Seja A uma dlgebra. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) Todo ideal nao nulo de A é nao degenerado;

(ii) Todo ideal nao nulo de A é idempotente ou nao degenerado;
(11i) Todo ideal nio nulo de A é nao degenerado a direita ;

(iv) Todo ideal nio nulo de A é nao degenerado a esquerda;

(v) A € semiprima, isto €, A nao tem ideais nilpotentes nao nulos.
Demonstracao. Vamos demonstrar a seguinte seqiiéncia de implicacoes:
(i) = (ii) = (v) = (iii) = (i).

Note que podemos substituir (iii) por (iv) pela simetria.
(i) obviamente implica (ii).
(ii) = (v) Seja I <A nao nulo, entao por (ii) I é idempotente ou I é nao degenerado.

Queremos mostrar que nao existe n € N* tal que I" = {0}.

e Caso 1: I é idempotente.

Seja n € N* qualquer. Claramente I™ = I, e como [ # 0, segue que para
qualquer n € N*, I" = I # {0}.
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e Caso 2: I é nao degenerado.

Suponha por contradicao que I seja nilpontente. Entao tome o menor n € N,
tal que I™ = {0}. Observe que I"'[ = [["! = 0. Logo, dado a € "' C [
nao nulo arbitrario, nao existe b € I, tal que ab # 0 ou ba # 0, o que contradiz

a hipdtese de I ser nao degenerado.

Portanto A é semiprima.

(v) = (iii) Suponha, por contradi¢ao, que existe I <.4, ndo nulo, e a € I, também
nao nulo, tais que al = {0}. Seja J é o ideal gerado por a, ou seja, J = AaAd +aAd +
Aa + aK. Note que J # {0}, pois a € J e a # 0. Entao temos que

J? = (AaA +aA + Aa+ aK)(AaA +aA + Aa+ aK)
= AaAAacA + AacdAaA + AaAAa+ AaAaK
+ aAAaA + aAaA + aAAa + aAaK
+ AaAaA + AaaA + AaAa + AaaK
+ aKAaA + aKaA + aKAa + aKaK
=0,

ja que aA C I, bem como, Aa C I e al = {0}. Logo, J? = {0}, o que é uma
contradigao, pois A é semiprima.
(iii) obviamente implica (i).

Note que, se alguma das condigoes da proposi¢ao anterior for satisfeita, segue da
proposicao 2.2.8, que todo ideal de A é (L, R)-associativo.

Seja m : A — B um isomorfismo de dlgebras. Note que para qualquer (L, R) €
M(A), temos que (to Lon ! moRom )€ M(B), poistoLon'eroRon ! sao
claramente lineares, j4 que 7, 71, L e R o sdo, e satisfazem para quaisquer a,b € B

as condigoes:

(i) moLon '(ab) =mo L(r (a)n~' (b)) = 7 (L(x ()7 (b))
=7(L(r (a)))m (77 (b)) = (mo Lo '(a))b.

(ii) ToRon H(ab) = m(R(x " (a)m~ (b)) = n(7 " (a)R(7~'(b)))
=7 (r ()T (R(77' (D)) = a(mo Ron ' (b)).
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(iii) (moRox '(a))b

I
3
—~
oy
—~
)

L
=
=
SN—
3
)

L
=
S~—

m(R(7"'(a)))b
m(R(7m ' (a))n (b
a(roLox ' (b)).

N—
SN—
I
=)
—~
)

L
—~
S
N—

h
—~
3
L
~
=
~—r
~—
SN—

Proposicao 2.2.10. A aplicacao

7:M(A — M(B)
(L,R) +— (7r0L07r’1,7r0R07r’1)

¢ um isomorfismo de dlgebras.

Demonstracao. Vamos verificar primeiramente que 7 é um homomorfismo de algebras.
Sejam (L, R), (L', R') € M(A) e o € K arbitrarios; entao, temos que

T(a(L,R)+ (L',R)) =7(aL+ L',aR+ R) = (ro(aL+ L)or ", mo(aR+ R)or")

LmoaRor ' +1oR om ')

= (mroaLor ' +moL om”
= (a(mroLor '), a(roRon "))+ (oL’ on ,moR o ")
=a(roLor ,mroRor ')+ (roLl'on ', ToR or ")

= an(L,R)+ (L', R),
e também que

#(L,R)F(L, R

(7TOLO7T ,mroRor )(moL' or !, moR or™!)

roLon ‘rol/or™!

7TOR/07T_17TORO7T_1)

(WOLOL or ', moR oRon™')=7(LoL' ,R oR)
=7((L, R)(L', R)).

—

Agora tome (L, R) € M(A) tal que 7(L, R) = (0,0). Entao, (toLom !, ro Ror ') =
(0,0), e portanto, o Lor! =0emoRonx ! =0. Como 7 é um isomorfismo, segue
que L =0e R=0. Logo, ™ ¢ injetor.

Por fim, tome (L, R) € M(B) arbitrario. Note que (m'oLom nm 'oRom) €
M(B), e também que

7(r'oLomr 'oRor) = (no(r 'oLom)n ,mo(n'oRom)n ') =(L,R),

donde segue que 7 é sobrejetor.
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Portanto © é um isomorfismo de algebras.

2.2.2 A associatividade do produto cruzado parcial algébrico

Teorema 2.2.11. Seja (A ,G,a) um sistema dinamico parcial, tal que para todo

g € G, D, é (L, R)-associativo. Entao o produto cruzado parcial A X, G € associativo.

Demonstracao. Obviamente, A x, G é associativo se, e somente se, para g, h, k € G,
a € Dp,be Dy e ce Dy arbitréarios,

(aéhbég)cék = aéh(bégcék). (23)

Primeiramente, calcularemos o lado esquerdo da igualdade acima. Noés temos entao

que
(adyb3,)edy = (an(an-1(a)b)0ng)cOk = atng (a(hg)—1(ah(ozh—1(a)b))c) S
Note que
ap-1(a)b € D1 N Dy = ap(ap-1(a)b) € ap(Dp-1 N Dy) = Dy N Dy,
entao temos que

gyt (an(an-1(a)b)) = ag-1p-1(an(an-1(a)d)) = ag-1 (ap-1(an(an-1(a)d)))

= ay-1(ap-1(a)b).
Observe também que
ap-1(a)b € Dy-1 N Dy = ag-1(oy-1(a)b) € ag-1(Dp-1 N Dy) = Dy—1 N Dy-1p,-1,
logo
ng (a(hg)—l(ah(ah—l(a)b))c) = ng(org-1 (ap-1(a)b)c) = ap(ag(ay1 (an-1(a)b)c)).

Portanto, (ad,bdy)cé, = ap(og(og-1 (ap-1(a)b)c))onge-

Agora computando o lado direito da equagao 2.3, obtemos

adp(bdgcor) = adp(og(y-1(b)c)dgr) = an(ap-1(a)ay(ayz-1(b)c))dngk-
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Logo, comparando os dois lados da equacao 2.3, temos que

an(ag(ag-1(an-1(a)b)e))onge = anlan-1(a)ag(ag-1(b)c))dng,

e portanto a equagao 2.3 é valida se, e somente se,

ag(ag-1(ap-1(a)b)c) = ap-1(a)og(ay-1(b)c). (2.4)

Agora note que como a € D, foi tomado arbitrariamente, aj-1(a) percorre todo

Dy-1, ja que ap-1 € um isomorfismo, conseqlientemente a equacao 2.4 é equivalente a
ag(ag-1(ab)c) = aoy(oy-1(b)c). (2.5)

Na equagao acima os elementos a € Dy-1,b € Dy, c € Dy e h, k € G sao arbitrarios.
Agora, observe que se tomarmos h = k = e, entao D, = D, = A, e entao A x, G é
associativo se, e somente se, a equacao 2.5 é vélida, para quaisquer g € G, a,c € A e

b € Dg; isto é equivalente a dizer que, para quaisquer g € G, a,c € A, temos
(ago R.oay-1)o L, =Ly o0 (g0 Reoay1), (2.6)
pois dado b € D, arbitrario, temos que

(ago R.oay-1) 0 Ly(b) = (ag0 R. o ay-1)(ab) = ag o R.(cvg-1(ab))
= ag(ag-1(ab)c) = acg(arg-1(b)c)

= Lq o ag(ag-1(b)c) = Lq o (ag © R 0 ag-1)(b).

Portanto, considere . como um multiplicador a direita de D,-1 e L, como um
multiplicador a esquerda de D,. Pela proposicao 2.2.10, nés temos que oy o R. 0 ag-1
¢ um multiplicador de Dy, e como por hipétese D, é (L, R)-associativo, a equagao 2.6

é valida, donde segue que A x, G é associativo.
[ |
Segue diretamente da proposicao 2.2.8 e do teorema 2.2.11, o seguinte resultado:

Corolario 2.2.12. Se (A ,G,a) € um sistema dinamico parcial, tal que para todo
g € G, Dy éidempotente ou nao degenerado, entao o produto cruzado parcial algébrico

A x, G € associativo.

Definigao 2.2.13. Nos dizemos que uma algebra A é fortemente associativa se, para
qualquer grupo G e para qualquer acao parcial a de G sobre A, o produto cruzado

parcial algébrico A x, G ¢ associativo.
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Como uma conseqiiéncia imediata, da proposicao 2.2.9 e do coroldrio 2.2.12, nés

temos:
Corolario 2.2.14. Uma dlgebra semiprima € fortemente associativa.

No que segue, veremos um exemplo simples de um produto cruzado parcial algébrico

que nao é associativo.

Exemplo 2.2.15. Seja A um K-espago vetorial quadridimensional, ou seja, dim (A) =
4, com base {1,t,u,v}. Defina a multiplicacio sobre A, da sequinte maneira: u? =
V=w=vu=tu=ut =1t>=0, tv =vt = u e para todoa € A, la = al = a. Prova-
se que A com a operacao de multiplicacao definida acima, € uma K-dlgebra associativa
com unidade.

Seja G = {g : g*=1), isto é, o grupo ciclico, gerado por g, com a relagdo g*> = 1;
e I o ideal de A gerado por v. Note que, I é o subespaco de A, gerado por v e u.
Considere a a¢ao parcial de G sobre A, dada por Dy =1 e

ag: Dy =Dy, — D,
U — U

v F—— u.

Note que por definicio, D1 = A e ay € a aplicacao identidade de A. Tome x =
t61 + ud, € A %, G; entao, temos que

(xz)x = [(t6; + udy)(td1 + udy)|z = (t61t61 + toudy + udgtdy + udgudy)z
— (@1 (0811 + a2 (), + ag{ay (W31 + g+ (W),
(8201 + tudy + ay(vt)dy + ag(vu)dr )z
= (061 + 09, + ag(u)dy + ay(0)61)z = vo,z = v, (td + udy)
= vty + voudy = ag(ag-1(V)t)dg1 + ag(ag-1(v)u)dgq
= ayg(ut)dy + ay(u?) 61 = ay(0)d, + ay(0)d; = 0.

Mas, por outro lado, temos que

x(zx) = (t61 + udy)(vdy) = to v, + ud,vd,
= a1(a1-1(1)v)d1g + agag-1(u)v)de
= a1 (t0)dy + g (V)61 = (1), + ay(0)d; = ud,.

Portanto, (zx)x # x(xx), donde seque que A x, G nao € associativo.
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2.3 Representacoes parciais

Nesta secao, serao usados produtos cruzados parciais algébricos para relacionar agoes

parciais com representacoes parciais de grupo.

Definicao 2.3.1. Uma representac¢ao parcial de um grupo G sobre uma algebra unital
A, é uma aplicacao m : G — A, que satisfaz para quaisquer g, h € (G, as seguintes

propriedades:

Observacao 2.3.2. Quando uma representagao parcial 7 de um grupo G sobre uma

algebra unital A é tal que, para todo g, h € G satisfaz que
m(g)m(h) = m(gh),

dizemos que w é uma representacao de G sobre A.

Definicao 2.3.3. Uma *-representacdo parcial de um grupo GG sobre uma *-algebra
unital A, é uma representacao parcial, de G sobre a dlgebra A que satisfaz, para todo
g€G,

w(g7") =7(9)" (2.7)

Note que, em uma *-representagao parcial, o axioma (iii) decorre do axioma (ii) e

da equacao 2.7, pois para todo g, h € GG, temos que

W(gh)w(h_l))*
(h_l)*w(gh)*
(g™ =a(h)x(h g™,

N
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agora basta tomarmos ¢~!' = h e h~! = g, na equacao acima, para obtermos

(g~ )m(g)m(h) = m(g~")m(gh).
Vamos agora definir um objeto que sera de grande relevancia no trabalho.

Definigao 2.3.4. Sejam H, K espagos de Hilbert. Um operador U € B(H,K) que

satisfaz a equacao U = UU*U é denominado uma isometria parcial.
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Observe que se m é uma *-representacao parcial, entdo para todo g € G, 7(g) é

uma isometria parcial. De fato, dado g € G arbitrario, temos que

m(g) = 1n(g) = m(e)m(g) = 7 (99~ ") n(g)
= n(g)m(g")m(g) = w(g)m(g) 7 (g).

Exemplo 2.3.5. Seja S o shift a direita sobre (5(N*), isto €, para todo i € N¥,
S(e;) = eir1, onde {e;}io, € a base canonica de lo(N*).

Considere o grupo aditivo Z e a fun¢ao 7 : 7 — B(l2(N*)), que para todo n € Z,

S™ sen > 0;
m(n) = Al
(SH)™, sen<0.

¢ dada por:

Note que S* € o shift a esquerda sobre (5(N*), e que para quaisquer m,n € N temos
que (ST = (S)H(SH)™, ST = SmS" e também (S*)'S™ = 1.

Vamos verificar que m € uma x-representacao parcial de Z sobre B({y(N*)).
(i) m(0) = S° =1, onde 1 denota a unidade de B(l5(N*)).

(i) Tome m,n € Z arbitrdrios, queremos verificar que
m(n)m(m)r(—m) = w(n + m)n(—m).
e Caso 1: Sem,n >0, temos que
m(n+m)=S""" = S"S" = x(n)x(m).

Logo, m(n)m(m)m(—m) = m(n + m)w(—m).

e (Caso 2: Sem,n <0, temos que
m(n+m) = (57)"" = (5)(ST) " = w(n)w(m).

Logo, m(n)m(m)m(—m) = w(n + m)w(—m).

e Caso 3: Sen <0< m.
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— Caso 3.1: Sem+n >0, ou seja, que m > |n| , temos que

m(n)m(m)m(—m) = (%) g7 (5=

_ (gl gl + =l ) gy

_ (51" glnl gl =l (geym
= glm=lnl)(gxym = gln+m)(gmy*
=m(m+n)r(m)" = n(m +n)r(—m).

— Caso 3.2: Sem+n <0, ou seja, m < |n| , temos que

m(n)m(m)m(=m) = ()" (%)~

= (57" 5™ (57"

_ (S*)( [n| —m)+m) Sm(S*)m
_ (S*)(\nl —m) (S*)™Sm(S*

= (57" = (5™ = (57
= ($7)" (5™ = m(m
=n(m+ n)w(—m).

)"
) (s
+n)m(m)"

e Caso 4: Falta apenas analisarmos se m < 0 < n, mas neste caso, a de-

monstracao € completamente andloga ao caso 3.

(11i) Aqui também precisaremos dividir a demonstra¢ao em casos. Tome n € 7 ar-

bitrdrio.
e (Caso 1: Sen > 0, temos que
m(—n) = (§)7" = (§")" = (8")" = w(n)"
e Caso 2: Sen <0, temos que
n(=n) =57 = ((57)) = ()" ) =m(n)"

Portanto, © € uma *-representagao parcial de 7 sobre B(ly(N*)).
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Exemplo 2.3.6. Considere a sequinte aplicag¢ao

p:Z — B(l(N)

n(n), seT|n;
n =
0, se T1n;

onde w € a x-representacao parcial definida no exemplo anterior. Vamos verificar que

p € uma *x-representacao parcial de 7 sobre B(lo(N*)).
(i) 710 = p(0) = 7(0) = 1.

(ii) Tome m,n € Z arbitrarios, queremos verificar que

p(n)p(m)p(—m) = p(n +m)p(—m).

Caso 1: Se T|n e 7|m, entdo 7|(n +m). Logo,

p(n)p(m)p(=m) = w(n)x(m)r(=m) = x(n +m)r(=m) = p(n +m)p(=m).

Caso 2: Se T{n e 7tm, seque que
p(n)p(m)p(—m) =0 = p(n +m)p(—m).

Caso 3: Se T|n e 7Tt m, seque que

p(n)p(m)p(—m) =0 = p(n + m)p(—m).

Caso 4: Se 71 n e 7lm, seque que p(n)p(m)p(—m) = 0. Agora, note que,
se T{n e7lm, entio 71 (n+m). Logo, p(n + m)p(—m) = 0, e portanto,

p(n)p(m)p(—m) =0 = p(n + m)p(—m).

(11i) Aqui também precisaremos dividir a demonstra¢ao em casos. Tome n € 7, ar-
bitrario.
e Se 7|n, entao temos que p(—n) = w(—n) = w(n)" = p(n)".

*

e Se 71{n, entdo temos que p(—n) =0 = p(n) = p(n)

Portanto, p € uma x-representacdo parcial de Z sobre B({3(N*)).
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No que segue, veremos um resultado que tera como hipétese um sistema dinamico
parcial (A , G, a), onde para todo g € G, D, é um ideal unital, com unidade 1,. Por
isso, primeiramente, faremos algumas observacoes a respeito de unidades de ideais,
que serao uteis na demonstracao deste préximo resultado e de outras demonstragoes
futuras também.

Seja A um dlgebra e I < A, tal que I é um ideal unital com unidade 1;. Note que

1% = 1y, e para todo a € A temos que
1[& = (1[@)1[ = 1[((111) = alj,

e portanto, a unidade de um ideal é um idempotente central.
Agora seja J < A, tal que J é um ideal unital com unidade 1;. Observe que 1;1;

serd unidade do ideal I N .J, pois para x € I N J arbitrario, temos que
1[]_J£L‘ = 1]?[) =T = I]_[ = fL‘l[]_J.

Por fim, se considerarmos um sistema dinamico (A , G, «), onde para todo g, € G,
D, é um ideal unital com unidade 1,, como para todo h € G temos que oy (D,-1 N Dy) =
D, N Dy, segue que

ag(lg-115) = 1414, (2.8)

A equacao acima serd usada por diversas vezes ao longo do trabalho, principalmente

no capitulo 3.

Lema 2.3.7. Seja (A ,G,a) um sistema dinamico parcial tal que, para todo g € G,

D, ¢ um dlgebra unital, com unidade 1,. Entao a aplicagdao

To: G — AX,G

g — 1959
¢ uma representacao parcial de G sobre A X, G.
Demonstragcao. Tome g, h € G arbitrarios.

(i) ma(e) = 1ede, pois 1.6, € unidade do A x, G, ja que dado a,d, € A x, G ar-

bitrario, temos que

(agdy)(Lede) = ag(ag-1(ag)le)dge = ay(ay-1(ay))dy = aydg,
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e também
(1ebe)(agdy) = ae(ae-1(1e)ag)dey = ae(leag)dy = aydy.

(i) Ta(9)Ta(h)ma (™) = (140,140k) 11651 = (ag(ag-1(14)1n)dgn) 11851
= (O{g(lg—l 1h)5gh)1h—15h—1 = 1glgh59h1h_15h—1

— Oégh <O{(gh)*1 (1glgh)1h*1)5ghh71 - O[gh (1(gh)71 1h71 1h71>5g
— agh <1(gh)71 1h71>5g = Oégh (a(gh)fl(lgh)1h71>5ghh71

= 1ghdgh1h—15h—1 = Wa(gh)ﬂ'a (hil).

(iii) Ta(9 ") Ta(g)ma(h) = (13-10,-1140,) 10 = g1 (0tg(1g-1)14)d5-14110
= g1 (151,)0e 10 = org-1(1,)8. 1100
= 1,-10150n = te(e-1(14-1)15)0y
= ore(1y-113)0p = 1y-11,0.

Por outro lado, temos que

Mo (9_1)7ra(9h) = 1g-104-11gp0gn = O‘g‘1<049<1g—1>19h)59‘19h
= Ckg—l(lglgh)dh = 19—1 1h5h-

Logo, Ta(9™")Ta(9)ma(h) = (g™ ") malgh).
Portanto 7, é uma representacao parcial de G sobre A X, G.
[ |

Definicao 2.3.8. Sejam G um grupo, B e B algebras unitais. Duas representacoes
parciaism: G — Bew: G — B sao ditas equivalentes, se existe um isomorfismo

p:B— B, tal que para todo g € G

Sejam (A, G, a) e <.A ,G,&) dois sistemas dinamicos parciais, tais que as agoes
parciais a e & sao equivalentes ( ver definigdo 2.1.15). Sendo assim, note que, 7, e
T& serao representacoes parciais equivalentes, pois como « e & sao equivalentes, existe

um isomorfismo ¢ : A — Z, tal que para todo g € G
(i) ¢(D9) = 59?
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(i) Vo € Dy-1, ago ¢p(x) = ¢ o ay(x);
e podemos definir a seguinte aplicacao:

o AX, G — :Z(MaG

Zagég — Zﬁb(ag)gga

gelG geG

que claramente é um isomorfismo, ja que ¢ o é. Logo, para todo g € GG, temos que

P(1404) = &(14)d4 = 140y,

donde segue que

o(ma(g)) = @(140,4) = ngg = 7a(9),

e portanto m, e g sao representacoes parciais equivalentes.
Sejam G um grupo, B uma algebra e m : G — B uma representacao parcial.

Defina para todo g € G
gg=m(g)m(97").

Os elementos definidos acima serao de grande importancia no trabalho. Por isso,

na seqiiéncia, demonstraremos uma série de propriedades que eles satisfazem.
Lema 2.3.9. Sejam g,h € G arbitrarios. Entao temos que
(i) € = eq;
(i) 7(9)en = egnm(g);
(ii) enm(g) = m(g)eg=1ns
(iv) 4eh = €ngy.
Demonstracao.

(i) er=m(g)m(g " )mlg)m(g") =xlg)m (g g)7(97")

(ii) Por um lado, temos que

t(g)en = m(g)m(h)m(h™") = m(gh)m (h7"),
e por outro lado, temos que
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en(9) = m(gh)m((9h)")7(g) = m(gh)m(h~'g™"g) = m(gh)m(h").
Portanto, m(g)ey, = €gnm(9).

(iii) Por um lado, temos que

unlg) = m(h)ym(h)e(g) = w(h)x (1),

e por outro lado, temos que

w(g)eg 1 =m)m (g W) ((97'0) ") = mlg)m (g~ ) (k")
= ﬂ(gg’lh)ﬂ(h’lg) = W(h)ﬂ(h’lg).

Portanto, e,m(g) = m(g)eg-1p.

(iv) egen = m(g)m(g™ )en = m(g)eg-1m(g™") = egg-1a7(g)m(g7") = ency.
[

Seja A a subdlgebra de B gerada por todos €,’s. Note que, A ¢é uma algebra
abeliana pelo item (iv) do lema acima. Agora tome g € G arbitrario e defina D, o
ideal de A gerado por ¢,, que denotaremos por (g,). Observe que (g,) = ¢,4 = Ae,,
pois claramente ¢,4 é o menor ideal de A que contém ¢,, bem como (g,); a segunda
igualdade decorre do fato de A ser comutativa. Portanto, D, = €,4. Observe ainda
que ¢, € a unidade de D, pois para a € D, arbitrario, temos que a = £,4a, para algum
a € A. Logo,

Egl = A€y = E4QE 47 = E4E4Q = E40 = Q.

Lema 2.3.10. Seja g € G arbitrdrio. Defina

T,
ay Dy — Dy

a +— m(g)ar(g™").

onde Dyé como definido acima. Entao, o™ € uma a¢ao parcial de G sobre A.

Demonstragdo. Primeiramente vamos verificar que 7(g)An(g~') C .A. Tome em par-

ticular @ = e, - - - €3, € A e note que

.

m(g)ar(g~") = m(g)en, -+ enn,m(97") = €gny ++ Egnn, T(g)T(g7)

= Eghi """ Eghn, €9 € Dy © A
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Logo, o estd bem definida.

Agora, vamos verificar que ol

g
imediata, vamos verificar primeiramente que ay separa o produto. Sejam a,b € Dy

é um isomorfismo de algebras. Como a linearidade é

arbitrarios; entao, temos que

ag(a)a;(b) =m(g) aw(g’l)ﬂ(g) bﬂ(g’l) =7(g)aegy bﬂ(g’l)
=m(g)abm(g~") = aj(ab).

Além disso, para x € D -1 arbitrario,
afaoaj(x)=n(g")(r(g)zm(g"))m(g) =41 w41 = 1.
Logo, s6 nos falta verificar que o™ satisfaz os axiomas de agao parcial.

(i) Como g, = w(e)w(e™t), D, = A.

(ii) Seja h € G arbitrario. Queremos mostrar que

O[;lrfl(Dh ﬂ Dg—l) g D(gh)—l

Tome a € Dy, N Dy-1 arbitrdrio; entao, existem a1, as € A, tais que a = gpa; =

gg-1a2. Note que

ERERAL = ERA = EREy—1Gy = EpA] = A = EREG—-102.

Logo,

apa(a) =m(h ) egrarm(h) =m(h™) epey-1 asm(h)
=m(h™ ") egrenarm(h) =ep-1gam(h) epasm(h™)

= E(gn)-1 aj-1(epaz) € D(gh)fl,

donde segue que azfl(Dh N Dgfl) - D(gh)*l'

(ili) Tome a € af (D N Dyg-1) = D1 N Dyyyy-1 € h € G arbitrérios. Entao temos

50



que

af oaj(a) =aj(w(h)ar(h™)) =n(g)m(h)amx(h )7 (g7")
(9)m(h)ep-1aep-1m(h)m (g

(g)w(h)m (K ") w(h)am(h™ ) (h)x(h ") w(g7")
(gh)ﬁ( ) (h )aﬁ(h_l) (h)m (h ! _1)
(gh)en—raeprm((gh) ")
(gh)am((gh)™") = ajy(a).

I
N

T

I
N

I
3

™

Portanto o™ é uma acao parcial de G sobre A.
[ |

Dadas duas representagoes parciais equivalentes (ver defini¢ao 2.3.8), 7 : G — B
em: G — E, observe que as acdes parciais a™ e o™ (como definidas no lema anterior)
serdo equivalentes. De fato, como 7 e 7 sdo equivalentes, existe um isomorfismo
p: B — B, tal que para todo g € G, temos que 7(g) = ¢(m(g)). Agora, sejam
A CBe A - E’, como definidas no contexto do lema anterior; entao, temos que para

g € (G arbitrario

e para x € D,-1 arbitrario

poal(z)=(af(x) =¢(r(g)zm(g")) = (x(9))e(@)e(r(s7"))
=7(9)e(@)T(g7") = af (p(z)) = o o p(x),

donde segue portanto que as agoes parciais o™ e o sao equivalentes.

Proposicao 2.3.11. Seja (A, G, ) um sistema dinamico parcial, tal que para todo
g€ G, Dy é um dlgebra unital, com unidade 1,. Seja também, A a subdlgebra de
A x, G gerada por todos os 1,0.. Entdo, existe um monomorfismo, ¢, : A — A,

tal que para todo g € G temos que

(i) allyde) = 1

T —

(i1) a0y = (g0 Pq, onde m, € como definida no lema 2.3.7 e «

no lema 2.5.10.

T

" € como definida
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Em particular, se A € gerada pelos elementos 1,, entao as agoes parciais o™ e «

sao equivalentes.

Demonstracdao. Sabemos que existe um monomorfismo

v: A — Ax,G

a +—— ade.

Logo, se restringirmos o contradominio de ¢ para Ad,., 1 serd um isomorfismo.
Como A C AJ,., basta definir ¢, = ¢*1|Z, que claramente é um monomorfismo de
A em A, tal que para todo g € G, p,(1,0.) = 1,.

Agora, de acordo com o lema 2.3.7, ndés temos uma representacao parcial

To: G — AX,G
g — 19597

que pelo lema 2.3.10 induz uma acao parcial sobre uma subalgebra de A %, G, gerada

pelos elementos 7, (g)7m(97") (para todo g € G). Note que

To(9)Ta (g_l) = 14041,-105-1 = ag(ayz-1(14)15-1)dg,—1
= ay(ly-114-1)0, = g(1y-1)0, = 140,

logo esta subalgebra ¢é exatamente A

Relembrando, para todo g € GG, temos que

a,® 1 Dygr — D,

aée — ﬂ-a(g) a(se T (9—1)7

onde 59 = ggZ = 19561. Entao, temos que

Pa(Ta(9) @b T (97")) = Pallydyade 1y-16,-1)
Va(lgdgaly-16,-1) = palog(ag-1(1g)aly-1)0,4-1)
Palag(ly-1alg-1)de) = palag(a)de) = ay(a) = ag(pa(ade))
Qg 0 Po(ade).

Pa 0 g™ (ade)

E, por fim, se A é gerada pelos elementos 1,, entao claramente ¢, : A — Aé

um isomorfismo que da a equivaléncia das agoes parciais o™ e a.
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No que segue, vamos em direcao da demonstracao que a algebra parcial de grupo,
que sera definida na préxima secao, sera isomorfa a um produto cruzado parcial

algébrico. O proximo resultado nos auxiliard nesta demonstragao.

Proposicao 2.3.12. Seja 7w : G — B uma representacao parcial do grupo G sobre a
dalgebra B. Suponha que a subdlgebra A C B, bem como a agao parcial o™, de G sobre

A, sejam como definidas no contexto do lema 2.53.10. Entao, a aplicag¢ao

b A xr G — B

Zagég — Zagw(g)

geG geG

¢ um homomorfismo de dlgebras, tal que ¢ o Tor = w. Em particular, se ¢, € um

isomorfismo, as representacoes parciais T e Tor SG0 equivalentes.

Demonstracao. Primeiramente, observe que para quaisquer g, h € GG, temos que

ggm(gh) = W(g)ﬂ(g’l)w(gh) = ﬂ(g)w(g’lgh) =n(g)m(h)
=7(g)m (9~ g)m(h) = m(g)m (97" )m(g)m(h) = gom(g)m(h).

Portanto, para a, € D, e by, € D, arbitrarios, temos que

Or(ag0gbndn) = dr (] (af-1(ag)bp)dgn) = af (a1 (ag)bn)m(gh)

(
(a
(

= ag (ag-1(ag)bn) g, m(gh) = af (g1 (ag)bn) g m(g)m(h)

= a] (o] 1 (ag)bp)m(g)m(h) = w(g)a] 1 (ag)by (g~ )w(g)m(h)
= nlg)a- 1<ag>bhe () = w(g)ag-1(ag)bn 7 (1)
=m(g)m(97") agm(g) bn w(h) = 2y a4 7(g) b 7 (D)

= agm(g) by m(h ) %(% 9) 0 (Dndn),

donde segue que ¢, ¢ um homomorfismo de algebras.

Note ainda, que para g € GG qualquer, temos

O © Tar(g) = Or(eg0y) = egm(g) = m(g)w (97" )7(g) = 7(g).

Entao, ¢, o mor = .
Por fim, se ¢, é um isomorfismo, claramente, segue que as representacoes parciais

Tor € T sa0 equivalentes.
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2.4 A algebra parcial de grupo

Agora nés veremos que a algebra parcial de grupo pode ser naturalmente dotada com
uma estrutura de produto cruzado parcial. Primeiramente, iremos relembrar alguns

conceitos.

Definicao 2.4.1. Sejam G um grupo e K um corpo. A dlgebra de grupo é o conjunto

KG ={ ) a,0,| g€, a, €K},

gE'G
finita

onde o produto é definido para quaisquer Z g0y, Z bron € KG por

geG heG
(Z CLg(59> (Z bh5h> = Z agbhégh = Z (Zalbl1k> (Sk
geG heG g9,heG keG \leG

Definicao 2.4.2. Sejam S um conjunto nao vazio e - : § X § — S uma operagao
produto. Dizemos que o par ordenado (S, -) é um semigrupo (ou também denominado

mondide) se, para quaisquer s, Sg, S3 € S, temos que

(i) 81(8283) = (8152)83;

(ii) existe e € S, tal que para todo s € S, es = se = s.

Seja G um conjunto. Defina S como sendo o conjunto das palavras formais, finitas,
escritas com elementos de G. Note que S é um semigrupo com a operacao de con-
catenacao de palavras cujo elemento neutro é a palavra vazia. Seja R um conjunto
de relagoes, isto é, R é um conjunto cujos elementos sao pares de palavras de S. A
motivagao para definir R desta forma é o desejo de que uma relagao expresse quando

duas palavras de S sao iguais.

Definicao 2.4.3. Uma relagdo de equivaléncia no conjunto S é dita invariante d
esquerda se, para todo u,v € S tais que u é equivalente a v, entao para todo w € S,

wu é equivalente a wv.

De forma similar, define-se uma relagao de equivaléncia no conjunto S ser invariante
a direita.

Agora tome a menor relagao de equivaléncia no conjunto S que contém o conjunto
R e é invariante a esquerda e a direita, ou seja, a interseccao de todas as relagoes

de equivaléncia do conjunto S que contém R e sao invariantes a esquerda e a direita.
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Denotaremos esta relacao de equivaléncia por ~. Observe que, dadas duas palavras
s,t € S arbitrarias, teremos que s ~ t se, através de uma quantidade finita de trocas
das relagoes, chegamos de uma palavra na outra. Dado s € S arbitrario, denotaremos
por 5 a classe de equivaléncia do elemento S referente a relacao de equivaléncia ~.
Queremos dar ao conjunto S/ ~ uma estrutura de semigrupo. Portanto, dados
s,t € S defina a seguinte aplicacao: 5 -t = s-1. E facil ver que esta aplicacao
independe do representante tomado na classe, logo ela esta bem definida. O fato de
que S/ ~ munido com a operagao definida acima é um semigrupo decorre diretamente

do fato que S é um semigrupo.
Definigao 2.4.4. S/ ~ é denominado o semigrupo universal do par (G, R).

A universalidade de S/ ~ é no sentido que se existe um semigrupo G, tal que
existe uma aplicacao f : G — G, tal que as palavras formadas pela imagem dos
geradores obedece as mesmas relacoes R, s6 que agora em G, entao existe um unico
homomorfismo de semigrupo ¢ : S/ ~ — G, tal que o diagrama abaixo comuta, onde

7 denota a projecao canonica:

g ! G
N

Definigao 2.4.5. Seja S um semigrupo e K um corpo. A dlgebra de semigrupo é o

conjunto

KS:{Z asds | s € S,a, € K},

SQS
finita

onde o produto é definido para quaisquer Z a0, Z b9, € KS por

seS res
(Z asd@) (Z br5r> = Z asbrésr = Z ( Z 5sr,k asbr> 5k7
sES res s,reS keS \s,res

e para todo s,r € S, d5, denota o delta de Kronecker.

Definicao 2.4.6. Sejam G um grupo, com unidade denotada por e, e K um corpo. A
dlgebra parcial de grupo, do grupo G sobre o corpo K, que serd denotada por Kpar(G),
¢ a dlgebra de semigrupo KS(G), onde S(G) é o semigrupo universal, gerado pelo

conjunto [G| = {[g] | g € G}, sujeitos as seguintes relagoes, para quaisquer g, h € G:

(1) lg~1lgllh] = g~ "I[ghl;
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Claramente,

7:G — Kpar(G)
g — g
¢ uma representacao parcial, do grupo G na algebra Kpar(G). Note que, Kpar(G)
possui a seguinte propriedade universal: para toda representagao parcial w de G
em uma algebra unital B qualquer, existe um tinico homomorfismo de élgebras, 1 :
Kpar(G) — B, tal que m = ¥ o 7. De fato, seja m uma representacdo parcial de G

sobre uma algebra unital B. Suponha que exista {ﬁv : Kpar(G) — B, tal que m = 1}?0 .

Entao, para g € G arbitrario, ndés temos que

U(lg]) = om(g) =7(g) = om(g) =¢(g]) = ¢ = .

Observe ainda, que para todo homomorfismo de algebras ¢ : Kpar(G) — B, a
aplicacao ¢ o ™ é uma representacao parcial de GG sobre B. De fato, para quaisquer

g, h € G temos, por exemplo, que

Os outros dois axiomas de representacao parcial sao demonstrados de maneira

similar.

Teorema 2.4.7. Seja G um grupo e

7:G — Kpar(G)

g — lg,

que como visto anteriormente, € uma representacao parcial de G sobre Kpar(G). Seja

também A a subdlgebra de Kpar(G)gerada por todos os elementos £, = 7(g)7(g™") =
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lgllg~]. Entao, o homomorfismo

¢z Axyr G — Kpar(Q)

Zagég — Zag%(g)

geG geqG
¢ um isomorfismo.

Demonstracao. Como visto anteriormente na proposicao 2.3.12, ¢z é de fato um
homomorfismo. Nés mostraremos que ele possui inversa, donde seguira que ele é um
isomorfismo.

Pela propriedade universal da édlgebra parcial de grupo Kpar(G), temos que dada

a representacao parcial

Fa%iG —_— ANQ%G

g — ggég

existe um unico homomorfismo v : Kpar(G) — A = G, tal que 7= = ¢ o 7; logo,

para todo g € GG, temos que
max(9) = ¥ o 7(g) = ¥([g]) = ¥([g]) = &40,

Primeiramente, verificaremos que ¢z o ¥ = idgpar(g). Tome g € G arbitrério.

Entao, temos que

o= o ¥([g]) = d=(5,04) = E,7(9) = [9][9™']lg] = lg]-

Como a é&lgebra Kpar(G) é gerada pelos elementos [g], e ¢z, bem como 1, sdo
homomorfismos, segue que ¢z o 9 = idkpar(q)-
Agora, vamos verificar que v o ¢z = idAxa%G-

Note que, para g € G arbitrario,

Eg0gEq—10-1 = ol () 1(E4)Eg1)Fgg—1 = ) (E4-184-1)6,

— a7 (5,1)8. = &0

Q

Relembrando, para todo g € G, D, = £,A. Entao, dado a, € D, arbitrario,
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Qg = E4€h, * - €n,. Entao, note que

Yo dz(aydy) = P(Pz(agdy)) = V(agm(g)) = V(Egen, - - - En.T(9))
$([gl[g " [h] [(ha) ] - < [h] [(Rs) ™ [])
= ([ ([o7 )P ([ t]) - - o([hs)) ([hs']) 2 ((9))

= 89(596971(59716;”5;116}1;1(5}“71 . '5h36h35h;16h;15959

= £40cEn,0c =+ Eny0cEglyg = (EgEny * + * Eny )0eEyly
= E4Ehy """ EhyEg0g = EgEgEhy -~ ER,Oyg

= E4Eh, """ ER,Og = Gglg.

Logo, como v e ¢% sao homomorfismos, segue que para E az6, € A Xz G
geG
arbitrario, temos que

o ¢z (Z agég> =Y dodr(aghy) =D ay,,

geG geG geqG

e portanto, 1) o ¢z = idygy -g-

aT
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Capitulo 3

Produto cruzado parcial e
C*-algebras com geradores e

relacoes

Na primeira secao deste capitulo, definiremos o produto cruzado parcial e desenvolve-
remos um pouco de sua teoria bésica. Na secao 3.2, definiremos a C*-algebra parcial
de grupo e demonstraremos que ela é isomorfa a um produto cruzado parcial. Por
fim, na secao 3.3, veremos que a C*-algebra parcial de grupo, com mais um conjunto
especifico de relacoes, também ¢é isomorfa a um produto cruzado parcial. Este tultimo
resultado serd o resultado que utilizaremos para identificar a C*-algebra universal ge-
rada por duas isometrias compativeis, com um produto cruzado parcial no proximo
capitulo, que é um dos resultados principais desta dissertacao.

Este capitulo teve como base o artigo [5].

3.1 Produto cruzado parcial

Seja (A, G,«) um C*-sistema dinamico parcial. Entao, pela teoria desenvolvida no
capitulo anterior, temos um produto cruzado parcial algébrico associado a este C*-
sistema dinamico parcial, ja que ele é em particular um sistema dinamico parcial.
Mas como A possui estruturas adicionais, faz sentido querermos transportar estas
estruturas para o A x, G. Portanto, defina para todo g € G e a, € D, a seguinte
operagao:

(agdg)* = ag—1 (CL;) 5g—1.
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Observe que para g,h € G, a4 € D, e ap D), arbitrarios, temos que

((a86)")" = (arg=1 (@5)d51)" = ey (g (a3)) )3,

= O‘g(ag‘l(ag))‘sg = g0y,

e também que,

((agdg)(andn))” = (ag(ag-1(ag)an)dgn)” = a(gh)—l((O‘g(ag‘l(ag)ah))*)é(gh)—l
= a(gh)q(ogg(a};(ozgq(ag))*))é(gh)q = Qp-14-1 (ag (aiozgq (a;)))é(gh)fl
= a1 (agpag— ((l;))é(gh)fl = aj-1 (an(op-1(ay)) g1 (a}) ) Op-14-1

= ap-1(ay)0p-10g-1 (al) 6,1 = (andn)"(agdy)".
Portanto, a aplicacao

x : AX, G — Ax,G

Zag(sg — Z(ag(sg)*

geG geG

¢ uma involugao sobre A %, G, donde segue que agora A x, G é uma x-algebra.

Vamos agora definir uma norma sobre A x, G.

Proposicao 3.1.1. A aplicagdo definida por

I, : A% G — RT

2%59 — Z lagll 4 »

geG geG

¢ uma norma sobre A X, G, e além disso, satisfaz a sequinte propriedade para todo
ac Ax,G:
la™[ly = llall;-

Demonstracao. Sejam Zagég, Z by, € A, G e X e C arbitrarios. Entao, temos

geG geG
que

(i) Z agdg

geG

=0 gl =0 Vge G, |lagll, =0 agd,=0.

1 geG geG
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<

Z agdg

geG

Z bydg

geG

(ii) Para verificarmos que , basta

(o) (50|

verificarmos que para quaisquer g,h € G temos que

1 1

”(ag‘sg)(bhfsh)‘h < Ha959H1”bh5hHl-
De fato,

’|(ag§g)<bh5h)||1 = ||O‘g(ag*1(ag)bh)6gh||1 = ||ag(ag*1(ag)bh>||,4
= ||ag*1(ag)bh||,4 < ||O‘g*1(ag)||,4 thHA = Hag”A ||bh||A
= llagdyll; |bnonll; -

Como a aplicagao ||-||; é claramente sub-linear, segue que ela é uma norma sobre

A X, G, e além disso,

H () | =[St | = Sl @l - Sl
geG 1 geG 1 geG geG
= Z lagll 4 = Zag(Sg
geG geG 1
[ |
Seja
B = ('A >q(JzG!?*aH'”l)‘ (31)

Logo, B é uma *-algebra normada.

Definigao 3.1.2. Dado um C*-sistema dinamico parcial (A, G, «), o produto cruzado
parcial de A por G, correspondente a «, é a C*-dlgebra envolvente (ver definigao A.2.1)

de B, onde B é como definida acima.

Observagao 3.1.3. Denotaremos o produto cruzado parcial de A por G, correspon-
dente a «, também por A %, G, adotando a convencao de que sempre que tivermos um
C*-sistema dinamico parcial, A x, G denota C¥(B) e quando tivermos simplesmente

um sistema dinamico parcial, A x, G denota o produto cruzado parcial algébrico.

Note que o produto cruzado parcial é associativo, ja que todo ideal de uma C*-
algebra é idempotente (ver p. 82 em [14]).

A construgao da C*-algebra envolvente de uma *-algebra normada envolve um
quociente por um ideal (ver a construgao feita no apéndice A), mas na construcao do

produto cruzado parcial este ideal é o ideal trivial nulo, pelo teorema B.2.13.
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No capitulo anterior, demonstramos que, dado (A ,G,a) um sistema dinamico
parcial tal que para todo g € G, D, ¢ um algebra unital, com unidade 1,, entao a

aplicacao

Ta: G — AX,G

g — 1959

é uma representagao parcial de G sobre A x, G (lema 2.3.7). Note que se tivéssemos
como hipdétese um C*-sistema dinamico parcial, entao teriamos que 7 é uma *- repre-

sentagao de G sobre A %, G, ja que

(77(9))* = (19‘551)* = O49—1<1g*)5g‘1 = O‘g‘1<1g)5g‘1 =1g-104-1 = 7T(«Cfl)'

Definigao 3.1.4. Dados um C*-sistema dinamico parcial (A , G, ), C uma C*-dlgebra,
7 : G — C uma representagao parcial e ¢ : A — C um homomorfismo, dizemos que
o par (p,m) é a-covariante, se satisfaz as seguintes condigoes, para quaisquer g € G,
ag1 € Dy1ea € A:

(1) elaglag-1)) = m(g)plag-1)m(g)";
(i) p(a)ey = g40(a).
A importancia da definigao acima fica evidente ao enunciarmos o proximo teorema.

Teorema 3.1.5. Seja (p,m) um par a-covariante, onde p : A — C e : G — C.
Entao existe uma tinica representacdo (o X m) : A X, G — C, tal que para todo g € G
eaqg €D,

(¢ x m)(agdy) = play)m(g).

Demonstracao. Defina

p:B — C
Zagfsg U Z plag)m(g),
geG geqG

onde B é como definida em 3.1. Vamos mostrar que p é uma representacao contrativa
de B.

1. p é um homomorfismo: como p é claramente linear, basta verificarmos que ela

separa o produto e preserva a involucao.
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e Sejam g,h € G, ay € Dy e b, € D), arbitrérios. Entao, temos que

p((agdy)(brdn)) = plag(ag-1(ag)bp)dgn) = (ay(ey-1(ag)bn))m(gh)
m(g)e(ag-1(ag)bn)m(g) m(gh
(9)p(rg-1(ag))p(bn
(9)m(97")wlag)m
(ag)m(g)m ( Dr(g)e(bn
(ag)m(g)m(g)"m

(ay)

Portanto, como p ¢é linear, segue que para Z g0y, Z byd, € B arbitrérios,

geG geG
temos que

((Z0) (30)) =o( 0o (S0}

e Sejam g € G e ay € Dy arbitrrios. Entao, temos que

(arg1
= 7(9)"¢(ag)m(9)m(9)" = m(9)"m(g)m(9)"p(ay)"
(9)7(

=T

= P(ag(sg>*-

E novamente, como p ¢ linear, segue que para E a40, € B arbitréario, temos
geG

(o) ) -l

que
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2. p é contrativa: Seja Z as0, € B arbitrario. Entao, temos que
geG

(%04l

> plag)m(g)

<> lelagn()l

geG geG
< lelallim (@)l <Y llglag)|
geG geG
< Z lagl| = Zag(sg
geG geG

1

Portanto, p é uma representacao contrativa de B, logo pela propriedade universal

de A x, G, existe um unico homomorfismo, que denotaremos por ¢ X 7, tal que o

\\7\\\ oxT

Ax, G

diagrama abaixo comuta:

B

Portanto, para g € G e a, € Dy arbitrarios, temos que

(¢ x m)(agdy) = (¢ x m) 0 Lagdy) = plagdy) = p(ag)m(g),
como queriamos demonstrar.
[ |

Observagao 3.1.6. No teorema acima, quando C = B(H), para algum espaco de
Hilbert 'H, a reciproca é verdadeira, ou seja, existe uma correspondéncia bijetora entre
representagoes covariantes de (A, G, ) sobre H e representagdes nao-degeneradas de
A %, G sobre H (ver teorema 1.4 em [5]).

3.2 (*-algebra parcial de grupo

Seja G um grupo com unidade e, G = G x {1}, isto é, um conjunto que possui a
mesma cardinalidade de G e é disjunto de G. Dado um elemento arbitrario (g,1) € G,

o denotaremos simplesmente por [g]. Tome

R={leJ=11[97"] =lg]" [glln][n""] = [gh][h"'] | g.h € G}.

Note que o par (G,R) definido acima é admissivel (ver definicao A.1.4), j& que,
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para qualquer p representacao de (G, R) e para qualquer g € G, temos que

p(lg)e(lg))"p(lg]) = p([g][g~"]lg]) = p([g]),

o que implica que p([g])"p([g]) é uma projecao (ver proposi¢ao 4.2.2 em [15]), e por-
tanto,
lolaDI* = llp(lgD) o)l < 1 = lip(lgh] < 1.

Logo, existe C*(G,R) .

Defini¢ao 3.2.1. A C*(G, R) definida acima, é denominada a C*-dlgebra parcial de
grupo e sera denotada por Cy(G).

Note que C;(G) é a versao C*-dlgébrica de Kpar(G).

Como mencionado anteriormente, um dos objetivos deste capitulo é demonstrar
que a C*-algebra parcial de grupo ¢é isomorfa a um produto cruzado parcial. Para de-
monstrar este fato, precisamos primeiro construir um produto cruzado parcial. Vamos
tentar motivar esta construcao, relembrando que, na versao algébrica, mostramos que
a algebra Kpar(G) é isomorfa a um produto cruzado parcial algébrico A x, G, onde
a algebra A ¢é a algebra gerada pelos elementos ¢,’s, provenientes de uma dada repre-
sentacao parcial. Como em C;(G) temos as relagoes de representagao parcial, vamos
considerar para todo g € G, ¢, = m, onde W denota a classe de equivaléncia do
elemento [g][g]", referente ao quociente pelo niicleo da norma definida na construgao
de C*-dlgebra universal (ver constru¢ao no apéndice 1). Entao é de se esperar que
exista alguma relacao entre a sub-C*-algebra da C*-dlgebra parcial de grupo, que é
gerada por todos estes g,’s, que denotaremos por C*{¢, | g € G} e a C*-dlgebra do
C*-sistema dinamico que estamos buscando.

Note que como C*{¢, | g € G} é comutativa, temos que
CHeg lge Gy =C(E),

onde £ denota o espectro da C*-dlgebra C*{¢, | g € G} (ver teorema 3.3.6 em [15]).
Além disso, £ é compacto e Hausdorff, ja que C*{e, | g € G} possui unidade (ver
teorema 3.2.10 em [15]).

Continuando a motivacao, na tentativa de obter mais informacgoes a respeito do
espectro desta algebra, note que como em C;(G) temos a relagao de que para todo

g € G, 5,2 = g,, para qualquer homomorfismo complexo nao nulo ¢ € &, temos que

0(E))* = 0(E5)0(E5) = ¢(5%) = ¢(5y),
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o que implica ¢(g,) € {0,1}. Entao, podemos concluir que o homomorfismo ¢ esta
associado a um elemento de {0, 1}G. Sendo assim, temos uma C*-algebra candidata,
a saber, C'(£), onde concluimos que £ tem que ser um espago compacto Hausdorff e
ele esta “associado” a um subconjunto de {0, 1}G. Esta foi uma tentativa de motivar
0 que segue.

Considere o conjunto {0,1} com a topologia discreta; logo, {0,1} é compacto e,
portanto, {0, 1}G também é compacto pelo teorema de Tychonoff (ver teorema 17.8 em
[17]); obviamente, estamos considerando {0, 1}G equipado com a topologia produto.
Ainda, como {0,1} é Hausdorff, segue que {0,1}“ também ¢ Hausdorff (ver teorema
13.8 em [17]).

Defina agora os dois seguintes conjuntos:
X;;:{we{o,l}G|we:1}eXGz{ggG|eef}.

Voltando a motivagao, a escolha desta caracteristica particular de que um elemento
w € X¢g se w, = 1, se deve ao fato, de que para a ¢ da motivagao, temos que ¢(z;) = 1,
j& que ¢ é um homomorfismo nao nulo e g; ¢ a unidade de C;(G).

Observe que X, C {0,1}¢ ¢ Xg C P(G). Portanto, estaremos considerando a
topologia induzida de {0, 1}G sobre X, ou seja, um net {w/\},\e/\ C X, converge para
um elemento w € X’G se, e somente se, para todo g € G, wg — Wy, isto €, para todo
g € G, existe \g € A, tal que para todo A > ), ng = wy. E em X, estaremos
considerando a topologia induzida de P(G), ou seja, um net {{x},., € X converge
para um elemento £ € Xg se, e somente se, para todo g € G, /\lingo[g €&l =1[ge{,
isto é, para todo g € G, existe \g € A, tal que para todo A > A, [g € &\] = [g € €],
onde [-] denota a funcao boleana (isto é, [g € {] =0seg¢ e g€ =1segecd).

Existe uma identificacdo natural entre os elementos de X, e X¢. Dado um elemento

w e X’G, podemos construir um elemento £ € X¢, da seguinte maneira:
geElS w, =1

Reciprocamente, dado um elemento & € X, podemos construir um elemento w € X, /G,
da mesma forma. Como esta identificagado é um homeomorfismo, nos permitiremos
“confundir” estes dois conjuntos, optando pela definicao que for mais conveniente no
contexto.

Nosso primeiro objetivo sera construir uma acao parcial sobre X. Defina portanto,

para todo g € G o seguinte conjunto:
Xy={{eXc|ge} CXa.
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~ . Iy, .
Note que a versao deste conjunto em X é a seguinte:

g

Xl:{wEX/G|wg:1}.

E novamente como X, e X;] sao homeomorfos, nos permitiremos “confundir” estes dois
conjuntos, optando pela definicao que for mais conveniente no contexto.

Lema 3.2.2. Dado g € G arbitrdrio, entao X; ¢ um subconjunto aberto e fechado de
Xg.

Demonstragao. Observe que X; = 7, ({1}), onde m, : X, — {0,1} é a projecio
canonica na g-ésima entrada, que é continua, ja que a topologia de X’G ¢ a topologia
induzida da topologia produto de {0, 1}G. Logo, X; é aberto e fechado em Xlg, pois é

a imagem inversa de {1} C {0, 1} que é aberto e fechado (pois a topologia que estamos

considerando em {0, 1} é a topologia discreta) por uma fungao continua.
|

Lema 3.2.3. Dado g € G arbitrario, entao
Og: Xg-1 — X,
£ — g¢

¢ um homeomorfismo.

Demonstracao. Primeiramente observe que a aplicacao 0, estd bem definida, pois dado
qualquer £ € X -1, como e € &, segue que g € g€. Além disso, como g~ € &, segue

que e € g€.
Agora note que

eg—lng e Xg—l
£ — g ¢

¢ tal que para todo § € X -1, temos que

fg-1 0 04(§) = ‘99‘1(95) = gilgf =&,
e para todo £ € X, também temos que

0y0,-1(€) = 0,(97'€¢) = 997 '€ = ¢,
portanto, 0, é inversivel, e ainda, 99‘1 =04-1.
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Agora vamos verificar que 6, é continua. Sejam {{x},., € Xy, umnet e § € X,
tais que £, — £. Queremos mostrar que 0,(£,) — 6,4(€), ou seja, que para todo h € G,
existe \g € A, tal que para todo A > Ag, [h € g&,] = [h € ¢&].

Entao, fixe h € G arbitrario e note que como ¢g~'h € G e &, — &, temos que existe
Ao € A, tal que para todo A > Ao, [g7h € &] = [¢7'h € €], ou seja, existe \g € A, tal
que para todo A > Ao, [h € g€,\] = [h € g€], donde segue que 6, é continua.

De maneira andloga mostra-se que 6,1 também ¢ continua, e portanto, ¢, ¢ um

homeomorfismo.
[ |

Proposicao 3.2.4. O par ordenado ({Xg}gea,{eg}geg> € uma ac¢ao parcial de G
sobre Xg.

Demonstragao. Sejam g,h € G arbitrarios. Entao, pelo lema 3.2.2, X, é aberto e
pelo lema 3.2.3, 6, ¢ um homeomorfismo. Logo, nos resta apenas verificar que o par

<{Xg}g€G, {Hg}gec> satisfaz os axiomas de acdo parcial.
(i) X ={£ € X¢ | e €&} épor definigao o conjunto Xg.

(i) Queremos mostrar que 0,(X,-1 N Xj,) € Xy, Entao tome £ € X1 N X, ar-
bitrario e note que g7' € £ e h € £. Logo, 0,(¢) = g€ € X, ja que h € &,
implica gh € g§. Portanto, 0,(X,-1 N X},) € Xgp.

(iii) Queremos mostrar que para todo & € X;-1 N Xigny-1s Oy (&) = 0,005,(€). Entao,
tome § € Xp-1 N X1 arbitrario, logo

Og 0 0h(&) = 0,(hE) = gh§ = Oy (€),

ja que h§ € Xg-1, pois § € Xp-1 N X1 € 9h<Xh71 ﬂX(gh)q) = X, N
Xhhflgfl =X, N ng1.

Portanto, ({Xg}gEG” {99}96G> é uma agao parcial de G sobre Xg.
[

Agora, observe que X’G c{o, 1}G é compacto Hausdorff, ja que subconjuntos de
um espaco Hausdorff sao Hausdorff e subconjuntos fechados de um espaco compacto
sao compactos. Pelas mesmas razoes, temos que para todo g € G, X; C Xé; também

é compacto e Hausdorff. Portanto, defina para todo g € G
Dy ={f € C(Xg) | Vo & X,, f(z) = 0},
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e também

ag: D

onde
fob,1(x), sexe Xy

g f)(a) = { ) oy

Entao, pelo exemplo 2.1.10, temos que o par ordenado <{D9}QEG” {O‘g}gea) é uma
acao parcial de G sobre Cy(X¢) = C(X¢), ja que X¢g é compacto.

Logo, o produto cruzado parcial, proveniente deste C*-sistema dinamico, serd o
nosso candidato a ser isomorfo a C¥(G). Iremos portanto, construir um homomorfismo
de Cy(G) em C(Xg) x4 G e outro, de C(Xg) Xq G em C;(G) e mostrar que um é o
inverso do outro. O primeiro homomorfismo serd ficil de construir, pois Cj;(G) ¢ uma
(C*-algebra universal, ja o segundo dara mais trabalho. Para construi-lo recorreremos
a construcao de um par a-covariante e pelo teorema 3.1.5 teremos o homomorfismo
desejado. Mas antes, vamos fazer um estudo um pouco mais aprofundado destes ideais
Dy’s.

Fixe g € G arbitrério e denote por 1, a funcao caracteristica de X, que ¢ continua,
jad que X, é aberto e fechado em X. Note que 1, € D, e ainda, que 1, é a unidade deste
ideal. Denote por D o conjunto span{lyl,, ---1, | n € N* hy,---  h, € G}. Clara-

mente D é uma subdlgebra de D, e observe que ela satisfaz as seguintes condigoes:

1. D ¢ uma subdlgebra unital de Dy, ja que 1, € D;
2. D é auto-adjunta;

3. D separa pontos de X, pois dados £ # n € X, sem perda de generalidade,
existe h € £, tal que h ¢ 1. Logo, 1,1,(§) = 1,()1n(§) =1-1=1e 1,1,4(n) =
Ly(n)1n(n) =1-0=0.

Portanto, pelo teorema de Stone-Weierstrass (ver teorema A.6.9 em [15]) D = D,
Algumas contas bésicas envolvendo os elementos 1,, como definidos acima, serao
freqlientes ao longo das préximas demonstragoes, por isso faremos uma pequena co-

letanea destas contas no préximo lema.

Lema 3.2.5. Dado g € G arbitrdrio, seja 1, como definido acima. Entao as sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:
(i) (1ede)(140g) = 1404,
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(it) (1404)(1ede) = 140y;
(i11) (1404)" = 14-10,-1;

(i) (1404)(1g-10g-1) = 140e.
Demonstracao.

(1) (1ede)(140,) = elae-1(1e)1y)0ey = ace(lely)dy = ae(1l,)0, = 1,94, ja que 1. é a
unidade de Xg.

(i) (1489)(Lede) = arglag-1(1g)Le)dge = ag(lg-11e)dy = ay(ly-1)dy = 140,

(iil) (L404)" = ag-1(1")0—1 = ag-1(14)0y-1 = 1y=18,-1.

(iv) (1g0g)(1g-10g-1) = aglag-1(1g)1g-1)dgg-1 = ag(lg-11g-1)de = atg(1g-1)de = 140..
|

Note que segue dos itens (i) e (ii) do lema acima, que 1.0, é a unidade de C(Xg) X,
G.
Lema 3.2.6. Eriste um homomorfismo ¢ : Cy(G) — C(Xg) % G, tal que para todo
g6, v(ld) =149,

Demonstracao. Defina

p:G — C(Xg)%a G
lg] — 140,

vamos verificar que p satisfaz R. Sejam g, h € G arbitrarios, entao temos que

(i) 1L~ =191 = 1le([g71]) = p(aD)"|| = 1g-1051 — (1584)"]l
= ||1g71(5g71 — 19715971H =0.

i) ||p(lglirl [2~1] = lghl[P])]| = [[egDp((h)p([h71]) = p(lgh)p([A])]|
= (L8, 100) a1 0pmt — Lodonlpmadpoa]|  (3.2)

Agora, observe que
(19591}15}1)1]1—1(%71 = ((Ig(a/gfl(19)1h)5gh)1h715h71 = (Oég<1g—1 1h)5gh)1h715h71
= (1glghégh)1h_15h_1 = Oygp (a(gh)_l(1glgh>1h_1>6ghh—1
= Qygp <1(gh)_1 1h_1g_1g1h_1>6g = agh(l(gh)—l 1h—1)5g

= 1,01,0,. (3.3)
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E também que

1ghdgh1h—15h—1 = Qygp (Oé(gh)—l(lgh)lh—1>5ghh—1 = Qygp (1(gh)_1 1h—1)5g

= 11,0, (3.4)

Logo, substituindo as equagoes 3.3 e 3.4 em 3.2, obtemos
ALl (][] = lgh] [A7]) [} = O,

Portanto, p é uma representacao de (G,R) e pela propriedade universal de C5(G),

temos que existe um unico homomorfismo 9, tal que o diagrama abaixo comuta:

G ? C(Xg) %
N A
G (G)

Entao, para todo g € G, temos que

oG

¥ (1e]) = v o ullg) = pllg)) = 1,6,
donde segue o resultado.
[ |

Agora, vamos na direcao da construcao do par a-covariante. Para isso, precisare-
) Y
mos primeiramente ver C'(X¢g) como uma C*-dlgebra universal, que pela motivacao
que fizemos anteriormente, vemos que ela terd que ser a C*-dlgebra universal “ge-
rada pelos €,’s”. Uma vez feita esta identificagao, construiremos um homomorfismo
desta C*-algebra universal para C*((G), para entao obter o homomorfismo do par a-
P ?

covariante.

Seja Go ={e, | g € G} e
Ra = {ee =1,e5 = e, 646y = €y, €6y = egep, | g, h € G}.
Note que se p é uma representagao de (G, Re), entdo para todo g € G temos que
lp(e)l” = lloleq)p(eg)" | = llp(e)l = lloleg)ll < 1,

e portanto, o par (Gg, Rg) é admissivel, donde segue que existe C*(Gg, Rg) . Observe
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que C*(Gg,R¢g) ¢ uma C*-algebra comutativa, logo
C*(Ga,Ra) = C(Eq),

onde £ denota o espectro da C*-algebra C*(Gg, Rea) -
Lema 3.2.7. C(X¢) e C*(Gg, Re) sdo isomorfas.

Demonstragao. Para demonstrar que C(Xg) e C*(Gg, Rg) sao isomorfas, mostrare-

mos que Xg e £g sao homeomorfos, pois
Xg ~€&q = C(Xg) = C&q) = C*(Ge, Ra) -
Portanto, defina para £ € X arbitréario, a seguinte aplicacao:
Te G — C
eg — [ged]

Vamos verificar que T¢ é uma representagao de (Gg, Rg). Tome g,h € G ar-
bitrarios; entao, temos que
1. HTg(eg — e;)

2. || Teteges — €0)|| = I1Te(eg) Teley) = Teleg) | = llg € €llg € €] = [g € €]]l = 0, no-
vamente por [g € £] € {0,1}.

=||7eten) - Teley)

—[tg e &1 - Ty €| =0, pois [g e g  {0,1}.

= || Te(eg)Te(en) — Te(en)Te(ey) ||

= [llg € &J[h €&l = [hed]lg €]l =0.

3. Hfg(egeh — epey)

Portanto Ty é uma representacao de (G, R¢) e, pela propriedade universal de
C*(Ga, Re) , temos que existe um tinico homomorfismo 'fg, tal que o diagrama abaixo
comuta:

Te

Ga C

C*(gGa RG)

Observe que como YA} ¢ um homomorfismo entre C*-algebras,
2.1.7 em [14]).

Note ainda que CIA} ¢ nao nulo, ja que

ng < 1 (ver teorema

o~

Te(e) = Te o ulee) = Te(ee) = 1
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e, sendo assim, fica bem definida a seguinte aplicacao:

j—\’:XG — SG
£E — T\g.

Agora, resta-nos verificar que T' é um homeomorfismo.

e Injetividade de T: Tome £,n € Xg tais que £ # n; entao, sem perda de gene-
ralidade, existe g € &, tal que g ¢ 1. Logo, temos que fg(@) = Te(ey) = 1e
fn(g) =T,(ey) = 0, donde segue que fg # Tn-

e Sobrejetividade de T: Dado @ € Eg arbitrario, defina
§={9€G|eE) =1}

Observe que £ € X¢, pois ¢(€;) = 1, ja que €, é a unidade de C*(Gg, Rg) € ¢

¢ um homomorfismo nao nulo.
e Continuidade de 7: Tome {&}ea € X um net e § € Xg, tais que §\ — &
Mostraremos que YA}A — fg.

Como &\, — &, temos que para g € GG arbitrario, existe \g € A tal que, para todo
A >N, [g € &) =g €&]. Entao, para todo A > \g, temos que

Te\(@5) = Te,(eg) = lg € &) = g € €] = Te(e,) = Te(7y)

e, portanto, como para todo £ € Xg, fg ¢ um homomorfismo, temos que para
todo x € B/N, onde B/N é como definido na construgao de C*-dlgebra universal

(ver construgao no apéndice A), f@ (x) — T\g(x)
Agora, vamos mostrar que para todo y € C*(Gg, Rq) , ?EA(?J) — IA’g(y)

Tome ¢ > 0 ey € C*(Gg, Re) arbitrarios; entdo, existe x € B/N tal que
£
lly —z|| < 3 Sabemos também que existe Ao € A tal que, para todo A > g,
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‘ ~

~ €
Te, (x) — Tg(l‘)H < 3 Portanto, para A > \g qualquer, temos que

|Te0) = )| = ||Tes @) = Tea@) + Tes (@) = Telw) + Tetw) - Tt
< |Tew) - Tea@)| + ||Tes(@) — Te(@)| + | Tet@) - Tew)|
= |t =) + ||Tes@) - Te@)| + |Tetw v
< |Te Iy — 2l + | Tes (@) = Te@)|| + | eIy — =1

<y = all + | Tes (@) = Teta)| + 1y — 2|

<€+8+€—5'
3 3 3 7

portanto, T\&(y) — fg(y), e como y € C*(Gg, R¢g) foi tomado arbitrariamente,
segue que T, & YA}, ja que a topologia do espectro £g ¢é a induzida do dual de

C*(Gg, Rea), que é a topologia fraca x.

Por fim, como T : Xa — &€ é uma aplicacao bijetora, continua, de um espaco
compacto (Xg como observado anteriormente é compacto) em um espago Hausdorff
(como C*(Gg, Re) ¢ uma dlgebra de Banach comutativa, £ ¢ localmente compacto
Hausdorff - ver teorema 3.2.10 em [15]), temos que T é um homeomorfismo (ver teo-
rema 17.14 em [17]).

Portanto, defina as seguintes aplicagoes:

")/C(gg) — C(X(;)
f — foT,

7:C(Xg) — C(&g)
f — fof_l

que sao claramente homomorfismos e um o inverso do outro. Logo, v é um isomorfismo.
Agora, seja ¢ : C*(Gg, Rg) — &g a transformada de Gelfand, logo para todo
g € G, ((g5) = &, onde para toda f € g, G(f) = f(2).
Como a transformada de Gelfand e v sdo isomorfismos, ¢ : C*(Gg, Rg) —

C'(X¢), definida por ¢ =« o ( também ¢é um isomorfismo, donde segue o resultado.
|

Note que do isomorfismo construido no lema anterior, temos que para qualquer
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ge G
6(F5) =1 0C(e) =7(5) = o T,
e portanto, para qualquer £ € Xg
6(E)(€) = 7 0 T(&) =5 (Te) = Te(ey) = Teley) = lg € €] = 1,(6),
donde segue que para todo g € G
o(eg) = 1q.

Lema 3.2.8. Eziste um homomorfismo ¥ : C*(Ga, Ra) — C;(G) tal que, para todo
g€ G, I(eg) = [gllg]"

Demonstracdao. Defina

p:Ga — Ci(G)
e — lgllg]’

() [(es = ex) | = liotes) = pleg)*l| = |[TTiT" = (TollaT")”
— |[FtoT” — TolloT"|| = o
(i) [7(eacs = e)ll = lp(eq)ples) = ple)| = ||TalloT Tollol" ~ TolloT
— | floT” — TolloT"|| = ©.
(i) l3(eqen — eney)ll = lpleq)olen) = plen)ole)| = ([Tl TR — TIIAT TolloT

= BT I Tl TITT | = 0.

Portanto, p é uma representagao de (Gg, R¢g), e pela propriedade universal de
C*(Gg, Re) , temos que existe um tnico homomorfismo 9, tal que o diagrama abaixo

comuta:

Go 4 Cx(G)

S A

C*(Ga, Re)
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Entao, para todo g € G, temos que

0(eg) = Pouleg) = pleg) = lgllg],

donde segue o resultado.
[ |

Portanto, segue dos lemas 3.2.7 e 3.2.8 que existe um homomorfismo ¢ : C(X¢g) —

. _ -1
Cx(G), a saber, ¢ =9 0 ¢~ tal que para todo g € G, temos que

p(ly) =007 (1y) = I(gg) = [gllg]”
Agora, defina

G — C)(G)
g — g

que é claramente uma representacao parcial de G sobre C’;(G), ja que as relagoes de

C»(G) sao justamente as relagoes de representacao parcial.
Proposicao 3.2.9. O par (¢, ) é a-covariante.

Demonstragao. Seja g € G e f € D,—1 arbitrarios; como
Dy =span{l,-11p, --- 15, | n € N* hy,---  h, € G},

sem perda de generalidade, considere f = 1,-11;, para algum h € G. Entao temos que

p(ag(f)) = wlag(ly-114)) = ©(1g14) = (1)@ (1) = [gllg]"[ghl[gh]”
[91[97"]lghl] gh) =19l g ] = (gl R [P g ]
= [gl[R][R]"[g7"] = [g][RI[P]"[g]" = lg)lg]"g][n][]"[g]"

919~ g~ 1]*[/1][’1] l9]" = m(9)p(14-1)p(1n)m(g)"
= m(9)¢(Ly-11)m(9)" = 7(g)p(f)7(g)".

)=
(

Além disso, para f € C'(X¢) arbitraria que, sem perda de generalidade, podemos
considerar f = 1.1, = 15, para algum h € G, pois D, = C(X¢), temos que

egp(f) = egp(1n) = gg[h[h]" = egm(h)m(h)" = egen
)eq

— eney = ()n(h)"e, = T ey = (1n)e, = 9(f)e,.
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Logo, o par (¢, ) é a-covariante.

Portanto, segue do teorema 3.1.5 que existe uma representagao
(p x 7) : O(Xa) %o G — CH(G),
tal que para todo g € G e a € D¢

(p x )(ady) = p(a)m(g).
Teorema 3.2.10. C(G) e C(Xg) X G sao isomorfas.

Demonstragao. Mostraremos que (¢ X 7) e ¢ sdo um o inverso do outro, onde (¢ X 7)
é como definido acima e v é como definido no lema 3.2.6.

Tome g € G arbitrario; entao,

(o x m) 0w ([g]) = (o x M)(1y8,) = p(15)m(9) = [ollal To] = Ty

e portanto, (p X 7) 0¥ = idcy(q)-
Agora, tome a, € D, arbitrario que, sem perda de generalidade, podemos conside-

rar ag = 1415, para algum h € G. Entao, temos que

9o (p x m(aghy) = ¥ o (i x ) (1e1adg) = (L, 11)m(9)) = blp(Ly)e(1n)7(9))
— v ([olloTPITT9] ) = v (PRI TolloTT91 ) = v (PRI
- w(ﬁ)w([hfl])w(@ = 10 Lpe1 11,0, = 1,0,1,6,
= 141,46, = 14116, = a,d,,

e portanto, 1 o (¢ X m) = idc(xq)xaG-
Logo, C5(G) e C(Xg) x4 G sdo isomorfas.

A motivagao para a construgao do produto cruzado parcial que é isomorfo a Cr(G),
comecgou justamente observando que a C*-algebra do produto cruzado parcial deveria
estar relacionada de alguma forma com a sub-C*-dlgebra C*{¢, | g € G} de C;(G). O

préximo resultado confirma que esta motivacao estava correta.

Corolario 3.2.11. C(X¢) € isomorfa a C*{e, | g € G}.
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Demonstragao. Observe que para f € C'(Xg) arbitraria, temos que

(o x m)(fde) = o(f)m(e) = @(f).

Logo, a imagem de ¢ é densa em C*{¢, | g € G}, portanto basta provarmos que
¢ é injetora, para provarmos que C(X¢g) = C*{e, | g € G}, j& que a imagem de um
homomorfismo entre C*-dlgebras é sempre fechada.

Sejam f,g € C(Xg), tais que ¢o(f) = ¢(g), o que implica que (¢ X m)(fd.) =
(p x m)(gde). Mas como (¢ X 7) é um isomorfismo,

fae:géeﬁf:ga

pois C'(X¢g) é uma C*-dlgebra e pelo teorema B.2.13, o niicleo da construgao do produto
cruzado parcial é nulo.

Portanto, ¢ ¢ injetora, donde segue o resultado.

3.3 (*-algebra parcial de grupo com mais relacgoes

Vamos considerar agora, algumas relagoes a mais em C(G), um conjunto que defini-
remos mais adiante, mas que para fins de uma motivacao, denotaremos por R e por
C, <G , R) a C*-algebra parcial de grupo munida com estas relagoes adicionais. Entao

¢é de se esperar que o seguinte ocorra:
c (G, zfz) ~ C*(G)) < R > (C(Xg) %0 G) /1< B>,

onde (-) denota o ideal gerado pelo conjunto R e v é o isomorfismo construido na
segao anterior entre C;(G) e C'(Xg) xo G. Mas serd que conseguimos construir uma

acao parcial @ e um ideal I de C'(Xg), tal que
(C(Xg) Mo G)/tp< B> = (C(Xg)/I) x5 G ?

Esta secao serd dedicada a mostrar que a C*-algebra universal de um conjunto de
geradores provenientes de um grupo, com as relagoes de representacao parcial e com
algumas relagoes adicionais, também sera isomorfa a um produto cruzado parcial, que

estd diretamente relacionado com C(X¢g) X, G.

Proposicao 3.3.1. Seja R C C(Xg) um subconjunto qualquer. O menor ideal o-
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invariante (ver definicao 2.1.12) de C(X¢), que contém R, é o ideal

I'={oy(lg1f) g€ G feR).

Demonstragao. Por definicao, I < C(Xg), logo temos que provar apenas que I é o
menor ideal a-invariante de C'(X¢) que contém R.

Primeiramente, vamos verificar que R C I. Tome f € R arbitraria e note que

f = ae(f) = ae(lef) el

logo R C 1.

Agora, vamos verificar que I é a-invariante. Tome h € G e x € Dj,-1 N [ ar-
bitrarios; sem perda de generalidade, podemos considerar x = 1,-11,a4(1,-1 f)fv =
1h 1oy (1 _1f)1k]7 para alguns kg€ G, feRefe€ C(X¢g). Entao, definindo

= 1 f e observando que f 1, € Dy, o que implica que existe w € Dgy-1, tal que

ay(w) = f 1,, temos que

an () —ah<1h v (1 _1f)f> —ah<1h 0,11 f)F )
= an (1110 (1,1 )] 1,) = an(ay (1o 11 g1y Nag(w) )
= an(ay (1,11 111 f0) ) = @ <ag<1(hg)711g711g71fw>)
= (g1 1o 0) ) = v (111010
= ang (g 1/ g 1) = g (1) 1/ 1y 1510

= O‘h9<1<hg>*1f) O‘hg(%m*%*ﬂ}) €l

-~

el €C(Xa)

donde segue que I é a-invariante.
Por fim, s6 nos resta verificar que I é o menor ideal a-invariante de C'(X¢g) que
contém R. Entao, tome J < C(X¢), tal que J é a-invariante e contém R. Logo, para

f € R e g € G arbitrarios, temos que
fed=1fed = olyf)ed =1C,

donde o resultado segue.

I daqui em diante, denotard (oy(1,-1f) | g € G, f € R).
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Observe que como I 4 C(Xg), temos que I = Cy(V'), para algum V C X aberto
(ver exercicio 3.2.3 em [15]). Entéo,

C(Xa)/I =C(Xa)/Co(V) = Co(Xa\V) = C(Xe\V),

ja que X \V é compacto, pois é um subconjunto fechado de um compacto. Na proxima
proposigao iremos identificar X\ V.

Proposigao 3.3.2. Seja Qp={(e€ Xg|Vfe RVgel f(g7€) =0}. Entao,
Xe\V = Qp.

Demonstragao. ( C ) Tome & € Xg\V, f € Re g € G arbitrérios; entao, ay(1,-1 f)(€)
0, pois ay(ly-1f) € I = Co(V) ={f € C(Xg) | Vx ¢ V, f(x) = 0}. Portanto, em par-
ticular, para g € £ arbitrario, temos que

0=cyg(1y-1/)(&) = (g1 f) 0 0,-1(&) = L1 (97'€) f(97'€) = f(g7 7€),

donde segue que & € Qpg.
(D) Tome & € Qg, f € R e g € G arbitrarios; entao, temos que:

e Caso 1: g € £. Neste caso
ag(Lg1 f)(€) = (g1 [)obg1(E) =Ly (g7 ') fg7'€) = fg7'€) = 0.

e Caso 2: g ¢ £. Neste caso, pela defini¢do de oy, temos que ay(1,-1f)(§) = 0.

Portanto, para fE I, fv(f) = 0, donde segue que £ € Xg\V.

Definicao 3.3.3. Q0 é denominado o espectro de R.

Proposicao 3.3.4. Qi € O-invariante, isto €, para todo g € G, temos que
0y( Xy NQR) C XyNQp,

onde 0 € como definida no lema 3.2.3.

Demonstragao. Tome £ € X ;-1 N Qp arbitrario; entdo, 0,(¢) = g§ € X,. Logo, para
f € Rek € g€ arbitrérios, temos que f(k™'g€) =0, jd que g 'k € £ e £ € Qp.

80



Portanto, 64(§) € Qg, donde segue que 0,(X,-1 N Qg) C X, N Q.

Agora tome R C C(Xg), tal que

i=1

n,m; € N, \; € (C,gz-j S G}

Considere novamente G = {[g] | g € G},

R={leJ=11[g7"] =l [l [n""] = [gh]["'] | g,h € G}

e defina R = R U {zn:)\zﬁ[gz]”glj]* =0 zn:/\iﬁlgij = R}'
i=1 J =1 J

Como o par (g, ﬁ) é claramente admissivel, existe a C*-algebra universal gerada
pelo conjunto G = {[g] | ¢ € G} com as relacdes R, que denotaremos por O (Q , ﬁ)
No que segue, iremos mostrar que C} (g,ﬁ) ¢ isomorfa ao produto cruzado parcial
C(Qr) g G, onde @ é como definida na proposigao 2.1.14.

Lema 3.3.5. Eziste um homomorfismo T : C;(G) — C; (Q, é) tal que, para todo

g€ G, T(E) = [g], onde [g] denota a classe de equivaléncia do elemento [g], referente
ao quociente pelo nicleo da norma definida na construcao de C*-dlgebra universal (ver

constru¢do no apéndice 1).

Demonstracao. Defina a seguinte aplicacao
p:Gg — C (g , ]:?)

lg] — g

Claramente, p ¢ uma representacao de (G, R); logo, pela propriedade universal de

C,(G), temos que existe um tnico homomorfismo T tal que o diagrama abaixo comuta:

G "y (9.R)

N A

81



Portanto, para todo g € GG, temos que

T(l91) = T o ulg)) = plo) = [l
[ |

Proposicao 3.3.6. Existe um homomorfismo © : C(Qp) xg G — C} (g, é) tal que,

para todo g € G, @(1._.959> = E, onde 1._.959 denota a classe de equivaléncia do elemento
1404, referente ao quociente pelo nicleo da norma definida na construgdao de C*-dlgebra

envolvente (ver construgdo no apéndice 1).

Demonstracao. Para mostrar a existéncia deste homomorfismo, iremos recorrer a
construcao de um par a-covariante.

Defina

TG — C (g, é)
g — g
que ¢ claramente uma representagao de G' sobre C (g , é), ja que, em R temos as
relagoes de representacao parcial.
Seja d="Uo ¢, onde ¥ é como definida no lema 3.3.5 e ¢ é como definida apds

a demonstracao do lema 3.2.8. Portanto, P - C(Xa) — C (g,f{) e para g € G

qualquer,

B(1,) = Vo p(1,) = ¥ ([glleT") = Tollo]"

Agora, observe que para f = Z)\ ngu € R e h € (G arbitrarios, temos que
=1 j=1

(a1 f)) = (ah <1h ) <Z)\ H1g>>> -9 (ah (Z)\ th 11%))
= (ZAiHah(h_llgij)) = (ZAiH1h1hgij>
- E;A ch 1)@ (1,,,) ZA H Flhgullhgal
- ol (1[ o [gij]*) T - m(ixiﬁ [gm[gij]*) D

i=1 j=1

= 0.
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Portanto, existe um homomorfismo ® : C(Q2z) = C(Xg)/I — C; (g, é) tal que,

para todo g € G, @(t) = [9]lg]"-
Agora, vamos verificar portanto que o par (®, ) é a-covariante.

(i) Sejam g € G, agflu+z' € (Dgf}' + I)/I arbitrérios. Sem perda de generalidade,

podemos considerar ag"fl = 1411y, para algum h € G. Entao, temos que

©(0 (@ +7)) = 2@ (@) = (@ (1,10) ) = 2(L L)

~ o(1;)2(Tyr) = il hlohT = Wl s

(ii) Sejam g € G e f € C(Qpr) arbitrarios. Sem perda de generalidade, podemos

considerar f = 16.1/1C = 1, para algum k € G. Entao, temos que

Portanto, pelo teorema 3.1.5, existe uma tnica representacao (¢ x 7) : C(Qg) xg G —
C, (g, }N%>, tal que para todo g € G e ag—1 +1 € (Dy-1 + 1)/, temos que

(@ x ) (3 +10,) = @(ag +1) (o)

Entao, para todo g € G,

(@ x 7)(Ty8,) = @(1,)wlo) = Il o] = [o].
Logo, basta tomarmos © = ® x 7 e o resultado segue.
[
Proposigao 3.3.7. Eziste um homomorfismo I : C (Q, E) — C(QRr) X5 G tal que,

para todo g € G, F([g]) = i_;yég.
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Demonstracao. Defina

p:G — C(Qp) xaG
lg] — 1,4,

vamos verificar que p satisfaz R. As demonstracoes que para g,h € G arbitrarios,
1A(g™] = 9]l = 0 e [[p([g][r][A7"] — [gh][A~"])]| = 0, sdo completamente andlogas

as demonstragoes dos itens (i) e (ii) no lema 3.2.6. Por isso, faremos apenas a demons-

(e

tracao de que para f = Ail |1, € R arbitraria, = 0.
9ij

i=1  j=1

Observe que

(it

=1 j=1

': ST Tl otan)

=1 j=1

= Z/\zl_j[m 5@
=1 j=1

‘ Z)‘iH]‘gij 591‘]‘ 1(91'3‘)71 5(9i.7')71

i=1  j=1

e como f = Z)‘inlgij € R, temos que f = 0.

=1 j=1
Portanto, p é uma representacao de <Q, 7~3> e pela propriedade universal de C}; <Q, ﬁ) ,

temos que existe um unico homomorfismo I', tal que o diagrama abaixo comuta:

G P C(Qr) Xz G

S

G(9.R)
Entao, para todo g € G, temos que

0 ({ol) =1l = plla) = 1,4,

donde segue o resultado.

Teorema 3.3.8. C; (g,ﬁ) e C(Qg) Xz G sdo isomorfas.

Demonstragao. Tome z € C(2g) Xz G arbitréario; entao,

x = lim i)\ind_'gég,
i=1
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onde obviamente, para todo g € G, @, € (D, + I)/1.

Além disso, para g, h € G arbitrarios, temos que
(1nSnLp-10p-1)1y0g = 130e146, = 141,08, = 1,150,

Logo, o conjunto dos 1,’s gera o conjunto dos 1,1,’s e, como D, = (1,1, | h € G),
fica evidente que os homomorfismos ® x 7 e I', como definidos nas proposicoes 3.3.6 e

3.3.7, respectivamente, sao um o inverso do outro, donde segue que

C;(6,R) = C(2) %= G-
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Capitulo 4

Exemplos de C*-algebras universais

geradas por isometrias

Como citado na introducao do trabalho, nosso grande objetivo é estudar a C*-4lgebra
universal gerada por duas isometrias que comutam, utilizando as ferramentas desen-
volvidas nos capitulos anteriores. Para isto, precisaremos relacionar de alguma forma
esta C*-algebra com uma C*-algebra gerada por um conjunto de geradores e relagoes,
tais como no capitulo anterior, pois desta forma poderemos caracteriza-la como um
produto cruzado parcial. Sabendo que o estudo da C*-algebra universal gerada por
duas isometrias que comutam é muito complexo, estamos na busca de quais hipoteses
adicionar as isometrias, para que possamos utilizar a nossa teoria.

Vamos entao estudar a C*-algebra universal gerada por um grupo G (com unidade
e) com as relagoes de representagao parcial e com a relagao adicional que dois elementos
em particular sao isometrias. Entao, se G = {5, | g € G} e para um determinado g € G

queremos que S, seja uma isometria, temos o seguinte:
*
5,5y =141 =¢,

e desta forma pela teoria desenvolvida no capitulo anterior temos que adicionar a
relagao 1,-1 — 1.. Agora note que a C*-algebra universal que tem como conjunto gera-
dor o grupo Z x 7, com as relacoes de representacao parcial e com as relagoes adicionais
de que dois elementos em particular sao isometrias ¢ um produto cruzado parcial, ja que
dados G =Z xZ,G={S,|]9g€ G}, R= {1(_170) —10,0), 110, -1) — 1(0,0)} C C(Xe),
R = {S.=1,8 = S;1,555; = SanS; | g.h € G} e R = RU{S}.0)S00) = 1.
SE*OJ)S(OJ) = 1}, o par <Q,7§> é admissivel, logo existe C* (g,ﬁ) e, pelo teorema
3.3.8, temos que
o (gié) >~ C(Op) Xa (Z % 7).
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Sendo assim, tentaremos relacionar C* (Q , 7%) com a C*-algebra gerada por duas
isometrias que comutam e, na direcao de encontrar as relagoes que devermos adicio-
nar a estas duas isometrias que comutam, para obter o isomorfismo desejado, iremos
primeiramente na se¢ao 4.1, que teve como base o artigo [8], definir o que sdo duas
isometrias compativeis, bem como o que sao duas isometrias duplamente comutantes
e desenvolver alguns resultados bésicos, para entao, na secao seguinte, encontrar as
relacoes desejadas. A razao pela escolha do grupo Z x Z e das relagoes de representacao
parcial ficarda mais evidente pelo teorema 4.2.2. Por fim, na ultima secao, iremos ca-

racterizar a C*-algebra universal gerada por duas isometrias duplamente comutantes.

4.1 Isometrias compativeis e isometrias duplamente

comutantes

Seja ‘H um espaco de Hilbert separavel. No que segue, o simbolo ¢ denotara comuta-

tividade, ou seja, x ¢ y denota zy = yx.

Definigao 4.1.1. Sejam S;, S5, € B(H) isometrias. Dizemos que S; e Sy sdo com-
pativeis se Sy ¢ Sy e para quaisquer m,n € N, temos que S7*(S7)™ ¢ S7(S55)", isto é, as
projegoes finais de S7* e S5 (ou seja, as projegdes ortogonais sobre as imagens de S7"

e S7) comutam.

Definicao 4.1.2. Sejam S;,Ss € B(H) isometrias. Dizemos que S e Sy sdo dupla-

mente comutantes se S1 ¢ Sy e S1¢55.

Note que, se duas isometrias Sy, S € B(H) sao duplamente comutantes, entao elas

sao compativeis. De fato, sejam m,n € N arbitrarios; entao, temos que

STM(S1)™ S5 (S3)" = S1"S3(S7)™(53)" = 837" (7)™ (S3)"
= S3S7(S5)"(S7)™ = S3(S5)" ST (7)™,
ja que se T, W € B(H) sao tais que T o W, prova-se por indugao que, para quaisquer

m,n €N, T"oW",

Sejam S um semigrupo comutativo (aditivo), com unidade 0 e

T:5 — B(H)

s — T

uma representagao de S em B(H), ou seja, uma aplicagdo que preserva identidade e
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separa produto, tal que para todo s € S, T;T, = 1. Sendo assim, o conjunto {7}, ¢

também possui uma estrutura de semigrupo multiplicativo, com unidade 1.

Definigao 4.1.3. N6s dizemos que o semigrupo {7}, ¢ de isometrias é compativel,

se {T,T;},.q forma uma familia de projecoes finais que comutam.

O seguinte teorema, mostra que para um par de isometrias, as duas nogoes de

compatibilidade coincidem.

Teorema 4.1.4. Sejam S1,Sy € B(H) isometrias que comutam. Entdo, S; e Ss

sao compativeis se, e somente se, o conjunto {S{"SQ}( N € um semigrupo de

m,n)ENX
isometrias compativel.

Demonstragdo. (=) Tome para todo m,n € N, T, ) = S*S5. Sejam s = (s1, 52),t =
(t1,t2) € N x N arbitrarios. Note que o semigrupo N x N é parcialmente ordenado
pela relacao:

(51,82) < (t1,t2) & 51 <ty 59 <ty

Entao,

e se s < t, segue que

TSTS*EZZ;* = TSTS*TS-‘,-t—Sj—;f* = TSTS*TsTt—sT;f* = Tsﬂ—sj-'t*
=TT =TT, = T )" = T T
— T T T = T T

e set < s, a demonstracao ¢ analoga ao item anterior.

e se s e t ndo sao comparaveis, defina r = (min (sq,t1), min (s9,?3)); entao, s — r,

t —r sao da forma (m,0) ou (n,0). Note que
Lim,0) T, 0) = ST'(ST)™ © 95(53)" = Tio,m T (o, m)-

Sem perda de generalidade, considere s —r = (m,0) e t —r = (0,n). Portanto,

temos que

TsTs* - Tr+s—rT* = TT'TS—T (TrTs—r>* = TrTs—TTS*frT:

r+s—r
e através de uma conta analoga, obtemos também que
* * *
T =TT, T, T
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Logo,

TTT, T =TT, T T*T,T, T T =T, T,., T, T, T, T*
N——
T(m»0>T(*m, 0) T{o, n)T(*o, n)
=T 1 11,1 =TT, 7, TTT, 1.1,
=TTy T,T".

Portanto, {7} oy = {5755 }

(<) Tomando T' como definido anteriormente, temos que para quaisquer m,n € N,

m, n)eNxN € compativel.

STSD)™ = Tom,0)Tim, 0y © Tio.m T(o,my = 95 (55)",

donde segue que S; e S5 sao compativeis.
|

Exemplo 4.1.5 (duas isometrias que comutam e nao sao compativeis). Seja H um
espago de Hilbert com uma base ortonormal {e;};-, U {fitie;- Defina os operadores

V. W € B(H) pelas sequintes relagées, para todo i,j € N:

) V(€z> = €i+1;
o V(fi) = fis1;

1
o W(e;) = 5(61 + e+ fi — fi1);

e W(fi)= %(fi-‘rl + fira + €it1 — €it2).

Primeiramente, vamos verificar que V o W . Para isto, € suficiente verificarmos a

tqualdade nos vetores da base. Tome 1,5 € N arbitrdrios; entao, temos que

VW (e;) = V(%(ei +eip1 + fi— fi+1)> - %<V(€z’) +V(ei1) + V(fi) = V(fir1))

1
= §(€i+1 + eiva + fir1 — fira) = Wiei1) = WV (ey),
e também,

1

VW (f;) = V<§(fj+1 + fivo +ejp1 — 6j+2))

= %(V(f]Jrl) + V(fj+2) + V(€j+1) - V(ej+2))

= U+ Lyss+ epan = egan) = W) = WV ().
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Portanto, V o W.
Agora, note que como V' é um “shift”, € sabido que para todoi € N, V*(e;) = e;_1,

bem como V*(f;) = fi_1. Vamos portanto calcular W*. Tome i € N arbitrdrios; entdo,

temos que

W) = i (W (ex),eg)es + i (W (e2), i fo = fj (o0, W(e)e + Z
= i <el, (ej +ej1+ fi — fi+1) >€j + kz <€17 (frt1 + froro + €1 — €k+2)>fk
- f; enes) + (enerm) + e ) — (en Fren))es

1

.
I

%((% Jea1) + (e, frr2) + (e, eng1) — (€, ert2)) fr

WE

e
I

1

Oikr1 + Oikr2) fr

[\DI»—t

1 o
5(513 + 0ij+1)€; + Z

1 k=1

<€z+ez 1+fz 1 fi72)7

hE

<.
I

L\JI)—t

e também que

o0

W (fi) =D (W (fi), e 6]+Z (W), fil i =Y s Wley)he; + > (fi, W

7j=1 7=1

k=1

= Z <fi> %(ej +ejp1+ fi — fj+1)>€j + Z <fz‘, %(karl + fryo + €pi1 — 6k+2)>fk
= > S (es)  Foesnd + Ui i) = i frades

+) %((fia frr) + (fis frva) + (fis ensr) — (fis ery2)) fi

NE
N | —

=1
=> 500 = dijea)e; +

j=1

(0ifr1 + Oior2) f

i

1

(€i —eim1 + fi1 + fiz2).

Agora, vamos verificar que de fato, Ve W sao isometrias. Tome i € N arbitrdrio;

logo, V*V(e;) = V*(eir1) = e;, € também, V*V(f;) = V*(fiy1) = fi, donde seque que
VvV =1.
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Além disso, temos que

W*W(e;)) = W* (1(& + e+ fi — fi—l—l))

2
= SOV e+ W {ewa) + T (f) = W (fi)
= (5l + e + fir = fia) + glern et fi = i)
+ %((%‘ —eim1+ fio1 + fi2) — %(ei—i-l — e+ fi+ fi-1))
= i(ei +e 1+ fici—fietenmte+fi—fioite—e1+ fioi+ fica

1
—ep1te— fi— fis) = 1(4@‘) = €,

e também,

W(fi) =W~ (%(fi-i—l + fivo +€ip1 — €i+2))

= %(W*(fi-&-l) + W (fir2) + WH(eir1) — W¥(eit2))

= %(%(eiﬂ —ei+ fi+ fis1) + %(eﬂ*z —€ip1 + fip1 + fi)

+ %(ei—i-l +ei+ fi— fio1) - %(ei-i-Q +eip1 + fix1 — i)

= %(eﬂ-l —eitfitfiitep—en+tfintfitente+fi—fia

— Cip2 — €ip1 — fir1 + [i) = i(‘lfz’) = fi,

donde seque que W*W = 1.
Por fim, vamos verificar que VV*WW* £ WW*VV*. Note que

VV*Ww*(el) VV* W(l 61) =VV* (1 (%(61 +ey+ f1— f2>>>
: le “(V*er) + V¥(e) + V*(f1) = V*(f2))
e - ) = 2 = Vi) = 2ea - )

(
£0=WW*V(0)=WWVV*(e).

:lvv lerteat fi—fa) =

Portanto, Ve W sdo isometrias que comutam e que nao sao compativeis.
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4.2 A (C*-algebra universal gerada por duas isome-

trias compativeis

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo é descobrir quais relacoes devemos
impor sobre duas isometrias que comutam, para que a C*-algebra universal gerada
por estas isometrias com estas relacoes, seja isomorfa a C* (g , ﬁ), onde C* (Q , ﬁ) é
como definida na introdugao do capitulo.

Vamos primeiramente observar que m o m, onde m e m denotam as
classes de equivaléncia dos elementos S, 1) € S(1,0), respectivamente, referente ao quo-
ciente pelo nicleo da norma definida na construc¢ao de C*-algebra universal (ver cons-
trucao no apéndice 1). Para demonstrar este fato, precisaremos fazer uso do seguinte

resultado:

Proposicao 4.2.1. Sejam G um grupo, A uma C*-dlgebra, 7 : G — A uma repre-
sentacdo parcial de G sobre A e g € G, tal que 7(g) é uma isometria. Entdo, para
todo h € G,

m(h)m(g) = m(hg).

Demonstracao. Seja h € G arbitréario; entao, temos que

m(h)m(g) = w(h)m(g)m(9) 7 (g) = w(hg)w(9) 7 (g) = m(hg).

Entao, podemos considerar a seguinte aplicacao:

G — C*(g,ﬁ) (4.1)

g — S,

que ¢é claramente uma representagao parcial de GG sobre C* (g , 7N€> Além disso, S(1,0)

e S(o,1) sao isometrias. Logo, pela proposi¢ao acima, temos que

S1.0S0.1) = 7(1,0)7(0,1) = 7((1,0) + (0, 1)) = (1, D

m((0,1) + (1,0)) = 7(0, )m(1,0) = S(0.1)5.0),

donde segue que S0y © S(o,1)-
Vamos formalizar uma notacao para a C*-algebra gerada pelas duas isometrias que
comutam. Sejam ¢ = {57, 5} e Z o conjunto de relagoes desejadas; sabemos que

pelo menos temos as trés seguintes relagoes em Z: 5751 =1, 555, = 1 e 51.55 = S251.
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Note que apesar de nao termos especificado todas as relagoes de Z, o par (¥4,%) é
admissivel, logo existe C*(¥, Z).

Continuando a motivacao, seria também natural pensar que para quaisquer m,n €
N, m deveria estar relacionada com SJ*S7, onde S;*S§ denota a classe de equi-
valéncia do elemento S7"S¥, referente ao quociente pelo nticleo da norma definida na
construgao de C*-algebra universal (ver construgao no apéndice 1). Note que desta
forma temos uma func¢ao definida em um sub-semigrupo de Z x Z, a saber N x N e,

além disso, esta aplicagao é uma representacao de sub-semigrupo. De fato, defina

c:NxN — C"¥Y9,%) (4.2)

(m,n) — ST53

e note que para m,n,p,q € N arbitrarios, temos que

(i) 0(0,0) = S8 =1;

(ii) a((m,n) + (p,q)) = o(m +p,n +q) = S7*PSyT = SSP S5 ST
= S"S35153 = a(m,n)a(p, q).

Logo, no desejo de definir uma representacao p : G — C*(¥4, %) que satisfaga
o par (g , 7?), para podermos fazer uso da propriedade universal de C* <Q ,ﬁ), nos
deparamos com a seguinte questao: sob quais condigoes conseguimos estender uma
representacao de um sub-semigrupo para uma representacao parcial do grupo. O

teorema seguinte nos dara condicoes suficientes.

Teorema 4.2.2. Sejam G um grupo abeliano, P C G um sub-semigrupo tal que G =
P — P, Auma C*-dlgebra unital, com unidade 1 e o uma representacdo do sub-
semigrupo P sobre A tal que, para todon € P, o(n)*c(n) = 1. Se para todo m,n € P,
a(m)a(m)* o o(n)a(n)”, entdo existe uma representacao parcial & de G sobre A, tal

que para todo n € P, o(n) = o(n).

Demonstracao. Tome g € GG arbitrario; entao, sabemos que existe m,n € P tais que

g =n — m. Isto nos motiva a querer definir ¢ da seguinte maneira:
d(g) =0d(n—m)=a(m)o(n),

mas como a representacao de g nao é tnica, temos que mostrar que a aplicacao esta

bem definida. Para isto, temos que mostrar que para n,n’,m, m’ € P arbitrérios, tais

_ / /
quen —m=n'—m/,



Sabemos que dados quaisquer m,n,k € P, n —m = (n+ k) — (m + k), logo note

que

om+k)on+k)=0ck+m)ok+n)=(c(k)o(m))o(k)o(n)
=o(m) o(k) o(k)o(n) = o(m) o(n),

pois o(k) é uma isometria por hipéGtese.
Agora tome n,n’,m,m’ € P arbitrérios, tais que n —m = n’ — m/. Defina k =
n'+m',n” =n+kem” =m+k; claramente, k,n”,m"” € P. Comon—m =n'—m/,

segue que n +m’ = n' + m. Portanto, definindo ¢ = n +m’ = n’ + m, temos que
n—n'=n+k—-n"=n4+n"+m'—n"=n+m'=q¢=n"+q¢=n",
e também que
m'—m'=m+k—m'=m+n'+m'—m'=m+n"'=q¢=m"=qg+m.

Note que n —m = (n+ k) — (m+ k) =n” —m”, entdo temos que

*

o(m)'o(n) =o(m+k) o(n+k)=o(m") o).

Por outro lado, como n’ —m’ = (n' + q) — (m' + q) = n” —m”, segue que
o(m)o(n') =o(m' +q)"a(n' +q) = a(m”) o(n").

Portanto, o(m)“c(n) = o(m/)*o(n’), donde segue que a aplicagao o : G — A,
definida para todo g € G, por o(g) = o(m)"c(n), onde g = n—m, estd bem definida, j&
que mostramos que ela independe da representacao escolhida. Note que para qualquer
n € P, n=n-—0,logo

a(n) =c(0)*c(n) = o(n).

Vamos verificar, portanto, que ¢ satisfaz os axiomas de representacao parcial. Se-
jam g, h € G arbitrarios; entao; existem m,n,p,q € P, taisqueg=n—meh=p—gq.

Logo, temos que

(i) 5(0) = o(0) = 1.

*

o(m) = (o(m)’o(n))" =5(n—m)" =5(g)".

*

(ii)) o(—g) =a(—n+m) = o(n)

(iii) Como o independe do representante, podemos escolher aquele que nos for mais

conveniente, por isso, note que g = (n+¢q) — (m+¢q) e h = (p+n) — (¢ +n).
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Portanto, tomando a =n+¢q, b =m + g e ¢ = p+ n obtemos que g =a —b e

h =c— a, logo

5(g)a(h)a(h)”

| |
QN

d(a—1b)a(c—a)o(—c+a)=o(b) o(a)o(a) o(c)o(c) o(a)
(b) o (c)a(c) o(a)o(a) o(a) = o(b) )
g(=b+c)o(—c+a)=0d((a—b)+ (c—a))o(—c+ a)
(g +h)a(h)".

Il
Q

Il
q

o

Portanto, o é uma representacao parcial de GG, sobre A, que estende o.
[ |

Agora note N x N é um sub-semigrupo de Z x Z, tal que (N x N) = (N x N) =Z xZ
e ainda que o, como definida em 4.2, é uma representacao do sub-semigrupo N x N

sobre C*(¥, %), que satisfaz para quaisquer (n,m), (p,q) € N x N,

o(n,m)"o(n,m) = (Sy.S3")" PS5 = (55)"(S7)" S S5 = 1.

Logo, s6 nos resta verificar a iltima hipétese do teorema acima, que para quaisquer

(TL, m)a (p7 Q) € N x N7 U(”a m)0<n>m)* < U(pa q)U(p> Q)*, ou Sejaa que
Sy83(S157')" o STS3(S7S3)"
Portanto, este fato nos motiva a impor esta relacao em Z. Sendo assim,

B = {818 =1,855, = 1,55, = $,8, SIS (ST STSY(STSY)" =
SS3(S758)" SyS5 (S5 |mn.p,q € NJ.

Agora note que, em virtude do teorema 4.1.4, temos que a iltima relacao imposta

é equivalente a seguinte:
Sy (ST)™ 83 (85)" = 85(53)" ST (S1)™

ou seja, as relagoes que estavamos em busca, eram simplesmente a relacao das duas
isometrias serem compativeis.

Portanto, ¢ é uma representagao do sub-semigrupo N x N que satisfaz todas as
hipoteses do teorema acima, ja que a ultima hipotese do teorema é satisfeita, uma
vez que foi a tultima relacdo imposta em Z. Logo, existe 0 : Z X Z — C*(Y, %)

representagio parcial, tal que para todo (n,m) € N x N, a(n,m) = o(n,m) e para
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(21, 29) € Z X Z arbitrario, onde (z1, 29) = (m,n) — (r, s), para algum m,n,r,s € N é

dada por:
G(21,22) = 5((n,m) — (r,s)) = G(r,s)"G(n,m) = (S15)"(5757") = (53)°(S7)" 155"
Vamos agora, analisar melhor a imagem de &(zy, 22):

e Caso 1: sen >r em > s, entao temos que

G (21, 22) = (S3)°(S1)"S7S5" = (S3)° S~ Sy
= (S5)°S5'Sp " = S5 sy
= S;QSTI

e Caso 2: sen >r em < s, entao temos que

5 (21, 22) = (S3)°(S1)"SyS5" = (S3)° S~ Sy
= (83)°SySy " = (S5)° Sy
= (S5) 757,

e Caso 3: se n <r em > s, entao temos que

G(21, 22) = (S5)°(S1)" TS5 = (85)°(ST)" "S5
= (S7)"(S5) Sy = (Sy) S5

e Caso 4: sen <rem < s, entao temos que

51, 20) = (93)°(S7) STy = (S5)°(S1)" "y
= (57)7(S5)° Sy = (ST ()
= (57)77(55) 7™ = (S5) = (57) ™

Defina a seguinte aplicacao:

f:G — ZX7Z

S(Zl,ZQ) L (Zl, 22)'

Portanto fica definida uma representacao de G que claramente satisfaz 72, a saber,

p=oof.
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Logo, pela propriedade universal de C* (Q , ﬁ), existe um tnico homomorfismo

o C* (gﬁ) N9, R), (4.3)

tal que para todo z1, 29 € 7Z,

90(*9(21:22)) =@o L<S(thz)) = p(S(ZhZz))'

Lema 4.2.3. Eziste um homomorfismo ¢ : C*(4, %) — C* <Q,7Aé> tal que ¥ (S1) =
S0 € ¥(S2) = S0,

Demonstracao. Defina
0 G — " (gié)

S1 — 5(1,0)

S2 [ — S(O,l)'
Vamos verificar que p é uma representagao do par (¢, %).

() 1705780 = DIl = Ip(51)"0(S1) = p(D)]| = |[S70) Sty — 1| = 0, analogamente
13(555: — DIl = 0.

(ii) Segue da observagao feita apds a proposi¢ao 4.2.1 que

(8152 — S2S1)|| = ||p(S1)p(S2) — p(S2)p(Sh)|| = H5(1,0)5(0,1) - 5(0,1)5(1,0)H =0.

(iii) Para facilitar nossas contas, vamos optar por provar a relagdo que é equiva-
lente a ultima relacdo imposta em %. Tome n,m € N arbitrarios. Note
que como 7 (definida na equagao 4.1) é uma representagao parcial, temos que

m(m,0)m(m,0)" ow(0,n)w(0,n)", ouseja, Sim, 0)S(m.0) © S(0,m) (g, ) Entao temos

que
IP(ST (57)™95 (55)" = S5(:95)" ST (S1) ™)
= |[p(S1)™ (p(S1))" p(S2)" (p(S2)")" = p(S2)" (p(S2)")" p(S1)™ (p(S1)")" |
St o) S G S G Sy )

= HS(m,o>52‘m,o)5<o,n>52‘o,n) - 5<o,n)52‘o,n>5<m,o>52‘m,o)H =0
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Portanto, p é uma representacao do par (¢, %), logo pela propriedade universal de
C*(¥4, ), existe um tinico homomorfismo v, tal que ¢ (S7) = ¢ou(S1) = p(S1) = (S10)
€ ¢(S_2) = o (S2) = p(S2) = Sio,1)-

Teorema 4.2.4. C* (g,fz) ¢ isomorfa a C*(9,%).

Demonstracao. Para demonstrar este fato, basta mostrarmos que os homomorfismos
e 1, como definidos em 4.3 e 4.2.3, respectivamente, sao um o inverso do outro e é

suficiente verificarmos nos geradores. Logo, temos que
pov(3) = ¢(Sio) =SI8 =5
e também,
o (%) = ¢(Som ) = S5 = 5.

Portanto, ¢ 0 ¢ = idc+y, %)
Por outro lado, para qualquer (21, 22) € Z X Z, onde (21, 22) = (m,n) — (r, s), para

algum m,n,r, s € N, temos que
e Casol: sen>rem > s,

vop(Sem) = v(5757) = 0(%) v (5)"

= S(Zg,l)s(zll,o) = S(za1,2)-

e Caso2:sen>rem<s,
* S—

vou(Smm) =0((557757) = (0(%) ) v ()™

::(S@ﬁﬂ S0y = S0, —22)5(1,0)

= 5(0,2)5(21,0) = (21, 2)-

e Caso 3: sen<rem > s,

009 (Sam) = ((5)755) = (v(5) ") w(S)”
= (Su) Sty = oS0

= 51,0050, 20) = S(z1, 22)-
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e Caso4d: sen<rem<s,
sol5) (T - (050 ) ()

- (S(B;Zi)) (S(Ef[l))> - 5{01—22)5’?—21,0)

Portanto, ¢ o ¢ =1id . (g ﬁ)
[

Logo, a C*-dlgebra universal gerada por duas isometrias compativeis é isomorfa a

um produto cruzado parcial, pois
NG, B) = C* (gfz) >~ C(Qr) %a (Z X 7).
Vamos portanto determinar o espectro {2z. Relembrando,
Op={{eXa|VfeRVgeG f(-g+&) =0}

Entao, tome £ € Qg e g = (m,n) € £ arbitrarios. Note que (0,0) € (—g + &), pois
g € &. Logo, temos que

(1,0 = Lo,0) (= 9+£)—0 = 1( Lo(—9+&) — Lo,(—g+&) =0
o(—g+¢& =1
= <_170)€(_g+€) :>g+(_1’0)€§

= (m—1,n) €¢.
Além disso,

(Lo.-1) = L0,0) (=9 + &) =0 = 1o,_1)(=g + &) — Lo,0(—9 + &) =0
= 1lo,-n(-g+¢§ =1
= (0,-1) €(-g+¢& = g+ (0,-1) €¢
= (m,n—1) €.

Portanto, se (m,n) € &, entdo qualquer (m,n) € G, tal que m < men <n
(m,n) €¢.
Por outro lado, dado um conjunto £ C G, tal que (0,0) € £ e se (m,n) € £, entao

qualquer (m,n) € G, tal que m < men <n, (m,n) € & temos que £ € Qp, pois
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tomando g = (m,n) € £ arbitrario e observando que (0,0) € (—g + &), pois g € &;
(_170) S (_g—i_g)v pOiS (m_ 17”) < £ € (07_1) < (_g+£)> pOiS (mun_ 1) < éa
temos que

(1,0 — Lo,0)(—9+ &) =11,0(—g+ &) — Lo, (—g+&) =1-1=0,

e também que

(Lo,-1) — L,0))(—9+ &) = Lo,—1)(—=g + &) — Lo,0)(—g+ &) =1 -1 =0.

Portanto, £ € (g se, e somente se, (0,0) € £ e para qualquer (m,n) € &, se

(m,n) € G é tal que, m <m en <n, entdo (m,n) € &.

4.3 A (C*-algebra universal gerada por duas isome-

trias duplamente comutantes

Podemos nos perguntar se em C*(¥, %) temos a seguinte relagdo: S;Sy = S»57.
Se esta relacao fosse satisfeita, pelo isomorfismo que construimos na secao anterior,

terfamos que

$(S75:) = ¥(9:57) = S{1.0)50,1) = 50,1500 = S1,050,1) = S0, HS(1,0)-

Além disso, pelo isomorfismo construido na secao 3.3 entre C* (g, ﬁ) e C(Qr) X

(Z x Z), teriamos que

1~1,000(-1,0)1(0,1)0(0,1) = 1(0,1)0(0, 1) 1(=1,0)0(~1,0)-

Desenvolvendo os dois lados da equacao acima, obtemos que

L-1,00-1,01(0.1000,1) = (1,0 (5(1&) (1(71,o>> Lo, 1>>5<71,1>
= 0(-1,0) (1<1,o>1<o,1>)5<—1, 0

=11,0l1,1)0-1,1)
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Lo,100,1)L(-1,00(-1,0) = (0, 1) (@o, -1 <1<o, 1>> 1(—1,o>>5<—1,1)
= (0,1 (1(1,0)10,1>5(—1, 1)

=11,01(-1,1)0(-1,1)-

Logo, para € € Qg, tal que € = {(~n,1), (=p, —¢) | n,p,q € N} temos que

Lo,nl-1,1(&) = Lo, (§)1(-1,1(§) =0-1=0,

mas

Lol n(€) = L@@ =1-1=1.

Portanto, como 1(_1 01(1,1)01,1)01,1) # Lo, 1)1(=1,1)0(-1,1)0(1,1), temos que
558y # SaS7.

Sendo assim, podemos nos perguntar, se é possivel escrever esta relacao na lingua-
gem dos £,'s, onde para todo g € G =Z X Z, ¢, = 7(g)7(g)" e m é como definida em

4.1, para que possamos acrescenta-la em R. Note que

STSQ = SQST <~ STSQ — SQST =0 (STSQ — SQST)(STSQ — SQST)* =0.

Logo, estas relagoes se traduzem de maneira geral em C*(G, R) da seguinte forma,

onde g, h € G sao arbitrarios, tais que S, e S, sao isometrias:

(955 = S1S;) (S55h = SnSy)" = (S55h = SuS;) (5:.Sy = SySh)
— 555,58y — 9915, S5 — SnS: 555y + SpS: 5,
(4.4)

Mas, pela proposicao 4.2.1 temos que S, comuta com Sy; além disso, como S_g =

7(g), onde 7 é a representagao parcial definida em 4.1, temos que

SienSy = m(9) en(g) = egnm(g) 7(g) = €g-14,

pois m(g) por hipétese é isometria. Logo, fazendo uso destes dois fatos, temos que a

equacao 4.4 é igual a seguinte:

S_;ahS_g — S;SgShS;: - ShSZS;Sg + ShS;; =Ey-1p —EpR —Ep T ER = Eg-1} — Ep-
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Portanto,

(S2Sh — SuSE) (S5Sh — SiS;) =0 egm1p, = &p

Agora, note que S7S; = 5257 & 5551 = 5155. Como nao ¢é evidente que e,-1;, =

Ep & Ep-19 = €4, demonstraremos este fato na proxima proposicao.

Proposicao 4.3.1. Se para todo g € G, ¢4 € como definido acima, entao para g,h €

G = Z x Z arbitrdarios, tais que Sy e Sy, sao isometrias temos que
Eg—1p = Ep & Ep-1g = &4.

Demonstragcao. Relembrando, para todo g € G, S_g = 7(g), onde 7 é a representagao

parcial definida em 4.1. Logo, pela proposicao 4.2.1 temos que
Sh;lg = ﬂ(h_lg) = W(h_l)w(g) = Shngg,

pois por hipé6tese 7(g) é isometria. Sendo assim, temos que

Ep-1g = SlrlgS;;Ag = Sp-1¢S4-1p = Sp-15¢S4-15y = S;SQS;S}I.

J— * P
Logo, e,-14 = €, se, e somente se, S;S3S55 S, = 545

Analogamente, ,-1;, = €}, se, e somente se,

525,579, = S5}, (4.5)

(=) Basta verificarmos que

(S;SQS;S’Z - SQS;) (SZSQS;S’I - SQS;)* =0.

De fato,

(SZSgS;Sh - SgS;) (SésgS;Sh - SS]S;)* - (S;:SQS;S’% - SgS;) (S;;SQS;S’“L - SgS;)
= 5559555157555 — 51,5555y — SgS5S5SeS5Sh + 5955545 (4.6)

Agora, fazendo uso da equacao 4.5 e do fato que S_g comuta com Sy, temos que a
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equagao 4.6 é igual a seguinte:

S5y Sh S5 S — 515,578, 5n S — 5,57 555,525 + 9,57
— 57.51.5,515: 5 — 8153905} — 935575 + 5y97

— 5, 57575 — 51.5h8,5) — 5y91 S5 + 5,5

— 5,555, — 5,57 — 5,57 + 8,57 = 5,57 — 5,57 = 0.

Portanto, e, = €4-1, = €4 = €p-14.

Analogamente, prova-se que £, = €,-15 = €} = £4-1.

Entao tomando g = (1,0) e h = (0,1) em ¢, = €;-1,, obtemos
€(1,0) = €(0,-1)4+(1,0) = &€(1,0) = €(1,-1);
e portanto, a relacao que precisamos acrescentar em
R = {110~ 10,0, L0,-1 — Lo} € C(Xa),
para que tenhamos a relagao S7S; = 5257 em Z ¢é a seguinte:
La,0) = 11, -1)-
Portanto, acrescentando a relagao desejada, temos que
R = {110~ 10,0 Lo,-1) — 10,00 Lt,0) — 1,1y} € C(Xa),

B ={S9:9 =1,558 = 1,59 = S5, 515, = 5,57}

Note que tiramos de % a relagao de que S7 e Sy sao compativeis, pois vimos na
primeira secao deste capitulo, que se duas isometrias sao duplamente comutantes,
entao elas sao compativeis.

Como os pares (Q , 7%) e <€4 ,@) sao claramente admissiveis, existem C* (g , 7A2) e

Cc* <€4,@> Entao, pelo teorema 3.3.8, temos que

C*(6,R) = C(9p) xx (Z X Z),
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e pelo isomorfismo construido na se¢ao anterior, temos que
C*(G.R) = C*(9.%),
logo
C*(9.%) =C () xx (ZxZ).

Vamos, agora portanto, determinar o espectro {15. Claramente, Q05 C Qg. Logo,
precisamos analisar somente a ultima relagao acrescentada em R. Relembrando, mais

uma vez,

:{geXG|\¢fefz,vgea,f(—g+§)=o}.

Entao, tomando £ € Qp e g = (m,n) € £ arbitrarios, temos que

( 10)—11—1)> —g+¢&) —0@110( 9+§)—11—1( 9+¢)

& [(1,0) € (=g + 8] =1[(1,-1) € (=g + )]
g+ (1,0)eg=1[g+(1,-1) €
Slm+1ln)ef=[(m+1n-1)ed.

Agora, dado £ € Z x Z arbitrario, defina

ay = sup {m(m,n)} ¢ yy = sup {m(m,n)},
(mvn)€£ (m,n)€§

ondem, : Z X . — Zemy: 7 X 7 — 7, denotam as projecoes candnicas na primeira
e segunda coordenada, respectivamente. Note que xy/,yy € NU {+o0}. Logo, para

§ € Qp arbitrério, temos que

e Caso 1: se zp,yy < +00, entao (0,0) € £ e para qualquer (x,y) € Z x Z, tal
que z < xp ey < yum, (z,y) €E.

e Caso2: sexy = +ooeyy < +oo, entdo (0,0) € € e para qualquer (z,y) € ZXZ,
tal que y < yur, (z,y) € &

e Caso 3: sexy < +ooeyy = +oo, entao (0,0) € £ e para qualquer (z,y) € ZXZ,
tal que x < xpy, (z,y) € &

e Caso 4: se xpy = yy = +00, entao & = 7Z X Z.

Agora, tome £ C7Z x Z, tal que & satisfaz um dos quatro casos citados acima.
Entao é imediato verificar que para qualquer g = (m,n) € Z x Z, [(m+ 1,n) € £] =
[(m+1,n—1) € ], donde segue que (1(1,0) — 1(1,_1)> (—g+ &) =0.
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Portanto, £ € (1 se, e somente se, { satisfaz um dos quatro casos citados acima.

Sendo assim, podemos caracterizar 25 de uma forma ainda melhor.

Teorema 4.3.2. Q5 e (NU{400}) x (NU {+00}) sao homeomorfos, onde estamos
considerando em N a topologia discreta, em (NU {+00}) a topologia do compactifi-
cado de Alexandroff (ver definicao 19.2 em [17]) e em (NU{+00}) x (NU {+00}) a
topologia produto.

Demonstracao. Defina

[ (NU{4o00}) x (NU{+00}) — Qj
(l‘,y) — 5(ﬂﬁvy)’

onde &, = {(m,n) €ZxZ|m<xz,n<y} Pela caracterizagao feita anterior-
mente do espectro, temos que para todo (z,y) € (NU {+o0}) x (NU {+00}), {5,y €
Q5. Logo, a aplicacao f estd bem definida. Vamos mostrar que f é um homeomor-
fismo.

f éinjetora, pois dados (x,y), (z,w) € (NU{+o0}) x (NU {+00}) arbitrérios, tais
que f(z,y) = f(z,w), temos que £ ) = &z w), 1080 (2,Y) € & w), 0 que implica
r < zey < w, e também, temos que (z,w) € &), 0 que implica z < z e w <y,
donde segue que (z,y) = (z,w).

f é sobrejetora, pois pela caracterizacao feita do espectro anteriormente, temos que

dado & € Q5 arbitréario, existem xyr, yapr € NU {400}, tais que
E={(m,n) EZXZ|m<xzpy,n<yyp},

e portanto, f(zar,ym) = &

Vamos verificar agora, que f é continua. Tome {(zx,yx)} cn € (NU{+00}) x
(NU{+0c0}) um net e (zg,79) € (NU{+o0}) x (NU{+00}), tais que (z),y\) —
(0, Yo)-

e Caso 1: (xg,y0) € Nx N.

Tome U = {(z9,yo)}. Claramente U é uma vizinhanga aberta de (x¢, yo) ¢ como
(xx,yn) — (z0,y0), existe Ag € A, tal que para todo A > Ay, (zx,yx) € U, ou
seja, para todo A > Ao, (zx,95) = (%0, Yo)-

Portanto, temos que para todo A > Ao, &y, yy) = &(wo,y0)» 1080 para todo g € G,
[g = 5@»%)} = [g S f(wo,yo)]'

e Caso 2: (zg,y0) = (+00,y0) € (NU{+00}) x N.
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Note que devido a topologia produto, sabemos que (xy,yx) — (zo,%0) se, €
somente se, Ty — o e Yy — Yo. Portanto, tomando U = {yo}, existe \g € A, tal

que para todo A > Ag, yx € U, ou seja, para todo A > Ay, yx = 4o-

Agora, temos que provar que para todo g € GG, existe )To € A, tal que para todo
A = Ao, [g = 5(%4&)} = [g € f(ro,yo)]'

— Caso 2.1: Tome g = (z,y) € G, tal que y > yo. Portanto, para todo A > Ay,

[(a:,y) S g(m,yx)} = [(LQ) S g(l‘A,yO)] =0= [(Ivy) S g(xo,yo)}’

ja que y > yo.

— Caso 2.2: Tome g = (z,y) € G, tal que y < yp. Como z, — +oo,
existe \; € A, tal que para todo A > X\, xy > x. Agora tomando
Xo = max {Ao, Ai}, temos que para todo A > X, [(2,9) € Ly =1 =
[(2,Y) € &ao,uo)]» 38 que y <o = ya e x < ).

o Caso 3: (xg, o) = (2, +00) € (N x NU {+00}).

Demonstracao analoga ao caso anterior.

e Caso 4: (zg,yo) = (+00,+00).
Tome (z,y) € G arbitrario. Como z), — 400 e yy — +00, existem A\, Ay € A,

tais que para todo A\ > A, ) > x e para todo A > Xy, y» > y. Entao,
escolhendo Ao = max {A1, A2}, temos que para todo A > X, [(2,4) € &uy,4)] =

1= [(x,y) € gwo,yo]-

Portanto, para todo g € G, existe \g € A, tal que para todo A > A, [g € fm,yk)] =
[g € g(:ﬂmyﬂ)}v ou Seja> f(l‘)\,y)\) = g(x,\,yA) - S(zo,yo) = f(flfo, yO)» donde segue que f é
continua.

Por fim, como (NU {4o00}) x (NU {+00}) é compacto e {25 é Hausdorff, segue que

f é um homeomorfismo.

Portanto, como Q5 ~ (NU {400}) x (NU {+00}), temos que
C(2g) = C(NU{+o0}) x (NU {+00}).

Logo,
& (g,@) ~ O((NU {400}) x (NU {+00})) %z (Z x Z).
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No préximo teorema, veremos que a C*-algebra universal, gerada por duas iso-
metrias duplamente comutantes, é isomorfa a C*{S} ® C*{S}, onde C*{S} denota
a (C*-algebra universal gerada por uma isometria. Por isso, antes faremos algumas
observacgoes a respeito do produto tensorial de duas C*-algebras unitais.

Sejam A e B duas C*-dlgebras unitais. Considere o conjunto G = (A x {1}) U
(B x {2}), ou seja, um conjunto que possui a mesma cardinalidade de AU B e é
disjunto de A U B. Para todo a € A, denotaremos um elemento da forma (a, 1) por
a ® 1p e, analogamente, para todo b € B, denotaremos um elemento da forma (b, 2)

por 14 ® b. Considere também o seguinte conjunto de relagoes:

R={(a®1p)" =a* @ 1,
(a1 ® 15) (a2 ® 13) = a1as @ 13,
Ma; ® 15) + (as @ 15) = (Aay + a2) ® 15,
la @ 1s]l < lal] 4
(1g®b)" =140,
(14 ®b1)(14 ®by) = 14 ® b1y,
AMlg®01) + (1a®by) =14 ® (Aby + by),
114 @bl < [|bll5,
(a®@1p)(1a®b) = (14 ®b)(a® 1), |
A€ C, a,ar,as € A, b by, by € B}

Note que o par (G, ﬁ) é admissivel, logo existe C* (C, ﬁ)

Definigao 4.3.3. C* (G, ﬁ) é denominada o produto tensorial de A por B, que deno-
taremos por A ® B.

Observagao 4.3.4. Na verdade a definicao padrao encontrada na literatura para o
produto tensorial de duas C*-algebras unitais nao é a dada acima, mas é equivalente
a ela. Mais sobre a teoria de produto tensorial de C*-dlgebras pode ser encontrada no

apéndice T em [16].

Dados a € A e b € B arbitrarios, denotaremos por a ® b a classe de equivaléncia
do elemento (a ® 15)(14 ® b), referente ao quociente pelo nicleo da norma definida na

construgao de C*-dlgebra universal (ver construc¢ao no apéndice 1).

Teorema 4.3.5. C* (S%@) ¢ isomorfa a C*{S} ® C*{S}.
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Demonstracdo. Primeiramente, iremos usar a propriedade universal de C* (g ,9?).
Defina

p:Y — C{S}®C*{S}
S| — Sél

Note que a rigor, um elemento de C*{S}®C*{S} é da forma 7®y, ondez € C*{S}
ey € C*{S}, que a rigor também sao classes, ja que C*{S} também é uma C*-
algebra universal. Para nao sobrecarregarmos a notacao, identificaremos os elementos
w € C*{S} simplesmente por w, salientando portanto apenas a notacao de classe no
produto tensorial.

Vamos verificar que p satisfaz %.

O 1SS = Dl = oS e(s) - o)l = || (SET) (597) - To1]
- [Tensen - T8 1| - |

95@1—1@1”

:H1®1—1®1H:0

(ii) A demonstragao de que para todo W € ¢, ||p(S552 — 1)|| = 0, é anéloga ao item

anterior.
(iii) [9(5182 = SaS1) || = [[p(S1)p(S2) — p(S2)p(S1)]|
— H(S@ Nlos) - 12505 1)H
— HS@SQS@@SH —0.
(iv) [p(STS2 — SaST)|l = ||P(S1>*P(S2) - P(SQ)P(Sl)*H

_|Be0es) -0es)Selr

—|FTenies-Te9E o H

- S*®SQS*®SH:0.

Portanto, p satisfaz é\?; logo, pela propriedade universal de C* (g ,5?), existe um

108



unico homomorfismo ¢ tal que o diagrama abaixo comuta:

@ P C{S} ® C*{S}

SN AT

C* (g, @)

Entao, temos que ¢(S1) = pou(S1) = p(S1) =S ®1e ©(S2) = pou(Ss) = p(92) =

1®S.

Agora, vamos usar a propriedade universal de C*{S}. Defina a seguinte aplicagao:

n:{S,1} — C*<g,@>
S — S,

e note que 7 satisfaz a relagao de C*{S}, pois

17(S*S = 1)l = In(S)"n(S) — (V)| = |SiS1 - I|| = [[T=1|| = 0.

Portanto, pela propriedade universal de C*{S}, existe um tinico homomorfismo 1)1,

tal que o diagrama abaixo comuta:

(5,1} " & (g,@)

{5}

Logo, 11(S) = ¢ 0(S) = n(S) = 5.

De forma completamente andloga, podemos construir um homomorfismo ), :
C*{S} — C* (g,@), tal que ¢»(S) = Sy.

Agora, vamos mostrar que a imagem de t); comuta com a imagem de 15, pois desta

forma, existirda um homomorfismo ¢ : C*{S} ® C*{S} — C* <€4,@>, tal que para
todo T®@y € C*{S} ® C*{S},

(FEY) = val@)is(y).

n

Portanto, tome w um elemento arbitrario da imagem de v;; entao ,w = lim E APST (ST,
n—-+00
i=1

Da mesma forma, tome z um elemento arbitrario da imagem de 1),; entao, z =

109



lim Z 3PSy (S5)". Como S; ¢ Sy e S5 o Sy, temos que

n—>+oo

— 1 n Qrn * l n QUn *
v (Jiao A (S) )<n¢3;255 (5) )

=1

)

S )
(o3 ) s S

= 2w,

donde segue que a imagem de v; comuta com a imagem de 1, e desta forma existe o
homomorfismo 1 mencionada acima.
Finalmente, vamos verificar que ¢ e ¥ sao um o inverso do outro, donde seguird

que C* <§4,@) e C*{S} ® C*{S} sao isomorfas.

Como C* (g,@) é gerada por 57,5 e 1, basta verificarmos a composicao dos

homomorfismos ¢ e 1) nos geradores. Entao, temos que

L wop(S) = (SO L) = r(S)a(1) = SiT = S

2. vo (%) = (T S) = va(1)ya(8) = 1% = S
Portanto, 1 o p = idc* (g@).
Por fim, vamos fazer uso da propriedade universal de C*{S} ® C*{S}, para provar
que poth = idc+(syec(s}- Seja G o conjunto gerador de C*{S}®@C*{S} (como definido
na discussao que precede este teorema). Como as C*-algebras que compdem este pro-
duto tensorial sdo a mesma, faremos a seguinte definigdo: G, = {zr ®@ 1|z € C*{S}}
eGy={l®z|xecC*{S}}. Logo, GiUG, = G. Entdo, claramente a aplicacdo

L GUGy, — C*{S}t® C*{S}
G2z — T®1

Gy — 1@y

¢ uma representagao de G;UG,, que satisfaz o conjunto de relagoes (também como

definido na discussao que precede este teorema). Logo, pela propriedade universal de
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C*{S} ® C*{S}, existe um tinico homomorfismo ¢ tal que o diagrama abaixo comuta:

G1UG, - C*{S} © C*{S}

T,

C*{S} ® C*{S}

Agora, note que ¢ = idc(s3gc+{sy © t; portanto, pela unicidade da propriedade
universal, segue que ¢ = idcr(syzc+(sy- Como C*{S} ® C*{S} é uma C*-dlgebra
universal, basta verificarmos que ¢ o 1 faz o diagrama acima comutar nos seus gera-
dores; mas C*{S} também ¢é uma C*-dlgebra universal, portanto basta verificarmos
que @ o1 = ¢ no conjunto {9, 1}, lembrando que devemos analisar dois casos: o con-
junto {5, 1} como conjunto gerador, referente a primeira entrada do produto tensorial
e o conjunto {S,1} como conjunto gerador, referente a segunda entrada do produto

tensorial. Logo, temos que

Lo pou8) = ot (ST) = p(n(S)ea(l) = ¢(SiT) = ¢(5) =S &1 = u(S);

I
~
—~
nn
~—

2 pou(S) = ot (TBS) = p(tr(Leal(S)) = ¢(15) = ¢(S2) =T® I

Portanto, pela unicidade de ¢ = id¢c+(syec+{s) no diagrama acima, segue que ©o) =

tde+{syec*{S) -

Portanto,

12

C*{S} @ C*{S} = C* (g@) >~ C((NU {+00}) x (NU {+00})) %u (Z x Z).
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Capitulo 5
Representacoes Induzidas

Neste 1ltimo capitulo, nosso objetivo serd construir uma representacao da C*-algebra
universal, gerada por duas isometrias compativeis. Iremos primeiramente desenvolver
um pouco da teoria de representacoes induzidas, para entao concluir que dado um
produto cruzado parcial A x, G e uma representacao de A, podemos induzir uma
representacao sobre A X, G. Desta forma, teremos a representacao desejada, uma vez
que no capitulo anterior mostramos que a C*-dlgebra em questao ¢ isomorfa a um
produto cruzado parcial. Mais sobre a teoria de representacoes induzidas, pode ser
encontrada em [12].

Sejam A e B C*-algebras unitais, Mg um Hilbert B-mddulo a direita (ver definigao
B.1.8) e L(Mp) ={T : M — My | T é adjuntével} (ver definigdo de um operador
adjuntdvel em B.1.11).

Definigao 5.0.6. Uma A-B-correspondéncia é um par ordenado (Mg, k), onde

k: A — L(Mp)

a — Kg

¢ um homomorfismo.

Queremos definir uma estrutura de A -médulo a esquerda sobre M g, portanto

defina para todo m € Mg, am = K4(m).

Proposicao 5.0.7. Se (Mg, k) é uma A-B-correspondéncia, entao 4 Mpg é um A-B-

bimddulo.

Demonstracao. Sejam a,ai,as € A e m,my, mg € Mg quaisquer; entao, temos que

(i) ai(aam) = Koy (Kay(M)) = Kay © Kay (M) = Kayay (M) = (a1az)m.
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(il) a(my +ma) = Ke(my + ma) = Ko(my) + Ko(mo) = amy + ams.
(iii) (a1 + a2)m = Kayra, (M) = Koy (M) + Ko, (M) = aym + agm.

Logo, Mgz é um A-mdédulo a esquerda. Além disso, para b € B arbitrario, temos
que
a(mb) = Kq(mb) = (ka(m))b = (am)b,

e portanto, 4Mp é um A-B-bimddulo.
[ |

Agora, sejam H um espago de Hilbert e m : B — B(H) uma representagao qual-

quer; para todo b € B e para todo £ € ‘H defina

Note que 7 induz uma estrutura de B-moédulo a esquerda sobre H. No que segue,
seja (Mg, k) uma A-B-correspondéncia. O nosso objetivo é induzir uma representacao
de A a partir da m, mas para isto, primeiramente precisamos construir um espago de
Hilbert.

Considere o produto tensorial de modulos entre M e H, que denotaremos por
M ®p H. Observe que este produto tensorial esta bem definido, ja que M é um
B-médulo a direita e ‘H é um B-moddulo a esquerda. Queremos definir um produto
interno em M ®gH. Dados m ® £,n ® w € M ®pH, poderiamos pensar em definir o
produto interno da maneira candnica, ou seja, (m ® £,n @ w) = (m)"(nw), mas note
que esta equacao nao tem sentido, ja que estamos usando operagoes que nao estao
definidas. Para fins de uma motivacao, continuaremos esta equagao no intuito de dar
a ela um sentido. Entao, note que podemos pensar em m*n como sendo (m,n),, que
estd definido, mas mesmo assim, nao podemos multiplicar um elemento de H por um
elemento de B, mas podemos fazer isto através da representacao m. Logo, teriamos

algo do tipo

(m&)" (nw) = &'m nw = £ (m,n) gw = E((m,n) gw,

mas ainda assim esta equagao nao faz sentido, ja que em H nao temos uma operagao

de involucao definida. No entanto, poderiamos pensar que

§r((m, n)g)w = (&, 7((m, n)g)w).
Esta foi uma tentativa de motivar a construcao que segue.
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Fixe ng € Mp e wyg € g'H arbitrarios e defina a seguinte aplicacao:

Plng,wo) - M x gH — C
(m7 g) — <£7 <m7 n0>8w0>'

Note que ¢(ny,.,) ¢ B-balanceada, pois para quaisquer b € B, m € Mp e § € gH,

temos que

Sp(no,wo)(m7 bf) = <b€7 <m7 n0>8w0> = <£7 b* <m> n0>8w0>
= <€7 <mb7 n0>3w0> = (p(no,wo)(mbv 5)

Além disso @ (n, w,) € claramente anti-linear sobre C, logo existe uma tinica aplicacao
D(no,wo) : Mp ®@p H — C anti-linear sobre C, tal que para todo m € Mp e para todo
¢ € gH, temos que

@(n(),wo)(m ® f) = Sp(nomo)(m? g) = <§v <m7 n0>6w0>'
Agora, defina F = {f : Mg®gH — C| f é C — anti-linear} e

@DIMBXBH — F
(n7w) — @(n,w)-

Observe que 1 é B-balanceada, pois para quaisquer b € B, m € Mg e £ € gH

temos que
@(nb,w) (m ® 5) = <§7 <m7 nb>8w> = <§7 <m7 n>6bw> = @(n, bw) (m ® 5)

LOgO, w(nb7w> = @(nb,w) = S/’B(n7 bw) — w(n, bW)
Além disso, 1 é claramente C-linear, logo existe uma tnica aplicacao ) : M Qg H —

F, tal que para todo m,n € Mg e para todo &, w € g’H, temos que

~

b(n,w)(m @ &) = ¢ (n,w)(m,§) = (£ (m,n) ).

Nosso proximo passo, serd mostrar que a aplicagao ¥ é um semi-produto interno.

Para provar a sua positividade, precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.0.8. Sejamn € N e T'= (T};);,_, € M,(B) arbitrdrios, onde M,(B) denota

a C*-dlgebra das matrizes quadradas de ordem n, com entradas em B. Entdo, T > 0
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n
se, e somente se, para todo by,--- ,b, € B, Z b;T;;b; > 0.
ij=1
Demonstragao. (=) Como T é um elemento positivo de M, (B), existe C' = (C’ij)zjzl €
M, (B), tal que T'= C*C. Agora, tome by,--- ,b, € B arbitrarios e note que

n

D biTybi= Y bi(Cr) Cigby = > (Cuibi)*(Cisby) = (Cb)*(Ch) > 0

ij=1 i k=1 irj k=1
onde (Cb)* denota o vetor linha Cb.
(<) Primeiramente vamos provar que sob a hipdtese de que para todo by, - - , b, €
B, Z b;T;;b; > 0, o operador T é auto-adjunto, isto é, para todo i,7 € {1,--- ,n},

ij=1
Ty =T5. Defina a seguinte aplicacao:

p:B"xB" — C

(boo) = Y iTye

ij=1

Note que a aplicagao ¢ é claramente uma forma sesquilinear, logo satisfaz a iden-

tidade de polarizagao (ver observagao 2.1.5 em [15]). Portanto, temos que

4

1
(b, c)" = 1 Z i"p(b+i"c,b+1i"c)
=—) i"p(i"(i"b+c),i"(iT"b+¢))
:_Z MM ”b+cz"b+c)

1
=1 Z i"p(c+1i"b,c+ 1™b)

m=1

= (e, b).

Logo, como

<i b:T’ijCj> Z C*T*

i,j=1 i,j=1
temos que
n n n
N AaTibi=Y Tybj= > Tib = Vije{l,--- ,n} T} =
4,j=1 ,j=1 i,5=1
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Entao como T é auto-adjunto, existem R,S € M,(B),, tais que T = R — S e

RS = 0. Tome x = (x1, - ,x,) € B" arbitrdrio e defina para todo i € {1,--- ,n},
Yi = Zsijxj‘ Logo, como todo elemento positivo é auto-adjunto e
ij=1
T=R-S = TS=RS-5% = TS=-5°
temos que

n

0< > 4iTyy;= Y «i(Su) TySua

1,j=1 1,5,k,1=1

n n
_ * *
= E Ty, E SkilipSi | @

k=1 Q=1
(8*T8),
n

_ * 3 _ 3
= — E :Bk(S )klasl——<5 x,x>§0,

k=1

pois S ¢ positivo, o que implica (S3x,z) > 0.

Portanto, (S3x,z) = 0 e pela identidade de polarizacio (ver exercicio 2.1.3 em
[15]), temos que para qualquer y € B", (S3z,y) = 0. Logo, tomando 7,5 € {1,...,n}
arbitrarios, x = e; (o vetor que é nulo em todas as entradas, exceto na j-ésima, que é
igual a 1) e y = e;, temos que S; = 0, donde segue que S* = 0. Mas, se 5* = 0, temos
que

IS = sy () = [15°5]] < [15*[s] =0 = 52] o.

Da mesma forma, se S? = 0, temos que
ISI* = 115"S| = [|1SS]| =0 = [|S||=0 = S =0.

Portanto, T'= R > 0.

Proposicao 5.0.9. A aplicacao

() MegH)x MegH) — C
(x.y) — V(y)()

€ um semi-produto interno.
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Demonstragao. Note que a C-linearidade segue diretamente da construgao de (-, -).

Logo, vamos demonstrar os demais axiomas de um semi-produto interno.

e Anti-simetria: Sejam x,y € M ®p H arbitrarios; entao existem m;, n] € Mpe
&,w; € gH, onde i,j € {1,--- ,n}, tais que z = Zmz RE& ey = an ® wj.

Logo, temos que

= <Zmi®§i’znj®wj> = Z (m; ® &i,nj @ wj)
i=1 j=1 J

- Z <£” <mi’nj>l§wj> = Z <<mi7nj>3wj7§i>

ij=1 ij=1
- Z <Wja <mi>nj>3*'fi> = Z <Wj, <njami>35i>
ij=1 i1
_ Z (n; @wj,m; &) = <an ®wJ,ZmZ®§Z>
ij=1
= (y, 7).

e Positividade: Queremos mostrar que para todo z € M ® H, (x,x) > 0. Ob-
serve que para m € Mp e £ € gH arbitrarios, temos que (M ® &, m® &) =
(&, (m,m)z€), mas sabemos que (m, m)z > 0, logo existe b € B, tal que (m, m),; =

b*b, portanto
(m®&m® &) =( (m,m)gE) = (£ 0°b) = (b€, b§) > 0

No entanto, ndo basta mostrarmos a positividade de (-, -) nos geradores de M ®p

‘H. Logo, tome x € M®pgH arbitrario; como mencionado anteriormente, existem
n

m; € Mpeé& € gH,onde i € {1,--- ,n}, tais que z = Zmi ® &;. Portanto,
i=1

<Zml®51,2m]®§]> = Z (m; ® &,my; ®E&;)

1,j=1

- Z (&, (ma, my) &) (5.1)

ij=1
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Agora note que, para by, --- , b, € B arbitréarios, temos que

Z br (my, m;)b; _<Z bmz,z bmj> >0,

1,7=1

logo pelo lema 5.0.8 temos que ((mi,mj)B)ij € M,(B), e desta forma, existe

C = (Cyj)y; € My(B), tal que ((mi,mj>8)ij = (C*C. Portanto, substituindo

(<mi7mj>8)¢j por (C*C);; = Z (C")Crj = Z (Cki)"Ckj na equagao 5.1,
k=1 k=1

obtemos

(z, ) = Z (&, (ma,my) ) = Z (&, (Cra)"(Ciy)&s)

i,j=1 igik=1

= Z <Cszz,ck]€j <Z Cszwz Ck]f]>
ij,k=1 =1

=> > Cszz‘
k=1 ||i=1

Portanto a aplicagao (-, -) é semi-produto interno.
n

Note que nada nos garante a nao degenerecéncia da aplicacao (-, -); por isso, defina
N ={zeM®gH]| (z 2) =0}. Vamos provar que N é um subespago de M ®z H,

mas para isto, precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.0.10. Seja z € M ®g H arbitrdario. Entao, (z,z) =0 se, e somente se, para
todo v € M ®pH, (z,z) = 0.

Demonstracao. (=) Note que para © € M ®p H arbitrdrio, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos que
1/2
1Kz, @) < lzllllell = [z, 2) 1721z, )] % = 0.

Portanto, (z,z) = 0.

(<) Basta tomar x = 2.

Proposicao 5.0.11. N ¢ um subespaco de M @z H.

Demonstracao. Sejam XA € C e z,w € N arbitrarios; entao, temos que
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(i) Az, Az) =[N\ %(z,2) =0 = Az e N;

(ii)) (z+w,z+w) = (z,2) + (w, z) + (z,w) + (w,w) = 0, j& que pelo lema anterior
(w,z) =0 = (z,w).

Logo, N é um subespago de M ®p H.

Portanto, (M ®5 H)/N é um subespago vetorial e

<'7'>:(M®BH>/NX(M®BH)/N —s C
@,y) — (z,y)

é um produto interno. Seja H o completamento de (M ®5 H)/N, na norma induzida
pelo produto interno (-, -); logo, H é um espaco de Hilbert.

Relembrando, o nosso objetivo é a partir da representagao 7 : B — B(H) induzir
uma representacao de A . Uma vez ja construido o espaco de Hilbert, sobre o qual
esta representacao ird agir, vamos definir a representacao.

Tome a € A arbitrario e defina a seguinte aplicagao:

Co : MpxpgH — H
(M, &) — kKq(m)®E,

onde k é o homomorfismo dado pela A-B-correspondéncia. Observe que a rigor um
elemento de H é uma classe de equivaléncia. Por abuso de notacgao, denotaremos um
elemento da imagem de (, pelo representante da sua classe.

Note que (, é B-balanceada, pois para m € Mg, b € B e £ € gH arbitrarios, temos

que

Ca(mba g) = Ka(mb) ® 6 = a(mb) ® 6 = (am)b ®§
=am ® b& = Kq(m) ® b = (,(m, bE).

Além disso, como (, é claramente C-linear, existe uma unica (,, extensao C-linear
n

de (,, para o produto tensorial algébrico M®gH. Logo, paraz = Z m;Q& € M@pH
i=1
arbitrario, temos que

Ea(@ = ga (Z m; & fi) = Z am; @ &;.
i=1 i=1
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Agora, vamos querer estender Ea para o completamento de (M @5 H)/N. Para
isto, temos que provar que Za ¢é continua e se anula sobre N, ja que ela por construgao

¢ linear. Para demonstrar a continuidade, precisaremos da seguinte proposicao:

Proposigao 5.0.12. Seja x = Z m; ® & € M ®gH arbitrdrio. Entao,
i=1

n n
HaH2 Z <§Z7 <m27m]>lg€]> - Z <£l, (ami, amj>85j> 2 0.
1,j=1 i,j=1
Demonstracao. Primeiramente, note que

n

lal* > (& (miymygls) = > (& (ami, amy) 4&;)

i,j=1 6j=1
= > (& (lall*(mi,my) s — (amy, amy) ) &)
ij=1

Agora tomando T = (Ha|]2(mi,mj> — <ami,amj>)ij € M,(B)e&= (&, - ,&) €

‘H"™, temos que

n

(&TE) = (& (lal*(mi,my) 5 — (ami, am;) 5)&;).

1,j=1

Logo, para provarmos o desejado, basta provarmos que 7' € M,(B)_, pois desta
forma teremos que (£,7'(§)) > 0. Para provarmos que 7' € M,(B), usaremos o lema

5.0.8. Sejam by, --- , b, € B arbitrérios, entao
* * 2
> biTyby =Y b (llal*(mi, my) — (amy, am;))b;
ij=1 ij=1

= llall*(mabs, mjbs) — (amibi, amb;)

ij=1

— Z <||a||2mibi,mjbj> — <amib,~,amjbj). (52)

ij=1

Mas, note que

(amib;, am;b;) = (Ka(mibi), Ka(m;bj)) = (kg 0 Ka(mibi), m;bs)

= <l€a* (amibi)7 mjbj) = <a*amibi, mjbj>. (53)
Portanto, substituindo a equacao 5.3 na equacao 5.2 e observando que como ||aH2 —
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a*a > 0, existe ¢ € A, tal que ||a|* — a*a = ¢*¢, obtemos que

n

D 0iTby = (llal*mibi,m;b;) — (amibi, am;b;)

3,j=1 3,j=1
n

= 3" (llal’mibi, mjb,) — (a*amib;, m;b;)

i,j=1
n

— Z <(HaH2 — a*a)m;b;, m;b;)

ij=1
n n

= Z (c*cmibi,mjbj) = Z (cmibi,cmjbj>

i,j=1 43=1
n n

= <Z cmibi,z ijbj> 2 0.
i=1 j=1

Portanto, pelo lema 5.0.8 temos que T' € M, (B)_, donde o resultado segue.

Proposicao 5.0.13. Z’a € continua.

Demonstracao. Seja x = Z m; ® & € M ®g H arbitrario. Entao, temos que
i=1

coo -

n 2 n n
Zami@)fi :<Zami®€iazamj®€j>
=1 =1 =]

= Z (am; ® &, am; ®@ ;) = Z <£¢, (ami,amj>8§j>

i,j=1 i,j=1

Como pela proposicao acima, sabemos que

> (& g, amy) &) < lal® Y (&, (maymy) 65,
i,j=1 tj=1

segue que
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9 n

2
G@)| = Z (&is (amy, am;) &) < lal| Z (&, (ma, my) &5 )
i j= ij=1
=llal* ) (mi@ & m;®&) = HGHQ<Z mi® &,y m ®5j>
i,j=1 1=1 7=1
" 2
2 2112
= llal*||>_ mi @ &|| = llal*].
i=1
Portanto, Ea(x)H < |la|/||z|l, donde segue que ¢, é continua.

Agora note que para z € N arbitrario, temos que

G| < lalllzh = lalllz. 2)1* = 0 = &z) =0,

Portanto, {, : (M @5 H)/N —> H esté bem definida, além de ser linear e continua.
Logo, existe uma extensao linear de Za para o completamento de (M ®p H)/N. Denote

por Ea esta extensao. Portanto, fica bem definida a seguinte aplicacao
(: A — B(ﬂ)
a +— Ea
Sé nos resta verificar que ¢ é uma representacao de A em B (ﬂ)
Proposicao 5.0.14. A aplicagao
A — B(ﬂ)
a +—— z\a
¢ uma representacdao de A em B(ﬂ)

Demonstracao. Primeiramente, observe que a aplicacao ¢ é claramente C-linear. Além
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disso, paraa € Aem®E&n@w € (M ®H)/N arbitréarios, temos que

<QA‘a(m®£),n®w =(am@E{n@w) = </£a(m) ®£,m>
"ia(m)7n>8w> - <§7 <m7 ﬁ:(n)>8w>
m, Ke=(n)) gw) = (£, (M, a*n) gw)

Mm@ angw) = (meE,(mEw)).

Logo, como o produto interno e @ sao C-lineares e continuos segue que ((a)" =
¢(a®).
Por fim, tomando a;,a; € Ae m® & € (M ®@gH)/N arbitrarios, temos que

~

((ar1az)(m @ &) = (a1a2)m @ § = Kgyap (M) @ &
= Ra; © Ray (m) ®§ = C(al) ("iaa (m) & f)

~

= ((a1) Og(az)(m@?f)-

Logo, como Zam e Eal o E@ sao C-lineares e continuas, segue que ((ajaz) = ((a) o

((az).
Portanto, ¢ é uma representacao de A em B <H>

Teorema 5.0.15. Sejam H um espaco de Hilbert, A e B C*-dlgebras, (Mg, k) uma
A-B-correspondéncia e m : B — B(H) uma representagdo. Entao existe uma repre-

sentacdao ¢ : A — B(ﬂ) , onde H ¢ como construido acima tal que, para todo a € A
e para todo m® & € (M & H)/N,

Cla)(m®E) =am®¢E.
Demonstracao. Basta tomar a representacao definida na proposi¢ao acima.
|

Portanto, a partir de uma representacao m : B — B(H), nés induzimos uma
representacao de A .

Agora, veremos que a partir de uma esperanga condicional (ver definigao B.2.17),
podemos construir uma A-B-correspondéncia. Sejam A uma C*-dlgebra, 5 uma sub-

C*-algebra de A, ambas unitais e £ : A — B uma esperanca condicional.
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Proposicao 5.0.16. A aplicacao
(w):AxA — B
(m,n) —— E(m"n)

¢ um semi-produto interno.
Demonstracao. Sejam m,n,a € A, b € B e A € C arbitrarios. Entao, temos que

(i) (m,nb) = E(mnb) = E(m*n)b = (m, n)b;

(i) (m,n)* = E(m*n)* = E(n*m) = (n,m);

(iii) (m,m) = E(m*m) > 0, pois m*m € A,;

(iv) (m,An) = E(m*An) = AE(m*n) = AX(m, m);

(v) {(a,m+n) = E(a*(m+mn)) = E(a*m +a*n) = E(a*m) + E(a™n) = {(a,m) +

(a,n).
Logo, (-, ) é um semi-produto interno tomando valores em B.
[ |

Note que nada nos garante a nao degenerecéncia da aplicagao (-,-), por isso de-
fina N = {a € A| E(a*a) = 0}. Na préxima proposi¢do, mostraremos que N é um

subespaco de A.
Proposigao 5.0.17. N ¢é um subespaco de A.
Demonstracao. Sejam a,n € N e A € C arbitrarios. Entao, temos que
(i) E((Aa)"(Aa)) = E(a*Aa) = E(|A| 2a*a) = |\ *E(a*a) =0 = Xa € N;

(i) E((a+n)"(a+n)) = {a+n,a+n) = {(a,a) + (a,n) + (n,a) + (n,n) = 0, pois

por um resultado similar ao lema 5.0.10, temos que (a,n) =0 = (n,a).

Logo, N é um subespaco de A.
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Agora queremos dar uma estrutura de B-médulo a A/N, é natural pensarmos em

definir a seguinte aplicagao:

-t A/NxB — A/N

(@b) +— ab,

onde @b := ab, mas para isto, precisamos verificar primeiramente que esta aplicacio
estd bem definida. Note que para b € B e a,in € A/N arbitrarios, tais que a = 7,

temos que
E(((a—=n)b)*((a —n)b)) = E(b*(a —n)"(a —n)b) =b*E((a —n)"(a —n))b=0.

Entao,
(a—n)b=0 = ab—nb=0 = ab=nb.
Sendo assim, A/N é um pré-Hilbert B-mddulo. Portanto, a aplicagao

Il : A/N — R

— * 1/2
m o | E(mm)|"

define uma norma sobre A/N. Seja M o completamento de .A/N na norma definida
acima. Note que, M é um B-mdédulo a direita.

Defina a seguinte aplicacao para todo a € A

%a:A/N — M

m — am,

onde am := am. Temos que mostrar que esta aplicacao esta bem definida, logo tome

all> — a*a)m > 0,

m,n € A/N arbitrarios, tais que m = 1. Como m*(|

E(m*(Jal* - a*a)ym) > 0 = E(m*||a]*m — m*a*am) > 0

= |a|*E(m*m) > E(m*a*am),
logo am = an, pois

am =an<a(m —n) =0& E((a(m —n))" (a(m —n))) =0,
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de fato, temos
E((a(m —n))"(a(m = n))) = E((m —n)"a*a(m —n)) < [lal|*E((m —n)"(m —n)) = 0.

Portanto, a aplicacao k, estd bem definida. Agora, vamos mostrar que k, é

continua. Tome m € A/N arbitrério. Entao, temos que
12 =2 2 20012
lam||” = [lam|” = [|[E(m"a*am)|| < [[E(m m)]|||a]|” = [[m|]"[|la]".

Entao, ||lam| < ||m|||la|| o que implica que &, é limitada e como esta aplicagao é
claramente linear, ela pode ser estendida para M. Seja k, a extensao de k,. Agora s6
falta provarmos que k, é adjuntavel para termos uma A-B-correspondéncia.

Sejam m,m € A/N e a € A arbitrérios; entao,

(Ra(m),n) = (@am,n) = (am,n) = E(m*a*n) = (m,a"n)

= (m, a*n) = (M, Kex(N)).

Logo, para x,y € M arbitrarios, sabemos que existem {2y}, o, {¥n}peny € A/N

seqiiéncias, tais que x, — z e y, — y. Portanto,

<ma<x>,y>=<ma( lim ) Jim yn>= i (ka(). )

n—-+00 m—-+00 n,m—-+o0o

= lm (Re(zp) ym) = Lm  ((zn), Rar (Um))

n,m—-+00 n,m—-+00
= < lim xz,, lIm kg (ym)> = <[E, Kgx (y)>
n—-+4o0o m—-+00

Logo, ki = Kq+, donde segue que k, € L(M), e portanto, (M, k) é uma A-B-

correspondencia.

Teorema 5.0.18. Dada uma esperanca condicional E : A — B e uma representa¢ao

7w : B — B(H), entdo podemos induzir uma representacio de A .

Demonstracdao. Pela construcao feita acima, dada uma esperanca condicional cons-
truimos uma A- B-correspondéncia. Logo, a partir da representacao 7w : B — B(H) e
desta A- B-correspondéncia, pelo teorema 5.0.15 podemos induzir uma representagao

de A , donde o resultado segue.
|

Segue do teorema B.2.21 que dado um produto cruzado parcial A x, G, existe

uma esperanca condicional F : A x, G — Ad,; logo, pela teoria desenvolvida neste
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capitulo, se tivermos uma representacao de Ad., podemos induzi-la para o produto
cruzado parcial. Para finalizar, iremos construir uma representacao da C*-algebra
universal gerada por duas isometrias compativeis.

Relembrando, no capitulo anterior definimos C*(¥, %) como sendo a C*-algebra

universal gerada por duas isometrais compativeis e vimos que
C(Y,%) = C(Qr) ¥z (Z x 7),

onde £ € Qg se, e somente se, (0,0) € £ e para qualquer (m,n) € £, se (m,n) € G é
tal que, m < m en < n, entdo (m,n) € &.

Seja p uma medida positiva sobre (g; entao, temos uma representacao canonica
m: C(Qr) — B(La2(Qr, p)), onde para toda f € C(2g) e para toda ¢ € Lo(Qg, 1),
7(f)(p) = f - ¢, onde - denota o produto pontual.

Portanto, como C(Qg) = C(Qg)d. (ver observacao B.2.20), temos pela teoria

desenvolvida, que podemos induzir uma representagao de C(2g) g (Z X Z).
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Apeéendice A
C*-algebra universal e envolvente

Dada uma C*-algebra A e x € A, faz todo o sentido pensarmos na sub-C*-algebra de
A | gerada pelo elemento x, por exemplo. Mas se tivermos apenas simbolos e quisermos
atribuir a estes simbolos algumas relagoes em uma linguagem algébrica formal, sera que
existira uma C*-algebra, onde estes simbolos passam a ser elementos e estas relagoes
passam a ser de fato relagoes algébricas? Para responder a esta pergunta, precisaremos
formalizar a nocao de conjunto gerador e de relagoes, uma vez feito isso veremos que
somente para alguns casos a resposta para esta pergunta serd afirmativa. Quando a
construcao for possivel iremos querer um pouco mais desta C*-algebra, iremos querer
que ela satisfaca uma dada propriedade universal, que decididamente sera muito 1til

na hora de construirmos homomorfismos.

A.1 C#*-algebra universal

Seja G um conjunto qualquer e G* = G x {1}, isto é, G* é um conjunto que possui a
mesma cardinalidade de G e é disjunto de G. Dado um elemento arbitrario (g, 1) € G*,
o denotaremos simplesmente por g*. Tome Fg como sendo o conjunto formado por
todas as seqiiéncias finitas com entradas em G U G*. Entao, um elemento x € Fg
arbitrario é uma seqiiéncia de n elementos de G U G*, para algum n € N; denotaremos
este elemento por 7y - --7,, onde para todo ¢ € {1,--- ,n}, 1, € GUG", e é a i-ésima
entrada da seqiiéncia . Podemos interpretar Fg como sendo o conjunto das “palavras”
finitas escritas com as letras do “alfabeto” GUG™; por isso, as vezes nos referiremos ao
conjunto G como sendo o conjunto de geradores. Agora, em Fg considere o produto

dado pela concatenacgao de seqiiéncias, isto €, para quaisquer ry---7,, S1---S, € Fg,

Tl-..rn-sl--.sm::T’l---’r‘nsl.--sm
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e considere também a seqiiéncia vazia, isto é, a seqiiéncia que nao possui nenhuma
entrada, que denotaremos por e. Podemos também definir uma operagao de involugao

de uma forma natural em Fg, para todo ry-- -7, € Fg,

g, ser;=g"

(ri---rp)"i=mry" 1", onde Vi e {l,--- ,n} ,ri*:{ .
g, seri=4g

com g € G.

Defina agora o conjunto B, como sendo o conjunto das combinacoes lineares formais
finitas com escalares complexos de elementos de Fg. Iremos considerar duas operacoes
sobre este conjunto: a operagao produto e a operagao de involucao, que serao as
extensoes lineares das funcoes produto e involugao definidas acima em Fg. Claramente
B, munido com estas duas operacoes, além das duas operagoes que naturalmente estao
definidas pela sua construcao, a soma e produto por escalar, possui uma estrutura de
x-algebra.

E o que seria uma relagao? Futuramente, iremos considerar certas representacoes
de G em uma x-dlgebra normada e iremos querer que a imagem dos elementos de G
satisfacam relagoes como por exemplo, para um determinado g € G, queremos que
a imagem dele por uma representacao p seja auto-adjunta. Entao, temos a seguinte
equacao:

Ip(g) — p(g)*Il = 0.

Poderiamos entao pensar em abreviar esta equacao, traduzindo ela para um par

(g — g*,0). Esta foi uma tentativa de motivar a seguinte defini¢ao:
Defini¢ao A.1.1. Uma relac¢io é um par (z,1) € B x RT.

Quando (x,n) é tal que n # 0, a relacao quer nos dizer que a norma da imagem
de z por uma determinada representacao devera ser menor ou igual ao nimero 7. Por
isso, toda vez que uma relacao for algo do tipo (z —y,0), a denotaremos por = = y e,

quando for algo do tipo (x,7), a denotaremos por [|z|| < 7.

Proposicao A.1.2. Sejam G um conjunto e D uma x-dlgebra normada. Dada uma
funcao p : G — D existe uma funcao p : B — D que € a extensao linear de p para

B.

Demonstracdo. Defina a funcao p: B — D da seguinte maneira:

1. para todo g € G, p(g) = p(9);

2. para todo g* € G*, p(g*) = p(9)";
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3. para todo 41y € Fg, i+ +1) = () - plra);

4. para todo ¢ € B, ©x = Z)\ﬂji, onde para todo i € {1,--- n,}, z; € Fg,
i=1

plx) =Y Nipla:).
i=1
Portanto, p é uma extensao linear de p para B.

Definicao A.1.3. Sejam G um conjunto de geradores, R um conjunto de relagoes,
D uma *-algebra normada e p : G —— D uma funcdo. Dizemos que p € uma repre-

sentacao de G que satisfaz R se, para quaisquer (z,n) € R,

o)l <,

onde p é a extensao linear definida na proposi¢ao acima.

Sempre que nos referirmos a uma representagao p de (G, R) estamos querendo dizer
que p é uma representacao de G que satisfaz R.

Uma vez bem definidos o conjunto de geradores e relagoes, dados G e R queremos
construir uma C*—4algebra C a partir deste conjunto de geradores e relacoes que tenha
a seguinte propriedade universal: dada qualquer representacgao p de (G, R) em B(H),
existe um unico homomorfismo unital ¢ de C para B(H) tal que o diagrama abaixo

comuta, onde ¢ é a representacao canonica de G em C, isto é, a “inclusao natural” de
G em C:

G — B(H)
N A

Esta propriedade universal, de uma certa maneira, nos diz que esta C*-dlgebra que
iremos construir, sera a “maior” C*-algebra que contém o conjunto de geradores como

elementos, satisfazendo as relagoes R.

Definigao A.1.4. Um par (G, R) é dito ser admissivel se, para todo z € G, existe
¢ € R tal que, para toda representacao p de G que satisfaz R,

Ip(@)]] < o
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O que determinara se podemos, ou nao, construir uma C*-algebra a partir de um

conjunto de geradores G com relagoes R serd o fato do par (G, R) ser admissivel ou nao.

Agora note que se (G, R) é admissivel, entdo para qualquer =z € B

sup [|p(@)]| < +oo.
prep. de (G,R)

Na

De fato, tome z = Z)\i:pi € B arbitrario; entao, temos que para todo i €
i=1

{1,--- ,n.}, & =r}---r., onde para todo j € {1,--- ,n,}, T; € GUG"; além disso,

tome p uma representagao de (G, R) . Logo,

[ <P 1P < e e, =2 e

| = [l7(r) -+ 2(rs)

1Pl = {|p(ri---r,)

Portanto,

Ny

1)l = 15> Al = IS Al < D Il = D Inlled)|

=1

Na
S Z ‘)\7,|sz < +OO?
=1

donde claramente segue que

sup [|p(@)]| < +oo0.
prep. de (G,R)

Exemplo A.1.5 (de um par (G,R) que nao ¢ admissivel). Considere G = {z} e

R ={(x —2*,0)}.
Defina

p:Gg — C
T — A

onde A € R € tal que |\| > 1. Note que estamos tomando H tal que dim(H) = 1, logo
B(H) =C.

Como
15(z — 2*)|| = llp(x) — p(2)"[| = X=X =[x=A] =0,

ja que A € R, p € uma representacao de (G, R) . Agora, note que para cada n € N

131



podemos construir

pn:g — C

z — A"

que claramente também serd uma representacdo de (G, R) . Vimos que se (G, R) é

admissivel entao para qualquer x € B

sup [|p(@)]| < +oo,
prep. de (G,R)

mas no nosso exemplo temos que

+oo = sup |\"| =sup ||p.(2)| < sup [p()]]-
neN neN prep. de (G,R)

Portanto, (G, R) ndo € admissivel. Logo nao € possivel construir uma C*-dlgebra
universal (que serd definido mais adiante) a partir simplesmente de um “elemento”

auto-adjunto.

No que segue sempre que nos referirmos a um par (G, R) ele serd admissivel, a
menos que se mencione o contrario.

Temos por enquanto apenas uma *-algebra, a saber B. Iremos agora caminhar na
direcao de “transformar” B em uma C*-dlgebra, mas para isso precisaremos primei-
ramente definir uma norma em B.

Defina o conjunto A como sendo o conjunto das representagoes de (G, R) em B(H)
(para todo espaco de Hilbert H) e a fungao ||| - ||| : B — R™ que para todo z € B é
dada por

I z [[| = sup [|(=)]].
pEA

E imediata, usando apenas algumas propriedades de supremo, a verificacao que

esta funcao é uma C*-semi-norma. Note que nada nos garante que

|z ||| =0=2=0.

Logo, como queremos construir uma C*-norma, é natural pensarmos em tomar
o quociente em B pelo nicleo da fungao ||| - |||. Para isto, basta definirmos N =

{z € B| ||| x ||| = 0} e verificar que N é um ideal de B. De fato, se n € N segue que

sup ||p(n)|| = 0 = Vp representacao de G que satisfaz R ||p(n)|| = 0,
pPEA
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logo, para z € B e n,m € N arbitrarios temos que

[l en ]| = sup [|p(zn)|| = sup [|p(z)p(n)]]
pEA pEA
< sup [|p(2)[[[p(n)]| = 0;
pEA
de maneira andloga prova-se que ||| nz ||| = 0 e, além disso,

[ n+m ||| = sup[|p(n + m)|| = sup [[p(n) + p(m)]|
pEA pEA

< sup||p(n)[| + [lp(m)[| = 0.
pEA

Portanto, NV é um ideal bilateral de B.

Entao, claramente temos que

|| : B/IN — R*
T — =]l
¢ uma norma em B/N.
Denotaremos por C*(G,R) o completamento de B/N na norma ||-||. Sendo assim,

claramente C*(G,R) é uma C*-dlgebra e

t:G — C*(G,R)
g — g
onde g denota a classe de equivaléncia do elemento g referente ao quociente pelo

nicleo da tripla norma definida acima, é uma representacao de (G, R). Agora basta

verificarmos que C*(G, R) satisfaz a propriedade universal que esperavamos.

Teorema A.1.6. Se p é uma representacao de (G, R) , entdo existe um unico homo-

morfismo ¢ : C*(G,R) — B(H) tal que o diagrama abaizo comuta:

G L B(H)

N A

C*(G,R)

Demonstragao. Primeiramente vamos verificar que p : B — B(H) se anula em N.
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De fato, tome x € N; entao, por definicao de /N, temos que
0= |||z ||| = sup|[p(=)[| > [[p(=)]]
pEA

Logo, [|p(z)|| = 0, donde segue que p(z) = 0 e, desta forma, a seguinte aplicagao

fica bem definida:

W:B/N — B(H)

Segue diretamente das propriedades de p que ¢ é um homomorfismo. Além disso,

para T € B/N arbitrario, temos que

||¢(f)||B(H) = ||ﬁ(x)‘|B(H) <z |llz ==zl C*(G,R)

e, portanto, 1 se estende para C*(G,R), jd que ¥ é homomorfismo contrativo em

B/N. Por fim, note que para g € G arbitrario temos que

Y(u(g)) = »(@) = p(g).

Logo, o diagrama comuta.
e Unicidade: Suponha que exista ¢ : C*(G,R) — B(H) *-homomorfismo tal
que para todo g € G ¢(i(g)) = p(g). Entao temos que para g € G arbitrario,

Y(u(g) = » =1,

S
—~
~
—~
o
~—
~—
I
s
—~
)
~—
I

ja que G gera C*(G,R) , donde o resultado segue.
[ |

Observacao A.1.7. Quando nos referimos a representagao canonica, no sentido de
inclusdo natural de G em C*(G,R), a rigor estamos falando da projegao candnica
de G em C*(G,R), que pode nao ser injetora mas, por uma questao de motivagao,

manteremos a notagao de inclusao, apenas neste caso, para a projecao canonica.

Definicao A.1.8. A C*-dlgebra universal gerada por G com as relagoes R, é o com-

pletamento de B/N da norma ||-||, que denotaremos por C*(G,R) .

Note que, tivemos que tomar o completamento em B/N por seguranga, pois nada

nos indica que esse quociente sera completo ou nao.
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No decorrer deste trabalho o leitor percebera que a propriedade universal de C*-
algebras universais nos sera muito 1util, mas em muitos casos estaremos usando uma
versao um pouco modificada desta propriedade, em vez de termos uma representacao
de um conjunto de geradores em uma algebra de operadores lineares limitados, teremos
representagoes do conjunto de geradores em uma C*-algebra. E comum “confundir-
mos” C*-algebras com algebra de operadores lineares e limitados, mas a rigor se faz
necessaria uma demonstracao de que a propriedade universal ainda é valida neste caso,
ou seja, queremos mostrar que dada uma C*-algebra A e qualquer ¥ : G — A re-
presentacao de (G, R) existe um tinico homomorfismo ® : C*(G,R) — A tal que o

diagrama abaixo comuta:

G ¥ A

S A

C*(G,R)

Sabemos que dada qualquer C*-algebra A , existe um espago de Hilbert H , tal que
existe 7 : A — B('H) representagao isométrica. Note que m oW : G — B(H) é uma

representagao de (G, R) , pois para qualquer (z,n) € R
7o #@)| = |r@@] = [F@ <

e os axiomas que 7w o W é uma extensao linear de m o ¥ seguem diretamente do fato
que 7 é um homomorfismo.
Entao podemos aplicar a propriedade universal de C*(G, R) para a representagao

oW, logo existe um tnico ¢ : C*(G,R) — B(H) homomorfismo tal que o diagrama

g\q’A

C*(G,R

abaixo comuta:

— B(H)
)

O homomorfismo ® : C*(G,R) — A que procurdvamos serd 7 ! o ¢, ja que

Im(p) C m(A) e 7 restrito a sua imagem é um isomorfismo. Logo, basta verificar-

1

mos que ™ o p faz o diagrama comutar e é Unico.

e Comutatividade do diagrama: Segue diretamente do fato que

WO@:@OL:>\D:(W_IO@)OL.
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e Unicidade: Suponha que exista ¢ : C*(G,R) — A homomorfismo tal que o

diagrama abaixo comuta:

Entao teremos que

mToVU=gpor=mo((or)=mmoV¥=po.r
= (mro)or=moV=pou
= 7o ( = ¢ (pela unicidade de ¢)
=(=71"'op=0>.

Portanto ® é tnico.

Uma vez construida a C*-algebra universal, dado um par (G,R), podemos nos
perguntar, se existe um outro par (U, ), onde U é uma C*-dlgebrae ( : G — U é uma
representagao de (G, R) , tal que esse par satisfaz a propriedade universal de C*-dlgebra
universal, no sentido que, dada uma outra representacao de (G,R) , p: G — A onde

A é uma C*-dlgebra, existe um tunico homomorfimo ¢, tal que o diagrama abaixo

N A

U

comuta:

Veremos que se (U, () satisfaz a propriedade universal de C*-dlgebra universal,

entdo U e C*(G,R) sdo isomorfas.

Teorema A.1.9. Dado o par (G,R), se (U,() é como definido acima, entdo U =
C*(G,R) .

Demonstragao. Note que, pela propriedade universal de C*(G, R) , existe um tnico

homomorfismo 1, tal que o diagrama

S A

C*(G,R)

comuta e pela propriedade que o par (U, {) satisfaz, temos que existe um tinico homo-
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morfimo ¢, tal que o diagrama

g —C"(G,R)

N A

U

comuta, ja que, ¢ é uma representacao de (G, R) , como mencionado anteriormente.

Agora, observe que o diagrama

g

< U
W e
U

também comuta, pois ¥ o p o ( = 1 ot = (, mas como a aplicagao idy também
faz o diagrama acima comutar, segue da propriedade que o par (U, () satisfaz, que
Yo =1idy.

Por outro lado, temos que o seguinte diagrama

g : C*(G,R)

\ o)

C*(G,R)

também comuta, mas como a aplicacao idc+g,r) também faz o diagrama acima co-
mutar, segue da propriedade universal que C*(G, R) satisfaz, que p 09 = idc+(g,r) , €
portanto, U e C*(G,R) sao isomorfas.

[
Exemplo A.1.10. Sejam G = {u} e R = {u*u = vu*,uu* = 1}.

Serd que existe C*(G,R) ¢ Em outras palavras, serd que ezxiste a C*-dlgebra uni-
versal gerada por um unitdrio e pela identidade? Para respondermos a esta pergunta
precisamos verificar se o conjunto de relacoes € admissivel.

Seja p: G — B(H) uma representacao ndo nula de (G, R) arbitrdria. Note que,

lo(* = llp(wp(w) ]l = ()] = 1,

ja que p(1) € uma projecdo nao nula, em virtude das relagoes. Portanto, ||p(u)| =
1. Logo para qualquer g € G, existe ¢, € R, a saber ¢, = 1, tal que para toda
representacao p de (G, R) temos ||p(g)|| < 1, donde seque que o conjunto de relagoes

¢ admissivel e, portanto, existe C*(G,R) .
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Agora vamos tentar caracterizar de uma maneira um pouco mais concreta esta
C*-dalgebra. Como uw € C*(G,R) , faz sentido nos perguntarmos quem seria o espec-
tro deste elemento, que denotaremos por o(w). Como u € um elemento unitdrio da
C*(G,R) sabemos que o(u) CS' (ver proposi¢io 3.3.11 em [15]). Mostraremos que
o(u) =S'.

Tome H um espago de Hilbert tal que dim’H = 1, logo B(H)=C. Defina para um

A\ € St arbitrdrio a sequinte funcao:

p:g — C

U — A

Claramente p € uma representac¢io de (G,R) . Logo, pela propriedade universal de
C*(G, R) existe unico homomorfismo ¥y : C*(G,R) — C tal que o diagrama abaizo

comuta:

G ? C

C*(G,R)

Portanto, ¥5(u) = X\. Note que

(@) = A = (u— A) = 0.

Para mostrar que o(u) = S', mostraremos que u — A\l ndo é inversivel, e como
A € St foi tomado arbitrariamente, teremos que S' C o(u).
Tome T € C*(G,R) qualquer, entdo

a(z(u— A1) = a(T)ha(u — A1) =0,

logo ndo existe x € C*(G,R) tal que ¥x(T)r(u — A1) = 1; sendo assim, u — A1 ndo
¢ inversivel e, portanto, o(u) = S!.

Pelo teorema 3.4.15 em [15] sabemos que existe uma representacdo isométrica
de C*(G,R) em algum B(H), entio temos que

C*"(G,R) =n(C*(G,R) ) = C*(n(u)),
e como C*(mw(w)) € uma C*-dlgebra comutativa temos que C*(m(u)) = C(o(n(7)))

(ver proposi¢ao 3.3.10 em [15]), mas m é uma representa¢ao isométrica, logo preserva
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espectro, entao C'(o(w(u))) = C(o(u)) = C(S'), donde seque que
(G, R) =C(S),

ou seja, a C*-dlgebra universal gerada por um elemento unitdrio é a C*-dlgebra das

fungoes continuas do circulo unitario em C.

A.2 C*-ilgebra envolvente

Agora vamos estudar um caso particular de C*-algebra universal, que também sera de
grande relevancia ao longo do nosso trabalho. Ao invés de comegarmos com um simples
conjunto de simbolos como conjunto de geradores, comegaremos com uma *-algebra
normada, sendo assim o conjunto de geradores seria o conjunto de todos os elementos
da algebra e, as relagoes seriam as relagoes algébricas da prépria algebra, devidamente
traduzidas para a nossa definicao de relagao. Sera que é possivel fazermos a C*-algebra
universal deste conjunto de geradores com estas relacoes? Nada nos garante que este
par sera admissivel, na verdade para ser, precisaremos impor mais uma relacao.

Seja A uma *-algebra normada qualquer. Considere G = A x {1}, isto é, G
é um conjunto que possui a mesma cardinalidade de A e é disjunto de A. Dado
um elemento arbitrério (a,1) € G, o denotaremos simplesmente por [a]. Considere

também o seguinte conjunto de relacoes:
R ={ld]" = [a"], [a][b] = [ab], o[a] + [b] = [aa + 0], [[a]l| < [la]4 [a,b€ A o e C}.

Vamos verificar que (G, R) é admissivel. De fato, seja [a] € G arbitrério, pela

ultima relagao temos que para qualquer p representagao de (G, R)

(el < llallq -

Logo, ¢l = |lall 4 € R", donde segue que (G, R) ¢ admissivel e, sendo assim existe
C*(G,R) .
Agora note que dada qualquer p representagao de (G, R), p serd uma representagao

contrativa de A , com as devidas identificacoes. Portanto temos que para qualquer
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r € B

fzlll= saup ()]
prep. de (G,R)
= sup [ (@)]l-
mA —B(H)

rep. contrativa

Definicao A.2.1. A C*-dlgebra envolvente de A é o completamento de B/N na

norma ||-||, que denotaremos por C*(A ).

Logo este objeto satisfaz a seguinte propriedade universal: para qualquer 7 : A —
B(H) representacao contrativa (para qualquer espago de Hilbert H) existe tnico & :

C*(A) — B(H) homomorfismo tal que o diagrama abaixo comuta:
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Apeéendice B

C*-moddulos de Hilbert e Fibrados
de Fell

No capitulo 3 definimos o produto cruzado parcial de uma C*-algebra A por um grupo
G, como sendo a C*-dlgebra envolvente de B = {Zﬁmm ago, | g € G, a4 € Dg}, isto

é, o completamento de B/N, onde

N={zeBll[z]l]= sup I ()|l = 0},
m:B—B(H)
rep. contrativa

na norma ||-|| que é definida para todo = € B da seguinte maneira:
[Z]l = sup 7 ()]
m:B—B(H)

rep. contrativa

Porém, neste caso, N serd nulo. Para demonstrar este fato bastaria, por exemplo,
exibir uma representacao contrativa de B que fosse injetiva. No entanto, este re-
sultado é valido em uma categoria mais geral, na categoria dos fibrados de Fell. O
resultado que iremos demonstrar, serda que toda algebra seccional de um fibrado de
Fell admite um homomorfismo injetor e, como veremos, o produto cruzado parcial é
uma (C*-dlgebra seccional de um fibrado de Fell, de onde seguird portanto que N = 0.
Para demonstrar este fato, sera preciso usar conceitos e resultados bésicos da teoria de
C*-moédulos de Hilbert, por isso comecgaremos este apéndice com estes conceitos e re-
sultados basicos, para depois introduzir também alguns conceitos e resultados basicos
da teoria de fibrados de Fell e, finalmente, com as ferramentas necessarias desenvol-
vidas, iremos demonstrar o teorema. Mais sobre a teoria de C*-mddulos de Hilbert

pode ser encontrada em [9] e sobre a teoria de Fibrados de Fell em [6] e [7].
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B.1 C*-mddulos de Hilbert

Em algebra temos o conceito de um A -médulo a direita, isto é, um grupo abeliano
que possui uma lei de composicao externa sobre o anel A , que satisfaz alguns axiomas
(para mais detalhes ver definigdo II.1.1 em [13]). Em andlise temos a definigao de
um espaco de Hilbert, isto é, um espaco vetorial, com um produto interno definido,
que é completo na norma induzida por este produto interno (para mais detalhes ver
defini¢do 2.1.1 em [15]). A defini¢do de um C*-médulo de Hilbert sera uma definigao

que englobara, de uma certa forma, estes dois conceitos, como veremos a seguir.

Definicao B.1.1. Um pré-Hilbert A -mddulo é um espago vetorial complexo M | que
também é um A -médulo a direita, equipado com uma aplicagao (-,-) : M x M —
A | que é C-linear na segunda variavel e que satisfaz as seguintes relacoes para quais-

quer m,n € Mea € A:
(i) (m,na) = (m,n)a;
(i) (m,n)" = (n,m);
(iif) (m, m) > 0;

(i) {m,m) =0=m =0

Note que se m = 0y, entdo (m, m) = 04, pois
(m,m) = (O, 00 ) = (Ort,00¢ - 04) = (Oar,00¢)04 =04

Portanto, (m,m) = 0 se, e somente se, m = 0.

Observacao B.1.2. Em geral ficard subentendido pelo contexto qual zero estamos
nos referindo, se o da algebra, ou o do espago vetorial; somente em alguns casos iremos

salientar explicitamente fazendo o uso de indices.

E implicitamente assumido na definicao acima que a estrutura de grupo abeliano
(+) de M, vinda da estrutura de .4 -médulo, é a mesma que a estrutura aditiva de
espago vetorial.

Como temos muita estrutura em M , é preciso mostrar algumas compatibilidades
mas, antes, vamos demonstrar um pequeno lema que sera usado em diversas demons-

tracoes deste apéndice.

Lema B.1.3. Seja M wum pré-Hilbert A-mddulo. Se mq,my € M sao tais que para
todon € M,

(n,m1) = (n,my),
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entao my = my.

Demonstracao. Basta tomar n = m; — my e desta forma obtemos
<m1 — mg,m1> = <m1 — mg,m2> = <m1 — Mo, My — m2> =0 = mi = Mmy.

Proposicao B.1.4. A multiplicacao por escalar e a estrutura de A -mddulo a direita
de um pré-Hilbert A -modulo M sao compativeis, no sentido que para quaisquer A €
C,acAemeM

(Am)a = A(ma) = m(Aa).

Demonstracao. Sejam A € C,a € A e m € M arbitrarios. Tome n € M arbitrario.
Note que

(n, (Am)a) = (n, \m)a = (An,m))a = A\({n,m)a)
= X(n,ma) = (n, \(ma)).

Portanto, pelo lema 5.0.10 segue que (Am)a = A(ma).

Além disso, note que
(n, A(ma)) = A{n, ma) = A((n,m)a) = (n, myAa = (n, m(Aa))
e, portanto, novamente pelo lema 5.0.10 segue que (Am)a = A(ma) = m(\a).

Exemplo B.1.5. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, k € N* e M = @leA.
Defina

(Y MxM — A

k
(a,b) — > aib;.
=1

Claramente, M € um pré-Hilbert A -mdodulo.

J&4 que temos um “produto interno” definido em M, é natural pensar em definir
uma norma induzida por este “produto interno” da forma canodnica; no entanto, uma
pequena modificacdo é necessaria, ji que a aplicagao (-,-) tem como contradominio

uma (C*-algebra e nao um corpo.
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Lema B.1.6. Seja M um pré-Hilbert A -mddulo. Defina

M — R

1/2
m— | (m,m)| %

Entao, M ¢ um espago vetorial normado, e as sequintes desiqualdades sao vdlidas para

quaisquer a € A e m,n € M:

lmall < |ml[lall 4 (B.1)

[{m, )l < lImlllin]]- (B.2)

Demonstracao. Nés provaremos a iltima inequacao primeiro. Sejam m,n € M
arbitrdrios. Podemos assumir sem perda de generalidade que |[(m,n)||, # 0, pois
caso contrario as desigualdades acima sao obviamente satisfeitas.

Observe que (m,n)(m,n)" é um elemento normal nao nulo, logo (pelo teorema
3.3.6 em [14]) existe ¢ um estado de A tal que

[o((m,n)(m,n))| = [{mn)(m,n)[|y = l[6m, w1

e como (m,n)(m,n)" é um elemento positivo,

Portanto,

(m, n)”

€ A, e note que
[[{m, m)]| 4

Agora tome a =

= m.n (m, n)" = 1 m.nYm.n)"
¢<<m,n>a>—¢(< ) ) - o((m, m)(m, n)")

[{m, )| 4 m,n) || 4
L 2 = |(m,n
IWH(W”)HA = [[(m,n)| 4 -
Logo,
¢(<mvn><m7n>*) = ||<m7n>||?4 - (¢<<m7n>a))2 (B3)

Note que ¢ o (-, -) é uma claramente uma forma sesquilinear positiva semidefinida,

portanto podemos fazer uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver observagao 2.1.5

144



(1) em [15]); logo,
|6((m, na))| * < ¢({m, m))$((na,na)).

Mas como (m,na) é um elemento positivo, pois

B B (m,n)*
(m,na) = (m,n)a = <m,n)m,
e ¢ é um estado, temos que |¢({m,na))| = ¢((m,na)). Logo,

(¢((m, na)))* = [¢((m,na))| * < ¢((m,m))((na, na)).

Portanto, voltando na equacao B.3 obtemos

(¢((m, na)))*
(m,m))o((na, na))

o
¢((m,m))d(a*(n, n)a). (B-4)

(e, m) 14

<

Agora, como a*(n,n)a é um elemento positivo e ¢ é um estado, segue-se que

¢(a”(n,nya) = |p(a*(n,n)a)| < |[oll[la”(n, n)al| 4

= lla*(n,n)al| , .

Por argumentacdo andloga, temos que ¢((m,m)) < |(m,m)|,. Voltando na

equagao B.4 temos que

l{m, |5 = o((m,m))é(a(n,n)a) < |[{m, m)ll 4 lla*(n, n)all
< [ ms myl| 4 lla™ |y [[{n ] 4 llall 4

= [I{me, m) | 4 Nally 11 (m, )] 4

Mas, note que

2

*

2 <man> _ 1 m.n * 112
ol ‘H—||<m,n>\|A = T N
1 2
= m”(mmﬂu =L
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Portanto,

Km, )% < Gy m) |y llallZ N, )

= [[{m, m) | 4 [, )|l 4

2 2
= [lm "=,

donde segue-se que |[{m,n)| 4 < [[m|[{[n]

Para provar B.1 simplesmente note que

2
[mal]” = [[(ma, ma)|| 4 = [la*(m, m)a]| 4

2
< la™{ g [, m)ll g llall 4 = llall 1em, m)l] 4

2 2
= [lally lml”,

e portanto [[mall < [[mlflall; -
Agora, s6 falta verificarmos que ||-|| satisfaz os axiomas de norma. Sejam m,n € M
e A € C arbitrarios; entao,

. 1/2
(i) Imll =0 & [[(m,m)|{* =0 & [[(m,m)||l, =0« (m,m) =0 & m=0;

L2 = I 2 )|

= [A| [[{m, m) |12 = |A] Iml];

(ii) [xm]] = ([, Am) || = [ XA (m, m)|

— (1A 2l (m, m) ][, )

(iii) |lm +n||* = |[(m +n,m+ n) | 4
= [(m, m) + (n,m) + (m,n) + (n,n)|| ,
< [m,m)l 4 4 [nsmdl| 4+ [[{msn) ||y + [1{n, )] 4
= [[m|* + | (n,m)" [l 4 + [{m, )|l 4 + [I1®
= [[ml* + 2/ (m, n) |4 + [|n||*
< {lmlf* + 2lfml[[|n[| + ||
= ([lmll + [I])*

Logo, [lm + nl| < [[m[| 4 |[n]|.
Portanto M é um espaco vetorial normado.

Observacao B.1.7. As desigualdades B.1 e B.2 no lema acima ainda sao validas se

retirarmos o axioma (iv) da defini¢ao B.1.1, ji que nas suas demonstragoes este axioma
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nao foi necessario. No decorrer do trabalho, surgira a necessidade de usar estas duas

desigualdades sem termos o axioma (iv).

Definicao B.1.8. Um Hilbert A-mdodulo é um pré-Hilbert A-mddulo que é completo

na norma definida acima.

Observe que as inequagoes obtidas no lema B.1.6 nos asseguram que o “produto
interno” do pré-Hilbert A-médulo M, bem como a estrutura de A-médulo a direita,
podem ser estendidas por continuidade para o completamento de M, fazendo com
que o completamento tenha uma estrutura de Hilbert A-mdédulo. Deste modo, o

completamento de um pré-Hilbert A-mdédulo é um Hilbert A-médulo.

Exemplo B.1.9. A € um Hilbert A-mddulo sobre ela mesma. O “produto interno” é
definido da seguinte maneira: para quaisquer a,b € A (a,b) = a*b. Observe que as
duas normas definidas em A sdo equivalentes, jd que para qualquer a € A temos que

1/2

1/2
la]l = |I{a, a) || q

= [la*all 4™ = llall4-

Claramente todo ideal a direita fechado de A é também um Hilbert A-mddulo com

este “produto interno”.

Exemplo B.1.10. Seja M = @7, A, ou seja, M € o conjunto das seqiiéncias que
sao nulas exceto para uma quantidade finita de indices, cujas entradas estao em A .

Defina para quaisquer (ay,as,---), (b1, by, --+) € M

(e 9]

(a1, a9, +), (b1, ba,---)) = Zaflbn.

n=1

Entao, M é um pré-Hilbert A-mddulo, e o Hilbert A-mddulo que nds obtemos,

através do completamento, nos denotaremos por M. Note que se A =C, entdo

My = l5(N).
Daqui em diante, sejam M; e My Hilbert A-médulos.

Definicao B.1.11. Seja 7' : M; — M, uma funcao. Dizemos que T é adjuntdvel
se existe V : My — M, tal que, para quaisquer x € M; e y € Mo,

<T($)v y>M2 = <IL’, V(y>>/\/{1

As proximas trés proposicoes serao sobre as propriedades que um operador ad-
juntavel satisfaz. Veremos que se T' é um operador adjuntavel entao V' serd tunico, e

ambos serao C-.A-lineares e continuos.
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Proposicao B.1.12. Se T : My — My € adjuntdvel, entao V' é unico.

Demonstmgxio. Suponha que existe W : MQ — Ml tal que, para quaisquer x € Ml
eyc M2)

<T(I)’ y>M2 = <Q?, W<y)>M1

Logo, para x € M; e y € M,y arbitréarios, obtemos que

(z,V(y)) = (T'(x),y) = (x, W(y)).

Portanto, pelo lema 5.0.10 segue que V(y) = W (y) e, como y foi tomado arbitra-
riamente, segue que W = V.

Logo, se T' é adjuntavel, entao V' é tinico.
[ |

Se T : My — M é adjuntavel, entao denotaremos por 7™ o operador que, para

quaisquer x € M e y € M, satisfaz

<T(ZE), y>M2 = <l‘, T*<y>>/\/{1 .
Além disso, T™ é denominado o adjunto de T.
Proposigcao B.1.13. SeT : M; — M, € adjuntavel, entao T e T* sao C-A-lineares.

Demonstragao. Sejam x,x1,29 € My, y € Mo, A € C e a € A arbitrarios. Entao
temos que

(T(Ary + 22),y) = (A1 + 22, T7(y)) = (A1, T (y)) + (22, T"(y))

= XMz, T*(y)) + (22, T () = MT(x1), y) + (T'(x2), y)
= (A JY)-

(
T(x1),y) + (T(r2),y) = (AT(21) + T(x2)

Logo, pelo lema 5.0.10 temos que

Também temos que

(T'(za),y) = (zva, T"(y)) = a™(x,T"(y))
= CL*<T<£L'>,y> = (T(m)a,y),
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e, portanto, novamente segue do lema 5.0.10 que
T(xza) =T(x)a.
Sendo assim, fica demonstrado que T é C-A-linear. A demonstragao de que T™
também é C-A-linear é completamente analoga.
[ |

Proposigcao B.1.14. Se T': My — My € adjuntdvel, entao T e T™ sao continuos.

Demonstragao. Sejam {x,} CM; ex € My tais que x,, — z. Suponha que

neN*
{T(zn)},ene © My é tal que T'(x,) — y; entdo, para qualquer w € My temos

(y,w) = lim (T(z,),w)= lm (z,,T"(w)) = (z,T"(w)) = (T(x),w).

n—-—4oo n—-—4oo

Portanto, como w € M, foi tomado arbitrariamente, temos pelo lema 5.0.10 que
y = T'(z), donde segue pelo teorema do grafico fechado (ver teorema 4.13-2 em [10])
que T' é continuo.

Analogamente, prova-se que 7™ também é continuo.

Definicao B.1.15. L(M, My) ={T : My — My | T¢é adjuntavel}.

Note que segue das duas proposigdes anteriores que L£(M;y, Ms) C B(My, Ms),

mas veremos no exemplo a seguir que, na verdade, esta inclusao pode ser estrita.

Exemplo B.1.16 (de um operador continuo C-A-linear que nao é adjuntavel). Seja
B uma C*-dlgebra com unidade e I < B tal que I nao tem unidade. Note que I e B
sio B-mddulos de Hilbert (ver exemplo B.1.9). Defina

T:1 — B

r —— .

Claramente, T é C-A-linear continua. Agora, suponha que existe T* : B — I; entao,

para x € I arbitrario, seque que
2T*(1) = (z, T*(1)) = (T'(x),1) = (x,1) = 21 = 2™

Portanto, T*(1) € uma unidade a direita para I, mas € facil ver que em uma C*-dlgebra
ter unidade a direita implica ter unidade, logo temos que T*(1) é uma unidade para

I, o que é uma contradigao.
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Logo, T nao € adjuntdvel, donde seque que L(I,B) & B(I, B).

Teorema B.1.17. L(M ) € uma C*-dlgebra, com a operagdio de involugao definida

acima.

Demonstra¢ao. Primeiramente verificaremos que £(M ) satisfaz os axiomas de *-

algebra. Sejam T,V € L(M) , A € C, z,y € M arbitrérios; entao, temos que:
(i) combinacao C-linear de adjuntéveis é adjuntavel:
(AT +V)(2),y) = (AT(2) + V(2),y) = MT(2),y) + (V(2),9)
= My, T*(2)) + (2, V*(y)) = (v, AT" + V") ()).
Portanto, (AT + V) € L(M) e (AT + V)" = \T* + V*.

(ii) composicao de adjuntéveis é adjuntavel:
(TV(2),y) = (V(2), T"(y)) = (2, V"T"(y)).

Portanto, TV € L(M) e (TV)" = V*T*,
(iii) (T%)" =T
(T*(x),y) = (y, T"(2))" = (T(y),z)" = (x, T(y)),

e portanto, (T*)" =T.

Como L(M) C B(M) , segue que L(M) é um espaco normado, com a norma de
operador induzida de B(M) . A demonstracao de que para quaisquer T,V € L(M)

1TV < TV

¢é analoga a demonstragao em B(H), onde H é um espaco de Hilbert. Agora demons-
traremos que, paraT € L(M) , [|T|| = || T*||. Tome x € M arbitrério tal que ||z|| < 1.
Note que

IT()|* = (T (2), T(@)) |4 = e, T*T (@) 4,

e usando a desigualdade B.2 na equacao acima obtemos
IT@)1* = 1z, T T (@)l 4 < || TT ()| < |1 T*T()ll,

e por conseguinte,
ITI* = sup {| ()"} < |T°T]. (B.5)

=<1
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Mas note que
2 * *
1] < ([T = [IT[| < |7 e

IT*)* < |77 = |77 < I,

donde segue que ||T|| = ||T7]|.
Verificaremos agora que £(M) é fechado em B(M) , e portanto, completo.
Seja {T), }y € L£(M) uma seqiiéncia convergente em B(M) , logo {7}, } é de Cau-
chy. Note que
{T\.}y de Cauchy = {7} de Cauchy.

Portanto, {7} }; é convergente em B(M) . Seja S € B(M) tal que T} — S.
Vamos verificar que se T,, — T, entao T = S. Sejam x,y € M quaisquer, entao

temos que

(T(z),y) = <1im T(z),y) = lim (T,(z),y) = lim (z, T, (y)) = (=, S(y)),

n—oo > n—0o0 n—oo

e portanto, 7" = S.
Agora sé nos resta verificar que a norma em L£(M) satisfaz a identidade C*. Seja

T € L(M) qualquer; note que da equacao B.5 temos que
2 * * 2
ITN" < T™T| < |1 T*[NT]] = [,

donde segue que |T||* = ||T*T||, e portanto, £(M) é uma C*-4lgebra.

B.2 Fibrados de Fell

Definigao B.2.1. Um fibrado de Fell é uma tripla & = <{B9}g€G’ *, -), onde G é um

grupo, {Bg}geG ¢ uma familia de espacos de Banach, e para todo g, h,k € G
*: By — By
é tal que:
(i) é C-conjugada linear, isto é, para quaisquer a,b € B, e A € C,
(Aa +b)" = Xa* + b*;
(ii) para todo b € B, (b*)" = b;
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(ii)) para. todo b € By, [, = 11715,

1
e
-ZBgXBh—>th

é tal que:
(i) ¢ bi-linear, isto é, para quaisquer by, a, € By, by, an, € By e A € C,

(Abg + ag)by = Abghy, + agby, e
by(Abp, + an) = Abgby, + byan;

(ii) ¢é associativo, isto é, para quaisquer b, € B, by, € B, e b, € By,
(bgbh)bk = bg(bhbk)§

(iii) para quaisquer by, € By e by, € By, (bgbn)" = b b3

Além disso, as seguintes condicoes também devem ser satisfeitas para todo g, h € G,
bQGBgebhEBhi

() (o5l = 112,
(i) 1ogbal,, < 10l 10015,

(iii) existe a € B. tal que b;b, = a*a, isto é, bib, € By .

b3b|

Note que decorre dos axiomas acima que B, é uma C*-algebra.

Exemplo B.2.2 (Produto cruzado parcial). Dado um C*-sistema dinamico (A, G, «)
temos um fibrado de Fell canonico associado a ele, basta para cada g € G tomar

B, = Dyo,. As operagies * e - sio as definidas no produto cruzado parcial (ver
defini¢ao 3.1.2).

Pelo exemplo acima, vemos que dado um produto cruzado parcial, temos um fi-
brado de Fell associado a ele, mas dado um fibrado de Fell arbitrario, serd que ele
provém de um produto cruzado parcial?

Seja % um fibrado de Fell arbitrario. Suponha que para alguma acao parcial « e
para todo g € G, B, = D,. Note que,

BB, = span{(ay6,)"(by0,) | ag, by € Dy} =span{a, ' (alby)de | ag,by € Dy} = Dy-1.

Analogamente, B, Bj = Dy; como D, ¢ isomorfo a Dy-1, se B; B, nao for isomorfo

a By B, o fibrado de Fell nao provém de um produto cruzado parcial.
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Exemplo B.2.3 (de um fibrado de Fell que ndo provém de um produto cruzado
parcial). Considere o grupo 7 e a C*-dlgebra das matrizes quadradas de ordem 8,
com entradas complexas, que denotaremos por Ms(C). Tome By = CE@ M»(C), By
como sendo o subespaco de M3(C) formado pelas matrizes que sao nulas a menos das
entradas ais e aiz, B_1 como sendo o subespago de Ms(C) formado pelas matrizes
que sdo nulas a menos das entradas as e asy e, para todo g € Z\{—1,0,1}, defina
B, como sendo o subespaco nulo de M3(C). Considerando as opera¢oes usualmente
definidas em M3(C) € facil verificar que {Bg}gGZ ¢ um fibrado de Fell. Agora note que
By Bf serd o subespago de M3(C) formado pelas matrizes que sao nulas a menos da
entrada ay1, e B} By serd o subespago de M3(C) formado pelas matrizes que sao nulas
a menos das entradas ass, ass, ase € ass. Logo, B1B} e Bf By nao sao isomorfos, donde

seque que este fibrado de Fell nao provém de um produto cruzado parcial.

Proposigao B.2.4. Seja B um fibrado de Fell arbitrario e {pz},c, uma unidade

aprozimada de B.. Entao para g € G e by, € By arbitrdrios, temos que

Jm bopn = lim gy = by,

Demonstracao. Note que

[bg i — bg||1239 = [|(bgpn — bg)*(ngA - by)HB6
= 1305 = 55) (bgtr = o) ,
= ||3b5bgrin — pabibg — bibgpin + bib||-

Logo,
lim [[Bgpen = byl = T [|u3bbonn — p3biby — Ubeta + by || = 0,

ja que bib, € B.. Portanto, ,\l—igloobguA = by.

Por outro lado, temos que

HNAbg - bg”?gg = H(/Mbg - bg)(:uAbg —b )*HB
= [|(kabg — bg) (b5 — b*)IIB

= || xbgb iy — puabgby — bgbis i + by ||.
Logo,

fim fliab = byll, = Y [liabbiisk — uabob = babipss + boby | = 0.
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ja que byby € B,. Portanto, /\lim tiabg = by.
— 400
[ |

Corolario B.2.5. Seja & um fibrado de Fell arbitrario. Se B, é uma C*-dlgebra

unital, com unidade 1., entao para g € G e b, € B, arbitrdrios, temos que
leby = byle = by.

Iremos agora definir o que é a algebra seccional de um fibrado de Fell.
Seja # um fibrado de Fell. Defina

Co = P B,

geG
com as seguintes aplicagoes:
e Soma: + : Cy x (g — (), definida coordenada a coordenada;

e Produto por escalar: - : C x Cy — Cj, também definida coordenada a coorde-

nada;

e Produto: - : Cp x Gy — Cp, onde para todo (by) g (¢g) e € Co € dado por

(bg)QEG’( )geG’ (dk)kega onde dk = Zb Cg—1k-
geqG

Note que Cy, com as aplicagoes citadas acima, é claramente uma algebra.

Proposicao B.2.6. A aplicacao

x:Cy — Oy

ggec — (%5-1) e

¢ uma 1mvolugao sobre Cy.

Demonstracao. Sejam <bg>g€G7 (cg>g€G € Cy e A € C arbitrarios, entao temos que

(i) <<(bg)geG>*>* = ((b*1>g€G)* = (b(91)1>geG = (bg)QEG.

@) (Mbo)yea+ (eo)yeq) = ((Ab +egea) = (b1 +6,1)") g
b -1 +c ‘1) gea X(b* ) cG + (C;‘l)gec

= ( by) geG) ( Cg)geG>*'

154



(iii) (((bg)gec) <(Cg)geG)>*: (Zbgcglk>

gelG geG keq
= Z (b Cg 1p—1 ) ( —1k,’—1b;>
geG gelG keG

- Zczlbzl) = (6)1e0) () )
keG

= ((CQ)QEG) * ((bg)gEG) *-

Portanto, * é uma aplicacao de involucao sobre Cj.

Proposicao B.2.7. A aplicagcao

[l : Co — R*

bg)gEG — ZHbgH

geG
¢ uma norma sobre Cy.

Demonstragdo. Note que a aplicacdo ||-||; é claramente nao degenerada e C-linear.

Logo, vamos verificar os demais axiomas de norma. Sejam (by) ., (¢4),cq € Co

Z bgcg—1k

geG

A € C arbitrarios; entao, temos que
(i) H <(bg)gec> ((Cg)gEG> L (Z bgcg‘lk) = Z
gEG keG 1 keG

<> <Z IIbgcg—lkH) <D D lIbgllieg-rl

keG \geG keqG geG
=> > lbgllllenll = (Z ||bg||> (Z ||Ch||)
heG geG geG heG
= H(bg)geG 1 ( = H(bg)gEG 1 (CQ)gEG‘l'
(i) [(®a)ee) || el = 2o llBr-all = 3 Ny
geG geqG
= > llbyll = || (b,
geG
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Portanto, ||-||; ¢ uma norma sobre Cj.

Logo, (Co,+, -, %, ||-||;) é claramente uma *-algebra normada.

Definicao B.2.8. A dlgebra seccional de um fibrado de Fell é a x-algebra Cj, como

definida acima.

Definicao B.2.9. A C*-dlgebra seccional de um fibrado de Fell é a C*-algebra envol-

vente da dlgebra seccional do fibrado de Fell, que denotaremos por C*(4).

Note que, dado um C*-sistema dinamico (A , G, «), se paratodo g € G, B, = D,d,,
entao a C*-algebra seccional deste fibrado de Fell é A x, G.

Assim como todo homomorfismo de uma algebra de Banach em uma C*-dlgebra
é contrativo (ver teorema 2.1.7 em [14]), veremos na préxima proposi¢do que todo

homomorfismo da C*-algebra seccional de um fibrado de Fell também é contrativo.

Proposicao B.2.10. Seja B um fibrado de Fell, D uma C*-dlgebra e ¢ : Cy — D

um homomorfismo de Cy em D. Entdo ¢ € contrativo com relagio a ||-||;.

Demonstracao. Defina

E=@PE;Vge G E,=

geG

0, seg#e;
By, seg=ce.

Note que E C Cy, e é uma subdlgebra; além disso, F é uma C*-dlgebra, ja que F
é isomorfo a B,.. Entao,

olp: E— D

¢ um homomorfismo de C*-algebra e, portanto, contrativo.

Tome g € G arbitrario e b = (by), . € Co tal que a tnica entrada nao nula de b
seja a g-ésima; entao, b* = (cp), ¢ tal que a tnica entrada nao nula ¢ a g~ 1-ésima,

e esta € igual a by. Logo,
b*b = (di)yee: VE € G, di =Y a1y, = cgorbgr = Ujbgr,
leG

e se gk # g, temos que d, = 0; portanto, a Unica entrada nao nula de b*b é a e-ésima,

e esta ¢ igual a byb,. Assim,

le®p = lle® e®5” = let)e®5* = lle® )3

* * * 1/2
= [l b5 < 6701 = [|b3bg| B/e = llbgll 5, = lI0ll;-
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Agora tomando b = (by) ., € Co arbitrério, temos que

le(®)|lp = ||# <Z (bg5gh)hec> = 1> e((byFon)ea)
geG D geG D
< Z HSO((bg(Sgh)hec)HD < Z HbgHBg = HbH1

Portanto, ¢ é um homomorfismo contrativo com relacao a ||-||,.
n

Antes de demonstrarmos o teorema principal deste apéndice, vamos demonstrar

alguns resultados que nos auxiliarao nesta demonstracao.

Proposicao B.2.11. Se p € B e b, € By, entdo (b; pb,) € BF.

+

e’

Demonstracao. Como p € B
em [15]). Logo,

existe z € B, tal que p = 2*z (ver proposicao 3.3.16
by, pby = byz"2b, = (2by)"(2by),
e como (zb,) € By, existe w € B, tal que (zby)*(2b,) = w*w, donde segue que

by pby = (2by)"(2by) = w*w € B

Lema B.2.12. Sep € Bf e b, € B,, entdo
by p by < [|pl[bgb,-

Demonstragao. Dividiremos esta demonstragao em dois casos.

e Caso 1: Se B, possui unidade, entao sabemos que p < ||p||, logo pela proposigao

B.2.11, temos que

Ipll =2 = 0= b([lpll = p)bg = 0 = byllpllby = bepby > 0 = by pby < [|pl|bgd,.

e Caso 2: Se B, nao possui unidade, seja EE a unitizagao de B, (ver exercicio 3.1.3
em [15]). Portanto, (p,0) < (0, [p])-

Seja {fia}ren € Be uma unidade aproximada. Note que para todo A € A pela

proposicao B.2.11 temos que

(122, 0)" (P, 0) (1, 0) < (1, 0)(0, [Ipl) (22, 0) = (p3ppen, 0) < ([Ipllprpens 0),
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e portanto,

mappx < |Ipll i

Novamente, pela proposicao B.2.11 temos que

bgpiabg < by[|pllapiabg,
e portanto, pela proposicao B.2.4 segue que

by by < [|pl|b5bg-

Finalmente, vamos ao teorema principal deste apéndice:

Teorema B.2.13. Seja & um fibrado de Fell arbitrdrio. Entao existe um homomor-

fismo injetivo da dlgebra seccional de AB.

Demonstracao. Esta demonstracao serd dividida em duas grandes partes; na primeira,
iremos construir a C*-algebra D que serd o contradominio do homomorfismo, e na
segunda iremos construir o homomorfismo. E na primeira parte que usaremos a teoria
de C*-moédulos de Hilbert, ja que a C*-algebra D serd um L£(M) , onde M serd um
modulo de Hilbert que iremos construir.

Para construir um moédulo de Hilbert, precisamos inicialmente de um espago veto-

rial e de uma C*-algebra. Dado o fibrado de Fell %, temos @BQ que ¢é claramente

geG
um espaco vetorial complexo e B, que é uma C*-algebra, logo nosso candidato natural

a Hilbert B.-mdédulo sera @Bg; sendo assim, temos que definir duas aplicagoes: a

geG
multiplicagao pelo escalar da C*-algebra e o “produto interno”.

Seja Mg = @BQ. Defina as seguintes aplicagoes:
geG

s MO X Be — MO
((Bg)gecrbe) > (bgbe)yeer e

<','>2M0 XM() — Be
((bg)yer (Co)gec) Dby

geG

Note que My, com a multiplicacao por escalar definida acima, é claramente um

B.-médulo a direita. Agora vamos verificar que M, satisfaz os axiomas de pré-Hilbert
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B.-médulo. Observe que a aplicagao (-, -) é claramente C-linear na segunda entrada

e, além disso, para (by) ., (¢4) e € Mo, be € Be arbitrdrios <(bg)geG, (Cg>g6Gb€> =

<(b9)geG7 (Cg)gea>be e <(bg)geg, (Cg)g€G> = <(Cg)ger (bg)geG>' Logo, nos resta ve-
rificar a positividade e a nao-degenerecéncia desta aplicagao. Tome (bg)gec e M,

arbitrario; entao, temos que

(i) <(bg)g€G, (b9>g€G> > 0, pois para todo g € G, existe a, € B. tal que b3b, =
azay > 0, e como a soma de elementos positivos de uma C*-dlgebra é um elemento

positivo (ver proposi¢ao 3.3.13 em [15]), segue que

() e (o)gec) = Dby = Dy > 0

geG geG
(ii) <(bg)geG, (bg)geG> = 0 implica (by),.(; = 0, pois

(0 () yecr) = 0= D by =0,

geG

e para todo g € G, existe a; € B, tal que byb, = aja, > 0; como em uma
C*-algebra a soma de elementos positivos ser nula implica que todas as parcelas

desta soma sao nulas, segue que (b,) . = 0.

geqG

Portanto, Mg é um pré-Hilbert B.-moddulo. Seja M o completamento de M na
norma induzida pelo “produto interno”, logo M é um Hilbert B.-mddulo.

Uma vez construido o contradominio do nosso homomorfismo, a saber £(M), va-
mos construir o homomorfismo. Para isto, iremos construir operadores sobre M, que
mostraremos posteriormente que sao C-lineares e continuos, e portanto, poderao ser
estendidos para M . Ainda teremos que mostrar que eles sao B.-lineares e adjuntaveis,
para a aplicacao estar bem definida.

Sejam h € G e ay € By, arbitrarios. Defina

T(Sh . Mo — M()

(bg)geG — (ahb’flg)geG‘

Claramente, esta aplicacao é C-A-linear. Veremos que, além disso, ela é continua.
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Tome (by) e; € Mo arbitrério. Note que

|75, (®)ec) |

[t sy Cantic sy

Z (ahbh_lg)*(ahbh_l Z bh 1 &h@hbh lg

gGG Be gEG
e usando o lema B.2.12 nesta equacao, obtemos
2
72 (60),6)| = > llanll, Vs bt
Be 9eG Be

2

= llanll, ||> belgbh—l = llanlg, || > byby

geG g eG

2

= llanlls, ||(bg) yec|| -

donde segue que T, ¢é continua.

Como Tc?h ¢ C-linear e continua, TO é uniformemente continua, logo pode ser esten-
dida para M. Seja T,, a extensao de T\ . para M. Temos que provar ainda, que T, €
L(M) , para isto, basta verificarmos que Ty, ¢ adjuntdvel. Sejam (by) ¢ (¢g) e €

M arbitrarios, entao, temos que

<T¢;)h, ((bg)gec>7 (Cg)geG> = <(ahbh*1 )g€G7 (Cg)ggc>
= Z apbp-14)"cy = th 1,05, Cg-

geG geG

Tomando ¢’ = h™'g na equacao acima, obtemos que

<T¢§)h <<bg)g€G) g€G> th 140Cq = Zb /A, Chg

geqG g'eG

- <<b9’)g’€G’ <azchg'>9'eG>
B <(b Ve Lo <( >g'€G)>'

Logo, dados z,y € M arbitrarios, como existem {x, },,cn: {¥m }men © Mo, tais que
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Typ — T € Yy — Y, temos que

(T} = (Lo (Jim ). T ) = T (T, () 0)

n—-+00 n—-+oo n—-+o00

- nEIJPoo <T‘?h (x”)’ yn> = nEToo <l’n, Ta(,); (yn)>
. . 0

- <n31?oo Tny S0 Tai(y”)> = (= T)).

e portanto, T,; = Ty,-, donde segue que T,, € L(M).
Serd 1til em contas futuras, sabermos como se comporta a composicao destes ope-

radores. Sejam h, k € G, A € C, ap,d, € By, a, € By e (bg)geG € My quaisquer.

.

Entao, temos que

TC(L]h © T(?k ((bg)gEG> = T(?h <(akbk_lg>9€G> - (a/h(akbh_lk_lg))geG

= ((ahak)b(kh)*lg)geg = T(?hak <(bg)gEG)7

e também que,

T, () ec) = (Qan + di)onorg) e
= /\<ahbh719)g€G + (dhbh—lg)geG
= )\Taoh <(bg)g€G> + Tdoh ((bg)geG> .

Logo, dado x € M arbitrario, como existe {z,}, .y € Mo, tal que x,, — x, temos
que

T,

ah

0Ty (z) =1,, oTak( lim :L'n) = lim T,, o7, (z,)

n—-400 n—-4-o00

T 0 0 I 0
= n1_1>1_|l_loo Tah o Tak (xn) - nl—1>I—&I—100 Tahak (I’n)

= Topay (m),

e também que,

T)\ah-i-dh ('1:) == T)\ah-i-dh (nkm xn) = hm T)\ah-‘rdh (xn)

—+00 n—-+4oo

- nl—1>Too T)(‘]ah"rdh (x”> = lim ()\Tgh (l‘n) + TC?h <:U”))

n—-+oo
= ATah(‘T) + Tdh(m)'
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Finalmente, defina

p:Chy — L(M)
(bg>gEG' — ZTbg'

geG

Vamos primeiramente verificar que ¢ ¢ um homomorfismo. Claramente, ¢ ¢é
C-linear e separa produto. Vamos, portanto, verificar os demais axiomas. Sejam

(bg) ger: (¢g)ye € Co € A € C arbitrarios; entao, temos que

) @((bg)gec( geG) - (Zb € 1k> B Z szgcg_lk
keG

geG keG gea
= E E Tbgcgflk - E E Tbg o Tcgflk
keG geG keG geG
= E Tbg< E Tcglk> = E Tbg E Tck,
geG keG geG k'eG

=¥ ((bg>g€G) W((Ck’)k/eG) )

(ii) Note que (bg)geG:Z@gégh)her logo

geG

s0<(bg)geci*> - S0((2:(17959'1 heG) ) ( heG)
9eq 9eG

- Z W( (650 heG) = Z Tvss,-1,,

geG e
-y n=X T
geG geG
_ (z Tbg> ()
geG

Agora, s6 falta provarmos que ¢ é injetor. Tome (bg)geG € ker ¢, logo

02( g€G> ZTbg

geG

Portanto, para qualquer (cp), . € Mo temos que

Z Tbg((ch)heG) = Z Tt?g((ch>hec:) = Z (bgcg*h)hec = 0.

9€G geG geG
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Tomando k € G arbitrério e (cp),c € Mo tal que, para todo h € G,

by, seh=k;
Cp =
0, seh#k,

e substituindo na equagao acima, obtemos
0= Z Tbg<(ch>heG) = Z (bgcg*lh)hec = (bhkck’l)heG = (bhka)heG’
geG gelG

donde temos que bib; = 0, e logo by, = 0; mas como k € G foi tomado arbitrariamente,

segue que (by), ;=0

Definicao B.2.14. O homomorfismo ¢ definido no teorema acima é denominado

representacao reqular da algebra seccional do fibrado de Fell 4.

Como uma conseqiiéncia direta do teorema acima, temos que o ntcleo da aplicacao
||| - ||| definida na construcao do produto cruzado parcial é nulo.

Apenas por uma questao de completude, iremos dar as duas defini¢oes seguintes.

Definicao B.2.15. A C*-dlgebra reduzida de um fibrado de Fell %, denotada por
Cx(A), é o fecho de p(Cy) na norma de L£L(M), onde ¢ e M sao os construidos no

teorema anterior.

Defini¢ao B.2.16. Seja (A , G, a) um C*-sistema dinamico. O produto cruzado par-
cial reduzido de A por G, denotado por A X, , G, é por defini¢ao a C*-dlgebra reduzida

do fibrado de Fell associado ao C*-sistema dinamico (A , G, a).

Por fim iremos provar que, dado um fibrado de Fell, existe uma esperanca condici-

onal canonica associada a ele. Este resultado serd usado no capitulo 5.

Definigcao B.2.17. Sejam A uma C*-dlgebra e B C A uma sub-C*-dlgebra. Uma
aplicagdo F : A — B é dita ser uma esperanca condicional, se as seguintes condig¢oes

sao satisfeitas:
(i) E ¢é uma aplicacao C-linear sobrejetora;
(i) E* = E;
(iif) E(A;) C By;

(iv) Ya € A, Vb e B, E(ba) = bE(a).
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Note que se £ : A — B é uma esperanca condicional, entdao para quaisquer
a€ A ebe B, temos que E(a)b = E(ab). De fato, como E é uma aplicacao C-linear

positiva, E preserva involucao, e entao temos que
E(a)b = (b"E(a)’)" = (b0"E(a"))" = (E(b"a”))" = E(ab).

Seja # um fibrado de Fell. Nosso objetivo é construir uma esperanga condicional
E:C*(#B) — B,,onde B, =@, . .B, e

ge G—4g
E o Bea 5S¢ g = €
I 0, seg#e.

Mas antes, precisamos verificar que B, ¢ de fato, uma sub-C*-algebra de C* ().
Para provar este fato, precisaremos de uma equacao que provaremos na demonstragao

do seguinte lema:

Lema B.2.18. Seja (an),c € Co arbitrdria. Entao temos que

HTae

<

D T

heG

Y

onde T,, e Z Ty, sao como definidos na demonstragao do teorema B.2.185.
heG

Demonstragao. Tome (by) ., € Co e k € G arbitrarios. Relembrando,
T ((g)gec) = (@by19) e
Defina a seguinte funcao:

WSZMO — M
(

Cg)gec = (Ce&eg)gec'

Observe que ela é claramente C-linear e, além disso, para qualquer (cg)geG € Mo,
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temos que

‘ ﬂ-g ((CQ)QEG) H - (Ceéeg)geg ‘ - H<<Ce6eg>g€G’7 (06569>96G> 119/52
1/2
) HC:CeHJlB/eQ : ZC;CQ B H<<CQ)QGG7 (Cg)geG> 119/2
9ea B. e
(€9) e

Portanto 70 é uma aplicagio C-linear e continua, logo podemos estendé-la para
M. Seja 7, a extensao de 70.

Agora observe que

Tae O Te = Te O (Z Tahoﬂ-e>7
hed
pois
<Z Ty, 7Te> <(b9>g€G> = (anbe)pee
heG

donde segue que

Te O (Z Ty, o We) <(b9)g€G> = We((ahbe)heg) = (aebeéeg)gec = T,, o7, <(bg)g€G>.
heG

Entao temos que

< . (B.6)

||Tae © 7Te|| =

D T,

heG

e © <Z T, o 7re>

heG

Para finalizar a demonstracao, iremos verificar que as normas de 7T}, o7, e de T,
sao iguais.
Claramente,
| Ta. o me|l < [|To.

. (B.7)

Agora tome ( de 569) € My, e note que,
acln ) o

T on (a_25 ) _ (ae_azg )
Qe e e - € .
||a6HBe I geG Ha’eHBe ! geqG
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Logo,

IToml = sw [T om)((e)es)] 2

‘<1

laclls, ") cq

1 1/2
= ——(acat)(acal)" ||

Cg)geG‘

1/2
e Qe

H ||a€HBB geqG

laclp, ||, laclls.
lac,
= =|la . B.8
||a'e||Be || eHBe ( )

Mas, por outro lado, para qualquer (c,) gea € M, temos que

2
H(aecg)geG M = <(a609)geG’(aecg>geG>‘B - chaeaecg
N geG B.
< Z Hae B.CoCq| = ”%“2 Z CyCq
geG B. geG B,
2
= llael|[{(@)yec Codyecry |, = lael]|Ca)yec
donde segue que
1T = s T (@)yee)| = sup(aees),ed
|(€ea|< [€geal<
< llacllg

*

a ar
Agora novamente tomando <—e5eg) € M, temos que T,, ((—eéeg> ) =
e geG || Be geG

@ B el
(ﬁ&zg) , donde
ellBe geG

laclls, ) eq

Portanto, das equagoes B.7,B.8 e B.9 obtemos que

= [la|

Be*

(aeczz&zQ)
laclis. ) e

Entao,

(B.9)

Qe

[Ta. © mel| = | |-
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Logo, voltando na equacgao B.6 segue que

D T

heG

[ Ta |l <

)

como queriamos demonstrar.

Proposicao B.2.19. B., como definido acima, é uma sub-C*-dlgebra de C*(A)

Demonstracao. Note que Ee C C*(4A), ja que, pelo teorema B.2.13, o nicleo da tripla
norma (norma da envolvente) é nulo. Além disso, B, é claramente uma sub-+-algebra
de C*(A); logo, basta verificarmos que ela é fechada e, como a aplicagao B, 3 b, <

(666679)96(; € B, é claramente um isomorfismo, basta verificarmos que ele é isométrico.

Temos que
1l Gede)yecs 11 < | Bedeg) e, = 1],
e por outro lado, segue da equacao B.9 que
[o(®edeg)yec) || = 1751 = leells,

onde ¢ e T}, sao como definidos na demonstracao do teorema B.2.13. Portanto,

11 (bedeg)gec 11 = [10ell g,

donde segue o que queriamos demonstrar.
[ |

Observacao B.2.20. Note que no decorrer da demonstracao acima, provamos que
B. e B, sao C*-algebras isomorfas. Logo, como uma conseqiiéncia deste fato, temos

que dado um produto cruzado parcial A x, G, Ad. = A.

Agora, defina a seguinte aplicacao:

EO . CO — ée
(@n)pee — (acden)pec-
Note que ela é claramente C-linear. No que segue, provaremos que Fy é uma
aplicagao continua, e portanto pode ser estendida para C*(Z). Por fim, verificaremos

que a sua extensao sera uma esperanca condicional. Para provar a continuidade de Ej

faremos uso do lema B.2.18.
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Observe que para (by),,c € Mo arbitrério,

<

2 T

heG

[ Zo ((Br)nee) | = [|(Beden)pec|| = l1bell = ITh

= [le@nlneal < M1 (bnee 111

Portanto, E; é uma aplicacao C-linear e continua. Logo, pode ser estendida para
C*(A). Seja E a extensao de Ej.

Teorema B.2.21. A aplica¢io E : C*(A) — Ee, definida acima, € uma esperanca

condicional.

Demonstrag¢ao. Primeiramente observe que E, por construcao, ¢ C-linear. Vamos
verificar portanto que E satisfaz os demais axiomas de esperanca condicional. Sejam

(an)pecs (en)pea € Cos (beben) e € ée e A € C arbitrarios; entao, temos que
(i) E((beder)pec) = (beden)peq- Logo, E é sobrejetora.

(i) E*((an)peq) = E o E((an)nee) = E((acden) ) = (acden))eq, donde segue que
E?=E.

(iii) E((beben)nec(@n)pe) = E((bean)peq) = (beteden) e

= (beéeh>heG(a656h)heG = (bedeh)heGE((ah)heG)'

(iv) Note que, E(((an)pee) ((an)pee)) = Z apap, > 0. Agora, tome z € C*(A)

heG
arbitrario; entdo, existe {yx},c, € Co tal que yy — =, logo yiyr — z*z. Como

E é continua, temos que
E(z*x) = E(}\hm yf\y)\> = /\lim E(yyyx) >0,
¢ entdo E(C*(A),) C (§e> .
+

Portanto, £ é uma esperanca condicional.
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