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Resumo

Sejam H um espaço de Hilbert separável e S1, S2 ∈ B(H) duas isometrias. Dizemos

que S1 e S2 são compat́ıveis se S1 comuta com S2 e, para quaisquer m,n ∈ N, temos

que Sm1 (S∗1)
m comuta com Sn2 (S∗2)

n, isto é, as projeções finais de Sm1 e Sn2 (ou seja, as

projeções ortogonais sobre as imagens de Sm1 e Sn2 ) comutam.

Nosso principal objetivo neste trabalho é caracterizar a C∗-álgebra gerada por duas

isometrias compat́ıveis como um produto cruzado parcial. Para isto, desenvolveremos

a teoria de ações parciais, representações parciais e produtos cruzados parciais. Além

disso, no caṕıtulo final construiremos uma classe de representações desta C∗-álgebra

fazendo uso da teoria de representações induzidas.
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Abstract

Let H be a separable Hilbert space and S1, S2 ∈ B(H) be two isometries. We say that

S1 and S2 are compatible if S1 commutes with S2 and, for any m,n ∈ N, we have that

Sm1 (S∗1)
m commutes with Sn2 (S∗2)

n, that is, the final projections of Sm1 and Sn2 (that is,

the orthogonal projections over the images of Sm1 and Sn2 ) commute.

Our main goal is to characterize the C∗-algebra generated by two compatible iso-

metries as a partial crossed product. In order to do this, we will develop the theory

of partial actions, partial representations and partial crossed products. Moreover, on

the final chapter we will construct a class of representations of this C∗-algebra using

the theory of induced representations.
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Introdução

Quando queremos estudar um operador, temos em geral duas abordagens: podemos

estudar um operador concreto, no sentido que você conhece sua fórmula e o espaço de

Hilbert onde ele age, ou podemos estudar um operador no caso mais geral posśıvel -

você sabe que ele satisfaz uma determinada propriedade e somente isso. Por exemplo,

podemos estudar o operador identidade entre a C∗-álgebra dos números complexos,

que é uma isometria; este se encaixa na primeira abordagem - ou, estudar o operador

que é uma isometria não unitária sobre um espaço de Hilbert arbitrário, que se encaixa

na segunda abordagem. De uma certa forma, a segunda abordagem é muito mais geral

do que a primeira. Uma vez querendo estudar um operador no caso geral, estudar a

C∗-álgebra gerada por ele nos traz informações a respeito do operador.

A linguagem moderna para estudar a C∗-álgebra gerada por um operador abstrato

que satisfaz certas propriedades é estudar a C∗-álgebra universal gerada por ele com

as determinadas relações. Uma vez constrúıda esta C∗-álgebra, no intuito de estudar o

operador, ou os operadores, temos novamente dois enfoques: estudar a C∗-álgebra em si

ou estudar as representações desta C∗-álgebra. Uma vez conhecendo as representações,

conhecemos como os espaços de Hilbert onde estes operadores agem se comportam e

sendo assim, conhecemos o comportamento destes operadores; e, quando tivermos um

operador concreto, teremos uma representação deste operador e, se conhecemos todas

as representações, saberemos como ele se comporta.

Em 1967 Coburn [2] caracterizou a C∗-álgebra gerada por uma isometria e, como

uma conseqüência, possibilitou um estudo mais aprofundado desta C∗-álgebra e de

suas representações. Naturalmente, uma vez conhecendo este trabalho, podemos nos

perguntar se é posśıvel caracterizar a C∗-álgebra gerada por duas isometrias. Como

este é um problema bem geral, também é natural acrescentarmos algumas hipóteses

sobre estas duas isometrias, no intuito de obter uma caracterização mais espećıfica.

Em 2002 Exel, Laca e Quigg [5] caracterizaram as C∗-álgebras dadas por geradores

e um conjunto espećıfico de relações como produtos cruzados parciais. No desejo de

aplicar esta teoria ao estudo da C∗-álgebra universal gerada por duas isometrias que

comutam, nos deparamos com a necessidade de acrescentar mais hipóteses sobre estas
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isometrias para poder fazer uso de tal caracterização.

Uma vez constrúıdo o isomorfismo entre a C∗-álgebra universal gerada por duas

isometrias que comutam com mais alguma hipótese e um produto cruzado parcial,

nos perguntamos se através deste isomorfismo podeŕıamos obter informações sobre

as representações desta C∗-álgebra, já que o estudo de representações da C∗-álgebra

gerada por duas isometrias que somente comutam é muito complexo. Em geral, os

artigos conseguem decompor o espaço de Hilbert onde estas isometrias atuam em

muitas partes, determinam a maioria delas, mas em pelo menos uma das partes nada

conseguem afirmar. Como acrescentamos uma hipótese adicional, nos perguntamos se

a complexidade do problema diminuiria. Foi então que nos deparamos com o trabalho

de Horák and Müller [8], no qual eles acrescentavam a mesma hipótese sobre o par de

isometrias que comutam e determinavam as representações da C∗-álgebra gerada por

elas. As técnicas usadas para isto foram muito diferentes das técnicas estudas nesta

dissertação, no entanto, conseguimos obter uma classe de representações fazendo uso

do fato que podemos ver esta C∗-álgebra como um produto cruzado parcial. Esta classe

de representações, que obtivemos fazendo uso da teoria de representações induzidas,

também foi obtida no artigo [8] e, pelo que consta neste artigo, esta classe é muito

importante no estudo das representações desta C∗-álgebra. Possivelmente usando

outras técnicas seria posśıvel reconstituir o teorema principal deste artigo, no qual

os autores determinam todas as representações desta C∗-álgebra, mas não fomos tão

longe.

No caṕıtulo 1 nós faremos um estudo da abordagem de Coburn sobre a C∗-álgebra

gerada por uma isometria; apesar destas técnicas serem também completamente dis-

tintas das técnicas que usaremos para estudar a C∗-álgebra gerada por duas isometrias

que comutam e satisfazem mais uma relação, achamos importante citar este trabalho,

já que ele nos serviu como uma motivação. No caṕıtulo 2, abordamos a teoria básica

de ações parciais e representações parciais que será usada no caṕıtulo 3, para demons-

trar o teorema que dá a caracterização de C∗-álgebras geradas por um conjunto de

geradores e com um conjunto espećıfico de relações como um produto cruzado par-

cial. Uma vez feito o teorema em abstrato, iremos no caṕıtulo 4 em busca de quais

hipóteses acrescentar sobre o par de isometrias que comutam, para fazer uso do teo-

rema anteriormente citado. Por fim, no caṕıtulo 5 estudamos um pouco da teoria de

representações induzidas, para construir uma classe de representações da C∗-álgebra

em questão. Além disso, acrescentamos a este trabalho dois apêndices: o primeiro

trata da teoria de C∗-álgebra universais e envolventes, que é a linguagem moderna

para tratar o problema em questão e o segundo, sobre a teoria de C∗-módulos de Hil-

bert e fibrados de Fell, que são duas teorias que nos auxiliarão em alguns resultados.
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Para a leitura deste trabalho, recomenda-se que o leitor tenha algum conhecimento

de análise funcional, teoria básica de operadores e topologia geral.

Por fim, apenas gostaŕıamos de mencionar que todo o trabalho se passa na catego-

ria das C∗-álgebra unitais; alguns resultados podem ser generalizados para a categoria

das C∗-álgebras não unitais, no entanto como o objetivo desta dissertação era estudar

uma C∗-álgebra que é unital nos restringimos a esta categoria. Além disso, toda vez

que nos referirmos a um homomorfismo, estamos nos referindo ao homomorfismo da ca-

tegoria em questão, por exemplo, quando estivermos falando de ∗-álgebras normadas,

os homomorfismo, são os ∗-homomorfismos contrativos e assim por diante. Quando

nos referirmos aos ideais, também estaremos nos referindo aos ideais da categoria, por

exemplo, toda vez que nos referirmos aos ideais de uma C∗-álgebra, estamos nos refe-

rindo aos ideais bilaterais fechados, a menos que se diga o contrário. Também, todos

os espaços topológicos e conjuntos considerados serão não vazios.
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Caṕıtulo 1

C*-álgebra gerada por uma

isometria

Sejam H um espaço de Hilbert separável e U ∈ B(H), onde B(H) denota a álgebra dos

operadores lineares e limitados sobre o espaço de Hilbert H, com unidade denotada

por 1 (observe que a unidade desta álgebra é a aplicação identidade sobre H), tal que

U∗U = 1, ou seja, U é uma isometria. Considere a sub-C∗-álgebra de B(H) gerada

por U , isto é, a menor sub-C∗-álgebra de B(H) que contém U , que denotaremos por

C∗{U}. O que podemos determinar da estrutura de C∗{U}? Veremos que podemos

dizer muito a respeito desta C∗-álgebra. Vamos primeiramente fixar a notação.

Um operador S ∈ B(H) é dito ser um operador de shift à direita sobre H, quando

existir uma base ortonormal {ei}∞i=0 ⊆ H, tal que S é o operador determinado por

S(ei) = ei+1, para todo i ∈ N. No que segue, nos referiremos ao operador S sim-

plesmente por um shift. Por um shift de multiplicidade α, entende-se a soma direta

de α cópias de S, agindo sobre o espaço de Hilbert, que é a soma direta de α cópias

de H, onde α ∈ N ∪ {∞}. F(H) denotará o ideal (bilateral que não é fechado) dos

operadores de posto finito sobre H e K(H) o ideal dos operadores compactos sobre H.

Para começar, sabemos que uma isometria é um operador muito bem determinado.

Pelo teorema de Wold-Von Neumann (ver teorema 3.5.17 em [14]) temos que

(i) ou U é um operador unitário;

(ii) ou U = Sα, onde Sα denota um shift de alguma multiplicidade α ;

(iii) ou U = W ⊕ Sα, onde W é um operador unitário.

Portanto, na seção 1.1 iremos estudar a C∗-álgebra gerada por um shift, na seção

1.2 iremos estudar a C∗-álgebra gerada por um operador que é a soma direta de um
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unitário com um shift, e finalmente na seção 1.3, estudaremos o caso geral: a C∗-

álgebra gerada por uma isometria. Na última seção deste caṕıtulo, veremos que a

C∗-álgebra gerada por uma isometria é isomorfa a C∗-álgebra universal gerada por

uma isometria. Além disso, mostraremos que a C∗-álgebra gerada por uma isometria

é isomorfa a C∗-álgebra gerada por um shift.

Este caṕıtulo teve como base o artigo [2].

1.1 A C∗-álgebra gerada por um shift

Nosso primeiro objetivo será estudar os ideais de C∗{S}.
Dados y, z ∈ H arbitrários, defina o operador Ωy,z ∈ B(H) tal que, para todo

x ∈ H, é dado por

Ωy,z(x) = 〈x, y〉z.

Sabemos que F(H) é o espaço vetorial gerado pelas projeções de posto um (ver

teorema 2.4.6 em [14]), e que toda projeção P ∈ B(H) de posto um é da forma Ωx,x,

para algum x ∈ H unitário; e, como F(H) é denso em K(H) (ver teorema 2.4.5 em

[14]), segue que K(H) é o menor subespaço fechado de B(H) que contém todos os

operadores Ωy,z, já que todo operador de posto um é desta forma.

Teorema 1.1.1. A C∗-álgebra C∗{S} contém o ideal dos operadores compactos K(H)

e, para qualquer ideal I não trivial de C∗{S}, K(H) ⊆ I.

Demonstração. Para demonstrar que dado qualquer ideal I não nulo da C∗-álgebra

C∗{S}, K(H) ⊆ I, mostraremos que para todo y, z ∈ H, Ωy,z ∈ I, donde seguirá o

resultado, pela observação feita acima, já que I é fechado.

Seja x = (x0, x1, x2, · · ·) ∈ H arbitrário; note que

(1− SS∗)(x) = 1(x)− SS∗(x) = (x0, x1, x2, · · ·)− SS∗(x0, x1, x2, · · ·)

= (x0, x1, x2, · · ·)− S(x1, x2, · · ·)

= (x0, x1, x2, · · ·)− (0, x1, x2, · · ·)

= (x0, 0, 0, · · ·) = P0(x),

donde segue que P0 = (1− SS∗) ∈ C∗{S}. Mas, temos também que P0 ∈ K(H), pois

P0 tem posto um. Logo, C∗{S} ∩ K(H) é um ideal não nulo de C∗{S}.
Seja I um ideal não trivial arbitrário de C∗{S}; então, existe T ∈ I operador não

nulo, logo T ∗T ∈ I. Como T é não nulo, existe N ∈ N tal que ‖T (eN)‖ 6= 0.
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Agora note que, para m ∈ N arbitrário, temos que

SmP0(S
m)∗(x) = SmP0(S

∗)m(x0, · · · , xm−1, xm, xm+1, · · ·)

= SmP0(xm, xm+1, · · ·) = Sm(xm, 0, · · ·)

= (0, · · · , 0, xm, 0, · · ·) = Pm(x),

donde segue que Pm = SmP0(S
m)∗ ∈ C∗{S}. Logo, PNT

∗TPN ∈ I.
Mas, também temos que

PNT
∗TPN(x) =

∞∑
i=0

〈PNT ∗TPN(x), ei〉ei =
∞∑
i=0

〈T ∗TPN(x), PN(ei)〉ei

= 〈T ∗TPN(x), PN(eN)〉eN = 〈T ∗TPN(x), eN〉eN

= 〈x, PNT ∗T (eN)〉eN =

〈
∞∑
i=0

〈x, ei〉ei, PNT ∗T (eN)

〉
eN

=
∞∑
i=0

〈x, ei〉〈PN(ei), T
∗T (eN)〉eN

= 〈x, eN〉〈PN(eN), T ∗T (eN)〉eN = 〈x, eN〉〈eN , T ∗T (eN)〉eN
= 〈x, eN〉〈T (eN), T (eN)〉eN = 〈T (eN), T (eN)〉〈x, eN〉eN
= ‖T (eN)‖2PN(x),

donde segue que PN ∈ I, já que ‖T (eN)‖ 6= 0.

E, como

(
SN
)∗
PNS

N(x) = (S∗)NPNS
N(x0, · · · , xN−1, xN , xN+1, · · ·)

= (S∗)NPN(0, · · · , 0, x0, x1, · · ·) = (S∗)N(0, · · · , 0, x0, 0, · · ·)

= (x0, 0, · · ·) = P0(x),

temos que P0 =
(
SN
)∗
PNS

N ∈ I.

Agora observe que, dado y ∈ H arbitrário, y =
∞∑
i=0

yiei, então

‖y‖2 =
∞∑
i=0

|〈y, ei〉| 2 =
∞∑
i=0

|yi| 2 < +∞;
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logo, dado ε > 0, existe l ∈ N, tal que

∞∑
i=l

|yi| 2 < ε2. (1.1)

Também, temos que
l∑

i=0

yiei =
l∑

i=0

yiS
i(e0); portanto, podemos definir um po-

linômio em S, dado por

p(S) =
l∑

i=0

yiS
i ∈ C∗{S}.

Logo, dados ε > 0 e y ∈ H arbitrários, existe um polinômio p(S) ∈ C∗{S}, tal que

‖p(S)(e0)− y‖ < ε, pois

‖p(S)(e0)− y‖2 =

∥∥∥∥∥
l∑

i=0

yiS
i(e0)−

∞∑
i=0

yiei

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
l∑

i=0

yiei −
∞∑
i=0

yiei

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥−
∞∑

i=l+1

yiei

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

i=l+1

yiei

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

i=l+1

|〈y, ei〉| 2

=
∞∑

i=l+1

|yi| 2 < ε2,

pela equação 1.1.

Portanto,

‖p(S)(e0)− y‖ < ε. (1.2)

Observe ainda que (p(S))∗ =
l∑

i=0

yi
(
Si
)∗

=
l∑

i=0

yi(S
∗)i, e também que

(p(S))∗(x) =

(
l∑

i=0

yi(S
∗)i
)(

∞∑
j=0

xjej

)

=
l∑

i=0

∞∑
j=0

yi(S
∗)i(xjej);
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logo,

P0 ◦ (p(S))∗(x) = P0

(
l∑

i=0

∞∑
j=0

yi(S
∗)i(xjej)

)
= P0((y0 x0, y0 x1, · · ·) + (y1 x1, y1 x2, · · ·) + · · ·+ (yl xl, yl xl+1, · · ·))

=
l∑

i=0

yi xi e0.

Como

Ωp(S)(e0)−y,e0(x) = 〈x, p(S)(e0)− y〉e0 =

〈
x,

l∑
i=0

yi S
i(e0)−

∞∑
i=0

yiei

〉
e0

=

〈
x,−

∞∑
l+1

yiei

〉
e0 =

〈
−

∞∑
i=l+1

yiei, x

〉
e0

=
∞∑

i=l+1

yi 〈x, ei〉 e0 =
∞∑

i=l+1

yi xi e0,

temos que

‖(P0 ◦ (p(S))∗ − Ωy,e0)(x)‖ = ‖P0 ◦ (p(S))∗(x)− Ωy,e0(x)‖ =

∥∥∥∥∥
l∑

i=0

yi xi e0 − 〈x, y〉e0

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
l∑

i=0

yi xi e0 −
∞∑
i=0

〈y, ei〉〈x, ei〉e0

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
l∑

i=0

yi xi e0 −
∞∑
i=0

yi xi e0

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥−
∞∑

i=l+1

yi xi e0

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∞∑

i=l+1

yi xi e0

∥∥∥∥∥ =
∥∥Ωp(S)(e0)−y,e0(x)

∥∥
≤
∥∥Ωp(S)(e0)−y,e0

∥∥‖x‖,
e portanto

‖P0 ◦ (p(S))∗ − Ωy,e0‖ ≤
∥∥Ωp(S)(e0)−y,e0

∥∥ ≤ ‖p(S)(e0)− y‖‖e0‖ < ε,

pela equação 1.2, donde segue que Ωy,e0 ∈ I.
Agora, de forma análoga a construção do polinômio p(S), dado z ∈ H qualquer,

podemos construir um polinômio, q(S) =
k∑
i=0

zi S
i ∈ C∗{S}, tal que dado ε > 0,
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‖q(S)(e0)− z‖ < ε

‖y‖
.

Portanto, dado ε > 0 arbitrário, temos que

‖(q(S) ◦ Ωy,e0 − Ωy,z)(x)‖ = ‖q(S) ◦ Ωy,e0(x)− Ωy,z(x)‖ = ‖q(S)(〈x, y〉e0)− 〈x, y〉z‖

= ‖〈x, y〉(q(S)(e0)− z)‖ = |〈x, y〉| ‖q(S)(e0)− z‖

≤ ‖x‖‖y‖ε,

donde segue que

‖q(S) ◦ Ωy,e0 − Ωy,z‖ < ε.

Logo, como I é fechado, Ωy,z ∈ I, mas como y, z ∈ H foram tomados arbitra-

riamente, segue que, I contém todos os operadores de posto um, donde segue que

K(H) ⊆ I.

Por fim, tomando I = C∗{S}, segue que a C∗-álgebra C∗{S} contém o ideal dos

operadores compactos.

�

Corolário 1.1.2. A C∗-álgebra C∗{S}é densa em B(H), na topologia forte, ou seja,

a topologia da convergência pontual na norma de operadores.

Demonstração. Como K(H) é fortemente denso em B(H) (ver exemplo 2.4.9 em [1]),

e pelo teorema anterior K(H) ⊆ C∗{S}, o resultado segue.

�

Corolário 1.1.3. Um shift não tem subespaços reduzidos, exceto os triviais {0} e H.

Demonstração. Relembrando, um operador T ∈ B(H) é dito redut́ıvel, se existe

V ⊆ H, que é denominado reduzido, tal que T (V ) ⊆ V e T
(
V ⊥) ⊆ V ⊥. Sabemos

que

T
(
V ⊥) ⊆ V ⊥ ⇔ T ∗(V ) ⊆ V.

Então, se existe V ⊆ H tal que S(V ) ⊆ V e S∗(V ) ⊆ V , como C∗{S} é fortemente

densa em B(H), temos que para todo T ∈ B(H), T (V ) ⊆ V e T ∗(V ) ⊆ V . Portanto,

V = {0} ou V = H.

�

Definição 1.1.4. C∗{S} é denominada a álgebra de Toeplitz.

Teorema 1.1.5. A C∗-álgebra C∗{S}/K(H) é isomorfa a C
(
S1
)
, onde S1 denota o

ćırculo unitário complexo.
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Demonstração. Primeiramente, vamos verificar que C∗{S}/K(H) é comutativa. Seja

π : B(H) −→ B(H)/K(H) a projeção canônica, e note que C∗{S}/K(H) = C∗{π(S)}.
Logo, para mostrarmos que C∗{S}/K(H) é comutativa, basta mostrarmos que π(S∗S) =

π(SS∗), pois deste fato, segue que π(S) é normal, já que

π(S∗S) = π(SS∗) ⇒ π(S)∗π(S) = π(S)π(S)∗,

e sabemos que a C∗-álgebra gerada por um elemento normal é comutativa (ver exerćıcio

3.3.9 em [15]).

Agora, para mostrar que π(S∗S) = π(SS∗), mostraremos que S∗S − SS∗ ∈ K(H).

Tome x ∈ H arbitrário e observe que

(S∗S − SS∗)(x) = S∗S(x0, x1, x2, · · ·)− SS∗(x0, x1, x2, · · ·)

= S∗(0, x1, x2, · · ·)− S(x1, x2, · · ·)

= (x0, x1, x2, · · ·)− (0, x1, x2, · · ·)

= (x0, 0, 0, · · ·) = P0(x),

donde segue que S∗S − SS∗ = P0 ∈ K(H).

Portanto C∗{S}/K(H) é comutativa. Logo,

C∗{S}/K(H) ∼= C(σ(π(S))),

onde σ(π(S)) denota o espectro de π(S) (ver proposição 3.3.10 em [15]).

Vamos portanto determinar o espectro de π(S). Como π(S) é também um elemento

unitário, segue que σ(π(S)) ⊆ S1 (ver proposição 3.3.11 em [15]). Agora, dado λ ∈ S1

arbitrário, o operador Uλ ∈ B(H) dado por Uλ = diagn∈N∗(λ
n) é um operador unitário

tal que λDUλ = UλS, ou seja, λS = UλSU
−1
λ . Assim, temos que

λσ(π(S)) = σ(λπ(S)) = σ
(
π(Uλ)π(S)π

(
U−1
λ

))
= σ(π(S));

segue-se dáı que σ(π(S)) é um subconjunto de S1 que é invariante por rotações ar-

bitrárias, donde temos que σ(π(S)) = S1. Portanto,

C∗{S}/K(H) ∼= C
(
S1
)
.

�
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1.2 A C∗-álgebra gerada pela soma direta de um

operador unitário com um shift

Sejam H1,H2 ⊆ H, tais que H = H1 ⊕ H2, W um operador unitário sobre H1, e S

um shift sobre H2.

Veremos nesta seção que os resultados obtidos na seção anterior, para a C∗{S},
podem ser traduzidos para o contexto da C∗{W ⊕ S}, de uma forma muito natural.

Começaremos com um lema técnico, que será de grande utilidade nas próximas

demonstrações.

Lema 1.2.1. Se T1 ⊕ T2 ∈ C∗{W ⊕ S}, então

‖T1‖ ≤ ‖π2(T2)‖,

onde π2 : B(H2) −→ B(H2)/K(H2) é a projeção canônica.

Demonstração. Existe uma seqüência de polinômios, em duas variáveis não comutati-

vas,

pn(x, y) =
∑

a
(n)
i1···ik x

i1 yi2 xi3 · · · yik ,

tais que pn(W,W
∗) → T1 e pn(S, S

∗) → T2 na topologia da norma. Esta é apenas uma

maneira de expressar que T1 ⊕ T2 é um limite de elementos da C∗{W ⊕ S}.
Então, dado ε > 0, existe um N ∈ N tal que, para todo n > N , temos que

‖pn(π2(S), π2(S
∗))− π2(T2)‖ = ‖π2(pn(S, S

∗)− T2)‖ ≤ ‖pn(S, S∗)− T2‖ < ε,

e portanto,

pn(π2(S), π2(S
∗)) → π2(T2).

Já que π2(S) é normal e σ(π2(S)) = S1,

sup
λ∈S1

|pn
(
λ, λ
)
| =

∥∥pn(λ, λ)∥∥ = ‖pn(π2(S), π2(S
∗))‖ → ‖π2(T2)‖.

Analogamente, considerando C∗{W}, obtemos que

sup
λ∈σ(W )

|pn
(
λ, λ
)
| = ‖pn(W,W ∗)‖ → ‖T1‖.

Logo, como σ(W ) ⊆ S1, já que W é unitário, temos que ‖T1‖ ≤ ‖π2(T2)‖.

�
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Teorema 1.2.2. C∗{W ⊕ S} é isomorfa a C∗{S}.

Demonstração. Seja P = {p(W ⊕ S,W ∗ ⊕ S∗) | p é um polinômio}. Claramente P ⊆
C∗{W ⊕ S} e é denso. Defina a seguinte aplicação:

ϕ : P −→ C∗{S}

p(W ⊕ S,W ∗ ⊕ S∗) 7−→ p(S, S∗).

Note que esta aplicação é claramente um homomorfismo. Além disso, tomando

p ∈ P arbitrário, temos que

‖p(W,W ∗)⊕ p(S ⊕ S∗)‖ = max(‖p(W,W ∗)‖, ‖p(S, S∗)‖);

mas, pelo lema anterior, ‖p(W,W ∗)‖ ≤ ‖p(S, S∗)‖, logo

‖p(W,W ∗)⊕ p(S ⊕ S∗)‖ = ‖p(S, S∗)‖.

Portanto, ϕ estende-se para uma isometria de C∗{W ⊕ S}, sobrejetivamente sobre

C∗{S}, pois a imagem de ϕ é densa em C∗{S}. Logo, ϕ é um isomorfismo.

�

Corolário 1.2.3. C∗{W ⊕ S} tem um único ideal não trivial minimal I(W ⊕ S), tal

que

C∗{W ⊕ S}/I(W ⊕ S) ∼= C
(
S1
)
.

Demonstração. Pelo teorema 1.1.5, temos que C∗{S}/K(H) é isomorfa a C
(
S1
)

e

como pelo teorema anterior, temos que C∗{W ⊕ S} é isomorfa a C∗{S} o resultado

segue.

�

Teorema 1.2.4. I(W ⊕ S) = 0 ⊕ K(H2) = K(H) ∩ C∗{W ⊕ S}, onde I(W ⊕ S) ∈
C∗{W ⊕ S} é o ideal minimal não trivial, mencionado no corolário acima.

Demonstração. Visto que

(W ∗ ⊕ S∗)(W ⊕ S)−(W ⊕ S)(W ∗ ⊕ S∗) = (W ∗W ⊕ S∗S)−(WW ∗ ⊕ SS∗) = (0 ⊕ P0),

vemos que K(H) ∩ C∗{W ⊕ S} E C∗{W ⊕ S} é não trivial. Agora, suponha que J é

qualquer ideal não trivial de C∗{W ⊕ S}. Pelo lema 1.2.1, se T⊕V é um elemento não

nulo de J , então V 6= 0. Por isso, para algum N ∈ N, temos que ‖V (fN)‖ 6= 0, onde
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{fn}∞n=0 é a base deH2. A demonstração que 0⊕K(H2) ⊆ J é análoga a demonstração

do teorema 1.1.1. Como pelo teorema anterior ϕ(K(H2)) ⊆ 0 ⊕K(H2), segue que

I(W ⊕ S) = ϕ(K(H2)) = 0 ⊕K(H2).

Além disso, se T ⊕ V ∈ K(H) ∩ C∗{W ⊕ S}, então T ∈ K(H1) e V ∈ K(H2),

e novamente segue do lema 1.2.1 que ‖T‖ = 0, sendo assim 0 ⊕ K(H2) = K(H) ⊕
C∗{W ⊕ S}.

�

1.3 O caso geral

No caso em que U ∈ B(H) é uma isometria arbitrária, podemos usar o teorema de

Wold-Von Neumann (ver teorema 3.5.17 em [14]) que nos diz que:

(i) ou U é um operador unitário;

(ii) ou U = Sα, onde Sα denota um shift de alguma multiplicidade α ;

(iii) ou U = W ⊕ Sα, onde W é um operador unitário.

No primeiro caso, C∗{U} é isomorfa a C(σ(U)). No segundo caso, a aplicação

S ↔ Sα, induz um isomorfismo sobre C∗{U} e C∗{S}, assim a teoria da seção 1.1

estende-se para C∗{U}. No último caso, a aplicação W ⊕ S ↔ W ⊕ Sα induz um

isomorfismo entre C∗{U} e C∗{W ⊕ S}; assim, a teoria da seção 1.2 estende-se para

C∗{U}. Nos casos (ii) e (iii), veremos na próxima seção que C∗{U} ∼= C∗{S} e,

portanto, existe um único ideal não trivial minimal I(U) tal que C∗{U}/I(U) ∼= C
(
S1
)
.

Deste modo, a estrutura algébrica é independente de W e α.

1.4 A C∗-álgebra universal gerada por uma isome-

tria

Seja U ∈ B(H) tal que U∗U = 1 e UU∗ 6= 1, ou seja, U é uma isometria que não

é unitária. Sejam também G = {T} e R = {T ∗T = 1}. Claramente o par (G,R) é

admisśıvel, logo existe C∗(G,R) .

Teorema 1.4.1. C∗{S} ∼= C∗(G,R) .
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Demonstração. Defina

ρ : G −→ C∗{S}

T 7−→ S

Note que ρ é uma representação de G que satisfazR, já que a sua extensão algébrica

ρ̃ é tal que

‖ρ̃(T ∗T − 1)‖ = ‖ρ(T )∗ρ(T )− ρ(1)‖ = ‖S∗S − 1‖ = 0.

Portanto, pela propriedade universal de C∗(G,R), existe um único homomorfismo

ϕ, tal que o diagrama abaixo comuta:

G ρ //

ι
$$H

HHHHHHHHH C∗{S}

C∗(G,R)

ϕ

88rrrrrrrrrr

Logo, ϕ(ι(T )) = ρ(T ) = S.

Agora construiremos um homomorfismo que será o inverso de ϕ.

Sabemos que existe π : C∗(G,R) −→ B
(
H̃
)
, uma representação isométrica, para

algum espaço de Hilbert H̃ (ver teorema 3.4.15 em [15]). Portanto, π
(
T
)

é uma

isometria em B
(
H̃
)
, onde T denota a classe de T em C∗(G,R) . Logo π

(
T
)

= W⊕Sα,
onde W é um operador unitário e Sα é um shift de alguma multiplicidade α. Como

W é unitário, temos que

C∗{W} ∼= C(σ(W )) = C(X),

onde X é um subconjunto fechado de S1.

Vamos definir um homomorfismo γ1 : C∗{S} −→ C∗{W}, da seguinte maneira:

C∗{S}
q

��

γ1 // C∗{W}

C
(
S1
)

η
// C(X)

θ

OO

onde q : C∗{S} −→ C
(
S1
)

é a projeção canônica sobre o ideal dos compactos, com-
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posta com o isomorfismo entre C∗{S}/K(H) e C
(
S1
)
,

η : C
(
S1
)
−→ C(X)

f 7−→ f |X ,

ou seja, η é simplesmente a aplicação de restrição sobre X e θ é o isomorfismo dado

pelo teorema do cálculo funcional cont́ınuo (ver proposição 3.3.10 em [15]). Logo,

γ1 = θ ◦ η ◦ q. Note que,

γ1(S) = θ ◦ η ◦ q(S) = θ ◦ η(f1) = θ(f1|X) = W,

onde f1 : X −→ C é a aplicação identidade restrita a X.

Agora, iremos construir um homomorfismo γ2 : C∗{S} −→ C∗{Sα}. Sabemos que

para qualquer espaço de Hilbert Ĥ e qualquer k ∈ N∗ ∪ {∞}, a aplicação

Ψ : B
(
Ĥ
)

−→ B
(
⊕k
i=1Ĥ

)
V 7−→ ⊕k

i=1V

é um isomorfismo; logo, a aplicação

ψ : C∗{V } −→ C∗{V k
}

V 7−→ ⊕k
i=1V

também é um isomorfismo.

Portanto, a aplicação

γ2 : C∗{S} −→ C∗{⊕α
i=1S}

V 7−→ ⊕α
i=1V

está claramente bem definida, e ainda, γ2(S) = Sα. Logo,

γ1 ⊕ γ2 : C∗{S} −→ B
(
Ĥ1

)
⊕ B

(
Ĥ2

)
⊆ B

(
Ĥ1 ⊕ Ĥ2

)
= B

(
Ĥ
)
,

onde Ĥ1, Ĥ2 são espaços de Hilbert tais que π
(
T
)
| bH1

= W e π
(
T
)
| bH2

= Sα.

Agora, note que

γ1 ⊕ γ2(S) = γ1(S) ⊕ γ2(S) = W ⊕ Sα = π
(
T
)
,

e ainda, claramente γ1 ⊕ γ2(C
∗{S}) ⊆ C∗{π(T)}. Como C∗{π(T)} ∼= C∗(G,R) ,
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fica bem definida a aplicação

φ : C∗{S} −→ C∗(G,R)

S 7−→ T ,

onde φ = π−1 ◦ (γ1 ⊕ γ2).

Portanto, como claramente ϕ e φ são uma o inverso da outra, segue que, C∗{S} ∼=
C∗(G,R) .

�

Observação 1.4.2. Sempre que definirmos uma aplicação f , no intuito de mostrar

que ela é uma representação de um par (G,R), denotaremos por f̃ a sua extensão

algébrica.

Corolário 1.4.3. Sejam U ∈ B(H) tal que U é uma isometria que não é unitária e

C∗(G,R) a C∗-álgebra universal gerada por uma isometria. Então C∗{U} ∼= C∗(G,R) .

Demonstração. Como U é uma isometria, podemos escrever U = S ⊕ Z; então

H = H1 ⊕ H2 e S é um shift sobre H1. Agora, note que

ϕ : C∗{U} −→ C∗{S} ⊆ B(H1)

V 7−→ P1 ◦ (V |H1),

onde P1 denota a projeção ortogonal de H sobre H1(N), está claramente bem definida

e, ainda, ϕ(U) = S. Observe também que ϕ é claramente um homomorfismo, já que

leva gerador em gerador e um operador em C∗{U} está associado a uma matriz de

operadores que é diagonal por blocos.

Pelo teorema 1.4.1 temos que

φ : C∗{S} −→ C∗(G,R)

S 7−→ T ,

é um isomorfismo. Desta forma, temos o seguinte homomorfismo: φ ◦ ϕ : C∗{U} −→
C∗(G,R) , onde φ ◦ ϕ(U) = T . Como da propriedade universal de C∗(G,R) temos

um homomorfismo de C∗(G,R) em C∗{U} que é claramente a inversa de φ ◦ϕ, segue

que C∗{U} ∼= C∗(G,R) .

�
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Caṕıtulo 2

Conceitos Básicos e Resultados

Preliminares

Neste caṕıtulo 2 trabalharemos, a menos de algumas definições e exemplos, na ca-

tegoria das álgebras, para depois, no caṕıtulo 3, nos restringirmos a categoria das

C∗-álgebras, na qual o restante do trabalho será desenvolvido.

Antes de definirmos o que é um produto cruzado parcial algébrico, precisaremos

estudar algumas definições e resultados de ações parciais e representações parciais.

Uma vez feito isto, definiremos o produto cruzado parcial algébrico; uma das primeiras

perguntas, que surge naturalmente após a construção de uma estrutura algébrica, com

uma aplicação produto definida nela, é quais propriedades esta aplicação satisfaz,

sendo talvez a associatividade a mais básica delas. Veremos então sob quais condições

o produto parcial algébrico será associativo e, para isto, precisaremos desenvolver

algumas ferramentas da teoria de álgebra de multiplicadores. Por fim, demonstraremos

que a álgebra parcial de grupo será isomorfa a um produto cruzado parcial algébrico,

servindo como uma motivação para buscarmos uma versão aprimorada deste resultado,

na categoria das C∗-álgebras, o que será feito na seqüência, no caṕıtulo 3.

Este caṕıtulo teve como base o artigo [3].

2.1 Ações parciais

Definição 2.1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma ação parcial α de G

sobre X, é um par ordenado
(
{Dg}g∈G, {αg}g∈G

)
, onde para todo g ∈ G, Dg é um

subconjunto de X, αg : Dg−1 −→ Dg é uma bijeção e satisfazem os seguintes axiomas:

(i) De = X;

(ii) α−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 ;
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(iii) ∀x ∈ αh−1(Dh ∩Dg−1), αg ◦ αh(x) = αgh(x).

Se para todo g ∈ G, Dg = X, dizemos que α é uma ação global de G sobre X.

Portanto, a definição de uma ação parcial, é uma generalização do conceito de ação

global, que usualmente, é denominada apenas por ação.

Note que as condições (ii) e (iii) acima, nos dizem que a função αgh é uma extensão

da função αg ◦αh, pois Dom(αg ◦αh) = α−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 = Dom(αgh), e para

qualquer x ∈ αh−1(Dh ∩Dg−1) = Dom(αg ◦ αh), αg ◦ αh(x) = αgh(x).

Observe ainda que, tomando g = h−1 no item (iii), para qualquer x ∈ α−1
h (Dh) =

Dh−1 , temos que

αh−1 ◦ αh(x) = αh−1h(x) ⇒ αh−1 ◦ αh(x) = x;

analogamente, tomando g = h e h = h−1 no item (iii), para qualquer x ∈ α−1
h−1(Dh−1) =

Dh obtemos,

αh ◦ αh−1(x) = αhh−1(x) ⇒ αh ◦ αh−1(x) = x.

Portanto, αh−1 = α−1
h .

Seguindo a seqüência de observações, temos que a condição (ii), na definição acima,

é equivalente a seguinte: para quaisquer g, h ∈ G,

αh−1(Dh ∩Dg−1) = Dh−1 ∩D(gh)−1 . (2.1)

A equação 2.1 claramente implica (ii), portanto vamos verificar que (ii) implica na

equação 2.1. De (ii) temos que α−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 , mas α−1

h (Dh ∩Dg−1) ⊆ Dh−1 ,

logo

α−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ Dh−1 ∩D(gh)−1 .

Substituindo na equação acima, h por h−1 e g por gh, nós obtemos

α−1
h−1

(
Dh−1 ∩D(gh)−1

)
⊆ Dh ∩D(ghh−1)−1 = Dh ∩Dg−1 .

Portanto,

αh−1 ◦ αh
(
Dh−1 ∩D(gh)−1

)
⊆ αh−1(Dh ∩Dg−1) ⇒ Dh−1 ∩D(gh)−1 ⊆ αh−1(Dh ∩Dg−1).

Logo, αh−1(Dh ∩Dg−1) = Dh−1 ∩D(gh)−1 .

Por fim, as condições (i) e (iii) nos dizem que αe é a aplicação identidade de X,

18



pois temos que para todo x ∈ α−1
e (De ∩De) = De = X,

αe ◦ αe(x) = αe(x) ⇒ αe(x) = x.

Exemplo 2.1.2. Sejam X,Y conjuntos tais que X ⊆ Y , G um grupo, B(Y ) =

{f : Y −→ Y | f é bijeção} e β : G −→ B(Y ) uma ação de grupo.

A partir de β vamos definir uma ação parcial de G sobre X. Defina para todo

g ∈ G, Dg−1 = {x ∈ X | βg(x) ∈ X} = X ∩ βg−1(X) e

αg : Dg−1 −→ Dg

x 7−→ βg(x).

Claramente para todo g ∈ G, Dg ⊆ X e αg é uma bijeção por construção. Os

axiomas (i) e (iii) de ação parcial são diretamente satisfeitos por α, pois β é uma

ação. Vamos portanto verificar o axioma (ii), isto é, que α−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1.

Note que

αh
−1 : Dh −→ Dh−1

x 7−→ βh−1(x) = β−1
h (x).

Agora tome x ∈ α−1
h (Dh ∩Dg−1) arbitrário; então, existe y ∈ Dh ∩ Dg−1 tal que

x = αh
−1(y) = βh−1(y). Como y ∈ Dh ∩ Dg−1, temos que y = βh(z) e y = βg−1(w)

para algum z, w ∈ X. Então, temos que

x = αh
−1(y) = βh−1(y) = βh−1(βg−1(w)) = βh−1g−1(w) = β(gh)−1(w),

donde segue que x ∈ D(gh)−1.

Portanto α é uma ação parcial de G sobre X.

A definição de uma ação parcial é um conceito que pode ser estendido para várias

categorias, como veremos no que segue.

Definição 2.1.3. Seja G um grupo e X um espaço topológico. Uma ação parcial α

de G sobre X, é uma ação parcial α de G sobre o conjunto X, onde para todo g ∈ G,

Dg é um aberto de X e αg é um homeomorfismo.

Definição 2.1.4. Seja G um grupo e A uma álgebra. Uma ação parcial α de G sobre

A , é uma ação parcial α de G sobre o conjunto A, onde para todo g ∈ G, Dg é um

ideal de A e αg é um isomorfismo.
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Definição 2.1.5. Um sistema dinâmico parcial, é uma tripla ordenada (A, G, α), onde

A é uma álgebra, G é um grupo e α é uma ação parcial de G sobre A.

Esta é uma definição que nos será muito útil, visto que, ao nos referirmos a um

sistema dinâmico parcial, estaremos nos referindo à álgebra, ao grupo e à ação parcial

desta álgebra neste grupo.

Exemplo 2.1.6. Sejam X um conjunto, G um grupo, α uma ação parcial de G sobre

X e K um corpo. Defina A = {f : X −→ K | f é função}. Note que A é uma álgebra

com as operações ponto a ponto.

Queremos a partir de α construir uma ação parcial de G sobre A. Como α é uma

ação parcial, existem para todo g ∈ G, os subconjuntos Dg, e a partir deles vamos

definir ideais Ig de A, da seguinte forma:

Ig = {f ∈ A | ∀x /∈ Dg, f(x) = 0}.

Note que para todo g ∈ G, Ig claramente é um ideal de A. Agora para g ∈ G

arbitrário, defina θg : Ig−1 −→ Ig, tal que para qualquer f ∈ Ig

(θg(f))(x) =

{
f ◦ αg−1(x), se x ∈ Dg;

0, se x /∈ Dg.

Vamos verificar primeiramente que, para todo g ∈ G, θg é um isomorfismo.

Tome g ∈ G arbitrário.

• Homomorfismo: Note que para quaisquer f, h ∈ Ig−1, α ∈ K e x ∈ Dg temos que

1. (θg(αf + h))(x) = (αf + h) ◦ αg−1(x) = αf ◦ αg−1(x) + h ◦ αg−1(x)

= (αθg(f))(x) + (θg(h))(x),

e portanto, θg(αf + h) = αθg(f) + θg(h);

2. (θg(fh))(x) = (fh) ◦ αg−1(x) = (fh)(αg−1(x)) = f(αg−1(x))h(αg−1(x))

= (f ◦ αg−1(x))(h ◦ αg−1(x)) = (θg(f))(x)(θg(h))(x),

e portanto, θg(fh) = θg(f)θg(h).

• Injetividade: Tome f ∈ Ig−1 tal que θg(f) = 0. Então, para todo x ∈ Dg,

(θg(f))(x) = 0, isto é, f ◦ αg−1(x) = 0, e como αg−1 é inverśıvel, segue que para todo

x ∈ Dg, f = 0, e portanto, f ≡ 0, já que por definição, para todo x ∈ X\Dg, f = 0.

• Sobrejetividade: Tome h ∈ Ig arbitrária. Defina
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h ◦ αg(x) =

{
h ◦ αg(x), se x ∈ Dg−1;

0, se x /∈ Dg−1.

Note que h ◦ αg ∈ Ig−1 e, além disso,

1. se x ∈ Dg−1, θg(h ◦ αg) = h ◦ αg ◦ αg−1 = h;

2. se x /∈ Dg−1, 0 = θg(h ◦ αg) = h.

Portanto, θgé um isomorfismo.

Agora vamos verificar que θ satisfaz os axiomas de ação parcial. Tome g, h ∈ G

arbitrários. Então, temos que

(i) Ie = A por vacuidade.

(ii) Queremos mostrar que θh−1(Ih ∩ Ig−1) ⊆ I(gh)−1. Para isto, tome f ∈ θh−1(Ih ∩ Ig−1)

arbitrária; então, para alguma ξ ∈ Ih ∩ Ig−1, f = θh−1(ξ). Temos que provar que

f ∈ I(gh)−1, logo basta mostrarmos que para todo x /∈ D(gh)−1, f(x) = 0. Note

que por ξ ∈ Ih ∩ Ig−1, temos que

∀x /∈ Dh, ξ(x) = 0, e ∀x /∈ Dg−1 , ξ(x) = 0,

logo para todo x /∈ Dh ∩Dg−1 , ξ(x) = 0.

Note também que

f(x) = (θh−1(ξ))(x) =

{
ξ ◦ αh(x), se x ∈ Dh−1;

0, se x /∈ Dh−1.

Tome x /∈ D(gh)−1; relembrando, queremos mostrar que f(x) = 0.

• Caso 1: Se x /∈ Dh−1, então f(x) = 0.

• Caso 2: Se x ∈ Dh−1, então temos que

f(x) = ξ ◦ αh(x) = ξ(αh(x)).

Sabemos que se z ∈ X\(Dh ∩Dg−1) = (X\Dh)∪(X\Dg−1), então ξ(z) = 0.

Como αh(x) ∈ Dh, vamos mostrar que αh(x) /∈ Dg−1, donde seguirá que

f(x) = ξ(αh(x)) = 0, como queŕıamos.

Suponha que αh(x) ∈ Dg−1; então, αh(x) ∈ Dg−1 ∩Dh, mas como α é ação

parcial, temos que

x = αh−1(αh(x)) ∈ D(gh)−1 ,
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o que é uma contradição, já que tomamos x /∈ D(gh)−1.

Portanto, f ∈ I(gh)−1, donde segue que θh−1(Ih ∩ Ig−1) ⊆ I(gh)−1.

(iii) Queremos mostrar que para toda f ∈ θh−1(Ih ∩ Ig−1), θg ◦ θh(f) = θgh(f). Tome

f ∈ θh−1(Ih ∩ Ig−1) arbitrária, então temos que

(θg ◦ θh(f))(x) =

{
θh(f) ◦ αg−1(x), se x ∈ Dg;

0, se x /∈ Dg.

Mas temos ainda que se x ∈ Dg

θh(f)◦αg−1(x) =

{
f ◦ αh−1(αg−1(x)) = f ◦ (αh−1 ◦ αg−1)(x), se αg−1(x) ∈ Dh;

0, se αg−1(x) /∈ Dh.

Agora note que x ∈ Dg e αg−1(x) ∈ Dh se, e somente se, x ∈ αg(Dh ∩Dg−1),

logo

(θg ◦ θh(f))(x) =

=

{
f ◦

(
αh−1 ◦ αg−1(x)

)
= f ◦ α(gh)−1(x), se x ∈ αg(Dh ∩Dg−1) = Dgh ∩Dg;

0, se x /∈ αg(Dh ∩Dg−1) = Dgh ∩Dg,

já que α é ação parcial.

Como

(θgh(f))(x) =

{
f ◦ α(gh)−1(x), x ∈ Dgh;

0, x /∈ Dgh,

temos que

(a) se x ∈ Dgh ∩Dg, então θg ◦ θh(f) = θgh(f).

(b) se x /∈ Dgh ∩Dg, então

α(gh)−1(x) /∈ α(gh)−1(Dgh ∩Dg) ⇒ α(gh)−1(x) /∈ D(gh)−1 ∩Dh−1

⇒ f ◦ α(gh)−1(x) = 0

e, portanto, θg ◦ θh(f) = θgh(f).

Logo, segue que para toda f ∈ θh−1(Dh ∩Dg−1), θg ◦ θh(f) = θgh(f).

Portanto θ é uma ação parcial de G sobre A.
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Definição 2.1.7. Seja G um grupo e A uma ∗-álgebra normada. Uma ação parcial α

de G sobre A , é uma ação parcial α de G sobre a álgebra A, onde para todo g ∈ G,

αg é um isomorfismo isométrico.

Definição 2.1.8. Seja G um grupo e A uma C∗-álgebra. Uma ação parcial α de G

sobre A, é uma ação parcial α de G sobre o conjunto A, onde para todo g ∈ G, Dg é

um ideal fechado de A e αg é um isomorfismo de C∗-álgebras.

No que segue, veremos um exemplo que será de grande importância no caṕıtulo 3;

nele, a partir de uma ação parcial de um espaço topológico localmente compacto

Hausdorff X, construiremos uma ação parcial de C∗-álgebras sobre C0(X), que é a C∗-

álgebra das funções cont́ınuas de X em C que se anulam no infinito, isto é, f ∈ C0(X)

precisamente quando f : X −→ C é uma função cont́ınua tal que, para qualquer ε > 0,

existe um subconjunto compacto K ⊆ X tal que, para todo x /∈ K, |f(x)| < ε. Será

de grande importância caracterizarmos os ideais desta C∗-álgebra. Sabemos que se

I E C0(X) é fechado, então existe U ⊆ X aberto tal que I é a C∗-álgebra das funções

cont́ınuas de X em C que se anulam no infinito de X e se anulam no complementar

de U , ou seja, se f ∈ I, então para todo x ∈ X\U , f(x) = 0 (ver exerćıcio 3.2.3 em

[15]). Denotaremos esta C∗-álgebra por C̃0(U).

Na próxima proposição veremos uma identificação da C∗-álgebra C̃0(U) com a C∗-

álgebra C0(U), ou seja, a C∗-álgebra das funções cont́ınuas de U em C que se anulam

no infinito de U .

Proposição 2.1.9. C0(U) e C̃0(U) são C∗-álgebras isomorfas.

Demonstração. Tome f ∈ C0(U) arbitrária. Queremos definir a partir de f uma

função de C̃0(U); é natural pensarmos em estender f para X como simplesmente sendo

a função nula em X\U . A primeira dificuldade está em mostrar que esta extensão é

cont́ınua. Defina a função g como sendo

g(x) =

{
f(x), se x ∈ U ;

0, se x ∈ X\U .

Vamos verificar que g é cont́ınua. Dado x ∈ U arbitrário, como U é aberto e

g|U = f , temos que g é cont́ınua em x; além disso, para todo x ∈ X\U , onde U denota

o fecho de U relativo a X, e como g|X\U = 0, de modo análogo temos que g cont́ınua

em x. Logo, só nos resta verificar a continuidade de g em U\U . Tome x0 ∈ U\U e

ε > 0 arbitrários. Considere a bola centrada em g(x0) de raio ε, que denotaremos por

B(g(x0), ε); então, existe K ⊆ U compacto tal que, para todo x ∈ U\K,

|g(x)| = |f(x)| < ε

2
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(tal compacto existe, pois f ∈ C0(U)). Estamos em busca de uma vizinhança V de x0

tal que g(V ) ⊆ B(g(x0), ε). Como K também é um compacto relativo a X (a noção

de compacidade independe do espaço ambiente), podemos tomar V = X\K (K é um

subconjunto fechado de X (ver teorema 17.5 em [17]). Claramente x0 ∈ V e, além

disso, para todo x ∈ V temos que

|g(x)− g(x0)| ≤ |g(x)| + |g(x0)| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

donde segue que g(V ) ⊆ B(g(x0), ε) e portanto g é cont́ınua em U\U .

Vamos agora verificar que g se anula no infinito de X. Dado ε > 0 arbitrário, como

f ∈ C0(U), existe K ⊆ U compacto tal que, para todo x ∈ U\K, |f(x)| < ε, mas

como a noção de compacto independe do espaço ambiente, podemos tomar este como

sendo o compacto de X, e como a função g se anula para todo x ∈ X\U , temos o

desejado. Sendo assim, fica bem definida a seguinte aplicação:

ϕ : C0(U) −→ C̃0(U)

f 7−→ g,

onde g é como definida acima. ϕ claramente é C-linear, separa produto e preserva a

involução. Logo, só nos resta verificar que ϕ é uma bijeção.

• Injetividade: se f ∈ C0(U) é tal que ϕ(f) = 0, então em particular f se anula

em U , e portanto f ≡ 0.

• Sobrejetividade: dada g ∈ C̃0(U) arbitrária, considere a função g|U , que é clara-

mente cont́ınua. Vamos verificar que g|U se anula no infinito de U . Dado ε > 0

defina o seguinte conjunto:

F = {x ∈ U | |g|U(x)| ≥ ε}.

F é claramente fechado em U . Além disso, como g ∈ C̃0(U), existe K ⊆ X

compacto tal que, para todo x ∈ X\K, |g(x)| < ε. Então, tome K̃ = K ∩ F
que é um subconjunto compacto de U e note que

x ∈ U\K̃⇔x ∈ U\(K ∩ F )⇔x ∈ (U\K) ∪ (U\F ).

Logo,

– se x ∈ U\K, então x ∈ X\K, e dáı segue que |g(x)| < ε.
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– se x ∈ U\F , então por definição de F , segue que |g(x)| < ε.

Sendo assim, g|U se anula no infinito de U , donde segue que ϕ(g|U) = g.

Portanto ϕ é um isomorfismo.

�

Exemplo 2.1.10. Sejam G um grupo, X um espaço topológico localmente compacto

Hausdorff e
(
{Xg}g∈G, {θg}g∈G

)
uma ação parcial de G sobre X. A partir desta ação

parcial de espaço topológico, iremos construir uma ação parcial de C∗-álgebras sobre

C0(X).

Defina, para todo g ∈ G,

Dg = {f ∈ C0(X) | ∀x /∈ Xg, f(x) = 0};

então, sabemos que Dg E C0(X) (ver exerćıcio 3.2.3 em [15]); defina também

αg : Dg−1 −→ Dg

f 7−→ αg(f),

onde

αg(f)(x) =

{
f ◦ θg−1(x), se x ∈ Xg;

0, se x /∈ Xg.

Note que αg está claramente bem definida, já que para toda f ∈ Dg−1, αg(f) se

anula fora de Xg e αg(f) ∈ C0(X), pela proposição acima. A demonstração de que(
{Dg}g ∈ G, {αg}g ∈ G

)
é uma ação parcial de G sobre C0(X), é similar ao exemplo an-

terior. Usando o fato de que para todo g ∈ G, as funções θg são homeomorfismos e que

cada Dg pode ser identificado com C0(Xg), novamente pela proposição acima, segue

que as funções definidas nas demonstrações são cont́ınuas e se anulam no infinito.

Definição 2.1.11. Um C∗-sistema dinâmico parcial, é uma tripla ordenada (A, G, α),

onde A é uma C∗-álgebra, G é um grupo e α é uma ação parcial de G sobre A.

Dados um C∗-sistema dinâmico parcial (A, G, α) e I um ideal de A, veremos sob

quais hipóteses podemos criar um novo C∗-sistema dinâmico parcial (A/I,G, α).

Definição 2.1.12. Seja (A, G, α) um C∗-sistema dinâmico parcial. Um ideal I de A,

é dito ser α-invariante, se para todo g ∈ G, temos que

αg(Dg−1 ∩ I) ⊆ Dg ∩ I.
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Proposição 2.1.13. Seja I um ideal α-invariante de A; então, para todo g ∈ G,

temos que

αg(Dg−1 ∩ I) = Dg ∩ I.

Demonstração. Tome g ∈ G arbitrário; então,

αg(Dg−1 ∩ I) ⊆ Dg ∩ I ⇒ αg−1 ◦ αg(Dg−1 ∩ I) ⊆ αg−1(Dg ∩ I)

⇒ Dg−1 ∩ I ⊆ αg−1(Dg ∩ I). (2.2)

Como g ∈ G foi tomado arbitrariamente, podemos tomar g−1 no lugar de g em

B.3, logo

αg(Dg−1 ∩ I) ⊇ Dg ∩ I,

donde o resultado segue.

�

Agora vamos definir uma ação parcial em A/I, onde I EA é α-invariante; inicial-

mente, podeŕıamos pensar em definir para todo g ∈ G

αg : Dg−1/(Dg−1 ∩ I) −→ Dg/(Dg ∩ I)

x 7−→ αg(x),

mas note que estamos tomando o quociente por dois ideais diferentes, um no domı́nio

e outro no contradomı́nio, por isso iremos fazer uso do seguinte resultado: para todo

g ∈ G,

Dg/Dg ∩ I ∼= (Dg + I)/I.

Proposição 2.1.14. Seja I um ideal α-invariante de A. Defina para todo g ∈ G

αg : (Dg−1 + I)/I −→ (Dg + I)/I

ag−1 + i 7−→ αg(ag−1).

Então,
(
{(Dg + I)/I}g∈G, {αg}g∈G

)
é uma ação parcial de G sobre A/I.

Demonstração. Sejam g, h ∈ G arbitrários. Então, temos que mostrar que

• (Dg + I)/I E A/I: isto segue do fato que (Dg + I) EA.

• αg está bem definida: tome ag−1 + i, bg−1 + j ∈ (Dg + I)/I classes arbitrárias,

tais que ag−1 + i = bg−1 + j, onde ag−1 , bg−1 ∈ Dg e i, j ∈ I. Logo, temos que
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mostrar que αg
(
ag−1 + i

)
= αg

(
bg−1 + j

)
, mas note que

αg(ag−1) = αg
(
ag−1 + i

)
= αg

(
bg−1 + j

)
= αg(bg−1).

Também, observe que

ag−1 + i = ag−1 + 0 + 0 + i = ag−1 + 0 + 0 + i = ag−1 ,

pois 0 ∈ Dg ∩ I. Analogamente temos que bg−1 + j = bg−1 , e como

ag−1 = ag−1 + i = bg−1 + j = bg−1 ,

segue que ag−1 − bg−1 ∈ I, pois eles pertencem a mesma classe. Além disso,

ag−1− bg−1 ∈ Dg−1 , donde segue que ag−1− bg−1 ∈ Dg−1 ∩I; mas I é α-invariante,

logo temos que αg(ag−1 − bg−1) ∈ Dg ∩ I, e portanto,

αg(ag−1)− αg(bg−1) = αg(ag−1 − bg−1) = 0 ⇒ αg(ag−1) = αg(bg−1),

como queŕıamos mostrar.

• αg é um isomorfismo: para isto, primeiramente observe que αg é claramente um

homomorfismo e além disso, para qualquer ag−1 + i ∈ (Dg−1 + I)/I, temos que

αg−1 ◦ αg
(
ag−1 + i

)
= αg−1

(
αg(ag−1)

)
= αg−1 ◦ αg(ag−1) = ag−1 = ag−1 + i,

e por outro lado, temos que para qualquer ag + i ∈ (Dg + I)/I,

αg ◦ αg−1

(
ag + i

)
= αg

(
αg−1(ag)

)
= αg ◦ αg−1(ag) = ag = ag + i.

Portanto, αg−1 = (αg)
−1, donde segue que αg é um isomorfismo.

• α satisfaz os axiomas de ação parcial.

(i) (De + I)/I = (A+ I)/I = A/I.

(ii) Tome x ∈ ((Dg−1 + I)/I)∩((Dh + I)/I) = ((Dg−1 + I)/I)((Dh + I)/I) (ver

p. 82 em [14]) arbitrária, então existem ag−1 ∈ Dg−1 , ah ∈ Dh e i, j ∈ I,

tais que

x =
(
ag−1 + i

)(
ah + j

)
= (ag−1)(ah) = ag−1ah;
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logo,

αg(x) = αg(ag−1ah) = αg(ag−1ah) ∈ (Dgh + I)/I,

pois αg(ag−1ah) ∈ Dgh.

Portanto, αg(x) ∈ ((Dg + I)/I) ∩ ((Dgh + I)/I), donde segue que

αg(((Dg−1 + I)/I) ∩ ((Dh + I)/I)) ⊆ ((Dg + I)/I) ∩ ((Dgh + I)/I).

(iii) Tome x ∈ ((Dh−1 + I)/I)∩
((
D(gh)−1 + I

)
/I
)

= ((Dh−1 + I)/I)
((
D(gh)−1 + I

)
/I
)

arbitrária, então existem ah−1 ∈ Dh−1 , a(gh)−1 ∈ D(gh)−1 e i, j ∈ I, tais que

x =
(
ah−1 + i

)(
a(gh)−1 + j

)
= (ah−1)

(
a(gh)−1

)
= ah−1a(gh)−1 ;

logo, temos que

αg ◦ αh(x) = αg ◦ αh
(
ah−1a(gh)−1

)
= αg

(
αh

(
ah−1a(gh)−1

))
= αg ◦ αh

(
ah−1a(gh)−1

)
= αgh

(
ah−1a(gh)−1

)
= αgh

(
ah−1a(gh)−1

)
= αgh(x).

Portanto,
(
{(Dg + I)/I}g∈G, {αg}g∈G

)
é uma ação parcial de G sobre A/I.

�

A proposição acima será importante para a construção de um produto cruzado

parcial que será feita na seção 3.3.

Definição 2.1.15. Sejam (A , G, α) e
(
Ã , G, α̃

)
dois sistemas dinâmicos parciais.

Nós dizemos que α e α̃ são ações parciais equivalentes, se existe um isomorfismo

φ : A −→ Ã , tal que para todo g ∈ G temos que

(i) φ(Dg) = D̃g;

(ii) ∀x ∈ Dg−1 , α̃g ◦ φ(x) = φ ◦ αg(x).

A importância da definição acima ficará mais evidente quando tivermos a definição

de representações parciais equivalentes, que será dada na seção 2.3, e verificarmos

que, dadas duas ações parciais equivalentes, as representações parciais associadas a

elas são também equivalentes e, reciprocamente, dadas duas representações parciais

equivalentes, as ações parciais associadas a elas são também equivalentes.
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2.2 Produto cruzado parcial algébrico

Sejam (A, G, α) um sistema dinâmico parcial e F o espaço vetorial das funções de G

em A. Dados g ∈ G e ag ∈ Dg arbitrários denote por agδg a função agδg : G −→ A ,

definida da seguinte maneira:

agδg(h) =

{
ag, se h = g;

0, se h 6= g.

Considere o subespaço vetorial de F gerado pelo conjunto {agδg | g ∈ G, ag ∈ Dg},
denote-o por B. Observe que B é um subespaço das funções quase nulas, ou seja, das

funções que se anulam a menos de uma quantidade finita de elementos de G, tais que

para todo g ∈ G e para toda f ∈ B, f(g) ∈ Dg. Agora vamos definir uma operação

produto em B: para quaisquer g, h ∈ G defina

(agδg)(bhδh) = αg(αg−1(ag)bh)δgh.

Portanto a operação produto em B, que denotaremos por ∗, será a extensão linear

da operação definida acima, que para a =
∑
g∈G

agδg, b =
∑
h∈G

bhδh ∈ B arbitrários é dada

por:

a ∗ b =

(∑
g∈G

agδg

)
∗

(∑
h∈G

bhδh

)
=
∑
g,h∈G

agδgbhδh

=
∑
k∈G

(∑
gh=k

αg(αg−1(ag)bh)

)
δk

=
∑
k∈G

(∑
g∈G

αg(αg−1(ag)bg−1k)

)
δk

=
∑
g∈G

(∑
h∈G

αh(αh−1(ah)bh−1g)

)
δg.

Definição 2.2.1. Dado um sistema dinâmico parcial (A, G, α), o produto cruzado

parcial algébrico de A por G, correspondente a α, denotado por Aoα G, é o subespaço

vetorial B definido acima, munido com a operação produto também definida acima.

Observe que a multiplicação está bem definida, pois αg−1(ag) ∈ Dg−1 e αg−1(ag)bh ∈
Dg−1 ∩Dh, já que Dg−1 e Dh são ideais bilaterais.

Note também que a aplicação A 3 a 7−→ aδe ∈ Aoα G é uma “inclusão” que nos

permite identificar A com Aδe.
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Como mencionado na introdução do caṕıtulo, uma das primeiras perguntas que

surge, após definir esta estrutura, é se este produto é associativo ou não. A associ-

atividade desta construção foi provada em [4] no contexto de C∗-álgebras, visto que

a prova C∗-álgébrica usa propriedades especiais de C∗-álgebras, como a existência de

unidade aproximada, por exemplo; sendo assim, a questão da associatividade permane-

ceu em aberto, para ações parciais sobre álgebras gerais, até a publicação de [3]. Antes

de enunciarmos sob quais hipóteses o produto cruzado parcial algébrico é associativo,

precisaremos ver alguns resultados que envolvem a álgebra de multiplicadores.

2.2.1 A álgebra de multiplicadores

Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Tome x ∈ A arbitrário e defina as seguintes

aplicações:

Lx : I −→ I

a 7−→ xa,

e

Rx : I −→ I

a 7−→ ax.

Então L = Lx e R = Rx são transformações lineares de I, tais que as seguintes

propriedades são satisfeitas para quaisquer a, b ∈ I:

(i) L(ab) = L(a)b, pois

L(ab) = Lx(ab) = x(ab) = (xa)b = Lx(a)b = L(a)b;

(ii) R(ab) = aR(b), pois

R(ab) = Rx(ab) = (ab)x = a(bx) = aRx(b) = aR(b);

(iii) R(a)b = aL(b), pois

R(a)b = Rx(a)b = (ax)b = a(xb) = Lx(b) = aL(b).

Note que estas propriedades são conseqüências imediatas da associatividade de A.
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Definição 2.2.2. A álgebra de multiplicadores de uma álgebra A, é o conjunto M(A)

de todos os pares ordenados (L,R), onde L e R são transformações lineares de A que

satisfazem as propriedades (i)-(iii) acima. Para (L,R), (L′, R′) ∈ M(A) e α ∈ K
arbitrários, as operações são dadas por:

1. Multiplicação por escalar: α(L,R) = (αL, αR);

2. Adição: (L,R) + (L′, R′) = (L+ L′, R +R′);

3. Multiplicação: (L,R)(L′, R′) = (L ◦ L′, R′ ◦R).

Nós dizemos que L é um multiplicador à esquerda e R é um multiplicador à direita

de A.

É imediatamente verificável que M(A) é uma álgebra associativa com unidade

(Le, Re), onde Le e Re são as aplicações identidades; no caso de considerarmos M(I)

para um ideal I em uma álgebra unitalA, Le e Re podem ser considerados as aplicações

de multiplicação à esquerda e à direita pela unidade de A, respectivamente.

Note que a aplicação

φ : A −→ M(A)

x 7−→ (Lx, Rx)

é um homomorfismo de álgebras, pois para quaisquer x, y ∈ A, α ∈ K arbitrários

temos que

φ(αx+ y) = (Lαx+y, Rαx+y) = (αLx + Ly, αRx +Ry) = (αLx, αRx) + (Ly, Ry)

= α(Lx, Ry) + (Ly, Ry) = φ(x) + φ(y),

e

φ(xy) = (Lxy, Rxy) = (Lx ◦ Ly, Ry ◦Rx) = (Lx, Rx)(Ly, Ry) = φ(x)φ(y).

Definição 2.2.3. Nós diremos que uma álgebra A é não degenerada, se a aplicação φ

mencionada acima for injetiva.

Na verdade, a definição padrão, encontrada na literatura, para uma álgebra não

degenerada A, não é a dada acima. Usualmente, diz-se que uma álgebra A é não

degenerada, se para todo elemento não nulo a ∈ A, existe b ∈ A, tal que ab 6= 0

ou ba 6= 0. Veremos na próxima proposição que, na verdade, estas definições são

equivalentes.
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Denote por Anqe(A) e Anqd(A) o aniquilador à esquerda e à direita de A em A,

respectivamente, ou seja, Anqe(A) = {x ∈ A | ∀a ∈ A, xa = 0} e Anqd(A) = {x ∈
A | ∀a ∈ A, ax = 0}. Observe que ker (φ) é a intersecção de Anqe(A) com Anqd(A),

pois

x ∈ Anqe(A) ∩ Anqd(A) ⇔ ∀a ∈ A, xa = 0 = ax⇔ ∀a ∈ A, Lx(a) = 0 = Rx(a)

⇔(Lx, Rx) = (0, 0) ⇔ φ(x) = (0, 0) ⇔ x ∈ ker (φ).

Proposição 2.2.4. A é não degenerada se, e somente se, para todo elemento não

nulo a ∈ A, existe b ∈ A tal que ab 6= 0 ou ba 6= 0.

Demonstração. (⇒) A é não degenerada, então φ é injetora. Suponha que existe

a ∈ A não nulo, tal que para todo b ∈ A temos que ab = 0 e ba = 0. Logo,

(La, Ra) = (0, 0), donde a ∈ ker (φ), o que é uma contradição. Portanto, para todo

elemento não nulo a ∈ A, existe b ∈ A tal que ab 6= 0 ou ba 6= 0.

(⇐) Tome a ∈ A tal que φ(a) = (0, 0), então temos que (La, Ra) = (0, 0), logo

qualquer que seja b ∈ A temos que 0 = La(b) = ab e 0 = Ra(b) = ba, portanto a = 0,

donde segue que φ é injetora.

�

Definição 2.2.5. Nós diremos que uma álgebra A é não degenerada à direita , se para

cada elemento não nulo a ∈ A, temos que aA 6= 0. Analogamente, uma álgebra A é

não degenerada à esquerda, se para cada elemento não nulo a ∈ A, temos que Aa 6= 0.

Note que o homomorfismo φ : I −→ M(I) pode ser estendido naturalmente para

um homomorfismo da álgebra A,

φ̃ : A −→ M(I)

a 7−→ (La, Ra),

cujo núcleo é a intersecção do aniquilador à esquerda de I em A com o aniquilador à

direita de I em A, ou seja, ker(φ̃) = {x ∈ A | ∀i ∈ I, xi = 0}∩{x ∈ A | ∀i ∈ I, ix = 0}.

Proposição 2.2.6. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) φ(A) é um ideal de M(A);

(ii) φ é um isomorfismo se, e somente se, A é uma álgebra unital.

Demonstração.
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(i) Sejam x, y ∈ A, α ∈ K arbitrários; então, temos que

αφ(x) + φ(y) = φ(αx+ y) ∈ φ(A),

já que φ é um homomorfismo. Agora tome (L,R) ∈ M(A) e a ∈ A arbitrários;

então, temos que

(Lx, Rx)(L,R) = (Lx ◦ L,R ◦Rx).

Note que

Lx ◦ L(a) = Lx(L(a)) = xL(a) = R(x)a = LR(x)(a),

e também que

R ◦Rx(a) = R(ax) = aR(x) = RR(x)(a).

Portanto,

(Lx, Rx)(L,R) = (Lx ◦ L,R ◦Rx) =
(
LR(x), RR(x)

)
∈ φ(A),

pois R(x) ∈ A.

Por outro lado,

(L,R)(Lx, Rx) = (L ◦ Lx, Rx ◦R).

Agora observe que

L ◦ Lx(a) = L(xa) = L(x)a = LL(x)(a),

e também que

Rx ◦R(a) = R(a)x = aL(x) = RL(x)(a).

Portanto,

(L,R)(Lx, Rx) = (L ◦ Lx, Rx ◦R) =
(
LL(x), RL(x)

)
∈ φ(A),

pois L(x) ∈ A. Logo, φ(A) é um ideal de M(A).

(ii) (⇒) M(A) é unital e φ é isomorfismo, logo A também é unital.

(⇐) A é unital, logo A é não degenerado, pois para todo a ∈ A não nulo, existe

1 ∈ A, a unidade de A, tal que a1 6= 0 e 1a 6= 0, donde segue que φ é injetora.

Para verificar que φ é sobrejetiva, basta tomar (L,R) ∈M(A) arbitrário e notar
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que para a ∈ A arbitrário, temos que

L(a) = L(1a) = L(1)a = LL(1)(a),

e também que

R(a) = R(a)1 = aL(1) = RL(1)(a),

donde segue que (L,R) =
(
LL(1), RL(1)

)
= φ(L(1)).

Portanto, como φ é homomorfismo, segue que φ é isomorfismo.

�

Agora dados (L,R), (L′, R′) ∈M(A) arbitrários, estamos interessados na validade

da equação

R′ ◦ L = L ◦R′.

Note que se x, x′ ∈ A, (L,R) = (Lx, Rx) e (L′, R′) = (Lx′ , Rx′) a equação acima

é conseqüência direta da associatividade da álgebra, pois para a ∈ A qualquer temos

que

R′ ◦ L(a) = Rx′ ◦ Lx(a) = Rx′(xa) = (xa)x′ = x(ax′)

= xRx′(a) = Lx(Rx′(a))

= Lx ◦Rx′(a) = L ◦R′(a),

e portanto, R′ ◦ L = L ◦R′.

Porém, este não é sempre o caso: tome A = R3 com a multiplicação trivial, isto é,

para quaisquer x, y ∈ R3, xy = 0. Então, qualquer par (L,R) de operadores lineares

sobre R3 constituirá um multiplicador de R3, pois para quaisquer x, y ∈ R3, temos que

(i) L(xy) = 0 = L(x)y;

(ii) R(xy) = 0 = xR(y);

(iii) R(x)y = 0 = xL(y).

Agora tome L,R′ ∈ B
(
R3
)

tais que L(e1) = e2, L(e2) = e1, L(e3) = e3, R
′(e1) = e1,

R′(e2) = e3 e R′(e3) = e2. Observe que

R′ ◦ L(e1) = R′(e2) = e3 6= e2 = L(e1) = L ◦R′(e1).

Definição 2.2.7. Uma álgebra A é dita ser (L,R)-associativa se, dados quaisquer

dois multiplicadores (L,R), (L′, R′) ∈M(A), temos que R′ ◦ L = L ◦R′.
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O seguinte resultado nos dá duas condições suficientes para que uma álgebra seja

(L,R)-associativa.

Proposição 2.2.8. Uma álgebra A é (L,R)− associativa quando qualquer uma das

seguintes condições é válida:

(i) A é não degenerada, ou

(ii) A é idempotente.

Demonstração. Sejam (L,R), (L′, R′) ∈M(A) arbitrários.

(i) Dados a, b ∈ A arbitrários, temos que

R(L′(a))b = L′(a)L(b) = L′(aL(b)) = L′(R(a)b) = L′(R(a))b,

logo

R(L′(a))b− L′(R(a))b = 0 ⇒ [R(L′(a))− L′(R(a))]b = 0

⇒ R(L′(a))− L′(R(a)) ∈ Anqe(A),

já que b ∈ A foi tomado arbitrariamente.

Por outro lado, temos que

bL′(R(a)) = R′(b)R(a) = R(R′(b)a) = R(bL′(a)) = bR(L′(a)),

e portanto,

bR(L′(a))− bL′(R(a)) = 0 ⇒ b[R(L′(a))− L′(R(a))]

⇒ R(L′(a))− L′(R(a)) ∈ Anqd(A),

já que b ∈ A foi tomado arbitrariamente.

Portanto, R(L′(a))−L′(R(a)) ∈ Anq(A).MasA é não degenerado, logo Anq(A) =

{0}, donde segue que

R(L′(a))− L′(R(a)) = 0 ⇒ R(L′(a)) = L′(R(a)),

e como a ∈ A foi tomado arbitrariamente, temos que R ◦L′ = L′ ◦R, e portanto

A é (L,R)-associativa.
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(ii) Sejam a, b ∈ A arbitrários e tome c = ab; note que

R ◦ L′(c) = R(L′(c)) = R(L′(ab)) = R(L′(a)b) = L′(a)R(b)

= L′(aR(b)) = L′(R(ab)) = L′(R(c)) = L′ ◦R(c),

e como A é idempotente, temos que qualquer elemento x ∈ A pode ser escrito

como uma combinação linear de produtos de elementos de A, donde segue o

resultado, já que L e R são lineares.

�

No que segue, será importante considerarmos ações parciais tais que todos os ideais

Dg, são assumidos ser (L,R)-associativos. Portanto, é útil termos uma maneira de

decidir quando todos os ideais de uma certa álgebra possuem esta propriedade; o

próximo resultado vai nesta direção.

Proposição 2.2.9. Seja A uma álgebra. As seguintes condições são equivalentes:

(i) Todo ideal não nulo de A é não degenerado;

(ii) Todo ideal não nulo de A é idempotente ou não degenerado;

(iii) Todo ideal não nulo de A é não degenerado à direita ;

(iv) Todo ideal não nulo de A é não degenerado à esquerda;

(v) A é semiprima, isto é, A não tem ideais nilpotentes não nulos.

Demonstração. Vamos demonstrar a seguinte seqüência de implicações:

(i) ⇒ (ii) ⇒ (v) ⇒ (iii) ⇒ (i).

Note que podemos substituir (iii) por (iv) pela simetria.

(i) obviamente implica (ii).

(ii)⇒ (v) Seja IEA não nulo, então por (ii) I é idempotente ou I é não degenerado.

Queremos mostrar que não existe n ∈ N∗, tal que In = {0}.

• Caso 1: I é idempotente.

Seja n ∈ N∗ qualquer. Claramente In = I, e como I 6= 0, segue que para

qualquer n ∈ N∗, In = I 6= {0}.
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• Caso 2: I é não degenerado.

Suponha por contradição que I seja nilpontente. Então tome o menor n ∈ N,

tal que In = {0}. Observe que In−1I = IIn−1 = 0. Logo, dado a ∈ In−1 ⊆ I

não nulo arbitrário, não existe b ∈ I, tal que ab 6= 0 ou ba 6= 0, o que contradiz

a hipótese de I ser não degenerado.

Portanto A é semiprima.

(v) ⇒ (iii) Suponha, por contradição, que existe I EA, não nulo, e a ∈ I, também

não nulo, tais que aI = {0}. Seja J é o ideal gerado por a, ou seja, J = AaA +aA +

Aa+ aK. Note que J 6= {0}, pois a ∈ J e a 6= 0. Então temos que

J2 = (AaA + aA +Aa+ aK)(AaA + aA +Aa+ aK)

= AaAAaA +AaAaA +AaAAa+AaAaK

+ aAAaA + aAaA + aAAa+ aAaK

+AaAaA +AaaA +AaAa+AaaK

+ aKAaA + aKaA + aKAa+ aKaK

= 0,

já que aA ⊆ I, bem como, Aa ⊆ I e aI = {0}. Logo, J2 = {0}, o que é uma

contradição, pois A é semiprima.

(iii) obviamente implica (i).

�

Note que, se alguma das condições da proposição anterior for satisfeita, segue da

proposição 2.2.8, que todo ideal de A é (L,R)-associativo.

Seja π : A −→ B um isomorfismo de álgebras. Note que para qualquer (L,R) ∈
M(A), temos que (π ◦ L ◦ π−1, π ◦R ◦ π−1) ∈M(B), pois π ◦L ◦ π−1 e π ◦R ◦ π−1 são

claramente lineares, já que π, π−1, L e R o são, e satisfazem para quaisquer a, b ∈ B
as condições:

(i) π ◦ L ◦ π−1(ab) = π ◦ L
(
π−1(a)π−1(b)

)
= π

(
L
(
π−1(a)

)
π−1(b)

)
= π

(
L
(
π−1(a)

))
π
(
π−1(b)

)
=
(
π ◦ L ◦ π−1(a)

)
b.

(ii) π ◦R ◦ π−1(ab) = π
(
R
(
π−1(a)π−1(b)

))
= π

(
π−1(a)R

(
π−1(b)

))
= π

(
π−1(a)

)
π
(
R
(
π−1(b)

))
= a
(
π ◦R ◦ π−1(b)

)
.
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(iii)
(
π ◦R ◦ π−1(a)

)
b = π

(
R
(
π−1(a)

))
b = π

(
R
(
π−1(a)

))
π
(
π−1(b)

)
= π

(
R
(
π−1(a)

)
π−1(b)

)
= π

(
π−1(a)L

(
π−1(b)

))
= a
(
π ◦ L ◦ π−1(b)

)
.

Proposição 2.2.10. A aplicação

π̃ : M(A) −→ M(B)

(L,R) 7−→
(
π ◦ L ◦ π−1, π ◦R ◦ π−1

)
é um isomorfismo de álgebras.

Demonstração. Vamos verificar primeiramente que π̃ é um homomorfismo de álgebras.

Sejam (L,R), (L′, R′) ∈M(A) e α ∈ K arbitrários; então, temos que

π̃(α(L,R) + (L′, R′)) = π̃(αL+ L′, αR +R′) =
(
π ◦ (αL+ L′) ◦ π−1, π ◦ (αR +R′) ◦ π−1

)
=
(
π ◦ αL ◦ π−1 + π ◦ L′ ◦ π−1, π ◦ αR ◦ π−1 + π ◦R′ ◦ π−1

)
=
(
α
(
π ◦ L ◦ π−1

)
, α
(
π ◦R ◦ π−1

))
+
(
π ◦ L′ ◦ π−1, π ◦R′ ◦ π−1

)
= α

(
π ◦ L ◦ π−1, π ◦R ◦ π−1

)
+
(
π ◦ L′ ◦ π−1, π ◦R′ ◦ π−1

)
= απ̃(L,R) + π̃(L′, R′),

e também que

π̃(L,R)π̃(L′, R′) =
(
π ◦ L ◦ π−1, π ◦R ◦ π−1

)(
π ◦ L′ ◦ π−1, π ◦R′ ◦ π−1

)
=
(
π ◦ L ◦ π−1π ◦ L′ ◦ π−1, π ◦R′ ◦ π−1π ◦R ◦ π−1

)
=
(
π ◦ L ◦ L′ ◦ π−1, π ◦R′ ◦R ◦ π−1

)
= π̃(L ◦ L′, R′ ◦R)

= π̃((L,R)(L′, R′)).

Agora tome (L,R) ∈M(A) tal que π̃(L,R) = (0, 0). Então, (π ◦ L ◦ π−1, π ◦R ◦ π−1) =

(0, 0), e portanto, π ◦L ◦ π−1 = 0 e π ◦R ◦ π−1 = 0. Como π é um isomorfismo, segue

que L = 0 e R = 0. Logo, π̃ é injetor.

Por fim, tome (L,R) ∈ M(B) arbitrário. Note que (π−1 ◦ L ◦ π, π−1 ◦R ◦ π) ∈
M(B), e também que

π̃
(
π−1 ◦ L ◦ π, π−1 ◦R ◦ π

)
=
(
π ◦
(
π−1 ◦ L ◦ π

)
π−1, π ◦

(
π−1 ◦R ◦ π

)
π−1
)

= (L,R),

donde segue que π̃ é sobrejetor.
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Portanto π̃ é um isomorfismo de álgebras.

�

2.2.2 A associatividade do produto cruzado parcial algébrico

Teorema 2.2.11. Seja (A , G, α) um sistema dinâmico parcial, tal que para todo

g ∈ G, Dg é (L,R)-associativo. Então o produto cruzado parcial Aoα G é associativo.

Demonstração. Obviamente, Aoα G é associativo se, e somente se, para g, h, k ∈ G,

a ∈ Dh, b ∈ Dg e c ∈ Dk arbitrários,

(aδhbδg)cδk = aδh(bδgcδk). (2.3)

Primeiramente, calcularemos o lado esquerdo da igualdade acima. Nós temos então

que

(aδhbδg)cδk = (αh(αh−1(a)b)δhg)cδk = αhg

(
α(hg)−1(αh(αh−1(a)b))c

)
δhgk.

Note que

αh−1(a)b ∈ Dh−1 ∩Dg ⇒ αh(αh−1(a)b) ∈ αh(Dh−1 ∩Dg) = Dh ∩Dhg,

então temos que

α(hg)−1(αh(αh−1(a)b)) = αg−1h−1(αh(αh−1(a)b)) = αg−1(αh−1(αh(αh−1(a)b)))

= αg−1(αh−1(a)b).

Observe também que

αh−1(a)b ∈ Dh−1 ∩Dg ⇒ αg−1(αh−1(a)b) ∈ αg−1(Dh−1 ∩Dg) = Dg−1 ∩Dg−1h−1 ,

logo

αhg

(
α(hg)−1(αh(αh−1(a)b))c

)
= αhg(αg−1(αh−1(a)b)c) = αh(αg(αg−1(αh−1(a)b)c)).

Portanto, (aδhbδg)cδk = αh(αg(αg−1(αh−1(a)b)c))δhgk.

Agora computando o lado direito da equação 2.3, obtemos

aδh(bδgcδk) = aδh(αg(αg−1(b)c)δgk) = αh(αh−1(a)αg(αg−1(b)c))δhgk.
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Logo, comparando os dois lados da equação 2.3, temos que

αh(αg(αg−1(αh−1(a)b)c))δhgk = αh(αh−1(a)αg(αg−1(b)c))δhgk,

e portanto a equação 2.3 é válida se, e somente se,

αg(αg−1(αh−1(a)b)c) = αh−1(a)αg(αg−1(b)c). (2.4)

Agora note que como a ∈ Dh foi tomado arbitrariamente, αh−1(a) percorre todo

Dh−1 , já que αh−1 é um isomorfismo, conseqüentemente a equação 2.4 é equivalente a

αg(αg−1(ab)c) = aαg(αg−1(b)c). (2.5)

Na equação acima os elementos a ∈ Dh−1 , b ∈ Dg, c ∈ Dk e h, k ∈ G são arbitrários.

Agora, observe que se tomarmos h = k = e, então Dh = Dk = A, e então Aoα G é

associativo se, e somente se, a equação 2.5 é válida, para quaisquer g ∈ G, a, c ∈ A e

b ∈ Dg; isto é equivalente a dizer que, para quaisquer g ∈ G, a, c ∈ A, temos

(αg ◦Rc ◦ αg−1) ◦ La = La ◦ (αg ◦Rc ◦ αg−1), (2.6)

pois dado b ∈ Dg arbitrário, temos que

(αg ◦Rc ◦ αg−1) ◦ La(b) = (αg ◦Rc ◦ αg−1)(ab) = αg ◦Rc(αg−1(ab))

= αg(αg−1(ab)c) = aαg(αg−1(b)c)

= La ◦ αg(αg−1(b)c) = La ◦ (αg ◦Rc ◦ αg−1)(b).

Portanto, considere Rc como um multiplicador à direita de Dg−1 e La como um

multiplicador à esquerda de Dg. Pela proposição 2.2.10, nós temos que αg ◦Rc ◦ αg−1

é um multiplicador de Dg, e como por hipótese Dg é (L,R)-associativo, a equação 2.6

é válida, donde segue que Aoα G é associativo.

�

Segue diretamente da proposição 2.2.8 e do teorema 2.2.11, o seguinte resultado:

Corolário 2.2.12. Se (A , G, α) é um sistema dinâmico parcial, tal que para todo

g ∈ G, Dg é idempotente ou não degenerado, então o produto cruzado parcial algébrico

Aoα G é associativo.

Definição 2.2.13. Nós dizemos que uma álgebra A é fortemente associativa se, para

qualquer grupo G e para qualquer ação parcial α de G sobre A, o produto cruzado

parcial algébrico Aoα G é associativo.
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Como uma conseqüência imediata, da proposição 2.2.9 e do corolário 2.2.12, nós

temos:

Corolário 2.2.14. Uma álgebra semiprima é fortemente associativa.

No que segue, veremos um exemplo simples de um produto cruzado parcial algébrico

que não é associativo.

Exemplo 2.2.15. Seja A um K-espaço vetorial quadridimensional, ou seja, dim (A) =

4, com base {1, t, u, v}. Defina a multiplicação sobre A, da seguinte maneira: u2 =

v2 = uv = vu = tu = ut = t2 = 0, tv = vt = u e para todo a ∈ A, 1a = a1 = a. Prova-

se que A com a operação de multiplicação definida acima, é uma K-álgebra associativa

com unidade.

Seja G = 〈g : g2 = 1〉, isto é, o grupo ćıclico, gerado por g, com a relação g2 = 1;

e I o ideal de A gerado por v. Note que, I é o subespaço de A, gerado por v e u.

Considere a ação parcial de G sobre A, dada por Dg = I e

αg : Dg−1 = Dg −→ Dg

u 7−→ v

v 7−→ u.

Note que por definição, D1 = A e α1 é a aplicação identidade de A. Tome x =

tδ1 + uδg ∈ Aoα G; então, temos que

(xx)x = [(tδ1 + uδg)(tδ1 + uδg)]x = (tδ1tδ1 + tδ1uδg + uδgtδ1 + uδguδg)x

= (α1(α1−1(t)t)δ11 + α1(α1−1(t)u)δ1g + αg(αg−1(u)t)δg1 + αg(αg−1(u)u)δgg)x

=
(
t2δ1 + tuδg + αg(vt)δg + αg(vu)δ1

)
x

= (0δ1 + 0δg + αg(u)δg + αg(0)δ1)x = vδgx = vδg(tδ1 + uδg)

= vδgtδ1 + vδguδg = αg(αg−1(v)t)δg1 + αg(αg−1(v)u)δgg

= αg(ut)δg + αg
(
u2
)
δ1 = αg(0)δg + αg(0)δ1 = 0.

Mas, por outro lado, temos que

x(xx) = (tδ1 + uδg)(vδg) = tδ1vδg + uδgvδg

= α1(α1−1(t)v)δ1g + αg(αg−1(u)v)δgg

= α1(tv)δg + αg
(
v2
)
δ1 = α1(u)δg + αg(0)δ1 = uδg.

Portanto, (xx)x 6= x(xx), donde segue que Aoα G não é associativo.
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2.3 Representações parciais

Nesta seção, serão usados produtos cruzados parciais algébricos para relacionar ações

parciais com representações parciais de grupo.

Definição 2.3.1. Uma representação parcial de um grupo G sobre uma álgebra unital

A, é uma aplicação π : G −→ A, que satisfaz para quaisquer g, h ∈ G, as seguintes

propriedades:

(i) π(e) = 1;

(ii) π(g)π(h)π(h−1) = π(gh)π(h−1);

(iii) π(g−1)π(g)π(h) = π(g−1)π(gh).

Observação 2.3.2. Quando uma representação parcial π de um grupo G sobre uma

álgebra unital A é tal que, para todo g, h ∈ G satisfaz que

π(g)π(h) = π(gh),

dizemos que π é uma representação de G sobre A.

Definição 2.3.3. Uma ∗-representação parcial de um grupo G sobre uma ∗-álgebra

unital A, é uma representação parcial, de G sobre a álgebra A que satisfaz, para todo

g ∈ G,

π
(
g−1
)

= π(g)∗. (2.7)

Note que, em uma ∗-representação parcial, o axioma (iii) decorre do axioma (ii) e

da equação 2.7, pois para todo g, h ∈ G, temos que

π(g)π(h)π
(
h−1
)

= π(gh)π
(
h−1
)
⇒
(
π(g)π(h)π

(
h−1
))∗

=
(
π(gh)π

(
h−1
))∗

⇒ π
(
h−1
)∗
π(h)∗π(g)∗ = π

(
h−1
)∗
π(gh)∗

⇒ π(h)π
(
h−1
)
π
(
g−1
)

= π(h)π
(
h−1g−1

)
,

agora basta tomarmos g−1 = h e h−1 = g, na equação acima, para obtermos

π
(
g−1
)
π(g)π(h) = π

(
g−1
)
π(gh).

Vamos agora definir um objeto que será de grande relevância no trabalho.

Definição 2.3.4. Sejam H,K espaços de Hilbert. Um operador U ∈ B(H,K) que

satisfaz a equação U = UU∗U é denominado uma isometria parcial.
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Observe que se π é uma ∗-representação parcial, então para todo g ∈ G, π(g) é

uma isometria parcial. De fato, dado g ∈ G arbitrário, temos que

π(g) = 1π(g) = π(e)π(g) = π
(
gg−1

)
π(g)

= π(g)π
(
g−1
)
π(g) = π(g)π(g)∗π(g).

Exemplo 2.3.5. Seja S o shift à direita sobre `2(N∗), isto é, para todo i ∈ N∗,
S(ei) = ei+1, onde {ei}∞i=1 é a base canônica de `2(N∗).

Considere o grupo aditivo Z e a função π : Z −→ B(`2(N∗)), que para todo n ∈ Z,

é dada por:

π(n) =

{
Sn, se n ≥ 0;

(S∗)|n| , se n < 0.

Note que S∗ é o shift à esquerda sobre `2(N∗), e que para quaisquer m,n ∈ N temos

que (S∗)m+n = (S∗)n(S∗)m, Sm+n = SmSn, e também (S∗)nSn = I.

Vamos verificar que π é uma ∗-representação parcial de Z sobre B(`2(N∗)).

(i) π(0) = S0 = 1, onde 1 denota a unidade de B(`2(N∗)).

(ii) Tome m,n ∈ Z arbitrários, queremos verificar que

π(n)π(m)π(−m) = π(n+m)π(−m).

• Caso 1: Se m,n ≥ 0, temos que

π(n+m) = Sn+m = SnSm = π(n)π(m).

Logo, π(n)π(m)π(−m) = π(n+m)π(−m).

• Caso 2: Se m,n < 0, temos que

π(n+m) = (S∗)−n−m = (S∗)−n(S∗)−m = π(n)π(m).

Logo, π(n)π(m)π(−m) = π(n+m)π(−m).

• Caso 3: Se n < 0 < m.
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– Caso 3.1: Se m+ n ≥ 0, ou seja, que m ≥ |n| , temos que

π(n)π(m)π(−m) = (S∗)|n| Sm(S∗)|−m|

= (S∗)|n| S(|n| + (m− |n| ))(S∗)m

= (S∗)|n| S|n| S(m− |n| )(S∗)m

= S(m− |n| )(S∗)m = S(n+m)(Sm)∗

= π(m+ n)π(m)∗ = π(m+ n)π(−m).

– Caso 3.2: Se m+ n < 0, ou seja, m < |n| , temos que

π(n)π(m)π(−m) = (S∗)|n| Sm(S∗)|−m|

= (S∗)|n| Sm(S∗)m

= (S∗)((|n| −m) +m)Sm(S∗)m

= (S∗)(|n| −m)(S∗)mSm(S∗)m

= (S∗)(|n| −m)(S∗)m = (S∗)(−n−m)(S∗)m

= (S∗)|n+m| (Sm)∗ = π(m+ n)π(m)∗

= π(m+ n)π(−m).

• Caso 4: Falta apenas analisarmos se m < 0 < n, mas neste caso, a de-

monstração é completamente análoga ao caso 3.

(iii) Aqui também precisaremos dividir a demonstração em casos. Tome n ∈ Z ar-

bitrário.

• Caso 1: Se n ≥ 0, temos que

π(−n) = (S∗)|−n| = (S∗)n = (Sn)∗ = π(n)∗.

• Caso 2: Se n < 0, temos que

π(−n) = S−n =
((
S−n

)∗)∗
=
(
(S∗)|n|

)∗
= π(n)∗.

Portanto, π é uma ∗-representação parcial de Z sobre B(`2(N∗)).
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Exemplo 2.3.6. Considere a seguinte aplicação

ρ : Z −→ B(`2(N∗))

n 7−→

{
π(n), se 7|n;
0, se 7 - n;

onde π é a ∗-representação parcial definida no exemplo anterior. Vamos verificar que

ρ é uma ∗-representação parcial de Z sobre B(`2(N∗)).

(i) 7|0 ⇒ ρ(0) = π(0) = 1.

(ii) Tome m,n ∈ Z arbitrários, queremos verificar que

ρ(n)ρ(m)ρ(−m) = ρ(n+m)ρ(−m).

• Caso 1: Se 7|n e 7|m, então 7|(n+m). Logo,

ρ(n)ρ(m)ρ(−m) = π(n)π(m)π(−m) = π(n+m)π(−m) = ρ(n+m)ρ(−m).

• Caso 2: Se 7 - n e 7 - m, segue que

ρ(n)ρ(m)ρ(−m) = 0 = ρ(n+m)ρ(−m).

• Caso 3: Se 7|n e 7 - m, segue que

ρ(n)ρ(m)ρ(−m) = 0 = ρ(n+m)ρ(−m).

• Caso 4: Se 7 - n e 7|m, segue que ρ(n)ρ(m)ρ(−m) = 0. Agora, note que,

se 7 - n e 7|m, então 7 - (n+m). Logo, ρ(n+m)ρ(−m) = 0, e portanto,

ρ(n)ρ(m)ρ(−m) = 0 = ρ(n+m)ρ(−m).

(iii) Aqui também precisaremos dividir a demonstração em casos. Tome n ∈ Z ar-

bitrário.

• Se 7|n, então temos que ρ(−n) = π(−n) = π(n)∗ = ρ(n)∗.

• Se 7 - n, então temos que ρ(−n) = 0 = ρ(n) = ρ(n)∗.

Portanto, ρ é uma ∗-representação parcial de Z sobre B(`2(N∗)).
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No que segue, veremos um resultado que terá como hipótese um sistema dinâmico

parcial (A , G, α), onde para todo g ∈ G, Dg é um ideal unital, com unidade 1g. Por

isso, primeiramente, faremos algumas observações a respeito de unidades de ideais,

que serão úteis na demonstração deste próximo resultado e de outras demonstrações

futuras também.

Seja A um álgebra e I EA, tal que I é um ideal unital com unidade 1I . Note que

12
I = 1I , e para todo a ∈ A temos que

1Ia = (1Ia)1I = 1I(a1I) = a1I ,

e portanto, a unidade de um ideal é um idempotente central.

Agora seja J EA, tal que J é um ideal unital com unidade 1J . Observe que 1I1J

será unidade do ideal I ∩ J , pois para x ∈ I ∩ J arbitrário, temos que

1I1Jx = 1Ix = x = x1I = x1I1J .

Por fim, se considerarmos um sistema dinâmico (A , G, α) , onde para todo g,∈ G,

Dg é um ideal unital com unidade 1g, como para todo h ∈ G temos que αg(Dg−1 ∩Dh) =

Dg ∩Dgh, segue que

αg(1g−11h) = 1g1gh. (2.8)

A equação acima será usada por diversas vezes ao longo do trabalho, principalmente

no caṕıtulo 3.

Lema 2.3.7. Seja (A , G, α) um sistema dinâmico parcial tal que, para todo g ∈ G,

Dg é um álgebra unital, com unidade 1g. Então a aplicação

πα : G −→ Aoα G

g 7−→ 1gδg

é uma representação parcial de G sobre Aoα G.

Demonstração. Tome g, h ∈ G arbitrários.

(i) πα(e) = 1eδe, pois 1eδe é unidade do Aoα G, já que dado agδg ∈ Aoα G ar-

bitrário, temos que

(agδg)(1eδe) = αg(αg−1(ag)1e)δge = αg(αg−1(ag))δg = agδg,
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e também

(1eδe)(agδg) = αe(αe−1(1e)ag)δeg = αe(1eag)δg = agδg.

(ii) πα(g)πα(h)πα
(
h−1
)

= (1gδg1hδh)1h−1δh−1 = (αg(αg−1(1g)1h)δgh)1h−1δh−1

= (αg(1g−11h)δgh)1h−1δh−1 = 1g1ghδgh1h−1δh−1

= αgh

(
α(gh)−1(1g1gh)1h−1

)
δghh−1 = αgh

(
1(gh)−11h−11h−1

)
δg

= αgh

(
1(gh)−11h−1

)
δg = αgh

(
α(gh)−1(1gh)1h−1

)
δghh−1

= 1ghδgh1h−1δh−1 = πα(gh)πα
(
h−1
)
.

(iii) πα
(
g−1
)
πα(g)πα(h) = (1g−1δg−11gδg)1hδh = αg−1(αg(1g−1)1g)δg−1g1hδh

= αg−1(1g1g)δe1hδh = αg−1(1g)δe1hδh

= 1g−1δe1hδh = αe(αe−1(1g−1)1h)δh

= αe(1g−11h)δh = 1g−11hδh.

Por outro lado, temos que

πα
(
g−1
)
πα(gh) = 1g−1δg−11ghδgh = αg−1(αg(1g−1)1gh)δg−1gh

= αg−1(1g1gh)δh = 1g−11hδh.

Logo, πα(g
−1)πα(g)πα(h) = πα(g

−1)πα(gh).

Portanto πα é uma representação parcial de G sobre Aoα G.

�

Definição 2.3.8. Sejam G um grupo, B e B̃ álgebras unitais. Duas representações

parciais π : G −→ B e π̃ : G −→ B̃ são ditas equivalentes, se existe um isomorfismo

ϕ : B −→ B̃, tal que para todo g ∈ G

ϕ(π(g)) = π̃(g).

Sejam (A, G, α) e
(
Ã , G, α̃

)
dois sistemas dinâmicos parciais, tais que as ações

parciais α e α̃ são equivalentes ( ver definição 2.1.15). Sendo assim, note que, πα e

πeα serão representações parciais equivalentes, pois como α e α̃ são equivalentes, existe

um isomorfismo φ : A −→ Ã , tal que para todo g ∈ G

(i) φ(Dg) = D̃g;
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(ii) ∀x ∈ Dg−1 , α̃g ◦ φ(x) = φ ◦ αg(x);

e podemos definir a seguinte aplicação:

ϕ : Aoα G −→ Ã oeα G∑
g∈G

agδg 7−→
∑
g∈G

φ(ag)δ̃g,

que claramente é um isomorfismo, já que φ o é. Logo, para todo g ∈ G, temos que

ϕ(1gδg) = φ(1g)δ̃g = 1̃g δ̃g,

donde segue que

ϕ(πα(g)) = ϕ(1gδg) = 1̃g δ̃g = πeα(g),

e portanto πα e πeα são representações parciais equivalentes.

Sejam G um grupo, B uma álgebra e π : G −→ B uma representação parcial.

Defina para todo g ∈ G
εg = π(g)π

(
g−1
)
.

Os elementos definidos acima serão de grande importância no trabalho. Por isso,

na seqüência, demonstraremos uma série de propriedades que eles satisfazem.

Lema 2.3.9. Sejam g, h ∈ G arbitrários. Então temos que

(i) ε2
g = εg;

(ii) π(g)εh = εghπ(g);

(iii) εhπ(g) = π(g)εg−1h;

(iv) εgεh = εhεg.

Demonstração.

(i) ε2
g = π(g)π

(
g−1
)
π(g)π

(
g−1
)

= π(g)π
(
g−1g

)
π
(
g−1
)

= π(g)π(e)π
(
g−1
)

= π(g)π
(
g−1
)

= εg.

(ii) Por um lado, temos que

π(g)εh = π(g)π(h)π
(
h−1
)

= π(gh)π
(
h−1
)
,

e por outro lado, temos que
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εghπ(g) = π(gh)π
(
(gh)−1)π(g) = π(gh)π

(
h−1g−1g

)
= π(gh)π

(
h−1
)
.

Portanto, π(g)εh = εghπ(g).

(iii) Por um lado, temos que

εhπ(g) = π(h)π
(
h−1
)
π(g) = π(h)π

(
h−1g

)
,

e por outro lado, temos que

π(g)εg−1h = π(g)π
(
g−1h

)
π
((
g−1h

)−1
)

= π(g)π
(
g−1h

)
π
(
h−1g

)
= π

(
gg−1h

)
π
(
h−1g

)
= π(h)π

(
h−1g

)
.

Portanto, εhπ(g) = π(g)εg−1h.

(iv) εgεh = π(g)π(g−1)εh = π(g)εg−1hπ(g−1) = εgg−1hπ(g)π(g−1) = εhεg.

�

Seja A a subálgebra de B gerada por todos εg’s. Note que, A é uma álgebra

abeliana pelo item (iv) do lema acima. Agora tome g ∈ G arbitrário e defina Dg, o

ideal de A gerado por εg, que denotaremos por 〈εg〉. Observe que 〈εg〉 = εgA = Aεg,
pois claramente εgA é o menor ideal de A que contém εg, bem como 〈εg〉; a segunda

igualdade decorre do fato de A ser comutativa. Portanto, Dg = εgA. Observe ainda

que εg é a unidade de Dg, pois para a ∈ Dg arbitrário, temos que a = εgã, para algum

ã ∈ A. Logo,

εga = aεg = εgãεg = εgεgã = εgã = a.

Lema 2.3.10. Seja g ∈ G arbitrário. Defina

απg : Dg−1 −→ Dg

a 7−→ π(g)aπ
(
g−1
)
,

onde Dgé como definido acima. Então, απ é uma ação parcial de G sobre A.

Demonstração. Primeiramente vamos verificar que π(g)Aπ(g−1) ⊆ A. Tome em par-

ticular a = εh1 · · · εhna
∈ A e note que

π(g)aπ
(
g−1
)

= π(g)εh1 · · · εhna
π
(
g−1
)

= εgh1 · · · εghna
π(g)π

(
g−1
)

= εgh1 · · · εghna
εg ∈ Dg ⊆ A.
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Logo, απg está bem definida.

Agora, vamos verificar que απg é um isomorfismo de álgebras. Como a linearidade é

imediata, vamos verificar primeiramente que απg separa o produto. Sejam a, b ∈ Dg−1

arbitrários; então, temos que

απg (a)α
π
g (b) = π(g) a π

(
g−1
)
π(g) b π

(
g−1
)

= π(g) a εg−1 b π
(
g−1
)

= π(g) ab π
(
g−1
)

= απg (ab).

Além disso, para x ∈ Dg−1 arbitrário,

απg−1 ◦ απg (x) = π
(
g−1
)(
π(g)x π

(
g−1
))
π(g) = εg−1 x εg−1 = x.

Logo, só nos falta verificar que απ satisfaz os axiomas de ação parcial.

(i) Como εe = π(e)π(e−1), De = A.

(ii) Seja h ∈ G arbitrário. Queremos mostrar que

απh−1(Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 .

Tome a ∈ Dh ∩Dg−1 arbitrário; então, existem a1, a2 ∈ A, tais que a = εha1 =

εg−1a2. Note que

εhεha1 = εha = εhεg−1a2 ⇒ εha1 = a = εhεg−1a2.

Logo,

απh−1(a) = π
(
h−1
)
εg−1 a2 π(h) = π

(
h−1
)
εh εg−1 a2 π(h)

= π
(
h−1
)
εg−1 εh a2 π(h) = εh−1g−1π

(
h−1
)
εh a2 π

(
h−1
)

= ε(gh)−1 απh−1(εha2) ∈ D(gh)−1 ,

donde segue que απh−1(Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 .

(iii) Tome a ∈ απh−1(Dh ∩Dg−1) = Dh−1 ∩D(gh)−1 e h ∈ G arbitrários. Então temos
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que

απg ◦ απh(a) = απg
(
π(h) a π

(
h−1
))

= π(g)π(h) a π
(
h−1
)
π
(
g−1
)

= π(g)π(h) εh−1 a εh−1 π
(
h−1
)
π
(
g−1
)

= π(g)π(h)π
(
h−1
)
π(h) a π

(
h−1
)
π(h)π

(
h−1
)
π
(
g−1
)

= π(gh)π
(
h−1
)
π(h) a π

(
h−1
)
π(h)π

(
h−1g−1

)
= π(gh) εh−1 a εh−1 π

(
(gh)−1)

= π(gh) a π
(
(gh)−1) = απgh(a).

Portanto απ é uma ação parcial de G sobre A.

�

Dadas duas representações parciais equivalentes (ver definição 2.3.8), π : G −→ B
e π̃ : G −→ B̃, observe que as ações parciais απ e αeπ (como definidas no lema anterior)

serão equivalentes. De fato, como π e π̃ são equivalentes, existe um isomorfismo

ϕ : B −→ B̃, tal que para todo g ∈ G, temos que π̃(g) = ϕ(π(g)). Agora, sejam

A ⊆ B e Ã ⊆ B̃, como definidas no contexto do lema anterior; então, temos que para

g ∈ G arbitrário

ϕ(Dg) = ϕ(εgA) = ϕ(εg)ϕ(A) = ϕ
(
π(g)π

(
g−1
))
Ã

= ϕ(π(g))ϕ
(
π
(
g−1
))
Ã = π̃(g)π̃

(
g−1
)
Ã = ε̃gÃ = D̃g,

e para x ∈ Dg−1 arbitrário

ϕ ◦ απg (x) = ϕ
(
απg (x)

)
= ϕ

(
π(g)x π

(
g−1
))

= ϕ(π(g))ϕ(x)ϕ
(
π
(
g−1
))

= π̃(g)ϕ(x)π̃
(
g−1
)

= αeπg (ϕ(x)) = αeπg ◦ ϕ(x),

donde segue portanto que as ações parciais απ e αeπ são equivalentes.

Proposição 2.3.11. Seja (A , G, α) um sistema dinâmico parcial, tal que para todo

g ∈ G, Dg é um álgebra unital, com unidade 1g. Seja também, Ã a subálgebra de

Aoα G gerada por todos os 1gδe. Então, existe um monomorfismo, ϕα : Ã −→ A,

tal que para todo g ∈ G temos que

(i) ϕα(1gδe) = 1g;

(ii) ϕα ◦απα
g = αg ◦ϕα, onde πα é como definida no lema 2.3.7 e απα

g é como definida

no lema 2.3.10.
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Em particular, se A é gerada pelos elementos 1g, então as ações parciais απα e α

são equivalentes.

Demonstração. Sabemos que existe um monomorfismo

ψ : A −→ Aoα G

a 7−→ aδe.

Logo, se restringirmos o contradomı́nio de ψ para Aδe, ψ será um isomorfismo.

Como Ã ⊆ Aδe, basta definir ϕα = ψ−1|fA , que claramente é um monomorfismo de

Ã em A, tal que para todo g ∈ G, ϕα(1gδe) = 1g.

Agora, de acordo com o lema 2.3.7, nós temos uma representação parcial

πα : G −→ Aoα G

g 7−→ 1gδg,

que pelo lema 2.3.10 induz uma ação parcial sobre uma subálgebra de Aoα G , gerada

pelos elementos πα(g)πα(g
−1) (para todo g ∈ G). Note que

πα(g)πα
(
g−1
)

= 1gδg1g−1δg−1 = αg(αg−1(1g)1g−1)δgg−1

= αg(1g−11g−1)δe = αg(1g−1)δe = 1gδe,

logo esta subálgebra é exatamente Ã .

Relembrando, para todo g ∈ G, temos que

απα
g : D̃g−1 −→ D̃g

aδe 7−→ πα(g) aδe πα
(
g−1
)
,

onde D̃g = ε̃gÃ = 1gδeÃ . Então, temos que

ϕα ◦ απα
g (aδe) = ϕα

(
πα(g) aδe πα

(
g−1
))

= ϕα(1gδg aδe 1g−1δg−1)

= ϕα(1gδg a 1g−1δg−1) = ϕα(αg(αg−1(1g)a1g−1)δgg−1)

= ϕα(αg(1g−1 a 1g−1)δe) = ϕα(αg(a)δe) = αg(a) = αg(ϕα(aδe))

= αg ◦ ϕα(aδe).

E, por fim, se A é gerada pelos elementos 1g, então claramente ϕα : Ã −→ A é

um isomorfismo que dá a equivalência das ações parciais απα e α.

�
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No que segue, vamos em direção da demonstração que a álgebra parcial de grupo,

que será definida na próxima seção, será isomorfa a um produto cruzado parcial

algébrico. O próximo resultado nos auxiliará nesta demonstração.

Proposição 2.3.12. Seja π : G −→ B uma representação parcial do grupo G sobre a

álgebra B. Suponha que a subálgebra A ⊆ B, bem como a ação parcial απ, de G sobre

A, sejam como definidas no contexto do lema 2.3.10. Então, a aplicação

φπ : A oαπ G −→ B∑
g∈G

agδg 7−→
∑
g∈G

agπ(g)

é um homomorfismo de álgebras, tal que φπ ◦ παπ = π. Em particular, se φπ é um

isomorfismo, as representações parciais π e παπ são equivalentes.

Demonstração. Primeiramente, observe que para quaisquer g, h ∈ G, temos que

εgπ(gh) = π(g)π
(
g−1
)
π(gh) = π(g)π

(
g−1gh

)
= π(g)π(h)

= π(g)π
(
g−1g

)
π(h) = π(g)π

(
g−1
)
π(g)π(h) = εgπ(g)π(h).

Portanto, para ag ∈ Dg e bh ∈ Dh arbitrários, temos que

φπ(agδgbhδh) = φπ
(
απg
(
απg−1(ag)bh

)
δgh
)

= απg
(
απg−1(ag)bh

)
π(gh)

= απg
(
απg−1(ag)bh

)
εg π(gh) = απg

(
απg−1(ag)bh

)
εg π(g)π(h)

= απg
(
απg−1(ag)bh

)
π(g)π(h) = π(g)απg−1(ag)bh π

(
g−1
)
π(g)π(h)

= π(g)απg−1(ag)bhεg−1π(h) = π(g)απg−1(ag)bh π(h)

= π(g)π
(
g−1
)
ag π(g) bh π(h) = εg ag π(g) bh π(h)

= ag π(g) bh π(h) = φπ(agδg)φπ(bhδh),

donde segue que φπ é um homomorfismo de álgebras.

Note ainda, que para g ∈ G qualquer, temos

φπ ◦ παπ(g) = φπ(εgδg) = εgπ(g) = π(g)π
(
g−1
)
π(g) = π(g).

Então, φπ ◦ παπ = π.

Por fim, se φπ é um isomorfismo, claramente, segue que as representações parciais

παπ e π são equivalentes.

�
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2.4 A álgebra parcial de grupo

Agora nós veremos que a álgebra parcial de grupo pode ser naturalmente dotada com

uma estrutura de produto cruzado parcial. Primeiramente, iremos relembrar alguns

conceitos.

Definição 2.4.1. Sejam G um grupo e K um corpo. A álgebra de grupo é o conjunto

KG = {
∑
g∈G

finita

agδg | g ∈ G, ag ∈ K},

onde o produto é definido para quaisquer
∑
g∈G

agδg,
∑
h∈G

bhδh ∈ KG por

(∑
g∈G

agδg

)(∑
h∈G

bhδh

)
=
∑
g,h∈G

agbhδgh =
∑
k∈G

(∑
l∈G

albl−1k

)
δk.

Definição 2.4.2. Sejam S um conjunto não vazio e · : S × S −→ S uma operação

produto. Dizemos que o par ordenado (S, ·) é um semigrupo (ou também denominado

monóide) se, para quaisquer s1, s2, s3 ∈ S, temos que

(i) s1(s2s3) = (s1s2)s3;

(ii) existe e ∈ S, tal que para todo s ∈ S, es = se = s.

Seja G um conjunto. Defina S como sendo o conjunto das palavras formais, finitas,

escritas com elementos de G. Note que S é um semigrupo com a operação de con-

catenação de palavras cujo elemento neutro é a palavra vazia. Seja R um conjunto

de relações, isto é, R é um conjunto cujos elementos são pares de palavras de S. A

motivação para definir R desta forma é o desejo de que uma relação expresse quando

duas palavras de S são iguais.

Definição 2.4.3. Uma relação de equivalência no conjunto S é dita invariante á

esquerda se, para todo u, v ∈ S tais que u é equivalente a v, então para todo w ∈ S,

wu é equivalente a wv.

De forma similar, define-se uma relação de equivalência no conjunto S ser invariante

á direita.

Agora tome a menor relação de equivalência no conjunto S que contém o conjunto

R e é invariante à esquerda e à direita, ou seja, a intersecção de todas as relações

de equivalência do conjunto S que contém R e são invariantes à esquerda e à direita.
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Denotaremos esta relação de equivalência por ∼. Observe que, dadas duas palavras

s, t ∈ S arbitrárias, teremos que s ∼ t se, através de uma quantidade finita de trocas

das relações, chegamos de uma palavra na outra. Dado s ∈ S arbitrário, denotaremos

por s a classe de equivalência do elemento S referente à relação de equivalência ∼.

Queremos dar ao conjunto S/ ∼ uma estrutura de semigrupo. Portanto, dados

s, t ∈ S defina a seguinte aplicação: s · t = s · t. É fácil ver que esta aplicação

independe do representante tomado na classe, logo ela está bem definida. O fato de

que S/ ∼ munido com a operação definida acima é um semigrupo decorre diretamente

do fato que S é um semigrupo.

Definição 2.4.4. S/ ∼ é denominado o semigrupo universal do par (G,R).

A universalidade de S/ ∼ é no sentido que se existe um semigrupo G, tal que

existe uma aplicação f : G −→ G, tal que as palavras formadas pela imagem dos

geradores obedece as mesmas relações R, só que agora em G, então existe um único

homomorfismo de semigrupo ϕ : S/ ∼ −→ G, tal que o diagrama abaixo comuta, onde

π denota a projeção canônica:

G f //

π !!C
CC

CC
CC

C G

S/ ∼
ϕ

==zzzzzzzz

Definição 2.4.5. Seja S um semigrupo e K um corpo. A álgebra de semigrupo é o

conjunto

KS = {
∑
s∈S

finita

asδs | s ∈ S, as ∈ K},

onde o produto é definido para quaisquer
∑
s∈S

asδs,
∑
r∈S

brδr ∈ KS por

(∑
s∈S

asδs

)(∑
r∈S

brδr

)
=
∑
s,r∈S

asbrδsr =
∑
k∈S

(∑
s,r∈S

δsr,k asbr

)
δk,

e para todo s, r ∈ S, δs,r denota o delta de Krönecker.

Definição 2.4.6. Sejam G um grupo, com unidade denotada por e, e K um corpo. A

álgebra parcial de grupo, do grupo G sobre o corpo K, que será denotada por Kpar(G),

é a álgebra de semigrupo KS(G), onde S(G) é o semigrupo universal, gerado pelo

conjunto [G] = {[g] | g ∈ G}, sujeitos as seguintes relações, para quaisquer g, h ∈ G:

(i) [g−1][g][h] = [g−1][gh];
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(ii) [g][h][h−1] = [gh][h−1];

(iii) [g][e] = [e][g] = [g].

Claramente,

π̃ : G −→ Kpar(G)

g 7−→ [g]

é uma representação parcial, do grupo G na álgebra Kpar(G). Note que, Kpar(G)

possui a seguinte propriedade universal: para toda representação parcial π de G

em uma álgebra unital B qualquer, existe um único homomorfismo de álgebras, ψ :

Kpar(G) −→ B, tal que π = ψ ◦ π̃. De fato, seja π uma representação parcial de G

sobre uma álgebra unital B. Suponha que exista ψ̃ : Kpar(G) −→ B, tal que π = ψ̃◦ π̃.

Então, para g ∈ G arbitrário, nós temos que

ψ([g]) = ψ ◦ π̃(g) = π(g) = ψ̃ ◦ π̃(g) = ψ̃([g]) ⇒ ψ = ψ̃.

Observe ainda, que para todo homomorfismo de álgebras ψ : Kpar(G) −→ B, a

aplicação ψ ◦ π̃ é uma representação parcial de G sobre B. De fato, para quaisquer

g, h ∈ G temos, por exemplo, que

(ψ ◦ π̃)
(
g−1
)
(ψ ◦ π̃)(g)(ψ ◦ π̃)(h) = ψ

([
g−1
])
ψ([g])ψ([h]) = ψ

([
g−1
]
[g][h]

)
= ψ

([
g−1
]
[gh]

)
= ψ

([
g−1
])
ψ([gh])

= (ψ ◦ π̃)
(
g−1
)
(ψ ◦ π̃)(gh).

Os outros dois axiomas de representação parcial são demonstrados de maneira

similar.

Teorema 2.4.7. Seja G um grupo e

π̃ : G −→ Kpar(G)

g 7−→ [g],

que como visto anteriormente, é uma representação parcial de G sobre Kpar(G). Seja

também A a subálgebra de Kpar(G)gerada por todos os elementos ε̃g = π̃(g)π̃(g−1) =
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[g][g−1]. Então, o homomorfismo

φeπ : Aoαeπ G −→ Kpar(G)∑
g∈G

agδg 7−→
∑
g∈G

agπ̃(g)

é um isomorfismo.

Demonstração. Como visto anteriormente na proposição 2.3.12, φeπ é de fato um

homomorfismo. Nós mostraremos que ele possui inversa, donde seguirá que ele é um

isomorfismo.

Pela propriedade universal da álgebra parcial de grupo Kpar(G), temos que dada

a representação parcial

παeπ : G −→ Aoαeπ G

g 7−→ ε̃gδg

existe um único homomorfismo ψ : Kpar(G) −→ Aoαeπ G, tal que παeπ = ψ ◦ π̃; logo,

para todo g ∈ G, temos que

παeπ(g) = ψ ◦ π̃(g) = ψ([g]) ⇒ ψ([g]) = ε̃gδg.

Primeiramente, verificaremos que φeπ ◦ ψ = idKpar(G). Tome g ∈ G arbitrário.

Então, temos que

φeπ ◦ ψ([g]) = φeπ(ε̃gδg) = ε̃gπ̃(g) = [g]
[
g−1
]
[g] = [g].

Como a álgebra Kpar(G) é gerada pelos elementos [g], e φeπ, bem como ψ, são

homomorfismos, segue que φeπ ◦ ψ = idKpar(G).

Agora, vamos verificar que ψ ◦ φeπ = idAo
αeπ
G.

Note que, para g ∈ G arbitrário,

ε̃gδgε̃g−1δg−1 = αeπg
(
αeπg−1(ε̃g)ε̃g−1

)
δgg−1 = αeπg (ε̃g−1 ε̃g−1)δe

= αeπg (ε̃g−1)δe = ε̃gδe.

Relembrando, para todo g ∈ G, Dg = ε̃gA. Então, dado ag ∈ Dg arbitrário,
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ag = ε̃gε̃h1 · · · ε̃hs . Então, note que

ψ ◦ φeπ(agδg) = ψ(φeπ(agδg)) = ψ(agπ̃(g)) = ψ(ε̃gε̃h1 · · · ε̃hs π̃(g))

= ψ
(
[g]
[
g−1
]
[h1]
[
(h1)

−1] · · · [hs][(hs)−1][g])
= ψ([g])ψ

([
g−1
])
ψ([h1])ψ

([
h−1

1

])
· · ·ψ([hs])ψ

([
h−1
s

])
ψ([g])

= ε̃gδgε̃g−1δg−1 ε̃h1δh1 ε̃h−1
1
δh−1

1
· · · ε̃hsδhs ε̃h−1

1
δh−1

s
ε̃gδg

= ε̃gδeε̃h1δe · · · ε̃hsδeε̃gδg = (ε̃gε̃h1 · · · ε̃hs)δeε̃gδg

= ε̃gε̃h1 · · · ε̃hs ε̃gδg = ε̃gε̃gε̃h1 · · · ε̃hsδg

= ε̃gε̃h1 · · · ε̃hsδg = agδg.

Logo, como ψ e φeπ são homomorfismos, segue que para
∑
g∈G

agδg ∈ A oαeπ G

arbitrário, temos que

ψ ◦ φeπ
(∑
g∈G

agδg

)
=
∑
g∈G

ψ ◦ φeπ(agδg) =
∑
g∈G

agδg,

e portanto, ψ ◦ φeπ = idAo
αeπ
G.

�
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Caṕıtulo 3

Produto cruzado parcial e

C∗-álgebras com geradores e

relações

Na primeira seção deste caṕıtulo, definiremos o produto cruzado parcial e desenvolve-

remos um pouco de sua teoria básica. Na seção 3.2, definiremos a C∗-álgebra parcial

de grupo e demonstraremos que ela é isomorfa a um produto cruzado parcial. Por

fim, na seção 3.3, veremos que a C∗-álgebra parcial de grupo, com mais um conjunto

espećıfico de relações, também é isomorfa a um produto cruzado parcial. Este último

resultado será o resultado que utilizaremos para identificar a C∗-álgebra universal ge-

rada por duas isometrias compat́ıveis, com um produto cruzado parcial no próximo

caṕıtulo, que é um dos resultados principais desta dissertação.

Este caṕıtulo teve como base o artigo [5].

3.1 Produto cruzado parcial

Seja (A, G, α) um C∗-sistema dinâmico parcial. Então, pela teoria desenvolvida no

caṕıtulo anterior, temos um produto cruzado parcial algébrico associado a este C∗-

sistema dinâmico parcial, já que ele é em particular um sistema dinâmico parcial.

Mas como A possui estruturas adicionais, faz sentido querermos transportar estas

estruturas para o Aoα G. Portanto, defina para todo g ∈ G e ag ∈ Dg a seguinte

operação:

(agδg)
∗ = αg−1

(
a∗g
)
δg−1 .
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Observe que para g, h ∈ G, ag ∈ Dg e ahDh arbitrários, temos que

((agδg)
∗)
∗

=
(
αg−1

(
a∗g
)
δg−1

)∗
= αg

((
αg−1

(
a∗g
))∗)

δg

= αg(αg−1(ag))δg = agδg,

e também que,

((agδg)(ahδh))
∗ = (αg(αg−1(ag)ah)δgh)

∗ = α(gh)−1((αg(αg−1(ag)ah))
∗)δ(gh)−1

= α(gh)−1(αg(a
∗
h(αg−1(ag))

∗))δ(gh)−1 = αh−1g−1

(
αg
(
a∗hαg−1

(
a∗g
)))

δ(gh)−1

= αh−1

(
a∗hαg−1

(
a∗g
))
δ(gh)−1 = αh−1

(
αh(αh−1(a∗h))αg−1

(
a∗g
))
δh−1g−1

= αh−1(a∗h)δh−1αg−1

(
a∗g
)
δg−1 = (ahδh)

∗(agδg)
∗.

Portanto, a aplicação

∗ : Aoα G −→ Aoα G∑
g∈G

agδg 7−→
∑
g∈G

(agδg)
∗

é uma involução sobre Aoα G, donde segue que agora Aoα G é uma ∗-álgebra.

Vamos agora definir uma norma sobre Aoα G.

Proposição 3.1.1. A aplicação definida por

‖·‖1 : Aoα G −→ R+∑
g∈G

agδg 7−→
∑
g∈G

‖ag‖A ,

é uma norma sobre Aoα G, e além disso, satisfaz a seguinte propriedade para todo

a ∈ Aoα G:

‖a∗‖1 = ‖a‖1.

Demonstração. Sejam
∑
g∈G

agδg,
∑
g∈G

bgδg ∈ Aoα G e λ ∈ C arbitrários. Então, temos

que

(i)

∥∥∥∥∥∑
g∈G

agδg

∥∥∥∥∥
1

= 0 ⇔
∑
g∈G

‖ag‖A = 0 ⇔ ∀g ∈ G, ‖ag‖A = 0 ⇔
∑
g∈G

agδg = 0.
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(ii) Para verificarmos que

∥∥∥∥∥
(∑
g∈G

agδg

)(∑
g∈G

bgδg

)∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥∑
g∈G

agδg

∥∥∥∥∥
1

∥∥∥∥∥∑
g∈G

bgδg

∥∥∥∥∥
1

, basta

verificarmos que para quaisquer g, h ∈ G temos que

‖(agδg)(bhδh)‖1 ≤ ‖agδg‖1‖bhδh‖1.

De fato,

‖(agδg)(bhδh)‖1 = ‖αg(αg−1(ag)bh)δgh‖1
= ‖αg(αg−1(ag)bh)‖A

= ‖αg−1(ag)bh‖A ≤ ‖αg−1(ag)‖A ‖bh‖A = ‖ag‖A ‖bh‖A
= ‖agδg‖1‖bhδh‖1.

Como a aplicação ‖·‖1 é claramente sub-linear, segue que ela é uma norma sobre

Aoα G, e além disso,∥∥∥∥∥
(∑
g∈G

agδg

)∗∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥∑
g∈G

αg−1

(
a∗g
)
δg−1

∥∥∥∥∥
1

=
∑
g∈G

∥∥αg−1

(
a∗g
)∥∥

A =
∑
g∈G

∥∥a∗g∥∥A
=
∑
g∈G

‖ag‖A =

∥∥∥∥∥∑
g∈G

agδg

∥∥∥∥∥
1

.

�

Seja

B = (Aoα G, ∗, ‖·‖1). (3.1)

Logo, B é uma ∗-álgebra normada.

Definição 3.1.2. Dado um C∗-sistema dinâmico parcial (A, G, α), o produto cruzado

parcial de A por G, correspondente a α, é a C∗-álgebra envolvente (ver definição A.2.1)

de B, onde B é como definida acima.

Observação 3.1.3. Denotaremos o produto cruzado parcial de A por G, correspon-

dente a α, também por Aoα G, adotando a convenção de que sempre que tivermos um

C∗-sistema dinâmico parcial, Aoα G denota C∗
e (B) e quando tivermos simplesmente

um sistema dinâmico parcial, Aoα G denota o produto cruzado parcial algébrico.

Note que o produto cruzado parcial é associativo, já que todo ideal de uma C∗-

álgebra é idempotente (ver p. 82 em [14]).

A construção da C∗-álgebra envolvente de uma ∗-álgebra normada envolve um

quociente por um ideal (ver a construção feita no apêndice A), mas na construção do

produto cruzado parcial este ideal é o ideal trivial nulo, pelo teorema B.2.13.
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No caṕıtulo anterior, demonstramos que, dado (A , G, α) um sistema dinâmico

parcial tal que para todo g ∈ G, Dg é um álgebra unital, com unidade 1g, então a

aplicação

πα : G −→ Aoα G

g 7−→ 1gδg

é uma representação parcial de G sobre Aoα G (lema 2.3.7). Note que se tivéssemos

como hipótese um C∗-sistema dinâmico parcial, então teŕıamos que π é uma ∗- repre-

sentação de G sobre Aoα G, já que

(π(g))∗ = (1gδg)
∗ = αg−1(1g

∗)δg−1 = αg−1(1g)δg−1 = 1g−1δg−1 = π
(
g−1
)
.

Definição 3.1.4. Dados um C∗-sistema dinâmico parcial (A , G, α), C uma C∗-álgebra,

π : G −→ C uma representação parcial e ϕ : A −→ C um homomorfismo, dizemos que

o par (ϕ, π) é α-covariante, se satisfaz as seguintes condições, para quaisquer g ∈ G,

ag−1 ∈ Dg−1 e a ∈ A:

(i) ϕ(αg(ag−1)) = π(g)ϕ(ag−1)π(g)∗;

(ii) ϕ(a)εg = εgϕ(a).

A importância da definição acima fica evidente ao enunciarmos o próximo teorema.

Teorema 3.1.5. Seja (ϕ, π) um par α-covariante, onde ϕ : A −→ C e π : G −→ C.
Então existe uma única representação (ϕ× π) : Aoα G −→ C, tal que para todo g ∈ G
e ag ∈ Dg

(ϕ× π)(agδg) = ϕ(ag)π(g).

Demonstração. Defina

ρ : B −→ C∑
g∈G

agδg 7−→
∑
g∈G

ϕ(ag)π(g),

onde B é como definida em 3.1. Vamos mostrar que ρ é uma representação contrativa

de B.

1. ρ é um homomorfismo: como ρ é claramente linear, basta verificarmos que ela

separa o produto e preserva a involução.
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• Sejam g, h ∈ G, ag ∈ Dg e bh ∈ Dh arbitrários. Então, temos que

ρ((agδg)(bhδh)) = ρ(αg(αg−1(ag)bh)δgh) = ϕ(αg(αg−1(ag)bh))π(gh)

= π(g)ϕ(αg−1(ag)bh)π(g)∗π(gh)

= π(g)ϕ(αg−1(ag))ϕ(bh)π(g)∗π(gh)

= π(g)π
(
g−1
)
ϕ(ag)π(g)ϕ(bh)π(g)∗π(gh)

= ϕ(ag)π(g)π
(
g−1
)
π(g)ϕ(bh)π(g)∗π(g)π(h)

= ϕ(ag)π(g)π(g)∗π(g)ϕ(bh)π(h)

= ϕ(ag)π(g)ϕ(bh)π(h) = ρ(agδg)ρ(bhδh).

Portanto, como ρ é linear, segue que para
∑
g∈G

agδg,
∑
g∈G

bgδg ∈ B arbitrários,

temos que

ρ

((∑
g∈G

agδg

)(∑
g∈G

bgδg

))
= ρ

(∑
g∈G

agδg

)
ρ

(∑
g∈G

bgδg

)
.

• Sejam g ∈ G e ag ∈ Dg arbitrários. Então, temos que

ρ((agδg)
∗) = ρ

(
αg−1

(
a∗g
)
δg−1

)
= ϕ

(
αg−1

(
a∗g
))
π
(
g−1
)

= π(g)∗ϕ
(
a∗g
)
π(g)π(g)∗ = π(g)∗π(g)π(g)∗ϕ(ag)

∗

= π(g)∗ϕ(ag)
∗ = (ϕ(ag)π(g))∗

= ρ(agδg)
∗.

E novamente, como ρ é linear, segue que para
∑
g∈G

agδg ∈ B arbitrário, temos

que

ρ

((∑
g∈G

agδg

)∗)
= ρ

(∑
g∈G

agδg

)∗

.

63



2. ρ é contrativa: Seja
∑
g∈G

agδg ∈ B arbitrário. Então, temos que

∥∥∥∥∥ρ
(∑
g∈G

agδg

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
g∈G

ϕ(ag)π(g)

∥∥∥∥∥ ≤∑
g∈G

‖ϕ(ag)π(g)‖

≤
∑
g∈G

‖ϕ(ag)‖‖π(g)‖ ≤
∑
g∈G

‖ϕ(ag)‖

≤
∑
g∈G

‖ag‖ =

∥∥∥∥∥∑
g∈G

agδg

∥∥∥∥∥
1

.

Portanto, ρ é uma representação contrativa de B, logo pela propriedade universal

de Aoα G, existe um único homomorfismo, que denotaremos por ϕ × π, tal que o

diagrama abaixo comuta:

B
ρ //

ι $$H
HHHHHHHH C

Aoα G
ϕ×π

;;wwwwwwwww

Portanto, para g ∈ G e ag ∈ Dg arbitrários, temos que

(ϕ× π)(agδg) = (ϕ× π) ◦ ι(agδg) = ρ(agδg) = ϕ(ag)π(g),

como queŕıamos demonstrar.

�

Observação 3.1.6. No teorema acima, quando C = B(H), para algum espaço de

Hilbert H, a rećıproca é verdadeira, ou seja, existe uma correspondência bijetora entre

representações covariantes de (A, G, α) sobre H e representações não-degeneradas de

Aoα G sobre H (ver teorema 1.4 em [5]).

3.2 C∗-álgebra parcial de grupo

Seja G um grupo com unidade e, G = G × {1}, isto é, um conjunto que possui a

mesma cardinalidade de G e é disjunto de G. Dado um elemento arbitrário (g, 1) ∈ G,

o denotaremos simplesmente por [g]. Tome

R =
{
[e] = 1,

[
g−1
]

= [g]∗, [g][h]
[
h−1
]

= [gh]
[
h−1
]
| g, h ∈ G

}
.

Note que o par (G,R) definido acima é admisśıvel (ver definição A.1.4), já que,
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para qualquer ρ representação de (G,R) e para qualquer g ∈ G, temos que

ρ([g])ρ([g])∗ρ([g]) = ρ̃
(
[g]
[
g−1
]
[g]
)

= ρ([g]),

o que implica que ρ([g])∗ρ([g]) é uma projeção (ver proposição 4.2.2 em [15]), e por-

tanto,

‖ρ([g])‖2 = ‖ρ([g])∗ρ([g])‖ ≤ 1 ⇒ ‖ρ([g])‖ ≤ 1.

Logo, existe C∗(G,R) .

Definição 3.2.1. A C∗(G,R) definida acima, é denominada a C∗-álgebra parcial de

grupo e será denotada por C∗
p(G).

Note que C∗
p(G) é a versão C∗-álgébrica de Kpar(G).

Como mencionado anteriormente, um dos objetivos deste caṕıtulo é demonstrar

que a C∗-álgebra parcial de grupo é isomorfa a um produto cruzado parcial. Para de-

monstrar este fato, precisamos primeiro construir um produto cruzado parcial. Vamos

tentar motivar esta construção, relembrando que, na versão algébrica, mostramos que

a álgebra Kpar(G) é isomorfa a um produto cruzado parcial algébrico Aoα G, onde

a álgebra A é a álgebra gerada pelos elementos εg’s, provenientes de uma dada repre-

sentação parcial. Como em C∗
p(G) temos as relações de representação parcial, vamos

considerar para todo g ∈ G, εg = [g][g]∗, onde [g][g]∗ denota a classe de equivalência do

elemento [g][g]∗, referente ao quociente pelo núcleo da norma definida na construção

de C∗-álgebra universal (ver construção no apêndice 1). Então é de se esperar que

exista alguma relação entre a sub-C∗-álgebra da C∗-álgebra parcial de grupo, que é

gerada por todos estes εg’s, que denotaremos por C∗{εg | g ∈ G} e a C∗-álgebra do

C∗-sistema dinâmico que estamos buscando.

Note que como C∗{εg | g ∈ G} é comutativa, temos que

C∗{εg | g ∈ G} ∼= C(E),

onde E denota o espectro da C∗-álgebra C∗{εg | g ∈ G} (ver teorema 3.3.6 em [15]).

Além disso, E é compacto e Hausdorff, já que C∗{εg | g ∈ G} possui unidade (ver

teorema 3.2.10 em [15]).

Continuando a motivação, na tentativa de obter mais informações a respeito do

espectro desta álgebra, note que como em C∗
p(G) temos a relação de que para todo

g ∈ G, εg
2 = εg, para qualquer homomorfismo complexo não nulo ϕ ∈ E , temos que

ϕ(εg)
2 = ϕ(εg)ϕ(εg) = ϕ

(
εg

2
)

= ϕ(εg),
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o que implica ϕ(εg) ∈ {0, 1}. Então, podemos concluir que o homomorfismo ϕ está

associado a um elemento de {0, 1}G. Sendo assim, temos uma C∗-álgebra candidata,

a saber, C(E), onde conclúımos que E tem que ser um espaço compacto Hausdorff e

ele está “associado” a um subconjunto de {0, 1}G. Esta foi uma tentativa de motivar

o que segue.

Considere o conjunto {0, 1} com a topologia discreta; logo, {0, 1} é compacto e,

portanto, {0, 1}G também é compacto pelo teorema de Tychonoff (ver teorema 17.8 em

[17]); obviamente, estamos considerando {0, 1}G equipado com a topologia produto.

Ainda, como {0, 1} é Hausdorff, segue que {0, 1}G também é Hausdorff (ver teorema

13.8 em [17]).

Defina agora os dois seguintes conjuntos:

X
′

G =
{
w ∈ {0, 1}G | we = 1

}
e XG = {ξ ⊆ G | e ∈ ξ}.

Voltando a motivação, a escolha desta caracteŕıstica particular de que um elemento

w ∈ XG se we = 1, se deve ao fato, de que para a ϕ da motivação, temos que ϕ(εe) = 1,

já que ϕ é um homomorfismo não nulo e εe é a unidade de C∗
p(G).

Observe que X
′
G ⊆ {0, 1}G e XG ⊆ P(G). Portanto, estaremos considerando a

topologia induzida de {0, 1}G sobre X
′
G, ou seja, um net

{
wλ
}
λ∈Λ

⊆ X
′
G converge para

um elemento w ∈ X ′
G se, e somente se, para todo g ∈ G, wλg → wg, isto é, para todo

g ∈ G, existe λ0 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ0, w
λ
g = wg. E em XG, estaremos

considerando a topologia induzida de P(G), ou seja, um net {ξλ}λ∈Λ ⊆ XG converge

para um elemento ξ ∈ XG se, e somente se, para todo g ∈ G, lim
λ→∞

[g ∈ ξλ] = [g ∈ ξ],
isto é, para todo g ∈ G, existe λ0 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ0, [g ∈ ξλ] = [g ∈ ξ],
onde [·] denota a função boleana (isto é, [g ∈ ξ] = 0 se g /∈ ξ e [g ∈ ξ] = 1 se g ∈ ξ).

Existe uma identificação natural entre os elementos deX
′
G eXG. Dado um elemento

w ∈ X ′
G, podemos construir um elemento ξ ∈ XG, da seguinte maneira:

g ∈ ξ ⇔ wg = 1.

Reciprocamente, dado um elemento ξ ∈ XG, podemos construir um elemento w ∈ X ′
G,

da mesma forma. Como esta identificação é um homeomorfismo, nos permitiremos

“confundir” estes dois conjuntos, optando pela definição que for mais conveniente no

contexto.

Nosso primeiro objetivo será construir uma ação parcial sobreXG. Defina portanto,

para todo g ∈ G o seguinte conjunto:

Xg = {ξ ∈ XG | g ∈ ξ} ⊆ XG.
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Note que a versão deste conjunto em X
′
G é a seguinte:

X
′

g =
{
w ∈ X ′

G | wg = 1
}
.

E novamente como Xg e X
′
g são homeomorfos, nos permitiremos “confundir” estes dois

conjuntos, optando pela definição que for mais conveniente no contexto.

Lema 3.2.2. Dado g ∈ G arbitrário, então X
′
g é um subconjunto aberto e fechado de

X
′
G.

Demonstração. Observe que X
′
g = π−1

g ({1}), onde πg : X
′
G −→ {0, 1} é a projeção

canônica na g-ésima entrada, que é cont́ınua, já que a topologia de X
′
G é a topologia

induzida da topologia produto de {0, 1}G. Logo, X
′
g é aberto e fechado em X

′
G, pois é

a imagem inversa de {1} ⊆ {0, 1} que é aberto e fechado (pois a topologia que estamos

considerando em {0, 1} é a topologia discreta) por uma função cont́ınua.

�

Lema 3.2.3. Dado g ∈ G arbitrário, então

θg : Xg−1 −→ Xg

ξ 7−→ gξ

é um homeomorfismo.

Demonstração. Primeiramente observe que a aplicação θg está bem definida, pois dado

qualquer ξ ∈ Xg−1 , como e ∈ ξ, segue que g ∈ gξ. Além disso, como g−1 ∈ ξ, segue

que e ∈ gξ.
Agora note que

θg−1 : Xg −→ Xg−1

ξ 7−→ g−1ξ

é tal que para todo ξ ∈ Xg−1 , temos que

θg−1 ◦ θg(ξ) = θg−1(gξ) = g−1gξ = ξ,

e para todo ξ ∈ Xg, também temos que

θgθg−1(ξ) = θg
(
g−1ξ

)
= gg−1ξ = ξ,

portanto, θg é inverśıvel, e ainda, θ−1
g = θg−1 .

67



Agora vamos verificar que θg é cont́ınua. Sejam {ξλ}λ∈Λ ⊆ Xg−1 um net e ξ ∈ Xg−1 ,

tais que ξλ → ξ. Queremos mostrar que θg(ξλ) → θg(ξ), ou seja, que para todo h ∈ G,

existe λ0 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ0, [h ∈ gξλ] = [h ∈ gξ].
Então, fixe h ∈ G arbitrário e note que como g−1h ∈ G e ξλ → ξ, temos que existe

λ0 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ0, [g−1h ∈ ξλ] = [g−1h ∈ ξ], ou seja, existe λ0 ∈ Λ, tal

que para todo λ ≥ λ0, [h ∈ gξλ] = [h ∈ gξ], donde segue que θg é cont́ınua.

De maneira análoga mostra-se que θg−1 também é cont́ınua, e portanto, θg é um

homeomorfismo.

�

Proposição 3.2.4. O par ordenado
(
{Xg}g∈G, {θg}g∈G

)
é uma ação parcial de G

sobre XG.

Demonstração. Sejam g, h ∈ G arbitrários. Então, pelo lema 3.2.2, Xg é aberto e

pelo lema 3.2.3, θg é um homeomorfismo. Logo, nos resta apenas verificar que o par(
{Xg}g∈G, {θg}g∈G

)
satisfaz os axiomas de ação parcial.

(i) Xe = {ξ ∈ XG | e ∈ ξ} é por definição o conjunto XG.

(ii) Queremos mostrar que θg(Xg−1 ∩Xh) ⊆ Xgh. Então tome ξ ∈ Xg−1 ∩ Xh ar-

bitrário e note que g−1 ∈ ξ e h ∈ ξ. Logo, θg(ξ) = gξ ∈ Xgh, já que h ∈ ξ,

implica gh ∈ gξ. Portanto, θg(Xg−1 ∩Xh) ⊆ Xgh.

(iii) Queremos mostrar que para todo ξ ∈ Xh−1 ∩X(gh)−1 , θgh(ξ) = θg ◦ θh(ξ). Então,

tome ξ ∈ Xh−1 ∩X(gh)−1 arbitrário, logo

θg ◦ θh(ξ) = θg(hξ) = ghξ = θgh(ξ),

já que hξ ∈ Xg−1 , pois ξ ∈ Xh−1 ∩ X(gh)−1 e θh

(
Xh−1 ∩X(gh)−1

)
= Xh ∩

Xhh−1g−1 = Xh ∩Xg−1 .

Portanto,
(
{Xg}g∈G, {θg}g∈G

)
é uma ação parcial de G sobre XG.

�

Agora, observe que X
′
G ⊆ {0, 1}G é compacto Hausdorff, já que subconjuntos de

um espaço Hausdorff são Hausdorff e subconjuntos fechados de um espaço compacto

são compactos. Pelas mesmas razões, temos que para todo g ∈ G, X
′
g ⊆ X

′
G também

é compacto e Hausdorff. Portanto, defina para todo g ∈ G

Dg = {f ∈ C(XG) | ∀x /∈ Xg, f(x) = 0},
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e também

αg : Dg−1 −→ Dg

f 7−→ αg(f),

onde

αg(f)(x) =

{
f ◦ θg−1(x), se x ∈ Xg;

0, se x /∈ Xg.

Então, pelo exemplo 2.1.10, temos que o par ordenado
(
{Dg}g∈G, {αg}g∈G

)
é uma

ação parcial de G sobre C0(XG) = C(XG), já que XG é compacto.

Logo, o produto cruzado parcial, proveniente deste C∗-sistema dinâmico, será o

nosso candidato a ser isomorfo a C∗
p(G). Iremos portanto, construir um homomorfismo

de C∗
p(G) em C(XG) oα G e outro, de C(XG) oα G em C∗

p(G) e mostrar que um é o

inverso do outro. O primeiro homomorfismo será fácil de construir, pois C∗
p(G) é uma

C∗-álgebra universal, já o segundo dará mais trabalho. Para constrúı-lo recorreremos

a construção de um par α-covariante e pelo teorema 3.1.5 teremos o homomorfismo

desejado. Mas antes, vamos fazer um estudo um pouco mais aprofundado destes ideais

Dg’s.

Fixe g ∈ G arbitrário e denote por 1g a função caracteŕıstica de Xg, que é cont́ınua,

já queXg é aberto e fechado emXG. Note que 1g ∈ Dg e ainda, que 1g é a unidade deste

ideal. Denote por D o conjunto span{1g1h1 · · · 1hn | n ∈ N∗, h1, · · · , hn ∈ G}. Clara-

mente D é uma subálgebra de Dg e observe que ela satisfaz as seguintes condições:

1. D é uma subálgebra unital de Dg, já que 1g ∈ D;

2. D é auto-adjunta;

3. D separa pontos de Xg, pois dados ξ 6= η ∈ Xg, sem perda de generalidade,

existe h ∈ ξ, tal que h /∈ η. Logo, 1g1h(ξ) = 1g(ξ)1h(ξ) = 1 · 1 = 1 e 1g1h(η) =

1g(η)1h(η) = 1 · 0 = 0.

Portanto, pelo teorema de Stone-Weierstrass (ver teorema A.6.9 em [15]) D = Dg.

Algumas contas básicas envolvendo os elementos 1g, como definidos acima, serão

freqüentes ao longo das próximas demonstrações, por isso faremos uma pequena co-

letânea destas contas no próximo lema.

Lema 3.2.5. Dado g ∈ G arbitrário, seja 1g como definido acima. Então as seguintes

afirmações são verdadeiras:

(i) (1eδe)(1gδg) = 1gδg;
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(ii) (1gδg)(1eδe) = 1gδg;

(iii) (1gδg)
∗ = 1g−1δg−1;

(iv) (1gδg)(1g−1δg−1) = 1gδe.

Demonstração.

(i) (1eδe)(1gδg) = αe(αe−1(1e)1g)δeg = αe(1e1g)δg = αe(1g)δg = 1gδg, já que 1e é a

unidade de XG.

(ii) (1gδg)(1eδe) = αg(αg−1(1g)1e)δge = αg(1g−11e)δg = αg(1g−1)δg = 1gδg.

(iii) (1gδg)
∗ = αg−1(1g

∗)δg−1 = αg−1(1g)δg−1 = 1g−1δg−1 .

(iv) (1gδg)(1g−1δg−1) = αg(αg−1(1g)1g−1)δgg−1 = αg(1g−11g−1)δe = αg(1g−1)δe = 1gδe.

�

Note que segue dos itens (i) e (ii) do lema acima, que 1eδe é a unidade de C(XG)oα

G.

Lema 3.2.6. Existe um homomorfismo ψ : C∗
p(G) −→ C(XG)oα G, tal que para todo

g ∈ G, ψ
(
[g]
)

= 1gδg.

Demonstração. Defina

ρ : G −→ C(XG)oα G

[g] 7−→ 1gδg,

vamos verificar que ρ satisfaz R. Sejam g, h ∈ G arbitrários, então temos que

(i)
∥∥ρ̃([g−1

]
− [g]∗

)∥∥ =
∥∥ρ([g−1

])
− ρ([g])∗

∥∥ = ‖1g−1δg−1 − (1gδg)
∗‖

= ‖1g−1δg−1 − 1g−1δg−1‖ = 0.

(ii)
∥∥ρ̃([g][h][h−1

]
− [gh]

[
h−1
])∥∥ =

∥∥ρ([g])ρ([h])ρ([h−1
])
− ρ([gh])ρ

([
h−1
])∥∥

= ‖(1gδg1hδh)1h−1δh−1 − 1ghδgh1h−1δh−1‖ (3.2)

Agora, observe que

(1gδg1hδh)1h−1δh−1 = (αg(αg−1(1g)1h)δgh)1h−1δh−1 = (αg(1g−11h)δgh)1h−1δh−1

= (1g1ghδgh)1h−1δh−1 = αgh

(
α(gh)−1(1g1gh)1h−1

)
δghh−1

= αgh

(
1(gh)−11h−1g−1g1h−1

)
δg = αgh

(
1(gh)−11h−1

)
δg

= 1gh1gδg. (3.3)
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E também que

1ghδgh1h−1δh−1 = αgh

(
α(gh)−1(1gh)1h−1

)
δghh−1 = αgh

(
1(gh)−11h−1

)
δg

= 1gh1gδg. (3.4)

Logo, substituindo as equações 3.3 e 3.4 em 3.2, obtemos

∥∥ρ̃([g][h][h−1
]
− [gh]

[
h−1
])∥∥ = 0.

Portanto, ρ é uma representação de (G,R) e pela propriedade universal de C∗
p(G),

temos que existe um único homomorfismo ψ, tal que o diagrama abaixo comuta:

G ρ //

ι !!D
DD

DD
DD

DD
C(XG)oα G

C∗
p(G)

ψ

88ppppppppppp

Então, para todo g ∈ G, temos que

ψ
(
[g]
)

= ψ ◦ ι([g]) = ρ([g]) = 1gδg,

donde segue o resultado.

�

Agora, vamos na direção da construção do par α-covariante. Para isso, precisare-

mos primeiramente ver C(XG) como uma C∗-álgebra universal, que pela motivação

que fizemos anteriormente, vemos que ela terá que ser a C∗-álgebra universal “ge-

rada pelos εg’s”. Uma vez feita esta identificação, construiremos um homomorfismo

desta C∗-álgebra universal para C∗
p(G), para então obter o homomorfismo do par α-

covariante.

Seja GG = {eg | g ∈ G} e

RG =
{
ee = 1, eg = e∗g, egeg = eg, eheg = egeh | g, h ∈ G

}
.

Note que se ρ é uma representação de (GG,RG), então para todo g ∈ G temos que

‖ρ(eg)‖2 = ‖ρ(eg)ρ(eg)∗‖ = ‖ρ(eg)‖ ⇒ ‖ρ(eg)‖ ≤ 1,

e portanto, o par (GG,RG) é admisśıvel, donde segue que existe C∗(GG,RG) . Observe
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que C∗(GG,RG) é uma C∗-álgebra comutativa, logo

C∗(GG,RG) ∼= C(EG),

onde EG denota o espectro da C∗-álgebra C∗(GG,RG) .

Lema 3.2.7. C(XG) e C∗(GG,RG) são isomorfas.

Demonstração. Para demonstrar que C(XG) e C∗(GG,RG) são isomorfas, mostrare-

mos que XG e EG são homeomorfos, pois

XG ' EG ⇒ C(XG) ∼= C(EG) ∼= C∗(GG,RG) .

Portanto, defina para ξ ∈ XG arbitrário, a seguinte aplicação:

Tξ : GG −→ C

eg 7−→ [g ∈ ξ].

Vamos verificar que Tξ é uma representação de (GG,RG). Tome g, h ∈ G ar-

bitrários; então, temos que

1.
∥∥∥T̃ξ(eg − e∗g

)∥∥∥=∥∥∥Tξ(eg)− Tξ(eg)
∥∥∥=∥∥∥[g ∈ ξ]− [g ∈ ξ]

∥∥∥=0, pois [g ∈ ξ] ∈ {0, 1}.

2.
∥∥∥T̃ξ(egeg − eg)

∥∥∥ = ‖Tξ(eg)Tξ(eg)− Tξ(eg)‖ = ‖[g ∈ ξ][g ∈ ξ]− [g ∈ ξ]‖ = 0, no-

vamente por [g ∈ ξ] ∈ {0, 1}.

3.
∥∥∥T̃ξ(egeh − eheg)

∥∥∥ = ‖Tξ(eg)Tξ(eh)− Tξ(eh)Tξ(eg)‖

= ‖[g ∈ ξ][h ∈ ξ]− [h ∈ ξ][g ∈ ξ]‖ = 0.

Portanto Tξ é uma representação de (GG,RG) e, pela propriedade universal de

C∗(GG,RG) , temos que existe um único homomorfismo T̂ξ, tal que o diagrama abaixo

comuta:

GG
Tξ //

ι &&LLLLLLLLLLL C

C∗(GG,RG)
bTξ

99sssssssssss

Observe que como T̂ξ é um homomorfismo entre C∗-álgebras,
∥∥∥T̂ξ∥∥∥ ≤ 1 (ver teorema

2.1.7 em [14]).

Note ainda que T̂ξ é não nulo, já que

T̂ξ(ee) = T̂ξ ◦ ι(ee) = Tξ(ee) = 1
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e, sendo assim, fica bem definida a seguinte aplicação:

T̂ : XG −→ EG
ξ 7−→ T̂ξ.

Agora, resta-nos verificar que T̂ é um homeomorfismo.

• Injetividade de T̂ : Tome ξ, η ∈ XG tais que ξ 6= η; então, sem perda de gene-

ralidade, existe g ∈ ξ, tal que g /∈ η. Logo, temos que T̂ξ(eg) = Tξ(eg) = 1 e

T̂η(eg) = Tη(eg) = 0, donde segue que T̂ξ 6= T̂η.

• Sobrejetividade de T̂ : Dado ϕ ∈ EG arbitrário, defina

ξ = {g ∈ G | ϕ(eg) = 1}.

Observe que ξ ∈ XG, pois ϕ(ee) = 1, já que ee é a unidade de C∗(GG,RG) e ϕ

é um homomorfismo não nulo.

• Continuidade de T̂ : Tome {ξλ}λ∈Λ ⊆ XG um net e ξ ∈ XG, tais que ξλ → ξ.

Mostraremos que T̂ξλ → T̂ξ.

Como ξλ → ξ, temos que para g ∈ G arbitrário, existe λ0 ∈ Λ tal que, para todo

λ ≥ λ0, [g ∈ ξλ] = [g ∈ ξ]. Então, para todo λ ≥ λ0, temos que

T̂ξλ(eg) = Tξλ(eg) = [g ∈ ξλ] = [g ∈ ξ] = Tξ(eg) = T̂ξ(eg)

e, portanto, como para todo ξ ∈ XG, T̂ξ é um homomorfismo, temos que para

todo x ∈ B/N , onde B/N é como definido na construção de C∗-álgebra universal

(ver construção no apêndice A), T̂ξλ(x) → T̂ξ(x).

Agora, vamos mostrar que para todo y ∈ C∗(GG,RG) , T̂ξλ(y) → T̂ξ(y).

Tome ε > 0 e y ∈ C∗(GG,RG) arbitrários; então, existe x ∈ B/N tal que

‖y − x‖ < ε

3
. Sabemos também que existe λ0 ∈ Λ tal que, para todo λ ≥ λ0,

73



∥∥∥T̂ξλ(x)− T̂ξ(x)
∥∥∥ < ε

3
. Portanto, para λ > λ0 qualquer, temos que

∥∥∥T̂ξλ(y)− T̂ξ(y)
∥∥∥ =

∥∥∥T̂ξλ(y)− T̂ξλ(x) + T̂ξλ(x)− T̂ξ(x) + T̂ξ(x)− T̂ξ(y)
∥∥∥

≤
∥∥∥T̂ξλ(y)− T̂ξλ(x)

∥∥∥+
∥∥∥T̂ξλ(x)− T̂ξ(x)

∥∥∥+
∥∥∥T̂ξ(x)− T̂ξ(y)

∥∥∥
=
∥∥∥T̂ξλ(y − x)

∥∥∥+
∥∥∥T̂ξλ(x)− T̂ξ(x)

∥∥∥+
∥∥∥T̂ξ(x− y)

∥∥∥
≤
∥∥∥T̂ξλ∥∥∥‖y − x‖+

∥∥∥T̂ξλ(x)− T̂ξ(x)
∥∥∥+

∥∥∥T̂ξ∥∥∥‖y − x‖

≤ ‖y − x‖+
∥∥∥T̂ξλ(x)− T̂ξ(x)

∥∥∥+ ‖y − x‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε;

portanto, T̂ξλ(y) → T̂ξ(y), e como y ∈ C∗(GG,RG) foi tomado arbitrariamente,

segue que T̂ξλ → T̂ξ, já que a topologia do espectro EG é a induzida do dual de

C∗(GG,RG), que é a topologia fraca ∗.

Por fim, como T̂ : XG −→ EG é uma aplicação bijetora, cont́ınua, de um espaço

compacto (XG como observado anteriormente é compacto) em um espaço Hausdorff

(como C∗(GG,RG) é uma álgebra de Banach comutativa, EG é localmente compacto

Hausdorff - ver teorema 3.2.10 em [15]), temos que T̂ é um homeomorfismo (ver teo-

rema 17.14 em [17]).

Portanto, defina as seguintes aplicações:

γ : C(EG) −→ C(XG)

f 7−→ f ◦ T̂ ,

e

τ : C(XG) −→ C(EG)

f 7−→ f ◦ T̂−1

que são claramente homomorfismos e um o inverso do outro. Logo, γ é um isomorfismo.

Agora, seja ζ : C∗(GG,RG) −→ EG a transformada de Gelfand, logo para todo

g ∈ G, ζ(eg) = êg, onde para toda f ∈ EG, êg(f) = f(eg).

Como a transformada de Gelfand e γ são isomorfismos, φ : C∗(GG,RG) −→
C(XG), definida por φ = γ ◦ ζ também é um isomorfismo, donde segue o resultado.

�

Note que do isomorfismo constrúıdo no lema anterior, temos que para qualquer
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g ∈ G
φ(eg) = γ ◦ ζ(eg) = γ

(
êg

)
= êg ◦ T̂ ,

e portanto, para qualquer ξ ∈ XG

φ(eg)(ξ) = êg ◦ T̂ (ξ) = êg

(
T̂ξ

)
= T̂ξ(eg) = Tξ(eg) = [g ∈ ξ] = 1g(ξ),

donde segue que para todo g ∈ G

φ(eg) = 1g.

Lema 3.2.8. Existe um homomorfismo ϑ : C∗(GG,RG) −→ C∗
p(G) tal que, para todo

g ∈ G, ϑ(eg) = [g][g]∗.

Demonstração. Defina

ρ : GG −→ C∗
p(G)

eg 7−→ [g][g]∗,

vamos verificar que ρ satisfaz RG. Sejam g, h ∈ G arbitrários; então, temos que

(i)
∥∥ρ̃(eg − e∗g

)∥∥ = ‖ρ(eg)− ρ(eg)
∗‖ =

∥∥∥[g][g]∗ − ([g][g]∗)∗∥∥∥
=
∥∥∥[g][g]∗ − [g][g]∗

∥∥∥ = 0.

(ii) ‖ρ̃(egeg − eg)‖ = ‖ρ(eg)ρ(eg)− ρ(eg)‖ =
∥∥∥[g][g]∗[g][g]∗ − [g][g]∗

∥∥∥
=
∥∥∥[g][g]∗ − [g][g]∗

∥∥∥ = 0.

(iii) ‖ρ̃(egeh − eheg)‖ = ‖ρ(eg)ρ(eh)− ρ(eh)ρ(eg)‖ =
∥∥∥[g][g]∗[h][h]∗ − [h][h]∗[g][g]∗

∥∥∥
=
∥∥∥[g][g]∗[h][h]∗ − [g][g]∗[h][h]∗

∥∥∥ = 0.

Portanto, ρ é uma representação de (GG,RG), e pela propriedade universal de

C∗(GG,RG) , temos que existe um único homomorfismo ϑ, tal que o diagrama abaixo

comuta:

GG
ρ //

ι
%%KKKKKKKKKKK C∗

p(G)

C∗(GG,RG)

ϑ

88qqqqqqqqqqq
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Então, para todo g ∈ G, temos que

ϑ(eg) = ψ ◦ ι(eg) = ρ(eg) = [g][g]∗,

donde segue o resultado.

�

Portanto, segue dos lemas 3.2.7 e 3.2.8 que existe um homomorfismo ϕ : C(XG) −→
C∗
p(G), a saber, ϕ = ϑ ◦ φ−1, tal que para todo g ∈ G, temos que

ϕ(1g) = ϑ ◦ φ−1(1g) = ϑ(eg) = [g][g]∗.

Agora, defina

π : G −→ C∗
p(G)

g 7−→ [g]

que é claramente uma representação parcial de G sobre C∗
p(G), já que as relações de

C∗
p(G) são justamente as relações de representação parcial.

Proposição 3.2.9. O par (ϕ, π) é α-covariante.

Demonstração. Seja g ∈ G e f ∈ Dg−1 arbitrários; como

Dg−1 = span{1g−11h1 · · · 1hn | n ∈ N∗, h1, · · · , hn ∈ G},

sem perda de generalidade, considere f = 1g−11h, para algum h ∈ G. Então temos que

ϕ(αg(f)) = ϕ(αg(1g−11h)) = ϕ(1g1gh) = ϕ(1g)ϕ(1gh) = [g][g]∗[gh][gh]∗

= [g]
[
g−1
]
[gh]

[
(gh)−1] = [g][h]

[
h−1g−1

]
= [g][h][h]∗[h]

[
h−1g−1

]
= [g][h][h]∗

[
g−1
]

= [g][h][h]∗[g]∗ = [g][g]∗[g][h][h]∗[g]∗

= [g]
[
g−1
][
g−1
]∗

[h][h]∗[g]∗ = π(g)ϕ(1g−1)ϕ(1h)π(g)∗

= π(g)ϕ(1g−11h)π(g)∗ = π(g)ϕ(f)π(g)∗.

Além disso, para f ∈ C(XG) arbitrária que, sem perda de generalidade, podemos

considerar f = 1e1h = 1h, para algum h ∈ G, pois De = C(XG), temos que

εgϕ(f) = εgϕ(1h) = εg[h][h]
∗ = εgπ(h)π(h)∗ = εgεh

= εhεg = π(h)π(h)∗εg = [h][h]∗εg = ϕ(1h)εg = ϕ(f)εg.
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Logo, o par (ϕ, π) é α-covariante.

�

Portanto, segue do teorema 3.1.5 que existe uma representação

(ϕ× π) : C(XG)oα G −→ C∗
p(G),

tal que para todo g ∈ G e a ∈ DG

(ϕ× π)(aδg) = ϕ(a)π(g).

Teorema 3.2.10. C∗
p(G) e C(XG)oα G são isomorfas.

Demonstração. Mostraremos que (ϕ× π) e ψ são um o inverso do outro, onde (ϕ× π)

é como definido acima e ψ é como definido no lema 3.2.6.

Tome g ∈ G arbitrário; então,

(ϕ× π) ◦ ψ
(
[g]
)

= (ϕ× π)(1gδg) = ϕ(1g)π(g) = [g][g]∗[g] = [g],

e portanto, (ϕ× π) ◦ ψ = idC∗p (G).

Agora, tome ag ∈ Dg arbitrário que, sem perda de generalidade, podemos conside-

rar ag = 1g1h, para algum h ∈ G. Então, temos que

ψ ◦ (ϕ× π)(agδg) = ψ ◦ (ϕ× π)(1g1hδg) = ψ(ϕ(1g1h)π(g)) = ψ(ϕ(1g)ϕ(1h)π(g))

= ψ
(
[g][g]∗[h][h]∗[g]

)
= ψ

(
[h][h]∗[g][g]∗[g]

)
= ψ

(
[h][h]∗[g]

)
= ψ

(
[h]
)
ψ
([
h−1
])
ψ
(
[g]
)

= 1hδh1h−1δh−11gδg = 1hδe1gδg

= 1h1gδg = 1g1hδg = agδg,

e portanto, ψ ◦ (ϕ× π) = idC(XG)oαG.

Logo, C∗
p(G) e C(XG)oα G são isomorfas.

�

A motivação para a construção do produto cruzado parcial que é isomorfo a C∗
p(G),

começou justamente observando que a C∗-álgebra do produto cruzado parcial deveria

estar relacionada de alguma forma com a sub-C∗-álgebra C∗{εg | g ∈ G} de C∗
p(G). O

próximo resultado confirma que esta motivação estava correta.

Corolário 3.2.11. C(XG) é isomorfa a C∗{εg | g ∈ G}.
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Demonstração. Observe que para f ∈ C(XG) arbitrária, temos que

(ϕ× π)(fδe) = ϕ(f)π(e) = ϕ(f).

Logo, a imagem de ϕ é densa em C∗{εg | g ∈ G}, portanto basta provarmos que

ϕ é injetora, para provarmos que C(XG) ∼= C∗{εg | g ∈ G}, já que a imagem de um

homomorfismo entre C∗-álgebras é sempre fechada.

Sejam f, g ∈ C(XG), tais que ϕ(f) = ϕ(g), o que implica que (ϕ× π)(fδe) =

(ϕ× π)(gδe). Mas como (ϕ× π) é um isomorfismo,

fδe = gδe ⇒ f = g,

pois C(XG) é uma C∗-álgebra e pelo teorema B.2.13, o núcleo da construção do produto

cruzado parcial é nulo.

Portanto, ϕ é injetora, donde segue o resultado.

�

3.3 C∗-álgebra parcial de grupo com mais relações

Vamos considerar agora, algumas relações a mais em C∗
p(G), um conjunto que defini-

remos mais adiante, mas que para fins de uma motivação, denotaremos por R̂ e por

C∗
p

(
G, R̂

)
a C∗-álgebra parcial de grupo munida com estas relações adicionais. Então

é de se esperar que o seguinte ocorra:

C∗
p

(
G, R̂

)
∼= C∗

p(G)/ < R̂ >∼= (C(XG)oα G)/ψ< R̂ >,

onde 〈·〉 denota o ideal gerado pelo conjunto R̂ e ψ é o isomorfismo constrúıdo na

seção anterior entre C∗
p(G) e C(XG) oα G. Mas será que conseguimos construir uma

ação parcial α e um ideal I de C(XG), tal que

(C(XG)oα G)/ψ< R̂ > ∼= (C(XG)/I)oα G ?

Esta seção será dedicada a mostrar que a C∗-álgebra universal de um conjunto de

geradores provenientes de um grupo, com as relações de representação parcial e com

algumas relações adicionais, também será isomorfa a um produto cruzado parcial, que

está diretamente relacionado com C(XG)oα G.

Proposição 3.3.1. Seja R ⊆ C(XG) um subconjunto qualquer. O menor ideal α-
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invariante (ver definição 2.1.12) de C(XG), que contém R, é o ideal

I = 〈αg(1g−1f) | g ∈ G, f ∈ R〉 .

Demonstração. Por definição, I E C(XG), logo temos que provar apenas que I é o

menor ideal α-invariante de C(XG) que contém R.

Primeiramente, vamos verificar que R ⊆ I. Tome f ∈ R arbitrária e note que

f = αe(f) = αe(1ef) ∈ I,

logo R ⊆ I.

Agora, vamos verificar que I é α-invariante. Tome h ∈ G e x ∈ Dh−1 ∩ I ar-

bitrários; sem perda de generalidade, podemos considerar x = 1h−11kαg(1g−1f)f̃ =

1h−1αg(1g−1f)1kf̃ , para alguns k, g ∈ G, f ∈ R e f̃ ∈ C(XG). Então, definindo

f̂ = 1kf̃ e observando que f̂ 1g ∈ Dg, o que implica que existe w ∈ Dg−1 , tal que

αg(w) = f̂ 1g, temos que

αh(x) = αh

(
1h−1αg(1g−1f)f̂

)
= αh

(
1h−11gαg(1g−1f)f̂ 1g

)
= αh

(
1g1h−1αg(1g−1f)f̂ 1g

)
= αh

(
αg

(
1g−11(hg)−1

)
αg(1g−1f)αg(w)

)
= αh

(
αg

(
1g−11(hg)−11g−1fw

))
= αh

(
αg

(
1(hg)−11g−11g−1fw

))
= αh

(
αg

(
1(hg)−11g−1fw

))
= αhg

(
1(hg)−11g−1fw

)
= αhg

(
1(hg)−1f 1g−1w

)
= αhg

(
1(hg)−1f 1(hg)−11g−1w

)
= αhg

(
1(hg)−1f

)
︸ ︷︷ ︸

∈I

αhg

(
1(hg)−11g−1w

)
︸ ︷︷ ︸

∈C(XG)

∈ I,

donde segue que I é α-invariante.

Por fim, só nos resta verificar que I é o menor ideal α-invariante de C(XG) que

contém R. Então, tome J E C(XG), tal que J é α-invariante e contém R. Logo, para

f ∈ R e g ∈ G arbitrários, temos que

f ∈ J ⇒ 1g−1f ∈ J ⇒ αg(1g−1f) ∈ J ⇒ I ⊆ J,

donde o resultado segue.

�

I daqui em diante, denotará 〈αg(1g−1f) | g ∈ G, f ∈ R〉.
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Observe que como I E C(XG), temos que I = C0(V ), para algum V ⊆ XG aberto

(ver exerćıcio 3.2.3 em [15]). Então,

C(XG)/I = C(XG)/C0(V ) ∼= C0(XG\V ) = C(XG\V ),

já queXG\V é compacto, pois é um subconjunto fechado de um compacto. Na próxima

proposição iremos identificar XG\V .

Proposição 3.3.2. Seja ΩR = {ξ ∈ XG | ∀ f ∈ R,∀ g ∈ ξ, f(g−1ξ) = 0}. Então,

XG\V = ΩR.

Demonstração. ( ⊆ ) Tome ξ ∈ XG\V , f ∈ R e g ∈ G arbitrários; então, αg(1g−1f)(ξ) =

0, pois αg(1g−1f) ∈ I = C0(V ) = {f ∈ C(XG) | ∀x /∈ V, f(x) = 0}. Portanto, em par-

ticular, para g ∈ ξ arbitrário, temos que

0 = αg(1g−1f)(ξ) = (1g−1 f) ◦ θg−1(ξ) = 1g−1

(
g−1ξ

)
f
(
g−1ξ

)
= f

(
g−1ξ

)
,

donde segue que ξ ∈ ΩR.

(⊇) Tome ξ ∈ ΩR, f ∈ R e g ∈ G arbitrários; então, temos que:

• Caso 1: g ∈ ξ. Neste caso

αg(1g−1f)(ξ) = (1g−1 f) ◦ θg−1(ξ) = 1g−1

(
g−1ξ

)
f
(
g−1ξ

)
= f

(
g−1ξ

)
= 0.

• Caso 2: g /∈ ξ. Neste caso, pela definição de αg, temos que αg(1g−1f)(ξ) = 0.

Portanto, para f̃ ∈ I, f̃(ξ) = 0, donde segue que ξ ∈ XG\V .

�

Definição 3.3.3. ΩR é denominado o espectro de R.

Proposição 3.3.4. ΩR é θ-invariante, isto é, para todo g ∈ G, temos que

θg(Xg−1 ∩ ΩR) ⊆ Xg ∩ ΩR,

onde θ é como definida no lema 3.2.3.

Demonstração. Tome ξ ∈ Xg−1 ∩ ΩR arbitrário; então, θg(ξ) = gξ ∈ Xg. Logo, para

f ∈ R e k ∈ gξ arbitrários, temos que f(k−1gξ) = 0, já que g−1k ∈ ξ e ξ ∈ ΩR.
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Portanto, θg(ξ) ∈ ΩR, donde segue que θg(Xg−1 ∩ ΩR) ⊆ Xg ∩ ΩR.

�

Agora tome R ⊆ C(XG), tal que

R ⊆

{
n∑
i=1

λi

mi∏
j

1gij
| n,mi ∈ N∗, λi ∈ C, gij ∈ G

}
.

Considere novamente G = {[g] | g ∈ G},

R =
{
[e] = 1,

[
g−1
]

= [g]∗, [g][h]
[
h−1
]

= [gh]
[
h−1
]
| g, h ∈ G

}
e defina R̃ = R∪

{
n∑
i=1

λi

mi∏
j

[gij][gij]
∗ = 0 |

n∑
i=1

λi

mi∏
j

1gij
∈ R

}
.

Como o par
(
G, R̃

)
é claramente admisśıvel, existe a C∗-álgebra universal gerada

pelo conjunto G = {[g] | g ∈ G} com as relações R̃, que denotaremos por C∗
p

(
G, R̃

)
.

No que segue, iremos mostrar que C∗
p

(
G, R̃

)
é isomorfa ao produto cruzado parcial

C(ΩR)oα G, onde α é como definida na proposição 2.1.14.

Lema 3.3.5. Existe um homomorfismo Υ : C∗
p(G) −→ C∗

p

(
G, R̃

)
tal que, para todo

g ∈ G, Υ
(
[g]
)

=
˙

[g], onde
˙

[g] denota a classe de equivalência do elemento [g], referente

ao quociente pelo núcleo da norma definida na construção de C∗-álgebra universal (ver

construção no apêndice 1).

Demonstração. Defina a seguinte aplicação

ρ : G −→ C∗
p

(
G, R̃

)
[g] 7−→ ˙

[g].

Claramente, ρ é uma representação de (G,R); logo, pela propriedade universal de

C∗
p(G), temos que existe um único homomorfismo Υ tal que o diagrama abaixo comuta:

G ρ //

ι
  A

AA
AA

AA
AA

A C∗
p

(
G, R̃

)

C∗
p(G)

Υ

::ttttttttt

81



Portanto, para todo g ∈ G, temos que

Υ
(
[g]
)

= Υ ◦ ι([g]) = ρ(g) =
˙

[g].

�

Proposição 3.3.6. Existe um homomorfismo Θ : C(ΩR)oα G −→ C∗
p

(
G, R̃

)
tal que,

para todo g ∈ G, Θ
(
1̈gδg

)
=

˙
[g], onde 1̈gδg denota a classe de equivalência do elemento

1gδg, referente ao quociente pelo núcleo da norma definida na construção de C∗-álgebra

envolvente (ver construção no apêndice 1).

Demonstração. Para mostrar a existência deste homomorfismo, iremos recorrer à

construção de um par α-covariante.

Defina

π : G −→ C∗
p

(
G, R̃

)
g 7−→ ˙

[g]

que é claramente uma representação de G sobre C∗
p

(
G, R̃

)
, já que, em R̃ temos as

relações de representação parcial.

Seja Φ̃ = Ψ ◦ ϕ, onde Ψ é como definida no lema 3.3.5 e ϕ é como definida após

a demonstração do lema 3.2.8. Portanto, Φ̃ : C(XG) −→ C∗
p

(
G, R̃

)
e para g ∈ G

qualquer,

Φ̃(1g) = Ψ ◦ ϕ(1g) = Ψ
(
[g][g]∗

)
=

˙
[g][g]∗.

Agora, observe que para f =
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

1gij
∈ R e h ∈ G arbitrários, temos que

Φ̃(αh(1h−1f)) = Φ̃

(
αh

(
1h−1

(
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

1gij

)))
= Φ̃

(
αh

(
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

1h−11gij

))

= Φ̃

(
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

αh
(
1h−11gij

))
= Φ̃

(
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

1h1hgij

)

=
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

Φ̃(1h)Φ̃
(
1gij

)
=

n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

˙
[h][h]∗

˙
[hgij][hgij]

∗

=
n∑
i=1

λi[h]

(
mi∏
j=1

˙
[gij][gij]

∗

)
˙

[h]∗ =
˙

[h]

(
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

˙
[gij][gij]

∗

)
˙

[h]∗

= 0.
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Portanto, existe um homomorfismo Φ : C(ΩR) = C(XG)/I −→ C∗
p

(
G, R̃

)
tal que,

para todo g ∈ G, Φ
(
1̈g

)
=

˙
[g][g]∗.

Agora, vamos verificar portanto que o par (Φ, π) é α-covariante.

(i) Sejam g ∈ G, ¨ag−1 + i ∈ (Dg−1 + I)/I arbitrários. Sem perda de generalidade,

podemos considerar ¨ag−1 = ¨1g−11h, para algum h ∈ G. Então, temos que

Φ
(
αg

(
¨ag−1 + i

))
= Φ

(
αg
(

¨ag−1

))
= Φ

(
αg

(
¨1g−11h

))
= Φ

(
¨1g1gh

)
= Φ

(
1̈g

)
Φ
(
1̈gh

)
=

˙
[g][g]∗[gh][gh]∗ =

˙
[g][h]

[
h−1g−1

]
=

˙
[g][h][h]∗[g]∗ =

˙
[g][h][h]∗[g]∗[g][g]∗

= π(g)Φ
(
1̈h

)
Φ
(

¨1g−1

)
π(g)∗ = π(g)Φ

(
¨1h1g−1

)
π(g)∗

= π(g)Φ
(

¨1g−11h

)
π(g)∗ = π(g)Φ

(
¨ag−1

)
π(g)∗

= π(g)Φ
(

¨ag−1 + i
)
π(g)∗.

(ii) Sejam g ∈ G e f ∈ C(ΩR) arbitrários. Sem perda de generalidade, podemos

considerar f = ¨1e1k = 1̈k, para algum k ∈ G. Então, temos que

Φ(f)π(g)π(g)∗ = Φ
(
1̈k

)
π(g)π(g)∗ =

˙
[k][k]∗[g][g]∗

=
˙

[g][g]∗[k][k]∗ = π(g)π(g)∗Φ
(
1̈k

)
= π(g)π(g)∗Φ(f).

Portanto, pelo teorema 3.1.5, existe uma única representação (Φ× π) : C(ΩR)oα G −→
C∗
p

(
G, R̃

)
, tal que para todo g ∈ G e ¨ag−1 + i ∈ (Dg−1 + I)/I, temos que

(Φ× π)
(

¨ag−1 + i δg

)
= Φ

(
¨ag−1 + i

)
π(g).

Então, para todo g ∈ G,

(Φ× π)
(
1̈gδg

)
= Φ

(
1̈g

)
π(g) =

˙
[g][g]∗[g] =

˙
[g].

Logo, basta tomarmos Θ = Φ× π e o resultado segue.

�

Proposição 3.3.7. Existe um homomorfismo Γ : C∗
p

(
G, R̃

)
−→ C(ΩR)oα G tal que,

para todo g ∈ G, Γ
(

˙
[g]
)

= 1̈g δg.
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Demonstração. Defina

ρ : G −→ C(ΩR)oα G

[g] 7−→ 1̈g δg,

vamos verificar que ρ satisfaz R̃. As demonstrações que para g, h ∈ G arbitrários,

‖ρ̃([g−1]− [g]∗)‖ = 0 e ‖ρ̃([g][h][h−1]− [gh][h−1])‖ = 0, são completamente análogas

as demonstrações dos itens (i) e (ii) no lema 3.2.6. Por isso, faremos apenas a demons-

tração de que para f =
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

1gij
∈ R arbitrária,

∥∥∥∥∥ρ̃
(

n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

[gij][gij]
∗

)∥∥∥∥∥ = 0.

Observe que∥∥∥∥∥ρ̃
(

n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

[gij][gij]
∗

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

ρ([gij])ρ(gij)
∗

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

¨1gij
δgij

¨1(gij)
−1 δ(gij)

−1

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

¨1gij
δe

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥f̈ δe∥∥∥

e como f =
n∑
i=1

λi

mi∏
j=1

1gij
∈ R, temos que f ≡ 0.

Portanto, ρ é uma representação de
(
G, R̃

)
e pela propriedade universal de C∗

p

(
G, R̃

)
,

temos que existe um único homomorfismo Γ, tal que o diagrama abaixo comuta:

G ρ //

ι ""F
FFFFFFFF C(ΩR)oα G

C∗
p

(
G, R̃

) Γ

88ppppppppppp

Então, para todo g ∈ G, temos que

Γ
(

˙
[g]
)

= Γ ◦ ι([g]) = ρ([g]) = 1̈g δg,

donde segue o resultado.

�

Teorema 3.3.8. C∗
p

(
G, R̃

)
e C(ΩR)oα G são isomorfas.

Demonstração. Tome x ∈ C(ΩR)oα G arbitrário; então,

x = lim
n∑
i=1

λi
∏

äg δg,
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onde obviamente, para todo g ∈ G, äg ∈ (Dg + I)/I.

Além disso, para g, h ∈ G arbitrários, temos que

(1hδh1h−1δh−1)1gδg = 1hδe1gδg = 1h1gδg = 1g1hδg.

Logo, o conjunto dos 1g’s gera o conjunto dos 1g1h’s e, como Dg = 〈1g1h | h ∈ G〉,
fica evidente que os homomorfismos Φ× π e Γ, como definidos nas proposições 3.3.6 e

3.3.7, respectivamente, são um o inverso do outro, donde segue que

C∗
p

(
G, R̃

)
∼= C(ΩR)oα G.

�
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Caṕıtulo 4

Exemplos de C*-álgebras universais

geradas por isometrias

Como citado na introdução do trabalho, nosso grande objetivo é estudar a C∗-álgebra

universal gerada por duas isometrias que comutam, utilizando as ferramentas desen-

volvidas nos caṕıtulos anteriores. Para isto, precisaremos relacionar de alguma forma

esta C∗-álgebra com uma C∗-álgebra gerada por um conjunto de geradores e relações,

tais como no caṕıtulo anterior, pois desta forma poderemos caracterizá-la como um

produto cruzado parcial. Sabendo que o estudo da C∗-álgebra universal gerada por

duas isometrias que comutam é muito complexo, estamos na busca de quais hipóteses

adicionar às isometrias, para que possamos utilizar a nossa teoria.

Vamos então estudar a C∗-álgebra universal gerada por um grupo G (com unidade

e) com as relações de representação parcial e com a relação adicional que dois elementos

em particular são isometrias. Então, se G = {Sg | g ∈ G} e para um determinado g ∈ G
queremos que Sg seja uma isometria, temos o seguinte:

S∗gSg = 1⇔ εg−1 = εe,

e desta forma pela teoria desenvolvida no caṕıtulo anterior temos que adicionar a

relação 1g−1 −1e. Agora note que a C∗-álgebra universal que tem como conjunto gera-

dor o grupo Z×Z, com as relações de representação parcial e com as relações adicionais

de que dois elementos em particular são isometrias é um produto cruzado parcial, já que

dados G = Z × Z, G = {Sg | g ∈ G}, R =
{
1(−1, 0) − 1(0, 0), 1(0,−1) − 1(0, 0)

}
⊆ C(XG),

R =
{
Se = 1, S∗g = Sg−1 , SgShS

∗
h = SghS

∗
h | g, h ∈ G

}
e R̃ = R ∪ {S∗(1, 0)S(1, 0) = 1,

S∗(0, 1)S(0, 1) = 1}, o par
(
G, R̃

)
é admisśıvel, logo existe C∗

(
G, R̃

)
e, pelo teorema

3.3.8, temos que

C∗
(
G, R̃

)
∼= C(ΩR)oα (Z× Z).
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Sendo assim, tentaremos relacionar C∗
(
G, R̃

)
com a C∗-álgebra gerada por duas

isometrias que comutam e, na direção de encontrar as relações que devermos adicio-

nar a estas duas isometrias que comutam, para obter o isomorfismo desejado, iremos

primeiramente na seção 4.1, que teve como base o artigo [8], definir o que são duas

isometrias compat́ıveis, bem como o que são duas isometrias duplamente comutantes

e desenvolver alguns resultados básicos, para então, na seção seguinte, encontrar as

relações desejadas. A razão pela escolha do grupo Z×Z e das relações de representação

parcial ficará mais evidente pelo teorema 4.2.2. Por fim, na última seção, iremos ca-

racterizar a C∗-álgebra universal gerada por duas isometrias duplamente comutantes.

4.1 Isometrias compat́ıveis e isometrias duplamente

comutantes

Seja H um espaço de Hilbert separável. No que segue, o śımbolo � denotará comuta-

tividade, ou seja, x � y denota xy = yx.

Definição 4.1.1. Sejam S1, S2 ∈ B(H) isometrias. Dizemos que S1 e S2 são com-

pat́ıveis se S1 �S2 e para quaisquer m,n ∈ N, temos que Sm1 (S∗1)
m �Sn2 (S∗2)

n, isto é, as

projeções finais de Sm1 e Sn2 (ou seja, as projeções ortogonais sobre as imagens de Sm1

e Sn2 ) comutam.

Definição 4.1.2. Sejam S1, S2 ∈ B(H) isometrias. Dizemos que S1 e S2 são dupla-

mente comutantes se S1 � S2 e S1 � S∗2 .

Note que, se duas isometrias S1, S2 ∈ B(H) são duplamente comutantes, então elas

são compat́ıveis. De fato, sejam m,n ∈ N arbitrários; então, temos que

Sm1 (S∗1)
mSn2 (Sn2 )∗ = Sm1 S

n
2 (S∗1)

m(S∗2)
n = Sn2S

m
1 (S∗1)

m(S∗2)
n

= Sn2S
m
1 (S∗2)

n(S∗1)
m = Sn2 (S∗2)

nSm1 (S∗1)
m,

já que se T,W ∈ B(H) são tais que T �W , prova-se por indução que, para quaisquer

m,n ∈ N, Tm �W n.

Sejam S um semigrupo comutativo (aditivo), com unidade 0 e

T : S −→ B(H)

s 7−→ Ts

uma representação de S em B(H), ou seja, uma aplicação que preserva identidade e
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separa produto, tal que para todo s ∈ S, T ∗s Ts = 1. Sendo assim, o conjunto {Ts}s∈S
também possui uma estrutura de semigrupo multiplicativo, com unidade 1.

Definição 4.1.3. Nós dizemos que o semigrupo {Ts}s∈S de isometrias é compat́ıvel,

se {TsT ∗s }s∈S forma uma famı́lia de projeções finais que comutam.

O seguinte teorema, mostra que para um par de isometrias, as duas noções de

compatibilidade coincidem.

Teorema 4.1.4. Sejam S1, S2 ∈ B(H) isometrias que comutam. Então, S1 e S2

são compat́ıveis se, e somente se, o conjunto {Sm1 Sn2 }(m,n)∈N×N é um semigrupo de

isometrias compat́ıvel.

Demonstração. (⇒) Tome para todo m,n ∈ N, T(m,n) = Sm1 S
n
2 . Sejam s = (s1, s2), t =

(t1, t2) ∈ N × N arbitrários. Note que o semigrupo N × N é parcialmente ordenado

pela relação:

(s1, s2) ≤ (t1, t2) ⇔ s1 ≤ t1, s2 ≤ t2.

Então,

• se s ≤ t, segue que

TsT
∗
s TtT

∗
t = TsT

∗
s Ts+t−sT

∗
t = TsT

∗
s TsTt−sT

∗
t = TsTt−sT

∗
t

= TtT
∗
t = TtT

∗
s+t−s = Tt(TsTt−s)

∗ = TtT
∗
t−sT

∗
s

= TtT
∗
t−sT

∗
s TsT

∗
s = TtT

∗
t TsT

∗
s .

• se t ≤ s, a demonstração é análoga ao item anterior.

• se s e t não são comparáveis, defina r = (min (s1, t1),min (s2, t2)); então, s − r,

t− r são da forma (m, 0) ou (n, 0). Note que

T(m, 0)T
∗
(m, 0) = Sm1 (S∗1)

m � Sn2 (Sn2 )∗ = T(0, n)T
∗
(0, n).

Sem perda de generalidade, considere s− r = (m, 0) e t− r = (0, n). Portanto,

temos que

TsT
∗
s = Tr+s−rT

∗
r+s−r = TrTs−r(TrTs−r)

∗ = TrTs−rT
∗
s−rT

∗
r

e através de uma conta análoga, obtemos também que

TtT
∗
t = TrTt−rT

∗
t−rT

∗
r .
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Logo,

TsT
∗
s TtT

∗
t = TrTs−rT

∗
s−rT

∗
r TrTt−rT

∗
t−rT

∗
r = Tr Ts−rT

∗
s−r︸ ︷︷ ︸

T(m, 0)T
∗
(m, 0)

Tt−rT
∗
t−r︸ ︷︷ ︸

T(0, n)T
∗
(0, n)

T ∗r

= TrTt−rT
∗
t−rTs−rT

∗
s−rT

∗
r = TrTt−rT

∗
t−rT

∗
r TrTs−rT

∗
s−rT

∗
r

= TtT
∗
t TsT

∗
s .

Portanto, {Ts}s∈N×N = {Sm1 Sn2 }(m,n)∈N×N é compat́ıvel.

(⇐) Tomando T como definido anteriormente, temos que para quaisquer m,n ∈ N,

Sm1 (S∗1)
m = T(m, 0)T

∗
(m, 0) � T(0, n)T

∗
(0, n) = Sn2 (S∗2)

n,

donde segue que S1 e S2 são compat́ıveis.

�

Exemplo 4.1.5 (duas isometrias que comutam e não são compat́ıveis). Seja H um

espaço de Hilbert com uma base ortonormal {ei}∞i=1 ∪ {fi}
∞
i=1. Defina os operadores

V,W ∈ B(H) pelas seguintes relações, para todo i, j ∈ N:

• V (ei) = ei+1;

• V (fi) = fi+1;

• W (ei) =
1

2
(ei + ei+1 + fi − fi+1);

• W (fi) =
1

2
(fi+1 + fi+2 + ei+1 − ei+2).

Primeiramente, vamos verificar que V �W . Para isto, é suficiente verificarmos a

igualdade nos vetores da base. Tome i, j ∈ N arbitrários; então, temos que

VW (ei) = V

(
1

2
(ei + ei+1 + fi − fi+1)

)
=

1

2
(V (ei) + V (ei+1) + V (fi)− V (fi+1))

=
1

2
(ei+1 + ei+2 + fi+1 − fi+2) = W (ei+1) = WV (ei),

e também,

VW (fj) = V

(
1

2
(fj+1 + fj+2 + ej+1 − ej+2)

)
=

1

2
(V (fj+1) + V (fj+2) + V (ej+1)− V (ej+2))

=
1

2
(fj+2 + fj+3 + ej+2 − ej+3) = W (fj+1) = WV (fj).
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Portanto, V �W .

Agora, note que como V é um “shift”, é sabido que para todo i ∈ N, V ∗(ei) = ei−1,

bem como V ∗(fi) = fi−1. Vamos portanto calcular W ∗. Tome i ∈ N arbitrários; então,

temos que

W ∗(ei) =
∞∑
j=1

〈W ∗(ei), ej〉ej +
∞∑
k=1

〈W ∗(ei), fk〉fk =
∞∑
j=1

〈ei,W (ej)〉ej +
∞∑
k=1

〈ei,W (fk)〉fk

=
∞∑
j=1

〈
ei,

1

2
(ej + ej+1 + fj − fj+1)

〉
ej +

∞∑
k=1

〈
ei,

1

2
(fk+1 + fk+2 + ek+1 − ek+2)

〉
fk

=
∞∑
j=1

1

2
(〈ei, ej〉+ 〈ei, ej+1〉+ 〈ei, fj〉 − 〈ei, fj+1〉)ej

+
∞∑
k=1

1

2
(〈ei, fk+1〉+ 〈ei, fk+2〉+ 〈ei, ek+1〉 − 〈ei, ek+2〉)fk

=
∞∑
j=1

1

2
(δi,j + δi,j+1)ej +

∞∑
k=1

1

2
(δi,k+1 + δi,k+2)fk

=
1

2
(ei + ei−1 + fi−1 − fi−2),

e também que

W ∗(fi) =
∞∑
j=1

〈W ∗(fi), ej〉ej +
∞∑
k=1

〈W ∗(fi), fk〉fk =
∞∑
j=1

〈fi,W (ej)〉ej +
∞∑
k=1

〈fi,W (fk)〉fk

=
∞∑
j=1

〈
fi,

1

2
(ej + ej+1 + fj − fj+1)

〉
ej +

∞∑
k=1

〈
fi,

1

2
(fk+1 + fk+2 + ek+1 − ek+2)

〉
fk

=
∞∑
j=1

1

2
(〈fi, ej〉+ 〈fi, ej+1〉+ 〈fi, fj〉 − 〈fi, fj+1〉)ej

+
∞∑
k=1

1

2
(〈fi, fk+1〉+ 〈fi, fk+2〉+ 〈fi, ek+1〉 − 〈fi, ek+2〉)fk

=
∞∑
j=1

1

2
(δi,j − δi,j+1)ej +

∞∑
k=1

1

2
(δi,k+1 + δi,k+2)fk

=
1

2
(ei − ei−1 + fi−1 + fi−2).

Agora, vamos verificar que de fato, V e W são isometrias. Tome i ∈ N arbitrário;

logo, V ∗V (ei) = V ∗(ei+1) = ei, e também, V ∗V (fi) = V ∗(fi+1) = fi, donde segue que

V ∗V = 1.
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Além disso, temos que

W ∗W (ei) = W ∗
(

1

2
(ei + ei+1 + fi − fi+1)

)
=

1

2
(W ∗(ei) +W ∗(ei+1) +W ∗(fi)−W ∗(fi+1))

=
1

2
(
1

2
(ei + ei−1 + fi−1 − fi−2) +

1

2
(ei+1 + ei + fi − fi−1)

+
1

2
(ei − ei−1 + fi−1 + fi−2)−

1

2
(ei+1 − ei + fi + fi−1))

=
1

4
(ei + ei−1 + fi−1 − fi−2 + ei+1 + ei + fi − fi−1 + ei − ei−1 + fi−1 + fi−2

− ei+1 + ei − fi − fi−1) =
1

4
(4ei) = ei,

e também,

W ∗W (fi) = W ∗
(

1

2
(fi+1 + fi+2 + ei+1 − ei+2)

)
=

1

2
(W ∗(fi+1) +W ∗(fi+2) +W ∗(ei+1)−W ∗(ei+2))

=
1

2
(
1

2
(ei+1 − ei + fi + fi−1) +

1

2
(ei+2 − ei+1 + fi+1 + fi)

+
1

2
(ei+1 + ei + fi − fi−1)−

1

2
(ei+2 + ei+1 + fi+1 − fi))

=
1

4
(ei+1 − ei + fi + fi−1 + ei+2 − ei+1 + fi+1 + fi + ei+1 + ei + fi − fi−1

− ei+2 − ei+1 − fi+1 + fi) =
1

4
(4fi) = fi,

donde segue que W ∗W = 1.

Por fim, vamos verificar que V V ∗WW ∗ 6= WW ∗V V ∗. Note que

V V ∗WW ∗(e1) = V V ∗W

(
1

2
e1

)
= V V ∗

(
1

2

(
1

2
(e1 + e2 + f1 − f2)

))
=

1

4
V V ∗(e1 + e2 + f1 − f2) =

1

4
V ∗(V ∗(e1) + V ∗(e2) + V ∗(f1)− V ∗(f2))

=
1

4
V (e1 − f1) =

1

4
(V (e1)− V (f1)) =

1

4
(e2 − f2)

6= 0 = WW ∗V (0) = WW ∗V V ∗(e1).

Portanto, V e W são isometrias que comutam e que não são compat́ıveis.
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4.2 A C∗-álgebra universal gerada por duas isome-

trias compat́ıveis

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo é descobrir quais relações devemos

impor sobre duas isometrias que comutam, para que a C∗-álgebra universal gerada

por estas isometrias com estas relações, seja isomorfa a C∗
(
G, R̃

)
, onde C∗

(
G, R̃

)
é

como definida na introdução do caṕıtulo.

Vamos primeiramente observar que ˙S(1, 0) � ˙S(0, 1), onde ˙S(1, 0) e ˙S(0, 1) denotam as

classes de equivalência dos elementos S(0, 1) e S(1, 0), respectivamente, referente ao quo-

ciente pelo núcleo da norma definida na construção de C∗-álgebra universal (ver cons-

trução no apêndice 1). Para demonstrar este fato, precisaremos fazer uso do seguinte

resultado:

Proposição 4.2.1. Sejam G um grupo, A uma C∗-álgebra, π : G −→ A uma repre-

sentação parcial de G sobre A e g ∈ G, tal que π(g) é uma isometria. Então, para

todo h ∈ G,

π(h)π(g) = π(hg).

Demonstração. Seja h ∈ G arbitrário; então, temos que

π(h)π(g) = π(h)π(g)π(g)∗π(g) = π(hg)π(g)∗π(g) = π(hg).

�

Então, podemos considerar a seguinte aplicação:

π : G −→ C∗
(
G, R̃

)
(4.1)

g 7−→ Ṡg

que é claramente uma representação parcial de G sobre C∗
(
G, R̃

)
. Além disso, ˙S(1, 0)

e ˙S(0, 1) são isometrias. Logo, pela proposição acima, temos que

˙S(1, 0)S(0, 1) = π(1, 0)π(0, 1) = π((1, 0) + (0, 1)) = π(1, 1)

= π((0, 1) + (1, 0)) = π(0, 1)π(1, 0) = ˙S(0, 1)S(1, 0),

donde segue que ˙S(1, 0) � ˙S(0, 1).

Vamos formalizar uma notação para a C∗-álgebra gerada pelas duas isometrias que

comutam. Sejam G = {S1, S2} e R o conjunto de relações desejadas; sabemos que

pelo menos temos as três seguintes relações em R: S∗1S1 = 1, S∗2S2 = 1 e S1S2 = S2S1.
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Note que apesar de não termos especificado todas as relações de R, o par (G ,R) é

admisśıvel, logo existe C∗(G ,R).

Continuando a motivação, seria também natural pensar que para quaisquer m,n ∈
N, ˙S(m,n) deveria estar relacionada com Sm1 S

n
2 , onde Sm1 S

n
2 denota a classe de equi-

valência do elemento Sm1 S
n
2 , referente ao quociente pelo núcleo da norma definida na

construção de C∗-álgebra universal (ver construção no apêndice 1). Note que desta

forma temos uma função definida em um sub-semigrupo de Z × Z, a saber N × N e,

além disso, esta aplicação é uma representação de sub-semigrupo. De fato, defina

σ : N× N −→ C∗(G ,R) (4.2)

(m,n) 7−→ Sn1S
m
2

e note que para m,n, p, q ∈ N arbitrários, temos que

(i) σ(0, 0) = S0
1S

0
2 = 1;

(ii) σ((m,n) + (p, q)) = σ(m+ p, n+ q) = Sm+p
1 Sn+q

2 = Sm1 S
p
1S

n
2S

q
2

= Sm1 S
n
2S

p
1S

q
2 = σ(m,n)σ(p, q).

Logo, no desejo de definir uma representação ρ : G −→ C∗(G ,R) que satisfaça

o par
(
G, R̃

)
, para podermos fazer uso da propriedade universal de C∗

(
G, R̃

)
, nos

deparamos com a seguinte questão: sob quais condições conseguimos estender uma

representação de um sub-semigrupo para uma representação parcial do grupo. O

teorema seguinte nos dará condições suficientes.

Teorema 4.2.2. Sejam G um grupo abeliano, P ⊆ G um sub-semigrupo tal que G =

P − P , A uma C∗-álgebra unital, com unidade 1 e σ uma representação do sub-

semigrupo P sobre A tal que, para todo n ∈ P , σ(n)∗σ(n) = 1. Se para todo m,n ∈ P ,

σ(m)σ(m)∗ � σ(n)σ(n)∗, então existe uma representação parcial σ̃ de G sobre A, tal

que para todo n ∈ P , σ̃(n) = σ(n).

Demonstração. Tome g ∈ G arbitrário; então, sabemos que existe m,n ∈ P tais que

g = n−m. Isto nos motiva a querer definir σ̃ da seguinte maneira:

σ̃(g) = σ̃(n−m) = σ(m)∗σ(n),

mas como a representação de g não é única, temos que mostrar que a aplicação está

bem definida. Para isto, temos que mostrar que para n, n′,m,m′ ∈ P arbitrários, tais

que n−m = n′ −m′,

σ(m)∗σ(n) = σ(m′)
∗
σ(n′).
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Sabemos que dados quaisquer m,n, k ∈ P , n −m = (n+ k) − (m+ k), logo note

que

σ(m+ k)∗σ(n+ k) = σ(k +m)∗σ(k + n) = (σ(k)σ(m))∗σ(k)σ(n)

= σ(m)∗σ(k)∗σ(k)σ(n) = σ(m)∗σ(n),

pois σ(k) é uma isometria por hipótese.

Agora tome n, n′,m,m′ ∈ P arbitrários, tais que n − m = n′ − m′. Defina k =

n′ +m′, n′′ = n+ k e m′′ = m+ k; claramente, k, n′′,m′′ ∈ P . Como n−m = n′−m′,

segue que n+m′ = n′ +m. Portanto, definindo q = n+m′ = n′ +m, temos que

n′′ − n′ = n+ k − n′ = n+ n′ +m′ − n′ = n+m′ = q ⇒ n′ + q = n′′,

e também que

m′′ −m′ = m+ k −m′ = m+ n′ +m′ −m′ = m+ n′ = q ⇒ m′′ = q +m′.

Note que n−m = (n+ k)− (m+ k) = n′′ −m′′, então temos que

σ(m)∗σ(n) = σ(m+ k)∗σ(n+ k) = σ(m′′)
∗
σ(n′′).

Por outro lado, como n′ −m′ = (n′ + q)− (m′ + q) = n′′ −m′′, segue que

σ(m′)
∗
σ(n′) = σ(m′ + q)

∗
σ(n′ + q) = σ(m′′)

∗
σ(n′′).

Portanto, σ(m)∗σ(n) = σ(m′)∗σ(n′), donde segue que a aplicação σ̃ : G −→ A,

definida para todo g ∈ G, por σ̃(g) = σ(m)∗σ(n), onde g = n−m, está bem definida, já

que mostramos que ela independe da representação escolhida. Note que para qualquer

n ∈ P , n = n− 0, logo

σ̃(n) = σ(0)∗σ(n) = σ(n).

Vamos verificar, portanto, que σ̃ satisfaz os axiomas de representação parcial. Se-

jam g, h ∈ G arbitrários; então; existem m,n, p, q ∈ P , tais que g = n−m e h = p− q.
Logo, temos que

(i) σ̃(0) = σ(0) = 1.

(ii) σ̃(−g) = σ̃(−n+m) = σ(n)∗σ(m) = (σ(m)∗σ(n))
∗

= σ̃(n−m)∗ = σ̃(g)∗.

(iii) Como σ̃ independe do representante, podemos escolher aquele que nos for mais

conveniente, por isso, note que g = (n+ q) − (m+ q) e h = (p+ n) − (q + n).
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Portanto, tomando a = n + q, b = m + q e c = p + n obtemos que g = a − b e

h = c− a, logo

σ̃(g)σ̃(h)σ̃(h)∗ = σ̃(a− b)σ̃(c− a)σ̃(−c+ a) = σ(b)∗σ(a)σ(a)∗σ(c)σ(c)∗σ(a)

= σ(b)∗σ(c)σ(c)∗σ(a)σ(a)∗σ(a) = σ(b)∗σ(c)σ(c)∗σ(a)

= σ̃(−b+ c)σ̃(−c+ a) = σ̃((a− b) + (c− a))σ̃(−c+ a)

= σ̃(g + h)σ̃(h)∗.

Portanto, σ̃ é uma representação parcial de G, sobre A, que estende σ.

�

Agora note N×N é um sub-semigrupo de Z×Z, tal que (N× N)−(N× N) = Z×Z
e ainda que σ, como definida em 4.2, é uma representação do sub-semigrupo N × N
sobre C∗(G ,R), que satisfaz para quaisquer (n,m), (p, q) ∈ N× N,

σ(n,m)∗σ(n,m) = (Sn1S
m
2 )∗Sn1S

m
2 = (S∗2)

m(S∗1)
nSn1S

m
2 = 1.

Logo, só nos resta verificar a última hipótese do teorema acima, que para quaisquer

(n,m), (p, q) ∈ N× N, σ(n,m)σ(n,m)∗ � σ(p, q)σ(p, q)∗, ou seja, que

Sn1S
m
2 (Sn1S

m
2 )∗ � Sp1S

q
2(S

p
1S

q
2)
∗.

Portanto, este fato nos motiva a impor esta relação em R. Sendo assim,

R = {S∗1S1 = 1, S∗2S2 = 1, S1S2 = S2S1, S
n
1S

m
2 (Sn1S

m
2 )∗Sp1S

q
2(S

p
1S

q
2)
∗ =

Sp1S
q
2(S

p
1S

q
2)
∗Sn1S

m
2 (Sn1S

m
2 )∗ |m,n, p, q ∈ N}.

Agora note que, em virtude do teorema 4.1.4, temos que a última relação imposta

é equivalente à seguinte:

Sm1 (S∗1)
mSn2 (S∗2)

n = Sn2 (S∗2)
nSm1 (S∗1)

m,

ou seja, as relações que estávamos em busca, eram simplesmente a relação das duas

isometrias serem compat́ıveis.

Portanto, σ é uma representação do sub-semigrupo N × N que satisfaz todas as

hipóteses do teorema acima, já que a última hipótese do teorema é satisfeita, uma

vez que foi a última relação imposta em R. Logo, existe σ̃ : Z× Z −→ C∗(G ,R)

representação parcial, tal que para todo (n,m) ∈ N × N, σ̃(n,m) = σ(n,m) e para
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(z1, z2) ∈ Z× Z arbitrário, onde (z1, z2) = (m,n)− (r, s), para algum m,n, r, s ∈ N é

dada por:

σ̃(z1, z2) = σ̃((n,m)− (r, s)) = σ̃(r, s)∗σ̃(n,m) = (Sr1S
s
2)
∗(Sn1S

m
2 ) = (S∗2)

s(S∗1)
rSn1S

m
2 .

Vamos agora, analisar melhor a imagem de σ̃(z1, z2):

• Caso 1: se n ≥ r e m ≥ s, então temos que

σ̃(z1, z2) = (S∗2)
s(S∗1)

rSn1S
m
2 = (S∗2)

sSn−r1 Sm2

= (S∗2)
sSm2 S

n−r
1 = Sm−s2 Sn−r1

= Sz22 S
z1
1 .

• Caso 2: se n ≥ r e m < s, então temos que

σ̃(z1, z2) = (S∗2)
s(S∗1)

rSn1S
m
2 = (S∗2)

sSn−r1 Sm2

= (S∗2)
sSm2 S

n−r
1 = (S∗2)

s−mSn−r1

= (S∗2)
−z2Sz11 .

• Caso 3: se n < r e m ≥ s, então temos que

σ̃(z1, z2) = (S∗2)
s(S∗1)

rSn1S
m
2 = (S∗2)

s(S∗1)
r−nSm2

= (S∗1)
r−n(S∗2)

sSm2 = (S∗1)
−z1Sz22 .

• Caso 4: se n < r e m < s, então temos que

σ̃(z1, z2) = (S∗2)
s(S∗1)

rSn1S
m
2 = (S∗2)

s(S∗1)
r−nSm2

= (S∗1)
r−n(S∗2)

sSm2 = (S∗1)
r−n(S∗2)

s−m

= (S∗1)
−z1(S∗2)

−z2 = (S∗2)
−z2(S∗1)

−z1 .

Defina a seguinte aplicação:

f : G −→ Z× Z

S(z1, z2) 7−→ (z1, z2).

Portanto fica definida uma representação de G que claramente satisfaz R̃, a saber,

ρ = σ̃ ◦ f .
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Logo, pela propriedade universal de C∗
(
G, R̃

)
, existe um único homomorfismo

ϕ : C∗
(
G, R̃

)
−→ C∗(G ,R), (4.3)

tal que para todo z1, z2 ∈ Z,

ϕ
(

˙S(z1, z2)

)
= ϕ ◦ ι

(
S(z1, z2)

)
= ρ
(
S(z1, z2)

)
.

Lema 4.2.3. Existe um homomorfismo ψ : C∗(G ,R) −→ C∗
(
G, R̃

)
tal que ψ

(
S1

)
=

˙S(1, 0) e ψ
(
S2

)
= ˙S(0, 1).

Demonstração. Defina

ρ : G −→ C∗
(
G, R̃

)
S1 7−→ ˙S(1, 0)

S2 7−→ ˙S(0, 1).

Vamos verificar que ρ é uma representação do par (G ,R).

(i) ‖ρ̃(S∗1S1 − 1)‖ = ‖ρ(S1)
∗ρ(S1)− ρ(1)‖ =

∥∥∥ ˙S∗(1, 0)S(1, 0) − 1̇
∥∥∥ = 0, analogamente

‖ρ̃(S∗2S2 − 1)‖ = 0.

(ii) Segue da observação feita após a proposição 4.2.1 que

‖ρ̃(S1S2 − S2S1)‖ = ‖ρ(S1)ρ(S2)− ρ(S2)ρ(S1)‖ =
∥∥∥ ˙S(1, 0)S(0, 1) − ˙S(0, 1)S(1, 0)

∥∥∥ = 0.

(iii) Para facilitar nossas contas, vamos optar por provar a relação que é equiva-

lente a última relação imposta em R. Tome n,m ∈ N arbitrários. Note

que como π (definida na equação 4.1) é uma representação parcial, temos que

π(m, 0)π(m, 0)∗ � π(0, n)π(0, n)∗, ou seja, ˙S(m, 0)S
∗
(m, 0) �

˙S(0, n)S
∗
(0, n). Então temos

que

‖ρ̃(Sm1 (S∗1)
mSn2 (S∗2)

n − Sn2 (S∗2)
nSm1 (S∗1)

m)‖

=
∥∥ρ(S1)

m(ρ(S1)
∗)
m
ρ(S2)

n(ρ(S2)
∗)
n − ρ(S2)

n(ρ(S2)
∗)
n
ρ(S1)

m(ρ(S1)
∗)
m∥∥

=

∥∥∥∥ ˙
Sm(1, 0)

(
S∗(1, 0)

)m
Sn(0, 1)

(
S∗(0, 1)

)n − ˙
Sn(0, 1)

(
S∗(0, 1)

)n
Sm(1, 0)

(
S∗(1, 0)

)m∥∥∥∥
=
∥∥∥ ˙S(m, 0)S∗(m, 0)S(0, n)S∗(0, n) −

˙S(0, n)S∗(0, n)S(m, 0)S∗(m, 0)

∥∥∥ = 0
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Portanto, ρ é uma representação do par (G ,R), logo pela propriedade universal de

C∗(G ,R), existe um único homomorfismo ψ, tal que ψ
(
S1

)
= ψ◦ι(S1) = ρ(S1) =

˙
(S1,0)

e ψ
(
S2

)
= ψ ◦ ι(S2) = ρ(S2) = ˙S(0, 1).

�

Teorema 4.2.4. C∗
(
G, R̃

)
é isomorfa a C∗(G ,R).

Demonstração. Para demonstrar este fato, basta mostrarmos que os homomorfismos

ϕ e ψ, como definidos em 4.3 e 4.2.3, respectivamente, são um o inverso do outro e é

suficiente verificarmos nos geradores. Logo, temos que

ϕ ◦ ψ
(
S1

)
= ϕ

(
˙S(1, 0)

)
= S1

1S
0
2 = S1

e também,

ϕ ◦ ψ
(
S2

)
= ϕ

(
˙S(0, 1)

)
= S0

1S
1
2 = S2.

Portanto, ϕ ◦ ψ = idC∗(G ,R).

Por outro lado, para qualquer (z1, z2) ∈ Z×Z, onde (z1, z2) = (m,n)− (r, s), para

algum m,n, r, s ∈ N, temos que

• Caso 1: se n ≥ r e m ≥ s,

ψ ◦ ϕ
(

˙S(z1, z2)

)
= ψ

(
Sz22 S

z1
1

)
= ψ

(
S2

)z2
ψ
(
S1

)z1
= ˙Sz2(0, 1)S

z1
(1, 0) = ˙S(z1, z2).

• Caso 2: se n ≥ r e m < s,

ψ ◦ ϕ
(

˙S(z1, z2)

)
= ψ

(
(S∗2)

−z2Sz11

)
=
(
ψ
(
S2

)−z2)∗
ψ
(
S1

)z1
=

˙(
S−z2(0, 1)

)∗
Sz1(1, 0) = ˙S∗(0,−z2)S(z1, 0)

= ˙S(0, z2)S(z1, 0) = ˙S(z1, z2).

• Caso 3: se n < r e m ≥ s,

ψ ◦ ϕ
(

˙S(z1, z2)

)
= ψ

(
(S∗1)

−z1Sz22

)
=
(
ψ
(
S1

)−z1)∗
ψ
(
S2

)z2
=

˙(
S−z1(1, 0)

)∗
Sz2(0, 1) = ˙S∗(−z1, 0)S(0, z2)

= ˙S(z1, 0)S(0, z2) = ˙S(z1, z2).
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• Caso 4: se n < r e m < s,

ψ ◦ ϕ
(

˙S(z1, z2)

)
= ψ

(
(S∗2)

−z2(S∗1)
−z1
)

=
(
ψ
(
S2

)−z2)∗(
ψ
(
S1

)−z1)∗
=

˙(
S−z2(0, 1)

)∗(
S−z1(1, 0)

)∗
= ˙S∗(0,−z2)S

∗
(−z1, 0)

= ˙S(0, z2)S(z1, 0) = ˙S(z1, z2).

Portanto, ψ ◦ ϕ = id
C∗
�
G, eR�.

�

Logo, a C∗-álgebra universal gerada por duas isometrias compat́ıveis é isomorfa a

um produto cruzado parcial, pois

C∗(G ,R) ∼= C∗
(
G, R̃

)
∼= C(ΩR)oα (Z× Z).

Vamos portanto determinar o espectro ΩR. Relembrando,

ΩR = {ξ ∈ XG | ∀ f ∈ R,∀ g ∈ G, f(−g + ξ) = 0}.

Então, tome ξ ∈ ΩR e g = (m,n) ∈ ξ arbitrários. Note que (0, 0) ∈ (−g + ξ), pois

g ∈ ξ. Logo, temos que

(
1(−1, 0) − 1(0, 0)

)
(−g + ξ) = 0 ⇒ 1(−1, 0)(−g + ξ)− 1(0, 0)(−g + ξ) = 0

⇒ 1(−1, 0)(−g + ξ) = 1

⇒ (−1, 0) ∈ (−g + ξ) ⇒ g + (−1, 0) ∈ ξ

⇒ (m− 1, n) ∈ ξ.

Além disso,

(
1(0,−1) − 1(0, 0)

)
(−g + ξ) = 0 ⇒ 1(0,−1)(−g + ξ)− 1(0, 0)(−g + ξ) = 0

⇒ 1(0,−1)(−g + ξ) = 1

⇒ (0,−1) ∈ (−g + ξ) ⇒ g + (0,−1) ∈ ξ

⇒ (m,n− 1) ∈ ξ.

Portanto, se (m,n) ∈ ξ, então qualquer (m̃, ñ) ∈ G, tal que m̃ ≤ m e ñ ≤ n,

(m̃, ñ) ∈ ξ.
Por outro lado, dado um conjunto ξ ⊆ G, tal que (0, 0) ∈ ξ e se (m,n) ∈ ξ, então

qualquer (m̃, ñ) ∈ G, tal que m̃ ≤ m e ñ ≤ n, (m̃, ñ) ∈ ξ, temos que ξ ∈ ΩR, pois
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tomando g = (m,n) ∈ ξ arbitrário e observando que (0, 0) ∈ (−g + ξ), pois g ∈ ξ;

(−1, 0) ∈ (−g + ξ), pois (m− 1, n) ∈ ξ e (0,−1) ∈ (−g + ξ), pois (m,n− 1) ∈ ξ,

temos que

(
1(−1, 0) − 1(0, 0)

)
(−g + ξ) = 1(−1, 0)(−g + ξ)− 1(0, 0)(−g + ξ) = 1− 1 = 0,

e também que

(
1(0,−1) − 1(0, 0)

)
(−g + ξ) = 1(0,−1)(−g + ξ)− 1(0, 0)(−g + ξ) = 1− 1 = 0.

Portanto, ξ ∈ ΩR se, e somente se, (0, 0) ∈ ξ e para qualquer (m,n) ∈ ξ, se

(m̃, ñ) ∈ G é tal que, m̃ ≤ m e ñ ≤ n, então (m̃, ñ) ∈ ξ.

4.3 A C∗-álgebra universal gerada por duas isome-

trias duplamente comutantes

Podemos nos perguntar se em C∗(G ,R) temos a seguinte relação: S∗1S2 = S2S∗1 .

Se esta relação fosse satisfeita, pelo isomorfismo que constrúımos na seção anterior,

teŕıamos que

ψ
(
S∗1S2

)
= ψ

(
S2S∗1

)
⇒ ˙S∗(1, 0)S(0, 1) = ˙S(0, 1)S

∗
(1, 0) ⇒

˙S(−1, 0)S(0, 1) = ˙S(0, 1)S(−1, 0).

Além disso, pelo isomorfismo constrúıdo na seção 3.3 entre C∗
(
G, R̃

)
e C(ΩR)oα

(Z× Z), teŕıamos que

¨1(−1, 0)δ(−1, 0)
¨1(0, 1)δ(0, 1) = ¨1(0, 1)δ(0, 1)

¨1(−1, 0)δ(−1, 0).

Desenvolvendo os dois lados da equação acima, obtemos que

¨1(−1, 0)δ(−1, 0)
¨1(0, 1)δ(0, 1) = α(−1, 0)

(
α(1, 0)

(
¨1(−1, 0)

)
¨1(0, 1)

)
δ(−1, 1)

= α(−1, 0)

(
¨1(1, 0)

¨1(0, 1)

)
δ(−1, 1)

= ¨1(−1, 0)
¨1(−1, 1)δ(−1, 1)
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e

¨1(0, 1)δ(0, 1)
¨1(−1, 0)δ(−1, 0) = α(0, 1)

(
α(0,−1)

(
¨1(0, 1)

)
¨1(−1, 0)

)
δ(−1, 1)

= α(0, 1)

(
¨1(1, 0)10,1

)
δ(−1, 1)

= ¨1(−1, 0)1(−1, 1)δ(−1, 1).

Logo, para ξ ∈ ΩR, tal que ξ = {(−n, 1), (−p,−q) | n, p, q ∈ N} temos que

¨1(0, 1)
¨1(−1, 1)(ξ) = ¨1(0, 1)(ξ)

¨1(−1, 1)(ξ) = 0 · 1 = 0,

mas
¨1(−1, 0)

¨1(−1, 1)(ξ) = ¨1(−1, 0)(ξ)
¨1(−1, 1)(ξ) = 1 · 1 = 1.

Portanto, como ¨1(−1, 0)
¨1(−1, 1)δ(−1, 1)δ(−1, 1) 6= ¨1(0, 1)

¨1(−1, 1)δ(−1, 1)δ(−1, 1), temos que

S∗1S2 6= S2S∗1 .

Sendo assim, podemos nos perguntar, se é posśıvel escrever esta relação na lingua-

gem dos εg
′s, onde para todo g ∈ G = Z× Z, εg = π(g)π(g)∗ e π é como definida em

4.1, para que possamos acrescentá-la em R̃. Note que

S∗1S2 = S2S∗1 ⇔ S∗1S2 − S2S∗1 = 0 ⇔ (S∗1S2 − S2S
∗
1)(S

∗
1S2 − S2S

∗
1)
∗ = 0.

Logo, estas relações se traduzem de maneira geral em C∗(G,R) da seguinte forma,

onde g, h ∈ G são arbitrários, tais que Sg e Sh são isometrias:

˙(
S∗gSh − ShS

∗
g

)(
S∗gSh − ShS

∗
g

)∗
=

˙(
S∗gSh − ShS

∗
g

)
(S∗hSg − SgS

∗
h)

= ˙S∗gShS
∗
hSg − S∗gShSgS

∗
h − ShS∗gS

∗
hSg + ShS∗gSgS

∗
h

(4.4)

Mas, pela proposição 4.2.1 temos que Sg comuta com Sh; além disso, como Ṡg =

π(g), onde π é a representação parcial definida em 4.1, temos que

Ṡ∗gεhṠg = π(g)∗εhπ(g) = εg−1hπ(g)∗π(g) = εg−1h,

pois π(g) por hipótese é isometria. Logo, fazendo uso destes dois fatos, temos que a

equação 4.4 é igual a seguinte:

Ṡ∗gεhṠg −
˙S∗gSgShS

∗
h − ShS∗hS

∗
gSg + ShS∗h = εg−1h − εh − εh + εh = εg−1h − εh.
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Portanto,
˙(

S∗gSh − ShS
∗
g

)(
S∗gSh − ShS

∗
g

)∗
= 0 ⇔ εg−1h = εh.

Agora, note que S∗1S2 = S2S∗1 ⇔ S∗2S1 = S1S∗2 . Como não é evidente que εg−1h =

εh ⇔ εh−1g = εg, demonstraremos este fato na próxima proposição.

Proposição 4.3.1. Se para todo g ∈ G, εg é como definido acima, então para g, h ∈
G = Z× Z arbitrários, tais que Ṡg e Ṡh são isometrias temos que

εg−1h = εh ⇔ εh−1g = εg.

Demonstração. Relembrando, para todo g ∈ G, Ṡg = π(g), onde π é a representação

parcial definida em 4.1. Logo, pela proposição 4.2.1 temos que

˙Sh−1g = π
(
h−1g

)
= π

(
h−1
)
π(g) = ˙Sh−1Sg,

pois por hipótese π(g) é isometria. Sendo assim, temos que

εh−1g = ˙Sh−1gS
∗
h−1g = ˙Sh−1gSg−1h = ˙Sh−1SgSg−1Sh = ˙S∗hSgS

∗
gSh.

Logo, εh−1g = εg se, e somente se, ˙S∗hSgS
∗
gSh = ˙SgS∗g .

Analogamente, εg−1h = εh se, e somente se,

˙S∗gShS
∗
hSg = ˙ShS∗h. (4.5)

(⇒) Basta verificarmos que

˙(
S∗hSgS

∗
gSh − SgS

∗
g

)(
S∗hSgS

∗
gSh − SgS

∗
g

)∗
= 0̇.

De fato,

˙(
S∗hSgS

∗
gSh − SgS

∗
g

)(
S∗hSgS

∗
gSh − SgS

∗
g

)∗
=

˙(
S∗hSgS

∗
gSh − SgS

∗
g

)(
S∗hSgS

∗
gSh − SgS

∗
g

)
= ˙S∗hSgS

∗
gShS

∗
hSgS

∗
gSh − S∗hSgS

∗
gShSgS

∗
g − SgS∗gS

∗
hSgS

∗
gSh + SgS∗gSgS

∗
g (4.6)

Agora, fazendo uso da equação 4.5 e do fato que Ṡg comuta com Ṡh, temos que a
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equação 4.6 é igual a seguinte:

˙S∗hSgShS
∗
hS

∗
gSh − S∗hSgS

∗
gSgShS

∗
g − SgS∗hS

∗
gSgS

∗
gSh + SgS∗g

= ˙S∗hShSgS
∗
hS

∗
gSh − S∗hSgShS

∗
g − SgS∗hS

∗
gSh + SgS∗g

= ˙SgS∗hS
∗
gSh − S∗hShSgS

∗
g − SgS∗gS

∗
hSh + SgS∗g

= ˙SgS∗gS
∗
hSh − SgS∗g − SgS∗g + SgS∗g = ˙SgS∗g − SgS∗g = 0̇.

Portanto, εh = εg−1h ⇒ εg = εh−1g.

Analogamente, prova-se que εg = εh−1g ⇒ εh = εg−1h.

�

Então tomando g = (1, 0) e h = (0, 1) em εg = εh−1g, obtemos

ε(1, 0) = ε(0,−1)+(1, 0) ⇒ ε(1, 0) = ε(1,−1),

e portanto, a relação que precisamos acrescentar em

R =
{
1(−1, 0) − 1(0, 0), 1(0,−1) − 1(0, 0)

}
⊆ C(XG),

para que tenhamos a relação S∗1S2 = S2S
∗
1 em R é a seguinte:

1(1, 0) − 1(1,−1).

Portanto, acrescentando a relação desejada, temos que

R̂ =
{
1(−1, 0) − 1(0, 0), 1(0,−1) − 1(0, 0), 1(1, 0) − 1(1,−1)

}
⊆ C(XG),

R̂ = R∪
{
S∗(1, 0)S(1, 0) = 1, S∗(0, 1)S(0, 1) = 1, S∗(1, 0)S(0, 1) = S(0, 1)S

∗
(1, 0)

}
,

e

R̂ = {S∗1S1 = 1, S∗2S2 = 1, S1S2 = S2S1, S
∗
1S2 = S2S

∗
1}.

Note que tiramos de R̂ a relação de que S1 e S2 são compat́ıveis, pois vimos na

primeira seção deste caṕıtulo, que se duas isometrias são duplamente comutantes,

então elas são compat́ıveis.

Como os pares
(
G, R̂

)
e
(
G , R̂

)
são claramente admisśıveis, existem C∗

(
G, R̂

)
e

C∗
(
G , R̂

)
. Então, pelo teorema 3.3.8, temos que

C∗
(
G, R̂

)
∼= C

(
Ω bR
)
oα (Z× Z),
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e pelo isomorfismo constrúıdo na seção anterior, temos que

C∗
(
G, R̂

)
∼= C∗

(
G , R̂

)
,

logo

C∗
(
G , R̂

)
∼= C

(
Ω bR
)
oα (Z× Z).

Vamos, agora portanto, determinar o espectro Ω bR. Claramente, Ω bR ⊆ ΩR. Logo,

precisamos analisar somente a última relação acrescentada em R. Relembrando, mais

uma vez,

Ω bR =
{
ξ ∈ XG | ∀f ∈ R̂,∀g ∈ G, f(−g + ξ) = 0

}
.

Então, tomando ξ ∈ Ω bR e g = (m,n) ∈ ξ arbitrários, temos que(
¨1(1, 0) − ¨1(1,−1)

)
(−g + ξ) = 0 ⇔ ¨1(1, 0)(−g + ξ) = ¨1(1,−1)(−g + ξ)

⇔ [(1, 0) ∈ (−g + ξ)] = [(1,−1) ∈ (−g + ξ)]

⇔ [g + (1, 0) ∈ ξ] = [g + (1,−1) ∈ ξ]

⇔ [(m+ 1, n) ∈ ξ] = [(m+ 1, n− 1) ∈ ξ].

Agora, dado ξ ∈ Z× Z arbitrário, defina

xM = sup
(m,n)∈ξ

{π1(m,n)} e yM = sup
(m,n)∈ξ

{π2(m,n)},

onde π1 : Z× Z −→ Z e π2 : Z× Z −→ Z, denotam as projeções canônicas na primeira

e segunda coordenada, respectivamente. Note que xM , yM ∈ N ∪ {+∞}. Logo, para

ξ ∈ Ω bR arbitrário, temos que

• Caso 1: se xM , yM < +∞, então (0, 0) ∈ ξ e para qualquer (x, y) ∈ Z × Z, tal

que x ≤ xM e y ≤ yM , (x, y) ∈ ξ.

• Caso 2: se xM = +∞ e yM < +∞, então (0, 0) ∈ ξ e para qualquer (x, y) ∈ Z×Z,

tal que y ≤ yM , (x, y) ∈ ξ.

• Caso 3: se xM < +∞ e yM = +∞, então (0, 0) ∈ ξ e para qualquer (x, y) ∈ Z×Z,

tal que x ≤ xM , (x, y) ∈ ξ.

• Caso 4: se xM = yM = +∞, então ξ = Z× Z.

Agora, tome ξ ⊆ Z × Z, tal que ξ satisfaz um dos quatro casos citados acima.

Então é imediato verificar que para qualquer g = (m,n) ∈ Z × Z, [(m+ 1, n) ∈ ξ] =

[(m+ 1, n− 1) ∈ ξ], donde segue que
(

¨1(1, 0) − ¨1(1,−1)

)
(−g + ξ) = 0.
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Portanto, ξ ∈ Ω bR se, e somente se, ξ satisfaz um dos quatro casos citados acima.

Sendo assim, podemos caracterizar Ω bR de uma forma ainda melhor.

Teorema 4.3.2. Ω bR e (N ∪ {+∞}) × (N ∪ {+∞}) são homeomorfos, onde estamos

considerando em N a topologia discreta, em (N ∪ {+∞}) a topologia do compactifi-

cado de Alexandroff (ver definição 19.2 em [17]) e em (N ∪ {+∞}) × (N ∪ {+∞}) a

topologia produto.

Demonstração. Defina

f : (N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞}) −→ Ω bR
(x, y) 7−→ ξ(x, y),

onde ξ(x, y) = {(m,n) ∈ Z× Z | m ≤ x, n ≤ y}. Pela caracterização feita anterior-

mente do espectro, temos que para todo (x, y) ∈ (N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞}), ξ(x, y) ∈
Ω bR. Logo, a aplicação f está bem definida. Vamos mostrar que f é um homeomor-

fismo.

f é injetora, pois dados (x, y), (z, w) ∈ (N ∪ {+∞})×(N ∪ {+∞}) arbitrários, tais

que f(x, y) = f(z, w), temos que ξ(x, y) = ξ(z, w), logo (x, y) ∈ ξ(z, w), o que implica

x ≤ z e y ≤ w, e também, temos que (z, w) ∈ ξ(x, y), o que implica z ≤ x e w ≤ y,

donde segue que (x, y) = (z, w).

f é sobrejetora, pois pela caracterização feita do espectro anteriormente, temos que

dado ξ ∈ Ω bR arbitrário, existem xM , yM ∈ N ∪ {+∞}, tais que

ξ = {(m,n) ∈ Z× Z | m ≤ xM , n ≤ yM},

e portanto, f(xM , yM) = ξ.

Vamos verificar agora, que f é cont́ınua. Tome {(xλ, yλ)}λ∈Λ ⊆ (N ∪ {+∞}) ×
(N ∪ {+∞}) um net e (x0, y0) ∈ (N ∪ {+∞}) × (N ∪ {+∞}), tais que (xλ, yλ) →
(x0, y0).

• Caso 1: (x0, y0) ∈ N× N.

Tome U = {(x0, y0)}. Claramente U é uma vizinhança aberta de (x0, y0) e como

(xλ, yλ) → (x0, y0), existe λ0 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ0, (xλ, yλ) ∈ U , ou

seja, para todo λ ≥ λ0, (xλ, yλ) = (x0, y0).

Portanto, temos que para todo λ ≥ λ0, ξ(xλ, yλ) = ξ(x0, y0), logo para todo g ∈ G,[
g ∈ ξ(xλ, yλ)

]
=
[
g ∈ ξ(x0, y0)

]
.

• Caso 2: (x0, y0) = (+∞, y0) ∈ (N ∪ {+∞})× N.
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Note que devido a topologia produto, sabemos que (xλ, yλ) → (x0, y0) se, e

somente se, xλ → x0 e yλ → y0. Portanto, tomando U = {y0}, existe λ0 ∈ Λ, tal

que para todo λ ≥ λ0, yλ ∈ U , ou seja, para todo λ ≥ λ0, yλ = y0.

Agora, temos que provar que para todo g ∈ G, existe λ̃0 ∈ Λ, tal que para todo

λ ≥ λ̃0,
[
g ∈ ξ(xλ, yλ)

]
=
[
g ∈ ξ(x0, y0)

]
.

– Caso 2.1: Tome g = (x, y) ∈ G, tal que y > y0. Portanto, para todo λ ≥ λ0,[
(x, y) ∈ ξ(xλ, yλ)

]
=
[
(x, y) ∈ ξ(xλ, y0)

]
= 0 =

[
(x, y) ∈ ξ(x0, y0)

]
,

já que y > y0.

– Caso 2.2: Tome g = (x, y) ∈ G, tal que y ≤ y0. Como xλ → +∞,

existe λ1 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ1, xλ > x. Agora tomando

λ̃0 = max {λ0, λ1}, temos que para todo λ > λ̃0,
[
(x, y) ∈ ξ(xi, yi)

]
= 1 =[

(x, y) ∈ ξ(x0, y0)

]
, já que y ≤ y0 = yλ e x ≤ xλ.

• Caso 3: (x0, y0) = (x0,+∞) ∈ (N× N ∪ {+∞}).

Demonstração análoga ao caso anterior.

• Caso 4: (x0, y0) = (+∞,+∞).

Tome (x, y) ∈ G arbitrário. Como xλ → +∞ e yλ → +∞, existem λ1, λ2 ∈ Λ,

tais que para todo λ ≥ λ1, xλ ≥ x e para todo λ ≥ λ2, yλ ≥ y. Então,

escolhendo λ0 = max {λ1, λ2}, temos que para todo λ ≥ λ0,
[
(x, y) ∈ ξ(xλ, yλ)

]
=

1 = [(x, y) ∈ ξx0,y0 ].

Portanto, para todo g ∈ G, existe λ0 ∈ Λ, tal que para todo λ ≥ λ0,
[
g ∈ ξ(xλ, yλ)

]
=[

g ∈ ξ(x0, y0)

]
, ou seja, f(xλ, yλ) = ξ(xλ, yλ) → ξ(x0, y0) = f(x0, y0), donde segue que f é

cont́ınua.

Por fim, como (N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞}) é compacto e Ω bR é Hausdorff, segue que

f é um homeomorfismo.

�

Portanto, como Ω bR ' (N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞}), temos que

C
(
Ω bR
) ∼= C((N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞})).

Logo,

C∗
(
G , R̂

)
∼= C((N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞}))oα (Z× Z).
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No próximo teorema, veremos que a C∗-álgebra universal, gerada por duas iso-

metrias duplamente comutantes, é isomorfa a C∗{S} ⊗ C∗{S}, onde C∗{S} denota

a C∗-álgebra universal gerada por uma isometria. Por isso, antes faremos algumas

observações a respeito do produto tensorial de duas C∗-álgebras unitais.

Sejam A e B duas C∗-álgebras unitais. Considere o conjunto G = (A× {1}) ∪
(B × {2}), ou seja, um conjunto que possui a mesma cardinalidade de A ∪ B e é

disjunto de A ∪ B. Para todo a ∈ A, denotaremos um elemento da forma (a, 1) por

a⊗ 1B e, analogamente, para todo b ∈ B, denotaremos um elemento da forma (b, 2)

por 1A ⊗ b. Considere também o seguinte conjunto de relações:

R ={(a⊗ 1B)
∗ = a∗ ⊗ 1B,

(a1 ⊗ 1B)(a2 ⊗ 1B) = a1a2 ⊗ 1B,

λ(a1 ⊗ 1B) + (a2 ⊗ 1B) = (λa1 + a2)⊗ 1B,

‖a⊗ 1B‖ ≤ ‖a‖A,

(1A ⊗ b)∗ = 1A ⊗ b∗,

(1A ⊗ b1)(1A ⊗ b2) = 1A ⊗ b1b2,

λ(1A ⊗ b1) + (1A ⊗ b2) = 1A ⊗ (λb1 + b2),

‖1A ⊗ b‖ ≤ ‖b‖B,

(a⊗ 1B)(1A ⊗ b) = (1A ⊗ b)(a⊗ 1B), |

λ ∈ C, a, a1, a2 ∈ A, b, b1, b2 ∈ B}.

Note que o par
(
G,R

)
é admisśıvel, logo existe C∗(G,R).

Definição 4.3.3. C∗(G,R) é denominada o produto tensorial de A por B, que deno-

taremos por A⊗ B.

Observação 4.3.4. Na verdade a definição padrão encontrada na literatura para o

produto tensorial de duas C∗-álgebras unitais não é a dada acima, mas é equivalente

a ela. Mais sobre a teoria de produto tensorial de C∗-álgebras pode ser encontrada no

apêndice T em [16].

Dados a ∈ A e b ∈ B arbitrários, denotaremos por ˜a⊗ b a classe de equivalência

do elemento (a⊗ 1B)(1A ⊗ b), referente ao quociente pelo núcleo da norma definida na

construção de C∗-álgebra universal (ver construção no apêndice 1).

Teorema 4.3.5. C∗
(
G , R̂

)
é isomorfa a C∗{S} ⊗ C∗{S}.
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Demonstração. Primeiramente, iremos usar a propriedade universal de C∗
(
G , R̂

)
.

Defina

ρ : G −→ C∗{S} ⊗ C∗{S}

S1 7−→ ˜S ⊗ 1

S2 7−→ ˜1⊗ S.

Note que a rigor, um elemento de C∗{S}⊗C∗{S} é da forma ˜x⊗ y, onde x ∈ C∗{S}
e y ∈ C∗{S}, que a rigor também são classes, já que C∗{S} também é uma C∗-

álgebra universal. Para não sobrecarregarmos a notação, identificaremos os elementos

w ∈ C∗{S} simplesmente por w, salientando portanto apenas a notação de classe no

produto tensorial.

Vamos verificar que ρ satisfaz R̂.

(i) ‖ρ̃(S∗1S1 − 1)‖ = ‖ρ(S1)
∗ρ(S1)− ρ(1)‖ =

∥∥∥( ˜S ⊗ 1
)∗( ˜S ⊗ 1

)
− ˜1⊗ 1

∥∥∥
=
∥∥∥ ˜
(S∗ ⊗ 1)(S ⊗ 1)− ˜1⊗ 1

∥∥∥ =
∥∥∥ ˜S∗S ⊗ 1− 1⊗ 1

∥∥∥
=
∥∥∥ ˜1⊗ 1− 1⊗ 1

∥∥∥ = 0.

(ii) A demonstração de que para todo W ∈ G , ‖ρ̃(S∗2S2 − 1)‖ = 0, é análoga ao item

anterior.

(iii) ‖ρ̃(S1S2 − S2S1)‖ = ‖ρ(S1)ρ(S2)− ρ(S2)ρ(S1)‖

=
∥∥∥ ˜
(S ⊗ 1)(1⊗ S)− ˜

(1⊗ S)(S ⊗ 1)
∥∥∥

=
∥∥∥ ˜S ⊗ S − S ⊗ S

∥∥∥ = 0.

(iv) ‖ρ̃(S∗1S2 − S2S
∗
1)‖ = ‖ρ(S1)

∗ρ(S2)− ρ(S2)ρ(S1)
∗‖

=
∥∥∥ ˜
(S ⊗ 1)∗(1⊗ S)− ˜

(1⊗ S)(S ⊗ 1)∗
∥∥∥

=
∥∥∥ ˜
(S∗ ⊗ 1)(1⊗ S)− ˜

(1⊗ S)(S∗ ⊗ 1)
∥∥∥

=
∥∥∥ ˜S∗ ⊗ S − S∗ ⊗ S

∥∥∥ = 0.

Portanto, ρ satisfaz R̂; logo, pela propriedade universal de C∗
(
G , R̂

)
, existe um
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único homomorfismo ϕ tal que o diagrama abaixo comuta:

G
ρ //

ι ##G
GGGGGGGG C∗{S} ⊗ C∗{S}

C∗
(
G , R̂

) ϕ

77nnnnnnnnnnnn

Então, temos que ϕ
(
S1

)
= ϕ◦ι(S1) = ρ(S1) = ˜S ⊗ 1 e ϕ

(
S2

)
= ϕ◦ι(S2) = ρ(S2) =

˜1⊗ S.

Agora, vamos usar a propriedade universal de C∗{S}. Defina a seguinte aplicação:

η : {S, 1} −→ C∗
(
G , R̂

)
S 7−→ S1,

e note que η satisfaz a relação de C∗{S}, pois

‖η̃(S∗S − 1)‖ = ‖η(S)∗η(S)− η(1)‖ =
∥∥S∗1S1 − 1

∥∥ =
∥∥1− 1

∥∥ = 0.

Portanto, pela propriedade universal de C∗{S}, existe um único homomorfismo ψ1,

tal que o diagrama abaixo comuta:

{S, 1} η //

ι
##G

GGGGGGGGG
C∗
(
G , R̂

)

C∗{S}
ψ1

99sssssssss

Logo, ψ1(S) = ψ1 ◦ ι(S) = η(S) = S1.

De forma completamente análoga, podemos construir um homomorfismo ψ2 :

C∗{S} −→ C∗
(
G , R̂

)
, tal que ψ2(S) = S2.

Agora, vamos mostrar que a imagem de ψ1 comuta com a imagem de ψ2, pois desta

forma, existirá um homomorfismo ψ : C∗{S} ⊗ C∗{S} −→ C∗
(
G , R̂

)
, tal que para

todo ˜x⊗ y ∈ C∗{S} ⊗ C∗{S},

ψ
(

˜x⊗ y
)

= ψ1(x)ψ2(y).

Portanto, tome w um elemento arbitrário da imagem de ψ1; então ,w = lim
n→+∞

n∑
i=1

λni S
rn
1 (S∗1)

sn .

Da mesma forma, tome z um elemento arbitrário da imagem de ψ2; então, z =
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lim
n→+∞

n∑
i=1

βni S
un
2 (S∗2)

vn . Como S1 � S2 e S∗1 � S2, temos que

wz =

(
lim

n→+∞

n∑
i=1

λni S
rn
1 (S∗1)

sn

)(
lim

n→+∞

n∑
i=1

βni S
un
2 (S∗2)

vn

)

= lim
n→+∞

((
n∑
i=1

λni S
rn
1 (S∗1)

sn

)(
n∑
i=1

βni S
un
2 (S∗2)

vn

))

= lim
n→+∞

((
n∑
i=1

βni S
un
2 (S∗2)

vn

)(
n∑
i=1

λni S
rn
1 (S∗1)

sn

))

=

(
lim

n→+∞

n∑
i=1

βni S
un
2 (S∗2)

vn

)(
lim

n→+∞

n∑
i=1

λni S
rn
1 (S∗1)

sn

)
= zw,

donde segue que a imagem de ψ1 comuta com a imagem de ψ2 e desta forma existe o

homomorfismo ψ mencionada acima.

Finalmente, vamos verificar que ϕ e ψ são um o inverso do outro, donde seguirá

que C∗
(
G , R̂

)
e C∗{S} ⊗ C∗{S} são isomorfas.

Como C∗
(
G , R̂

)
é gerada por S1, S2 e 1, basta verificarmos a composição dos

homomorfismos ϕ e ψ nos geradores. Então, temos que

1. ψ ◦ ϕ
(
S1

)
= ψ

(
˜S ⊗ 1
)

= ψ1(S)ψ2(1) = S11 = S1;

2. ψ ◦ ϕ
(
S2

)
= ψ

(
˜1⊗ S
)

= ψ1(1)ψ2(S) = 1S2 = S2;

Portanto, ψ ◦ ϕ = id
C∗
�
G , bR�.

Por fim, vamos fazer uso da propriedade universal de C∗{S}⊗C∗{S}, para provar

que ϕ◦ψ = idC∗{S}⊗C∗{S}. Seja G o conjunto gerador de C∗{S}⊗C∗{S} (como definido

na discussão que precede este teorema). Como as C∗-álgebras que compõem este pro-

duto tensorial são a mesma, faremos a seguinte definição: G1 = {x⊗ 1 | x ∈ C∗{S}}
e G2 = {1⊗ x | x ∈ C∗{S}}. Logo, G1∪̇G2 = G. Então, claramente a aplicação

ι : G1∪̇G2 −→ C∗{S} ⊗ C∗{S}

G1 3 x 7−→ ˜x⊗ 1

G2 3 y 7−→ ˜1⊗ y

é uma representação de G1∪̇G2, que satisfaz o conjunto de relações (também como

definido na discussão que precede este teorema). Logo, pela propriedade universal de
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C∗{S}⊗C∗{S}, existe um único homomorfismo φ tal que o diagrama abaixo comuta:

G1∪̇G2
ι //

ι
''PPPPPPPPPPPP

C∗{S} ⊗ C∗{S}

C∗{S} ⊗ C∗{S}
φ

55kkkkkkkkkkkkkk

Agora, note que ι = idC∗{S}⊗C∗{S} ◦ ι; portanto, pela unicidade da propriedade

universal, segue que φ = idC∗{S}⊗C∗{S}. Como C∗{S} ⊗ C∗{S} é uma C∗-álgebra

universal, basta verificarmos que ϕ ◦ ψ faz o diagrama acima comutar nos seus gera-

dores; mas C∗{S} também é uma C∗-álgebra universal, portanto basta verificarmos

que ϕ ◦ ψ = ι no conjunto {S, 1}, lembrando que devemos analisar dois casos: o con-

junto {S, 1} como conjunto gerador, referente a primeira entrada do produto tensorial

e o conjunto {S, 1} como conjunto gerador, referente a segunda entrada do produto

tensorial. Logo, temos que

1. ϕ ◦ ι(S) = ϕ ◦ ψ
(

˜S ⊗ 1
)

= ϕ(ψ1(S)ψ2(1)) = ϕ
(
S11
)

= ϕ
(
S1

)
= ˜S ⊗ 1 = ι(S);

2. ϕ ◦ ι(S) = ϕ ◦ ψ
(

˜1⊗ S
)

= ϕ(ψ1(1)ψ2(S)) = ϕ
(
1S2

)
= ϕ

(
S2

)
= ˜1⊗ S = ι(S);

Portanto, pela unicidade de φ = idC∗{S}⊗C∗{S} no diagrama acima, segue que ϕ◦ψ =

idC∗{S}⊗C∗{S}.

�

Portanto,

C∗{S} ⊗ C∗{S} ∼= C∗
(
G , R̂

)
∼= C((N ∪ {+∞})× (N ∪ {+∞}))oα (Z× Z).
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Caṕıtulo 5

Representações Induzidas

Neste último caṕıtulo, nosso objetivo será construir uma representação da C∗-álgebra

universal, gerada por duas isometrias compat́ıveis. Iremos primeiramente desenvolver

um pouco da teoria de representações induzidas, para então concluir que dado um

produto cruzado parcial Aoα G e uma representação de A, podemos induzir uma

representação sobre Aoα G. Desta forma, teremos a representação desejada, uma vez

que no caṕıtulo anterior mostramos que a C∗-álgebra em questão é isomorfa a um

produto cruzado parcial. Mais sobre a teoria de representações induzidas, pode ser

encontrada em [12].

Sejam A e B C∗-álgebras unitais, MB um Hilbert B-módulo à direita (ver definição

B.1.8) e L(MB) = {T : MB −→MB | T é adjuntável} (ver definição de um operador

adjuntável em B.1.11).

Definição 5.0.6. Uma A-B-correspondência é um par ordenado (MB, κ), onde

κ : A −→ L(MB)

a 7−→ κa

é um homomorfismo.

Queremos definir uma estrutura de A -módulo à esquerda sobre M B, portanto

defina para todo m ∈MB, am = κa(m).

Proposição 5.0.7. Se (MB, κ) é uma A-B-correspondência, então AMB é um A-B-

bimódulo.

Demonstração. Sejam a, a1, a2 ∈ A e m,m1,m2 ∈MB quaisquer; então, temos que

(i) a1(a2m) = κa1(κa2(m)) = κa1 ◦ κa2(m) = κa1a2(m) = (a1a2)m.
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(ii) a(m1 +m2) = κa(m1 +m2) = κa(m1) + κa(m2) = am1 + am2.

(iii) (a1 + a2)m = κa1+a2(m) = κa1(m) + κa2(m) = a1m+ a2m.

Logo, MB é um A-módulo à esquerda. Além disso, para b ∈ B arbitrário, temos

que

a(mb) = κa(mb) = (κa(m))b = (am)b,

e portanto, AMB é um A-B-bimódulo.

�

Agora, sejam H um espaço de Hilbert e π : B −→ B(H) uma representação qual-

quer; para todo b ∈ B e para todo ξ ∈ H defina

bξ := π(b)(ξ).

Note que π induz uma estrutura de B-módulo à esquerda sobre H. No que segue,

seja (MB, κ) uma A-B-correspondência. O nosso objetivo é induzir uma representação

de A a partir da π, mas para isto, primeiramente precisamos construir um espaço de

Hilbert.

Considere o produto tensorial de módulos entre M e H, que denotaremos por

M ⊗B H. Observe que este produto tensorial está bem definido, já que M é um

B-módulo à direita e H é um B-módulo à esquerda. Queremos definir um produto

interno em M⊗BH. Dados m⊗ ξ, n⊗ ω ∈M⊗BH, podeŕıamos pensar em definir o

produto interno da maneira canônica, ou seja, 〈m⊗ ξ, n⊗ ω〉 = (mξ)∗(nω), mas note

que esta equação não tem sentido, já que estamos usando operações que não estão

definidas. Para fins de uma motivação, continuaremos esta equação no intuito de dar

a ela um sentido. Então, note que podemos pensar em m∗n como sendo 〈m,n〉B, que

está definido, mas mesmo assim, não podemos multiplicar um elemento de H por um

elemento de B, mas podemos fazer isto através da representação π. Logo, teŕıamos

algo do tipo

(mξ)∗(nω) = ξ∗m∗nω = ξ∗〈m,n〉Bω = ξ∗π(〈m,n〉B)ω,

mas ainda assim esta equação não faz sentido, já que em H não temos uma operação

de involução definida. No entanto, podeŕıamos pensar que

ξ∗π(〈m,n〉B)ω = 〈ξ, π(〈m,n〉B)ω〉.

Esta foi uma tentativa de motivar a construção que segue.
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Fixe n0 ∈MB e ω0 ∈ BH arbitrários e defina a seguinte aplicação:

ϕ(n0, ω0) : MB × BH −→ C

(m, ξ) 7−→ 〈ξ, 〈m,n0〉Bω0〉.

Note que ϕ(n0, ω0) é B-balanceada, pois para quaisquer b ∈ B, m ∈ MB e ξ ∈ BH,

temos que

ϕ(n0, ω0)(m, bξ) = 〈bξ, 〈m,n0〉Bω0〉 = 〈ξ, b∗〈m,n0〉Bω0〉

= 〈ξ, 〈mb, n0〉Bω0〉 = ϕ(n0, ω0)(mb, ξ).

Além disso ϕ(n0, ω0) é claramente anti-linear sobre C, logo existe uma única aplicação

ϕ̂(n0, ω0) : MB ⊗B H −→ C anti-linear sobre C, tal que para todo m ∈MB e para todo

ξ ∈ BH, temos que

ϕ̂(n0, ω0)(m⊗ ξ) = ϕ(n0, η0)(m, ξ) = 〈ξ, 〈m,n0〉Bω0〉.

Agora, defina F = {f : MB ⊗B H −→ C | f é C− anti-linear} e

ψ : MB × BH −→ F

(n, ω) 7−→ ϕ̂(n, ω).

Observe que ψ é B-balanceada, pois para quaisquer b ∈ B, m ∈ MB e ξ ∈ BH
temos que

ϕ̂(nb, ω)(m⊗ ξ) = 〈ξ, 〈m,nb〉Bω〉 = 〈ξ, 〈m,n〉Bbω〉 = ϕ̂(n, bω)(m⊗ ξ).

Logo, ψ(nb, ω) = ϕ̂(nb, ω) = ϕ̂(n, bω) = ψ(n, bω).

Além disso, ψ é claramente C-linear, logo existe uma única aplicação ψ̂ : M⊗B H −→
F , tal que para todo m,n ∈MB e para todo ξ, ω ∈ BH, temos que

ψ̂(n, ω)(m⊗ ξ) = ψ(n, ω)(m, ξ) = 〈ξ, 〈m,n〉Bω〉.

Nosso próximo passo, será mostrar que a aplicação ψ̂ é um semi-produto interno.

Para provar a sua positividade, precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.0.8. Sejam n ∈ N e T = (Tij)
n
i,j=1 ∈ Mn(B) arbitrários, onde Mn(B) denota

a C∗-álgebra das matrizes quadradas de ordem n, com entradas em B. Então, T ≥ 0
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se, e somente se, para todo b1, · · · , bn ∈ B,
n∑

i,j=1

b∗iTijbj ≥ 0.

Demonstração. (⇒) Como T é um elemento positivo de Mn(B), existe C = (Cij)
n
i,j=1 ∈

Mn(B), tal que T = C∗C. Agora, tome b1, · · · , bn ∈ B arbitrários e note que

n∑
i,j=1

b∗iTijbj =
n∑

i,j,k=1

b∗i (Cki)
∗Ckjbj =

n∑
i,j,k=1

(Ckibi)
∗(Ckjbj) = (Cb)∗(Cb) ≥ 0,

onde (Cb)∗ denota o vetor linha Cb.

(⇐) Primeiramente vamos provar que sob a hipótese de que para todo b1, · · · , bn ∈

B,
n∑

i,j=1

b∗iTijbj ≥ 0, o operador T é auto-adjunto, isto é, para todo i, j ∈ {1, · · · , n},

Tji = T ∗ij. Defina a seguinte aplicação:

ϕ : Bn × Bn −→ C

(b, c) 7−→
n∑

i,j=1

b∗iTijcj.

Note que a aplicação ϕ é claramente uma forma sesquilinear, logo satisfaz a iden-

tidade de polarização (ver observação 2.1.5 em [15]). Portanto, temos que

ϕ(b, c)∗ =
1

4

4∑
n=1

i−nϕ(b+ inc, b+ inc)

=
1

4

4∑
n=1

i−nϕ
(
in
(
i−nb+ c

)
, in
(
i−nb+ c

))
=

1

4

4∑
n=1

i−ni−ninϕ
(
i−nb+ c, i−nb+ c

)
=

1

4

4∑
m=1

imϕ(c+ imb, c+ imb)

= ϕ(c, b).

Logo, como (
n∑

i,j=1

b∗iTijcj

)∗

=
n∑

i,j=1

c∗jT
∗
ijbi,

temos que

n∑
i,j=1

c∗jT
∗
ijbi =

n∑
i,j=1

c∗iTijbj =
n∑

i,j=1

c∗jTjibi ⇒ ∀i, j ∈ {1, · · · , n}, T ∗ij = Tji.
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Então como T é auto-adjunto, existem R,S ∈ Mn(B)+, tais que T = R − S e

RS = 0. Tome x = (x1, · · · , xn) ∈ Bn arbitrário e defina para todo i ∈ {1, · · · , n},

yi =
n∑

i,j=1

Sijxj. Logo, como todo elemento positivo é auto-adjunto e

T = R− S ⇒ TS = RS − S2 ⇒ TS = −S2,

temos que

0 ≤
n∑

i,j=1

y∗i Tijyj =
n∑

i,j,k,l=1

x∗k(Sik)
∗TijSjlxl

=
n∑

k,l=1

x∗k

(
n∑

i,j=1

S∗kiTijSjl

)
︸ ︷︷ ︸

(S∗TS)kl

xl

= −
n∑

k,l=1

x∗k
(
S3
)
kl
xl = −

〈
S3x, x

〉
≤ 0,

pois S é positivo, o que implica 〈S3x, x〉 ≥ 0.

Portanto, 〈S3x, x〉 = 0 e pela identidade de polarização (ver exerćıcio 2.1.3 em

[15]), temos que para qualquer y ∈ Bn, 〈S3x, y〉 = 0. Logo, tomando i, j ∈ {1, . . . , n}
arbitrários, x = ej (o vetor que é nulo em todas as entradas, exceto na j-ésima, que é

igual a 1) e y = ei, temos que S3
ij = 0, donde segue que S3 = 0. Mas, se S3 = 0, temos

que ∥∥S2
∥∥2

= ‖(SS)∗(SS)‖ =
∥∥S3S

∥∥ ≤ ∥∥S3
∥∥‖S‖ = 0 ⇒

∥∥S2
∥∥ = 0.

Da mesma forma, se S2 = 0, temos que

‖S‖2 = ‖S∗S‖ = ‖SS‖ = 0 ⇒ ‖S‖ = 0 ⇒ S = 0.

Portanto, T = R ≥ 0.

�

Proposição 5.0.9. A aplicação

〈·, ·〉 : (M⊗B H)× (M⊗B H) −→ C

(x, y) 7−→ ψ̂(y)(x)

é um semi-produto interno.
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Demonstração. Note que a C-linearidade segue diretamente da construção de 〈·, ·〉.
Logo, vamos demonstrar os demais axiomas de um semi-produto interno.

• Anti-simetria: Sejam x, y ∈ M⊗B H arbitrários; então, existem mi, nj ∈ MB e

ξi, ωj ∈ BH, onde i, j ∈ {1, · · · , n}, tais que x =
n∑
i=1

mi ⊗ ξi e y =
n∑
j=1

nj ⊗ ωj.

Logo, temos que

〈x, y〉 =

〈
n∑
i=1

mi ⊗ ξi,

n∑
j=1

nj ⊗ ωj

〉
=

n∑
i,j=1

〈mi ⊗ ξi, nj ⊗ ωj〉

=
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈mi, nj〉Bωj

〉
=

n∑
i,j=1

〈
〈mi, nj〉Bωj, ξi

〉
=

n∑
i,j=1

〈
ωj, 〈mi, nj〉B

∗ξi
〉

=
n∑

i,j=1

〈
ωj, 〈nj,mi〉Bξi

〉
=

n∑
i,j=1

〈nj ⊗ ωj,mi ⊗ ξi〉 =

〈
n∑
j=1

nj ⊗ ωj,
n∑
i=1

mi ⊗ ξi

〉
= 〈y, x〉.

• Positividade: Queremos mostrar que para todo x ∈ M⊗B H, 〈x, x〉 ≥ 0. Ob-

serve que para m ∈ MB e ξ ∈ BH arbitrários, temos que 〈m⊗ ξ,m⊗ ξ〉 =

〈ξ, 〈m,m〉Bξ〉, mas sabemos que 〈m,m〉B ≥ 0, logo existe b ∈ B, tal que 〈m,m〉B =

b∗b, portanto

〈m⊗ ξ,m⊗ ξ〉 = 〈ξ, 〈m,m〉Bξ〉 = 〈ξ, b∗bξ〉 = 〈bξ, bξ〉 ≥ 0.

No entanto, não basta mostrarmos a positividade de 〈·, ·〉 nos geradores de M⊗B

H. Logo, tome x ∈M⊗BH arbitrário; como mencionado anteriormente, existem

mi ∈MB e ξi ∈ BH, onde i ∈ {1, · · · , n}, tais que x =
n∑
i=1

mi ⊗ ξi. Portanto,

〈x, x〉 =

〈
n∑
i=1

mi ⊗ ξi,
n∑
j=1

mj ⊗ ξj

〉
=

n∑
i,j=1

〈mi ⊗ ξi,mj ⊗ ξj〉

=
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈mi,mj〉Bξj

〉
. (5.1)
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Agora note que, para b1, · · · , bn ∈ B arbitrários, temos que

n∑
i,j=1

b∗i 〈mi,mj〉bj =

〈
n∑
i=1

bimi,

n∑
j=1

bjmj

〉
≥ 0,

logo pelo lema 5.0.8 temos que
(
〈mi,mj〉B

)
ij
∈ Mn(B)+ e desta forma, existe

C = (Cij)ij ∈ Mn(B), tal que
(
〈mi,mj〉B

)
ij

= C∗C. Portanto, substituindo(
〈mi,mj〉B

)
ij

por (C∗C)ij =
n∑
k=1

(C∗)ikCkj =
n∑
k=1

(Cki)
∗Ckj na equação 5.1,

obtemos

〈x, x〉 =
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈mi,mj〉Bξj

〉
=

n∑
i,j,k=1

〈ξi, (Cki)∗(Ckj)ξj〉

=
n∑

i,j,k=1

〈Ckiξi, Ckjξj〉 =
n∑
k=1

〈
n∑
i=1

Ckiξi,

n∑
j=1

Ckjξj

〉

=
n∑
k=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Ckiξi

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

Portanto a aplicação 〈·, ·〉 é semi-produto interno.

�

Note que nada nos garante a não degenerecência da aplicação 〈·, ·〉; por isso, defina

N = {z ∈M⊗B H | 〈z, z〉 = 0}. Vamos provar que N é um subespaço de M⊗B H,

mas para isto, precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.0.10. Seja z ∈M⊗B H arbitrário. Então, 〈z, z〉 = 0 se, e somente se, para

todo x ∈M⊗B H, 〈z, x〉 = 0.

Demonstração. (⇒) Note que para x ∈ M ⊗B H arbitrário, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos que

‖〈z, x〉‖ ≤ ‖z‖‖x‖ = ‖〈z, z〉‖1/2‖〈x, x〉‖1/2 = 0.

Portanto, 〈z, x〉 = 0.

(⇐) Basta tomar x = z.

�

Proposição 5.0.11. N é um subespaço de M⊗B H.

Demonstração. Sejam λ ∈ C e z, w ∈ N arbitrários; então, temos que
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(i) 〈λz, λz〉 = |λ| 2〈z, z〉 = 0 ⇒ λz ∈ N ;

(ii) 〈z + w, z + w〉 = 〈z, z〉+ 〈w, z〉+ 〈z, w〉+ 〈w,w〉 = 0, já que pelo lema anterior

〈w, z〉 = 0 = 〈z, w〉.

Logo, N é um subespaço de M⊗B H.

�

Portanto, (M⊗B H)/N é um subespaço vetorial e

〈·, ·〉 : (M⊗B H)/N × (M⊗B H)/N −→ C

(x, y) 7−→ 〈x, y〉

é um produto interno. Seja H̃ o completamento de (M⊗B H)/N , na norma induzida

pelo produto interno 〈·, ·〉; logo, H̃ é um espaço de Hilbert.

Relembrando, o nosso objetivo é a partir da representação π : B −→ B(H) induzir

uma representação de A . Uma vez já constrúıdo o espaço de Hilbert, sobre o qual

esta representação irá agir, vamos definir a representação.

Tome a ∈ A arbitrário e defina a seguinte aplicação:

ζa : MB × BH −→ H̃

(m, ξ) 7−→ κa(m)⊗ ξ,

onde κ é o homomorfismo dado pela A-B-correspondência. Observe que a rigor um

elemento de H̃ é uma classe de equivalência. Por abuso de notação, denotaremos um

elemento da imagem de ζa pelo representante da sua classe.

Note que ζa é B-balanceada, pois para m ∈MB, b ∈ B e ξ ∈ BH arbitrários, temos

que

ζa(mb, ξ) = κa(mb)⊗ ξ = a(mb)⊗ ξ = (am)b⊗ ξ

= am⊗ bξ = κa(m)⊗ bξ = ζa(m, bξ).

Além disso, como ζa é claramente C-linear, existe uma única ζ̃a, extensão C-linear

de ζa, para o produto tensorial algébricoM⊗BH. Logo, para x =
n∑
i=1

mi⊗ξi ∈M⊗BH

arbitrário, temos que

ζ̃a(x) = ζ̃a

(
n∑
i=1

mi ⊗ ξi

)
=

n∑
i=1

ami ⊗ ξi.
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Agora, vamos querer estender ζ̃a para o completamento de (M⊗B H)/N . Para

isto, temos que provar que ζ̃a é cont́ınua e se anula sobre N , já que ela por construção

é linear. Para demonstrar a continuidade, precisaremos da seguinte proposição:

Proposição 5.0.12. Seja x =
n∑
i=1

mi ⊗ ξi ∈M⊗B H arbitrário. Então,

‖a‖2
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈mi,mj〉Bξj

〉
−

n∑
i,j=1

〈
ξi, 〈ami, amj〉Bξj

〉
≥ 0.

Demonstração. Primeiramente, note que

‖a‖2
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈mi,mj〉Bξj

〉
−

n∑
i,j=1

〈
ξi, 〈ami, amj〉Bξj

〉
=

n∑
i,j=1

〈
ξi,
(
‖a‖2〈mi,mj〉B − 〈ami, amj〉B

)
ξj
〉
.

Agora tomando T =
(
‖a‖2〈mi,mj〉 − 〈ami, amj〉

)
ij
∈ Mn(B) e ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈

Hn, temos que

〈ξ, T (ξ)〉 =
n∑

i,j=1

〈
ξi,
(
‖a‖2〈mi,mj〉B − 〈ami, amj〉B

)
ξj
〉
.

Logo, para provarmos o desejado, basta provarmos que T ∈ Mn(B)+, pois desta

forma teremos que 〈ξ, T (ξ)〉 ≥ 0. Para provarmos que T ∈ Mn(B)+ usaremos o lema

5.0.8. Sejam b1, · · · , bn ∈ B arbitrários, então

n∑
i,j=1

b∗iTijbj =
n∑

i,j=1

b∗i
(
‖a‖2〈mi,mj〉 − 〈ami, amj〉

)
bj

=
n∑

i,j=1

‖a‖2〈mibi,mjbj〉 − 〈amibi, amjbj〉

=
n∑

i,j=1

〈
‖a‖2mibi,mjbj

〉
− 〈amibi, amjbj〉. (5.2)

Mas, note que

〈amibi, amjbj〉 = 〈κa(mibi), κa(mjbj)〉 = 〈κ∗a ◦ κa(mibi),mjbj〉

= 〈κa∗(amibi),mjbj〉 = 〈a∗amibi,mjbj〉. (5.3)

Portanto, substituindo a equação 5.3 na equação 5.2 e observando que como ‖a‖2−
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a∗a ≥ 0, existe c ∈ A, tal que ‖a‖2 − a∗a = c∗c, obtemos que

n∑
i,j=1

b∗iTijbj =
n∑

i,j=1

〈
‖a‖2mibi,mjbj

〉
− 〈amibi, amjbj〉

=
n∑

i,j=1

〈
‖a‖2mibi,mjbj

〉
− 〈a∗amibi,mjbj〉

=
n∑

i,j=1

〈(
‖a‖2 − a∗a

)
mibi,mjbj

〉
=

n∑
i,j=1

〈c∗cmibi,mjbj〉 =
n∑

i,j=1

〈cmibi, cmjbj〉

=

〈
n∑
i=1

cmibi,

n∑
j=1

cmjbj

〉
≥ 0.

Portanto, pelo lema 5.0.8 temos que T ∈Mn(B)+, donde o resultado segue.

�

Proposição 5.0.13. ζ̃a é cont́ınua.

Demonstração. Seja x =
n∑
i=1

mi ⊗ ξi ∈M⊗B H arbitrário. Então, temos que

∥∥∥ζ̃a(x)∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ami ⊗ ξi

∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑
i=1

ami ⊗ ξi,
n∑
i=j

amj ⊗ ξj

〉

=
n∑

i,j=1

〈ami ⊗ ξi, amj ⊗ ξj〉 =
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈ami, amj〉Bξj

〉
Como pela proposição acima, sabemos que

n∑
i,j=1

〈
ξi, 〈ami, amj〉Bξj

〉
≤ ‖a‖2

n∑
i,j=1

〈
ξi, 〈mi,mj〉Bξj

〉
,

segue que
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∥∥∥ζ̃a(x)∥∥∥2

=
n∑

i,j=1

〈
ξi, 〈ami, amj〉Bξj

〉
≤ ‖a‖2

n∑
i,j=1

〈
ξi, 〈mi,mj〉Bξj

〉
= ‖a‖2

n∑
i,j=1

〈mi ⊗ ξi,mj ⊗ ξj〉 = ‖a‖2

〈
n∑
i=1

mi ⊗ ξi,

n∑
j=1

mj ⊗ ξj

〉

= ‖a‖2

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

mi ⊗ ξi

∥∥∥∥∥
2

= ‖a‖2‖x‖2.

Portanto,
∥∥∥ζ̃a(x)∥∥∥ ≤ ‖a‖‖x‖, donde segue que ζ̃a é cont́ınua.

�

Agora note que para z ∈ N arbitrário, temos que∥∥∥ζ̃a(z)∥∥∥ ≤ ‖a‖‖z‖ = ‖a‖‖〈z, z〉‖1/2 = 0 ⇒ ζ̃a(z) = 0.

Portanto, ζ̃a : (M⊗B H)/N −→ H̃ está bem definida, além de ser linear e cont́ınua.

Logo, existe uma extensão linear de ζ̃a para o completamento de (M⊗B H)/N . Denote

por ζ̂a esta extensão. Portanto, fica bem definida a seguinte aplicação

ζ : A −→ B
(
H̃
)

a 7−→ ζ̂a.

Só nos resta verificar que ζ é uma representação de A em B
(
H̃
)
.

Proposição 5.0.14. A aplicação

ζ : A −→ B
(
H̃
)

a 7−→ ζ̂a

é uma representação de A em B
(
H̃
)
.

Demonstração. Primeiramente, observe que a aplicação ζ é claramente C-linear. Além
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disso, para a ∈ A e m⊗ ξ, n⊗ ω ∈ (M⊗B H)/N arbitrários, temos que〈
ζ̂a
(
m⊗ ξ

)
, n⊗ ω

〉
=
〈
am⊗ ξ, n⊗ ω

〉
=
〈
κa(m)⊗ ξ, n⊗ ω

〉
= 〈ξ, 〈κa(m), n〉Bω〉 = 〈ξ, 〈m,κ∗a(n)〉Bω〉

= 〈ξ, 〈m,κa∗(n)〉Bω〉 = 〈ξ, 〈m, a∗n〉Bω〉

=
〈
m⊗ ξ, a∗n⊗ ω

〉
=
〈
m⊗ ξ, ζ̂a∗(n⊗ ω)

〉
.

Logo, como o produto interno e ζ̂a são C-lineares e cont́ınuos segue que ζ(a)∗ =

ζ(a∗).

Por fim, tomando a1, a2 ∈ A e m⊗ ξ ∈ (M⊗B H)/N arbitrários, temos que

ζ̂(a1a2)
(
m⊗ ξ

)
= (a1a2)m⊗ ξ = κa1a2(m)⊗ ξ

= κa1 ◦ κa2(m)⊗ ξ = ζ(a1)
(
κa2(m)⊗ ξ

)
= ζ̂(a1) ◦ ζ̂(a2)

(
m⊗ ξ

)
.

Logo, como ζ̂a1a2 e ζ̂a1 ◦ ζ̂a2 são C-lineares e cont́ınuas, segue que ζ(a1a2) = ζ(a1) ◦
ζ(a2).

Portanto, ζ é uma representação de A em B
(
H̃
)
.

�

Teorema 5.0.15. Sejam H um espaço de Hilbert, A e B C∗-álgebras, (MB, κ) uma

A-B-correspondência e π : B −→ B(H) uma representação. Então existe uma repre-

sentação ζ : A −→ B
(
H̃
)
, onde H̃ é como constrúıdo acima tal que, para todo a ∈ A

e para todo m⊗ ξ ∈ (M⊗H)/N ,

ζ(a)
(
m⊗ ξ

)
= am⊗ ξ.

Demonstração. Basta tomar a representação definida na proposição acima.

�

Portanto, a partir de uma representação π : B −→ B(H), nós induzimos uma

representação de A .

Agora, veremos que a partir de uma esperança condicional (ver definição B.2.17),

podemos construir uma A-B-correspondência. Sejam A uma C∗-álgebra, B uma sub-

C∗-álgebra de A, ambas unitais e E : A −→ B uma esperança condicional.
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Proposição 5.0.16. A aplicação

〈·, ·〉 : A×A −→ B

(m,n) 7−→ E(m∗n)

é um semi-produto interno.

Demonstração. Sejam m,n, a ∈ A, b ∈ B e λ ∈ C arbitrários. Então, temos que

(i) 〈m,nb〉 = E(m∗nb) = E(m∗n)b = 〈m,n〉b;

(ii) 〈m,n〉∗ = E(m∗n)∗ = E(n∗m) = 〈n,m〉;

(iii) 〈m,m〉 = E(m∗m) ≥ 0, pois m∗m ∈ A+;

(iv) 〈m,λn〉 = E(m∗λn) = λE(m∗n) = λ〈m,m〉;

(v) 〈a,m+ n〉 = E(a∗(m+ n)) = E(a∗m+ a∗n) = E(a∗m) + E(a∗n) = 〈a,m〉 +

〈a, n〉.

Logo, 〈·, ·〉 é um semi-produto interno tomando valores em B.

�

Note que nada nos garante a não degenerecência da aplicação 〈·, ·〉, por isso de-

fina N = {a ∈ A | E(a∗a) = 0}. Na próxima proposição, mostraremos que N é um

subespaço de A.

Proposição 5.0.17. N é um subespaço de A.

Demonstração. Sejam a, n ∈ N e λ ∈ C arbitrários. Então, temos que

(i) E((λa)∗(λa)) = E
(
a∗λλa

)
= E

(
|λ| 2a∗a

)
= |λ| 2E(a∗a) = 0 ⇒ λa ∈ N ;

(ii) E((a+ n)∗(a+ n)) = 〈a+ n, a+ n〉 = 〈a, a〉 + 〈a, n〉 + 〈n, a〉 + 〈n, n〉 = 0, pois

por um resultado similar ao lema 5.0.10, temos que 〈a, n〉 = 0 = 〈n, a〉.

Logo, N é um subespaço de A.

�
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Agora queremos dar uma estrutura de B-módulo a A/N , é natural pensarmos em

definir a seguinte aplicação:

· : A/N × B −→ A/N

(a, b) 7−→ ab,

onde ab := ab, mas para isto, precisamos verificar primeiramente que esta aplicação

está bem definida. Note que para b ∈ B e a, n ∈ A/N arbitrários, tais que a = n,

temos que

E(((a− n)b)∗((a− n)b)) = E(b∗(a− n)∗(a− n)b) = b∗E((a− n)∗(a− n))b = 0.

Então,

(a− n)b = 0 ⇒ ab− nb = 0 ⇒ ab = nb.

Sendo assim, A/N é um pré-Hilbert B-módulo. Portanto, a aplicação

‖·‖ : A/N −→ R

m 7−→ ‖E(m∗m)‖1/2

define uma norma sobre A/N . Seja M o completamento de A/N na norma definida

acima. Note que, M é um B-módulo à direita.

Defina a seguinte aplicação para todo a ∈ A

κ̃a : A/N −→ M

m 7−→ am,

onde am := am. Temos que mostrar que esta aplicação está bem definida, logo tome

m,n ∈ A/N arbitrários, tais que m = n. Como m∗(‖a‖2 − a∗a
)
m ≥ 0,

E
(
m∗(‖a‖2 − a∗a

)
m
)
≥ 0 ⇒ E

(
m∗‖a‖2m−m∗a∗am

)
≥ 0

⇒ ‖a‖2E(m∗m) ≥ E(m∗a∗am),

logo am = an, pois

am = an⇔ a(m− n) = 0⇔E((a(m− n))∗(a(m− n))) = 0,
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de fato, temos

E((a(m− n))∗(a(m− n))) = E((m− n)∗a∗a(m− n)) ≤ ‖a‖2E((m− n)∗(m− n)) = 0.

Portanto, a aplicação κ̃a está bem definida. Agora, vamos mostrar que κ̃a é

cont́ınua. Tome m ∈ A/N arbitrário. Então, temos que

‖am‖2 = ‖am‖2 = ‖E(m∗a∗am)‖ ≤ ‖E(m∗m)‖‖a‖2 = ‖m‖2‖a‖2.

Então, ‖am‖ ≤ ‖m‖‖a‖ o que implica que κ̃a é limitada e como esta aplicação é

claramente linear, ela pode ser estendida para M. Seja κa a extensão de κ̃a. Agora só

falta provarmos que κa é adjuntável para termos uma A-B-correspondência.

Sejam m,n ∈ A/N e a ∈ A arbitrários; então,

〈κ̃a(m), n〉 = 〈am, n〉 = 〈am, n〉 = E(m∗a∗n) = 〈m, a∗n〉

= 〈m, a∗n〉 = 〈m, κ̃a∗(n)〉.

Logo, para x, y ∈ M arbitrários, sabemos que existem {xn}n∈N, {yn}n∈N ⊆ A/N
seqüências, tais que xn → x e yn → y. Portanto,

〈κa(x), y〉 =

〈
κa

(
lim

n→+∞
xn

)
, lim
m→+∞

yn

〉
= lim

n,m→+∞
〈κa(xn), ym〉

= lim
n,m→+∞

〈κ̃a(xn), ym〉 = lim
n,m→+∞

〈(xn), κ̃a∗(ym)〉

=

〈
lim

n→+∞
xn, lim

m→+∞
κ̃a∗(ym)

〉
= 〈x, κa∗(y)〉.

Logo, κ∗a = κa∗ , donde segue que κa ∈ L(M), e portanto, (M, κ) é uma A-B-

correspondência.

Teorema 5.0.18. Dada uma esperança condicional E : A −→ B e uma representação

π : B −→ B(H), então podemos induzir uma representação de A .

Demonstração. Pela construção feita acima, dada uma esperança condicional cons-

trúımos uma A- B-correspondência. Logo, a partir da representação π : B −→ B(H) e

desta A- B-correspondência, pelo teorema 5.0.15 podemos induzir uma representação

de A , donde o resultado segue.

�

Segue do teorema B.2.21 que dado um produto cruzado parcial Aoα G, existe

uma esperança condicional E : Aoα G −→ Aδe; logo, pela teoria desenvolvida neste
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caṕıtulo, se tivermos uma representação de Aδe, podemos induzi-la para o produto

cruzado parcial. Para finalizar, iremos construir uma representação da C∗-álgebra

universal gerada por duas isometrias compat́ıveis.

Relembrando, no caṕıtulo anterior definimos C∗(G ,R) como sendo a C∗-álgebra

universal gerada por duas isometrais compat́ıveis e vimos que

C∗(G ,R) ∼= C(ΩR)oα (Z× Z),

onde ξ ∈ ΩR se, e somente se, (0, 0) ∈ ξ e para qualquer (m,n) ∈ ξ, se (m̃, ñ) ∈ G é

tal que, m̃ ≤ m e ñ ≤ n, então (m̃, ñ) ∈ ξ.
Seja µ uma medida positiva sobre ΩR; então, temos uma representação canônica

π : C(ΩR) −→ B(L2(ΩR, µ)), onde para toda f ∈ C(ΩR) e para toda ϕ ∈ L2(ΩR, µ),

π(f)(ϕ) = f · ϕ, onde · denota o produto pontual.

Portanto, como C(ΩR) ∼= C(ΩR)δe (ver observação B.2.20), temos pela teoria

desenvolvida, que podemos induzir uma representação de C(ΩR)oα (Z× Z).
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Apêndice A

C*-álgebra universal e envolvente

Dada uma C∗-álgebra A e x ∈ A , faz todo o sentido pensarmos na sub-C∗-álgebra de

A , gerada pelo elemento x, por exemplo. Mas se tivermos apenas śımbolos e quisermos

atribuir a estes śımbolos algumas relações em uma linguagem algébrica formal, será que

existirá uma C∗-álgebra, onde estes śımbolos passam a ser elementos e estas relações

passam a ser de fato relações algébricas? Para responder a esta pergunta, precisaremos

formalizar a noção de conjunto gerador e de relações, uma vez feito isso veremos que

somente para alguns casos a resposta para esta pergunta será afirmativa. Quando a

construção for posśıvel iremos querer um pouco mais desta C∗-álgebra, iremos querer

que ela satisfaça uma dada propriedade universal, que decididamente será muito útil

na hora de construirmos homomorfismos.

A.1 C*-álgebra universal

Seja G um conjunto qualquer e G∗ = G × {1}, isto é, G∗ é um conjunto que possui a

mesma cardinalidade de G e é disjunto de G. Dado um elemento arbitrário (g, 1) ∈ G∗,
o denotaremos simplesmente por g∗. Tome FG como sendo o conjunto formado por

todas as seqüências finitas com entradas em G ∪ G∗. Então, um elemento x ∈ FG

arbitrário é uma seqüência de n elementos de G ∪G∗, para algum n ∈ N; denotaremos

este elemento por r1 · · · rn, onde para todo i ∈ {1, · · · , n}, ri ∈ G ∪ G∗, e é a i-ésima

entrada da seqüência x. Podemos interpretar FG como sendo o conjunto das “palavras”

finitas escritas com as letras do “alfabeto” G ∪G∗; por isso, às vezes nos referiremos ao

conjunto G como sendo o conjunto de geradores. Agora, em FG considere o produto

dado pela concatenação de seqüências, isto é, para quaisquer r1 · · · rn, s1 · · · sm ∈ FG,

r1 · · · rn · s1 · · · sm := r1 · · · rns1 · · · sm
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e considere também a seqüência vazia, isto é, a seqüência que não possui nenhuma

entrada, que denotaremos por e. Podemos também definir uma operação de involução

de uma forma natural em FG, para todo r1 · · · rn ∈ FG,

(r1 · · · rn)∗ := rn
∗ · · · r1∗, onde ∀i ∈ {1, · · · , n} , ri∗ =

{
g, se ri = g∗

g∗, se ri = g
,

com g ∈ G.

Defina agora o conjunto B, como sendo o conjunto das combinações lineares formais

finitas com escalares complexos de elementos de FG. Iremos considerar duas operações

sobre este conjunto: a operação produto e a operação de involução, que serão as

extensões lineares das funções produto e involução definidas acima em FG. Claramente

B, munido com estas duas operações, além das duas operações que naturalmente estão

definidas pela sua construção, a soma e produto por escalar, possui uma estrutura de

∗-álgebra.

E o que seria uma relação? Futuramente, iremos considerar certas representações

de G em uma ∗-álgebra normada e iremos querer que a imagem dos elementos de G
satisfaçam relações como por exemplo, para um determinado g ∈ G, queremos que

a imagem dele por uma representação ρ seja auto-adjunta. Então, temos a seguinte

equação:

‖ρ(g)− ρ(g)∗‖ = 0.

Podeŕıamos então pensar em abreviar esta equação, traduzindo ela para um par

(g − g∗, 0). Esta foi uma tentativa de motivar a seguinte definição:

Definição A.1.1. Uma relação é um par (x, η) ∈ B × R+.

Quando (x, η) é tal que η 6= 0, a relação quer nos dizer que a norma da imagem

de x por uma determinada representação deverá ser menor ou igual ao número η. Por

isso, toda vez que uma relação for algo do tipo (x− y, 0), a denotaremos por x = y e,

quando for algo do tipo (x, η), a denotaremos por ‖x‖ ≤ η.

Proposição A.1.2. Sejam G um conjunto e D uma ∗-álgebra normada. Dada uma

função ρ : G −→ D existe uma função ρ̃ : B −→ D que é a extensão linear de ρ para

B.

Demonstração. Defina a função ρ̃ : B −→ D da seguinte maneira:

1. para todo g ∈ G, ρ̃(g) = ρ(g);

2. para todo g∗ ∈ G∗, ρ̃(g∗) = ρ(g)∗;
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3. para todo r1 · · · rn ∈ FG, ρ̃(r1 · · · rn) = ρ̃(r1) · · · ρ̃(rn);

4. para todo x ∈ B, x =
nx∑
i=1

λixi, onde para todo i ∈ {1, · · · , nx}, xi ∈ FG,

ρ̃(x) =
nx∑
i=1

λiρ̃(xi).

Portanto, ρ̃ é uma extensão linear de ρ para B.

�

Definição A.1.3. Sejam G um conjunto de geradores, R um conjunto de relações,

D uma ∗-álgebra normada e ρ : G −→ D uma função. Dizemos que ρ é uma repre-

sentação de G que satisfaz R se, para quaisquer (x, η) ∈ R,

‖ρ̃(x)‖ ≤ η,

onde ρ̃ é a extensão linear definida na proposição acima.

Sempre que nos referirmos a uma representação ρ de (G,R) estamos querendo dizer

que ρ é uma representação de G que satisfaz R.

Uma vez bem definidos o conjunto de geradores e relações, dados G e R queremos

construir uma C∗−álgebra C a partir deste conjunto de geradores e relações que tenha

a seguinte propriedade universal: dada qualquer representação ρ de (G,R) em B(H),

existe um único homomorfismo unital ψ de C para B(H) tal que o diagrama abaixo

comuta, onde ι é a representação canônica de G em C, isto é, a “inclusão natural” de

G em C:

G ρ //

ι
��=

==
==

==
= B(H)

C
ψ

==zzzzzzzz

Esta propriedade universal, de uma certa maneira, nos diz que esta C∗-álgebra que

iremos construir, será a “maior” C∗-álgebra que contém o conjunto de geradores como

elementos, satisfazendo as relações R.

Definição A.1.4. Um par (G,R) é dito ser admisśıvel se, para todo x ∈ G, existe

cx ∈ R tal que, para toda representação ρ de G que satisfaz R,

‖ρ̃(x)‖ ≤ cx.
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O que determinará se podemos, ou não, construir uma C∗-álgebra a partir de um

conjunto de geradores G com relaçõesR será o fato do par (G,R) ser admisśıvel ou não.

Agora note que se (G,R) é admisśıvel, então para qualquer x ∈ B

sup
ρ rep. de (G,R)

‖ρ̃(x)‖ < +∞.

De fato, tome x =
nx∑
i=1

λixi ∈ B arbitrário; então, temos que para todo i ∈

{1, · · · , nx}, xi = ri1 · · · rini
, onde para todo j ∈ {1, · · · , ni}, rij ∈ G ∪ G∗; além disso,

tome ρ uma representação de (G,R) . Logo,

‖ρ̃(xi)‖ =
∥∥ρ̃(ri1 · · · rini

)∥∥ =
∥∥ρ̃(ri1) · · · ρ̃(rini

)∥∥ ≤ ∥∥ρ̃(ri1)∥∥ · · ·∥∥ρ̃(rini

)∥∥ ≤ cri
1
· · · cri

ni
=: cxi

.

Portanto,

‖ρ̃(x)‖ = ‖ρ̃(
nx∑
i=1

λixi)‖ = ‖
nx∑
i=1

λiρ̃(xi)‖ ≤
nx∑
i=1

‖λiρ̃(xi)‖ =
nx∑
i=1

|λi|‖ρ̃(xi)‖

≤
nx∑
i=1

|λi|cxi
< +∞,

donde claramente segue que

sup
ρ rep. de (G,R)

‖ρ̃(x)‖ < +∞.

Exemplo A.1.5 (de um par (G,R) que não é admisśıvel). Considere G = {x} e

R = {(x− x∗, 0)}.
Defina

ρ : G −→ C

x 7−→ λ

onde λ ∈ R é tal que |λ| > 1. Note que estamos tomando H tal que dim(H) = 1, logo

B(H) = C.

Como

‖ρ̃(x− x∗)‖ = ‖ρ(x)− ρ(x)∗‖ = |λ− λ| = |λ− λ| = 0,

já que λ ∈ R, ρ é uma representação de (G,R) . Agora, note que para cada n ∈ N
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podemos construir

ρn : G −→ C

x 7−→ λn

que claramente também será uma representação de (G,R) . Vimos que se (G,R) é

admisśıvel então para qualquer x ∈ B

sup
ρ rep. de (G,R)

‖ρ̃(x)‖ < +∞,

mas no nosso exemplo temos que

+∞ = sup
n∈N

|λn| = sup
n∈N

‖ρn(x)‖ ≤ sup
ρ rep. de (G,R)

‖ρ̃(x)‖.

Portanto, (G,R) não é admisśıvel. Logo não é posśıvel construir uma C∗-álgebra

universal (que será definido mais adiante) a partir simplesmente de um “elemento”

auto-adjunto.

No que segue sempre que nos referirmos a um par (G,R) ele será admisśıvel, a

menos que se mencione o contrário.

Temos por enquanto apenas uma ∗-álgebra, a saber B. Iremos agora caminhar na

direção de “transformar” B em uma C∗-álgebra, mas para isso precisaremos primei-

ramente definir uma norma em B.

Defina o conjunto ∆ como sendo o conjunto das representações de (G,R) em B(H)

(para todo espaço de Hilbert H) e a função ||| · ||| : B −→ R+ que para todo x ∈ B é

dada por

||| x ||| = sup
ρ∈∆

‖ρ̃(x)‖.

É imediata, usando apenas algumas propriedades de supremo, a verificação que

esta função é uma C∗-semi-norma. Note que nada nos garante que

||| x ||| = 0 ⇒ x = 0.

Logo, como queremos construir uma C∗-norma, é natural pensarmos em tomar

o quociente em B pelo núcleo da função ||| · |||. Para isto, basta definirmos N =

{x ∈ B | ||| x ||| = 0} e verificar que N é um ideal de B. De fato, se n ∈ N segue que

sup
ρ∈∆

‖ρ̃(n)‖ = 0 ⇒ ∀ρ representação de G que satisfaz R ‖ρ(n)‖ = 0,
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logo, para x ∈ B e n,m ∈ N arbitrários temos que

||| xn ||| = sup
ρ∈∆

‖ρ̃(xn)‖ = sup
ρ∈∆

‖ρ̃(x)ρ̃(n)‖

≤ sup
ρ∈∆

‖ρ̃(x)‖‖ρ̃(n)‖ = 0;

de maneira análoga prova-se que ||| nx ||| = 0 e, além disso,

||| n+m ||| = sup
ρ∈∆

‖ρ̃(n+m)‖ = sup
ρ∈∆

‖ρ̃(n) + ρ̃(m)‖

≤ sup
ρ∈∆

‖ρ̃(n)‖+ ‖ρ̃(m)‖ = 0.

Portanto, N é um ideal bilateral de B.

Então, claramente temos que

‖·‖ : B/N −→ R+

x 7−→ ||| x |||

é uma norma em B/N .

Denotaremos por C∗(G,R) o completamento de B/N na norma ‖·‖. Sendo assim,

claramente C∗(G,R) é uma C∗-álgebra e

ι : G −→ C∗(G,R)

g 7−→ g,

onde g denota a classe de equivalência do elemento g referente ao quociente pelo

núcleo da tripla norma definida acima, é uma representação de (G,R). Agora basta

verificarmos que C∗(G,R) satisfaz a propriedade universal que esperávamos.

Teorema A.1.6. Se ρ é uma representação de (G,R) , então existe um único homo-

morfismo ψ : C∗(G,R) −→ B(H) tal que o diagrama abaixo comuta:

G ρ //

ι
$$H

HHHHHHHHH B(H)

C∗(G,R)

ψ

99ssssssssss

Demonstração. Primeiramente vamos verificar que ρ̃ : B −→ B(H) se anula em N .
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De fato, tome x ∈ N ; então, por definição de N , temos que

0 = ||| x ||| = sup
ρ∈∆

‖ρ̃(x)‖ ≥ ‖ρ̃(x)‖.

Logo, ‖ρ̃(x)‖ = 0, donde segue que ρ̃(x) = 0 e, desta forma, a seguinte aplicação

fica bem definida:

ψ : B/N −→ B(H)

x 7−→ ρ̃(x).

Segue diretamente das propriedades de ρ̃ que ψ é um homomorfismo. Além disso,

para x ∈ B/N arbitrário, temos que

‖ψ(x)‖B(H) = ‖ρ̃(x)‖B(H) ≤ ||| x |||B = ‖x‖C∗(G,R)

e, portanto, ψ se estende para C∗(G,R) , já que ψ é homomorfismo contrativo em

B/N . Por fim, note que para g ∈ G arbitrário temos que

ψ(ι(g)) = ψ(g) = ρ(g).

Logo, o diagrama comuta.

• Unicidade: Suponha que exista ϕ : C∗(G,R) −→ B(H) ∗-homomorfismo tal

que para todo g ∈ G ϕ(ι(g)) = ρ(g). Então temos que para g ∈ G arbitrário,

ϕ(ι(g)) = ρ(g) = ψ(ι(g)) ⇒ ϕ = ψ,

já que G gera C∗(G,R) , donde o resultado segue.

�

Observação A.1.7. Quando nos referimos a representação canônica, no sentido de

inclusão natural de G em C∗(G,R) , a rigor estamos falando da projeção canônica

de G em C∗(G,R) , que pode não ser injetora mas, por uma questão de motivação,

manteremos a notação de inclusão, apenas neste caso, para a projeção canônica.

Definição A.1.8. A C∗-álgebra universal gerada por G com as relações R, é o com-

pletamento de B/N da norma ‖·‖, que denotaremos por C∗(G,R) .

Note que, tivemos que tomar o completamento em B/N por segurança, pois nada

nos indica que esse quociente será completo ou não.
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No decorrer deste trabalho o leitor perceberá que a propriedade universal de C∗-

álgebras universais nos será muito útil, mas em muitos casos estaremos usando uma

versão um pouco modificada desta propriedade, em vez de termos uma representação

de um conjunto de geradores em uma álgebra de operadores lineares limitados, teremos

representações do conjunto de geradores em uma C∗-álgebra. É comum “confundir-

mos” C∗-álgebras com álgebra de operadores lineares e limitados, mas a rigor se faz

necessária uma demonstração de que a propriedade universal ainda é válida neste caso,

ou seja, queremos mostrar que dada uma C∗-álgebra A e qualquer Ψ : G −→ A re-

presentação de (G,R) existe um único homomorfismo Φ : C∗(G,R) −→ A tal que o

diagrama abaixo comuta:

G Ψ //

ι $$I
IIIIIIIII A

C∗(G,R)
Φ

::tttttttttt

Sabemos que dada qualquer C∗-álgebra A , existe um espaço de Hilbert H , tal que

existe π : A −→ B(H) representação isométrica. Note que π ◦Ψ : G −→ B(H) é uma

representação de (G,R) , pois para qualquer (x, η) ∈ R∥∥∥π ◦ Ψ̃(x)
∥∥∥ =

∥∥∥π(Ψ̃(x))
∥∥∥ =

∥∥∥Ψ̃(x)
∥∥∥ ≤ η,

e os axiomas que π ◦ Ψ̃ é uma extensão linear de π ◦ Ψ seguem diretamente do fato

que π é um homomorfismo.

Então podemos aplicar a propriedade universal de C∗(G,R) para a representação

π ◦Ψ, logo existe um único ϕ : C∗(G,R) −→ B(H) homomorfismo tal que o diagrama

abaixo comuta:

G Ψ //

ι
$$H

HHHHHHHHH A π // B(H)

C∗(G,R)

ϕ

99ssssssssss

O homomorfismo Φ : C∗(G,R) −→ A que procurávamos será π−1 ◦ ϕ, já que

Im(ϕ) ⊆ π(A) e π restrito a sua imagem é um isomorfismo. Logo, basta verificar-

mos que π−1 ◦ ϕ faz o diagrama comutar e é único.

• Comutatividade do diagrama: Segue diretamente do fato que

π ◦Ψ = ϕ ◦ ι⇒ Ψ = (π−1 ◦ ϕ) ◦ ι.
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• Unicidade: Suponha que exista ζ : C∗(G,R) −→ A homomorfismo tal que o

diagrama abaixo comuta:

G Ψ //

ι $$I
IIIIIIIII A

C∗(G,R)
ζ

::tttttttttt

Então teremos que

π ◦Ψ = ϕ ◦ ι⇒ π ◦ (ζ ◦ ι) = π ◦Ψ = ϕ ◦ ι

⇒ (π ◦ ζ) ◦ ι = π ◦Ψ = ϕ ◦ ι

⇒ π ◦ ζ = ϕ (pela unicidade de ϕ)

⇒ ζ = π−1 ◦ ϕ = Φ.

Portanto Φ é único.

Uma vez constrúıda a C∗-álgebra universal, dado um par (G,R) , podemos nos

perguntar, se existe um outro par (U , ζ), onde U é uma C∗-álgebra e ζ : G −→ U é uma

representação de (G,R) , tal que esse par satisfaz a propriedade universal de C∗-álgebra

universal, no sentido que, dada uma outra representação de (G,R) , ρ : G −→ A onde

A é uma C∗-álgebra, existe um único homomorfimo ϕ, tal que o diagrama abaixo

comuta:

G ρ //

ζ ��?
??

??
??

A

U
ϕ

>>}}}}}}}}

Veremos que se (U , ζ) satisfaz a propriedade universal de C∗-álgebra universal,

então U e C∗(G,R) são isomorfas.

Teorema A.1.9. Dado o par (G,R) , se (U , ζ) é como definido acima, então U ∼=
C∗(G,R) .

Demonstração. Note que, pela propriedade universal de C∗(G,R) , existe um único

homomorfismo ψ, tal que o diagrama

G ζ //

ι $$I
IIIIIIIII U

C∗(G,R)
ψ

::uuuuuuuuuu

comuta e pela propriedade que o par (U , ζ) satisfaz, temos que existe um único homo-
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morfimo ϕ, tal que o diagrama

G ι //

ζ ��>
>>

>>
>>

> C∗(G,R)

U
ϕ

::uuuuuuuuuu

comuta, já que, ι é uma representação de (G,R) , como mencionado anteriormente.

Agora, observe que o diagrama

G ζ //

ζ ��?
??

??
??

U

U
ψ◦ϕ

??�������

também comuta, pois ψ ◦ ϕ ◦ ζ = ψ ◦ ι = ζ, mas como a aplicação idU também

faz o diagrama acima comutar, segue da propriedade que o par (U , ζ) satisfaz, que

ψ ◦ ϕ = idU .

Por outro lado, temos que o seguinte diagrama

G ι //

ι
$$H

HHHHHHHHH C∗(G,R)

C∗(G,R)

ϕ◦ψ

77ppppppppppp

também comuta, mas como a aplicação idC∗(G,R) também faz o diagrama acima co-

mutar, segue da propriedade universal que C∗(G,R) satisfaz, que ϕ ◦ψ = idC∗(G,R) , e

portanto, U e C∗(G,R) são isomorfas.

�

Exemplo A.1.10. Sejam G = {u} e R = {u∗u = uu∗, uu∗ = 1}.
Será que existe C∗(G,R) ? Em outras palavras, será que existe a C∗-álgebra uni-

versal gerada por um unitário e pela identidade? Para respondermos a esta pergunta

precisamos verificar se o conjunto de relações é admisśıvel.

Seja ρ : G −→ B(H) uma representação não nula de (G,R) arbitrária. Note que,

‖ρ(u)‖2 = ‖ρ(u)ρ(u)∗‖ = ‖ρ(1)‖ = 1,

já que ρ(1) é uma projeção não nula, em virtude das relações. Portanto, ‖ρ(u)‖ =

1. Logo para qualquer g ∈ G , existe cg ∈ R+, a saber cg = 1, tal que para toda

representação ρ de (G,R) temos ‖ρ(g)‖ ≤ 1, donde segue que o conjunto de relações

é admisśıvel e, portanto, existe C∗(G,R) .
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Agora vamos tentar caracterizar de uma maneira um pouco mais concreta esta

C∗-álgebra. Como u ∈ C∗(G,R) , faz sentido nos perguntarmos quem seria o espec-

tro deste elemento, que denotaremos por σ(u). Como u é um elemento unitário da

C∗(G,R) sabemos que σ(u) ⊆ S1 (ver proposição 3.3.11 em [15]). Mostraremos que

σ(u) = S1.

Tome H um espaço de Hilbert tal que dimH = 1, logo B(H)=C. Defina para um

λ ∈ S1 arbitrário a seguinte função:

ρ : G −→ C

u 7−→ λ

Claramente ρ é uma representação de (G,R) . Logo, pela propriedade universal de

C∗(G,R) existe único homomorfismo ψλ : C∗(G,R) −→ C tal que o diagrama abaixo

comuta:

G ρ //

ι $$I
IIIIIIIII C

C∗(G,R)
ψλ

::uuuuuuuuuu

Portanto, ψλ(u) = λ. Note que

ψλ(u) = λ⇒ ψ(u− λ1) = 0.

Para mostrar que σ(u) = S1, mostraremos que u− λ1 não é inverśıvel, e como

λ ∈ S1 foi tomado arbitrariamente, teremos que S1 ⊆ σ(u).

Tome x ∈ C∗(G,R) qualquer, então

ψλ(x(u− λ1)) = ψλ(x)ψλ(u− λ1) = 0,

logo não existe x ∈ C∗(G,R) tal que ψλ(x)ψλ(u− λ1) = 1; sendo assim, u− λ1 não

é inverśıvel e, portanto, σ(u) = S1.

Pelo teorema 3.4.15 em [15] sabemos que existe uma representação isométrica π

de C∗(G,R) em algum B(H), então temos que

C∗(G,R) ∼= π(C∗(G,R) ) = C∗(π(u)),

e como C∗(π(u)) é uma C∗-álgebra comutativa temos que C∗(π(u)) ∼= C(σ(π(u)))

(ver proposição 3.3.10 em [15]), mas π é uma representação isométrica, logo preserva
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espectro, então C(σ(π(u))) = C(σ(u)) = C(S1), donde segue que

C∗(G,R) ∼= C(S1),

ou seja, a C∗-álgebra universal gerada por um elemento unitário é a C∗-álgebra das

funções cont́ınuas do ćırculo unitário em C.

A.2 C*-álgebra envolvente

Agora vamos estudar um caso particular de C∗-álgebra universal, que também será de

grande relevância ao longo do nosso trabalho. Ao invés de começarmos com um simples

conjunto de śımbolos como conjunto de geradores, começaremos com uma ∗-álgebra

normada, sendo assim o conjunto de geradores seria o conjunto de todos os elementos

da álgebra e, as relações seriam as relações algébricas da própria álgebra, devidamente

traduzidas para a nossa definição de relação. Será que é posśıvel fazermos a C∗-álgebra

universal deste conjunto de geradores com estas relações? Nada nos garante que este

par será admisśıvel, na verdade para ser, precisaremos impor mais uma relação.

Seja A uma ∗-álgebra normada qualquer. Considere G = A × {1}, isto é, G
é um conjunto que possui a mesma cardinalidade de A e é disjunto de A. Dado

um elemento arbitrário (a, 1) ∈ G , o denotaremos simplesmente por [a]. Considere

também o seguinte conjunto de relações:

R = {[a]∗ = [a∗], [a][b] = [ab], α[a] + [b] = [αa+ b], ‖[a]‖ ≤ ‖a‖A | a, b ∈ A , α ∈ C}.

Vamos verificar que (G,R) é admisśıvel. De fato, seja [a] ∈ G arbitrário, pela

última relação temos que para qualquer ρ representação de (G,R)

‖ρ̃([a])‖ ≤ ‖a‖A .

Logo, c[a] = ‖a‖A ∈ R+, donde segue que (G,R) é admisśıvel e, sendo assim existe

C∗(G,R) .

Agora note que dada qualquer ρ representação de (G,R), ρ será uma representação

contrativa de A , com as devidas identificações. Portanto temos que para qualquer
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x ∈ B

||| x ||| = sup
ρ rep. de (G,R)

‖ρ̃(x)‖

= sup
π:A −→B(H)

rep. contrativa

‖π(x)‖.

Definição A.2.1. A C∗-álgebra envolvente de A é o completamento de B/N na

norma ‖·‖, que denotaremos por C∗
e (A ).

Logo este objeto satisfaz a seguinte propriedade universal: para qualquer π : A −→
B(H) representação contrativa (para qualquer espaço de Hilbert H) existe único ξ :

C∗
e (A) −→ B(H) homomorfismo tal que o diagrama abaixo comuta:

A π //

ι
##F

FF
FF

FF
FF

B(H)

C∗
e (A )

ξ

::uuuuuuuuu
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Apêndice B

C*-módulos de Hilbert e Fibrados

de Fell

No caṕıtulo 3 definimos o produto cruzado parcial de uma C∗-álgebra A por um grupo

G, como sendo a C∗-álgebra envolvente de B =
{∑

finita agδg | g ∈ G, ag ∈ Dg

}
, isto

é, o completamento de B/N , onde

N = {x ∈ B | ||| x ||| = sup
π:B−→B(H)

rep. contrativa

‖π(x)‖ = 0},

na norma ‖·‖ que é definida para todo x ∈ B da seguinte maneira:

‖x‖ = sup
π:B−→B(H)

rep. contrativa

‖π(x)‖.

Porém, neste caso, N será nulo. Para demonstrar este fato bastaria, por exemplo,

exibir uma representação contrativa de B que fosse injetiva. No entanto, este re-

sultado é válido em uma categoria mais geral, na categoria dos fibrados de Fell. O

resultado que iremos demonstrar, será que toda álgebra seccional de um fibrado de

Fell admite um homomorfismo injetor e, como veremos, o produto cruzado parcial é

uma C∗-álgebra seccional de um fibrado de Fell, de onde seguirá portanto que N = 0.

Para demonstrar este fato, será preciso usar conceitos e resultados básicos da teoria de

C∗-módulos de Hilbert, por isso começaremos este apêndice com estes conceitos e re-

sultados básicos, para depois introduzir também alguns conceitos e resultados básicos

da teoria de fibrados de Fell e, finalmente, com as ferramentas necessárias desenvol-

vidas, iremos demonstrar o teorema. Mais sobre a teoria de C∗-módulos de Hilbert

pode ser encontrada em [9] e sobre a teoria de Fibrados de Fell em [6] e [7].
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B.1 C*-módulos de Hilbert

Em álgebra temos o conceito de um A -módulo à direita, isto é, um grupo abeliano

que possui uma lei de composição externa sobre o anel A , que satisfaz alguns axiomas

(para mais detalhes ver definição II.1.1 em [13]). Em análise temos a definição de

um espaço de Hilbert, isto é, um espaço vetorial, com um produto interno definido,

que é completo na norma induzida por este produto interno (para mais detalhes ver

definição 2.1.1 em [15]). A definição de um C∗-módulo de Hilbert será uma definição

que englobará, de uma certa forma, estes dois conceitos, como veremos a seguir.

Definição B.1.1. Um pré-Hilbert A -módulo é um espaço vetorial complexo M , que

também é um A -módulo à direita, equipado com uma aplicação 〈·, ·〉 : M ×M −→
A , que é C-linear na segunda variável e que satisfaz as seguintes relações para quais-

quer m,n ∈M e a ∈ A:

(i) 〈m,na〉 = 〈m,n〉a;

(ii) 〈m,n〉∗ = 〈n,m〉;

(iii) 〈m,m〉 ≥ 0;

(iv) 〈m,m〉 = 0 ⇒ m = 0

Note que se m = 0M , então 〈m,m〉 = 0A , pois

〈m,m〉 = 〈0M , 0M 〉 = 〈0M , 0M · 0A 〉 = 〈0M , 0M 〉0A = 0A .

Portanto, 〈m,m〉 = 0 se, e somente se, m = 0.

Observação B.1.2. Em geral ficará subentendido pelo contexto qual zero estamos

nos referindo, se o da álgebra, ou o do espaço vetorial; somente em alguns casos iremos

salientar explicitamente fazendo o uso de ı́ndices.

É implicitamente assumido na definição acima que a estrutura de grupo abeliano

(+) de M, vinda da estrutura de A -módulo, é a mesma que a estrutura aditiva de

espaço vetorial.

Como temos muita estrutura em M , é preciso mostrar algumas compatibilidades

mas, antes, vamos demonstrar um pequeno lema que será usado em diversas demons-

trações deste apêndice.

Lema B.1.3. Seja M um pré-Hilbert A-módulo. Se m1,m2 ∈ M são tais que para

todo n ∈M,

〈n,m1〉 = 〈n,m2〉,
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então m1 = m2.

Demonstração. Basta tomar n = m1 −m2 e desta forma obtemos

〈m1 −m2,m1〉 = 〈m1 −m2,m2〉 ⇒ 〈m1 −m2,m1 −m2〉 = 0 ⇒ m1 = m2.

�

Proposição B.1.4. A multiplicação por escalar e a estrutura de A -módulo à direita

de um pré-Hilbert A -módulo M são compat́ıveis, no sentido que para quaisquer λ ∈
C, a ∈ A e m ∈M

(λm)a = λ(ma) = m(λa).

Demonstração. Sejam λ ∈ C, a ∈ A e m ∈ M arbitrários. Tome n ∈ M arbitrário.

Note que

〈n, (λm)a〉 = 〈n, λm〉a = (λ〈n,m〉)a = λ(〈n,m〉a)

= λ〈n,ma〉 = 〈n, λ(ma)〉.

Portanto, pelo lema 5.0.10 segue que (λm)a = λ(ma).

Além disso, note que

〈n, λ(ma)〉 = λ〈n,ma〉 = λ(〈n,m〉a) = 〈n,m〉λa = 〈n,m(λa)〉

e, portanto, novamente pelo lema 5.0.10 segue que (λm)a = λ(ma) = m(λa).

�

Exemplo B.1.5. Seja A uma C∗-álgebra com unidade, k ∈ N∗ e M =
⊕k

i=1A .

Defina

〈·, ·〉 : M ×M −→ A

(a, b) 7−→
k∑
i=1

a∗i bi.

Claramente, M é um pré-Hilbert A -módulo.

Já que temos um “produto interno” definido em M, é natural pensar em definir

uma norma induzida por este “produto interno” da forma canônica; no entanto, uma

pequena modificação é necessária, já que a aplicação 〈·, ·〉 tem como contradomı́nio

uma C∗-álgebra e não um corpo.
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Lema B.1.6. Seja M um pré-Hilbert A -módulo. Defina

‖·‖ : M −→ R

m 7−→ ‖〈m,m〉‖1/2
A .

Então, M é um espaço vetorial normado, e as seguintes desigualdades são válidas para

quaisquer a ∈ A e m,n ∈M:

‖ma‖ ≤ ‖m‖‖a‖A ; (B.1)

‖〈m,n〉‖A ≤ ‖m‖‖n‖. (B.2)

Demonstração. Nós provaremos a última inequação primeiro. Sejam m,n ∈ M
arbitrários. Podemos assumir sem perda de generalidade que ‖〈m,n〉‖A 6= 0, pois

caso contrário as desigualdades acima são obviamente satisfeitas.

Observe que 〈m,n〉〈m,n〉∗ é um elemento normal não nulo, logo (pelo teorema

3.3.6 em [14]) existe φ um estado de A tal que

|φ(〈m,n〉〈m,n〉∗)| = ‖〈m,n〉〈m,n〉∗‖A = ‖〈m,n〉‖2
A ,

e como 〈m,n〉〈m,n〉∗ é um elemento positivo,

|φ(〈m,n〉〈m,n〉∗)| = φ(〈m,n〉〈m,n〉∗).

Portanto,

φ(〈m,n〉〈m,n〉∗) = ‖〈m,n〉‖2
A .

Agora tome a =
〈m,n〉∗

‖〈m,n〉‖A
∈ A , e note que

φ(〈m,n〉a) = φ

(
〈m,n〉 〈m,n〉∗

‖〈m,n〉‖A

)
=

1

‖〈m,n〉‖A
φ(〈m,n〉〈m,n〉∗)

=
1

‖〈m,n〉‖A
‖〈m,n〉‖2

A = ‖〈m,n〉‖A .

Logo,

φ(〈m,n〉〈m,n〉∗) = ‖〈m,n〉‖2
A = (φ(〈m,n〉a))2. (B.3)

Note que φ ◦ 〈·, ·〉 é uma claramente uma forma sesquilinear positiva semidefinida,

portanto podemos fazer uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver observação 2.1.5
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(1) em [15]); logo,

|φ(〈m,na〉)| 2 ≤ φ(〈m,m〉)φ(〈na, na〉).

Mas como 〈m,na〉 é um elemento positivo, pois

〈m,na〉 = 〈m,n〉a = 〈m,n〉 〈m,n〉∗

‖〈m,n〉‖A
,

e φ é um estado, temos que |φ(〈m,na〉)| = φ(〈m,na〉). Logo,

(φ(〈m,na〉))2 = |φ(〈m,na〉)| 2 ≤ φ(〈m,m〉)φ(〈na, na〉).

Portanto, voltando na equação B.3 obtemos

‖〈m,n〉‖2
A = (φ(〈m,na〉))2

≤ φ(〈m,m〉)φ(〈na, na〉)

= φ(〈m,m〉)φ(a∗〈n, n〉a). (B.4)

Agora, como a∗〈n, n〉a é um elemento positivo e φ é um estado, segue-se que

φ(a∗〈n, n〉a) = |φ(a∗〈n, n〉a)| ≤ ‖φ‖‖a∗〈n, n〉a‖A
= ‖a∗〈n, n〉a‖A .

Por argumentação análoga, temos que φ(〈m,m〉) ≤ ‖〈m,m〉‖A . Voltando na

equação B.4 temos que

‖〈m,n〉‖2
A = φ(〈m,m〉)φ(a∗〈n, n〉a) ≤ ‖〈m,m〉‖A ‖a

∗〈n, n〉a‖A
≤ ‖〈m,m〉‖A ‖a

∗‖A ‖〈n, n〉‖A ‖a‖A
= ‖〈m,m〉‖A ‖a‖

2
A ‖〈n, n〉‖A .

Mas, note que

‖a‖2
A =

∥∥∥∥ 〈m,n〉∗

‖〈m,n〉‖A

∥∥∥∥2

A
=

1

‖〈m,n〉‖2
A
‖〈m,n〉∗‖2

A

=
1

‖〈m,n〉‖2
A
‖〈m,n〉‖2

A = 1.
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Portanto,

‖〈m,n〉‖2
A ≤ ‖〈m,m〉‖A ‖a‖

2
A ‖〈n, n〉‖A

= ‖〈m,m〉‖A ‖〈n, n〉‖A
= ‖m‖2‖n‖2,

donde segue-se que ‖〈m,n〉‖A ≤ ‖m‖‖n‖.
Para provar B.1 simplesmente note que

‖ma‖2 = ‖〈ma,ma〉‖A = ‖a∗〈m,m〉a‖A
≤ ‖a∗‖A ‖〈m,m〉‖A ‖a‖A = ‖a‖2

A ‖〈m,m〉‖A
= ‖a‖2

A ‖m‖
2,

e portanto ‖ma‖ ≤ ‖m‖‖a‖A .

Agora, só falta verificarmos que ‖·‖ satisfaz os axiomas de norma. Sejam m,n ∈M
e λ ∈ C arbitrários; então,

(i) ‖m‖ = 0 ⇔ ‖〈m,m〉‖1/2
A = 0 ⇔ ‖〈m,m〉‖A = 0 ⇔ 〈m,m〉 = 0 ⇔ m = 0;

(ii) ‖λm‖ = ‖〈λm, λm〉‖1/2
A =

∥∥λλ〈m,m〉∥∥1/2

A =
∥∥|λ| 2〈m,m〉

∥∥1/2

A

=
(
|λ| 2‖〈m,m〉‖A

)1/2
= |λ| ‖〈m,m〉‖1/2

A = |λ| ‖m‖;

(iii) ‖m+ n‖2 = ‖〈m+ n,m+ n〉‖A
= ‖〈m,m〉+ 〈n,m〉+ 〈m,n〉+ 〈n, n〉‖A
≤ ‖〈m,m〉‖A + ‖〈n,m〉‖A + ‖〈m,n〉‖A + ‖〈n, n〉‖A
= ‖m‖2 + ‖〈n,m〉∗‖A + ‖〈m,n〉‖A + ‖n‖2

= ‖m‖2 + 2‖〈m,n〉‖A + ‖n‖2

≤ ‖m‖2 + 2‖m‖‖n‖+ ‖n‖2

= (‖m‖+ ‖n‖)2

Logo, ‖m+ n‖ ≤ ‖m‖+ ‖n‖.

Portanto M é um espaço vetorial normado.

�

Observação B.1.7. As desigualdades B.1 e B.2 no lema acima ainda são válidas se

retirarmos o axioma (iv) da definição B.1.1, já que nas suas demonstrações este axioma
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não foi necessário. No decorrer do trabalho, surgirá a necessidade de usar estas duas

desigualdades sem termos o axioma (iv).

Definição B.1.8. Um Hilbert A-módulo é um pré-Hilbert A-módulo que é completo

na norma definida acima.

Observe que as inequações obtidas no lema B.1.6 nos asseguram que o “produto

interno” do pré-Hilbert A-módulo M, bem como a estrutura de A-módulo à direita,

podem ser estendidas por continuidade para o completamento de M, fazendo com

que o completamento tenha uma estrutura de Hilbert A-módulo. Deste modo, o

completamento de um pré-Hilbert A-módulo é um Hilbert A-módulo.

Exemplo B.1.9. A é um Hilbert A-módulo sobre ela mesma. O “produto interno” é

definido da seguinte maneira: para quaisquer a, b ∈ A 〈a, b〉 = a∗b. Observe que as

duas normas definidas em A são equivalentes, já que para qualquer a ∈ A temos que

‖a‖ = ‖〈a, a〉‖1/2
A = ‖a∗a‖1/2

A = ‖a‖A .

Claramente todo ideal à direita fechado de A é também um Hilbert A-módulo com

este “produto interno”.

Exemplo B.1.10. Seja M =
⊕∞

i=1A , ou seja, M é o conjunto das seqüências que

são nulas exceto para uma quantidade finita de ı́ndices, cujas entradas estão em A .

Defina para quaisquer (a1, a2, · · ·), (b1, b2, · · ·) ∈M

〈(a1, a2, · · ·), (b1, b2, · · ·)〉 =
∞∑
n=1

a∗nbn.

Então, M é um pré-Hilbert A-módulo, e o Hilbert A-módulo que nós obtemos,

através do completamento, nós denotaremos por MA. Note que se A = C, então

MA = `2(N).

Daqui em diante, sejam M1 e M2 Hilbert A-módulos.

Definição B.1.11. Seja T : M1 −→ M2 uma função. Dizemos que T é adjuntável

se existe V : M2 −→M1 tal que, para quaisquer x ∈M1 e y ∈M2,

〈T (x), y〉M2
= 〈x, V (y)〉M1

.

As próximas três proposições serão sobre as propriedades que um operador ad-

juntável satisfaz. Veremos que se T é um operador adjuntável então V será único, e

ambos serão C-A-lineares e cont́ınuos.
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Proposição B.1.12. Se T : M1 −→M2 é adjuntável, então V é único.

Demonstração. Suponha que existe W : M2 −→M1 tal que, para quaisquer x ∈M1

e y ∈M2,

〈T (x), y〉M2
= 〈x,W (y)〉M1

.

Logo, para x ∈M1 e y ∈M2 arbitrários, obtemos que

〈x, V (y)〉 = 〈T (x), y〉 = 〈x,W (y)〉.

Portanto, pelo lema 5.0.10 segue que V (y) = W (y) e, como y foi tomado arbitra-

riamente, segue que W = V .

Logo, se T é adjuntável, então V é único.

�

Se T : M1 −→M2 é adjuntável, então denotaremos por T ∗ o operador que, para

quaisquer x ∈M1 e y ∈M2, satisfaz

〈T (x), y〉M2
= 〈x, T ∗(y)〉M1

.

Além disso, T ∗ é denominado o adjunto de T .

Proposição B.1.13. Se T : M1 −→M2 é adjuntável, então T e T ∗ são C-A-lineares.

Demonstração. Sejam x, x1, x2 ∈ M1, y ∈ M2, λ ∈ C e a ∈ A arbitrários. Então

temos que

〈T (λx1 + x2), y〉 = 〈λx1 + x2, T
∗(y)〉 = 〈λx1, T

∗(y)〉+ 〈x2, T
∗(y)〉

= λ〈x1, T
∗(y)〉+ 〈x2, T

∗(y)〉 = λ〈T (x1), y〉+ 〈T (x2), y〉

= 〈λT (x1), y〉+ 〈T (x2), y〉 = 〈λT (x1) + T (x2), y〉.

Logo, pelo lema 5.0.10 temos que

T (λx1 + x2) = λT (x1) + T (x2).

Também temos que

〈T (xa), y〉 = 〈xa, T ∗(y)〉 = a∗〈x, T ∗(y)〉

= a∗〈T (x), y〉 = 〈T (x)a, y〉,
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e, portanto, novamente segue do lema 5.0.10 que

T (xa) = T (x)a.

Sendo assim, fica demonstrado que T é C-A-linear. A demonstração de que T ∗

também é C-A-linear é completamente análoga.

�

Proposição B.1.14. Se T : M1 −→M2 é adjuntável, então T e T ∗ são cont́ınuos.

Demonstração. Sejam {xn}n∈N∗ ⊆M1 e x ∈ M1 tais que xn → x. Suponha que

{T (xn)}n∈N∗ ⊆M2 é tal que T (xn) → y; então, para qualquer w ∈M2 temos

〈y, w〉 = lim
n→+∞

〈T (xn), w〉 = lim
n→+∞

〈xn, T ∗(w)〉 = 〈x, T ∗(w)〉 = 〈T (x), w〉.

Portanto, como w ∈ M2 foi tomado arbitrariamente, temos pelo lema 5.0.10 que

y = T (x), donde segue pelo teorema do gráfico fechado (ver teorema 4.13-2 em [10])

que T é cont́ınuo.

Analogamente, prova-se que T ∗ também é cont́ınuo.

�

Definição B.1.15. L(M1,M2) = {T : M1 −→M2 | T é adjuntável}.

Note que segue das duas proposições anteriores que L(M1,M2) ⊆ B(M1,M2),

mas veremos no exemplo a seguir que, na verdade, esta inclusão pode ser estrita.

Exemplo B.1.16 (de um operador cont́ınuo C-A-linear que não é adjuntável). Seja

B uma C∗-álgebra com unidade e I E B tal que I não tem unidade. Note que I e B

são B-módulos de Hilbert (ver exemplo B.1.9). Defina

T : I −→ B

x 7−→ x.

Claramente, T é C-A-linear cont́ınua. Agora, suponha que existe T ∗ : B −→ I; então,

para x ∈ I arbitrário, segue que

x∗T ∗(1) = 〈x, T ∗(1)〉 = 〈T (x), 1〉 = 〈x, 1〉 = x∗1 = x∗.

Portanto, T ∗(1) é uma unidade à direita para I, mas é fácil ver que em uma C∗-álgebra

ter unidade à direita implica ter unidade, logo temos que T ∗(1) é uma unidade para

I, o que é uma contradição.
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Logo, T não é adjuntável, donde segue que L(I, B)  B(I, B).

Teorema B.1.17. L(M ) é uma C∗-álgebra, com a operação de involução definida

acima.

Demonstração. Primeiramente verificaremos que L(M ) satisfaz os axiomas de ∗-
álgebra. Sejam T, V ∈ L(M) , λ ∈ C, x, y ∈M arbitrários; então, temos que:

(i) combinação C-linear de adjuntáveis é adjuntável:

〈(λT + V )(x), y〉 = 〈λT (x) + V (x), y〉 = λ〈T (x), y〉+ 〈V (x), y〉

= λ〈y, T ∗(x)〉+ 〈x, V ∗(y)〉 =
〈
y,
(
λT ∗ + V ∗)(y)〉.

Portanto, (λT + V ) ∈ L(M) e (λT + V )∗ = λT ∗ + V ∗.

(ii) composição de adjuntáveis é adjuntável:

〈TV (x), y〉 = 〈V (x), T ∗(y)〉 = 〈x, V ∗T ∗(y)〉.

Portanto, TV ∈ L(M) e (TV )∗ = V ∗T ∗.

(iii) (T ∗)∗ = T :

〈T ∗(x), y〉 = 〈y, T ∗(x)〉∗ = 〈T (y), x〉∗ = 〈x, T (y)〉,

e portanto, (T ∗)∗ = T .

Como L(M) ⊆ B(M) , segue que L(M) é um espaço normado, com a norma de

operador induzida de B(M) . A demonstração de que para quaisquer T, V ∈ L(M)

‖TV ‖ ≤ ‖T‖‖V ‖,

é análoga a demonstração em B(H), onde H é um espaço de Hilbert. Agora demons-

traremos que, para T ∈ L(M) , ‖T‖ = ‖T ∗‖. Tome x ∈M arbitrário tal que ‖x‖ ≤ 1.

Note que

‖T (x)‖2 = ‖〈T (x), T (x)〉‖A = ‖〈x, T ∗T (x)〉‖A ,

e usando a desigualdade B.2 na equação acima obtemos

‖T (x)‖2 = ‖〈x, T ∗T (x)〉‖A ≤ ‖x‖‖T ∗T (x)‖ ≤ ‖T ∗T (x)‖,

e por conseguinte,

‖T‖2 = sup
‖x‖≤1

{
‖T (x)‖2} ≤ ‖T ∗T‖. (B.5)
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Mas note que

‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ ⇒ ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖ e

‖T ∗‖2 ≤ ‖TT ∗‖ ⇒ ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖,

donde segue que ‖T‖ = ‖T ∗‖.
Verificaremos agora que L(M) é fechado em B(M) , e portanto, completo.

Seja {Tn}N ⊆ L(M) uma seqüência convergente em B(M) , logo {Tn}N é de Cau-

chy. Note que

{Tn}N de Cauchy ⇒ {T ∗n}N de Cauchy.

Portanto, {T ∗n}N é convergente em B(M) . Seja S ∈ B(M) tal que T ∗n → S.

Vamos verificar que se Tn → T , então T ∗ = S. Sejam x, y ∈ M quaisquer, então

temos que

〈T (x), y〉 =
〈

lim
n→∞

Tn(x), y
〉

= lim
n→∞

〈Tn(x), y〉 = lim
n→∞

〈x, T ∗n(y)〉 = 〈x, S(y)〉,

e portanto, T ∗ = S.

Agora só nos resta verificar que a norma em L(M) satisfaz a identidade C∗. Seja

T ∈ L(M) qualquer; note que da equação B.5 temos que

‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2,

donde segue que ‖T‖2 = ‖T ∗T‖, e portanto, L(M) é uma C∗-álgebra.

�

B.2 Fibrados de Fell

Definição B.2.1. Um fibrado de Fell é uma tripla B =
(
{Bg}g∈G, ∗, ·

)
, onde G é um

grupo, {Bg}g∈G é uma famı́lia de espaços de Banach, e para todo g, h, k ∈ G

∗ : Bg −→ Bg−1

é tal que:

(i) é C-conjugada linear, isto é, para quaisquer a, b ∈ Bg e λ ∈ C,

(λa+ b)∗ = λa∗ + b∗;

(ii) para todo b ∈ Bg, (b∗)∗ = b;
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(iii) para todo b ∈ Bg, ‖b‖Bg
= ‖b∗‖Bg−1

;

e

· : Bg ×Bh −→ Bgh

é tal que:

(i) é bi-linear, isto é, para quaisquer bg, ag ∈ Bg, bh, ah ∈ Bh e λ ∈ C,

(λbg + ag)bh = λbgbh + agbh e

bg(λbh + ah) = λbgbh + bgah;

(ii) é associativo, isto é, para quaisquer bg ∈ Bg, bh ∈ Bh e bk ∈ Bk,

(bgbh)bk = bg(bhbk);

(iii) para quaisquer bg ∈ Bg e bh ∈ Bh, (bgbh)
∗ = b∗hb

∗
g.

Além disso, as seguintes condições também devem ser satisfeitas para todo g, h ∈ G,

bg ∈ Bg e bh ∈ Bh:

(i)
∥∥b∗gbg∥∥Be

= ‖bg‖2
Bg

;

(ii) ‖bgbh‖Bgh
≤ ‖bg‖Bg

‖bh‖Bh
;

(iii) existe a ∈ Be tal que b∗gbg = a∗a, isto é, b∗gbg ∈ B+
e .

Note que decorre dos axiomas acima que Be é uma C∗-álgebra.

Exemplo B.2.2 (Produto cruzado parcial). Dado um C∗-sistema dinâmico (A, G, α)

temos um fibrado de Fell canônico associado a ele, basta para cada g ∈ G tomar

Bg = Dgδg. As operações ∗ e · são as definidas no produto cruzado parcial (ver

definição 3.1.2).

Pelo exemplo acima, vemos que dado um produto cruzado parcial, temos um fi-

brado de Fell associado a ele, mas dado um fibrado de Fell arbitrário, será que ele

provém de um produto cruzado parcial?

Seja B um fibrado de Fell arbitrário. Suponha que para alguma ação parcial α e

para todo g ∈ G, Bg = Dg. Note que,

B∗
gBg = span{(agδg)∗(bgδg) | ag, bg ∈ Dg} = span

{
α−1
g

(
a∗gbg

)
δe | ag, bg ∈ Dg

}
= Dg−1 .

Analogamente, BgB
∗
g = Dg; como Dg é isomorfo a Dg−1 , se B∗

gBg não for isomorfo

a BgB
∗
g , o fibrado de Fell não provém de um produto cruzado parcial.
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Exemplo B.2.3 (de um fibrado de Fell que não provém de um produto cruzado

parcial). Considere o grupo Z e a C∗-álgebra das matrizes quadradas de ordem 3,

com entradas complexas, que denotaremos por M3(C). Tome B0 = C
⊕

M2(C), B1

como sendo o subespaço de M3(C) formado pelas matrizes que são nulas a menos das

entradas a12 e a13, B−1 como sendo o subespaço de M3(C) formado pelas matrizes

que são nulas a menos das entradas a21 e a31 e, para todo g ∈ Z\{−1, 0, 1}, defina

Bg como sendo o subespaço nulo de M3(C). Considerando as operações usualmente

definidas em M3(C) é fácil verificar que {Bg}g∈Z é um fibrado de Fell. Agora note que

B1B
∗
1 será o subespaço de M3(C) formado pelas matrizes que são nulas a menos da

entrada a11, e B∗
1B1 será o subespaço de M3(C) formado pelas matrizes que são nulas

a menos das entradas a22, a23, a32 e a33. Logo, B1B
∗
1 e B∗

1B1 não são isomorfos, donde

segue que este fibrado de Fell não provém de um produto cruzado parcial.

Proposição B.2.4. Seja B um fibrado de Fell arbitrário e {µλ}λ∈Λ uma unidade

aproximada de Be. Então para g ∈ G e bg ∈ Bg arbitrários, temos que

lim
λ→+∞

bgµλ = lim
λ→+∞

µλbg = bg.

Demonstração. Note que

‖bgµλ − bg‖2
Bg

= ‖(bgµλ − bg)
∗(bgµλ − bg)‖Be

=
∥∥(µ∗λb∗g − b∗g

)
(bgµλ − bg)

∥∥
Be

=
∥∥µ∗λb∗gbgµλ − µ∗λb

∗
gbg − b∗gbgµλ + b∗gbg

∥∥.
Logo,

lim
λ→∞

‖bgµλ − bg‖2
Bg

= lim
λ→∞

∥∥µ∗λb∗gbgµλ − µ∗λb
∗
gbg − b∗gbgµλ + b∗gbg

∥∥ = 0,

já que b∗gbg ∈ Be. Portanto, lim
λ→+∞

bgµλ = bg.

Por outro lado, temos que

‖µλbg − bg‖2
Bg

= ‖(µλbg − bg)(µλbg − bg)
∗‖Be

=
∥∥(µλbg − bg)

(
b∗gµ

∗
λ − b∗g

)∥∥
Be

=
∥∥µλbgb∗gµ∗λ − µλbgb

∗
g − bgb

∗
gµ

∗
λ + bgb

∗
g

∥∥.
Logo,

lim
λ→∞

‖µλbg − bg‖2
Bg

= lim
λ→∞

∥∥µλbgb∗gµ∗λ − µλbgb
∗
g − bgb

∗
gµ

∗
λ + bgb

∗
g

∥∥ = 0,
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já que bgb
∗
g ∈ Be. Portanto, lim

λ→+∞
µλbg = bg.

�

Corolário B.2.5. Seja B um fibrado de Fell arbitrário. Se Be é uma C∗-álgebra

unital, com unidade 1e, então para g ∈ G e bg ∈ Bg arbitrários, temos que

1ebg = bg1e = bg.

Iremos agora definir o que é a álgebra seccional de um fibrado de Fell.

Seja B um fibrado de Fell. Defina

C0 =
⊕
g∈G

Bg,

com as seguintes aplicações:

• Soma: + : C0 × C0 −→ C0, definida coordenada a coordenada;

• Produto por escalar: · : C× C0 −→ C0, também definida coordenada a coorde-

nada;

• Produto: · : C0 × C0 −→ C0, onde para todo (bg)g∈G, (cg)g∈G ∈ C0 é dado por

(bg)g∈G(cg)g∈G = (dk)k∈G, onde dk =
∑
g∈G

bgcg−1k.

Note que C0, com as aplicações citadas acima, é claramente uma álgebra.

Proposição B.2.6. A aplicação

∗ : C0 −→ C0

(bg)g∈G 7−→
(
b∗g−1

)
g∈G,

é uma involução sobre C0.

Demonstração. Sejam (bg)g∈G, (cg)g∈G ∈ C0 e λ ∈ C arbitrários, então temos que

(i)
((

(bg)g∈G

)∗)∗
=

((
b∗g−1

)
g∈G

)∗
=
(
b�
g−1

�−1

)
g∈G

= (bg)g∈G.

(ii)
(
λ(bg)g∈G + (cg)g∈G

)∗
=
(
(λbg + cg)g∈G

)∗
= ((λbg−1 + cg−1)∗)

g∈G

=
(
λb∗g−1 + c∗g−1

)
g∈G = λ

(
b∗g−1

)
g∈G +

(
c∗g−1

)
g∈G

= λ
(
(bg)g∈G

)∗
+
(
(cg)g∈G

)∗
.
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(iii)
((

(bg)g∈G

)(
(cg)g∈G

))∗
=

(∑
g∈G

bgcg−1k

)
k∈G

∗

=

((∑
g∈G

bgcg−1k−1

)∗)
k∈G

=

(∑
g∈G

(bgcg−1k−1)∗
)
k∈G

=

(∑
g∈G

c∗g−1k−1b∗g

)
k∈G

=

(∑
g∈G

c∗g−1b∗k−1g

)
k∈G

=
((
c∗g−1

)
g∈G

)((
b∗g−1

)
g∈G

)
=
(
(cg)g∈G

)∗(
(bg)g∈G

)∗
.

Portanto, ∗ é uma aplicação de involução sobre C0.

�

Proposição B.2.7. A aplicação

‖·‖1 : C0 −→ R+

(bg)g∈G 7−→
∑
g∈G

‖bg‖

é uma norma sobre C0.

Demonstração. Note que a aplicação ‖·‖1 é claramente não degenerada e C-linear.

Logo, vamos verificar os demais axiomas de norma. Sejam (bg)g∈G, (cg)g∈G ∈ C0 e

λ ∈ C arbitrários; então, temos que

(i)
∥∥∥((bg)g∈G)((cg)g∈G)∥∥∥

1
=

∥∥∥∥∥∥
(∑
g∈G

bgcg−1k

)
k∈G

∥∥∥∥∥∥
1

=
∑
k∈G

∥∥∥∥∥∑
g∈G

bgcg−1k

∥∥∥∥∥
≤
∑
k∈G

(∑
g∈G

‖bgcg−1k‖

)
≤
∑
k∈G

∑
g∈G

‖bg‖‖cg−1k‖

=
∑
h∈G

∑
g∈G

‖bg‖‖ch‖ =

(∑
g∈G

‖bg‖

)(∑
h∈G

‖ch‖

)
=
∥∥∥(bg)g∈G∥∥∥

1

∥∥(ch)h∈G∥∥1
=
∥∥∥(bg)g∈G∥∥∥

1

∥∥∥(cg)g∈G∥∥∥
1
.

(ii)
∥∥∥((bg)g∈G)∗∥∥∥

1
=
∥∥∥(b∗g−1

)
g∈G

∥∥∥
1

=
∑
g∈G

∥∥b∗g−1

∥∥ =
∑
g∈G

‖bg−1‖

=
∑
g∈G

‖bg‖ =
∥∥∥(bg)g∈G∥∥∥

1
.
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Portanto, ‖·‖1 é uma norma sobre C0.

�

Logo, (C0,+, ·, ∗, ‖·‖1) é claramente uma ∗-álgebra normada.

Definição B.2.8. A álgebra seccional de um fibrado de Fell é a ∗-álgebra C0, como

definida acima.

Definição B.2.9. A C∗-álgebra seccional de um fibrado de Fell é a C∗-álgebra envol-

vente da álgebra seccional do fibrado de Fell, que denotaremos por C∗(B).

Note que, dado um C∗-sistema dinâmico (A , G, α), se para todo g ∈ G, Bg = Dgδg,

então a C∗-álgebra seccional deste fibrado de Fell é Aoα G.

Assim como todo homomorfismo de uma álgebra de Banach em uma C∗-álgebra

é contrativo (ver teorema 2.1.7 em [14]), veremos na próxima proposição que todo

homomorfismo da C∗-álgebra seccional de um fibrado de Fell também é contrativo.

Proposição B.2.10. Seja B um fibrado de Fell, D uma C∗-álgebra e ϕ : C0 −→ D

um homomorfismo de C0 em D. Então ϕ é contrativo com relação a ‖·‖1.

Demonstração. Defina

E =
⊕
g∈G

Eg;∀g ∈ G Eg =

{
0, se g 6= e;

Bg, se g = e.

Note que E ⊆ C0, e é uma subálgebra; além disso, E é uma C∗-álgebra, já que E

é isomorfo a Be. Então,

ϕ|E : E −→ D

é um homomorfismo de C∗-álgebra e, portanto, contrativo.

Tome g ∈ G arbitrário e b = (bh)h∈G ∈ C0 tal que a única entrada não nula de b

seja a g-ésima; então, b∗ = (ch)h∈G é tal que a única entrada não nula é a g−1-ésima,

e esta é igual a b∗g. Logo,

b∗b = (dk)k∈G; ∀k ∈ G, dk =
∑
l∈G

clbl−1k = cg−1bgk = b∗gbgk,

e se gk 6= g, temos que dk = 0; portanto, a única entrada não nula de b∗b é a e-ésima,

e esta é igual a b∗gbg. Assim,

‖ϕ(b)‖D = ‖ϕ(b)∗ϕ(b)‖1/2
D = ‖ϕ(b∗)ϕ(b)‖1/2

D = ‖ϕ(b∗b)‖1/2
D

= ‖ϕ|E(b∗b)‖1/2
D ≤ ‖b∗b‖1/2

E =
∥∥b∗gbg∥∥1/2

Be
= ‖bg‖Bg

= ‖b‖1.
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Agora tomando b = (bg)g∈G ∈ C0 arbitrário, temos que

‖ϕ(b)‖D =

∥∥∥∥∥ϕ
(∑
g∈G

(bgδgh)h∈G

)∥∥∥∥∥
D

=

∥∥∥∥∥∑
g∈G

ϕ
(
(bgδgh)h∈G

)∥∥∥∥∥
D

≤
∑
g∈G

∥∥ϕ((bgδgh)h∈G)∥∥D ≤∑
g∈G

‖bg‖Bg
= ‖b‖1.

Portanto, ϕ é um homomorfismo contrativo com relação a ‖·‖1.

�

Antes de demonstrarmos o teorema principal deste apêndice, vamos demonstrar

alguns resultados que nos auxiliarão nesta demonstração.

Proposição B.2.11. Se p ∈ B+
e e bg ∈ Bg, então (b∗g p bg) ∈ B+

e .

Demonstração. Como p ∈ B+
e , existe z ∈ Be tal que p = z∗z (ver proposição 3.3.16

em [15]). Logo,

b∗g p bg = b∗gz
∗zbg = (zbg)

∗(zbg),

e como (zbg) ∈ Bg, existe w ∈ Be tal que (zbg)
∗(zbg) = w∗w, donde segue que

b∗g p bg = (zbg)
∗(zbg) = w∗w ∈ B+

e .

�

Lema B.2.12. Se p ∈ B+
e e bg ∈ Bg, então

b∗g p bg ≤ ‖p‖b∗gbg.

Demonstração. Dividiremos esta demonstração em dois casos.

• Caso 1: Se Be possui unidade, então sabemos que p ≤ ‖p‖, logo pela proposição

B.2.11, temos que

‖p‖ − p ≥ 0 ⇒ b∗g(‖p‖ − p)bg ≥ 0 ⇒ b∗g‖p‖bg − b∗gpbg ≥ 0 ⇒ b∗g p bg ≤ ‖p‖b∗gbg.

• Caso 2: Se Be não possui unidade, seja B̂e a unitização de Be (ver exerćıcio 3.1.3

em [15]). Portanto, (p, 0) ≤ (0, ‖p‖).

Seja {µλ}λ∈Λ ⊆ Be uma unidade aproximada. Note que para todo λ ∈ Λ pela

proposição B.2.11 temos que

(µλ, 0)∗(p, 0)(µλ, 0) ≤ (µλ, 0)∗(0, ‖p‖)(µλ, 0) ⇒ (µ∗λpµλ, 0) ≤ (‖p‖µ∗λµλ, 0),
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e portanto,

µ∗λpµλ ≤ ‖p‖µ∗λµλ.

Novamente, pela proposição B.2.11 temos que

b∗gµ
∗
λpµλbg ≤ b∗g‖p‖µ∗λµλbg,

e portanto, pela proposição B.2.4 segue que

b∗g p bg ≤ ‖p‖b∗gbg.

�

Finalmente, vamos ao teorema principal deste apêndice:

Teorema B.2.13. Seja B um fibrado de Fell arbitrário. Então existe um homomor-

fismo injetivo da álgebra seccional de B.

Demonstração. Esta demonstração será dividida em duas grandes partes; na primeira,

iremos construir a C∗-álgebra D que será o contradomı́nio do homomorfismo, e na

segunda iremos construir o homomorfismo. É na primeira parte que usaremos a teoria

de C∗-módulos de Hilbert, já que a C∗-álgebra D será um L(M) , onde M será um

módulo de Hilbert que iremos construir.

Para construir um módulo de Hilbert, precisamos inicialmente de um espaço veto-

rial e de uma C∗-álgebra. Dado o fibrado de Fell B, temos
⊕
g∈G

Bg que é claramente

um espaço vetorial complexo e Be que é uma C∗-álgebra, logo nosso candidato natural

a Hilbert Be-módulo será
⊕
g∈G

Bg; sendo assim, temos que definir duas aplicações: a

multiplicação pelo escalar da C∗-álgebra e o “produto interno”.

Seja M0 =
⊕
g∈G

Bg. Defina as seguintes aplicações:

· : M0 ×Be −→ M0

((bg)g∈G, be) 7−→ (bgbe)g∈G e

〈·, ·〉 : M0 ×M0 −→ Be

((bg)g∈G, (cg)g∈G) 7−→
∑
g∈G

b∗gcg.

Note que M0 , com a multiplicação por escalar definida acima, é claramente um

Be-módulo à direita. Agora vamos verificar que M0 satisfaz os axiomas de pré-Hilbert
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Be-módulo. Observe que a aplicação 〈·, ·〉 é claramente C-linear na segunda entrada

e, além disso, para (bg)g∈G, (cg)g∈G ∈ M0 , be ∈ Be arbitrários
〈
(bg)g∈G, (cg)g∈Gbe

〉
=〈

(bg)g∈G, (cg)g∈G

〉
be e

〈
(bg)g∈G, (cg)g∈G

〉∗
=
〈
(cg)g∈G, (bg)g∈G

〉
. Logo, nos resta ve-

rificar a positividade e a não-degenerecência desta aplicação. Tome (bg)g∈G ∈ M0

arbitrário; então, temos que

(i)
〈
(bg)g∈G, (bg)g∈G

〉
≥ 0, pois para todo g ∈ G, existe ag ∈ Be tal que b∗gbg =

a∗gag ≥ 0, e como a soma de elementos positivos de uma C∗-álgebra é um elemento

positivo (ver proposição 3.3.13 em [15]), segue que〈
(bg)g∈G, (bg)g∈G

〉
=
∑
g∈G

b∗gbg =
∑
g∈G

a∗gag ≥ 0;

(ii)
〈
(bg)g∈G, (bg)g∈G

〉
= 0 implica (bg)g∈G = 0, pois

〈
(bg)g∈G, (bg)g∈G

〉
= 0 ⇒

∑
g∈G

b∗gbg = 0,

e para todo g ∈ G, existe ag ∈ Be tal que b∗gbg = a∗gag ≥ 0; como em uma

C∗-álgebra a soma de elementos positivos ser nula implica que todas as parcelas

desta soma são nulas, segue que (bg)g∈G = 0.

Portanto, M0 é um pré-Hilbert Be-módulo. Seja M o completamento de M0 na

norma induzida pelo “produto interno”, logo M é um Hilbert Be-módulo.

Uma vez constrúıdo o contradomı́nio do nosso homomorfismo, a saber L(M), va-

mos construir o homomorfismo. Para isto, iremos construir operadores sobre M0, que

mostraremos posteriormente que são C-lineares e cont́ınuos, e portanto, poderão ser

estendidos paraM . Ainda teremos que mostrar que eles são Be-lineares e adjuntáveis,

para a aplicação estar bem definida.

Sejam h ∈ G e ah ∈ Bh arbitrários. Defina

T 0
ah

: M0 −→ M0

(bg)g∈G 7−→ (ahbh−1g)g∈G.

Claramente, esta aplicação é C-A-linear. Veremos que, além disso, ela é cont́ınua.
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Tome (bg)g∈G ∈M0 arbitrário. Note que

∥∥∥T 0
ah

(
(bg)g∈G

)∥∥∥2

=
∥∥∥〈(ahbh−1g)g∈G, (ahbh−1g)g∈G

〉∥∥∥
Be

=

∥∥∥∥∥∑
g∈G

(ahbh−1g)
∗(ahbh−1g)

∥∥∥∥∥
Be

=

∥∥∥∥∥∑
g∈G

b∗h−1ga
∗
hahbh−1g

∥∥∥∥∥
Be

,

e usando o lema B.2.12 nesta equação, obtemos

∥∥∥T 0
ah

(
(bg)g∈G

)∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥∑
g∈G

b∗h−1ga
∗
hahbh−1g

∥∥∥∥∥
Be

≤

∥∥∥∥∥∑
g∈G

‖ah‖2
Bh
b∗h−1gbh−1g

∥∥∥∥∥
Be

= ‖ah‖2
Bh

∥∥∥∥∥∑
g∈G

b∗h−1gbh−1g

∥∥∥∥∥
Be

= ‖ah‖2
Bh

∥∥∥∥∥∑
g′∈G

b∗g′bg′

∥∥∥∥∥
Be

= ‖ah‖2
Bh

∥∥∥(bg′)g′∈G∥∥∥2

,

donde segue que T 0
ah

é cont́ınua.

Como T 0
ah

é C-linear e cont́ınua, T 0
ah

é uniformemente cont́ınua, logo pode ser esten-

dida para M. Seja Tah
a extensão de T 0

ah
para M. Temos que provar ainda, que Tah

∈
L(M) , para isto, basta verificarmos que Tah

é adjuntável. Sejam (bg)g∈G, (cg)g∈G ∈
M0 arbitrários, então, temos que〈

T 0
ah

(
(bg)g∈G

)
, (cg)g∈G

〉
=
〈
(ahbh−1g)g∈G, (cg)g∈G

〉
=
∑
g∈G

(ahbh−1g)
∗cg =

∑
g∈G

b∗h−1ga
∗
hcg.

Tomando g′ = h−1g na equação acima, obtemos que〈
T 0
ah

(
(bg)g∈G

)
, (cg)g∈G

〉
=
∑
g∈G

b∗h−1ga
∗
hcg =

∑
g′∈G

b∗g′a
∗
hchg′

=
〈
(bg′)g′∈G, (a

∗
hchg′)g′∈G

〉
=
〈
(bg′)g′∈G, T

0
a∗h

(
(cg′)g′∈G

)〉
.

Logo, dados x, y ∈M arbitrários, como existem {xn}n∈N, {ym}m∈N ⊆M0, tais que

160



xn → x e ym → y, temos que

〈Tah
(x), y〉 =

〈
Tah

(
lim

n→+∞
xn

)
, lim
n→+∞

yn

〉
= lim

n→+∞
〈Tah

(xn), yn〉

= lim
n→+∞

〈
T 0
ah

(xn), yn
〉

= lim
n→+∞

〈
xn, T

0
a∗h

(yn)
〉

=

〈
lim

n→+∞
xn, lim

n→+∞
T 0
a∗h

(yn)

〉
=
〈
x, Ta∗h(y)

〉
,

e portanto, T ∗ah
= Tah

∗ , donde segue que Tah
∈ L(M).

Será útil em contas futuras, sabermos como se comporta a composição destes ope-

radores. Sejam h, k ∈ G, λ ∈ C, ah, dh ∈ Bh, ak ∈ Bk e (bg)g∈G ∈ M0 quaisquer.

Então, temos que

T 0
ah
◦ T 0

ak

(
(bg)g∈G

)
= T 0

ah

(
(akbk−1g)g∈G

)
= (ah(akbh−1k−1g))g∈G

=
(
(ahak)b(kh)−1g

)
g∈G = T 0

ahak

(
(bg)g∈G

)
,

e também que,

T 0
λah+dh

(
(bg)g∈G

)
= ((λah + dh)bh−1g)g∈G

= λ(ahbh−1g)g∈G + (dhbh−1g)g∈G

= λT 0
ah

(
(bg)g∈G

)
+ T 0

dh

(
(bg)g∈G

)
.

Logo, dado x ∈ M arbitrário, como existe {xn}n∈N ⊆M0, tal que xn → x, temos

que

Tah
◦ Tak

(x) = Tah
◦ Tak

(
lim

n→+∞
xn

)
= lim

n→+∞
Tah

◦ Tak
(xn)

= lim
n→+∞

T 0
ah
◦ T 0

ak
(xn) = lim

n→+∞
T 0
ahak

(xn)

= Tahak
(x),

e também que,

Tλah+dh
(x) = Tλah+dh

(
lim

n→+∞
xn

)
= lim

n→+∞
Tλah+dh

(xn)

= lim
n→+∞

T 0
λah+dh

(xn) = lim
n→+∞

(
λT 0

ah
(xn) + T 0

dh
(xn)

)
= λTah

(x) + Tdh
(x).
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Finalmente, defina

ϕ : C0 −→ L(M)

(bg)g∈G 7−→
∑
g∈G

Tbg .

Vamos primeiramente verificar que ϕ é um homomorfismo. Claramente, ϕ é

C-linear e separa produto. Vamos, portanto, verificar os demais axiomas. Sejam

(bg)g∈G, (cg)g∈G ∈ C0 e λ ∈ C arbitrários; então, temos que

(i)
ϕ
(
(bg)g∈G(cg)g∈G

)
= ϕ

(∑
g∈G

bgcg−1k

)
k∈G

 =
∑
k∈G

TX
g∈G

bgcg−1k

=
∑
k∈G

∑
g∈G

Tbgcg−1k
=
∑
k∈G

∑
g∈G

Tbg ◦ Tcg−1k

=
∑
g∈G

Tbg

(∑
k∈G

Tcg−1k

)
=
∑
g∈G

Tbg
∑
k′∈G

Tck′

= ϕ
(
(bg)g∈G

)
ϕ
(
(ck′)k′∈G

)
;

(ii) Note que (bg)g∈G=
∑
g∈G

(bgδgh)h∈G, logo

ϕ
(
(bg)g∈G

∗
)

= ϕ

((∑
g∈G

(bgδgh)h∈G

)∗)
= ϕ

(∑
g∈G

(
b∗gδg−1h

)
h∈G

)
=
∑
g∈G

ϕ
((
b∗gδg−1h

)
h∈G

)
=
∑
g∈G

∑
h∈G

Tb∗gδg−1h

=
∑
g∈G

Tb∗g =
∑
g∈G

T ∗bg

=

(∑
g∈G

Tbg

)∗

= ϕ
(
(bg)g∈G

)∗
.

Agora, só falta provarmos que ϕ é injetor. Tome (bg)g∈G ∈ ker ϕ, logo

0 = ϕ
(
(bg)g∈G

)
=
∑
g∈G

Tbg .

Portanto, para qualquer (ch)h∈G ∈M0 temos que∑
g∈G

Tbg
(
(ch)h∈G

)
=
∑
g∈G

T 0
bg

(
(ch)h∈G

)
=
∑
g∈G

(bgcg−1h)h∈G = 0.
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Tomando k ∈ G arbitrário e (ch)h∈G ∈M0 tal que, para todo h ∈ G,

ch =

{
b∗k, se h=k;

0, se h 6= k,

e substituindo na equação acima, obtemos

0 =
∑
g∈G

Tbg
(
(ch)h∈G

)
=
∑
g∈G

(bgcg−1h)h∈G = (bhkck−1)h∈G = (bhkb
∗
k)h∈G,

donde temos que bkb
∗
k = 0, e logo bk = 0; mas como k ∈ G foi tomado arbitrariamente,

segue que (bg)g∈G=0.

�

Definição B.2.14. O homomorfismo ϕ definido no teorema acima é denominado

representação regular da álgebra seccional do fibrado de Fell B.

Como uma conseqüência direta do teorema acima, temos que o núcleo da aplicação

||| · ||| definida na construção do produto cruzado parcial é nulo.

Apenas por uma questão de completude, iremos dar as duas definições seguintes.

Definição B.2.15. A C∗-álgebra reduzida de um fibrado de Fell B, denotada por

C∗
r (B), é o fecho de ϕ(C0) na norma de L(M), onde ϕ e M são os constrúıdos no

teorema anterior.

Definição B.2.16. Seja (A , G, α) um C∗-sistema dinâmico. O produto cruzado par-

cial reduzido deA por G, denotado porA oα,rG, é por definição a C∗-álgebra reduzida

do fibrado de Fell associado ao C∗-sistema dinâmico (A , G, α).

Por fim iremos provar que, dado um fibrado de Fell, existe uma esperança condici-

onal canônica associada a ele. Este resultado será usado no caṕıtulo 5.

Definição B.2.17. Sejam A uma C∗-álgebra e B ⊆ A uma sub-C∗-álgebra. Uma

aplicação E : A −→ B é dita ser uma esperança condicional, se as seguintes condições

são satisfeitas:

(i) E é uma aplicação C-linear sobrejetora;

(ii) E2 = E;

(iii) E(A+) ⊆ B+;

(iv) ∀a ∈ A , ∀b ∈ B, E(ba) = bE(a).
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Note que se E : A −→ B é uma esperança condicional, então para quaisquer

a ∈ A e b ∈ B, temos que E(a)b = E(ab). De fato, como E é uma aplicação C-linear

positiva, E preserva involução, e então temos que

E(a)b = (b∗E(a)∗)
∗

= (b∗E(a∗))∗ = (E(b∗a∗))∗ = E(ab).

Seja B um fibrado de Fell. Nosso objetivo é construir uma esperança condicional

E : C∗(B) −→ B̃e, onde B̃e =
⊕

g ∈ GB̃g e

B̃g =

{
Be, se g = e;

0, se g 6= e.

Mas antes, precisamos verificar que B̃e é de fato, uma sub-C∗-álgebra de C∗(B).

Para provar este fato, precisaremos de uma equação que provaremos na demonstração

do seguinte lema:

Lema B.2.18. Seja (ah)h∈G ∈ C0 arbitrária. Então temos que

‖Tae‖ ≤

∥∥∥∥∥∑
h∈G

Tah

∥∥∥∥∥,
onde Tae e

∑
h∈G

Tah
são como definidos na demonstração do teorema B.2.13.

Demonstração. Tome (bg)g∈G ∈ C0 e k ∈ G arbitrários. Relembrando,

Tak

(
(bg)g∈G

)
= (akbk−1g)g∈G.

Defina a seguinte função:

π0
e : M0 −→ M

(cg)g∈G 7−→ (ceδeg)g∈G.

Observe que ela é claramente C-linear e, além disso, para qualquer (cg)g∈G ∈M0,
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temos que∥∥∥π0
e

(
(cg)g∈G

)∥∥∥ =
∥∥∥(ceδeg)g∈G∥∥∥ =

∥∥∥〈(ceδeg)g∈G, (ceδeg)g∈G

〉∥∥∥1/2

Be

= ‖c∗ece‖
1/2
Be
≤

∥∥∥∥∥∑
g∈G

c∗gcg

∥∥∥∥∥
1/2

Be

=
∥∥∥〈(cg)g∈G, (cg)g∈G

〉∥∥∥1/2

Be

=
∥∥∥(cg)g∈G∥∥∥.

Portanto π0
e é uma aplicação C-linear e cont́ınua, logo podemos estendê-la para

M. Seja πe a extensão de π0
e .

Agora observe que

Tae ◦ πe = πe ◦

(∑
h∈G

Tah
◦ πe

)
,

pois (∑
h∈G

Tah
◦ πe

)(
(bg)g∈G

)
= (ahbe)h∈G,

donde segue que

πe ◦

(∑
h∈G

Tah
◦ πe

)(
(bg)g∈G

)
= πe

(
(ahbe)h∈G

)
= (aebeδeg)g∈G = Tae ◦ πe

(
(bg)g∈G

)
.

Então temos que

‖Tae ◦ πe‖ =

∥∥∥∥∥πe ◦
(∑
h∈G

Tah
◦ πe

)∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
h∈G

Tah

∥∥∥∥∥. (B.6)

Para finalizar a demonstração, iremos verificar que as normas de Tae ◦ πe e de Tae

são iguais.

Claramente,

‖Tae ◦ πe‖ ≤ ‖Tae‖. (B.7)

Agora tome

(
a∗e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

∈M0, e note que,

Tae ◦ πe

((
a∗e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

)
=

(
aea

∗
e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

.
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Logo,

‖Tae ◦ πe‖ = sup


(cg)g∈G




≤1

∥∥∥(Tae ◦ πe)
(
(cg)g∈G

)∥∥∥ ≥ ∥∥∥∥∥(Tae ◦ πe)

((
a∗e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
(

aea
∗
e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥aea∗eaea∗e‖ae‖2
Be

∥∥∥∥∥
1/2

Be

=
1

‖ae‖Be

‖(aea∗e)(aea∗e)
∗‖1/2
Be

=
‖ae‖2

Be

‖ae‖Be

= ‖ae‖Be
. (B.8)

Mas, por outro lado, para qualquer (cg)g∈G ∈M0 temos que

∥∥∥(aecg)g∈G∥∥∥2

M
=
∥∥∥〈(aecg)g∈G, (aecg)g∈G

〉∥∥∥
Be

=

∥∥∥∥∥∑
g∈G

c∗ga
∗
eaecg

∥∥∥∥∥
Be

≤

∥∥∥∥∥∑
g∈G

‖ae‖2
Be
c∗gcg

∥∥∥∥∥
Be

= ‖ae‖2

∥∥∥∥∥∑
g∈G

c∗gcg

∥∥∥∥∥
Be

= ‖ae‖2
∥∥∥〈(cg)g∈G, (cg)g∈G

〉∥∥∥
Be

= ‖ae‖2
∥∥∥(cg)g∈G∥∥∥2

M
,

donde segue que

‖Tae‖ = sup


(cg)g∈G




≤1

∥∥∥Tae

(
(cg)g∈G

)∥∥∥ = sup


(cg)g∈G




≤1

∥∥∥(aecg)g∈G∥∥∥
≤ ‖ae‖Be

.

Agora novamente tomando

(
a∗e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

∈M0, temos que Tae

((
a∗e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

)
=(

aea
∗
e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

, donde

∥∥∥∥∥Tae

((
a∗e

‖ae‖Be

δeg

)
g∈G

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
(
aea

∗
eδeg

‖ae‖Be

)
g∈G

∥∥∥∥∥ = ‖ae‖Be
.

Então,

‖Tae‖ = ‖ae‖Be
. (B.9)

Portanto, das equações B.7,B.8 e B.9 obtemos que

‖Tae ◦ πe‖ = ‖Tae‖.
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Logo, voltando na equação B.6 segue que

‖Tae‖ ≤

∥∥∥∥∥∑
h∈G

Tah

∥∥∥∥∥,
como queŕıamos demonstrar.

�

Proposição B.2.19. B̃e, como definido acima, é uma sub-C∗-álgebra de C∗(B)

Demonstração. Note que B̃e ⊆ C∗(B), já que, pelo teorema B.2.13, o núcleo da tripla

norma (norma da envolvente) é nulo. Além disso, B̃e é claramente uma sub-∗-álgebra

de C∗(B); logo, basta verificarmos que ela é fechada e, como a aplicação Be 3 be ↔
(beδe,g)g∈G ∈ B̃e é claramente um isomorfismo, basta verificarmos que ele é isométrico.

Temos que

||| (beδe,g)g∈G ||| ≤
∥∥∥(beδe,g)g∈G∥∥∥

1
= ‖be‖Be

,

e por outro lado, segue da equação B.9 que∥∥∥ϕ((beδe,g)g∈G)∥∥∥ = ‖Tbe‖ = ‖be‖Be
,

onde ϕ e Tbe são como definidos na demonstração do teorema B.2.13. Portanto,

||| (beδe,g)g∈G ||| = ‖be‖Be
,

donde segue o que queŕıamos demonstrar.

�

Observação B.2.20. Note que no decorrer da demonstração acima, provamos que

B̃e e Be são C∗-álgebras isomorfas. Logo, como uma conseqüência deste fato, temos

que dado um produto cruzado parcial Aoα G, Aδe ∼= A.

Agora, defina a seguinte aplicação:

E0 : C0 −→ B̃e

(ah)h∈G 7−→ (aeδeh)h∈G.

Note que ela é claramente C-linear. No que segue, provaremos que E0 é uma

aplicação cont́ınua, e portanto pode ser estendida para C∗(B). Por fim, verificaremos

que a sua extensão será uma esperança condicional. Para provar a continuidade de E0

faremos uso do lema B.2.18.
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Observe que para (bh)h∈G ∈M0 arbitrário,

∥∥E0

(
(bh)h∈G

)∥∥ =
∥∥(beδeh)h∈G∥∥ = ‖be‖ = ‖Tbe‖ ≤

∥∥∥∥∥∑
h∈G

Tbh

∥∥∥∥∥
=
∥∥ϕ(bh)h∈G

∥∥ ≤ ||| (bh)h∈G |||.

Portanto, E0 é uma aplicação C-linear e cont́ınua. Logo, pode ser estendida para

C∗(B). Seja E a extensão de E0.

Teorema B.2.21. A aplicação E : C∗(B) −→ B̃e, definida acima, é uma esperança

condicional.

Demonstração. Primeiramente observe que E, por construção, é C-linear. Vamos

verificar portanto que E satisfaz os demais axiomas de esperança condicional. Sejam

(ah)h∈G, (ch)h∈G ∈ C0, (beδeh)h∈G ∈ B̃e e λ ∈ C arbitrários; então, temos que

(i) E
(
(beδeh)h∈G

)
= (beδeh)h∈G. Logo, E é sobrejetora.

(ii) E2
(
(ah)h∈G

)
= E ◦ E

(
(ah)h∈G

)
= E

(
(aeδeh)h∈G

)
= (aeδeh)h∈G, donde segue que

E2 = E.

(iii) E
(
(beδeh)h∈G(ah)h∈G

)
= E

(
(beah)h∈G

)
= (beaeδeh)h∈G

= (beδeh)h∈G(aeδeh)h∈G = (beδeh)h∈GE
(
(ah)h∈G

)
.

(iv) Note que, E
((

(ah)h∈G
)∗(

(ah)h∈G
))

=
∑
h∈G

a∗hah ≥ 0. Agora, tome x ∈ C∗(B)

arbitrário; então, existe {yλ}λ∈Λ ⊆ C0 tal que yλ → x, logo y∗λyλ → x∗x. Como

E é cont́ınua, temos que

E(x∗x) = E
(

lim
λ→∞

y∗λyλ

)
= lim

λ→∞
E(y∗λyλ) ≥ 0,

e então E
(
C∗(B)+

)
⊆
(
B̃e

)
+
.

Portanto, E é uma esperança condicional.

�
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