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Resumo

BLEYER, Ismael RodrigoFuncionais de Tikhonov e Penalizago com diséncias de Breg-
man. 2008. 123 paginas. Dissertacao (Mestrado em MatemjatPrograma de Pos-Graduacao
em Mateméatica e Computacao Cientifica, Universidadiefe de Santa Catarina - UFSC, Flo-
rianopolis, 2008.

Orientador: Prof. Dr. Antdnio Carlos Gardel Leitao
Defesa: 17/12/2008

Uma técnica de regularizacado que vem ganhando destagoemunidade de problemas
inversos é a regularizacdo de Tikhonov com termo de fEatdlo dado pela seminorma de
variacao limitada. Esse método de regularizacaodapcoximar a solucao “exata” do pro-
blema por funcdes eV, um espaco de Banach.

O método de Tikhonov é largamente utilizado para probtemeersos formulados em
espacos de Hilbert, situacao para qual varios resastéebricos sao conhecidos. Esse método
de regularizacao tem como caracteristica fornece8ekisuaves, o que se torna uma desvan-
tagem em certas aplicacdes em processamento de imagangpocp imagem a ser reconstruida
apresenta grandes gradientes ou quando & descontinua.

Neste trabalho apresentamos um método tipo Tikhonov cgee oliter solucdes de pro-
blemas inversos mal-postos num contexto mais geral. Com @g=seralizacao procuramos
resultados teoricos para o tratamento de uma equacapastd em que o operador envolvido
é definido entre espacos de Banach, aléem de utilizar umaipacao nao diferenciavel. Dessa
maneira, 0 método investigado corresponde a uma gersgyatizia teoria classica de Tikhonov,
a qual pode ser utilizada no espaco de funcdes de w@arianitada.

Apbs introduzirmos as condicdes necessarias paraiyjaeaexisténcia de uma solucao
para o problema regularizado, damos inicio ao estudo digdgda das solucdes obtidas por
esse méetodo. Exibimos resultados de estabilidade e ta&xesnyergéncia entre uma solucao
regularizada e uma solucao “exata” do problema inverabaialise de convergéncia & obtida
com base na distancia de Bregman. Operadores lineareslmeares sao considerados. Para
problemas nao lineares, investigamos também um méteddkétonov iterado.

Palavras-chave: regularizacao de Tikhonov, distancias de Bregman, |@at@o com
variagao limitada.



Abstract

BLEYER, Ismael RodrigoFuncionais de Tikhonov e Penalizago com diséncias de Breg-
man. 2008. 123 paginas. Dissertacao (Mestrado em MatemjatPrograma de Pos-Graduacao
em Mateméatica e Computacao Cientifica, Universidadiefe de Santa Catarina - UFSC, Flo-
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Orientador: Prof. Dr. Antdnio Carlos Gardel Leitao
Defesa: 17/12/2008

In the last few years a regularization technique became lpojputhe inverse problems
community, namely the Tikhonov regularization with a p&stion function given by the boun-
ded variation seminorm. This regularization method presidpproximate solutions in BV to
the “exact” solution of the inverse problem.

The Tikhonov method is widely used to approximate solutamseverse problems modeled
by operator equations in Hilbert spaces, and there are nheydtical results concerning this
situation. A characteristic of this regularization apmto#s to provide smooth approximations.
This however, can be a disadvantage in some applicatiansireimage processing, where one
has to recover images with sharp edges or the nonsmooth$mage

In this work we investigate a Tikhonov type method formuiatea more general context.
The approach investigated here allows the generalizafietassical theoretical results to the
context of ill-posed equations where the operator is defiiedeen Banach spaces. Moreover,
non-differentiable penalty functions are used and regédrsolutions are found in the space
of functions of bounded variation.

Existence of solutions of the regularized problem can beajiaed. Moreover, using
source conditions, we provide quantitative estimates éadégularization error in the parame-
ter space. Stability and convergence results are derivetage based on the use of Bregman
distances to estimate the errors. Both linear and nonlipeaislems are considered. In the
nonlinear case we also investigate an iterated Tikhonowoaet

Key words: Tikhonov regularization, Bregman distances, penaliratidh total variation.
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1 Introducao

Neste trabalho estudamos métodos tipo Tikhonov, umad@&émportante para obtermos
solucOes estaveis para problemas inversos. A anatigais métodos generaliza resultados
conhecidos da teoria classica. Sao investigados resglfaublicados recentemente que exibem
taxas de convergéncia e estabilidade entre uma solyg@aimada por esse método e uma
solugao “exata” do problema. Tais resultados sao obtidizando a distancia de Bregman
induzida por um funcional convexo. A teoria & desenvol\pdaa operadores lineares e nao
lineares, em especial apresentamos um método iteratigoopaaso nao linear.

Neste capitulo fazemos uma breve introducao sobre gmdd inversos e sua relacao com
problemas mal-postos. Em seguida apresentamos umaga@saida para resolver problemas in-
versos: os métodos de regularizacao. Em especial voftawssa atencao ao método classico de
Tikhonov, exibindo de forma resumida os principais resldsada teoria classica para equacgdes
regidas por operadores tanto lineares quanto nao lindafiesdos entre espacos de Hilbert. Na
sequéncia exploramos a idéia que motivou o estudo e elghodeste trabalho. A distribuicao
do conteldo desta dissertacao & exposta na Ultinda sksste capitulo.

1.1 Problemas inversos

A area de problemas inversos tem sido um dos ramos na mataraplicada com o maior
crescimento nas Ultimas décadas. Tal fato deve-se adgrarmero de aplicacOes extraidas do
mundo real, na ciéncia e tecnologia.

Aleém dos exemplos de problemas inversos encontradosT&fi]] e [Ram09, destaca-
mos os problemas de restauracao de image88 OBG'05], eletrocardiogramalXS+0g],
tomografia por impedancia RH"05], exploragao geofisica de depositos de petroRenpP7
ORLO§ e identificacao biométricay[SSP0%, devido sua importancia cientifica, econdmica,
social e inclusive politica.

Antes de mais nada, precisamos definir o que @uohlema inversoUma das definicdes
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mais difundidas foi dada enEHNO(, segundo os autores “ resolver um problema inverso é
determinacausaslesconhecidas a partir ééeitosdesejados ou observados”.

Por outro lado, definimos uproblema diretcaquele em que sao conhecidas precisamente
as causas e buscamos determinar seus efeitos.

Do ponto de vista teérico modelamos um problema inversavasr de uma equacao de
operadores

F(u =y, (1.1)

em que o operaddf : U — #H pode ser linear ou nao linear, dependendo da natureza elo pro
blema originaly € # & o dado observadolec U & a “causa” a ser determinada. Em nosso
contexto visamos trabalhar cothe # espacos de Banach. Na teoria classica de regularizacao
de Tikhonov &€ comum considerar operadores em que ambogagosg! e # sao Hilbert.

No entanto, ja sao conhecidos inUmeros resultados rmesgexto, como pode ser visto em
[Mor84, Gro84 Gro93 Kir96, EHNOQ.

Convém observarmos que a modelagem de problemas invémnsasels freqiientemente
resulta em equacdes integrais de primeira espécie. Ariaalos problemas estudados na co-
munidade induz modelos matematicos mal-postos. A définital-postosurgiu no inicio do
século passado quando o matematico francés Jacquaeadpaldadamard estudava equacdes
diferenciais parciais; os resultados de seu estudo fordmicpdos emiHad03.

Dizemos que um problema do tipb.{) € bem-postose as trés propriedades sao satisfeitas:

(P1) Exiséncia para cady € # existe (pelo menos umje U tal queF (u) =y;
(P2) Unicidade para cady € A existe no maximo um € U tal queF (u) =y;

(P3) Estabilidade a solu¢caas depende continuamente dos dagdsto &, para toda sequéncia
(u) C U comF(uy) — F(u) quandok — o, vale queuy — u quandok — co,

Desse modo um problema é ditwal-postose pelo menos uma das condi¢des acima nao &
satisfeita, conformeqir96].

Em geral as medicOes e observacoes feitas para detsstmproblema sao imprecisas e
os dados inseridos eynvém contaminados com ruidos ou erros experimentais. dglwiézes
tais erros surgem na propria modelagem matematica. Sessilm, dispomos somente de uma
aproximacaog?® ao invés do dado exao Visto isso, ao invés de resolvermos a Equada) (
voltamos nossa atengao para o problema

Fluy=y°. (1.2)
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Ao trabalharmos com dados exatos ou com suas aproxima@enesmo aquelas obtidas
guando resolvemos o problema numericamente, 0 conceitoadidema mal-posto deve ser
visto com cautela. Segund&HNOQJ tecemos comentarios para as propriedadéy, (P2) e
(P3).

Aviolagao daexisénciade solu¢ao € uma condi¢ao importante quando os dadesstos.
Geralmente podemos relaxar a nogao de solucao ou aanteaspaco solugcao para contornar
tal dificuldade.

A violagao do segundo itemunicidade & um pouco mais séria, pois a existéncia de varias
solucdes nos leva a decidir dentre elas qual & a maiglvid&m certos problemas basta to-
mar como solucao a de menor norma, mas isto nao se aplaxdoa.tDo contrario devemos
adicionar condi¢cdes ao problema original e com isso obtenicidade, a saber, escolhemos
uma das solucdes do problema original que também sgdisfa novas propriedades. Mesmo
em aplicacdes em que esse item & satisfeito, quandoeaso$ numericamente geralmente a
unicidade & violada por causa da discretizacao.

Quanto ao terceiro item, 0 mais importante deles, a faltastibilidadeiorna o problema
extremamente sensivel a presenca de ruidos nos dadosddeque pequenas perturbacdes nos
levam a uma grande variagao na solugao. A tentativa dedowma solugdo numeérica para um
problema cuja a solugao nao dependa continuamente dios,da primeira vista, nos parece
inviavel e até mesmo impossivel. Uma maneira de amenizatal dificuldade & através de

métodos de regulariza@p.

Por fim, enfatizamos que o requeriment8)&epende da topologia dos espacos envolvidos,
a saber, se o0 operador inverso € continuo. Diferente dest@ps de existéncia e unicidade, as
quais dependem unicamente da natureza algébrica dogoespalto operador. Em suma, a
definicdo bem-posto depende da tripta, #,F) e suas normas, conformi€if96].

1.2 Metodo de regulariza@o

A solucao de um problema inverso modelado pela Equéacapdonsiste em determinar
mediante o conhecimento gieEm outras palavras, o problema consiste na inversao dadgqe
F. No contexto linear, uma vez conhecido o operador pseugosd F': # > 2(FT) — 1,

pensamos em resolver o problema da seguinte forma

u= FT(y) )

'Esse operador também & conhecido com a inversa genedeatieaMoore-Penrose, vejal[96].
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No entanto essa tentativa é inttil quando o dadéo pertence ao dominio de definicao do
operador pseudo-inverso. Mesmo que exista tal operadamela pode ser ilimitado. Portanto,
devemos procurar outra ferramenta para encontrarmos dogaegaral.l).

Os métodos de regularizacao aparecem justamente paedige tal dificuldade. De modo
geral construimos uma familia de operaddrgs. H — U limitados que dependem de um
parametrax > 0, conhecido comparametro de regularize®p, que aproximem pontualmente
o operadoF T, ou seja,

lim Ra(y) = F'(y) . (1.3)

a—0

Caso busquemos uma solugao para a equacao dd.t@(ndispensavel o conhecimento
de um limite para a perturbacao dos dados, isto €,

[y-y|<s. (1.4)

Conhecido o nivel de ruidd existem duas regras basicas para a escolha do parametro de
regularizacado. Na primeira dizemos que a escolha darpra € feitaa priori, quando essa
escolha depende somente do nivel de ridda sabera = a(d). Ao passo que na segunda
regra, feitaa posteriori ainda ha dependéncia do dadocom ruido, isto éq = a(d,y?). Do
ponto de vista pratico essa escolha torna-se muito oty wvez que € calculado juntamente com

a solugzo aproximada enquanto resolvemos o problema numericamente.

Sintetizando: um método de regularizacao aproximawcgol de um problema mal-posto
por uma familia de problemas bem-posRagy®), de modo que&d — u quandod — 0, paraa
devidamente escolhido. ConformeHNOQ, p. 50] o erro no pior caso deve satisfazer

Iimsun{HRa(y‘S) —FT(y)Hu |y e,

o—0

y5—yH gé}zo. (1.5)

Nao basta que o erro convirja para zero, essa convergéeceaser da mesma ordem do
nivel de ruido. Caso essa ordem de convergéncia segdesiatidizemos que a taxa de con-

vergéncia &tima

Para assegurar que um método produz taxas 6timas de géneer devemos assumir certas
condicdes, chamadasndigdes de fontee apenas com esse tipo de informacao & possivel obter
taxas de convergéncia no dominio do operador.

Na literatura sao apresentados métodos de regulanzaghétodos iterativog GSY95
EHNOO Vog02 LBO05]. Para cada tipo de operador temos uma abordagem espeaiah e u
cadeia de resultados. Por exemplo: para os operadoresebnemmpactos e auto-adjuntos,
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uma referéncia &3ro84. Dentre os métodos apresentados nas referéncias a@medlvida
nenhuma, o método de regularizacao de Tikhonov & o noaisecido.

1.3 Regulariza@o de Tikhonov

O professor Andrei Nikolaevich Tikhonov foi um grande maéico russo que trabalhou
no consagrado Instituto de Matematica Steklov da Acad&ussa de ciéncias, onde passaram
outros ilustres matematicos, como A. N. Krylov, S. L. Sava A. A. Markov.

Tikhonov sugeriu uma formulacao mais geral para resqr@slemas mal-postos no artigo
[Tik63] publicado em 1963. A partir desse trabalho a teoria de Tikladem sido aplicada no
tratamento de problemas inversos.

Segundo o livro deiir96], para a Equag¢ad. (1) comF um operador linear e limitado entre
espacos de Hilbert, o método de Tikhonov é apresentado cma familia de operadoréR, }
da forma

Ra(y) = (F*F +al) 'F*y, (1.6)

em queF* & o operador adjuntd,é o operador identidadece &€ uma constante positiva devi-
damente escolhida. Essa formulagao concorda com a sgmeaentada na secao anterior.

O operadoF*F & auto-adjunto, compacto e tem auto-valores nao negaffara unwr > 0
o operadorF*F + al) tem auto-valores estritamente positivos e por sua vez pos&rsa
limitada. Assim, a equacao de segundo tipo

(F'F+al)ug =F"y (1.7)

€ bem-posta.

Quando assumimos que o operaBdambém é compacto podemos calcular o sistema sin-
gular e por sua vez a solucao & obtida de maneira direta, definidam somatorio envolvendo
esse sistema.

Outra formulacao mais difundida para a regularizagdditthonov &€ dada pela seguinte
interpretacao variacional
Ug = argmin{Jq (u) | ue U}, (1.8)

com
Ja (U) = [F(u) =yl +aJulF , (1.9)

2E uma generalizacio para a decomposicio SVD - decopdaode valores singulares - para operadores com
dimensao infinita.
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em quea € R, & dito parametro de regularizacao.

No livro [Kir96, Teorema 2.11] existe a seguinte relacao para o casa:linesolucao do
modelo apresentado erh.8) e (1.9) & a Gnica solucao dé.(7).

Convém observarmos que a penalizacao exercida pelmdedarmo do funcionaly (+)
dado acima pode ser feita a partir de uma aproximacaalnigj substituindo o termo qua-
dréticoHuH%l por ||u— uo|]?Ll. Através de um operad@ devidamente definido podemos tomar

como penalizac&o o termfG(u)||%, [Mor84]. Na formulacio variacional apresentada acima

pensamo$ como o operador identidadeug como o vetor nulo. Essa simplificacao & adotada
por muitos autores, por exempld4gn0qQ.

A interpretacao variacional introduzida efin8) e (1.9) consiste em localizar um elemento
que reduza o erro obtido na Equacad) com respeito a norma d&. No entanto, devido ao
mal condicionamento do operadbra identificacao desse minimizador &€ uma tarefa dificil.
Para amenizar essa dificuldade & suficiente adicionarmaspemalizacao no problema de
minimiza¢ao com o objetivo de tornar mais evidente taliminador.

Nessa formula¢éo nossa atengao é voltada para o parade regularizacdm. Sua fungao
é forneceestabilidadeao problema e calibrar a solucao regularizada de manelsgeamos um
valor minimo para o residuo, isto &, uma lpyacisio. Todavia a norma da solucao deve ser
pequena, devido ao termo de penalizagdo. Caso o parhsegarmuito pequeno (ou até mesmo
nulo) estamos bem proximos do problema original, o qualetinseguimos resolver de modo
estavel. Por outro lado, se o parametro for muito grandedesviamos da formulagao original
dando mais importancia ao termo de penalizacao, e poresugesultara numa solucao distinta
da qual procuramos.

Na literatura encontramos diversos métodos para a esdoliparametrax, o qual pode
ser obtidoa priori ou a posteriori Entre os principais, para problemas lineares, destacamos
o0 método heuristico da curva Han97¢, o principio de discrepancia de MorozdMr66], o
critério de minimo local do funcional definido por ReditagReg9§g e o método do ponto fixo
[Baz0§. Para problemas nao lineares citam@ain02 SEK93.

Neste trabalho damos énfase para a formulacao aprdseeta (.8) e (1.9), contudo a
escolha do parametro de regularizacao nao faz part@ssorestudo. Essa formulacao pode
ser estendida para operadores nao lineares enquantowddQan exibida eml(6) somente faz
sentido para o caso linear.

O funcional de TikhonovX.9) quando aplicado para operadores lineares e continums € ¢
vexo, portanto todo minimizador local sera um minimizaglobal. Quando o operador & nao
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linear, o problema regularizado ainda pode ser escrito maulacao variacional de Tikhonov
dado por {.8) com o funcional

Ja (U) = [[F(u) = y]*+ o [lu— o7 - (1.10)

Nao podemos mais garantir a convexidade desse funciorabempos a unicidade de mi-
nimizadores locais. A analise desse método requer umeadzmdha para a aproximacao inicial
Up, pois a analise de convergéncia passa a ser local.

Mediante essa dificuldade na formulagao do método deohih para problemas nao line-
ares definimosl umaup-soluggo de norma ninima como

0= argmin{|ju—uolly | F(u) =y} . (1.11)

Resultados de existéncia de solucao, convergéncimbikdade para métodos de regulari-
zagao tipo Tikhonov sao mais conhecidos para operatinezses. A extensao desses métodos
e resultados para o0 caso nao linear nao é tao facil, ummague nao podemos resolver um
sistema singular e tampouco definir um operador adjuntoisBoy no caso nao linear devemos
adicionar certas hipoteses ao operador, assim como faife EN89]. Apresentamos de forma
resumida resultados classicos de convergéncia e edtalal para operadores lineares e nao
lineares definidos entre espacos de Hilbert nas subseg@eseguem.

1.3.1 Operadores lineares

Para um operadd¥ linear e limitado ja comentamos sobre a existéncia de;aolpara o
funcional convexoX.9).

Assumindo que os dados com ruidos satisfachd) € o dadoy pertenca a imagem do
operadofF, garantimos a convergéncia da sequéncia das soluggelarizadas para a solucao
u" = F'y, em queF' denota a inversa generalizada e Segundo FHNOQ, Teorema 5.2]

temosud — u' quandod — 0 para um parametre = a () escolhido de modo que
2

o
a(d)—0 e W — 0 quandod — 0. (1.12)

52 e . .
Caso assumamos apenas que o te% seja limitado obtemos a convergéncia no sentido

fracoud — u', conforme EHNOQ, p. 119].

A melhor taxa de convergéncia que obtemos, apresentad&léhOp, p. 120] em funcao
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deu > 0, € obtida na Equacaa.(3 tomandou = 1,
’ ug—uTHu: O <525ﬁ1> e ’

. ‘g 2 . N .
Essa taxa € verificada quando tomanaos- 03 e ainda supomos a existéncia de uma

ua—uTHu:O(a“) . (1.13)

poténciau > 0 e um elemento € U tal queu’ = (FTF)" w, paral|w||,, < 1.

1.3.2 Operadores Ao lineares

No caso do operaddt ser nao linear, segundBHNOQ, p. 241] para garantirmos a existén-
cia de um minimizador pard (10 devemos ainda supor:

(H1) F é limitado;

(H2) F & sequéncialmente fracamente fechado, isto &, patqurasequénciéuy) C 2(F), a
convergéncia fraca dg parau € U e a convergéncia fraca #€uy) paray € # implica
queu e Z(F) eF(u) =Y.

Observamos também que a escolhaglpara o funcionall.10 & muito importante, espe-
cialmente para taxas de convergéncia, uma vez que 0s DErE&D locais. Para o caso linear

Up pode ser tomado como o elemento nulo.

Para os dados com ruidos que satisfaca®) € um parametrar (d) satisfazendol(.12
como no caso linear, garantimos que toda seqUé(mﬁ@) possui uma subseqguéncia conver-
gente, quandé, — 0. Além disso, o limite de toda subseqiiéncia convergentaaug-solucao

de norma minima.

Para taxas de convergéncia necessitamos adicionaebgstao problema. EnkiHNOQ,
Teorema 10.4] as condi¢Oes suficientes para provar que

|

£-0],=0(s!) o [rud o0

(F1) F & Fréechet diferenciavel;

(F2) existe uma constante> 0 tal que|[F'(t) — F'(u)[| & (¢, 4) < C[[U—ul[¢, para todou €
2(F)NBp, (0), para um raig > 0 suficientemente grande;

(F3) existe unw € A satisfazendd = F'(U)*w+up e
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(F4) cllw|| <1 .

Alem das condi¢bes anteriores assumimos tambémug@éeumaug-solucao de norma

minima,Z(F) & convexo & ~ d.

Segundo [EHNOO, Teorema 10.7] temos um resultado de convergéncia maas. geara
2
TS [%, 1] com a escolha de ~ &2+ obtemos

‘ug—uH 20(5%) .
u

Essa taxa € valida sob as quatro hipoteses dadas acimdaesaipondo que pertenca ao
interior de2(F) et = (F'(0)*F’(0))* w+ up.

1.4 Regulariza@o tipo Tikhonov usando diséncias de Breg-
man

No livro de Morozov Mor84] é apresentada uma formulacao para a regularizacaixhe-
nov em espacgos métricos. A idéia primitiva consiste emimizar o desvio d& (u) em relagéo
ao lado direitoy® com ruido, relativamente ao quadrado da métrica do espag ainda tentar
estabilizar a solugao por meio de um funcional nao negati

Com isso em mente o modelo da regularizacao de Tikhon@saptado na se¢ao anterior,
por meio das equacoe$.d e (1.9), pode ser facilmente visualizado na conotacao dada em
[Mor84]. Para isso tomamos como métrica a norma do espaea@omo funcional ndo negativo
a norma do espactl ao quadrado.

Generalizando a escolha do termo de penalizagao do méwmdikhonov por um funcio-
nal ndo negativd: U — R U{} e preservando o primeiro termo dk9), isto &, a norma
do residuo, apresentamos o método de regularizacadaekt neste trabalhado associado a
Equacao1.1), o qual consiste em minimizar o funcional

Ja () = S [F () ~yl2 +-ah(u) (1.14)

emquea € R,.

Sob certas hipbteses sobre esse funcional garantimostéreia de solugao para o pro-
blema regularizaddl(14). Nesse contexto assumimos

(J1) o funcionah & semi-continuo inferiormente com respeito a uma topalog de U, isto
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é,h(u) <liminfgh(uy), para toda sequéncig — u, na topologiary;;

(J2) os subconjuntos de nivigl € U | h(u) < p} sdo compactos em relacéo a topologia
e Nao vazios, para uma constapte 0;

A demonstracao deste resultado, o problema regularighdd) € bem-posto, pode ser
conferido em HKPSO7 Teorema 3.1].

A primeira vista essa caracterizacao nao parece ser omdate. No entanto a utilizacao
de um funcional convexo nao negativo como penalizacémto trabalho mais interessante e
com certas propriedades que generalizam certos resufgadoshecidos na literatura. Ainda
mais, & possivel encontrar resultados em espacos delBarteabalhar com penalizagcdes nao

diferenciaveis.

A diferenciabilidade e convexidade Henduz um novo conceito: a distancia de Bregman.
Essa definicao foi introduzida por Lev Bregman e publicaaaBre67 no estudo de proble-
mas em programacgao convexa, em otimizagao. Desde ersa definicao tem sido aplicada
em diferentes areas da matematica. Em nosso contextorekxse 0 meio mais natural para

mensurar erros entre as solucoes regularizada e exata.

No contexto de espacos de Hilbert definimos a distanciardgrBan como a diferenca
entre o valor do funcional e sua aproximacao linear, aghhs em um elemento do seu dominio.
Algebricamente, dadasv € dom h a distancia de Bregman entre vinduzida pelo funcional
convexoh é definido como

Dy, (,u) = h(v) —h(u) = (W (u) ,v—u),, (1.15)

em que- , -),, denota o produto interno real no espaco de Hillzért

Essa definicao, embora feita com pouco rigor matemati@xemplificada na Figura 1
Conquanto denominamos de “distancia”’, necessariamérié) (hao € uma distancia usual.
Mesmo sendo nao negativa, a simetria nem sempre & cumpridanos que exigimds ser
estritamente convexo; a desigualdade triangular podse@satisfeita. Contudo vamos utiliza-
la em nossas estimativas ao invés da norma do espaco defBana

Kiwiel em [Kiw97] usou o conceito da distancia de Bregman para funcioreasdife-
renciaveis. Para tal generalizagdo necessitamos dweconento do subdiferencial do funci-
onalh. Denotamos podh(u) o conjunto dos subgradientes deem relagado ao elementg
esse conjunto & chamado de subdiferencial. Para reletaizalefinicdes veja, por exemplo, o
ApéndiceB; para demais detalhes sugerimos o livro I&f e [lus99.
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Figura 1.1: llustracao da distancia de Bregman

Ao longo deste trabalho usamos a definicaodddgancia de Bregman generalizadaA
saber, dad® C U um conjunto convexo num espac¢o de Banacbh: Q — R, um funcional
convexo, a distancia de Bregman generalizada induzidafpationalh entre os elementos
v,u € Q é definida como

Dy (vu) = {Df (wu) [ £ € an(u)} (1.16)

em que
D (v,u) =h(v) —h(u)— (¢ ,v—u) . (1.17)

A notacao( , ) representa o produto de dualidade classico definido paraarmde ele-
mentos em* x U, em queU* & o dual do espaco de Banach Uma vez quel* denota
0 conjunto dos funcionais lineares limitados definidozdemR, a definicao da distancia de
Bregman representa um conjunto de escalares reais.

Mediante essa generalizacao nao somente sera plagdizar penalizacoes feitas por fun-
cionais nao diferenciaveis como também o tratamentopaeaclores definidos entre espacos
Banach. O uso de espacos de Banach, em particular naaveslerao eram comuns na lite-
ratura. Neste trabalho primeiramente assumirtioser Banach, enquantd continua sendo
Hilbert. Em seguida, para o caso nao linear, assumimosmbesos espacos sao Banach.

As referéncias basicas deste trabalho sao relativameoéntes. O primeiro resultado pu-
blicado que introduz o uso de espacos de Banach ao invésltuertHoi [BO04], em 2004.
Nesse artigo sao extraidas taxas de convergéncia pariepras lineares em regularizacao vari-
acional convexa. Também foi apresentado generalizggdia a teoria exposta, como por exem-
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plo: o tratamento de operadores nao lineares. No ano se@pareceu a segunda publicacao
na mesma linha de pesquisBgs0%. Nesse artigo o foco da autora é voltado para os métodos
de regularizacao para problemas mal-postos e foi tradalho mesmo contexto que o primeiro,
no entanto foram sao admitidos condi¢cdes de fonte méis. f@ tratamento de operadores nao
lineares em que ambos 0s espacos, em que o operador estdogdefio espacos de Banach

e foi publicado em 2006 no artigiE504. Nessa publicagao, assim como nas anteriores, sao
apresentadas taxas de convergéncia e estabilidade. ®sdogbalhos até aqui citados tém
como principal hipbétese a continuidade dos operadores\ades, a qual pode ser considerada
numa topologia mais fraca do que a usual. No entanto, nollm@fe KPS07 publicado em
2007 é discutido o tratamento de operadores nao suavesseNgtigo sao assumidos novas
condigcOes de fonte e nao linearidade. Para tais cordigao derivados taxas de convergéncia
para a regularizacao de Tikhonov.

A distribuicao de contetdos deste trabalho € feita dais¢ée maneira. No Capitulcon-
sideramos apenas operadores lineares, apresentamogtigssmde erro no dominio e imagem
do operadoF. Sao feitas estimativas para duas condicdes de fontestmativas no dominio
sao obtidas por meio da distancia de Bregman, enquantmagem utilizamos a norma do
operador#. Por fim mostramos que essas taxas generalizam o métaicol@e Tikhonov.

Em seguida, no Capitul®y buscamos resultados semelhantes aos apresentadositddCap”
2, porem trabalhamos com operadores nao lineares. Novarteanos estimativas de erro no
dominio e imagem do operador. Apresentamos os resultamtl@sduas condi¢des de fonte
semelhantes ao caso linear. Ao longo da construcao dasekgs desse capitulo, em espe-
cial, apresentamos uma condicao de nao linearidadetijiza & distancia de Bregman. Essa
condicao difere daquelas conhecidas e revisadas aa setérior com relagao a teoria classica,
portanto uma novidade.

No Capitulo4 damos uma atencao especial para o caso nao linear;igamests um método
iterativo baseado na distancia de Bregman. Provamos geeafigoritmo esta bem definido e
produz um residuo monotono decrescente. Por fim, apesestum funcional convexo e
com ele provamos a existéncia de uma sequéncia geradalgekitmo que possui uma sub-
sequéncia convergente para uma solug¢ao do problematenoe tanto para o caso com dados
exatos quanto para dados com a presenca de ruido. Pasaidexiatos utilizamos um critério
apropriado de parada.
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2 Analise de problemas lineares

Assim como a teoria classica da regularizacao de Tikhdoiodesenvolvida inicialmente
para problemas lineares, a estrutura deste trabalho n@eriposer diferente. Iniciamos o
estudo apresentando o problema a ser resolvido, as hisofee serao assumidas ao longo
deste capitulo e introduzimos definicdes necesséfiasseguida, exibimos resultados de con-
vergéncia e estabilidade. Em especial, na primeiracsagBesentamos trés possiveis variacoes
do problema regularizado do ponto de vista de otimizaPao fim, mediante a escolha de cer-
tos funcionais de penalizagao convexos, mostramos quesaftados aqui aferidos condizem
com a teoria classica.

Na teoria geral de problemas inversos nao & possivet ebtanativas para o erro entre
a solugcao “exata” e a regularizada de um problema mabpashenos que fagamos o uso
de informacdes priori, as chamadas condicdes de fonte. Neste capitulo apaesesnduas
condicdes, sendo a segunda uma condicao mais fortedanpmesperamos estimativas melho-
res. Os resultados aqui apresentados servem de ingppagé o tratamento de problemas nao
lineares, como veremos no capitulo posterior.

O tratamento tedrico para problemas mal-postos lineasesontexto de espacgos de Ba-
nach, com o método de regularizacao tipo Tikhonov aptes® na introducao, foi publicado
pela primeira vez emHO04] e teve continuidade no artigo de Resmerie$03, onde fo-
ram publicados resultados para uma condi¢ao de fonteedife da utilizada enB004]. Uma
das maiores motivacdes que os levaram a buscar ferrasneiacas nesse contexto foi um
outro método de regularizagao, conhecido cosgularizago de varia@o limitadaou ainda
regulariza@o de varia@o total O primeiro artigo sobre esse tipo de regularizacao aayaids-
taque foi ROF99 e muitos pesquisadores referem-se ao funcional de Tikhproposto nesse
artigo como o funcional ROF, devido as iniciais dos nomesadibgres. Sem dlvida nenhuma,
esse método &€ um dos exemplos de maior destaque pareatecia restauracao de imagem.
Tal fato se deve a uma particularidade interessante: ahlplidasie de se obter solucdes com
descontinuidades.
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Sem perder o foco deste capitulo, apesar do método codoeatima ter uma grande in-
fluencia nessa pesquisa e em particular no Capftuémui estamos interessados em resolver
uma equacao da forma

Fu=y, (2.1)

em queF : Z(F) C U — # & um operador linear mal-posto entre o espaco de Batiaelo
espaco de Hilbert/, ambos de dimensao infinita.

Antes de continuarmos, fazemos algumas observacdesoqaarotacao. Para o espaco
de Banachu associamos a normi||,, e para o espago de Hilbeff associamos a norma
-]l (ao invés d¢g|-||,, para nao carregar a notacao) definida a partir do prodigonio( , ), .
Definimos«* o dual topolbgico del enquanto para o espaco de Hilbert temts= #. Com
isso denotamos o operador adjuntd/deomoF* : H — U*. O produto de dualidadg, ) para
um par de elementos efir* x U & definido de maneira classica cofyp, u) = (u) para um
funcionaly € U* eu € U. No entanto, se o elementpc Z(F*) entdo existira um elemento
v € A tal quey = F*v e para esse caso definimos o produto de dualidade como

(,uy=(F'v,u):=(v,Fu),. (2.2)

Observamos, ainda, que a definicao acima vale trivialenaotcaso em que ambos 0s
espacos sao Hilbert, como na teoria classica de Tikhonov

Visto que o problema regularizado esta bem definido, nogsoeisse & saber quao “boas”
sao as solugdes regularizadas. Isto &, encontrarastan entre a solucao d2.{) com uma
solugao regularizadad, a qual minimiza o funcional

Jg(u):%HFu—y‘SHZJrah(u) : (2.3)

No funcional acima temos um escalar nao negativ,(-) um funcional convexo nao
negativo g/° uma aproximacao do dado exatgue tenha um nivel de ruidbcontrolado, da
forma

Hy—y‘SH <3, (2.4)

O funcionalh : 2(h) C U — R, inicialmente definido ndo assume valores “infinitos”.
Contudo nos referimos a sua extenbad! — R U{ew}. Podemos estender o funciomgbara
todo espacdl da seguinte maneira

ﬁ(u):{ h(u) , seue 2(h)

400, caso contrario
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Observamos que o funcionak convexo quand@ (h) & convexo, conformedT99. Caso
desejemos estender para todo o dominio do opefadigvemos supor a convexidadedé&- ).
Sem fazer confusao vamos denotar esse funcional com a nieg@ua simplificar a notacgao.

Para provarmos resultados como existéncia de minimogparablema regularizad@ (3
exigimos que a penalizacao feita gonao seja sempre infinito. Um funcional convexo que
atinge um valor finito em pelo menos um elemento do seu don@menominado funcional
proprio. Quando conveniente fazemos referéncia ao conjunto @éoseeltos det/ em que o
funcionalh assume valores finitos com a definicaaddeninio efetivo de h a saber

domh={ue U | h(u) <o} .

As principais hipbteses que assumimos ao longo desteutapstao listadas abaixo.

Hip 6tese 2.1.

(L1) Com o espaco de Banadlhassociamos a topologig; queé mais fraca do que a topo-
logia induzida pela norma;

(L2) Com o espaco de Hilbest' associamos a topologis,, induzida pelo produto interno;
(L3) Os duais topdigicos dell e #H sdo denotados pofl* e #, respectivamente;
(L4) Temos7(F)Nndom h# 0;
(L5) F: 2(F) C U — #H & um operador linear coimtuo de(U, T7¢;) em(H, Ty);
(L6) O funcional hé limitado e semi-coimuo inferiormente na topologig;;
(L7) Paracada M> 0, a > 0, o conjunto
M(M)={ue U | h(u) <M}

& compacto na topologig;.

Os resultados que seguem ao longo deste trabalho saaestean relacao a unsolugao
h-minimizante, a qual generaliza a definicao dgsolu@o de norma rmimadada em1.11).

Definicdo 2.2. Um element@ € dom hn Z(F) & dito uma solugo h-minimizante del(1) se
ele minimiza o funcional h em relag a todas as posgeis solufes do problema, iste,

u=argmin{h(u) | F(u)=y} .
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A nocao de solucao do problema original pode ser sufidéitpela solucao da equacao
normal, dependendo do contexto apresentado.

2.1 Estimativas para a condi@o de fonteé = F*w

Ao longo desta secao apresentamos taxas de converggng@ninio do operaddf para
a solucao regularizada do problen2alj. Tais resultados sao obtidos mediante uma hipotese
crucial: a condicao de font& = F*w. Uma motivacao para a construcao de tal condicze est’
relacionada ao produto de dualida@e?).

Assumimos primeiramente qye= Z(F) e tomamod uma solugad-minimizante como
na Definicad2.2 E conveniente supor que existe pelo menos um elemento ddexaindial de
h(U) que pertence a imagem do adjunto do oper&ddEssa hipotese faz sentido, uma vez que
Z(F*) C u* edh(u) C U*. Emresumo, supomos

EceZ(F )noh(U) # o (2.5)

e que seja satisfeita a equacao
Fu=y. (2.6)

Uma maneira analoga de apresentar a condi2z&) € a seguinte: assumimos que existe
um elementaw € A tal queé = F*w. Note que para o elemenfdfica bem definido o produto
de dualidade dado end.Q).

Outra interpretacao para essa condicao de féhip €sta relacionada com a DefinicA@
Podemos reescrevé-la da seguinte maneira:U & umasolugo h-minimizantee ele resolve

0 problema de minimiza¢ao com restricao, a saber

minimizar h(u) 2.7)
sujeitoa Fu—y=0 ' '

Segundo INWO06], definimos o Lagrangeano associado ao problema de otjgozesm
restricao de igualdade acima como

L (U, @) =h(U)+(w,Fu—y), . (2.8)

A condicaoneceséria de primeira ordem para ser um minimo local do problema.{)



26

pode ser formulada em relagcao ao Lagrangear®), (como

Ol (U,w)=0 e OuL(U,w)=0. (2.9)

Essas condi¢Bes também sao conhecidas comdigoes de Karush—Kuhn—Tuckeu sim-
plesmenteondides de KKTObservamos que as condigdes dadas28), (hecessariamente,
sao @.5) e (2.6). Portanto, assumindo a condicao de fonte proposta segé as condi¢coes de
KKT passam a sesuficientes

Uma vez conhecido o nivel de ruido na medicao de dadostiog, o primeiro resultado
que apresentamos € de estabilidade. A estimativa é faitarelacdo a distancia de Bregman
induzida pelo funcional de penalizagao convéxoMostramos que para uma parametro de
regularizacao devidamente escolhido, a saber quanelda mesma ordem do nivel de ruido,

obtemos uma taxa de convergéncia 6tima. Portanto, pelagag 2.11) quandod — 0 temos

ug — 0. Por toda extensao deste trabalho deixamos implicitaeegea convergéncia é dada no

sentido da distancia de Bregman. Dependendo do funcioraihgluz essa distancia & possivel

mostrar que essa convergéncia implica na convergéncleem

Teorema 2.3(Estabilidade) Suponhg?2.4) valida e sejau uma soluéo h-minimizante d€.1)
tal que a condigo de fontg2.5) e a Equado (2.6) sdo satisfeitas. Efdo, para cada minimiza-
dor u do funcional dado ernf2.3) a estimativa

. 1
Df" (14.0) < o= (a o] +5)° (2.10)
é\alida paraa > 0. Em particular, seax ~ 9, enfio

DF'@ (ug,u) ~0(5) . (2.11)

Demonstra@o: Primeiramente observamos que
[Fo-v] = [Fa-y+ (y-¥)]
< [Fu—yil+|y—y|
< o.

Note que para obtermos a Gltima desigualdade acima usan@s (2.4). Portanto, vale

HFU—y5H2 <. (2.12)
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Como por hipotesad é solugad-minimizante e utilizando2.12 temos

slrd-rran) < SJra-frano
< %2+ah(u) .
Reescrevendo essa desigualdade,
sIre-[ o (0)-m0) <5 =

Pela definiczo da distancia de Bregman enfre T, com o subgradiente dado eth5)
D}, (uﬁ,U) =h (ug,) —h(u)— <F*w L ud —U> .

Essa igualdade & equivalente a
h (ug) —h(u)=Df @ (uﬁ,U) + <F*w L —U> .

Aplicando a igualdade acima er2.{3 obtemos

2 x
Fud —y° +a<Df, ‘*’(ug,U)+<F*w,ug—U>>
2 .
Fud —y°|| +aDf “(ug,U)+a<w,Fug—FU>ﬂ

52

> >

Fug —y° +0’Dﬁ*w<

Fug_y5 2+aDE*w<ug,U>+<aw,Fug—)/é+<y6_y>>}[
(

Ful—y°| +aDf @

NIFRPNIERPN RN N -

Visto essa estimativa, aplicamos a desigualdade de Cédbictimyarz e Z.4), obtemos

%HFUg _y6H2+ <aw Fug —y5>ﬂ—|-aDE*‘” (u?,,u) = %2+<aw,y—y5>ﬂ

2
< 5 (awyy),
52
< S+ lawll|y-y|
52
< Stalwls. (2.14)

Finalmente, observamos atravées da igualdgae b||? = ||al|> + 2(a, b) + ||b||%, valida




28

pela definicao do produto de dualidade, que
HFugr —y5+awH2 = HFug —y5H2+2<aw, Fud —y5>ﬂ+ law||? .

Observando os dois primeiros elementos do lado esquerdbXd®, feescrevemos a igual-
dade acima como

i o 2 5 5 2 a0
EHFua—y‘SH +<aw,Fua—y5> )Fua—y5+awH —?HwH :

_ 1‘
o 2
Substituindo essa igualdade do lado esquerd@ d€)(obtemos
1 2 g2 ; 52
5 HFug —y‘5+awH - |w|?+aDf, @ (ug,U) < S talwls,
ou ainda,
1 2 \ a? 52
5 HFugr —y5+awH +aDf @ <ug,U> < 5 w||?+ad ||| +5 -
Como nessa desigualdade todos os termos envolvidos séiegmnPodemos estimar cada
elemento da soma do lado esquerdo da desigualdade pelanieidado no lado direito da

mesma. Assim, concluimos que

F'o (10 15 a? 2 5
aDf @ (W,0) < = o|’+as|e]+
1 2
= S]] +8) .

Além disso, parar > 0 temos

. 1
D (w.u) = 5o (allw]+8)° .

Em particular, s&r ~ & & facil ver que

DF'@ (ug,u) ~0(3) .

Com isso garantimos as implicacdes desse teorema. O

Segundo a estimativa fornecida @10 sabemos quao proximo uma solugao regularizada
ud esta de uma solugzo do Problergal) apenas conhecendo a normadae # fornecido
pela condicao de fonte, o parametro de regularizac@tlizado e o nivel de ruidé.

O proximo resultado & analogo ao anterior, porém, agalisamos o problema com da-
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dos exatos. Encontramos um novo limitante para o erro prédysor uma solugao regulari-
zada em relacao a solugheminimizantet. Essa estimativa depende somente do parametro
de regularizacao e do elementav € # proveniente da condicao de fonte. Ou seja, nao &
necessario conhecer a soluggopara saber quao eficiente ela sera, muito menos ter o conhe-
cimento da solugao do ProblemaZ.1).

Teorema 2.4(Convergéncia)Set & uma solugo h-minimizante d€.1) tal que a condigo de
fonte(2.5 e a Equaéo (2.6) sejam satisfeitas, efd para cada minimizadorgdo funcional
definido en{2.3) com dados exatos, a estimativa

* a
Df “ (UaT) < 5 ||| (2.15)
é\alida.

Demonstra¢o: A demonstracao desse teorema pode ser vista como umagialido teorema
anterior tomand@ = O. O

Os teoremas que vimos anteriormente consideram o problkgnéarizado na formulagao
classica tipo Tikhonov apresentado ethl]. As mesmas taxas de convergéncia ainda sao
obtidas se modificarmos o problema regularizado de maneiraeaiente ao tratamento da
aplicacao desejada. Na proxima subsecao apresestadsqossiveis variacoes.

2.1.1 Possreis variagoes

A principal modificacao feita nesta subsecao € uma mgelee variavel no parametro de re-
gularizacao do problem& Q). A saber, definimos = )\1 e multiplicamos o funcional definido
em 2.3 porA > 0. Mediante esse procedimento eliminamos o paraneeigae multiplica a
penalizacao efetuada pelo funcional convlaxointroduzimos o parametib junto a norma do

residuo.

As variacOes apresentadas a seguir, para o problemarizgulo 2.3), serao elaboradas
num formato de problemas de minimizacao. Nao apresami@s técnicas ou métodos de
otimizacao para resolvé-las, apenas mostraremos gselaes regularizadas, por elas ob-
tidas, sao satisfatorias com relacao a taxas de coeneia

Modelo irrestrito

O primeiro modelo sugerido, o apresentamos num formato demzacao irrestrita. Medi-
ante a transformacao proposta anteriormente, esse onsualgle de maneira bem natural; faze-
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mMos apenas uma mudanca no parametro de regularizagaee!@ observar que a multiplicacao
por uma constante positiva nao altera o argumento que nziaionfuncional 2.16 em relacao

ao 2.3.

O problema regularizad@ (3) considerado nesta subsecao assume este formato:

minimizar h(u)-l—%HFU—YéHZ . (2.16)

sujeito a ue d

Esse € o formato basico apresentado no ariga0{], o qual foi motivado pelo método de
regularizacao de variacao limitada originalmenteadtizido para o tratamento de imagens em
[ROF93.

As primeiras estimativas apresentadas no inicio desfeut@apa saber Teorema&s3e 2.4,
sao reescritas aqui no formato do mod@d g). As demonstragdes nao sao feitas, uma vez que
difere por constantes.

No resultado a seguir mostramos que a distancia entre @ésm@ de .16 e a solucao
h-minimizantet & da ordem do nivel do ruido quando escolhemesd 1, isto &,

DF'@ (uf,u) ~0(3) .

Equivalentemente, quando— 0 temosug — U parad — oo.

Proposicdo 2.5 (Estabilidade) Suponha2.4) valida e sejat uma solugo h-minimizante de
(2.1 tal que condi@o de fontg2.5) e a Equaé&o (2.6) sdo satisfeitas. E@to, para cada mini-
mizador Lf do funcional dado er{2.16) a estimativa

leo]® A&7

O (.0) < G-+ Sl + -

é\alida.
Demonstra@o: A demonstracao segue diretamente do Teor2r@a menos de constantes.

O proximo resultado € para dados exatos e a ordem de cémeagagobtida nesse caso &
O (A1),
Proposicgao 2.6(Convergéncia) Set € uma solugo h-minimizante dé€2.1) tal que condiéo
de fonte(2.5) e a Equaéo (2.6) sdo satisfeitas, e@b para cada minimizador,udo funcional
dado em 2.16 com dado exato, a estimativa

2
* _ w
DF " (uy 1) < 190
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é\alida.

Demonstra@o: A demonstracao desse teorema pode ser vista como umaggaido teorema
anterior tomand@ = 0. O

O préximo funcional de Tikhonov a ser estudado & uma vegide @.16). Para tal variacao
retiramos a hipotese da diferenciabilidade do segunduoaten qual mede o residuo.

Modelo com penaliza@o exata

Um aproximacao para o problema regularizadd @ ou (2.3), pois como observamos
anteriormente esses modelos possuem o mesmo minimizatravés de uma penalizagao

exata.

A nomenclaturgpenaliza@o exataé usada em programacao nao linear, em nosso contexto
também vamos usa-la. Essa terminologia fica mais proxionseu contexto original quando
pensamo§ u = y° como a restricao de igualdade para o modelo

minimizar h(u) 4 A HFu—y‘SH

(2.17)
sujeito a ue d

Apesar desse modelo ser diferente dos anteriores obtetinosstresultados tebricos. O
primeiro & para dados com ruidos. No modelo irrestritcessiltados vistos garantem que uma
solucao regularizada converge para a solucgoandod — « e mais, a escolha do parametro
de regularizacao depende do nivel de ruido. No proxesoltado para o modelo de penalizagao
exata proposto en2(17), garantimos que uma solucgao regularizada convergegpsolucadl
na ordemd () e essa taxa ocorre para unfinito e nao tem dependéncia de

Teorema 2.7(Estabilidade) Suponhg?2.4) valida e sejau uma soluéo h-minimizante d€.1)
tal que condigo de fontg2.5) e a Equaéo (2.6) sdo satisfeitas. Assuma gie> ||w||. Enfo,
para cada minimizadorij de(2.17) a estimativa

Df' (ug.u) < (A +[ )3

é\valida.
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Demonstrago: Comouj\s € minimizador deZ.17) vale

A‘)Fuf—y“”+h(u§) < )\HFU—y6H+h(U)
<l
< AS+h() .

Note que na primeira igualdade usam®%$), enquanto para a Gltima desigualdade utiliza-
mos @.4).

Podemos reescrever a desigualdade acima de maneira @megicomo

)\”Fuf—y‘s”-l—h(uf)—h(u) < A5 (2.18)

A distancia de Bregman entcé et com o subgradiente dado pela condicao de fants) (
é definida como

Df" (u,0) =h(u}) —h(@ - (F'w,u} ~1) . (2.19)
Reescrevendo essa definicao como
h (uf) —h(m)=Df® (uf,U) - <F*w ,ul —U>
e substituindo essa igualdade eil@, obtemos

A HFuf —y‘sH +Df @ (uf,U) +<F*w g —U> < Ad.

Logo,
)\HFuf—y‘SH-i—DE*‘*’(uf,U) < <F w,ud >

= 25— (w,Ful - >

< oefd e,

- aseffw ),

A8+ |wll||Fug - yH
oot [Fd - -7

Ao+ ol ([Fuf -y + Jy-¥]

A5+ku(HFu§—y5H+5) .

IA

INIA
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Para as estimativas feitas acima usamos a definicao detprddal, desigualdade de Cau-
chy - Schwarz eZ.4).

Visto a Ultima desigualdade, podemos isolar a distanei@mgman do lado esquerdo e
obter

Dﬁ“’(u/(\S,U) < )\54—HwH(HFU?—Y(SH+5>—)\HFU?_Y6H
= )\6+||w||HFUf—Y‘SH+5||w||—7\HFU}S—Y(SH
= (Il s+ (o] - A) [Fud || (2.20)

Para concluir a demonstracao, usamos a hipadtesew|| e concluimos qué||w|| —A) <
0. Substituindo em2.20 temos

DF @ (8.0) < (A+]wl)s

t

O segundo resultado desenvolvido para o mod2lb7 & ainda mais interessante. Para
dados exatos garantimos que paraufmito resolvemos o problema propostl) de maneira
eficiente e se adicionarmos uma hipotese ao funcional nmtde penalizacao, a saber que ele
seja estritamente convexo, garantimos que a solucataretada deZ.17) & uma solucaa.

Teorema 2.8(Convergéncia)Seja ¥ = y e U uma soludo h-minimizante d¢2.1) tal que
condi@o de fontg2.5) e a Equaéo (2.6) sdo satisfeitas. Assuma gue> ||w||. Entio, cada
minimizador y de(2.17) & uma solugo h-minimizante d€.1) e

F*w -

Dh “(uy,u)=0.
Ainda mais, se assumirmos queé kstritamente convexo nacieo de F, eréto u, =U.
Demonstra@o: A demonstracao desse teorema segue a demonstracaareimaeanterior to-

mandod = 0. Falta mostrar a Gltima parte do teorema, quando adnstumea hipotese adici-
onal.

Tomamos uma distancia como et19 e pela desigualdad@.@0 temos

Df “(w.0) < (Jwl =A)[Fur—yl .

Observe que o lado esquerdo da desigualdade acima reprasemalor nao negativo. Pela
hipbteser > ||w|| o lado direito dessa desigualdade deve ser menor ou iguabaRertanto,
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deve ser satisfeita a igualdade

D}, “(uy,U0) = O.

Visto que cada solucao analisagla & um minimizador do funcional regularizad®.17),
vale

Al[Fuy =y[[+h(u) < Af[Fu—y[+h(T)
— h(@).

A (ltima igualdade é verdadeira paisatisfaz 2.6). Como cada parcela do lado esquerdo
é limitada pelo lado direito, em particular, temos

h(uy) < h(T) .

Por outro lado, temos por hipbtese qué uma solucad-minimizante, isto €, o valor do
funcional aplicado em qualquer elemento sempre & maioueéd (). Em particular para o
elementau, vale

h(@) <h(u,) .

Combinando as duas tltimas desigualdades temos a igedidad= h(u, ).

Utilizando a hipbtese adicional de que o funciohat estritamente convexo segue que

U:U)\. ]

O ultimo modelo apresentado faz sentido somente quandaduschao sao exatos, pois ele
é definido por uma restricao de desigualdade que dependivel de ruido.

Modelo restrito

O Ultimo modelo a ser exposto € um problema com restdggdesigualdade. Esse modelo
€ uma aproximacao relacionada ao ProblePnag], apenas para o caso de dados com ruido. O
modelo estudado é

minimizar h(u)
sujeito a HFu—yffH <5 . (2.21)
ue U

Uma motivacao para a escolha da restricao de desigim&ldada por2;4) em que o nivel
de ruido & controlado. Sendo assim, um elemengoe satisfaz a restricao de desigualdade
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do ProblemaZ.21) tem sua imagem proxima do dado exgita menos de @ Apesar dessa
implicacao nao garantir que tal elemento esteja proxiia solucaa, pois o problemad.1) &
mal-posto, o conjunto dos elementosjue satisfazem a restricao de desigualdade &€ um bom
palpite para procurarmos um elemento, nesse conjunto,amoieéim esteja proximo de uma

solugaoh-minimizante.

O prbéximo resultado nos informa quais as condi¢des querdes assumir a fim de ob-
termos uma taxa da ordefh(d). Essa formulagdo ndo tem o parameir@ mesmo assim
conseguimos estimativas tao boas quanto as anteriorefat@eas solucdes desse problema
convergem na mesma taxa das solucoes regularizadasabdempas 2.3), (2.16 e (2.17) para
dados inexatos.

Teorema 2.9.Suponhg2.4) valida e sejat uma soluéo h-minimizante dé€2.1) tal que condi-
cao de fontd2.5) e a Equaéo (2.6) sio satisfeitas. Efio, para cada minimizadoriude (2.21)
a estimativa

DF'@ (ué,u) < 25| w||

é\alida.
Demonstrado: Como por hipotese® é soluczo de2.21), o valor do funcionah(-) aplicado

emu? & menor do que em qualquer outro elemergoe satisfag#Fu —y° H < d. Por exemplo,

para a solucab-minimizante vale
h (u5) <h(U) .

Ou ainda,
(2.22)

h(u5) —h@<0
A definicao de distancia de Bregman enifee i com subgradiente dado p&.§) &
Df (u‘s,U> =h (u5> —h(u) - <F*w ,ul —U> .
Por conveniéncia reescrevemos essa distancia como

h <u5> —h(u)=Df @ (u‘s,U> + <F*w , u5—U> .

Com isso, substituimos o valor da igualdade acima no lagioezdo da desigualdad2.22).
Logo,
Df, (u‘s,U> + <F*w , w0 —U> <0.
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Usando propriedades de produto dual, a desigualdade déy:&abwarz, a hipotese.d)
e o fato deu® ser soluczo do problema.@1) conseguimos a seguinte estimativa:

Df, @ <u5,U> < - <F*a) : u5—U>

A

e
—

h
o
N—

+
/N
<

|

-

C
™
—

A

< ool ([y=y?]| +[y? —Fe?])

IA
T T
5 o
+
S

Comparando a parte inicial da desigualdade dada acima cdtima parte concluimos que
DF'@ <u5,U) < 25w .

O

Todas as estimativas apreciadas até o presente momertiasgadas na condicao de fonte
(2.5. Na proxima se¢ao assumimos uma nova condicao mees éoderivamos estimativas

analogas as obtidas na primeira parte deste capitulo.

2.2 Estimativas para condi@es de fonte€ = F*Fw

Na teoria classica de regularizacao de Tikhonov & coraxigir que as solucdes regula-
rizadas e a solugao “exata” do Problergall pertencam a imagem do operad&iF)* com
i > 0. Essa suposi¢cao € uma condicao de fonte para a rezqgi@ao de Tikhonov em espacos
de Hilbert, conforme comentado na introducao deste linab&esta se¢cao vamos derivar esti-
mativas para o erro no dominio e também na imagem do opdfadss estimativas no dominio
sao obtidas através da distancia de Bregman, enquapesiiagtivas nha imagem sao feitas em
relacéo a norma do espag¢b. Motivados pela condi¢ao de font2.5), admitida na se¢ao ante-
rior, e tendo em vista a condicao de fonte na formula¢@sseca, assumimos por conveniéncia
a condicao de fonté = F*F w.
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Na secao anterior assumimps Z(F), com a nova condicdo de fonte podemos relaxar
essa exigéncia. Uma vez que possivelmgmteZ (F ) nao garantimos a igualdaéie =y, logo
a Definicao2.2 deve ser reformulada. Por isso, consideramos a soluggoatkados minimos
F*Fu=F*y. Com isso em mente definimdsumasolug@o h-minimizant&omo uma solugao
do problema de otimizagcao com restricao de igualdade
minimizar h(u)

o . (2.23)
sujeitoa F*FU—F*y=0

Ao longo desta secao a condicao de fonte &€ baseada sigreia de um element €
Jh(0) C U* naimagem do operadér*F. Em suma, supomos

EeZ(F'F)Noh(u) £ o (2.24)

e a equacao abaixo seja satisfeita
F*Fu=F"y. (2.25)

Assumir a Equacad®(24) é equivalente a afirmar a existéncia de um elementot\ {0}
tal queé = F*Fw, em queF* & o operador adjunto dee F*F : U — U*.

Uma analise da condicao de fon2Z4) e (2.25 com relacao as condi¢des de KKT exi-
bidas em 2.9) para o problema2(23 pode ser repetida como na secao anterior, definindo o
Lagrangeano de maneira semelhant2.8 ( Para 2.23 as condi¢cOes de KKT sao

oh(u) € (F*F)* w

F'Fu=F"y.

Umavez quéF*F)" : «** — «*, garantimos a existéncia de um multiplicador de Lagrange
w € U**, em queu** = (U*)" & o dual do espagtl*, chamado de bidual d& (ver [Kre89).
Sabemos quél C U** e 0 espaco de Banadli™ pode ser bem maior que o espaco de Banach
U, pois a igualdade/** = U vale somente para espagos de Banach reflexivos. Contudo, a
hipbtese detl ser um espago de Banach reflexivo ndo & assumida nesa¢htval?\ condicao
de fonte R.24) considera apenas o0s elemenios U C U** e desse modo fazemos mengao ao
operadofF*F ao invés d€F*F)*, pois a restricao do operadd#*F)* ao subespacel C U**
€ o0 proprio operaddf“F.

Apresentamos o primeiro resultado para dados inexatos,sugl de ruido & limitado.
Através da hipbtese de fonte discutida acima obtemos wwtimativa para a distancia entre
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uma solucao regularizadé, e a soluga@ em comparagao com a distanciatte do elemento
v=0U—aw. Note que o elementoesta na direcao oposta ao multiplicador de Lagrange for-
necido pela condicao de font2.24), a partir da solugab-minimizantet. Essas distancias
sao mensuradas pela distancia de Bregman. A ordem dergénee& para esse resultado &
fornecida através do Corolarih12 mediante hipoteses adicionais.

Teorema 2.10(Estabilidade) Sejam(2.4) valida et uma soluéo h-minimizante d¢€2.1) tal
que a condigo de fontg2.24) e (2.25 sdo satisfeitas, e@b as seguintes desigualdades valem
paraa > O

of 7 (u§,0) < Of (0 —aw ) + G+ 0/ +200f Fe -  (2.26)

HFug—FuH < a|[Fw|+8+/82+2aDf FO(u-aw).
Demonstraéo: Dado uma solugaa? do problema regularizad@ @) temos
1 2 1 2
—HFug—y‘SH +ah<ug> < —HFu—y‘SH +ah(u) .
2 2
Reescrevendo essa desigualdade e utilizando a Equagap §egue
1 2 2
0 2 5 |[Fs [ - Fu-v]
1 5 2 bo) 2 2
= 3 HFUOr —2<Fua,y5>ﬂ+Hy5H — ||Ful| +2<Fu,y5>

+a (h (ug) —h(@) - <F*Fw ud —u>) —a(h(u)—h(W) — (FFFw,u—0))
+a<F*Fw L —u>
g HFuHZ—2<Fug _Fu, y5>ﬂ

a<F*Fw L —u>

2—||Fu||2} ~(F(-u) .¥), +a(Fo.F(iB-u))

—aDFF@(u,0) + aDF F@ (uﬁ,u) . (2.27)

+ah(ug) —ah(u)

H

HFug

NI, + NI

k)
HFua
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Observamos a seguinte igualdade:

2
HF (ug—U+aw>H - |]F(u—U+aw)|]2+2<Fu2—Fu , FU—aFw>H

= (Fui-F(0-aw) ,Fug—F(U—aw)>ﬂ—<Fu—F(U—aw) JFu—F (U-aw)),

= <Fug , Fug>ﬂ <Fua F(u— aw)>ﬂ— <F(U aw) , Fug>ﬂ
+(F@U—-aw) ,F(U—aw)), —(Fu,Fu), +(Fu,F(U—aw))+ (F (U—aw) , Fu),,
—(F(U—aw) ,F(U—aw)), + <Fu ,F(U-— aw)>g{—2<Fu FU—aw)),

-

Com essa observacao o lado direito da desigualdade € equivalente a

+2<Fug —Fu,Fu— aFw>ﬂ
F(u
)
)

2
o
Fu| "~ IIFul?.

[H (ua u+aw>H —|]F(u—U+aw)H2}+<Fug—Fu,FU—aFw>ﬂ

—<F (ug—u) ,y5>g{+a<Fw F( u>>ﬂ—aDE*F‘*’(u,U)+aDE*F“’ (uﬁ,U)

- 3l v ) -reo-vraw] (e (-4 ),
+a
H

“a(F(f-v) Fo), ~(F(6-u) ), ralFe.F (G -u)),

—aDf, F¥(u,t)+aDy, F¢ (Ugj)
= L[ (s -ara0) - 1F - araw] (7 () .y F),

—aDf F¥(u,m)+aDf F? (ug,U) : (2.28)

Para continuar a estimativa acima observamos atravépdeeke 2.25, a seguinte equi-

valéncia:

< (ua—u> Vo - Fu> <ua—u F* (y5 Fu)> <ua—u Fryd FFu>
() (e ()= (e (€0 ),

Substituindo essa informacao no lado direito de2®, o qual estima o lado direito de
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(2.26, que & menor ou igual a zero, segue
3 (0000 () < (F(f-u) ), af
1
+5 IF (u-T+aw)|?
para todo elementoe U, a >0ed > 0.

Tomandou =U— aw para uma > 0 na equacao acima verificamos

1 2 X
éHF(ug—UJrcz{a))H +aDf F‘*’(uﬁ,u) < <F (uﬁ—U—aw) ,yé—y>ﬂ

+ oDl FP(U-aw,u) .

Usando arelagca, b) < |(a, b)| <|al ||b|| e a hipbteseA.4) na estimativa acima, obte-

mos

2HF<U —u+aw)H +aDf’ F‘*’( )<HF<U —u+aw>”5+aDF FOU—aw,n) .

Para simplificar a notacao definimos a variayet HF (ug —u+ aw) H e reescrevemos a
relagado acima como

—y2-|-(JrDF Fo (ua, ) < dy+aDE FPu—aw,u) .

Como todos os termos envolvidos na desigualdade acimacasitivps, cada parcela da
soma dada no lado esquerdo da mesma € limitado pela quimtiddado direito. Dessa ma-
neira obtemos duas estimativas, a saber

aDf 7% (ud,u) < éy+aDf, T (U-aw,u (2.29)
a

y? < 28y +2aDf, T (U—aw,T) . (2.30)

Para continuar a estimativa na primeira desigualdadegamacis encontrar um majorante
paray, o qual sera exibido através da desiguald&d@(. Para isso, basta ver que ela & uma
inequacao do segundo grau gmUtilizando a formula de Baskara encontramos duas saize
para a equacao do segundo grau associada a essa irequsgher

Vig=0%+ \/62+2aDE*F‘*’(U— aw,m) .

Facilmente vemos que uma solugaé positiva e outra & negativa. Como a solucao deve
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satisfazely > 0, a Inequacaa2(30 é satisfeita para

y<do+ \/52+20DE*F‘*’(U—aw,U). (2.31)

Usando essa estimativa ethZ9 e assumindo que > 0 encontramos a primeira estimativa
desse teorema, a saber

DfFe (uﬁ,U) <D} F‘”(U—aw,U)-i-F-i-a\/éz-i—ZaDE FOO—aw,T).

Para encontrar a segunda desigualdade requerida nessedauvrservamos que

P80 - [ (8-0)ora-ore

VAN

HF (ug —U+aw) H +||aF |
= v+alFawl .

Note que na Ultima igualdade utilizamos apenas a detirded introduzida anteriormente.
Utilizando a estimatival.31) paray obtemos

HF <ug —U) H <al||Fw||+3+ \/52+20DE*F‘*’(U— aw,T) ,
confirmando a segunda estimativa desse teorema. O

O mesmo resultado visto no teorema acima é repetido paos @xdtos. A estimativa para
0 erro obtida no teorema a seguir, entre a solucao regatiie a solucab-minimizante,
dada novamente em relagcao a distancia de Bregmanteatve= U— aw. Paraod — 0 temos
v—oue comoDﬁ (-,u) & uma funcao crescente, o erro produzido pela distateiBregman
decresce quandeo tende a zero. Para melhor ilustrar o comportamento do tetra@parece
no lado direito deZ.32 observamos a Figuia 1

Para melhor compreender a ilustracao da Figufainserimos a notagcao com indike
Sendo assim, definimog = U— axw comag — 0 quanddk — « e denotamosy = Dﬁ (v, ),
comé € dh(u).

No Teorema2.11apresentamos uma estimativa na imagem do opefad®ara taxas de
convergéncia no dominio do operador citamos o Coro&ti@

Teorema 2.11(Convergéncia)Seu & uma solugo h-minimizante d€.1) tal que as condiges
de fonteg2.249) e (2.25 sao satisfeitas, edb, dadoa > 0, as desigualdades

D} ¢ (ug,T) < Df F@(U— aw,0) (2.32)
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|[Fug —FUl| < af[Fol + \/ZaDE*F‘*’(U— aw, )

sao0 satisfeitas.

Demonstra@o: A demonstracao desse teorema segue a mesma idéia dasiemao do Teo-
rema2.1Q porém aqui tomamod = 0 e nao & necessario impor> 0. O

O proximo resultado agrupa taxas de convergéncia pareeoemas?.10e 2.11 As
hipbteses assumidas no Corola2id2sao suficientes para obter uma t@(éég) para dados
com ruidos, quando tomamos o parametro de regulanzaga 55. Em geral, para obter-
mos taxas de convergéncia para os teoremas desta seg¢iapros de uma estimativa para a
distancia de Bregmalbﬁ (U— 0w, U) encontrada nas estimativasZ6) e (2.32. Uma alterna-
tiva & apresentada a seguir.

Corolario 2.12. Sob as hipteses do Teorem2.10 assuma tam&m que hé duplamente di-
ferencavel numa vizinhanca de e que existe umimero M> 0 tal que, para cada u nesta
vizinhanga e \e U,

(W' (u)v, V) <M V)2 . (2.33)

Entio, para a escolha do pametroa ~ 5%

of (u0) =0 (5)

u Vel Vk V1 U

Figura 2.1: Convergéncia com distancia de Bregman
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enquanto para dados exatos obtemos

D (Ug,T) = O (a?) .

Demonstra@o: Através da expansao de Taylor da funtgm torno dei temos
h(uy = h@@+(h' (), u—U>+%<h”(u)(u—U) ,u—1)
para algunu € [u,T].
Tomandou = U— aw na expressao acima
h(U—oaw) = h(u)+{N(u) ,U—aw—U>+%<h”(u)(U—aw—U) ,U—aw—1)

= h(u+(h'(u), —aw)—l—%(h”(u)(—aw) , —aw) .

Essa igualdade pode ser reescrita como

h(U—aw)—h(@® - (N @, —aw) = %(h”(u)(—aw) , —aw) .

Visto queh & duplamente diferenciavel o subgradientelggo proprio gradiente da funcao.
Isto &,& = W (T). Observando que o lado esquerdo da igualdade acima neaeszate € a
distancia de Bregman entie- a w e T, induzida pelo funcional, podemos reescreve-la como

1
Dﬁ(U—aw,U) = §<h”(u)(—aw),—aw>
< Yl-aw|?

M
2 2
= a2 el

= 0(a?) . (2.34)

Note que para obtermos a estimativa acima utilizamos adsp®.33.

Para dados com ruido mencionamos o Teor@x& mais especificamente a Equacao

D} (uﬁ,u) — 0 (5‘%) :

(2.26 e encontramos

gquandoa ~ 53,

Para os dados exatos, pela Equaga®d do Teorem&.11, concluimos

D (Ug,U) = O (a?) .
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2.3 Compara@o com a teoria cassica de regularizago

Nesta secao vamos definir um funciomiatomo termo de penalizacao para o problema
regularizado apresentado eth3). Com a escolha de um funcional conveniente, desde que
sejam satisfeitas as hipbteses anteriormente observaoldesmos comparar os resultados até
entao obtidos com a teoria classica.

Para cada funcional definido derivamos um método de regatdo diferente. Em cada
subsecao que segue apresentamos um funcional de peaalizam o objetivo de gerar o
método de Tikhonov, variacao total e maxima entropias$é atencao é voltada aos dois pri-
meiros, os quais formam a base e motivacao deste trabalho.

2.3.1 Regulariza@o de Tikhonov

O método de regularizacao de Tikhonov, como ja mencims é a base deste trabalho.
Nosso principal interesse nesta secao & exemplificanergkzacao proposta, para isso apli-
camos um funcional convexo de maneira a derivar o métodakiteiov. Além disso, vamos
mostrar que as condicdes de fonte e as taxas de convexgévestigadas neste capitulo sao
equivalentes as do método classico. Para maiores dewligerimosgHNOO, Gro84 Gro93
Kir96, Mor84).

Essa regularizacao é aplicada para uma equacao df2ti)pem que o operador line&r
é definido entre o espaco de Hilbéftnele mesmo. Para a escolha do funcional de penaliza¢ao

1
h(u) =5 ull% . (2.35)
0 problema regularizad@(3) torna-se

1 2 q 2
3 (0) =5 ||Fu=y?| "+ uil,

Uma vez que o funcional definido erd.85 & Gateaux diferenciavel tema$ (u) = {u}.
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Portanto, a distancia de Bregman &
Dy (wu) = h(v)=h(w—(§,v=u)
= SIS~ v, v-u)
= SIS 10— )+ ul
= IV S i~ )
= lv-ul?
Falta verificar a condi¢ao de fonte para aplicarmos odteets de convergéncia anteriores,
a qual é satisfeita. De fato, a condicao de for&&)(para o caso em que o subdiferencial &

unitario resulta enl = F*w. Para essa condicao de fonte podemos aplicar os Teo&as
2.4 e através deles encontramos 0s seguintes resultadoswidggamcia

|¢& o], =0(s!)

Jue — Tl =0 (a?) .

Para a condi¢cao de font2.p4), visto quedh(u) = {u}, temosu = F*Fw. Aplicando o

Nl

a

/N

Corolario2.12encontramos

w —u

wIN

:O<5> ,seawéé

o

[Ug =Tl = O(a) .
Os resultados sao comparaveis com a teoria classicagoejexemplofEHNOQ) e para a
segunda condicao de fonte temos uma taxa de convergéim.

Através desse exemplo concluimos que o método tipo Tihgeneralizado por uma pe-
nalizacao convexa esta bem fundamentado.

2.3.2 Regulariza@o de varia@o limitada

Para o método de Tikhonov apresentado anteriormente, eat) §eutilizado o espaco de
Hilbert L? (Q) e sua norma como termo de penalizagao. O método de rezgugian de variagzo
limitada consiste em trabalhar com func¢des cuja vaondgtal seja limitada, ao invés de funcoes
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que possuem quadrado integravel (integral com valor jinito

Esse método vem ganhando destaque na comunidade de pmshilerarsos a partir do
artigo [ROF93. Essa teoria vem sendo investigada por diversos autores /94, CKP99
CK97, OBG" 05, Vog02.

Essa técnica & aplicada como uma ferramenta favoravelgsablemas de processamento
de imagem, uma vez que ela permite a reconstrucao dedesllopm descontinuidades. Um
destaque para essa aplicacao € a reconstrucao densne@® ruido. Em inglés esse processo
é chamado ddenoising

Figura 2.2: Exemplo imagem com ruido Figura 2.3: Imagem original - prédio

Esta aplicacao a teoria classica tem como objetivordust método investigado com fun-
cionais que sao aplicados na pratica, assim como narpesiilbsecao. Nao vamos nos ater a
detalhes de convergéncia e demais comparacgdes. Paveemdetalhes vej@[004, Res0%.

Antes de apresentarmos a penalizacao para derivarmastadande regularizacao desta
subsecao, precisamos definir o espaco das funcdesridgaam total limitada, denotado por
BV (Q) - do inglésBounded Variation

Iniciamos com uma definicdo num contexto mais acessama pma funcao de uma varia-
vel, encontrada no livroSU94, e na sequéncia generalizamos tal definicao. 6ef@a — R
comQ = [a,b] e definarr uma particdo qualquer desse intervalo, tal guexp < x1 < ... <
Xm-1 < Xm = b. Definimos a variacao da funcaiccomo

m-1

TVr(u;[a,b)) = kZO U(Xi-1) — U(X) |

e avariacio total' deu como

m-1
TV (u;[a,b]) = sup{ S lu(xc:1) —u(xk>|} . (2.36)
T k=0

1A notagaoTV (u; Q) deriva da expressao em ingl&stal Variation
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O supremo na definicao acima é calculado sobre todas as/pissparticoes do intervalo
[a,b]. Casou seja constante por partes com um numero finito de descafauhes, entdo a
variagao total del fornece a soma das magnitudes desses saltos.

SeTV (u;[a,b]) & finito entdo dizemos que possui variagao total limitada, ou simples-
mentevariacao limitada Observamos que o conjunto de todas as funcdes com aariiagi-
tada formam o espacgo normaB¥([a,b]) com a norma

ullgy(q) = Iulev(q) +u(@) -

Na expressao acimdgy(q) denota o supremo da variagao total, isto &,
ulgv(@) = sup{TVx(u;[a,b])} .
T

Além disso,|-[gy(q) representa uma seminorma para o esfER¢).

As funcdes monotonas limitadas pertencem ao esBag®) e nesse casqulgy(q) =
lu(b) —u(a)|. Outro exemplo classico sao as funcdes Lipschitz nerialo [a,b]. Em par-
ticular, quandai € ([a, b]) a definigao de variacao total pode ser reformulada,ipliciindo
e dividindo o lado direito de;36) por Axx = Xk 1 — Xk. AsSsim,

1 u(ugg 1) — u(ug)| Ax

Tomando o limite quandaAx, — 0 na equacao acima obtemos a representacao
Ulevia / 10y dx, (2.37)

em quellu= d“ denota a derivada da funca@m relacao a variavel No livro [Kre89 com a
definicao de variacao limitada da fungaé obtido o conceito da integral de Riemann-Stieltjes.

Observamos que a definicao da semi-normB\MEQ ) em 2.37) necessariamente & a norma
da derivada da fungaono espacd ’([a, b]). Ainda mais, essa definicao pode ser estendida para

espacos de dimensao> 1.

No livro [EG9] é apresentado uma definicao para o es@B¥¢¢Q), comQ c R" um
subconjunto aberto, num contexto mais geral para funges'(Q).

Uma funcaau € LY(Q) pode ser descontinua e portanto nzo diferenciavel rimserias-
sico. Sendo assim, a generalizacao da definicao apaelzeem 2.37) deve ser construida num
sentido mais fraco para a diferenciacaad®tilizamos a derivada no sentido das distribuicoes
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com o auxilio do conjunto de fungdes tedte- {¢ € Q) | [¢p(x)| <1, ¥xe Q}.

Definimos a variacao total decomo

/|Du|_ sup{/ udiv(d))dx} , (2.38)
IS

em queDu denota a derivada distribucional de

Portanto,
BV(Q) = {uelXQ) | |ulpyq) <} (2.39)

€ 0 espaco das funcdes de variacao limitada, com

ulav(q) :/Q|Du| :

Além disso BV (Q) & um espaco de Banach com a norma
[Ullgy(q) = IulBv(q) + lUll 1)

Duas referéncias basicas para o estudo do ep}¢0) sdo EG9] e [AFPOJ. A Ultima
em especial traz propriedades que mostBAN{Q) como um espaco de Banach, sua imersao
é compacta emh!(Q) e introduz a definicio de convergéncia fraca para essgesm dois
sentidos: fraca-e estritamente convergente. Depois & observad84ue) C L1(Q) ewl! ¢
BV (Q), sendo estrita a inclus&o do espaco de SoBamBV (Q) . E definido a convergéncia
fraco- e na sequéncig\FP0Q p. 124] traz um importante comentarBY (Q) & o dual de um
espaco separavel e a caracterizagao da convergéacapara o espaco de Ban®&¥i(Q) é
muito dificil; por outro lado, para dominios suficienterteregulares a convergéncia fraco-
introduzida em AFPOQ Definicao 3.11] define a convergéncia no duaB¥& Q). Supondo
Q € R" uma regiao aberta e limitada com fronte?® Lipschitz continua sao obtidos mais
propriedades enHG92, como a extensao dec BV (Q) paraue BV(R").

Uma vez que as definicbes mais importantes estao expastagtodo de regularizacao
proposto emROF97 consiste em tomar

h(u) = |ulpy(q) (2.40)
como o funcional de penaliza¢ao. Portanto, o problemalaegado 2.3) torna-se

2 (u HFu—y5H2+0|u|BV(Q) . (2.41)

2Aconselhamos ao leitor o livr@\F03] para maiores detalhes sobre espacos de Sobolev e tealiriticao.
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Propriedades do método regularizadat(l) foram desenvolvidas emdy/94, CKP99. Nes-
sas referéncias encontramos resultados que garantemnvexictade e a semi-continuidade in-

ferior para o funcional de penaliza¢cd40, bem como a existéncia de solucao e estabilidade
para @.41).

Segundo BO04 um problema padraé : U — 4 considerado pela regularizacao de va-
riacao limitada é definido pafa = | o operador identidade entre os espagbs- BV (Q) e
H =12 (Q), para algum domini@ c R" comn < 3.

Seu é uma fung¢ao continua coffiu| > 0, entdo o método regularizadd.41) pode ser
escrito como

1 2
2w =35y -u|

+a/ |0ul dx.
Q) Q

Nessas condi¢des o subdiferenciahdzunitario

Cu

oh(w) = {Z(W) , {(u)= div(m) .

Uma vez qué* = | emL?(Q), a condi¢ao de fonte(5) resumi-se a

Z(u)el?(Q) . (2.42)

Terminamos a ilustracao referente a regularizaca@dagao limitada com algumas obser-
vacoes. A condigcao de font2.d2 & uma condicao de regularidade bastante fraca, pagdam
descontinuas também satisfazem essa condicao. Fopkxa funcao caracteristica na bola de

1 ,selx<p
X(x) = L
0 , caso contrario

raio p

Essa funcao é exibida erBQ04, ref. (16)] e para uny® apropriado ela & uma soluche
minimizante para o problema regulariza@d4(]) e satisfaz a condi¢ao de fon242. Portanto,
a condicao de fonte necessariamente nao impode redadirina funcao envolvida.

Motivado pelo mesmo exemplo no artigeds0% a autora afirma que a condicao de fonte
(2.24 também é satisfeita para wf € BV (Q). De fato, aplicando a condi¢zo de otimalidade
de primeira ordem par2(41), no contexto que estamos trabalhando, temos

OeF* (Fu—y5) +adh(u) . (2.43)
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ComoF = | valeFy® = y° e por sua vez
F* (Fu—y5> —F (Fu—Fy5> —F'F (u—y5> .

1 o T
Portanto, basta tomaw = a(y‘S —Uu) € BV (Q) e arelacad-"F w € dh(u) é satisfeita.

Uma vez que as condicdes de fonte sao satisfeitas podgsticar os resultados obtidos ao
longo deste capitulo.

2.3.3 Regulariza@o de maxima entropia

Outro exemplo importante na area & a regularizacao aema entropia, AH91, EL93,
Egg93. O funcional de penalizacado a ser usadergropia negativa de ShannorClaude
E. Shannon (1916-2001) é considerado o paietdaia da informa&o, um ramo da teoria de
probabilidade e estatistica. Um dos trabalhos a darardainoderna teoria da informacao &
associado ajha4$.

A caracteristica principal desse método € a busca de&@sdupositivas sem a necessidade
de adicionar restricoes ao modelo, pois esta particldde provém da formulacao do problema.

A saber, o funcional de penalizaghoL'(Q) — R comQ c R" limitado e mensuravel &
dado por

h(u) = { fou(X)log(u(x))dx , seu(x) >0 g.s. eu(x)log(u(x)) € L}(Q) (2.44)

~+o00 , caso contrario

Na definiczo acima a sigla ¢’ ssignificaquase semprdazemos ainda a convencgzo 0(6y=
0.

Observamos brevemente queraropia de Shannofoi introduzida na teoria de probabili-
dade come- ¥ pk(X) log(pk(x)); para o caso continuo & usado a integral ao invés do soimat”
Note que cada fungapy(-) representa uma probabilidade, isto & @y(x) < 1 e por sua vez
log(pk(x)) assume um valor negativo. Por isso na definicdo aparecéaimegativo, uma vez
gue a medida de entropia deve ser positiva. Na definicaatjimamos nao trabalhamos com
funcao de probabilidade e portanto nao ha necessidadéildarmos tal sinal. Por sua vez o
funcional definido emZ4.44) & chamadantropia negativa de ShannoMaiores detalhes em
[Yoc09g.

3Alguns livros utilizam a sigla a.e. derivada da expressadnglésalmost everywhere
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O método de regularizacao de maxima entropia para adnatdefinido emZ?.44) é

32 (u) :%HFu—y‘SHZJrah(u) . (2.45)

Um estudo desse método pode ser conferido com mais detathpg191]. Nesse mesmo
artigo sao realizadas comparagcdes numéricas entretadm de maxima entropia e 0 método
de Tikhonov com restricao de nao negatividade, ambosabauseconstruir solucdes nao nega-
tivas. O comportamento observado nos exemplos propostogéapuma melhor performance
para 0 método de méaxima entropia quando a solucao estana da fronteira. Caso contrario,
0 método de Tikhonov obteve um melhor comportamento. Umidestle estabilidade, con-
vergéncia e taxas de convergéncia pode ser conferid&ea8].

Assim como fizemos para o método de variacao limitadaogampenas apresentar alguns
resultados e tecer comentarios sobre a regularizacaoadéena entropia a fim de ilustrar o
funcional de penalizacédo

O proximo resultado exibido foi extraido deg¢s0% e através dele obtemos informacdes
importantes sobre o dominio tiee 0 subgradiente desse funcional. Nao demonstraremos esse
resultado. Para 0 mesmo precisamos definir o conjufit®) parap € [1,«]. De modo natural
definimos esse conjunto corh8 (Q) = {u€ LP(Q) | u(x) >0 g.s.}.

Lema 2.13. O funcional definido enf2.44) possui as seguintes propriedades:

(i) o doninio do funcional h egt estritamente incluso emt(Q);

(if) o conjuntodh(u) & réio vazio se e somente se u pertenc€ &)) e € limitado longe do
zero, ainda maisgh (u) = {1+ log(u)};

(iif) paratodo uve dom h, vale
2 4
Iv= e < (5 e + 31Ul ) Dr(u

Observando as hipoteses do lema acima, podemos reesziemedicao de fonte patga=

log(t) +1 comou = exp(é — 1), ou aindap = 21‘(‘;(8 Note que para as condicdes de fora&)
e (2.24 podemos reescrevé-las como

Por fim, calculamos a distancia de Bregman induzida pelcidmal@.44) entreu,v €
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L1 (Q) para& = log(u) + 1.

Di(vu) = h(v)—h(u)—(log(u)+1,v—u)
_ /Qvlog(v)—/Qulog(u)—/g(log(u)—i-l) (V—u)
= /Qvlog(v)—ulog(u)—(v—u)—Vlog(U)-I-U'Og(U)

= /Qvlog(v)—vlog(u)—i—u—v
= /Qvlog(\—l:)—i—U—V.

Em resumo,

Dﬁ (v,u) = /Qv(x) log (%) +u(x) — v(x)dx.

Essa distancia estima o divergente de Kullback-Leiblafual € uma medida natural na

teoria de informacgao. A saber o divergente de Kullbaciblee foi inicialmente definido no
caso continuo para duas funcdes de densidade (ou plidadbip e g da seguinte forma

Dk (p.q) = /:w P(x)log (%) '

Para o caso discreto usamos um somatorio ao invés daahtelyote queDk| nao &
simétrico, assim como a distancia de Bregman.

Mediante os comentarios exibidos sobre 0 método podeplieaeos resultados garantidos
pelos resultados contidos ao longo deste capitulo.
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3 Analise de problemasao lineares

Pela primeira vez na literatura eraKN89] foram apresentadas taxas de convergéncias
para problemas mal-postos com operadores nao lineaizndo técnicas de regularizagao
de Tikhonov. Tal formulagao foi feita em espacos de Hilo&lo capitulo anterior vimos as
primeiras técnicas aplicadas para um operador linearidefentre um espaco de Banach num
espaco de Hilbert. Motivados pelos resultados dadosBfn®0{] e [Res0%, esse estudo foi
estendido para o caso nao linear com uma novidade: ambapasos sao de Banach. Essa
extensao foi desenvolvida erR$0( e € a referéncia basica deste capitulo.

Na seqiiéncia, apresentamos o problema geral para o qealrbas uma solucao, o método
de regularizacao a ser aplicado e as hipoteses que assuwsinos teoremas que seguem. O
capitulo & divido em duas sec¢des, uma para cada amdigTonte assumida. Cada secao traz
um resultado de estabilidade e um de convergéncia.

Neste capitulo buscamos uma solu¢ao para equacaaduper

Fu) =y, (3.1)

em queF : Z(F) C U — H & um operador nao linear mal-posto entre os espacos deBah
e H, ambos de dimensao infinita.

Novamente denotamag, uma solugao regularizada para dados com ruidos. Essgésol
é dada pelo elemento que minimiza o funcior®&a®), proveniente do método de regularizacao

com penaliza¢cao convexo

Jg(u):%HF(u)—yéHz-l—ah(u). (3.2)

No funcional acima temoa € R, h um funcional convexo positivo ¥ um dado com
ruido satisfazendo

Hy—y‘SH <3. (3.3)

A principio a formulacao3.2), para problemas nao lineares, € idéntica a formolggia
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problemas lineares apresentada na Equa2@) do capitulo anterior. Na introducao deste
trabalho demos énfase na importancia da escolha de umam@pICao iniciallg para o método
de Tikhonov nao linear, conforme a Sec&8 A escolha deip ndo é necessaria na formulacao
estudada neste capitulo. No entanto, considerando oofualdi(u) = %||u— uo||%1 podemos
refazer os calculos do subgradiente(t) e concluir a mesma condi¢ao de fonte exibida em
(F3) na pagindl7, concordando com a teoria classica.

Por toda a extensao deste capitulo assumimos as hipdittadas abaixo.

Hip 6tese 3.1.

(N1) Com os espacos de Banatthe # associamos as topologiasg; e 1,,, respectivamente,
as quais 8o mais fracas do que as topologias induzidas pelas normas;

(N2) Os duais topdgicos detl e #H sao denotados pofl* e #*, respectivamente;
(N3) A normal|-|| & semi-corihua inferiormente com respeito a topologig;

(N4) 2(F) possui interior 1&o vazio com rela@o a topologia da norma é fechado na topo-
logia 1¢;. Alem dissoZ(F) ndom h## 0;

(N5) F: 2(F) C U — # & um operador &o linear contnuo de(U, 1¢;) em(H, Ty );
(N6) O funcional ke limitado e semi-coiriuo inferiormente na topologig;;

(N7) Paracada M>0, a > 0, o conjunto
Ma (M) = {ue U |F ()[*+ah(u) < M| (3.4)

& compacto na topologigy;.

Em [EKN89] sao dados alguns exemplos de operadores nao linearesisseemplos ob-
servamos que um problema nao linear mal-posto pode teingaaizacao bem-posta e ainda um
problema originalmente bem-posto pode ter sua linecézatal-posta. Portanto, nao podemos
fazer generalizacbes somente ao tipo de operador n@arlilNesse contexto & natural exigir
condicdes sobre o problema nao linear e sua linearatal hipbtese € chamadandigo de
nao linearidade

Quando ambos os espacos em que definimos o operador sa@otHissumimos que o
operador’ satisfaz uma condicdo semelhante a Lipschitz contimigidaima vizinhanca de
umaug-solucao de norma minima, conforme a segunda hipotekila na pagind 7 extraida
de [EHNOQ. Para operadores definidos de um espaco de Banach nunoedpadilbert a
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condicao de nao linearidade & outra. Conforme o coamientéito em BOO04], o operadot-
deve satisfazer

(F(W—F@-F@(u-0),w, <c|Fu-F@]lwl, (3.5)

para uma constante > 0 e w € A dado pela condicao de fonte e®.9). Mediante essa
condicao de fonte & possivel estender os resultadeseqados no CapituBypara o caso nao
linear, sendo que os resultados apresentados no capiteldoa continuam validos com uma
pequena mudancga nas constantes.

O objetivo deste capitulo & generalizar um pouco mais sglteelos de convergéncia e
estabilidade para problemas nao lineares a fim de abrancgsmem que ambos 0s espacos
envolvidos sao Banach. Para isso a condicao de nacailiiaele exibida em3.5) deve ser
modificada, de modo a ndo depender do produto interno. NgodRS0q essa condigao &
substituida por3.6), em que € usada a norma do espdte no lado direito & utilizada a
distancia de Bregman.

Hip 6tese 3.2.Assuma que existe uma sdoach-minimizant@ de @.1) e que o operador E
2(F) C U — #H & Gateaux diferenével. ABm disso, suponha que exigta> O tal que, para
cadaue Z(F)NB, ()

|F (u)—F (u)—F"(0) (u—1)|| < cDf (u,T) , c>0 (3.6)

e& € oh(u).

Tendo em vista o objetivo deste capitulo, bem como as égesdtque usaremos, em cada
secao que segue introduzimos a condicao de fonte a adawsapresentamos 0s principais
resultados.

3.1 Estimativas para a condi@o de fonteé = F’ (U)" w

Para operadores nao lineares nao é definido o operadortadjPor isso, ao longo deste
capitulo nao assumimos condicdes de fonte iguais atiub@@mnterior. Para contornar essa
dificuldade fazemos hipbteses sobre a linearizacao @oadprF de modo semelhante ao
tratamento dado para problemas lineares, assim como veio $eito na literaturaEKN89,
EHNOQ Neu8q.

Em comparacao com a condi¢ao de fo&)apresentada no capitulo anterior, nesta secao
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assumimos a condicao de fonte
EcZ(F (W)Néh(m) # o (3.7)
e que a equacao
FO=y (3.8)
seja satisfeita.

A diferenciacao do operadéré definida entre o espadgde o espace? (U, H) das trans-
formacdes lineares d& em #. Quando aplicamos um elemertic: U no operadoiF’ (-),
obtemos um operador lineBf (T) : U — H e por sua vez esta bem definido o operador adjunto
para eleF’ (U)" : #* — u*. Podemos reescrever a condicdo de fonte apresentadd. ®m (
assumindo a existéncia de um elememte #* tal que

£ =F/(U)" we dh() . (3.9)

O primeiro resultado deste capitulo reune condicOodésisntes para obtermos taxas de
convergéncia para uma solugao regularizaglao dominio e na imagem do operadrpara
dados inexatos. Alem disso, com a escolha do parametegdéarizaca@ na ordem do nivel
de ruidod obtemos uma taxa da ordeid).

Teorema 3.3(Estabilidade) Assuma que as Hiteses.1, 3.2e as rela@es(3.3) e (3.8) sejam
satisfeitas. Am disso, suponha que existec #* tal que(3.9) é \alida e

clle| 4+ < 1.

Entio, temos as seguintes estimativas:

Nl

[F (&) -F@)| <2alwly. +2(a?|wl?+6?)
OF ' (1.0) < oo | ol ol (a7l +8%) |
Em particular, para a escolha de um @anetro de regularizeio a ~ 9, temos
HF (u&)-F (U)H =0(8) , D, " (ug.u) =0(3).

Demonstrago: Comougr € minimizador do problema(2) vale

e (4) [ ron(t) < 3lr - camo.
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Usando a desigualdaxﬂ@ (U)— y5H = Hy— y5H < d na estimativa acima obtemos
2IF (@) A" = Zlro A sano-an(e)

< %52—01 (h (ug) —h(U))

- %52—01(DE/(”)*‘*’(ug,@+<F’(U)*w,u§—U>). (3.10)

Note que a Ultima igualdade provém da definicao da wigsééde Bregman.

Para encontrar uma estimativa na imagem do operador prezsgarimeiramente observar
a estimativa

#()-rol - |

;-yﬁy&—y v2(F (W) v P y)
)=+ o 2] (58) 7] |y -]
)=V oA+ e () - |

2| (s2) [+ o)

Note que na penultima desigualdade acima usamos o sefatimte

< (|7 ()= -]

= [P (&) I+ ol -2l () - ]

IN

ou melhor,
2[[F () o < ()]
Pela observacao anterior e a relacag)(temos
2 () -Foff < [e(4)-4 e a1

Na sequéncia exibimos uma nova estimativa, a qual deptaglestimativas e observacdes
feitas anteriormente. Por exemplo, na primeira desigdaldaaixo usamo8(11) e na segunda
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(3.10. Dessa maneira

e ()-eol” - (3l

= &°—aDy, (ug,U)+a<w, —F'(0) (ug—U>>
< 82DV (18, 0) + a @] | -F' (@) (ug - u) |
— 62—aDE/(U)*w(ug,U>
al|wly |[F (1) —F @—F @ (¥ -0) - [F (&) -F @ H
< &-apf "V (u8,0) +a o], ||F (V) ~F @)
+a el [F (1) -F@-F @ (¥ -u)|
< &2—qD @ (u?,,U) +a |||, cDf @ (u?,,u)
taljwly. ||F () - F (@)

= & +a(clwly. - 1D, (1,0) +a el

()~ o)
F(w)-F (u)H (3.12)

< B tafwly.

Para garantir a penultima desigualdade feita acima uséB®@s enquanto a Gltima desi-
gualdade deriva da hipotesgwl|| ,~ < 1, ou melhor(c|/w||,~ —1) <O.

Reescrevendo a estimativ&a 12 encontramos a inequacao do segundo grau
Y —4d |||, y—46°> < 0,

comy = HF (ug) —F (U)H > 0 a variavel.

Utilizando a formula de Baskara facilmente encontransosa&es da equacao do segundo
grau associada a essa inequacao. Como uma raiz da egleagségundo grau & positiva e outra
negativa, observando também que a varigvdh inequacao acima é positiva e a concavidade
da equacao do segundo grau é para cima, a inequacaifiéda quando

|F («8) ~F @] < 2a @l + 2(a? 0l + 82)" (3.13)
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Vamos extrair a Gltima igualdade d& {2, a saber

0 < &+alclwly—1)D; Y (u,0) +awly

F (ug) _F (U)H .
Utilizando a estimativa3. 13 reescrevemos a desigualdade acima como

JORT

< O+ alwl e [20: |57 +2 (a2 el + 52)

a(1-clwl,e) D V¢ (ulu) < Stafwl,.

NI

. . ~ . . l _
Multiplicando ambos os lados da relacao acima obtid e, Parad > 0 e efe
tuando algumas operacdes basicas encontramos

2

1
F’(U)*w( 5 _) 2 o 2 < 211112 2)z
D wWwi)|< —— | —+allw W (a7 ||||5s + O .
w7 () = g (2 Al @l (@l +

Em particular, para uma escolhade- 9, facilmente vemos que
_ F'(u)* —
HF (ug) _F (u)H ~0(3) eD @ ‘*’(ug,u) —0(5) .
O

Repetimos esse resultado para dados exatos. Sob as bgpdteFeorem&.3 mostramos
queuy — U quandoa — 0. Obtemos uma taxa de convergéncia na imagem e no dondnio d
operadotF com a orden® (a).

Teorema 3.4(Convergéncia)Assuma que as Higeses3.1, 3.2e a Equaéo (3.8) sdo verda-
deiras. Aem disso, suponha que exisbec 4 tal que(3.9) € satisfeita e

Clle| 4+ < 1.
Entio, temos as seguintes estimativas:
IF (Ug) = F ()] < 4a || @] -
F0) o 4a || 0|5
Dy, 7 T (Ug,U) <
1—cl[l] 4

Demonstra@o: A demonstracao é analoga a demonstracao do teoreeréoatomandad = 0.
O

A condicao de nao linearidadd.) & fundamental na obtencao dos resultados apresentados
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anteriormente, por exemplo, obtemos estimativas pgra) © (uﬁ,U) e DF "% (uy,1) na
ordemO (9).

Na sequéncia apresentamos um corolario para o Tedde3wam estimativas no dominio
e na imagem do operadér entre as solucdes regularizad@se Ug. Note queDﬁ (ug,ua>
nao depende de, solucaoh-minimizante, portanto a condicao de fong&7 nao & util para
encontrar um subgradienfec dh(uy). O calculo de um elemento do subdiferenciahdeara
u € U é realizado no lema a seguir.

Lema 3.5. Se F& um operador Fechet diferenével em u, erdo a condi@o de otimalidade
de primeira ordem para o problema regulariza(®?2) &

1
(u)= —EF’(U)* p €dh(u), (3.14)
para pe A <F (u) —yé) em queA é a aplica@o multivaluada

AW ={pes | (b,%=Ipl% = X2} .

Demonstraéo: Conforme a Proposi¢i0.1seu & um ponto extremo entzo0dJg (u). Utili-
zando os resultadd10eB.11vale

Oeﬁ(%”F(u)—y‘S”z)+adh(u). (3.15)

Para terminar a demonstracao basta calcular o subgtadierprimeiro termo em3(15.
Observamos que a aplicacao envolvida & uma compod&gaplicacdes, a saber

2P @y = S imRe [Foo -] . (3.16)
Aplicando o resultad®.13temos
o (3% [Foo -] ) < [F(w) o (F ) ) 3.17)

comg(x) = 3 X1

Uma vez queH € um espacgo de Banach e nao existe um produto internodtefmimodo
classico de diferenciacao nao é aplicado ao funcign&lo entanto podemos utilizar elemen-
tos de dualidade para visualizar o subgradientg.d&éendo em vista o teorema de Asplund
(TeoremaC.5) definimos a aplicacao de dualidade-) com densidade(t) = t, conforme a
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DefinicaoC.3,
A ={pe s | (p.X)=pl5: = IXI*} - (3.18)

Por fim, pelo Lem&C.4e o Teorem&C.5, concluimos

9g(x) =0 (% ||x||2) =A(x) . (3.19)

Logo,
ag(F (u) —y5) —A (F (u) —y5) . (3.20)
Portanto, 8.17) fica bem definido e por sua ve2.16 garante o resultad@(14). O

Com esse resultado € possivel provar o seguinte cavolari

Corolario 3.6. Sob as hipteses do Teorenta3, assuma tamdm que o operador E Fréchet
diferencavel emZ(F) N B, (U) e para cada par u , & Z(F) N B, (U)

IF (u)—F (v) =F' (v) (u=v)|| < eDi™ (u,v)
vale paraum c>0e { (v) € dh(v). Se(3.9) vale e
Ac||w|| 4 < 1,

en@o, paraa > 0temos

|F (1) -F )| < i)
e
Of ) (va) < T qola (419l i(a.6) + 320wl +257]

em que (Ug) € dh(ug) € j(a,d) & definido por

NI

i(a,8) =8a||. + (857 +1920% ]}
Além disso, para um pametro de escolha ~ o temos

|F (1) -F )| =0(3)

D (1) (ug,ua) =0(9) .

Demonstrago: Comougr € minimizador de3.2) o valor do funcional aplicado nesse elemento
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€ menor do que em qualquer outro do dominio, em particaleayy, temos
%HF (u?,) —y‘5H2+ah<u2> < %HF (Ug) —y‘5H2+ah(ua) . (3.21)

Para a probxima estimativa lembramos da desigualdade@bbservada no demonstracao
do teorema anterior, para quaisqaerb vale

2ab< a’®+b?. (3.22)

Com isso, iniciamos a estimativa na imagem do operador,

- 2P () (-ruw)

2 2

LI () - o

2

< ollF () [+ gl -Fe)
35 (2]F () 7| |y* F wa)
< 3@ 3 bo-rwl 3l (&)

3he-rwlf

) r

2

A Observagao3.22 foi usada para obter a segunda desigualdade da relaigda. ac

Tomando a estimativa acima, multiplicando @)e somando o termaDﬁ(”") (ug,ua>,
gue é positivo, em ambos os lados da desigualdade, encasra

F(ug) [ 5y - F )
Dﬁ(”") (ug,ua>
F(ug) [ 5y - F )
+a [h (uﬁ) —h(ug)— <Z(ua) : ug —ua>}
= SIF () [ ran()
3y~ F )

—a <Z(ua) ,ug—ua> . (3.23)

2

1 2
2 HF (uﬁ) —F (Uq) +aDﬁ(ua) (ug,ua> <

2

NI, 4+ NI
Q

2
—oh(ug)

. : . - 1 N
Na sequéncia estimamds 23 com (3.21). Para isso utilizamod (uy) = _EF/ (Uug)" pe
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Jdh(uq) para algunp € A (F (uq) —y) dado pelo Lem&.5, o que resulta

329 < J|[F )| +ana)+ 2 [y —F )|~ ah(ua)
~a (¢ (ua) U5~ a)

= [P o () - ue)

~ [Fwa—y+ (y—) o (3F P 8 -ua)

2[[F () | 2y -y (F (e P )

2||F (1) -y 2+262—|—<p,F’(ua) (13 —ua))

F'(ug) (ug — ua>

IN

IN

2
< 2|F («8) -y[ +20%+ Pl

) . (3.24)

Note que na segunda igualdade usamos a definicgdulg) e aplicamos as propriedades
da norma a fim de fazer uso da desiguald&d2?. Na penultima desigualdade usam®s3) e
na Gltima a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Para ficar mais claro a segunda desigualdade da relag&maribservamos a desigualdade
lla+Db|| < ||al| + ||b|| € uma vez que os termos sao positivos vale

(la+bl)® < (lafl+]b])>
= lall®+b*+2]|a]l bl
< [lal®+ Iolf*+ [l + [|b®
2||alj?+2]|b||* . (3.25)

O uso desigualdad822 ocorre na segunda desigualdade acima.

Observamos ainda que a escolhgpde A (F (ug) —y) resulta em
1Pl 5+ = [IF (ua) = Il -

De fato, vemos essa igualdade pela definicao da apbicd¢d). Através do Lem&.5a
aplicacao € definida como

A(F (Ua)—y) = {PE " : (p.F (Ua)—¥) = IF (ua) ~YI2 = IpI3. }

Uma vez que a igualdade & verificada ao quadrado e os elesrs&t@ositivos, entao vale
a igualdade sem os quadrados.



64

Visto essas observagdes damos continuidade a estimativa

329 = 2|F (u3) [ +26%+ IF (we) I | (wer) (13 o)
= IF (ua) =yl |F (ud) —F (ua) = [F (1) =F (ua) = F" (ua) (1 —ua )|

2] () -y 42

IF () I |[F (1)~ F ()| + 27 (u3) —y] + 227

+1IF (ua) 1 | (&) — F (Ua) = F' (ua) (1 —ua ) |

IF () I |[F (1)~ F ()| +2][F () —y] + 257

+IF (ua) =yl oD (U3, ua ) - (3.26)

IN

IN

Claramente a Gltima desigualdade € valida mediante dicdm de ndo linearidad8.©).

Uma vez que assumimos as hipbteses do Teo&B)as hipbteses do Teorer3a4 sao
verificadas e por sua vez podemos usar a estimgivaly) — || < 4a ||w||,~. Com isso,

temos

+2(40 ||| 4y )* + 257

329 < (d4afwlly)

’F (uﬁ) —F (ug)
+¢(4a ||| ) DS M) (ug,ua)

F (ug) —F (Ug)|| + 3202 || w||?, + 282 + 4ac| | ,. DS M) (ug,ua) .

= 4a ]

Sem perder o foco da estimativa inicial dada no lado direst@®3), a saber

2
+ aDﬁ(ua) (Ug, Ua) ,

L i) - 0

organizamos o0s termos semelhantes e obtemos

2
+a(1-4c) |w| . DE M) (ug,ug) < 4a|w|y. F(ug)—F(ua)
+ 320 ||w||2,. +25% . (3.27)

£ )

Como por hipotese temosg #w|| .~ < 1, ou seja(l—4c) > 0, o lado esquerdo da estima-
tiva acima & composto pela soma de dois termos positivogld&S&ssim, podemos estimar cada

termo pelo lado da direito da desigualdade.

Para o primeiro termo da estimativa temos uma inequac3eglendo grau na variaveda



65

forma
1 2
LV~ (dajely) y- (267 + 3202 |wlff.) < O,

em que

~e ()P 20

Através do formula de Baskara encontramos facilmenuas raizes para a equacao do
segundo grau associada a essa inequacgao. Visto uma paiitiva, a outra & negativa e a
variavely é positiva, obtemos a solucao

HF (ug) “Fua)| <i(a,8), (3.28)

em que a funcag(a,d) é definida por

i
2

i(a,8) = 8a ||l + (852 + 19202 |l )

Com isso terminamos a primeira estimativa do teorema. Passimativa no dominio do
operadof estimamos o segundo termo da desigualddd&/( da forma

a (1—40) |||, DS (ug,ua) < 40 |||, +3202 || w||%. +252 .

F (ug) “F (ug)

Por fim, usamos a estimativa.28 paraa > 0 e encontramos

{(Ua) (, & 1 : 20112 2
D < 4a ||w| .~ j(a,d) +32a° ||wl||5~ + 207 .

Fica evidente que a escolhade- o fornece

[F (16) - F we)

= 0(5)

D (1) (ug,ua> =0(9) .

Com isso concluimos a prova desse corolario. O

Observa@o 3.7.Em particular o resultado3.14) vale para um operadordo linear F: U —
H, em queH é um espaco de Hilbert. Nesse caso, na aphceg (-) facilmente encontramos
um elemento do dual

L= —F ' (Fu-y).
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Observamos ainda que se tomarmest na igualdade acima obterem@su) = F' (U)* w
1 o oAl
comw = p <y5 —F (U)). Portanto, a condigo de fonte 3.9 sera valida.

E interessante notar que as trés estimativas obtidas sokados anteriores, Teoremas
3.3 3.4 e Corolario3.6, aparecem no lado esquerdoigaaldade dos &s pontos Segundo a
Proposicad.15vale

Dﬁ (ug,ua> — Dﬁ (u?,,U) +Dﬁ (Ug,0) = <Z —& ,Uq —ug> ,
em que{ € dh(uy) e € = F'(U)" w. Essa estimativa &€ usada no capitulo posterior.

Na proxima secao fazemos um estudo analogo para umé&éortk fonte mais forte, assim
como foi feito para problemas lineares.

3.2 Estimativas para a condi@o de fonte§ = F' (0)"F' (U) w

Motivados pela eficiencia da condi¢cao de fonte escolaidavés da linearizacao do opera-
dor F conforme a secao anterior, nesta secao fazemos unmogsdma uma condi¢cao de fonte
no formato proposto en2(24), a saber supomos

EeZ(F (W'F'(u)noh(u) # 2

e que seja satisfeita a equacao
F(U=y. (3.29)

De maneira equivalente, assumimos a existéncia de um efewe: U tal que

E=F (U)'F (Wweadh(m) . (3.30)

Mediante essa nova condi¢ao de fonte precisamos supar gsigaca/ novamente & um
espaco de Hilbert, assim como na formulacao do Cap#ulo

O primeiro resultado a ser apresentado & para dados isex@wesentamos cotas para o

erro na imagem e no dominio do operaéor

A primeira estimativa que sera dada no lado direito3181) dependera do escalgro qual
sera definido em3(33 como a distancia de Bregman eniret — o w. Conforme observamos
na Figura2.1 essa distancia tende a zero quaidde- 0. No entanto, nao sabem em que or-
dem ocorre tal convergéncia, a menos seja assumido @@wdgpbre o funciondl. Taxas de
convergéncia serao apresentadas no Coraktio
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Teorema 3.8(Estabilidade) Suponha que as Hiteses3.1, 3.2 a Equaéo (3.29 e a Estima-
tiva (3.3 sdo satisfeitas e tom&/ um espaco de Hilbert. Am disso, assuma que a s@o¢
h-minimizanta de(3.1) est no interior doZ(F) e que existeo € U tal que(3.30 é satisfeita
e

c|F (M| <1.

Entio, paraa suficientemente pequeno, temos as seguintes estimativas:

|F (2) ~F @ < alF @ wl|+(a.5)

e
F0)Fme (s o\ . as+(cs)?/2+35g(a,d) +cs(d+a|F (U) wl)
Pr (s6.1) < a (1—c[F/ (@) w]) - B3
em que
g(a,0) =0+ \/(5+cs)2+20{s(1+c|]F’(U) w||) (3.32)
e
s=Df WFWeq_qu ) . (3.33)

Demonstra@o: COIIIOU?r € o minimizador de3.2), para todo elementoe @(F) vale
1 5 2 5 1 2
— — < — —
2HF<ua> y5H +ah<ua> 2HF(U) y‘SH +ah(u)

Reescrevendo essa desigualdade de maneira conveniestieogbt

(4) AT Hlro- o (0(4) ) |
FE) - (F(8) ), 3l SIF it (e ), -5 v
)10

F ()| S IF @I (Fw-F (&) ), +a(n(ud)-nw)

(ug) — o). (3.34)

0 >

9 NIFk 4+ NIEFPNIEP
Q
VR
>
/
=
QO

A (ltima igualdade é valida para
1 - —
(U =3 IF (U —dP+aDy VT un —(F v ~q) +a(F @ F@ao,u).

comq=F (U)—aF' (0)w
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Para ver isso calculama@® <u5> e @ (u). A saber
0(€) = 3IF(#) ol oot (60) (£ () -3,
a (F'(@F (0w, u5>

= ()]~ (F(2) ), + 310 (7 () ), (F() ),
(@) F

+a [h(ug) —h@ - (F @ F @, u-1)]+a(F@F @, )

NI 4+ NI

o) = SIF@IE—(F Wt~ (FU).¥) +FW)

#H
+a [h(u)—h(W) — (F' (W) 'F (W) w,u—1)] +a (F' (U)'F (U) w, u) .

Tomamos a diferenca entre eles

)0 - Y (&) L
—la2-(F () ), +(F
—(F(u), q)y{+a[h(ug)—h(n)—<F’(U*F’ u)w,ug—n>]
[h(u —(F(W)'F@0w,u
+a<F’(u)*F’(u)w,ug>—a<F'(u)*F’(u>w,u>
F 2_(F

- Y@ brwr-

Através de 8.349 obtemogp (uﬁ,) < @ (u). Usando a definicdo de aplicada nos elemen-
tosug eu como feito acima, podemos reescrever essa desigualdadendéenmais apropriada,
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a saber

% HF (ug) — qH2+ aDE/(U)*F’(U)‘*’ (ug,U)

IN

/ ’ 1
anf, O () + 3 IF (u) — g

— D] W FO ) ¢ (W) - g
+(F(w)-FW.y¥-q),
+a(F@F@o.u-u). (335

Usando a deflnlgao dp=F (U) —aF' (U) w, 0 prlmelro termo do lado esquerdo da estima-
tiva acima & igual 8 HF ( a) F(U)+aF' (T wH Para simplificarmos a notacao definimos

V=F (ug) “F@U)+aF (D). (3.36)

Como por hipbtesa pertence ao interior d&(F) entao existe unar > 0 suficientemente
pequeno tal qua — aw € Z(F). Visto que as estimativas feitas até aqui sao validas foaio
elementau € Z(F) podemos toman = U— o w na desigualdade3(35. Dessa maneira

—||v|| +aDf () < aDf VT @ awu)
+%}}F(U—aw) F (U)+aF'(U) ||
+(F (1) -F(@-aw) .y’ ~F(0)+aF (W)
+a<F’( YF (U)w,U—aw u5> (3.37)

Afim de simplificar mais a notagao definimos

s= DE/(U) P09 g aw,0) (3.38)

TF%HF(U—aw) F (0)+aF' (W) w|| . (3.39)

Para modificar o terceiro elemento do lado direito da degigde 3.37) usamos a propri-
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edades do produto interno e a iguald&d@) = y. Fazendo isso, obtemos
% V]2 + GDE/(U)*F’(U)(D (uﬁ,U) < as+Ti+ <F <u2> ~FU-aw) ,y° —y>
+ <F (uﬁ) —F(U—aw) , aF (0) w>ﬂ
+a <F’(U)* F(Ww,0-aw— ug>
as+Ty+ ’<F (uﬁ) —F (- aw) ,y5_y>

+<aF’(U)w, F (ug) —F(u- aw)>?{

H

IA

"

Por fim, definimos

T = ’<F (uﬁ) —F(U-aw) ,yé—y>

5{’ . (3.41)

Aplicando propriedades do produto interno nos dois Glsiteomos do lado direito d8.40
definimos também

Tz=a <F’(U)a), F (uﬁ) —F (U—aw)—F'(0) (ug —(u— aw)>>ﬂ . (3.42)
Em resumo,
1 Ve (T
- V|2 + aDf @ F @ (ug,u) < as+Ti+To+Ts, (3.43)

coms, Ty, T, e T3 dados por3.39), (3.39, (3.4]) e (3.42), respectivamente.
A proxima etapa da demonstracao consiste em estimarccedgantd; comi = {1,2, 3}.

Pela definicao d&; em (3.39 e pela Equacad(6) temos

T, = HF U-aw) ()+aF’(U)wm2

3
[ u)*F'(U)w

NI NI

(U—aw, u)}2

I\J‘(?"

(3.44)

Note que a Ultima igualdade provém da notag¢ao definidé&338).

Para encontrarmos uma estimativa p&raramos somar e subtrair termos iguais, aplicar
propriedades do produto interno, a desigualdade de Cdsichwarz e por Gltimo fazer uso da
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condicao de nao linearidad®.f). Dessa maneira encontramos

T, = <F (ug) —F(U—aw) ,yé—y>g{’

- <(F (ug,)—F(U)-i—aF’(U)w)+F(U)—aF’(U)w—F(U—aw) ,y5—y>
= <v,y5—y> —<F(U—aw)—F(U)+aF’(U)w,y5—y>5{’
<v,y5—y>ﬂ}+}<F(U—aw)—F(U)+aF’(U)w,y5—y>
< M y? =y +epf T - aw [y -y

< O||v|]|+ dcs. (3.45)

"

H

IN

"

Na estimativa acima também usamos a definicae ideroduzida em §.36). Além disso,
usamos a hipotes8.g).

Por fim, estimamo%z de maneira similar as anteriores. Visto que o oper&d() & linear

segue
T3 = O!<F’(U)w,F(uﬁ)—F(U—aw)—F’(U)(ug—(U—aw))>H
= G<F’(U>w F(Uﬁ)—F(U—a(m—F’(U) w —T —aF’(U)w>H
= 0!<F’(U)w F(Uﬁ)—F(U)—F’(U) (ug—U>—F(U—aw)+F(U)—aF’(U)w>ﬂ
= a<F’(U)w F Ug)—F(U)—F’(U)<ug—U>>H
+a(F(Mw, — (F(U-aw)—F (W) +aF (O w)),,
< a|F @all||F () -F@-F @ (o)
+a ||F' (0) || ||F (- aw) —F (0) + aF' (0) w|
< aHF’(U)chDE/(U)*F/(U)“’( g,U>+aHF’(U) w||cD] @ F O @ qw, u)
= oc||F (U) w|| DE/(U)*F/(U)“’ (uﬁ,U) +acs||F' (0) wl| . (3.46)

Substituindo as estimativa3.44), (3.45 e (3.46 na desigualdade3(43 obtemos

1 e 2
> IVI°+aDy, @ F @e (ug,u) < as+ = +3|v|+ocs

+ac||F' (U) w|| DE/(U)*F/(U)“’ (ug,U) +acs||F' (W) wl| .

Multiplicando por 2 ambos os lados da desigualdade acimace@ndo no lado esquerdo
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O(u )'F/(U)w w.u
os elementos semelhantes ao te ug,u), resulta

Iv||?+2aDf @ F @ (ua, )[1 c||F @w|]] < 25|+ 2as+(c9)?
+25cs+ 2acs||F' (U) w||

Por hipotesec||F’ (U) w|| < 1, ou melhor,[1—c||F' (U) w||] > 0. Dessa maneira o lado
esquerdo da desigualdade acima é formado pela soma ddafoEntos positivos e estimamos
cada um deles pelo lado direito da mesma desigualdade datssiguma:

IV|? < 28]||v||+2as+(c9)?+2cs(d+a||F () w||)
e

200] @0 (18 0) (1 c|[F @]} < 25|+ 205+ (97 + 205(3+a [ (0 )

Através da penultima estimativa acima obtemos uma ingggudo segundo grau na variavel
|IV||. A saber,

IV[[Z =23 ||v]| - [2as+(c9)?+2cs(5+a ||[F @ w|))] < 0.

As raizes da equacgao do segundo grau associada a elatsks pela formula de Baskara.
Uma vez que uma raiz & positiva, a outra é negativa e obs#ovarestricagv|| > 0, a solucao
da inequacao acima é

NIl

V| < &+ [(5+cs)2+2as(1+c}}F wH)} (3.47)

Para simplificar a notacao definimos o lado direito da deddpde acima como uma funcao
dea e?d,

NI

g(a,0) =0+ [(6+cs)2+2as(l—|-cHF’(U) wH)]

Por meio da definicao dedada em .36 encontramos a primeira estimativa enunciada
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nesse teorema. Com a desiguald&ié4) obtemos

9(@,8) = |[F(v)~F(@+aF @]

= [F(&)-F@-(-aF @w)|

> ||IF (i) -F@)|-||-aF @]
(@] [laF’ @ wf
(@)

—a||F (0wl .

Por sua vez, encontramos a estimativa na imagem do opd¥ador

|F (8) -F @] <alF @] +o@.).

Reescrevemos a estimativa de interesse encontrada amgnie

2qDf; W F e (uﬁ,U) (1—c||F' () wl|) < 26]|v||+2as+ (cs)®+2cs(5+a ||F' (U) w||) -

Utilizando (3.47) para estimat|v|| e multiplicando po ambos os lados da

1
at—clFma
desigualdade acima, paga> 0 encontramos

2 ! (5
FOFme (6 q) « 99(0,0)+as+(cg)/2+cs(d+allF'(U)w])
Dh (”a’”) = a(1—c|F (O w|) :

confirmando a Ultima estimativa do teorema enunciado. O

Repetimos esse resultado para dados exatos e exibimostsspara o erro, produzido
por uma solucao regularizada em comparacao com umagisminimizante, no dominio
e imagem do operador. Taxas de convergéncia seguem comeq@ncia desse resultado,
exibidas no Corolarig.10

Teorema 3.9(Convergéncia) Suponha que as Hipgeses3.1, 3.2e a Equaéo (3.29 sao satis-
feitas, e tomeH um espaco de Hilbert. Am disso, assuma que a sd@och-minimizant@ de
(3.1) est nointerior doZ(F) e que existeo € U tal que(3.30 é satisfeita e

cl[FFw|<1.

Entdo, paraa suficientemente pequeno temos as seguintes estimativas:

IF (ua) = F (@] < a |[F'(0) ]| + \/(CS)2+20!S(1+CHF’(U) wl)
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as+(c9)?/2+ acs||F' (U) w||
a(1—c|F"(u)wl) ’

(3.48)

em que

Demonstra@o: A demonstracdo desse teorema segue como a demonsti@d@mrema3.8
anterior, comd = 0 para dados exatos. O

O proximo resultado é bastante significativo para a nasalse, haja vista que a partir dele
serao obtidas as taxas de convergéncia para os resuitatasos nos Teorem&s8e 3.9. Para
apresentarmos tais taxas precisamos de uma estimativa gat@ncia de Bregman. Para isso
impomos condi¢des ao funciorfafjue sao suficientes para obtermos uma taxa de convergéncia
da ordem?d <5%> para dados com ru'ldo@e(az) para dados exatos.

Corolario 3.10. Sob as hipteses do Teorem2.8 assuma tam&m que hé duplamente dife-
renciavel numa vizinhanca de e que existe umimero M> 0 tal que, para cada u nessa
vizinhanga e \e 1,

(W' (U, vy <M |v||? . (3.49)

Entio, para a escolha do pametroa ~ 5%
Df (ud.u) = 0(8%) .
Para dados exatos, temos
DS <u2,U) =0(a?) .

Demonstra@o: A demonstracao desse corolario € idéntica do Camltaril2 Portanto, se-
gundo @.34 temosDﬁ (U—aw,0) =0 (a?).

Utilizando o resultado do Teoren$a8, o qual reIacionaDﬁ (u?,,U) com Dﬁ (U— 0 w,u)

através da desigualdad: 32), vaIeDﬁ (uﬁ,U) =0(a?).

Em particular, para a escolha de~ 53, resulta
Df (ug.u) = 0(8%) .

Repetindo essa analise para a estimaBv&ag do Teorema.9, encontramos a estimativa
D} <ug,U) =0(a?) ,

como requerido. O
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4  Um metodo iterativo para problemas
nao lineares

Uma extensao natural da teoria de regularizacao des&swmos Capitulo2 e 3 para ope-
radores lineares e nao lineares, respectivamente, éeova#gimento de um método de Tikho-
nov iterado. O termonétodo iterativaabrange um grande conjunto de técnicas utilizadas para
resolver um problema inverso e se caracteriza pela ohtetie aproximacdes sucessivas para
a solucao. Tais aproximacdes devem distar cada vezsmnsolucao procurada e o método &
iniciado tomando como ponto de partida uma aproximag&@irdada. Neste capitulo apresen-
tamos o método de Tikhonov iterado usando distanciasegnBan como termo de penalizacao.

Durante as Ultimas décadas a maioria dos métodos \tesatie regularizacdo mais co-
nhecidos para operadores lineares tém sido generalipadasoperadores nao lineares. Des-
tacamos os métodos de TikhondwKIN89, SEK93, tipo iteracao de LandwebeRpm99,
métodos de Levenberg-Marquarétgn973, Gauss-NewtonBak92 BNS97, Gradiente Con-
jugado Han97l e os métodos tipo-NewtorB[a97]. Citamos métodos que combinam alguns
desses, como TIGRA (Tlkhonov-GRAdiente Conjugad®giin03, [GPPOT e [WHLO0S].

O método a ser exposto foi inicialmente proposto &BE 05|, cujo principal resultado é
a introducao de um método iterativo para melhorar o dpseimo do modelo ROF apresentado
em [ROF93, usado no tratamento de imagens. Nessa proposta foramsug&tancias de
Bregman e considerada a semi-normaBdecomo funcional de penalizagao. Nesse mesmo
artigo Osher e os demais autores fizeram uma generalizi;atetodo iterativo para o caso
linear e por sua vez derivaram resultados teoricos, tamcemi-convergéncia e estabilidade.
A seqiiéncia desse estudo foi realizada &acp71 com a proposta de modificar o mesmo
método iterativo para o tratamento de operadores naartise As referéncias citadas nesse
paragrafo formam a base da teoria apresentada nesteloapit

Na primeira secao expomos a equagao a ser tratada ao dasge capitulo, bem com as
hipoteses a ela relacionada. Em seguida apresentamogaritrab baseado em distancias de
Bregman, cuja solucao é obtida através de um processdivio. Mostramos que os residuos
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obtidos pelos iterados sao decrescentes, assim comoaadssentre uma solucag e uma
solugaoh-minimizante, mensuradas pela distancia de Bregman.

Nosso proximo passo & mostrar que esse algoritmo estadeémdo no seguinte sen-
tido:dado uma sequénciay) gerada pelo algoritmo proposto & possivel extrair umaesub
guiéncia que converge para uma solugao do problemaagkiychesmo num sentido mais fraco.
Todavia, tais resultados de convergéncia nao sao derados para o caso geral, ou seja, para
qualquer funcionah convexo. Antes de mais nada precisamos de um funcional xomam
boas propriedades teoricas e acima de tudo que seja {piibitiaa para o tratamento de proble-
mas relevantes.

Na sec¢ao seguinte exibiremos um funcional com a segumoipdade: a convergéncia
da distancia de Bregman, induzida por esse funcional jégapl convergéncia na norrha, a
menos de uma constante.

Na Ultima secao sera exibida a condicao de nao lidade que assumiremos nos demais
resultados. Também sera mostrado que o algoritmo igaekiiesta bem definido para esse fun-
cional, no sentido que o elemenig, ; define o novo minimizador do problema regularizado e
o subgradientéy 1 pertence ao novo subdiferencial. O capitulo sera finddizaom dois resul-
tados importantes, um para dados exatos e outro para dakadads, para 0s quais mostramos
gue a seqgiiéncia dos iterados gerados pelo Algoritimassui uma subseqiiéncia que converge
para uma solucalo-minimizante. A nocao da convergéncia € dada nos réspsdeoremas.

4.1 Um Algoritmo baseado em disincia de Bregman

Assim como fizemos nos capitulos anteriores consideraraqaacao de operadores
Fu) =y, (4.1)

em queF : Z(F) — #H & um operador continuo, ndo linear e Fréchet difeeaeti comZ (F ) C
U um dominio convexo contido num espacgo Ban@th # & um espaco de Hilbert.

Uma vez que a Equacad.{) analisada &€ mal-posta no sentido de Hadamard a questao
referente a existéncia de solucao pode falhar, cassagfdeita garantimos unicidade. Sendo
assim, definimos o conjunto das solu¢cdes da Equatapdomo

8(y)={ucZ(F) | F(u) =y} .

Uma analise quantitativa para uma solugao regularizid&quacao4.1) foi feita no
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capitulo anterior; teoricamente temos bons resultados ph solucao. Neste capitulo inves-
tigamos um meétodo iterativo que possui a0 menos uma sudsei@ convergente para uma
solucaau® € 8 <y5> guando trabalhamos com dados inexatos.

O método aqui proposto € uma generalizacao para o mé@dikhonov iterado
(1 2 )
Uk+1 € @argmin EHF(u)—y‘SH + o |lu—ullg ¢ - (4.2)

A primeira iteracao desse método consiste na soluéasica de Tikhonov para problemas
nao lineares, encontrada a partir de uma aproximaca@inip. No método iterado damos
continuidade na resolugcao do problema utilizando a,8ollencontrada anteriormente como

uma nova estimativa e reiniciamos 0 processo, isto €&, leahms outro minimizador conforme
4.2.

A modificacao proposta para generalizar o método de Tigh@corre no termo de pena-
lizacao. Ao invés de usarmos a norma do espdcatilizamos a distancia de Bregman para
mensurar o desvio deem relacao ai. Consideramos o seguinte problema de minimizacao
como a generalizacao para?)

Ugs1 € argmin{% HF (u) —y5H2+ o DE (u,uk)} . (4.3)

Para que essa modificacao fique bem definida necessitacugem um subgradientg €
Jdh(ux) em cada iteracao. Essa tarefa ndo exige muito esfaogereando a condicao necessaria
de otimalidade de primeira ordem para um minimizador locapblema regularizado dado
em @.3) temos um bom palpite para a atualizacao do mesmo, a saber,

&1 =&k — aikFl (Ugr1)” (F (Uky1) — y6> : (4.4)

Com as Equacded () e (4.4) definimos o método iterativo baseado em distancias dg-Bre
man estudado ao longo deste capitulo.

Na formulacao apresentada no Algorittho parametro de regularizacéag possui apenas
uma exigéncia: ser estritamente positivo. O mesmo pods®do constante ao longo das
iteracOes, ou ainda, ser atualizado por algum processyuado.

Quanto ao critério de parada para o Algoritipgara dados exatos, nao existe uma limita-
¢ao para o niUmero de iteracdes. Assim, podemosliveaite atingir a tolerancia requerida.

Observa@o 4.1.Na Equaéo (4.4) damos umadrmula expicita para calcularéy . ; em rela@o
ao subgradiente anterior. Podemos facilmente reescressa equago como um somatio
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Algoritmo 1 Tikhonov generalizado com distancia de Bregman
Dados: up € Z(F)ndom h &y € dh(up)

1. k=0

2: ax>0

3: repita
(1 2

4: Uk+1 € argmln{é HF (u) —y‘5H - akDﬁk (u, uk)}
1 .

5 ki1 =&k — a—kF' (Uky1) (F (Uky1) —y6>

6: k=k+1

7 ag>0

8: até convergéncia

envolvendo todos os subgradientgsanteriores. Para ver isso basta escrevermos algumas
iteragdes usando sempre a exp@sencontrada na iterap anterior. Dessa forma encontra-
mos como defindp equivalente §4.4)

k
== 3 o F () (F (ua) ) (4.5)
i=

O Algoritmo 1 possui boas propriedades. A primeira a ser apresentadatgaranonoto-
nicidade decrescente do residuo obtido pelos iteradoge ¢ie esse resultado independe de
hipbteses adicionais ao operadror

Lema 4.2. Os iterados definidos no Algoritmiosatisfazem
[v2—F (e < |y -F o - (4.6)
Demonstra@o: Uma vez quel, 1 € o minimizador de4.3)

% H)"S —F (Uk+1)H2+ DR (U1, Uk) < % Hy6 —F (Uk)H2+ kD (U, U)

el

Evidentement@ﬁk (uk, ux) = 0 e portanto a Gltima igualdade acima é trivialmente fatées

Visto queDﬁk (Ukr1,Ux) > 0, a soma do lado esquerdo da desigualdade acima & maior do
gue cada termo da soma, em particular
1 2 1 2
5[V -F || <5y -Fw)|

Multiplicando por 2 em ambos os lados da desigualdade acemfr&ndo a raiz quadrada
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em seguida, confirmamos a desigualdad)( visto que todos os elementos sao positivds.

Outra propriedade a ser demonstrada & a monotonia con@oetadistancia de Bregman
entre os iterados, a saber
Dﬁk+l (U7 uk+1) < Dﬁk (U7 Uk) :

Esse resultado é verdadeiro sob uma condi¢ao de néaitiaele exigida ao operadbr.
No Capitulo3 apresentamos duas condi¢cdes de nao linearidadse g((3.6), no entanto aqui €
requerido outra variagao.

Lema 4.3.Seja Y € # uma medi&o do dado observado. Para dadqsaéy, se o iterado ki1
obtido da solugo de(4.3) satisfaz

¥ = F (Uee0) = F (uhera) (= uen)| < |y =F ()| @4.7)
para0 < c< 1, engo
D (U, Uy 1) — DE (T, Uk) + D¥ (U1, U) < —=— HY5 F (Ukt1 H : (4.8)
Demonstra@o: Através da Proposica®.15garantimos
Dy (T, U 1) — D (T, U) + D (U1, U) = (Ee1 — &, Uy —T) . (4.9)

Usando a igualdade (4) reescrevemos somente o lado direito da equacao acima com

(€ki1— &k U1 —T) = <—aikF/(Uk+1)* <F (Uks1) _ya) : Uk+1—U>

_ aik (F ()" (F (o) =) 0t
— aik<F(Uk+1)—y5 ,F (Ui (U—uk+1)>g{ _ (4.10)

A (ltima igualdade é valida pela definicao do produtaldalidade.

No segundo termo do produto interno el vamos somar e subtrafr (U, 1) —y° de
modo a preservar a igualdade, e pelas propriedades do printrino no espaco de Hilbert
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temos
@10 = T (F 1)~y F (U (0 tho) +F ()~ — (F (uen) -y )
o (Fue =y~ (Fuc "))
2 (F Ue) =Y () (0 ) 4 F (i) —y°)
k

H

=

H

H

— —aikHF(uk+1)—y5H2—i< (Uks1) —Y° L ¥YO —F (Usq) — F(Uk+1)(U—Uk+1)>

H

VAN

—aikHF(UkH)—Y(SHZ——HF (Ukt1) Y6HHY5 F (Ugy1) —F' (Uk+1)(U_Uk+1>H :

Para a Gltima desigualdade acima usamos a desigualdadeudbycSchwarz. Note que a
Gltima expressao é igual a

_aik HF (Ukt1) —YéH (HF (Uks1) —Y5H - HY(S —F (Ugg1) — F' (uy1) (T— Uk+1)H)
_ aikHF(uk+1)—y‘5H(Hy‘S—F(uk+1)—F’(ukH)(u_ukH)H_Hp(um)_yé”)
L e o) -2 (e ) -2 - [F 2] 411

IA

A (ltima desigualdade obtida & baseada na hipo#sg gara uma constante c < 1.
Continuando essa estimativa

@13 = of[F e (le-2F @)

(c—-1

= ;k )HF(UkH)—yéHZ

_ _<1;k°> |F e -y (4.12)

Visto que @#.12 estima o lado direito det(9) entdo € satisfeita a estimativa

-7

Dékﬂ(u Uki1) — DE"(u uk)-i—DE"(ukH,uk

t

Esse resultado & muito importante, pois se nao fossevebgsirantir qual, esta proximo
de uma solucag, tampouco garantiriamos resultados de convergéncagpalgoritmol. Por-
tanto, nos principais resultados deste capitulo devemgsrieneiro lugar verificar as hipoteses
do Lema4.3

Esse resultado também & valido quando a medicao das @éadesprovida de ruidos, isto &,
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paray® =y.

4.2 Um funcional com varia@o limitada

Iniciamos o Capitul® com a apresentacao da teoria de regularizacao numxtortem
geral, extraindo resultados para um funcional de pen@@aonvexo e semi-continuo inferi-
ormente. Na Se¢ad.3 mostramos que a escolha de um funcional especifico afeartesia
classica.

Nesta secao escolhnemos um funcional de penalizacaebpetial, combinando a penali-
zacao de Tikhonov (Sec¢a@b3.]) com penalizacao de variacao limitada, visto na 8&:3.2
Com isso buscamos aproveitar caracteristicas de caddaonede especial a possibilidade de
reconstruir solu¢cdes nao suaves. A analise do Algariingé feita em relacdo ao funcional
introduzido nesta sec¢ao.

Um interesse em particular &€ o tratamento de imagens tesnimbrradas ou embacadas.
Em inglés o processo para a correcao de tais efeitoshl&ecao comaleblurring

Figura 4.1: Exemplo imagem borrada Figura 4.2: Imagem original - fotbgrafo

Para os proximos resultados consideramos um operadtineacF tal queZ(F) C L?(Q)
e Q ¢ R" & um dominio Lipschitz limitado. Definimos o funcional denglizacao convexo
como

1
h(u) = 5 IlullZzq) + Ulsvia) - (4.13)

Esse funcional foi proposto no artigpBG" 05] na secao de futuras generalizacdes. Com
a escolha desse funcional obtemos um resultado muito iangiergue relaciona a convergéncia
da distancia de Bregman com a convergéncia no edpa@). O proximo lema garante uma
limitagao inferior para a distancia de Bregman nesséscoo.
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Lema 4.4. Se hé o funcional convexo definido €13, ento

1 2 £

5 IV=ullz(g) = Dy, (v.u) (4.14)
paratodouve Z(F)eé € dh(u).
Demonstra@o: Visto queh satisfaz as hipoteses da ProposiBab6, temos

Dﬁ (u) = Dﬁi (v,u) + Dﬁi (v,u)
&1
Z Dhl (V7 U) ) (415)

1
comhy (u) =  ullEq). ha(u) = |Ulev(a). &1 € Ohs(u) e &2 € dha(u).

. 1
Observando os calculos efetuados na S&;:ad, temosDﬁi (v,u) = > lv— UHEz(Q). Por-
tanto, o resultado segue de15H. O

A prova desse resultado esta ligada diretamente a deragastda Proposica®.16 e por
sua vez depende da igualdade érP]. Resultados analogos podem ser repetidos desde que
as hipoteses desses resultados sejam preservadas. Rgri@xegoderiamos adicionar outro
funcional Gateaux diferenciavel e®.{3 e o resultado da proposi¢cao continuaria valido.

Outra propriedade importante & fornecida pela desigdaldie Poincaré-Wirtinger em
[EG92, garantindo a imers&o continB (Q) C L?(Q), isto &, existe uma constante> 0
tal que||ul| 2(q) < c|ullgy(q) Para todal € BV (Q).

4.3 Propriedades do algoritmo

Esta secao & a mais importante do capitulo, pois extiresultados que comprovam a
eficiencia do algoritmo introduzido no inicio deste ¢alm. Em especial, mostramos que
a sequénciduy) gerada pelo Algoritmd possui uma subsequéncia que converge para uma
solucao da equacao operadérlf, tanto para dados exatos quanto para dados com ruido. Tais
resultados sdo demonstrados com o auxilio da hipbtekealseguir.

Hipotese 4.5.Seja F: 2(F) c L?(Q) — # um operador o linear seg@ncialmente fraca-
mente fechado, com’F) localmente limitado. Suponha que a coridigde 1do linearidade

[F (v) = F (W) = F" (u) (v—u)|| < n lu=Vl2q) IF (u) = F (v)]] (4.16)

é satisfeita para todos elementos us B, (U) N Z(F), para algumn,p > 0 em queB, (T)
denota a bola aberta sobmde raiop em 1?(Q) et € $ (y)ndom h.
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Com essa hipotese valida derivamos uma estimativd.dé) (Util para os proximos resul-
tados, conforme a seguinte observagao:

Observa@o 4.6. Podemos reescrever o lado esquerdo da desigualdade dadé #8rcomo

|=F" () (v=u) = [F (u) =F ]| = [|[=F"(u) (v=w)[[ = [F () = F W)]| -
Essa estimativa resulta da desigualdade triangular. Pattoldireito de 4.16) temos
[F' (u) (v—w)|| = [F (u) = F (V)[| < 1 [lu=V][ 2 IIF (u) = F (W)]| -
Por sua vez, reescrevemos a desigualdade acima como

[F' @ =l < (240 Ju=vilzq) ) IF W -F W] - (4.17)

Essa estimativé \alida sob as mesmas constantes e su@esigntroduzidas na Hitese
4.5.

O Algoritmo 1 intuitivamente esta bem definido, pois tomamos a solugag como um
minimizador de um funcional semelhante aqueles utilizadsscapitulos anteriores e o sub-
gradiente é atualizado de modo analogo a Obsen@&g@adada no Capitul8. Caso nao exista
um minimizador para o funcional proposto ou ainda, se o subigntey. 1 ¢ dh(ux.1), o al-
goritmo & inviavel. O prbximo resultado trata da efici@do algoritmo proposto com relacao
a essas questoes.

Proposicao 4.7. Seja F um operador satisfazendo a Blipse4.5. Tome ke N e y, {x um par
de iterados fornecidos pelo Algoritnio Entio existe um minimizadoiu, para(4.3) e k.1
definido em(4.4) satisfazgy 1 € dh(uk.1) -

Demonstra@o: Primeiro vamos provar a existéncia de um minimizaggnr para o funcional

definido em 4.3), a saber
38 (u) = % HF (u) —y‘5H2+ D (u,uy) | (4.18)

comay > 0.

Conforme a formulacao do problema temsm hC Z(F) e pela Hipoteset.5 temos
2(F) C L?(Q), logodom hc L?(Q) e assiméy € L?(Q) para toddck.

Inicialmente supomosg e &y dados iniciais bem definidos. Supomos ainda que existe um
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elementai € Z(F) tal que\]gk (u) < 0. Sendo assim, podemos definir um escBlar 0 tal que
B=int{3 () | ue 2(F)} .

Portanto, existe uma sequéncia minimizafug € Z(F) N BV (Q) que converge para o
valor minimo, isto &, limJg, (uj) — B.

Como essa sequéncia € convergente existe uma conktantetal que

3 () <M, vj.

A partir dessa limitacao e da Definica® 18, temos

M
D (uj, u) < o (4.19)

para todoj e ax > 0.

Usando a definicao da distancia de Bregman e o funclodatio em .13 obtemos

Dﬁk(ubuk) = h(Uj)—h(Uk)—<fk,Uj—Uk>
1 2 1. .0
- §HUIHLZ(Q)HUI\BV(Q)—QHUkHLZ(Q)—Wk\BV(Q)
— (&, uj) 4 (&, W) (4.20)

Para melhorar a definicao dessa distancia observamos que
1 2 1 2 1 2 1 2
il — @ u) = 5 luila + 5 18 P — (& ) = 5 1l
1 2 1 2
= 3 [Juj = &l o) — 5 léklltzq) - (4.21)
Dessa forma,
1 2 1 1
420 = 5 U — &l[ 20 — 5 ka”fz(g) +lujlevie) — 5 Ukl P2y — [UlBv(a) + (& » Uk)
1 2 1
-~ 5 Hui - EkHLZ(Q) +[ujlev(Q) — 5 <HUKHEZ(Q) + ”EKHEZ(Q) —2(8k Uk>> — [uklgv(0)
1 2 1
= 5 |uj — EkHLz(Q) +|ujlBv(q) — > | — EkHEZ(Q) — [Uklgv(Q) - (4.22)
Em resumo, para um paskdixo e para todg

1
Dy (uj, U) = > [lui = Ek”iz(Q) +1Ujlev(Q) = & (4.23)
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1 .
comey = 3 uk — EKHEZ(Q) + [Uk|Bv(q) Uma constante positiva.

Com isso combinamog (19 e @4.23 e concluimos
1 2 M ~
éHuj_EkHLZ(Q)_'—|Uj|BV(Q) Sa—k+0k=|\/|k, (4.24)

em queMy > 0.

Em particular essa limitagao vale para cada parcela da,smsaber

Ujlav(@) < M. - (4.25)

Por argumentos de compacidadxiste uma subseqiiéndia;,,) € BV (Q) que converge
fracou;,, — 0, paraue BV (Q)NL2(Q).

Como o funcional]gk () & seqiiéncialmente fracamente semi-continuo infeeote

Jg.(0) < |ir?rinf33k(u,-m):|ijTJgk(ujm):nEnJgk(u,-):B (4.26)

Note que as igualdades acima derivam da existéncia deelitmtite da subseqiéncia e da
definicao da sequéncia minimizante, respectivamente.

Portanto, o limiteu“existe eu™c BV (Q) NL?(Q). Alem disso, & satisfeita a igualdade
Jgk (0) = B, ou sejau= argmin{\]gk (u) Jue .@(F)}.

Para concluir a primeira parte da demonstracao dessasigd basta definig, 1 = Q.

A segunda etapa da demonstracao consiste em provdgague dh(uy.1). Para fazer isso
aplicamos o resultado da Proposi¢ad2

De fato, o funcional]gk (-) definido em 4.18 através da soma de um funcional Gateaux
diferenciavel e outro convexo, respectivamente. Cadeidual satisfaz as hipéteses da propo-
sicao referida e definimos

o) =5y -Fu

2
@) (4.27)

@ (U) = DS (U, uy) (4.28)

Na primeira parte da demonstracao provamostgue € Z(F) & o minimizador delgk ()
e pela ProposicaB.12 segue

(V) > @(ukr1) + (— @ (Uky1) s V—Uki1) (4.29)

1Tais argumentos sao repetidos nos teoremas a seguir.
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para todov € Z(F).

Fazendo os calculos necessarios e substituindo os huaisip e ¢ ha desigualdade acima
resulta

0D (V) > DR (U1, ) + (—F (Uee)” (F (Ue) =y7) v —isa) -
Mediante opera¢des basicas temos

D (V. U) — DE¥ (Uy 1, > aik<—F'<uk+1>*(F<uk+1>—y5) V= Uka) . (430)

Observando somente o lado esquerdo da desigualdade agilicajms a definicao da
distancia de Bregman para encontrar a igualdade

D& (v, u) — D& (Up1,u) = h(V) —h(uy) — (&, v— )
—[h(Ukg1) —h(ug) — (€K » Uks1 — Uk)]

= h(v) =h(Ug1) = (&, V—Uks1) - (4.31)
Substituindo o lado esquerdo de30 pelo lado direito de4.31) obtemos
1 / *
h(v) —h(uia) — (8, V—Uky1) > _a_kF (Uk+1) (F (Ukt1) —Y5> V= Ukl )
Para melhor compreender essa desigualdade vamos reekcommo
1, .
h(v) > h(uc1)+(ék— a_kF (Ukt1) (F (Uks1) —y6> V= Ukl ) -

Por fim, usamos a Defini¢& 9 para concluir quéy, 1 € dh(ux.1), em que

i1 = B o F )" (F ) ) (4.32)
0

O resultado apresentado acima pode ser repetido para utoignais convexos ao invées
de @.13, desde qud seja sequéncialmente consistente e satisfaca as,desdénunciadas
nesse resultado.

Na sequéncia do texto apresentamos o0s principais rdssltarimeiro para dados exatos
e em seguida analisamos 0 mesmo problema para dados can Esish esquematizacao € a
mais natural, contudo nos capitulos anteriores procedelfierentemente com o objetivo de
simplificar as demonstracoes.
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Para o problema regularizad.18 com dados exatos e com um parametro de regulariza-
cao finito, exibimos condi¢des suficientes sobre o ajmré e sobre os dados iniciaig e &g
com o objetivo de garantir a existéncia de uma subsedgienavergente para uma solucao da
Equacao4.1), gerada pelo Algoritma a partir dos dados iniciag e &o.

Teorema 4.8(Convergéncia) Seja F um operador sob a Hipese4.5e tomey < mln{ﬁ, 7}
paran, p como en(4.16), 0 < ax < a, h(U) < « e os valores iniciais g4 &y € L? (Q) satisfa-
zendo [ﬁo (T,up) < % paraumu € § (y). Entio para dados exatos toda sub&éqcia de(uy)
tem uma subsé@ncia convergindo para umd § (y) na topologia fracax de BV(Q). Alem

disso, se8 (y) N B, (U) = {U}, enfio y — U em BV(Q).

Demonstra@o: Dividimos esta demonstracao em quatro passos a fim dédaal compre-

ensao.

Passo 1: Por inducao sobrk vamos mostrar que para to&ms elementos da sequéncia
(uy) estao proximos de.

Primeiro verificamos para= 0. Para isso reescrevemos a hipbtese apresentada no-enunci
ado desse teorema sobre os dados inicigi§ € L% (Q) como

21/2D% (U,up) < y . (4.33)

Supomos que essa desigualdade vale parako®ortanto, a hipétese de indugao sobre o

21/2D% (u,u) < y . (4.34)

Vamos mostrar sua validade para o pari, k1.

paruy, & dados pelo Algoritmd &

Por @.3) temos que, 1 minimiza o funcional
1
Jay (W) = 5 [|F () —y* + oDy (u. i)

com dados sao exatos.

Comoug 1 € o minimizador do funcional dado acima vale

Jo (Uky1) < Jgg (T)

parau tal queF (u) =Y.
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Reescrevendo essa desigualdade com a definicao do fahegularizado, temos

1 1 _ _
5 IF (Ues1) = YIP 4+ oD (U, ) < 5 IIF (@) — I + Dy (0 i)

= CIkDﬁk (T, uy) .

Como o lado esquerdo da desigualdade acima & compostaopedede dois termos positi-
vos, cada um deles é estimado pelo lado direito; visto qug 880 positivos em particular vale

D (U 1, U) < DEF (T, ui) - (4.35)
Através do Lemd .4, Equacao4.14), obtemos
1 2 &k
5 U1 = Ukl 2 < DR (Uky2, Ui - (4.36)
Associando a estimativa acima com35 concluimos
1 > _
> U1 — Ukl L2 () < Dﬁk (T, ) -
Essa estimativa € equivalente a

U2 = Ul a) < /2D (B - (4.37)

Novamente pelo Lemé.4 garantimos

1 2 _
5110 UlIF2 ) < DR (U ) -

Reescrevendo essa estimativa de maneira convenientmabte

||lu— uk|||_2(Q) </ ZDﬁk (T, u) . (4.38)

A combinacao de4.37) e (4.38 resulta em

Huk+1—UH,_z(Q) = HUk+1—Uk—<U—Uk)”L2(Q)

IN

U1 = Uil L2y + 1T — Ukl 2
\/2D% (@0 + /208 (T ug

21/2D% (u, uy)

y.

I IA

N
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Note que para a desigualdade estrita obtida acima usampé&tase de inducad (34). Em
resumo

U1 = Tll 2y < Y- (4.39)

Uma vez quey < 5 temos||uy1 — Ul 2(q) < p. Portanto, concluimos qug,1 € B, ()N
2(F) e com isso é possivel aplicar a Hipotdsge Tomandau = uy. 1 € v = U na desigualdade
(4.16, obtemos

[F (@ = F (U1) = F (Up1) (0= i) < 0 U —Tll2(q) IF (Uka) — F (D))

< ny||F (W) —F @] . (4.40)

A Ultima desigualdade estrita acima resulta4i89.

Como por hipotesg < % temos O< ny < 1. Visto quet é tal queF (U) =y, a desigualdade
acima satisfaz a hipotese requerida no Lén®parac = ny. Portanto, por4.8) segue

DI (T, Uy 1) < DE< (T, U) - (4.41)

Multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por 8 eguidseextraindo a raiz qua-

2\/ 2D (T, Uy 1) < 21/ 2D% (T, uy) - (4.42)

Pela hipbtese de inducao o lado direito dessa desigimklastimado pay, logo

drada, temos

2\/2Dﬁ"+1 (U,u1) <Vy. (4.43)

Dessa maneira mostramos que para todoN vale [ug— Ul 2q) < y < p; além disso,
usando a Hipotes&5podemos aplicar o Lem@& 3 para todos os iterados.

Passo 2: Neste passo mostramos que

(o]

3 g IV F )l <o (4.49)

Esse resultado & necessario para 0 proximo passo da seaga.

Como vimos no passo anterior, pelo Lemaa desigualdadel(8) vale para cadk. Vamos

reescrevé-la como

oIy -F )P <DF@u) . (445)

DI (U, Uy 1) + DS (Ues 1, U) +
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Uma vez que essa desigualdade vale para kpgmdemos somar os valores dessa desi-
gualdade para ok primeiros termos. Para isso fixamos k& N qualquer e aplicamos um
somatorio em ambos os lados da desigualdade acima da teefpuima

k—1
%Df'”(u Uir1) + Z}D (Uir1,U) + % _nyHy F (Uis1)]] 2 < %DE' 0,u) . (4.46)

Observamos que o primeiro termo do lado esquerdo pode seriteeapds uma mudanca
de variavelj =i+1 como
k—1

k
Z DgJ =5 Dﬁi (U,u;) + D (T, ) -
=1 =1

Para o somatério do lado direito d&46) retiramos o primeiro termo do somatério, assim

Z)DEI a DEO + ZDEI U U|

Mediante essas observactes podemos cancelar os termelhaetes de cada lado da de-
sigualdade. LogoA(46 é igual a

D (u +%Df' i1, U +Z) =y F ()2 < DF @)

Uma vez que o lado direito da desigualdade acima & Iimitaxdo‘é—zpe o lado esquerdo &
formado por termos positivos segue

k—ll
A= 3 G Iy=F sl < By @Ew)

y2

<§.

Tomando o limite par& tendendo a infinito resulta

i;a ly—F (ui1)]* < 8-y <o,

Segundo o teste da divergéncia de uma série, se umas&ie/érgente entao o limite do
termo geral deve ir para zero. Aplicando esse teste nac@mnergente acima obtemos

F(uw)—y, (4.47)
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em#H.

Passo 3:Este passo & o mais elaborado da demonstragao. Mosteaingtacao uniforme
da sequénci@h(uy)) obtida através da aplicacao do funciohatos elementos da sequéncia
(uk) gerada pelo Algoritma.

Lembramos da definicao da distancia de Bregman @nérey induzida pelo funcionah
para algunk € N fixo, como

DE¥ (8,u) = h() — (%) — (&, 0 u) .
coméy € dh(uy) dado por 4.4).

Uma vez que a distancia de Bregman sempre & positiva, vale

h(u) < h(0) = (&, U-u)
< h(@+ |<5k u-— Uk>\

<EO— % F'(Uir1)" (F (Uir1) —Y) ’U—Uk>| . (4.48)

CI

I
CI

Para obter a Gltima igualdade acima usamos a definicavadgnte para, exibida em
(4.5.

Tecemos uma observacao sobre o produto de dualidade.a¢igta que os elementos da
primeira parcela dessa aplicacao pertencem ao espddandeh?/*, dados dois elementos no
dual e um escalar a soma deles ou a multiplicacao por uneeseada pertence ao dual. Uma
vez que o somatorio é finito e as constamtesao positivas para todg temos

(4.48 < h(U)+|<EO,U—Uk>|+.Z)$}<Fl(ui+1)*(F(Ui+1)_Y) ’U—Uk>}

< h(W +lollL2(q) [[0— Ukl 2(q) +Z)—||F Ui+1) — Y| [|F" (Uisa) (T—w)|

VAN

h(@) + vl éollL2(q) + ; a IF (ti+1) = VI |F (Uia) @ wo) || - (4.49)

Para obter a pendltima desigualdade aplicamos a desagleatt Cauchy-Schwarz e para
a Gltima usamos a conclusao Basso I ||u— Ul 2q) < V-

Vamos nos ater apenas ao terfitd (Ui 1) (U— uy)|| € buscar uma estimativa para ele a fim
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de substitui-la em4(49. Para todo indice & i < k—1 vale

[F (Uis1) @—u)|| = [[F" (Ui+2) [0 Uipr — (U — Uia)]

<P ) @)+ [ ) (et - (4.50)

Vamos estimar os dois termos do lado direito da desigualdeidea.

Através doPasso lobtemos||tu— uy[| 2oy < y para todd e aindaui,1 e ux € By (). Com
isso aplicamos a desigualdadel(?) duas vezes: primeiro paka= U e depois para = Uy,
ambas conu = uj, 1. Fazendo isso encontramos

IF ) @) < (1400wl IF ) - F @)
< (1+nY)[F (u) ~F ()]

= (1+nY)[F (U1) -yl (4.51)
e
|F' (uit1) (i —uiza)|| < <1+'7 HUi+1—UkHL2(Q)> IF (Ui1) —F ()]
= (240 v~ 0= (= D)llz(y ) IF (U12) — F (w)]
< |20 (b1~ Uleoy + Uk~ Uz ) | IF (U42) = F (uo)]
< [1+n(y+yIIF (Ui1) —F (U]l
= (1+2ny)|[F (Uis1) =y — (F () = y)
< (1+2ny) ([[F (Uis2) =Y+ [IF (u) — 1)
< (A+2ny) ([[F (Ui+1) =Yl 4 IF (uiv2) = Vi)
= 2(1+2ny)|[F (Uis1) =Yl - (4.52)
A Ultima desigualdade € garantida pelo Lefm2 uma vez qué < k—1 (ou melhorj+1 <
K).
Combinando as estimativag.bl) e (4.52, conseguimos uma estimativa pada50 da
forma

(450 < (1+ny)lF (Uir1)—yl+2(1+2ny)||F (Uit1) -Vl
= (3+5ny)|IF (ui+1) =yl - (4.53)
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Com a estimativa acima voltamos449 e vale

kfll
(449 < h(U)“i'V”fOHLz(Q)“i'.Z)a||F(Ui+l>_y||(3+5r’y) IF (Uit1) =Yl

k—1

1
= (@ +Vlluzg) + (3+51Y) 5 -IIF (wen) =¥ (4.54)
I=
Por fim, por 4.48 temos
k—1 1 5
() <N@+ ¥l +(3+51Y) 3 2 IF (s -y (4.55)
1=

Uma vez que n®asso 2mostramos que 0 somatorio presente na estimativa acinsaipos
um valor finito, concluimos a limita¢ao uniforme kéuy) para toddk.

Passo 4: No passo anterior concluimos que para tkdo
[h(u)| =h(u) <N,

comN > 0 dado pelo lado direito da Equac¢abg5).

Visto que o funcionah & dado por4.13, temos
Ukl 2(0) + |UklBv(@) < R, (4.56)

para umR > 0 e para os elementos da sequérigia € BV (Q) NL? (Q) extraida do Algoritmo
1

Da estimativa acima e através do Teor&n@de Banach-Alaoglu temos qd (0) & fraco-
+ compacta ent.? (Q) e emBV (Q). Portanto, podemos extrair uma subseqiiéfgig) que &
fraco-x convergente erh? (Q) para um elementoc BV (Q)NL?(Q). Novamente utilizamos o
teorema de Banach-Alaoglu para obter uma subsequéaciafrconvergente erBV (Q). No
entanto, aplicamos esse resultado na subseqi@ng¢iague possui as mesmas propriedades da
sequénciduy). Portanto, a subseqiién¢ia | m) converge fraca-convergente erBV (Q) para
0 mesmo elemento que a subsequéfaia) converge.

Para nao carregar a notagao definirags:= ux; m. Em resumo, observando qué(Q) &
um espaco reflexivo, temos
U, — U emL?(Q) (4.57)

U, —u emBV(Q) , (4.58)
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parau € BV (Q)NL?(Q).

Por fim, mostramos que o limitec S (y). Pela Hipotesd.5 o operadof~ & fracamente
sequiéncialmente fechado, isto &, o graficd-defechado na topologia fraca t4é(Q). Como
U, — uemL?(Q), (u,) € 2(F) e por ¢.47 sabemos qué (ug,) — Y, pelo teorema do
grafico fechado (Teorem 13) concluimos quel € S(y) e F (u) =Y, isto é,u € §(y). Deixa-
mos claro que o elemento limite possui as mesmas proprisdadeelementag da seqiéncia

gerada pelo Algoritmd do qual extraimos a subseqiién@ig) e portantau € Z(F) N B, (U).
E claro que s& (y) N B, (U) = {U}, a subsequéncig_, — uemBV (Q). O

Quando procuramos uma solucao para um problema com dadtiss eatravés do Algo-
ritmo 1 nao nos deparamos com dificuldades relacionadas a umadte parada, necessario
para resultados de semi-convergéncia. Com uma boa egualdaima aproximagao inicial o
resultado anterior garante a eficiencia do Algorittre®m nos preocuparmos com o hiumero de
iteracOes. Esse fato nao se aplica para problemas cons deekatos.

Quando os dados coletados apresentam perturbacdes, guedseja conhecido o nivel
de ruidod e os dados inexatos sejam controlados da fonay‘SH < 9, exibimos apenas
um resultado de semi-convergéncia; isto &, garantimabiisdade do algoritmo até um certo
passo e a partir desse indice ele torna-se instavel. Batarnar essa dificuldade utilizamos
o principio da discrepancia como critério de parada enthefis o indice de paradd como o
menor inteiro tal que a desigualdade

HF (U _y5H <15 (4.59)

é satisfeita, comt > 1. TomamosJ- como a solugao regularizada para o problema com dados

inexatos.

No proximo teorema testamos a robustez do método ineekiigara dados com ruido.
Caso seja possivel melhorar as estimativas para o niel,rconstruindo uma sequénciay,)
que tende para zero, damos condi¢Oes suficientes pardigamexisténcia de uma subsequéncia
convergente gerada pelo Algoritrh@om o critério de parad4 (59, para unt especifico; alem
disso, mostramos qué€ € finito. No final da demonstracdo reunimos os detalhesetana e
atualizamos o algoritmo exibido no inicio do capitulo.

. A . . . 1
Teorema 4.9(Semi-convergénciaSeja F um operador sob a Hipeset.5e tomey < min { T %}
paran, p como em4.16, 0 < a < ax < @, h(U) < « e os valores iniciais gy & € L?(Q) sa-
tisfazendo [ﬁ“ (U,up) < g para umu € 8 (y). Sejamdy > 0 para todoindice me N, dn — Oe
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os correspondentéadices de paradajkencontrados atra&s do criério (4.59 com

1
1-ny

(4.60)

Entdo para cadady o indice de parada finito e toda subsé&gncia de(uk;n) tem uma sub-
sediéncia convergindo para um @ §(y) na topologia fracox de BV(Q). Alem disso, se
8$(y)NBp (U) = {U}, U, —Tem BV(Q).
Demonstraéo: Dividimos esta demonstragao em cinco passos devido $eas&o.

Passo 1: Tomed > 0 arbitrario e o fixamos.

Em seguida tomamds' o correspondente indice de parada fornecido $c&9, aqui ele
pode ser infinito.

Para todd tal quek < k* — 1, isto &, aqueles que nao satisfazdns9 vale

HF(uk)—y‘SH >15. (4.61)

Vamos mostrar por indugao solkejue cada elemento da sequéneig) esta proximo da

solucaau.

Primeiro verificamos para= 0. Para isso reescrevemos a hipotese feita aos dadossinicia

21/2D% (U,up) < y .

Supomos que essa desigualdade seja valida paratoBortanto, a hipotese de inducao

Ug, & € L?(Q) como

para o pau, & dados pelo Algoritmd é
21/2D% (0, u) < y . (4.62)

Vamos mostrar que ela vale para o pary, k. 1-

Por definicao dos iterados e 8), para um passioqualquer temos qug ;1 & minimizador
do funcional
1 2
B W=7 [F )=y + adf o - (4.63)

Em particular para tal queF () =y, visto queuy 1 & o minimizador do funcional acima,
vale

Jgk (Uk+1) < Jgk (U) :
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Reescrevendo a desigualdade acima com a definicao dohahde regularizacao obtemos

1 2 1 _ 2 3
EHF(qu)—y‘SH + oDy (U1, ) < EHF(U)_yéH + oDk (T, uy)
1 2
B EHy_yaH + aDy (0, )

1
552 + GkDﬁk (T, u) .
Lembrando que para todo< k* — 1 vale @.61), temos

1 1 2
E(T5)2+akDﬁk(Uk+1,Uk) <3 HF (Ukt1) —Y(SH + D (Uky 1, U) -

Combinando essa desigualdade com a anterior obtemos

1 1
§(r5)2+akDﬁk(uk+1,uk> < E52+orkDﬁk(U,uk>.

Associando os termos semelhantes no lado esquerdo daaldside acima segue

1
552 (Tz — l) + CIkDﬁk (U1, Uk) < GkDﬁk (O, u) -

Como por definicaa > 1 temos(r2 — 1) > 0. Usando esse fato e tomanda> 0, para
todok

Dﬁk(uk+1auk) < Dﬁk (T, ) - (4.64)
Pelo Lema&at.4temos
1 2 ék
> [Ukt2 = Ul 2q) < Dy (Ui, U) -

Combinando essa relagao com a desigualdadd)(obtemos

Ui — Udlizie) < /2D (T,u) - (4.65)

Novamente pelo Lemé.4vale

l0—ulz@ < \/2Df (0 u) . (4.66)
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Por fim, combinando os resultad@sg5 e (4.66 concluimos

U1 = Tllz) = [[Ukpr— Uk — (U= Ui [ 2

< [Juirs — W[ 2q) 4 10— UkllL2(q)
/208 (0w + /20 (0w

21/ 2D (1, uy)

< .

N

Note que a tltima desigualdade provém da hipotese de#@ud@.62).

Comoy < p concluimos pela estimativa acima gl 1 — UH|_2 < p e portantaug 1 €
Bp ().

Para finalizar d®asso ldevemos aplicar o Lem&3, antes verificaremos sua hipotese.

Como por hipbtesed(16) € valido, aplicamos tal resultado para- ux, 1 ev =T; utilizando
(4.6]) verificamos a condi¢ao de nao linearidad&)

|2 = F (W) = F (W) @) = Y2 = F (@) +F (0) = F (Ue2) — F' (Uky2) (0= Uiy
< Hy6 yH+HF F (Ur1) —F' (Uker) (0= Uya) ||
< 0+ N ||kt — T2y IF (Uksa) — F ()]
< 5+nv||F(uk+1> y||
= ny[Fuey -y~ (y-v)|
< &y ([F e —V‘SH+HV-Y‘5H)
< 5+nv(HF<uk+1)—y‘5H+5)

5+’7V5+'7VHF(UK+1)_Y6H

%(1+nv)5f+'7VHF<“'<+1)_V6H
- %(1+ny)HF(Uk+1)—y6H+'7VHF<U"+1)_V6H
- [%(1+nv>+nv} HF(Uk+1>‘y5H ‘

Portanto, par& < k* — 1 vale a condicao de nao linearidade?j e por sua vez a hipotese
do Lemad.3é satisfeita para a constante

1
=—(1+ny)+ny. (4.67)
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Note que, de fato, tomandocomo definido acima, temosfc < 1 devido a escolha de
dado por 4.60.

Reescrevendo o resultadb §) obtido pelo Lemat.3, vale
l-c 2
DR (0, 1) D (U180 = = ||y —F ()| < D (0L (4.68)

para a constantedado em4.67).

Em particular, uma vez que todos os termos da relagao a@mpositivos, vale

D5k+1 (U, U1) < ka (T, ) -

Por fim, para concluir que a hipotese de induca®dsso lvale parak + 1, multiplicamos
ambos os lados da desigualdade acima por 8, em seguidaregraraiz quadrada e aplicando
a hipotese de inducad.62 encontramos

DE"”(u Uks1) < g : (4.69)

Passo 2: Vamos verificar que o indice de parakifaé finito. Na demonstracao do passo
anterior nao exigimos qui€ seja finito e concluimos que o Lemz3 € valido para todd <
k* —1 e por sua vez4(68 é satisfeito. Sendo assim, somamos essa desigualdadeguik,
ou melhor, para os primeirds — 1.

21_¢

Kk —2 k*—2
% DﬁiJrl (U, Ui 1) + % Dﬁi (Ui1, i) + % —Hy6 F (Uit1 H < % Dfu (U,u) . (4.70)
i= i=

Observando o primeiro termo do lado esquerdo, fazemos urdamga de variavgl=i+1

€ 0 reescrevemos como

< e 6 e
> Dy (G,uj) ZD‘ uj) + D (T, U 1)
e
Para o somatério do lado direito retiramos o primeiro tedmgomatorio, logo

Z) DEI T DEO + Z\ DEI T

Vistas essas observacdes, podemos cancelar os termekhaertas de cada lado da desi-
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gualdade, assin®(70 é igual a

£ k* 21 c £
Dy (U, U1 +Z)D u.+1,u.+%—Hy‘S Fu.+1H < Dy’ (U, up) -

Como por hipo6tese o lado direito da desigualdade acimaigalio porg e do lado es-
guerdo cada termo & positivo, segue

1-0'y 2 P-Fua <% @)

Vamos mostrar que o lado esquerdo estima uma quantidadeegaadk do parametks,
e por conseguinte mostraremos que ele é finito.
De fato, através do critéri@t(61) obtemos
k*—2 k-2
1 1
F (uj H > [4¢)
3 ol 3 o107
K2
1
= T5 Z) —

T 52 k*—2

> — 1
T MaX<ks—2 Ok i;
Rk -1 w2

Como o lado esquerdo dé.72 € estimado por4.71) temos

282k —1) P
@  8(1-0

Assim concluimos quk* & finito mediante uma modificacao na relagao acima, como
AR
< (L) T
5) 8(1-0c) ©

Passo 3: Neste passo vamos provar um resultado necessario pasaioprpasso, a saber
mostramos que a série abaixo € finita,

> o R <o (479
i;) ai
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Na verdade so0 falta concluir isso, pois pela desigualdadd)(ja temos

k21

5, aly-Fu] <

(4.74)

com(l—c)>0.
Portanto, tomando o limite quan#ébd tende a infinito concluimogi(73.

Passo 4: Nesse passo vamos mostrar que o funcibregdlicado nos elementos da seqiién-

cia (ux-) € uniformemente limitado.

Sabemos qu@ﬁk" (T, ug+) > 0, paraéy- € dh(ux-) dado por 4.4) e (4.59. Sendo assim,

h(ue) < h(0) = (§ie , U—Ug)
< h(O)+ [{ék , U— U] (4.75)
Usando 4.5 temos
k*—1 1
o= fo= 5 o F ) (Flunw —y) (4.76)

Substituindo essa igualdade na relacao anterior, olstemo

k*—1 1
(479 = h(u)+ <fo— Z)EF/(UHQ* (F(U|+1)—Y6> ,U—Uk*>‘

1
= h(@)+|(¢o,U—ug) — or% (1) (F (u|+1)—y‘5) ,U_Uk*>‘

< h(U)H(Eo,u—uk*)HlzoO{iI <|:/ U1) ( u|+1)—y5) , O uk*>
3 3 k-1 1

= @+ (0.0t} [+ 5 |(F )y F Ui @-uo), |
3 N |

= @+, 0t} = 5 (R i) = F ) - ue) |
+akil_1’<|: (Ue) =y F' (Ue) @-ue)) |- (4.77)

Vamos estimar separadamente os trés tltimos termos dpdkkade acima.
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Em primeiro lugar estimamos o segundo termo4l&?), assim

(G0 U=t} < [[SollLz(q) 1T Ui [l 2(0)
< plléolliz) - (4.78)

Note que para concluir a estimativa acima & necessaridranagie U — U || 2q) < P,
para ver isso procedemos comoPasso 1 Como no passk™ — 1 o elemental- minimiza o
funcionangk (-) dado em 4.63, vale\]gk (U ) < Jgk (U). Aplicando a definicdo do problema
regularizado temos

1 2 - 1 2 .
é HF (Uk*) —y6H + ak*,lDﬁk ! (uk*,uk*,l) < E HF (U) —y6H + ak*,lDﬁk ! (U, uk*fl)
1 2 f1
= oyl rac o @)

1 L
< 562+ak*_1Dﬁ" (U, U 1) -

Comoay:_1 > 0 e ambos os termos do lado esquerdo sao positivos, vale

&k 52 éx
Dt (U, Ue—1) < + Dt (U, U1
F et ) < o +DF @y
52
- v
20+ _1 8

Para a Gltima desigualdade aplicaméd$0 parak = k* — 2, uma vez que vale para todo
k<k—1.

Unindo esse resultado cod.14), ou seja,

1 2 Gy
E ||Uk* — uk*_1||L2(Q) S th ! (Uk*,Uk*_:L) ,

obtemos )
52 V2 2
Ui — U —1 [l 2(q) < (ak*l + z) :
Com isso, estimamos
[O— Uk lli20) = [[0—t—1— (U —Uk—1)ll 210
< o= e —allizg) + U — Ue—1ll 2(q)
52 V2 %
< — )
y+ <ak*_1 + 4)
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Com a escolha de uid suficientemente pequeno, a saber

5<o6= ZVZQ’ (4.79)
obtemos
3 52 y2 2
o-vellog < v (G + %)
1
’a | Y\?
< y+ (4ak*1+2)
1
3 P\
< Y+ <T+Z)
1
= v+ ()’
< p. (4.80)

Em segundo lugar, estimamos o terceiro termo4@&7. Vamos aplicar os resultados
obtidos pelos passos anteriores. Em especidPasso 1assumindo que a hipbtese de indugao
(4.62 era valida par& < k" — 1 provamos a validade paka- 1. Portanto, os resultados desse

passo valem para todo< k* — 1.

A estimativa deste passo é verificada para i< k* —2 em virtude do somatoério em que

ela aparece; pelBasso 2sse somatorio € finito. Para tais indiceale

(F () =y P (U) @ ue) )| < [[F (uia) =P || [F (wia) (@—ue) || . (480)

Observamos que a escolha dos indice&* — 2 & equivalente &+ 1 < k* — 1, satisfazendo

a condicao dd’asso 1

Para estimar o segundo termo do lado direito4d81) observamos que

= ||F/ (Uit1) [O0—Uiy1— (U — Uisa)] |

< P (ue) (@) [+ [F (wisa) (e =) |- (4.82)

[F’ (Uis) (0 — )

Uma vez obtida estimativas para os dois termos do lado dlideitd.82 obtemos a esti-
mativa para4.81). Para estimar o primeiro termo utilizamos a Hipotésee para o segundo

usamos o L.eméd.3

PeloPasso 1 obtemos||u— Ui;1/[ 2q) < ¥ < p € por sua vez € By (U), para todo G<
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| <k*—2. Encontramos também eh.80 a relacad|u— Ui [ 2(q) < p € assimu- € By (U).
Verificado isso podemos aplicar a Hipotesb na versao apresentada efnl(/) parau = uj 1

eV = Uygx.

Observamos ainda que

Hui+1—uk*|!|_z(g) |’Ui+1_U_<Uk* _U)HLZ(Q)

IN

[Ui+1 = TllL2(q) + [[Ue —Tll 2
y+p

p+p

20 .

VANWAN

Note que na primeira desigualdade estrita usamos a estm@inhecida pel#@asso 1
reescrita no paragrafo anterior, e a relaga8@.

Dessa maneira segue

IF () (e —us)]| < (10U — e iz ) IF (Uisa) = F (ue)l
< (1+20P) I (tis2) — F ()|

(1+20p)||F (1) =¥° = (F () ¥ |

(1+2np) (||F (us2) ||+ | F (we) -2 )

(2+200) (|[F (wirn) =y + |F (w0 =)

2(1+2np) ||F (Uir1) =¥ - (4.83)

IN

Note que para obter a Gltima desigualdade utilizamos o l&®aima vez qué+ 1 < k*.

Afim de obter uma estimativa para o segundo termatd? aplicamos o Lemd.3. Como
foi verificado noPasso 1a hipotese do desse lema é valida para todo indice nogied* com
constante dado em4.67). Logo

¥ = F (i) = F' (u0) (= w) | < |y~ F(wiw)|
Combinando a desigualdade

H—F’(uiH) (U—Uig1) — (F (Uit1) —yé) H > ||F' (Uiga) (@—uiga)|| - HF (Uis1) =¥

bl
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com a anterior, temos
IF (U2) @ )| < (1409 [y? ~ F (uia) | (4.84)
Por fim, através det(83 e (4.84), encontramos a seguinte estimativa pdr82)

< (149’ —F ()| +22+200) [F () -y
= [a+0)+2(1+20p)] [F (us1) ¥

= (c+3+4np) |F (usn) ¥ - (4.85)

HF' (Uit1) (U— U+ )

Por sua vez, a estimativa para&2 garante
2
(4.89 < (c+3+4np) |F (ur2) ||

Com isso concluimos a estimativa para o terceiro termd d&)( a saber

k*—2 1
S (Fus) ¥ F () @-ue)) | < (c+3+4np)

5 e[
y2

8(1—c)

< (c+344np) (4.86)

Note que a Ultima desigualdade foi verificadaRasso 3 mais precisamente em.74).

O ultimo termo de4.77) & estimado assim:

e [(Fuo -y Fuom-uo) | < o |F o -y IF o) @-u)
< 2 [F o -] IF o @-ue)
< §T5HF’(U|<*)(U—U|<*> (4.87)

Para as duas Ultimas desigualdades acima usamos a a@eftltudndice de paradé dado
em @.59 e o fato dex < ay+_;.

Podemos ainda aplica#.(l7) comu =1 eV = U na desigualdade acima e em seguida
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(4.80, dessa forma

@8y < 2 (1enlu-ucliag) IF@-F @)
< 2 np)IF@-F (o)
= 55(1+np Hy Y’ — ( uk*)—yé)H
< S22 (-] + [ wer -]
< TOUHNP) 5. 15
- a
152(1+np) (1+71) .

a

Note que na tltima desigualdade usamb8%9. Em resumo

r62(14+0p) (1+1)
a

’<F (Ue) —Y° , F' (ue) (T— uk*)>ﬂ’< (4.88)

k-1
Com isso, terminamos as estimativas para todos os termos U@ € portanto, a partir
(4.795, vale

(c+3+4np)y* , 16°(1+np)(1+71)
(1-c) 8 a ’

h(ue) < h(@+p|ollzq) +

(4.89)

com a constantedada em4.67). Tal estimativa provém das anteriores como érig), (4.86
e (4.88, na ordem utilizada.

Por sua vez, concluimos a limitagao uniforme da segjaé&h (U )) para quaisqued < &
suficientemente pequeno, em qué dado em4.79).

Passo 5: No passo anterior concluimos que para quaisdue® suficientemente pequeno
definido em 4.79 vale
Ih(ue)] =h(ue) <N, (4.90)

comN > 0 dado pelo lado direito da Equac¢abg9.
Pela definicao do funciondlem @.13), temos

Ui [l L2) + Uk [Bv(@) < R, (4.91)

comR > 0 e a seqiiénciai: ) € BV (Q)NL?(Q) extraida do Algoritmd. respeitando o critério
de parada4.59.

Mediante esse fato, tomamos uma sequéqa tais quedn, > 0 para cadan e &y, — O.
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Definimos(k};,) a sequéncia de nUmeros naturais correspondente acsdleé parada definidos
por
= min {in | |[F (ug,) =y < 8} . (4.92)

comt dado em4.60.

Assim a Equacao4(91) vale para os indicek}, e através do Teorem@.6 de Banach-
Alaoglu temos queBgr (0) & fracox compacta eni.?(Q) e emBV (Q). Portanto, podemos
extrair uma subseqUénc(aW) que é fraco+ convergente em?(Q) para um elementa €
BV (Q)NL?(Q). Novamente utilizamos o teorema de Banach-Alaoglu parerabha sub-
seqguéncia frace-convergente erBV (Q), no entanto aplicamos esse resultado na subseqiiéncia
(U, 1) que possui as mesmas propriedades de sequ@neip Logo, a subseqiéncia i n)

é fracox convergente erBV (Q) para 0 mesmo elemento que a subseqUé(mm;;na) converge.

A fim de simplificar a notagao definimeg := uy: | ». Em resumo, observando qué(Q)
€ um espaco reflexivo, temos
Uy —u emL?(Q) (4.93)

Uy —u emBV(Q) , (4.94)
parau € BV (Q)NL?(Q).

Por fim, falta mostrar que o limitec § (y). Antes fazemos a observacao de que a seqiiéncia
(F (ug )) converge para o dado exatma norma do espact. De fato,

IF (we) =yl = ||F (ug) =y +y—y)|
< [P () =+ o]
< T0m+0m

(147) Om.

Note que para verificar a Gltima desigualdade usamosaericrife parada dado em.92 e
Hyém —yH < & para todam.

Comody, — 0, quandan — oo, temos||F (ug: ) —y|| — 0, isto &,
Fue)—y. (4.95)

Essa convergéncia também vale para as subseqUénc(ag;]()I,eem particular, vale para

(Un).
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Pela Hipbtesd.5 0 operadofF & fracamente sequéncialmente fechado, isto €, o grdéic
F & fechado na topologia fraca 4&(Q). Comou, — uemL?(Q), (uy) € 2(F) e por @.95
sabemos qué (u,) — Y, pelo Teorema do grafico fechado (TeoreAa3) concluimos que
ue 8(y) eF (u) =y. Deixamos claro que o elemento limitgpossui as mesmas propriedades

dos elementosy da seqiiéncia gerada pelo Algoritrhe portantau € 2(F) NB, (T).
E claro que s& (y) N B, (U) = {U}, a subsequéncia — uemBV (Q). O

Esse resultado nos permite fazer uma adaptacao do Algofitpara dados com ruido,
impondo o critério de paradd59 Resumindo os resultados até aqui expostos formulamos o
seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 Tikhonov generalizado com distancia de Bregman comraitée parada
Dados: up € Z(F)ndomh & € dh(w), n,y, 5 < &

1. k=0
20 T> (L+ny)(1-ny) ™
3:ar>0
2
4: enquantoHF(uk)—yéH > 10 faca

. [1 2
5: Ukt1 € argmln{é HF (u) —y‘5H +akDﬁk (u, uk)}

1 .

k1= & — —F' (Uky1) (F (Uky1) —yé)
ak

k=k+1

: ag >0

. fim enquanto

© 0N
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5 Concluso

Uma técnica difundida para resolucao de equacOesposibs € o método de Tikhonov.
Motivados por essa técnica, na introducao deste tralzghesentamos uma generalizagao para
esse método de regularizacao, o qual consiste em utilina penalizacao convexa ao invées da
penalizacao quadratica feita por Tikhonov. Essa gdimag@o permitiu desenvolver ferramen-
tas teodricas em espacos de Banach e utilizar penaézgagd@o diferenciaveis.

Ao longo desta pesquisa fizemos uma analise quantitatiw@étiodo investigado, buscando
estimativas para o erro entre uma solucao regularizagaaesolucadi-minimizante. Usamos
0 conceito daistancia de Bregmamara mensurar os erros obtidos, a nog¢ao de convergéncia
foi dada nesse sentido.

Concluimos que a distancia de Bregman &€ uma ferramewiargé na obtencao de taxas
de convergéncia, ademais, o método de regularizagégeoaliza¢ao convexa concorda com a
teoria classica de Tikhonov. As taxas extraidas no sedadlistancia de Bregman sao idénticas
as obtidas por técnicas utilizadas anteriormente ne@deade Tikhonov. Alem disso, um fun-
cional convexo devidamente escolhido induz a reguladizae maxima entropia e de variacao
limitada. Esses dois métodos de regularizacao, no dasar] apresentam melhores taxas de
convergéncia em relacao as obtidas por diferentesctesfRes03.

Para operadores lineares definidos de um espac¢o de Banmaokspaco de Hilbert encon-
tramos taxas de convergéncia na orde®), para dados com ruido e com um parametro de
regularizacaax escolhidoa priori dependendo dé. Para dados exatos a taxa de convergén-
cia & dada pof (a). Ambas as taxas foram obtidas com o auxilio da primeira icaodde
fonte proposta. As taxas sao preservadas para varidpde®delo regularizado. Em especial
para penalizacdo exata, sob certas condigdes, mastrgue uma solucao regularizag &
uma solucad-minimizante. Damos destaque para as limitacdes obtidasro: dependéncia
de a, w proveniente da condicao de fontedequando o dado possui ruido. Em suma, sabe-
mos quao boa uma solucao regularizada &€ sem a necessidambnhecer a solucao exata do
problema.
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Buscando estimativas no mesmo contexto anterior e adritinth condigao de fonte mais
forte podemos relaxar a exigéngia #(F ). Na limitagao para o erro aparecem as distancias de
Bregman do lado direito da estimativa. Nesse caso obterras tke convergéncia adicionando
condi¢Oes a penalizacao. Por exemplo: supdndaplamente diferenciavel encontramos as
taxasO (3) e O (a?) para dados com ruido e exatos, respectivamente.

Para operadores nao lineares definidos entre espacosidelBancontramos as mesmas ta-
xas de convergéncia obtidas no contexto linear, a Sab&y e O (o). Essas taxas foram obtidas
assumindo uma condicao de fonte para problemas nasgémeamelhante a primeira condi¢ao
de fonte imposta no caso linear. Um resultado interessdmigop no contexto referido, foi o
calculo da condig¢ao de otimalidade de primeira ordera pgsroblema regularizado com uma
penalizagao convexa nao diferenciavel. Em partic@sse resultado nos permitiu obter uma
estimativa entre duas solucdes regularizadas, pardepnals com e sem a presenca de ruido,
com a taxa da orderfl ().

Admitindo uma condi¢ao de fonte mais forte, para o casolin@ar, encontramos limita-
¢cOes para o erro assim como no caso linear. Novamente estinduplamente diferenciavel
encontramos taxas da ordei{3) e O (a®). Evidentemente uma condi¢ao mais forte fornece
melhores resultados.

Na sequéncia introduzimos um método iterativo. Apremaont um algoritmo conceitual e
mostramos a monotonicidade decrescente para o residuteean®s. Os resultados derivados
para o método iterativo forma obtidos em relagao a umdicén de fonte diferente das anteri-
ores. Apresentamos um funcional convexo que possui bops@iades teodricas, por exemplo,
a convergéncia no sentido da distancia de Bregman impéiczonvergéncia ef? (Q). Com
relacao a esse funcional garantimos a existéncia de ubsegquéncia convergente no sentido
fraco+ na topologia dBV (Q) para uma solu¢do do problema analisado, com dados exatos.
Para dados com ruido obtemos um resultado de semi-camaag Introduzimos um critério
de parada pelo principio da discrepancia e mostramos quesmo é satisfeito para um nimero
finito de iteracdes. Foi dado condi¢Oes suficientes patiair uma subsequéncia convergente
no mesmo sentido do resultado anterior.

Uma extensao natural deste trabalho & a implementaggaldoritmos desenvolvidos no
Capitulo4 e a realizacao de testes computacionais para a congpedacgéficiencia do mesmo
em relacao aos métodos classicos conhecidos.

Do ponto de vista tebrico, longe de se exaurir aqui, podesaogontinuidade ao estudo
adicionando algumas restricdes, por exemplo de pasatile. Outra extensao seria a generaliza-
¢ao do método de Tikhonov envolvendo como penalizag&omol||G(u) Hé, para um operador
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G: U — Zem queZ seja um espaco de Hilbert ou Banach. Em ambos os casos peteran
uma analise de convergéncia baseada em distancias gm&neestudo de condi¢des de fonte
ou demais condi¢des que devam ser satisfeitas.

Percebemos que o uso de condi¢cdes de fonte & impregeiipdra obtencao de estimativas
no dominio do operador. Podemos fazer um estudo dessag@esdmpondo mais regulari-
dade, assumindo uma condig&o de fonte da faifi& )* w € dh(U) compu € [%, 1], de modo
similar como foi feito no método classico de Tikhonov. ©awrte trabalhoHeiOg traz estima-
tivas para o problema classico de Tikhonov para condigédonte aproximadas. Motivado por
esse artigo podemos buscar estimativas para o problemaniggdo com penalizagao convexa,
quando o mesmo comportamento ocorre. Por exemplo, aodevassumirmoé§ = F*F w as-
sumiriamosf = F*Fw+r, comr € Z(F*F)* .

A generalizacao para o método de Tikhonov foi feita apematermo de penalizagao e o
termo de ajuste foi preservado. No artig®/(8] & sugerido uma modificacao para o0 método
ROF, penalizando o residuo com a norma do espaco Hillodd8v negativo, denotado por
H~S coms e R (para maiores detalheB[00]). Para imagens bidimensionais em e R?
vale as inclusdeBV (Q) c L?(Q) ¢ L?(R?) ¢ H™S(R?). Mediante resultados significativos
apresentados nesse artigo, uma sugestao para um trab@irmé utilizar a norma del—S ao
invés da norma erh? para o termo de ajuste no método de regularizacao tigeofity.

Por fim, citamos o artigpKPS07 como uma referéncia natural na linha desta pesquisa.
Ao longo deste trabalho assumimos a continuidade para adgetratado, mesmo numa topo-
logia mais fraca. No artigo citado foi observado numericai@eue a violagao da hipbtese de
suavidade do operador nao tem efeitos negativos na c@naegdo método. Isso motivou o
estudo de uma analise de convergéncia com operadoresua@ies. Em resumo, um operador
ser nao-suave nao implica no mal condicionamento do enahl Na pratica foi observado que
as chances de um operador suave possuir um grau de mal ooraiEnto grande sao muito

maiores do que em operadores nao-suaves.

Sem dlvida nenhuma com este trabalho foi possivel aumemni@sso conhecimento, com
a fixacao e revisao de algumas definicdes, assinuldganovos conceitos e interpretacao de
resultados classicos. O estudo realizado neste trabathproporcionou vislumbrar a conexao
entre alguns ramos da matematica, tais como analiseoiugicd otimizacao. E isso nos motiva
cada vez mais a seguir um caminho dentro da matematicadalic
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APENDICE A - Analise Funcional

Definicao A.1([Kre89). Um espac¢o normaddl € um espaco vetorial com uma norma definido
nele. Um espaco de Banaelum espaco normado completo (completo B&iva definida pela

norma).

Definicao A.2 ([Kre89). Um espaco com produto interno (ou um espacge-idilbert) & um
espaco vetorialH com um produto interno definido em. Um espaco de Hilbe& um espaco
com produto interno completo (completo natnca definida pelo produto interno).

Definicao A.3 ([Kre89). Um funcional linear fé um operador linear em que o damo esa
num espacgo normadd e a imagem eatno corpo de escalaré§ de U; assim,

f:92(f) =K,
em queK = R se é real ouK = C seU & complexo.

Definicao A.4([Kre89). Um funcional linear limitado # um funcional linear com imagem no
corpo de escalareK do espag¢o normad@! no qual pertence o domio Z(f). Dessa forma
existe uma constante real c tal que para tode @(f),

[Fu)l <cllully -

Definicao A.5([Kre89). Sejal um espago normado. Eid o conjunto de todos os funcionais
lineares limitados ent formam um espago normado com a norma definida como

f(u
If= sup WL
ueu , u£0 ||U||‘u

o0 qualé chamado o espaco dual dee denotamadspor U*.

Teorema A.6([Kre89). O espaco duat/* de um espaco normadd &€ um espaco de Banach
(mesmo qué&l nao seja).

LConvém observar que a notaczo padrao para o dual @ipolé 7!’ e U* para o dual algébrico.



117

Definicao A.7 ([Kre89). O conjuntoU** & chamado de bidual do espa¢co normatoe é
definido como o dual do espaco de Band¢h Para cada elemento d&™* podemos associar
um elemento dé€l e com isso definimos a aplicg cardnica injetiva C: U — U** tal que

u— gu(f)=f(u).

LogoZ(C) C U**. Se Cé sobrejetora (e portanto bijetora), tal qué(C) = U**, enéo U &
dito um espaco reflexivo.

Definicao A.8([Kre89). Seja F: U — H um operador linear e coiriuo, em quell e # sao
espacos normados. B o operador adjunto F: #* — U* de F tal que h— F*h & definido
por

h(Fu) = (F*h)(u) =g(u) ,ge u* ,

em quet* e H* sdo 0s espacos duais de e #, respectivamente.

Teorema A.9 ([Kre89). Todo funcional linear limitado num espaco de Hilbéft pode ser
representado pelo produto interno, a saber,

em que z depende de e @nicamente determinado por h e tem a noiffga= | h||.

Definicao A.10 ([Kre89). Tome f uma seqgaéncia de funcionais lineares e limitados num
espaco normaddl. En&o

(i) Dizemos quefconverge (fortemente) quando existe fu* tal que|| fy — f|| — 0. De-
notamos por f — f.

(i) Dizemos que if converge fracor quando existe £ U* tal que f(u) — f(u) para todo
u e U. Denotamos porf= f.

Definicao A.11([Kre89). SejamlU e # sdo espacos normados e (F) — # um operador
linear e fechado, em qu&(F) C U. Ento dizemos que E um operador linear fechado se
seu gafico

Y(F)={(uy) |ueZ(F)ey=F(u)}

é fechado no espaco normadbx #.

Teorema A.12([Kre89)). SejamU e A sdo espacos de Banach e B/(F) — A um operador
linear e fechado, em qu&(F) C U. Ento seZ(F) & fechado entl, o operador Fé limitado.
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Teorema A.13([Kre89). Tome F: Z(F) — # um operador linear, em qu&(F) C UeUe
H sdo espacgos normados. BatseZ(F) é fechado se e somente se a seguinte propriedade
satisfeita. Sew— u, em queu) € Z(F) e F(ux) —y,enloue Z(F) e F(u) =Y.
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APENDICE B - Analise convexa

B.1 Fungdes convexas

Definicao B.1([Cla9(). Uma fun@o h: U — R é dita Lipschitz se existe um escalar &on
negativo, tal que
lh(u) —h(V)[ <cllu—vlly

para todo uv € U.

Definicao B.2([dCS0§). SejaQ C U & um conjunto convexo num espaco vetotialDizemos
que o funcionalhQ — R =R U{—o, +} & convexo er quando

h(uu+ (1—p)v) < ph(u)+ (1= p)h(v)

para quaisquer w € Q e0 < u < 1. Dizemos que b estritamente convexa quando a desigual-
dade acimae estrita. Definimos ainda o conjunto

domh={ue U | h(u) < e}
como o dormio efetivo de h. Se domzh 2 e rio assuma valor, entio hé dito poprio.

Proposicdo B.3([ET99). Toda fun@o convexa ppria em um espaco de dim@usfinito &
confinua no interior de seu domio efetivo.

Corolario B.4 ([Cla9(Q). Seja h um funcional convexo limitado numa vizinhanca V de)
comQ um conjunto aberto convexo. Bath satisfaz a cond#p de Lipschitzem V.

Proposicao B.5([dCS0§). Seja h: Q — R um funcional

1. Se hé convexo fprio ea > 0, entio ah & convexo prprio.

2. Toda soma finita de funcionais convexo8[srosé convexo.
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3. Se(hy) & uma seg@ncia de funcionais convexos tal qugl) — h(u) para todo ue U
enio hé convexo.

4. Se hé convexo e@dib dom hé convexo.

B.2 Subgradiente

Definicao B.6([Cla9(Q). Dizemos que F U — # €& estritamente diferen@vel em u se existe
um elemento EF (u) € .Z (U, H) tal que para todo & U temos

im F U +tv)—F(U)

U—u, t|0 t = (DsF (U) . V) , (B.1)

e essa convefmnciaé uniforme para v em espagos compactos.

Proposicao B.7([Cla9(). Se Fé continuamente &eaux diferenével (i.e., existe a derivada
e elaé contnua) em u, erdo F & estritamente diferer@vel em u e portanto Lipschitz em u.

Proposicao B.8([Cla9(Q). Se hé estritamente diferen@vel em u, efdo h Lipschitz pbximo
u edh(u) = {Dsh(u)}. Reciprocamente, se h Lipschitdgimo u edh(u) = {&} & unitrio,
enfio hé estritamente diferer@vel em u e Bh(u) = ¢€.

Definicao B.9 ([dCS0§). SejamQ C U um conjunto convexo num espaco de Banétlke
h: Q — R um funcional convexo. Dizemos gfie U* &€ um subgradiente de h no ponte !
se

h(v) >h(u)+ (&, v—u)

para todo ve U. O conjunto de todos os subgradientes de h éathamado de subdiferencial

de h em u, denotamos como
oh(uy={&e U | h(v)>h(u)+(§,v—u) Ywe U} .

Proposicdo B.10([Cla9(Q). Seja h um funcional Lipschitz céntio numa vizinhanca de u,
en@o para qualquer escalam vale

d (ah) (u) = adh(u) .

Proposicao B.11([Cla9Q). Seja(h;) uma fanilia finita de fun@®es no qual cada umaLipschitz

0 <Zh> T XAICE ®2)

proximo de u. Er&o
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a igualdadeé verificada quando no aximo uma (ou nenhuma) fuing falha a condigo de
diferenciabilidade estrita.

Proposicgao B.12([Bac07). Seja l{u) = hy(u) + hz(u) em que h, hy sdo fun@es de um sub-
conjunto convexo fechad® C U emR, h; &€ Gateaux diferenével e i &€ convexa. Edo se
u e Q & um minimizador de h, vale

ha(v) > ho(u) + (—hj(u) , v—u)
para qualquer e Q.

Teorema B.13([Cla9(). Seja F um operador definido d& em um outro espaco de Banach
H e seja g um funcional e. Suponha que F seja &chet diferenével em u e que h seja
Lipschitz ppximo de Hu). Enfio se f=hoF & Lipschitz poximo de u, vale

a1(u) € [F'(w)]"Oh(F () .

B.3 Distancias de Bregman

Definicao B.14([dCS0§). SejamQ C U um conjunto convexo num espaco de Banach
h: Q — R, um funcional convexo, definimos a distia de Bregman generalizada induzida
pelo funcional h entre os elementos & Q como

Dn(vu) = {Df (wu) | € € on(u)} .

em que
D (v,u) =h(v) —h(u)— (¢ ,v—u) .

Proposicao B.15([Bac07). Sejam uv,w € U em quell &€ um espaco de Banach; R — R
um funcional convexd, € dh(u) e { € dh(v) dois subgradientes. E& vale a igualdade

Dﬁ (W,U)—Dﬁ (W,V)-i—Dﬁ (uv)=(&—-C,u—w) .

Proposicao B.16. SejamQ C U um conjunto convexo num espaco vetofiak h: Q — R
definida por Hu) = h1(u) +hz(u) em que h: Q — R, i = 1,2 sdo funcionais convexos @prio

e hy estritamente diferenavel. Entio hé um funcional convexo e vale
DS (v,u) = D& (v,u) + D& (v, u) (B.3)
h\% hy \'™ hy \'™ '

para todo vu € Q.
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Demonstra@o: Pela ProposicaB.5 garantimos a convexidade te

Dadoé € dh(u) entao existé; € dhy(u) e &, € dhy(u) tal queé = &1+ &5, pela Proposicao
B.11

Portanto,
Di(vu) = h(v)—h(u)—(&,v—u)
= (V) +ha(v) — [ (u) +hp(u)] = (&1 + &, v—u)

(V) +h2
= hy(v) —hy(u) — (&1, v—u) +hy(v) —hy(u) — (&2, v—u)
= Dﬁi (v,u) + Dﬁz (v,u)

conforme requerido. O
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APENDICE C - Elementos de dualidade

Proposicgao C.1([Cla9(). Seja h um funcional Lipschitz contio numa vizinhanca de u. Se h

atingi o ninimo ou n&ximo local em u, e@b
0edh(u) .

Definicao C.2([Cio9(). Uma fun@o contnua e estritamente crescerge R, — R, tal que
@(0) =0elim{_ . @(t) = 40 & chamada furip densidade.

Definicao C.3([Cio90). Uma aplicago de dualidade com densidage uma aplicago mul-
tivaluada entre um espaco d¢ de Banach e seu duaf™ definida por

AW)={pes | (p.Y) =Pl IVl IPlls = @ClIVID} -

Lema C.4([Cio9(). Sejap uma densidade e, e Y(t) = f(t) ¢(s)ds. En&io € uma fungo
convexa enk, .

Teorema C.5([Cio9()). SeA & uma aplicago de dualidade de densidageen&o

A(y) =gyl -

Teorema C.6([Rud73). Seja# um espaco normado &* seu dual. Eréio a bola fechada
unitaria em#™,
B1(0)={fe | [[flly <1}

€ compacta na topologia frace-
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