Felipe Vieira

Produtos Cruzados por Acoes de
Semigrupos Inversos e Acoes Parciais de
Grupos

Florianépolis

Janeiro de 2008



Felipe Vieira

Produtos Cruzados por Acoes de
Semigrupos Inversos e Acoes Parciais de
Grupos

Dissertacao apresentada ao Curso de Pds-
Graduacao em Mateméatica e Computagao
Cientifica, do Centro de Ciéncias Fisicas
e Matematicas da Universidade Federal de
Santa Catarina, para obtencao do grau de
Mestre em Matematica, com Area de Con-
centracao em Analise.

Orientador:

Prof. Dr. Ruy Exel Filho

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Florian6polis

Janeiro de 2008



Dissertacao de Mestrado sob o titulo Produtos Cruzados por Ac¢oes de Semigrupos
Inversos e Ac¢oes Parciais de Grupos, defendida por Felipe Vieira e aprovada em 25 de
Janeiro de 2008, em Florianépolis, Estado de Santa Catarina, pela comissao examinadora

constituida pelos doutores:

Prof. Dr. Ruy Exel Filho
Orientador

Prof. Dr. Daniel Gongalves
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Danilo Royer
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Michael Dokuchaev
Universidade de Sao Paulo



Agradecimentos

Primeiramente devo agradecer a minha noiva Louise. Por tudo que aprendi convivendo
com ela e por todo amor e carinho que ela me da e paciéncia que ela tem, pelas vezes em

que eu precisava estudar e nao podia dar toda atencao que ela merece.

Devo agradecer também a minha familia por todo apoio emocional que ganhava ao
me desligar um pouco da vida académica aqui de Florianépolis indo para casa da minha
mae. Além disso, tenho que agradecer todo o apoio financeiro que meu pai me forneceu

enquanto precisava.

Agradecgo imensamente o Professor Ruy Exel, por todo o auxilio académico nas inter-
minaveis horas em que eu tirava minhas duavidas. Além disso, por ser uma 6tima pessoa

na qual posso me espelhar profissionalmente.

Também agradeco todos os outros professores que me auxiliaram e de alguma forma
atravessaram meu caminho, como professores ou orientadores. Em especial tenho uma
profunda gratidao pelo Professor José Luiz Rosas Pinho, pelos 3 anos de convivio no PET,
assim como o Professor Oscar Ricardo Janesch, pela orientacao no Trabalho de Conclusao

de Curso da graduacao.

Acho que um dos maiores motivos para nao ficarmos loucos estudando matematica
¢ o convivio entre os amigos, os cafezinhos, os lanches da tarde... Quero deixar meu
agradecimento pelas ajudas matematicas, e as ajudas para tirar a mateméatica um pouco
da cabeca, a todo o pessoal do mestrado: Rodrigo, Grasielli, Marcio, Gilberto (os 2),
Felipe, Alisson, Alda, Giuliano, Daiane, Saulo, Leonardo, Lucas, Graciele. E aos amigos
que fiz durante a graduacao: Léo, Paulo, Monique, Carla, Karla, Asteroide, Juliana Paz,
Ana Beatriz, Edison, Joao, Mael, Caué..., e como nao poderia esquecer, meus colegas
de apartamento: Bruno, Ferraro, Charles e Alex, e a todos os outros que eu possa ter

cometido o absurdo de ter esquecido.

Agradeco o apoio financeiro do CAPES.



Resumo

Comegaremos este trabalho mostrando que o Semigrupo Universal S(G) associado a
um grupo G é um Semigrupo Inverso. Assim, veremos que existe uma bijecao entre as
Acoes Parciais de G e as Agoes de S(G). Com isso, provaremos que o Produto Cruzado
Parcial de uma acao parcial de G numa Algebra (respect. C*—Algebra) A é isomorfo ao
Produto Cruzado Parcial de S(G) na mesma &lgebra (respect. C*-dlgebra), relativo a
acao que esta em bijecao com aquela acao parcial.

Além disso apresentaremos uma definicao alternativa para o produto cruzado parcial
de uma acao de semigrupo inverso, que ¢ mais simples e equivalente aquela introduzida
por Sieben em [13].



Abstract

We begin this work showing that the Universal Semigroup S(G) associated to a Group
G is an Inverse Semigroup. So, we will see that exists a bijection between the Partial
Actions of G and the Actions of S(G). With this, we will prove that the Partial Crossed
Product by a partial action of G in an Algebra (respect. C*-Algebra) A is isomorphic to
the Partial Crossed Product of S(G) in the same algebra (respect. C*-algebra), on to the
action that is in bijection with that partial action.

Also we present an alternative definition to the partial crossed product by an action
of inverse semigroup, simpler and equivalent to that introduced by Sieben in [13].
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Introducao

Em 1994, em sua dissertacao de mestrado, Nandor Sieben introduziu o conceito de
Produtos Cruzados por uma Acao de um Semigrupo Inverso utilizando Representagoes
Covariantes. Aqui apresentaremos uma definicao equivalente aquela sem usar estas repre-

sentacoes, inspirada na definicao de produto cruzado de uma acao parcial.

Além disso, dentre outros resultados nao menos importantes, mostraremos que o
Produto Cruzado por uma Acao Parcial de Grupo é isomorfo ao Produto Cruzado por uma
Agao de um certo Semigrupo Inverso. Assim, obtemos mais uma maneira de estudar esses

objetos, disponibilizando uma ferramenta a mais para o entendimento dessas estruturas.

Como sabemos, um grupo é um conjunto que possui uma operacao (multiplicagao)
associativa com um elemento neutro e que, para cada elemento do conjunto, ha um ele-
mento inverso (para mais detalhes, veja [6]). Um Semigrupo Inverso é uma estrutura
muito parecida. Este também possui uma operacao associativa e, de um certo ponto de

vista, também possui as propriedades de elemento neutro e elemento inverso.

O que fazemos no Capitulo 1, que é baseado em [8], é apresentar ao leitor a bela teoria
de Semigrupos Inversos e mostrar que todo semigrupo inverso pode ser visto, a menos
de isomorfismos, como um conjunto de bijegoes (Teorema de Wagner-Preston). Também
neste Capitulo, apresentamos o Semigrupo Universal S(G) associado a um grupo G e
mostraremos que este é um semigrupo inverso. Além disso, veremos que seus elementos

tém uma forma padrao, uma forma canonica, que facilita muito qualquer demonstracao.

Para construirmos os Produtos Cruzados Parciais Algébricos, precisamos de Agoes
Parciais de Grupo e de Acbes de Semigrupos Inversos. No Capitulo 2, enunciamos as
definicbes e algumas das mais importantes propriedades delas. Aqui, tudo é feito no
ambiente algébrico, isto é, nossas agoes parciais (respect. agoes) sdo de um grupo (respect.
semigrupo inverso) numa dlgebra. Em [4], Exel mostrou que existe uma bijegao entre as
acoes parciais de um grupo em um conjunto e as agoes do semigrupo universal associado
ao grupo no mesmo conjunto. Neste Capitulo 2, apresentamos um resultado particular,

onde tanto as acoes parciais quanto as agoes agem sobre uma algebra.

No Capitulo 3, definimos e exploramos os conceitos dos Produtos Cruzados Parciais



Algébricos, envolvendo agbes ou agoes parciais, também no ambiente algébrico. Doku-
chaev e Exel em [2] mostraram que sob certas condigbes sobre a édlgebra, o produto
cruzado parcial algébrico de uma acao parcial é associativo. Mostraremos aqui que se a
algebra satisfazer as mesmas condicoes, o produto cruzado algébrico por uma acao de um

semigrupo inverso também serd associativo.

Assim, dada uma acao parcial o do grupo G na algebra A, obtemos, pelo Capitulo 2,
uma agao  do semigrupo universal S(G) na mesma algebra A. No fim deste Capitulo 3,
mostraremos entao que o Produto Cruzado Parcial Algébrico da acao parcial « é isomorfo
ao Produto Cruzado Parcial Algébrico da agao 3. Em sua dissertacao de mestrado, Sieben
fez este resultado para um outro semigrupo inverso, que dependia da agao parcial de grupo

escolhida.

Nos Capitulos 4 e 5 consideramos tanto acoes quanto os Produtos Cruzados no am-
biente C*-algébrico. Como C*-algebras sao algebras, basta estendermos todos os resul-
tados que fizemos nos Capitulos 2 e 3, o que poupa varias linhas. Assim daremos as
novas defini¢oes e adaptaremos estes resultados. No Capitulo 4, veremos que também
existe uma bijecao entre as agoes parciais de um grupo numa C*-algebra e as agoes do

semigrupo universal associado ao grupo na mesma C*-algebra.

No Capitulo 5, como estaremos num ambiente C*-algébrico, os produtos cruzados
sdo mencionados apenas como Produtos Cruzados Parciais (sem a palavra “algébrico”).
Para defini-los, utilizamos o conceito de C*-algebras envolventes. Nao dedicamos um
capitulo ou apéndice para falarmos sobre este método de construcao de C*-algebras, mas
recomendamos fortemente [1]. Ainda neste Capitulo, analogamente ao que fizemos no
Capitulo 3, construiremos o isomorfismo existente entre o Produto Cruzado Parcial de
uma agao parcial de um grupo numa C*-algebra e o Produto Cruzado Parcial da agao

associada (pela bijecao do Cap. 4) do semigrupo universal do grupo na mesma C*-algebra.

No Capitulo 6 apresentamos as Representagoes Covariantes, tanto de uma acao de
semigrupo, quanto de uma acao parcial. Mostraremos que as representacoes covariantes
de uma acao parcial de um grupo G estao em bijecao com as representagoes covariantes
da agdo de S(G) associada pela bijecao do Capitulo 4. Utilizando estas representagoes,
Sieben definiu Produtos Cruzados Parciais de uma agao de semigrupo inverso por uma C*-
algebra. Terminamos este trabalho mostrando que esta definicao é equivalente a definicao

que apresentamos no Capitulo 5.



1 Semigrupos Inversos

Neste Capitulo faremos uma breve introducao a Teoria de Semigrupos e Semigrupos
Inversos.
Provaremos o Teorema de Wagner-Preston, que afirma que, a menos de isomorfismos,
todo semigrupo inverso é um subsemigrupo inverso de um conjunto de bijecoes.

Para mais datalhes sobre Semigrupos Inversos, veja [8].

Também apresentaremos o Semigrupo Universal associado a um grupo e provaremos

que aquele é um Semigrupo Inverso.

Definicao 1.0.1 : Um semigrupo é um conjunto S com uma opera¢ao

i SxS—= S8
(a,b) — a.b

associativa.

Definicao 1.0.2 : Um semigrupo inverso € um semigrupo S tal que:

(i) S € regular: Ya € S,3b € S tal que a = aba e b =bab (b é chamado inverso de a),

(ii) os idempotentes de S comutam.

Observacao 1.0.3 : Note que, se trocarmos a ordem das igualdades em (i) acima, con-

cluimos também que a € inverso de b.

Observagao 1.0.4 : Se f € idempotente num semigrupo inverso, entao fff = f e

portanto f € inverso dele mesmo.

Exemplo 1.0.5 : Seja X um conjunto. O conjunto das bijecoes parciais de X, isto €,

bijecoes entre subconjuntos de X, denotado I(X), € um semigrupo inverso.
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Defina, para f, g € I[(X), fog(x) = f(g(z)) para aqueles z € ¢g~!(ImgNDomf). Sabemos
que a operagao de composigao é associativa e, portanto, (X)) é semigrupo. Se f : A — B,
claramente vemos que f~!: B — A é ainversa de f como em (i) da Def. 1.0.2 e, portanto,
I(X) é regular.

Vamos calcular os idempotentes de I(X). Suponha f : A — B idempotente, ou seja,
fof = f. Como f é uma bijecio, podemos aplicar a funcao f~! pela esquerda nos
dois lados da igualdade acima e obter f = Id4. Logo, os idempotentes de I(X) sao as

identidades sobre os subconjuntos de X. Se A e B sao subconjuntos de X, temos:
[dA o) IdB = [dAﬂB = IdBﬂA = IdB o) IdA

Logo, os idempotentes de I(X) comutam e este é um semigrupo inverso.
[ |

Exemplo 1.0.6 : Seja X um espaco topoldgico. O conjunto dos Homeomorfismos entre
subconjuntos abertos de X, com a operagdo definida como acima (composi¢ao), que de-

notaremos PHomeo(X), é um semigrupo inverso.

Imediatamente perceba que PHomeo(X) C I(X). Assim, como o conjunto dos ho-
meomorfismos é fechado por composigao e por inversdo, segue que PHomeo(X) é um

semigrupo inverso.
|

O préximo teorema mostra uma segunda forma de caracterizarmos um semigrupo

inverso.

Teorema 1.0.7 : Seja S um semigrupo regular. Os idempotentes de S comutam se, e

somente se, cada elemento de S tem wunico inverso.

Demonstracao: (=) Sejam s e t inversos de r em S. Por definicao rsr = r, rtr = r,

srs = s e trt =t. Temos que sr, rs, tr e rt sao idempotentes, pois:

sr)(sr) = s(rsr) = sr

(s7)(
(tr)(tr) = t(rtr) = tr
(rs)(rs) =r(srs) =rs
(

rt)(rt) = r(trt) = rt.
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Ainda, por hipétese, eles comutam entre si e temos:

s =srs=s(rtr)s = (sr)(tr)s = (tr)(sr)s = t(rsr)s = trs = t(rtr)s =
t

= t(rt)(rs) = t(rs)(rt) = t(rsr)t = trt = t.
Logo o inverso ¢ tunico.

(<) Sejam [ e i idempotentes de S e z um inverso de fi (note que por Obs. 1.0.3, segue

que fi é um inverso de x). Temos que iz f também é inverso de fi:

filizf)fi= f(i)z(ff)i= fi(z)fi= fi
(i f) filizf) = ix(ff) @)z f = i(zfiv) f = ixf,
e ¢ idempotente:
(izf)(ixf) = i(zfiz)f = izf.

Como por hipétese o inverso é unico, x = ixf é idempotente e pela Obs. 1.0.4, z é o
inverso dele mesmo. Logo, fi = x e fi é idempotente. Trocando as letras f e ¢ de lugar,

concluimos também que i f é idempotente. Agora:

Assim, semigrupos inversos podem ser definidos como aqueles semigrupos S nos quais
cada elemento s € S possui tnico inverso, que denotaremos s* € S, tal que s = ss*s e

s* = s*ss*.

Note que para todo s € S, s*s é um elemento neutro a direita e ss* é um elemento

neutro a esquerda de s.

Exemplo 1.0.8 : Vamos mostrar que se X é um conjunto qualquer, o inverso em I(X)

é unico.

Sejam A e B subconjuntos de X e f : A — B uma bijecdo. Sabemos que f~!: B — A ¢é
uma inversa (no sentido de semigrupos inversos) para f. Suponha que g : C'— D é outra

inversa. Ja que f = fgf, Im(gf) C Domf. Entao

f=rfof=1"f)=r"fof)=Ida=gf =g9=f"
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Logo B=C e A= D e o inverso é tnico.

Vamos ver algumas propriedades de semigrupos inversos:

Proposicao 1.0.9 : Seja S um semigrupo inverso. Entao valem:

(1) Para todo s € S, s*s e ss* sao idempotentes.

(2) (s*)*=s,Vs€S.

(8) Para todo idempotente f € S e qualquer s € S, s*fs € idempotente.
(4) Se f € idempotente, f* = f.

(5) (s1S9...8,)" = sk ...s5s7,Vs; €5, n>2.

n---

Demonstracao: (1): (s*s)(s*s) = (s*ss*)s = s*s e (s57)(ss*) = (s5*s)s* = ss™.
(2): Segue da Obs. 1.0.3 que o inverso do inverso de um elemento é o préprio elemento,
ou seja, (s*)* = s.

(3): Como os idempotentes comutam e (ss*) e f sdo idempotentes, segue que:

(s°fs)(s" fs) = 5" f(ss") fs = 5" (s5°)(f )5 = 5" fs.

(4): Segue da Obs. 1.0.4.

(5): n=2: Temos que ss; é inverso de s;59, j4 que

*

$152(8587)8182 = $1(8255)(8781)82 = $1(8751)(5255)S2 = 5152,
(s357)8152(5557) = s3(5751)(5253) 87 = 85(s253)(s151)8] = 8557
Como o inverso ¢ Unico, (s152)* = s3s7.
n qualquer: Suponha que o resultado vale para k < n. Assim, por inducao:
($189...8,) =80 (8182. .. Sp_1)" = S ... 8557

Pela prépria definicao de semigrupo inverso, é natural acreditarmos que os idempoten-
tes tém um papel importante na teoria destes semigrupos. Veremos adiante que usando

os idempotentes, define-se uma ordem parcial em um semigrupo inverso.
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O conjunto dos idempotentes de um semigrupo (ndo necessariamente inverso) S é
denotado E(S). Se A é um subconjunto de S, E(A) = AN E(S). No caso de S ser um
semigrupo inverso os idempotentes comutam, isto é, E(.S) é comutativo e, portanto, este
é fechado sob produto, pois se f, i € E(S), (fi)(fi) = fifi= ffii= fi.

E pelo item (4) da Prop. 1.0.9, vemos que E(S) é fechado sob inversao e, portanto, é um

subsemigrupo inverso de S.

Proposicao 1.0.10 : Seja S um semigrupo inverso. Entdo:

(1) Para todo idempotente i € S e qualquer s € S, existe idempotente f € S tal que

s =sf.

(2) Para todo idempotente i € S e qualquer s € S, existe idempotente f € S tal que

st = fs.

Demonstracao: (1): Considere f = s*is, idempotente pelo item (3) da Prop. 1.0.9.
Entao, como ss* e i comutam, sf = (ss*)is = i(ss*)s = is.
(2): Tome f = sis*, que também é idempotente pelo item (3) da Prop. 1.0.9. Assim

fs=si(s*s) = s(s*s)i = si.

Proposicao 1.0.11 : Grupos sao os semigrupos inversos que tém um unico idempotente.

Demonstragao: (=) Seja 1 a unidade do grupo e para um elemento g qualquer, denote

-1

. . 71
g~ seu inverso, ou seja, gg

= g 'g = 1. Um grupo claramente é um semigrupo. Vamos
usar a caracterizacao do Teorema 1.0.7 para mostrar que o grupo é um semigrupo inverso.

1

Claramente g~ é uma inversa para g também no sentido de semigrupos inversos. Mas,

suponha que exista h tal que g = ghg e h = hgh. Entao:

g=ghg=g 997" =g 'ghgg = g ' =h.

Logo o inverso de um elemento do grupo, no sentido de semigrupos inversos, ¢ unico.
Falta mostrar que o grupo sé possui um idempotente. Claramente a unidade 1 do grupo

é idempotente. Assim, seja f outro idempotente. Entao

ff=f=1"ff="f=r=1
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Assim, o tnico idempotente é a unidade do grupo.

(<) Seja S um semigrupo inverso com unico idempotente. Bem, para todo s € S, ss* e
s*s sao idempotentes, logo sao iguais. Entao defina 1 := ss* = s*s e vamos mostrar que
S é um grupo com unidade 1.

Elemento Neutro: Dado r € S, r1 = rr*r = r = rr*r = 1r, portanto 1 é elemento neutro

de S.

Elemento Inverso: Para r € S, rr* = 1 = r*r, logo r* é o inverso de r, no sentido de
) b )

grupos.

Portanto S é um grupo.

Sejar € S. DefinarS ={rs:s e S} eSr={sr:seS}. Dizemos que r é o gerador
a esquerda de rS e o gerador a direira de Sr. Utilizaremos estes conjuntos na préxima
Proposicao e no Teorema de Wagner-Preston, que nos fornece uma representagao para
todos semigrupos inversos. Para isso, vamos apresentar algumas propriedades envolvendo

estes conjuntos.

Proposicao 1.0.12 : Seja S um semigrupo inverso. Entao:

(1) rS =rr*S ¥r €S err* é o inico idempotente gerador a esquerda de rS.
(2) Sr = Sr*r ¥r €S er*r € o unico idempotente gerador a direita de Sr.
(3) fSNiS = fiS, para f, i € E(S).
(4) SfNSi=Sfi, para f, i € E(S).
Demonstragao: (1): Parar € S, rS =rr*rS Crr*S CrS. Logo rS = rr*S.
Seja f € S um idempotente tal que rS = rr*S = fS. Entao

rr* = (rr*)(rr*) € rr*S = fS = Js € S tal que rr* = fs, e
f=ffefS=rr'S= 3t €S tal que f =rr*t.
Assim,
rr* = fs= ffs=frr*) = (rr)f = (rr*)(rr*t) = rr*t = f.
(2): Analogo a (1).
(3): (C) Sejar € fSNiS. Entao r = fs =it, para s, t € S.
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Bem, fr = f(fs) = fs=reir=1i(it) =it =r,logor =ir =ifr € ifS.
(D)SereifS,r=ifsparaalgums € S. Masifr =if(ifs) =iiffs=ifs=r. Assim,
r=ifr=1i(ifr)=ireiSer=ifr=iffr=f(ifr)=frefSs.

(4): Anélogo a (3).

Seja S um semigrupo inverso. Define-se entao em S a seguinte relacao de ordem:
s <t< s=tf, para algum idempotente f € S.

Afirmacgao: < € uma ordem parcial.

Reflexividade: s = ss*s e s*s é idempotente. Logo, s < s.

Simetria: Suponha r < s e s < r. Entdo r = sf e s = ri para f, i € E(S). Note
que 7 = sf = ss*sf = sf(s*s) = rs*ses = ri = rr'ri = ri(r'r) = s(r*r). Logo,
s =sr*r = s(s*sfs*)(sfs*s) = ss*sf(s*s)fs*s = sff(s*s)s*s = sfs*s =r.

Transitividade: Ser < ses<t, r=sfes=tipara f,i € E(S) e entdao r = sf = tif.

Como ¢f é idempotente, r < ¢.

Vamos ver alguns resultados a respeito dessa ordem parcial.

Proposigao 1.0.13 : Seja S um semigrupo inverso e sejam s,t € S. Entao sao equiva-

lentes:

(1) s <t,

(2) s =it para algum idempotente i € S,

(8) s* <t*,
(4) s = ss°t,
(5) s =ts*s.

Demonstragao: (1) = (2): Suponha s =tf, f idempotente. Considere i = ¢ ft*. Entao
it = tft't = t(t*t)f = tf = s.
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(2) = (3): s=it = s* =t = s* < t*.

(3) = (4): Suponha s* = t*f. Entao s = ft e portanto ss*t = ftt* ft = ff(tt*)t = ft = s.
(4) = (5): Como (ss*) é idempotente, (1) da Prop. 1.0.10 garante que s = ss*t = tf para
algum idempotente f € S. Mas sf = tff =tf = s e portanto ts*s = ts*sf = tf(s*s) =
55*s = s.

(5) = (1): s*s ¢é idempotente, logo s < t.

Mais algumas afirmacgoes envolvendo essa ordem parcial:

Proposicao 1.0.14 : Seja S um semigrupo inverso. Entao valem:

(1) Para f,i € E(S), f<ie f=fi=if.
(2) Parar, s, t,ue S, r<set<u=rt<su.
(8) Para s, t €S, s <t= s*s <t't e ss* < tt*.

(4) Se i € E(S) er < i, entao r € E(S) (por isso, diz-se que E(S) é um ideal de

ordem).

Demonstragao: (1): Por (1) < (5) da Prop. anterior, f < i & f =if*f =if = fi
(idempotentes comutam).

(2): Por definigdo, r = sf e t = ui. Assim, rt = sfui. Por (1) da Prop. 1.0.10, existe j
idempotente tal que fu = uj. Logo, rt = sfui = suji. Como ji é idempotente, rt < su.
(3): Por (1) & (3) da Prop. anterior, s <t < s* < t*. Aplicando (2) acima, s*s < t*t e
ss* < tt*.

(4): Bem, r < i = r =1if, f € E(S). Como produto de idempotentes é idempotente,
re E(S).

Exemplo 1.0.15 : Para um conjunto qualquer X, define-se em I(X) a sequinte relagao

de ordem:

f<g < Domf C Domg e g = f em Domf.

Vamos provar que esta defini¢ao € equivalente aquela para semigrupos inversos.
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Pela relacao de ordem definida para semigrupos inversos, se f, g € I(X), f < g < f = gi,
para i idempotente de I(X). Mas como vimos no Ex. 1.0.5, i = Id,4, para algum A C X.
Logo, f = golds = g|a, ou seja, Domf=Domg N A, que implica Domf C Domg e f =g
em Domf.

Por outro lado, se f<g entdo Domf C Domg e ¢ = f em Domf. Assim é ¢bvio que

f =4go IDomf'

Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, que chamaremos poset (do inglés
partially ordered set) e tome a, be cem P. Se a <bea < ¢, aédito limite inferior de b e
¢ e se a é o maior limite inferior, este é chamado maior limite inferior de b e ¢, denotado
b A c. Um meet semilattice ¢ um poset onde todo par de elementos possui maior limite
inferior. Vamos mostrar que o conjunto dos idempotentes de um semigrupo inverso é um

meet semilattice.

Observacao 1.0.16 : Esta “operacao” A é conhecida como meet e esse € o motivo do
nome meet semilattice. Da mesma maneira, pode-se definir a operagao V (conhecida
como join), que seria o menor limite superior. Se num poset todo par de elementos possui
um menor limite superior, este poset € chamado join semilattice. Naturalmente, se um
congunto € um meet semilattice e também um join semilattice, ele € chamado simplesmente

de semilattice (semi-reticulado).

Proposicao 1.0.17 : Seja S um semigrupo (ndo necessariamente inverso). Defina em
E(S)

fie f=fi=if.
Entao < é ordem parcial em E(S). Se S é um semigrupo inverso, (E(S),<) é um meet

semilattice.

Demonstracao: Primeiro vamos provar que < é, de fato, uma ordem parcial:
Reflexividade: Se f € E(S), f = ff, logo f < f.

Simetria: Suponha f <iei < f. Entao f = fi=1f ei=1f = fi. Logo f = .
Transitividade: Se f <i1ei1 < j, f=fi=if et =1 =ji,logo f = fi= fij=fje
f=if =gif =jf. Portanto f < j.
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Agora, se S é um semigrupo inverso e f, i € FE(S):

fi=(fi)i=i(fi)= fi<i,
fi=f(fi)=(fi)f = fi< f.
Logo fi < f, i. Vamos provar que fi é o maior limite inferior de f e i. Suponha j < f,
i, ouseja, j = jf = fjej=ji=ij. Entdo
J(fi) = (G f)i=ji=j
(fi)j = flig) = fi=J.

Ou seja, j < fi. Portanto, f A i = fu.
|

Por este motivo, o conjunto dos idempotentes de um semigrupo inverso é chamado

“semireticulado de idempotentes”.

Note que num semigrupo inverso S, (1) da Prop. 1.0.14 implica que a ordem parcial

definida acima para E(S) é equivalente aquela definida anteriormente.

Proposicao 1.0.18 : Meet semilattices sao os semigrupos inversos onde todo elemento

¢ idempotente.

Demonstragao: Se em um semigrupo inverso S todo elemento é idempotente, entao
S = E(95) e pela Proposigao anterior (S, <) = (E(S5), <) é um meet semilattice.

Agora, seja S um meet semilattice. Vamos provar que com a operacao A, S é um semigrupo
inverso com todos elementos idempotentes.

Associatividade de A: Sejam r, s et em S e defina a :=rA(sAt) eb:= (rAs)At. Vamos

mostrar que a = b.

a < b: Por hipotese a <rea < sAt,queimplicaa <r,a<sea<t ComorAsé
o maior elemento menor que 7 e s, a < r As. Portanto, a <t ea <7 As, que implicam

a<(rAs)At=h.

b < a: Analogamente ao item acima,

b<rAseb<t=b<rb<seb<t=0b<reb<sAt=b<rA(sAt)=a.

Logo a = b e A é associativo.

Para todo s € S, s A s =s: Bem, s < s e pela definicao de A, s < s A s < s. Logo, s é
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idempotente em relacao a operacao A.
Assim, ja concluimos também que todos elementos de S sao inversos de si préprios. Falta
mostrar que este inverso € tnico.

Em S, o inverso de um elemento é nico: Seja r € S um inverso de s € S. Entao r =

rAsAres=sArAs. Da primeira igualdade temos r < s e da segunda, s < r. Logo
r=Ss.

Portanto, vale a Proposicao.

J& vimos que para um conjunto X qualquer, I(X), o conjunto das bijegoes parciais de
X, é um semigrupo inverso. O Teorema de Wagner-Preston, que enunciaremos a seguir,
afirma que todo semigrupo inverso é, a menos de isomorfismos, um subsemigrupo inverso

de I(X), para algum conjunto X.

Teorema 1.0.19 (Wagner-Preston) : Seja S um semigrupo inverso. Entao existe um

conjunto X e um homomorfismo injetor 0 : S — I(X) tal que r < s < 0(r) < 0(s).

Demonstracao: Para r € S, defina 6, : r*rS — rr*S, 0,.(z) = ra.

Esta fungao estd bem definida ja que por (1) da Prop. 1.0.12:
0.(rrS) =rr'rS=rS =rr*S.
Note também que 0,« : rr*S — r*rS é inversa de 0,:

0,+0,.(r*rS) = O (rr*rS) = r*rr*rS = r*rS
0,0+ (rr*S) = 0,(r* rr*S) = rr*rr*S = rr*S.
Assim 6, é bijecao. Portanto, defina, para r € S,
6:5 - I(S)
r— 0.

0 é homomorfismo: Sejam r, s € S. Vamos mostrar que 0,60, = 0,,. Primeiramente, note

que s*r*rS = s*r*rsS:

s'r*rS = s*ss*r*rS = s*r*r(ss*)S C s*r*rsS C s*r'rS.
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Entao, usando (3) da Prop. 1.0.12 vamos mostrar que Dom(6,.05) =Dom(0,):
Dom(6,0,) = 0,1 (Dom#, NImb,) = Oy (r*rS N ss*S) = O (1" rss*S) = s*r*rss*S =
= s"ss*r*rS = s*r*rS = s*r*rsS = Dom(6,s).

Como 0,s(x) = 0,05(z) é imediato para aqueles z do dominio, segue que 6 é um homo-

morfismo.

Vamos provar a segunda parte do Teorema.

(=)r <s=rr<s's=rr=s'sf, f e EWS)=rrS C s*sS. Logo Dom(f,) C
Dom(#).

Para mostrar que 6, = 6, em Dom(0,.), seja = € r*rS, ou seja, x = r*rt para t € S.
Como r*rz = r*rr*rt = r*rt = x e r < s, segue de (5) da Prop. 1.0.13 que 6,(z) = sz =
sr*rez = rx = 0,.(z). Logo 0, < 0.

(<) 0, <05 = r*rS C s*sS. Como r* = r*rr* € r*rS e r*r é idempotente:

0.(r") =0;(r*) =rr =sr* = r'r=sr'r=r=sr'r=r <s.

0 é injetiva: Se 0, = 0, temos r < s e s < r, portanto r = s.

1.1 O Semigrupo Universal

Nesta se¢ao, estamos interessados em construir um semigrupo universal mediante
geradores e relagoes. Na categoria dos semigrupos, é possivel construir objetos universais,

bastaria construir o semigrupo livre a partir dos geradores e quocienta-lo pelas relagoes.

Nesta secao, GG serd um grupo com unidade e. Para mais detalhes sobre este semigrupo

universal, veja [4].

Definicao 1.1.1 : Denotamos S(G) o semigrupo universal gerado pelo conjunto {[g] :

g € G} e pelas sequintes relagoes:

(i) L9~ lglln] = [9~"1[gh],
(i) [g][h][h™"] = [gh][h™"],

(i1i) [g][e] = [g]-
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E imediato da definicio que [e] é uma unidade de S(G):

lellg) = log~1lg) = lallg"1lg] = lgllg"g] = lglle] = [g].
Assim S(G) é um semigrupo unital.

Nosso objetivo nesta secao, além de apresentar o semigrupo universal, é provar que
este ¢ um semigrupo inverso. E sua propriedade universal é extremamente importante

para este fato. Assim, traduziremos esta propriedade na proxima proposicao.

Proposicao 1.1.2 : Seja S um semigrupo e f: G — S uma aplicagao tal que

(i) flg ) f(g)f(h) = f(g")f(gh),
(i) f(9)f(h)f(h™") = f(gh)f(h71),
(i) f(g)f(e) = f(g).

Entéo existe tnico homomorfismo f : § (G) — S tal que o diagrama abaixo comuta (isto

-~

¢, f(lg]) = f(g), Vg € G).

Para provarmos que S(G) é um semigrupo inverso, precisamos de um candidato a s*
para s € S(G). Considere S(G)° o conjunto com os mesmos elementos de S(G), mas
com produto definido

res=sr,

onde o produto do lado direito é interpretado como aquele em S(G). Facilmente conclui-se

que o é uma operagao associativa e, portanto, S(G)°% é um semigrupo.

Proposigao 1.1.3 : A aplicagio f : G — S(G)?, f(g) = [¢g7'] satisfaz (i) — (i11) da
Prop. 1.1.2.
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Demonstracao: Sejam g, h € G e vamos provar que valem aqueles 3 itens:
(i)
flg™) e flg)e f(h)=g]e(lg~"] e [n7"]) = [g] e ([n7"][g"]) = [n""]lg™" ][]

(iii)

Assim, pela Prop. 1.1.2 existe dnico homomorfismo * : S(G) — S(G) tal que

#([9]) = 197"
Para s € S(G), convenientemente defina s* = *(s). Note que (rs)* = x(rs) = x(r)ex(s) =
*(s) * (r) = s*r* e se considerarmos * : S(G) — S(G), este se comporta como um anti-

homomorfismo. Mais adiante, veremos que s* é o inverso de s.

Para g € G, defina
ey = lgllg™"]-

Algumas propriedades envolvendo &,:
Proposicao 1.1.4 : Para todo g, h € G:

(1) €5 =g =€,
(2) lglen = egnlgl,
(3) e4en = ney,
(4) l9]* = £,l9°]-

Demonstragao: Sejam g, h € G:

(1):
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[9len = [gl[R[h™1] = [gh][h "] = [gh][e][n7"] = [gh][h "9~ gh][h "] =
= [gh][h "¢~ ][gh][h™"] = [ghl[h~ g~ ][ghh™"] = gnlg],
(3): egen = [9llg™ len = [gleg-1nlg™"] = €gg-11lgllg™"] = eney,

(4): [9llg] = [9llg"1lgllg] = [9llg~"lgg] = €4lg”]-

Sempre que os elementos de um certo conjunto podem ser escritos de uma forma
canonica, todas as contas envolvendo-os ficam muito mais simples, pois basta considera-

los escritos dessa forma.

Para provar que S(G) é um semigrupo inverso, vamos mostrar que seus elementos
podem ser escritos de uma forma tnica, utilizando os €, que definimos anteriormente.
Nos préximos capitulos veremos que esta forma tnica de escrever os elementos de S(G)
faz um papel importantissimo para estabelecermos as relagoes entre acoes parciais de G
e acgoes de S(G).

Proposicao 1.1.5 : Cada elemento r € S(G) admite uma decomposi¢ao

T=Ep ... Er 9],

onden >0 ery,...r,, g sao elementos de G. Além disso podemos assumir que

(Z) 7"1'7&7’]', VZ#]E{L’H,},
(i) r # g, Vie{l,...n},
(iii) r; #e, Vi € {1,...n}.

Demonstragao: Tome P o subconjunto de S(G) dos elementos que podem ser escritos

da forma acima. Como n pode ser zero, [g] € P, Vg € G. Note que, para g, h € G,
l9)[1] = 997" 1lgl[R] = [9llg~"I[g][] = [g]lg~"1gh] = e4[gh].
Se tomarmos um elemento [a;] ... [a;,] qualquer de S(G) teremos:

[a1][ag] - . - [am] = (€a; [araa])[as] . . . [am] = €4, (Eayaz[@1a2a3])[a4] . . . [am] =

= ...=C€uCaas - Eay..am_1|0m)-



24

Logo, P = S(G).

A respeito dos 3 itens finais:

Para mostrar que esta decomposicao ¢é tnica, construiremos certas funcoes de G em
semigrupos adequados, para que, usando a propriedade universal de S(G), possamos
estendé-las para homomorfismos de S(G) nesses semigrupos e concluir a unicidade daquela

decomposigao.

Tome ¢ : G — G, a fungao identidade em G. Claramente esta satisfaz (i) — (iii) da
Prop. 1.1.2. Assim, 3! homomorfismo v : S(G) — G tal que ¥([g]) = t(9) = g, Vg € G.

Ser=c¢, ... 9] onder,...1,, 9 € G,
V() =(er - enlgl) = (D) - Alg)) = (r) (e ) - (9) = 9

Para segunda aplicagao, defina P.(G) o conjunto dos subconjuntos finitos de G' que
contém o elemento e. Considere F(P,(G)) o conjunto das fungoes entre subconjuntos de
P.(G). Para f,g € F(P.(G)), f: A— B, g:C — D, considere a opera¢ao produto
(fg)(x) := fog(x) = f(g(x)), para z € g~ (AN D). Como a operagao de composi¢ao é
associativa, F(P.(G)) é semigrupo.

Assim defina, para h € G, ¢y, : P.(G) — P.(G), ¢n(E) = hE U {e} e tome

¢:G— F(P.(Q))
g @y

Afirmagao: ¢ satisfaz (i) — (iii) da Prop. 1.1.2.
Seja E € P.(G) e g, h € G:



25

Gg-10g01(E) = ¢pg104(hE U {e}) = ¢g1(ghE U {g,e}) = hE U {e, g7},
Gg-10gn(E) = ¢g-1(ghE U {e}) = hE U {g ', €}.

GgOndn-1(E) = dgdn(h™'EU{e}) = ¢(E U {h,e}) = gE U {gh, g, e},
gbghgbh*l(E) = gbgh(h_lE U {6}) - gE U {gh7 6} = .gE U {ghaga 6}'
(iif):
Gg9e(E) = dg(E U {e}) = dy(E).

[ |
Assim, existe tinico homomorfismo ¢ : S(G) — F(P.(G)) tal que §([g]) = ¢,
Para h € G, note que
3(en)(E) = o([h]))o[n)(E) = éndn-1(E) = p(h ' EU{e}) = EU {h,e} =
= EU{h},
e portanto para r =&, ...&. [g],
o(r)({e}) = d(er, - - er,l9)({e}) = 0(er) - .- (er,)d([9])({e}) =
=0(er) .- 0(er,)({g,€}) = 0(er,) - 0(er, ) ({E, 9,m0}) =
=...={e,9,11,..., 0}
Com isso, podemos enunciar e demonstrar:
Proposicao 1.1.6 : Cada r € S(G) admite unica decomposi¢do canénica
r==¢mn ..., 9,1 € G,
a menos da ordem dos &,’s.
Demonstracao: Suponha r = ¢, ..., [g] = €, ...6,[h]. Entdo g = ~v(r) = h e

{e,;g,rm1,....,mn} =0(r)({e}) ={e,h =g, t1,...,tm}. Assim, {ry,...,r,} ={t1,...,tm} e

a decomposi¢ao é tnica.
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Exemplo 1.1.7 : Quem sdo os idempotentes de S(G)?

Suponha r = ¢,, ...&,,[g] idempotente. Entao, por (2) e (4) da Prop. 1.1.4:

Ery - Er gl =1 = r? = Erp - -Ernl9lEry - Erp 9] = Ery oo ErnEgr - - -Egraldllg] =

_ 2
=€py - -ErnEgrt - - - Egrn€gld’]-

Como a decomposigao ¢ tnica, [g] = [¢%], ou seja, ¢ = ¢* que implica g = e. Logo,

T =Ep .. .Er

n*

Se o grupo G ¢ finito, podemos afirmar qual o niimero de idempotentes e de elementos
de S(G):

Proposicao 1.1.8 : Se |G| = n entao |[E(S(G))| =2""1 ¢ |S(G)| =2"2(n+1).

Demonstragao: Se r = ¢, ...¢, [e], os r;’s podem ser tomados de |P(G\{e})| = 2"!
maneiras diferentes, que é o nimero de idempotentes de S(G). Além disso, teremos
(n — 1)2"~2 possiveis elementos da forma r = ¢,, ..., [g] (n — 1 = quantidade de termos
em G diferentes de e, 2"7% = |P(G\{e, g})|). Logo o ntimero de elementos de S(G) ¢

2"l 4 (n—1)2"2=2"224+n—-1)=2"2(n+1).

Agora, vamos mostrar que cada r € S(G) possui tnico inverso.

Proposicao 1.1.9 : Parar = &,, ..., [g] € S(G), rr*r =r e r*rr* =7r*, onde * € a

operacao definida por meio da Prop. 1.1.3.

Demonstragao: Bem, r* = [g]*c,..*...e,* = [¢7 )&, ... &p,. Assim, como os €,’s comu-

tam e sao idempotentes,

rr*r =cp .. en lgllgT e, - ErEry 9] = Ery - ErpEgErp - - - ErEry - Er 0] =

=Epy .- EnEglg] = - e 9] =T
rrr* = (g7 em o emEr € [9110T - Ery =[G - ErE gy By =

*

= [g_l]egern e Ep = [g_l]srn ceEp =71
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Teorema 1.1.10 : Para cada grupo G, o semigrupo universal S(G) é um semigrupo

INVETSO.
Demonstracao: Seja r € S(G) e r* e s dois inversos de r. Escreva

r=¢Ep ... 9 " =&y ...61, 10|

*

Assim, s = (s*)* = [h gy, ... &, € portanto g = y(r) = y(rsr) = y(r)y(s)y(r) = gh™'g.
Multiplicando por g—!h pela direita nos dois lados da igualdade, segue que h = g.

Além disso,

€ ---Er gl =T =18r =26, ...2, 9] [g_l]stl R e 1 I

=€y oo ErpEgEty - EtyEry -+ Erp|G] = Ery - ErnEty - Et]Y]

Pela unicidade da decomposigao em S(G),

{t1,.. st} CH{ry, ..., 1m0}
Aplicando o mesmo raciocinio para s = srs, obtemos

{ri,...,mn} SH{ty, ..., tm}.
Logo

{ri,....rn} ={t1, ..., tm},

e portanto s = r*.

Exemplo 1.1.11 : A relagdo de ordem em S(G).

Sejam r =&, ...&,[g], s =€, ... €, [h] € S(G) e suponha r < s. Entao existe idempo-

tente €4, ...e5, € S(G) tal que

Erp - Ernlg] =€ty -t BlER €5 =€ty - EtERfy - - - Enfi D]

Pela unicidade da decomposi¢ao, g = h e {ri...r,} = {t1...tm,hf1...hfx}. Logo
{ti-tm} C {ri...m}, ou seja, se r = &, ...&,[g] devemos ter s = &, ...e., [g],

comm<nei; €{l,...,n}.
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2 Acoes de Semigrupos Inversos
em uma Algebra

Nosso objetivo neste capitulo, além de apresentar a definicio de uma Acao de um
semigrupo inverso, é relaciona-las com Agoes Parciais de grupos. Veremos que dado um
grupo G, as agbes parciais de G estao em bijecao com as agoes de S(G). Antes vamos

relembrar a definicao e algumas propriedades de uma acao parcial.

Neste capitulo, G sera um grupo com unidade e, e S um semigrupo inverso com

unidade e. Por enquanto A serd apenas uma &algebra unital.

Definicao 2.0.1 : Uma ag¢ao parcial de um grupo G num conjunto X € um par ordenado
({Dy}gea: {agtgea), onde para todo g € G, Dy € um subconjunto de X e oy : Dy-1 — Dy,

¢ uma bijecao, satisfazendo, para todo g,h € G:

(i) Do =X,
(it) ;' (DN Dy-1) € Dgny-1,

(iii) Yo € a; (D, N Dy1), ag o ap(z) = agy(z).

Se D, = X Vg € G, dizemos que o é uma agdo global de G sobre X. Note que esta
é a definicao de agao. Aqui, chamaremo-la de agao global para diferencia-la de uma acao
parcial. Também perceba que o conceito de acao parcial generaliza o conceito cléssico de

acao global.

Podemos estender o conceito de agao parcial para varias categorias. Aqui apresenta-

remos os que serao relevantes para este trabalho.

Definicao 2.0.2 : Uma ac¢ao parcial de um grupo G num espaco topologico X € uma

acao parcial onde, para todo g € G, Dy é um aberto de X e oy : Dyg1 — Dy € um

homeomorfismo.
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Definicao 2.0.3 : Uma ac¢ao parcial de um grupo G numa dlgebra A € uma ac¢ao parcial

onde, para todo g € G, Dy € um ideal de A e ag : Dy—1 — Dy € um isomorfismo.
Algumas propriedades importantes de agoes parciais:

Proposicao 2.0.4 : Seja o uma ag¢ao parcial do grupo G no conjunto X e g, h € G.

Entao:
(_Z) Qe = ]d)(,
(2) ap-1 = agl,

(3) a;l(Dh N Dgfl> = Dp-1 N Dgpy-1.

Demonstracao: (1): Tome h = g = e em (i17) da Definigdo 2.0.1. Para todo x €
a; ' (De N De-1) = o H(X) = X temos, j& que ay é bije¢ao para todo g € G:

1 1

Qe 0 () = () = o

0 e 0 () = " 0 () = () = Idx(x) = x.

(2): Considere ¢ = h™! no item (7ii) da Definigao 2.0.1. Entdao para qualquer = €
a; ' (Dy, N Dy) = Dy-1, segue que:

ap-1 0 () = ap-1p() = ae(r) = Idp, , (z) = z.
E para g = h e h = h™! no mesmo item (iii) e x € a; ', (D1 N Dy-1) = Dy:
ap o ap-1(x) = app-1(2) = ae(x) = Idp, (v) = .

Logo agl = Qp-1.

(3): Observe que a;'(Dy N Dy-1) € Djy—1 N Dgpy-1. Tomando h = h~' e g = gh:
;2 (Dp-1 N Dyyyy-1) € Dy N Dy

Aplicando ay,-1 pelo lado esquerdo dos dois lados da igualdade:
Dp-1 N Dgpy-1 € ap-1(Dp N Dy-1).

Logo ;' (Dy N Dy-1) = Dj-1 N Dygpy-1.

Assim, podemos reescrever a Def. 2.0.3 (que é a que mais nos interessa) como:
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Definicao 2.0.5 : Uma ac¢do parcial de um grupo G numa dlgebra A é um par ordenado
({Dg}geci{agtgec), onde para todo g € G, Dy € um ideal de A e ag : Dy-r — Dy € um

isomorfismo, satisfazendo, para todo g,h € G:

(i) D. = A,
(ii) ap-1(Dyp N Dgfl) = Dp-1 N Dgpy-1,

(i) og(on(x)) = agn(x), Yo € Dy-1 N Dygpy-1.

De agora em diante, quando tivermos uma aplicacao m : X — Y, X e Y conjuntos

quaisquer, usaremos a seguinte notacao:
m(Z) =nm(ZNX),

onde Z é outro conjunto qualquer. Ainda, para um espaco topoldgico X, denotamos
Co(X) o conjunto das fungoes f € C(X) tal que, para todo € > 0, existe K C X
compacto tal que ||f(x)| < € quando = ¢ K. Este conjunto é uma C*-dlgebra e é

chamado de conjunto das fungoes continuas de X em C que zeram no infinito.

O exemplo que veremos adiante é uma ferramenta muito importante para teoria de
acoes parciais. Nele, veremos que para cada acao parcial de um grupo num espacgo to-

polégico X, conseguimos construir uma acao parcial do mesmo grupo na (C*-)algebra

Co(X).

Um resultado que vale é que todo ideal fechado I de Cy(X) é um conjunto de fungoes
continuas de X que zeram no infinito de X e se anulam no complementar de um aberto
U C X (Exercicio 3.2.3 [14]).

Note que este conjunto é isomorfo a Cy(U) (Proposicao 2.1.9 [10]).

Exemplo 2.0.6 : Método para construir agoes parciais de grupo em uma dlgebra partindo

de agoes globais de grupo em um espago topologico.

Seja X um espaco topoldgico e considere ({X}seq, {5,}4ec) uma acao global de G no
espago topoldgico X.

Considere U C X aberto e defina J, = U N By(U), vg = Byls,_, = g1 — J-

Afirmacao: Considerando U como um espaco topologico com a topologia relativa,

({Jg}gea: {19 }gec) € agao parcial de G sobre U.
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Seja g € G. Ja que (B, tem inversa continua e U é aberto em X, §,(U) é aberto em
X. Pela definicao da topologia em U, J, = U N f,(U) é aberto em U.

Como vy(Jy-1) = Bg(U N By-1(U)) = By(U)NU = Jy, 74 esta bem definida e é claramente
um homeomorfismo.

Assim, falta provar que valem os 3 itens da Def. 2.0.1:

(i): J.=UNB(U)=UNnIdx(U)="U.

(7i): Para g,h € G:

’}/hfl(z]h N Jg—l) = ﬁh—l(U N ﬁh(U) NUN ﬁg—l(U)) =
=B (U)NU N By-14-1(U) C Jpp-14-1.

(77): Segue facilmente, ji que para quaisquer g,h € G, 8, 0 B, = Byn.

Agora tome a dlgebra A = Cy(U). Para cada g € G, defina:

Dg = Co(Jg) = {f S Co(U) : f‘U\Jg = O}

Pelos comentérios antes do Exemplo, note que D, pode ser visto como o espago das
fungoes continuas de U que zeram no infinito de U e que se anulam no complementar de

Jg. Considere:

ag:Dg-1— Dy
f— foq/g_1.

Afirmacao: ({J,},eq, {75}sec) € acdo parcial de G sobre a dlgebra A.

Tome g € G. E fcil ver que Dy é ideal de A.

Também ¢ ficil ver que oy, € homomorfismo. Como 7,1 € inversivel, o, é injetora. Para
[ € Dy, segue que for, € Dy-1 e ay(fory,) = f, portanto o, é sobrejetora. Logo é um
isomorfismo.

Vamos provar que valem os 3 itens da Def. 2.0.5:

(1): De = Co(Je) = Co(U) = A.

(7i): Para g,h € G:

Oéh—1(Dh N Dg—l) = Qp-1 (Co(Jh) N CO(Jg—l)) = ah_1(Co(Jh N Jg—1)) =
= ap-1(Co(Yn(Jn-1g-1 N Jp-1))) = Co(Jp-1g-1 N Jp-1) =
- C()(thlg—l) N O()(thl) - Dh—lg—l N thl.
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(¢73): Tome g,h € G e f € ap-1(Dyg-1 N Dp) = Dp—1 N Dyp—14-1:

agoap(f)=foy-10v-1 € ag(Dy-1NDy) =Dy, N Dy = Co(Jgn) N Co(Jy) =
= Co(Jgn N Jy).

Assim, tomando a € Jg, N Jy:

fom-rongi(a)=fomig1(a) = agn(f)(a).

Para a ¢ J, N J,:
ag o an(f)(a) = 0= ag(f)(a)

Portanto, ({Dy}geq, {ay}gec) é acdo parcial do grupo G na algebra Cy(U).

Exemplo 2.0.7 : Exemplo de acao parcial.

Tome Fy o grupo livre gerado por a e b, isto é, o grupo formado por todas “palavras”
reduzidas formadas utilizando as “letras”a, b, a=! e b=!. Por palavra reduzida, queremos
dizer que se uma palavra tem uma letra ao lado de sua inversa, as duas sao canceladas.
Exemplo:

abaa™'bab = abbab,

assim, por exemplo, nao consideraremos a palavra abaa 'bab em Fy e sim a palavra
reduzida abbab.

Considere o produto de duas palavras como sendo a concatenacao das mesmas. Denote e
sua unidade.

Também considere o conjunto {0,1} com a topologia discreta e defina X = {0, 1} =
{(zg,x1,22,...) s &; € {0,1},7 € N} com a topologia produto. Note que X é homeomorfo
ao Conjunto de Cantor (Capitulo 5, Se¢ao 5 [9]). Tome

U={reX:ix=0elU ={reX iz =1}
e considere
hoiXﬁUg hliX—>U1

(o, 21,...) = (0,20, 21,...), (xo,21,...) = (1,20, 21, ...).

Denotando py a projecao de x € X na primeira coordenada, segue que py é continua.

Como U = py'(0) e Uy = py'(1) e {0} e {1} sdo abertos em {0, 1}, Uy e U; sdo abertos
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em X.
Assim, X é desconexo, ja que é a uniao disjunta de Uy e Uy, que sao abertos e fechados.
Vamos definir uma agao parcial de Fy no espaco topoldgico X. Para isso, para cada g € o

precisamos definir abertos U, e fungoes continuas v, : U;-1 — U,. Comegamos definindo:

'Ye :IdX7Ue :X)
Ya = h‘07Ua_1 = X7 Ua = U07
Yo = h’17U’bf1 = Xa Ub = Ul-

Para g1, 9, € {av b, a_17 b_1}> s€ 912951’ Yg192 = Te> Uglgz = U(9192)_1 = Ue.

Caso contrario,

Yg192 = Vg1 © Vg2

U(g1g2)*1 = Uggl N 7951<Ug;1),

U91g2 = U91 N '791(Ug2)~

Para g1, 2,93 € {a,b,a™',b71}, caso a palavra g;g.g3 nao esteja em sua forma reduzida,
a definigao serd trivial (j4 que g19293 = ¢;, © € {1,2,3}).

Caso g1¢g293 ja esteja em sua forma reduzida, defina:

Ya19295 = Va1 © Vg2 © Vs>
U(919293)—1 = Ug3—1 ﬂ’yg?)—1(U(g192)—1) = Ug3—1 N ’}/93—1<ng—1 M ’ygz—l(Ugl—l)),
Ugrgags = Ug N ’Ygl(nggg) =Ug N 'Vgl(ng N 'Ygz(Ugs))-

Para g1,...,9n, € {a,b,a™,b7'} o processo deve ser o mesmo. Primeiramente reduza a

palavra ¢1gs . .. g, para a palavra ¢;,gi, . - . gi,.,, m < n, i; € {1,...n}. Depois defina:

")/gZIQZQme - ’)/911 o 7.%2 ©...0 ’Ygzm7

y N '79&1 _1>(. .. (Ugi;l N ’}/grb_;l(Ugfl)) .. .),

i1

Utgiy -1+ = Ut Mgt (Ut

1—1

UgilgiQ-..gim = Ugil Mg;, (UgiQ Mg, (- (Ugim_l MY, (Ugim)) )

Para g, h € Fy, vy, ¢ composicao de fungoes continuas com inversas continuas, logo aquela
satisfaz estas condi¢oes. Dai também temos que v,(Uj) é aberto. Por conseqiiéncia, todos
os U, sao abertos.

Assim falta verificar que valem os 3 itens da Def. 2.0.1. O primeiro e o terceiro seguem pela
nossa definicao das fungoes v,. Para o segundo, considere g = g; ... ¢gm € h = hy ... hy, duas

palavras em sua forma reduzida. Caso a palavra h~'g~! esteja em sua forma reduzida,
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temos:

=1 (Un N Ug=1) = Vb)Y (Uny O W0y (Ungeon) VUt Nygma(Upor 1)) =

Im—1-+
= ’Y(hz...hn)—l(Uhl—l N Uny..h, N ’th—l(Ug;Ll N 'Vg;Ll(Ug;ﬂl_..gl—l))) -
- U(hg‘..hn)71 ﬂ V(hg‘..hn)71<Uh;1 m ’Yhfl(Ugy?Ll m /y‘g;ql (Ug;l_lgfl))) =
= Unit nsthrignt grtert = Uhflgfl.

1

O problema acontece quando a palavra h~'g~! nao estd em sua forma reduzida. Este

caso, deixaremos em aberto, mas sugerimos [11] (Exemplo 2.3).
Assim ({Uy }ger,s {7y} ger,) € uma agao parcial de Fy no espaco topoldgico X.

Como X é compacto, Co(X) = C(X). Portanto, vamos definir uma agao parcial de

Fy na algebra C'(X). Tome, para cada g € Fy:
D, = Cy(Uy).
As fungoes o, sao definidas assim:

Oég : Dg—1 — Dg

f}—>f0fygf1.

Pelo Exemplo anterior, concluimos que ({D,}4er,, { }4er,) € uma agao parcial do grupo

F, na édlgebra C(X), a algebra das fungoes continuas do Conjunto de Cantor.
[ |

Observagao 2.0.8 : Ainda no contexto do Exemplo anterior, seja gi,g9s € Fo tal que

G192 esteja em sua forma reduzida. Denote 1, a identidade de D, = Cy(Uy,) isto €, a

funcao:
1, : X —=C
x— 1,Vo €Uy,
y — 0,Vy € X\U,,.
Note que

Qgy (ag;1(191>1g2) = (191)(192 ° ry‘gfl)

¢ a unidade de Dy, 4. De fato, Dy = Co(Uyy,) = Co(Ugy Ny (Ug,)). Assim, se
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r €Uy, m’Ygl(ng) €y ¢ Uy, m’Ygl(ng)"

(1g,)(Lg, 0 7r1) (@) = (14, (2))(1g, 071 () = 1,
(1) (g2 © 747 (W) = (14, (¥)) (1gy 0 Y42 (y)) = 0.
Observe que se tomarmos g1 = a, gz = a~ ', g1g2 nao estd em sua forma reduzida. Efdcz'l

ver que ag(g-1(14)14-1) = 14, que ndo € a unidade de D,o—1 = D, = C(X).

Sempre que quisermos nos referir a uma acao parcial de grupo sobre uma algebra,

usaremos o termo sistema dinamico parcial:

Definigao 2.0.9 : Um sistema dinamico parcial é uma tripla ordenada (A, G, ), onde

a € uma ac¢ao parcial do grupo G na dlgebra A.

Para mais detalhes a respeito das agoes parciais de grupo, veja [10].

Vamos definir agoes de semigrupos inversos.

Definicao 2.0.10 : Considere uma dlgebra A e um semigrupo inverso S com unidade e.
Diz-se que 3 € uma agao de S em A quando para cada s € S existe um ideal Es de A e

um isomorfismo B : Eg — FE, tal que E, = A e, para cada s,t € S, (50 8y = Bt
Vamos ver algumas propriedades de agoes de semigrupos inversos.

Proposicao 2.0.11 : Seja 6 uma agao de S em A e tome s, t € S. Entao:

(1) Be = Ida,
(2) Be- = 6,7,
(3) Bs(Er) = Bs(Ex N Eye) = Eg,
(4) Se f € E(S), entio By = ldg,,
(5) Ey C E.
Demonstracao: (1): Bem, como 3, é um isomorfismo, 5.0, = (. implica . = Idpomg, -

Ja que E, = A, segue que B, = Idg4.
(2): Seja a € E;. Como [, é isomorfismo, 3b € Ey« tal que a = [4(b). Assim

ﬁsﬁs* (CL) = ﬁsﬁs*ﬁs(b) = 655*5(6) = ﬁs(b) =a,
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e para a € F, b € E, tal que a@ = [ ( ) e portanto
By Bu(@) = Bor BufBr (b) = Byvose (b) = e (B) =

Logo B = ;.

(3): Bs(Ey) = Bs(E: N Ey) = B2 (Ey N By ) =Dom (B Bs-) =Dom(Breg) = Eg.

(4): Bem, f* = f implica By = Ey e de 3y o 35 = B2 = 3y, temos que [y = Idg,.
(5): Como Bsy = B+ fsr, Dompsy- € Domf«, ou seja, Eg C E.

[ |
No caso em que o semigrupo inverso em questao é S(G), temos ainda que vale:
Proposicao 2.0.12 : Sejam rq,...,7r,,9 € G €  uma agao de S(G) em A:
(1) Eigjiny = Eig) 0 Ejgn),
(2) Esrl---arn[g} g E[g]
Demonstragao:
(1): Egin) = Egtg—1101n = Etlig 111 = Bl (Elg—1119m) = Bio) (Bia—11(Elgn))) = Eig) N Efgny-
(2):
Esrl..‘ern lg] — 6[7"1](E[rfl]eTQ..,sTn[g]) = 6[r1](ﬁ[rf1}(E€r2.‘.€rn [g])) =
= ... = B By (- (B (Bppyq))) - - -) €
C B By (- Bl (Bpigy)) - ) =
= Bra) By - Bl B2 ) (B girig))) - - ) €
- /B[Tl](ﬁ[r 1]( (ﬁ[rn_l](ﬁ[rgl]( [rnrn g]))) )) =
= B By (- Blren) (B2 1 (Elg))) ---)) =
= Bir) By (Elg) = B (Bppryyy) € B (Bpprig) =
= L el € Blruryrg = Elal
[ |

Vamos entao ver um exemplo de acao de semigrupo inverso.
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Exemplo 2.0.13 : Seja X um conjunto. Como vimos no Fx. 1.0.6, o conjunto dos
Homeomorfismos entre subconjuntos abertos de X, que denotamos PHomeo(X), € um

semigrupo inverso. Vamos construir uma a¢ao 3 de PHomeo(]0,1]) em C([0,1]).

Seja f € PHomeo([0,1]), f : A — B. Defina Ey = Cy(A) e Ey = Cy(B). Com isso,
tome:
5]0 : Ef* — Ef
grgof .
E facil ver que Cy(A) é ideal de C([0,1]) para qualquer aberto A C [0, 1].

Considere e = Idj ) a unidade de PHomeo([0,1]). Assim, E. = Cy([0, 1]) = C([0, 1]).
B ¢ isomorfismo: Dados g, h,l € Cy(B):

Brlgh+1) = (gh+1)o fh=(gof)(hof )+ (Lo f™h)=B(9)Br(h) + B (D).

Assim 3y é homomorfismo.

Tomando h € Cy(B), vemos que Bf(ho f) =h e jd que ho f € Cy(A), segue a sobrejeti-
vidade.

A injetividade de By é ébvia, ja que f ¢ homeomorfismo.

Bf o By = Bfog: Considere f : Ay — Byeg: A, — B, duas funcées de PHomeo([0, 1]).

Assim temos que fog: g (AN By) — f(A;N By,). Primeiramente, precisamos mostrar

que os respectivos dominios sao iguais. Um resultado auxiliar que precisaremos é o se-
guinte:

By-1(Co(Ay N By)) = Co(g~ (A N By)):

C: Se h € Co(Af N By), By-1(h) = h o g obviamente estd em Co(g~ ' (Af N By)).

D: Tomando h € Co(g ' (A; N By)), segue que ho gt € Cy(A; N B,). Como h =

By-1(hog™t), segue o resultado.
Assim podemos concluir que:
Dom(f; 0 ) = B, (Co(Ay) N Co(By)) = B, (Co(Af N By)) = Co(g~" (A N By)) =
= Dom(fBeg)-

E facil ver que Bf o By(z) = Brog(x), para z € Dom(F o).

Assim [ é uma acao do semigrupo inverso PHomeo([0,1]) na dlgebra C([0,1]).
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Vamos ver o primeiro resultado que relaciona as agoes de S(G) e as agoes parciais de

G.

Proposicao 2.0.14 : Dada 3 agdo de S(G) na dlgebra A, defina Dy = Ejg e ag = ).
Entao oo = ({Dy}gea, {ay}gec) € agdo parcial de G em A.

Demonstracao: Sejam g, h € G. Segue da defini¢ao que para todo g € G, D, ¢ ideal de
A é a, é isomorfismo. Vamos provar que valem os 3 itens da Def. 2.0.5.

(i) Do = Ejg = A.

(#2) =1 (D OV Dyg=1) = B2y (B N Efg-1)) = Epjjg—1) € Epp-1g-1) = Doy

Assim, pelo item (3) da Prop. 2.0.4, a,-1(Dy, N Dyg-1) = Dp—1 N Digpy-1.

(i7) Seja x € a; ' (Dyp N Dy-1) = D1 N Dygpy-1 = Ep11 N Eggny-1) -

ag o ap(x) = Bg) © By (@) = Big)n () = Bigjig-1)191im (%) = Blgig—1gm () =
= BigBg-11Bign () = Bign () = agn(z).

Para fazer o resultado contrario, usaremos a propriedade universal de S(G) por meio

da seguinte Proposicao:

Proposigao 2.0.15 : Seja o = ({D,}yeq. {ay}gec) uma agao parcial de G em A. Assim

a fungao
f:G—1(A)
g Oy

satisfaz (i) — (iii) da Prop. 1.1.2.

Demonstracao: Sejam g, h € G. Primeiramente, vamos provar que ag-10,0r, = 0tg-1004.

Note que seus dominios sao iguais:

Dom(ag-1a4ap) = -1 (D N Dom(oy-10g)) = ap-1(Dp N Dy-1) = Djp—1 N D141,
Dom(agflagh) = Oéhflg—l(_Dgh N Dg) =Dy N Dp-141.

E para x € ap-1(D,NDy-1) = Dp-1 N Dp-14-1, gy, = g, Logo vale o item (i) da Prop.
1.1.2.



39

No item (i) precisamos mostrar que agzopap-1 = ogpoy-1. E o0 processo é o mesmo.
Comecgamos mostrando que os respectivos dominios sao iguais:
Dom(agyopap-1) = ap(Dp-1 N Dom(agay)) = an(Dyp-1 N ap-1(Dp N Dy-1)) =
= ap(Dp-1 N Dh71g71) =DyN Dy,
Dom(aghozh_l) = ah(Dh_l N Dh—lg—l) =DpN Dg—l.
Note que a1 (DpNDy-1) = Dyp-1N Dp-14-1, e para elementos deste conjunto, azap = agp,
e vale o item (77).

O terceiro item é 6bvio.

Assim obtemos um (tnico) homomorfismo

B:8(G)— I(A)
S 657
tal que B([g]) = a(g), para todo g € G.

Agora, para s = &, ...€,,[9] = [gleg-1s, . .. €415, temos:

Bs = Blgle,1,, ey, = BiaBlgrs1101g- 1)1 - - - Bitg1s0)-1) =

= QUgQlg—1g, Qg—1g)~1 . .. Q(g1g,)~1 = agIdelSl .. .IdDgflS1 =

= Ofg|Dg_1slm...ng_1S1 :

Assim, concluimos que Ey« := Domf; = Dy-1 N Dy-15, N... N Dy,

Como s* = [g7!]

Es = Domfs« = D,N Dy, N...N D, .

€s ---Es,, basta fazer as mesmas contas que fizemos acima para obter

Vamos descobrir quem é o contra-dominio de 5. Para isso, considere:

Afirmagao: Seja s = ¢, ...€5,(9] = [gleg-1s, - - - Eg-15,5 G, 51, .., 5, € G. Assim:
Bs(Eg) = ag(Dyg=1 N Dy-15, N .. .N Dy-15,) = DgN Dg, N ...N Dy,
Bem, ay(Dy-1 N Dy-15, N...N Dy-14,) C ag(Dy-1 N Dy-15,) = Dy N Dy, Vi. Portanto

ag(Dg-1 N Dyg-15, N...NDy-1,,) € DgN Dy, N...N Dy,
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Substituindo ¢ por ¢! e s; por g~'s; nas contas acima obtemos:
ag(DgNDgN...NDg,) CDy-1NDy1g, N...N Dy, .
Aplicando a4 nos dois lados da equacao concluimos que:
D,N Dy, N...N Dy, Cag(Dg-1NDgrg, N.oooN Dy ).

Logo ag(Dy-1 N Dy-15, N...N Dy-15) =DyN Dy N...NDs,.
|

Portanto (3, : Es« — Eg é um isomorfismo e ja que interseccao de ideais é um ideal e
Eg =D, = A, segue:

Proposicao 2.0.16 : Se a € uma acdo parcial do grupo G na dlgebra A, a func¢do (3

obtida acima é uma agao de S(G) em A.

Observagao 2.0.17 : Sejam r,...1, € G e considere r = [ry]...[r,] um elemento
qualquer de S(G) (note que este ndo estd em sua forma canénica da Prop. 1.1.6). Nao é
dificil notar que B, = o, ... ., cujo dominio E,« € D, Drglrgil N...ND-1-1

n—l"'rl
e o contra-dominio E, € D., N Dy, N .o .0 Dyjpy

Entao, se 8 é acao de S(G) em A, geramos uma agao parcial & de G em A tal que
ay = By e Dy = Ejg. Aplicando o processo que acabamos de fazer em «, geramos um
unico homomorfismo 5 de S(G) em I(A) tal que B[g] = oy e para o qual também vale

E[g] = D,. Mas (3 satisfaz estas propriedades. Logo 3 = 5

Para uma acao parcial a de G em A, geramos uma agao (3 de S(G) em A. A partir

desta, construimos uma agao parcial & de G em A e ay = 5 = . Logo o = a.

Assim enunciamos:

Teorema 2.0.18 : Seja G um grupo, S(G) o semigrupo universal associado e A uma

dlgebra. Entdo existe uma correspondéncia bijetiva entre as agoes parciais de G em A e

as agoes de S(G) em A.
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Exemplo 2.0.19 : Vimos no Ex. 2.0.7 uma agao parcial ({Dgy}ger,, {0y }tger,) do grupo
Fy na dlgebra C(X), a dlgebra das fungoes continuas do Conjunto de Cantor. Utilizando

o Teorema anterior, podemos construir uma agao de S(Fq) em C(X).
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3 Produto Cruzado Parcial
Algébrico

Neste capitulo, queremos relacionar o Produto Cruzado Parcial Algébrico por uma
agao parcial de um grupo em uma algebra, com o Produto Cruzado Parcial Algébrico por
uma ac¢ao do semigrupo universal desse grupo, pela mesma algebra. Para isso, utilizaremos

a bijegao que fizemos no Capitulo 2, entre as agdes parciais do grupo G e as agoes de S(G).

Até o final deste capitulo, A serd uma algebra, G um grupo e S um semigrupo. Além
disso, 3 serda uma acao de S em A. Assim, fica subentendido que 8 é um homomorfismo

que estd “acompanhado”, para todo s € S, de ideais F, de A e isomorfismos (3, : Fy — E,.

Primeiramente vamos ver a definicao do produto cruzado parcial algébrico por uma

acao parcial.

Sejam (A, G, @) um sistema dinamico parcial. Dados g € G e a4 € D,, considere a,d,

a funcao de G em A tal que a46,(g) = a4 € a,0,(h) = 0, para h # g.

Definicao 3.0.1 : Seja o uma ag¢ao parcial do grupo G na dlgebra A. Definimos o

produto cruzado parcial algébrico de A por G relativo a o como:
finito
Axe G = {Zagag:agepg},
geG

com a operacdo soma sendo termo a termo e o produto de dois “monomios” sendo defi-

nidos como
(a959>(ah5h) = O‘g(agfl(ag)ah)(sghv

estendido linearmente para todo A x¢ G.

Bem, ag-1(ag)ar, € Dg-1 N Dy, implica ag(ay-1(ag)an) € Dy N Dyy. Logo o produto

estd bem definido.

Exemplo 3.0.2 : No Ez. 2.0.7, obtemos um sistema dinamico parcial (C(X),Fq, ).
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Assim podemos definir C(X) x% Fy.

Lembre que X = {0,1}N, que é isomorfo ao Conjunto de Cantor e Fy é o grupo livre
gerado por a e b.

Pela definicao de produto cruzado, segue que:

finito
C(X) x5 Fo = {Z fo0g : fg € C(Ug)} .

g€F2

Nao ha uma definicao tnica para o produto cruzado parcial algébrico por uma acao
de semigrupo inverso. Na literatura, uma definicao que se encontra é analoga a defini¢ao
dada acima no caso de agoes parciais. Para nosso objetivo, que é apresentar um iso-
morfismo entre A xg G e A x§ S(G), serd mais conveniente usar uma outra definigao.
Assim, comecamos definindo um conjunto que, mais tarde, usaremos para definir o pro-

duto cruzado parcial algébrico por uma agao.

Seja [ uma agao do semigrupo inverso S na algebra A. Dados s € S e as € Ej,

considere asd; a funcao de S em A tal que asds(s) = as e asds(r) = 0, para r # s.

Definigao 3.0.3 : Seja B uma acdao do semigrupo inverso S na dlgebra A. Definimos

finito
L= {Zasés:aseEs},

seS

onde o produto de dois monomios € definido

(ar(;'r)(as(ss) - 5?(&7"*1 (ar>as)(5rsa

estendido linearmente e a soma € definida de maneira natural.

Como f,-1(a,)as € E.-1 N E, implica 3,.(6,-1(a,)as) € E,s, o produto estd bem
definido.

Para definirmos nosso produto cruzado parcial algébrico por uma agao, vamos quo-
cientar este conjunto L por um certo ideal. A questao que surge é que nao é muito comum
falar de ideais em anéis nao associativos. E o conjunto L definido acima nem sempre é

associativo.
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No caso do produto cruzado parcial algébrico por uma acao parcial, Exel e Dokuchaev
em [2] mostraram que sob certas condigoes sobre A, A x% GG é associativo. Neste mesmo
artigo, eles apresentam um exemplo de produto cruzado por acao parcial que nao é as-
sociativo (Proposition 3.6). Se transformarmos a agao parcial desta proposicao em uma
agao de semigrupo inverso (via a bijecao do Capitulo 2), é facil concluir que o conjunto

L do produto cruzado parcial algébrico nao ¢é associativo.

Aqui faremos um resultado analogo, ou seja, ver sob quais condic¢oes este conjunto L
que acabamos de definir é associativo. Para isso, introduzimos o conceito de multiplica-

dores em uma algebra A sobre um corpo K.

Defini¢ao 3.0.4 : A dlgebra de multiplicadores de uma K-dlgebra A € a dlgebra M(A)
dos pares ordenados (L, R), onde L e R sao transformagées lineares de A tal que, para a,

be A:

(i) L(ab) = L(a)b,
(ii) R(ab) = aR(b),

(11i) R(a)b = aL(b),

e para (L, R), (L', R") € M(A), a € K, as operagdes sio definidas como:

a(L, R) = (aL,aR),
(L,R)+ (L',R)=(L+L,R+ R,
(L,R)(L',R) = (Lo L',R o R).

Diz-se que L é um multiplicador a esquerda e R um multiplicador a direita.

Exemplo 3.0.5 : Seja A uma dlgebra qualquer e five v € A. Defina

L:A— A R:A— A
a v xa, a— azx.

Entao, (L, R) € M(A).
Vamos provar que valem (i) — (#i7) da Def. 3.0.4. Sejam a, b € A:

(i) L(ab) = x(ab) = (za)b = L(a)b,
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(ii) R(ab) = (ab)x = a(bx) = aR(b),

(iii) R(a)b = (ax)b = a(xb) = aL(b).
[

Nosso objetivo é mostrar sob quais condigoes L é associativo. Veremos que a veraci-
dade deste fato estd intimamente ligada com o conceito de (L, R)-associatividade, que é
o seguinte:

Uma dlgebra A € (L, R)-associativa quando L o R = R' o L para quaisquer (L, R),
(L',R') e M(A).
Assim, estamos interessados em saber quando uma algebra tem esta propriedade.

Uma algebra A é dita idempotente quando qualquer elemento a € A pode ser escrito como
finita

a = Z b,’CZ', bi7C2‘ c A.
O préximo Lema nos garante que se a algebra é idempotente, ela é (L, R)-associativa.
Lema 3.0.6 : Seja A uma dlgebra idempotente e (L, R), (L', R') € M(A). Entdo

LoR =R'olL.

finita
Demonstracgao: Seja a € A. Entao a = Z bici, b;,c; € A. Como os multiplicadores

(]
sao lineares, suponha a = be, b, ¢ € A e note que:

L(R'(a)) = L(R/(bc)) = L(bR'(c)) = L(b)R'(c) = R'(L(b)c) = R'(L(bc)) = R'(L(a)).
u

Observacao 3.0.7 : Note que se a dlgebra possui unidade ela € idempotente, logo €

(L, R)-associativa.
Antes do Teorema a respeito da associatividade de L, mais um Lema:

Lema 3.0.8 : Se A e B sao duas dlgebras, (L, R) € M(A) e w: A — B € isomorfismo,
entao (tro Lonm ', moRon™t) € M(B).

Demonstragao: Sejam by e by € B. Entao by = w(ay) e by = w(az), para a; e as € A.

Assim, vamos provar os 3 itens da Def. 3.0.4:
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(i) mo Lom Y (b1by) = 7o L(ajas) = w(L(ay)az) = w(L(ay))by = (mo Lo (by))bs,
(ii) o Rom ! (byby) = 7o R(ajaz) = m(ay R(az)) = bi(m o Ro 7w (b)),
(ii)
(w0 Rom (b)hs = (w0 R(an)) () = m(Rlar)an) = (e L(as)) =
= m(7m (b1)L(az)) = by(m o Lom *(by)).

Teorema 3.0.9 : Seja B uma acao do semigrupo inverso S na dlgebra A. Se os ideais
E, sdo idempotentes, a operacdo de multiplicacao do conjunto L definido na Def. 3.0.3 €

associativa.

Demonstragao: Bem, primeiramente note que ideais de uma algebra sao, em particular,
algebras. Assim, poderemos aplicar o Lema 3.0.6 nos Fj.

Sejamr,sete Sea, € E,, a, € E, e a; € F;. Nosso objetivo é mostrar que:
ar(sr(asésat(st) = (arérasds)atétv
ou seja, fazendo as multiplicagoes;

ﬂ?‘ (ﬂr* (@T)ﬂs (ﬂs* <a5>at))5rst = Brs (ﬁs*r* (ﬂr (ﬁr* (ar)as))at)érst-
Vamos analisar o lado direito da igualdade:

ﬁrs (ﬁs*r* (ﬁr (ﬁr* (ar)as>>at)5rst = ﬁrs (ﬁs* (57“* (ﬁr (ﬁr* (ar)as)))at)(srst =
= 6rs (ﬁs* (ﬁr* (ar)as)at)érst =
= 67“ (65 (ﬁs* (67"* (ar)as)at))(srst .

Assim, “esquecendo” os 0,4, precisamos mostrar que

Br (ﬂ?‘* (ar)ﬂs (ﬂS* (CLS)at)) = ﬁr‘ (ﬁs (53* (ﬂ?‘* (ar)&b‘)@t»'

Aplicando [,~ nos dois lados da igualdade, pela esquerda, obtemos:

ﬁr* (ﬁr (6T* (ar)ﬁs (ﬁs* (as)at))) = Br* (ﬁr (ﬁs (ﬁs* (ﬁr* (aT>aS>at)))7

que é equivalente a

67“* (ar)ﬂs (68* (as)at) = 68 (ﬁs* (ﬂr* (ar)as>at)-
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Como B« : E. — E,« é isomorfismo, se variarmos a,, [, (a,) percorre todo E,«. Assim,

nosso teorema vale se provarmos que

afs(Bs (as)ay) = Bs(Bs(aas)ay), Ya € B, as € Ey, a; € Ey.

Denotando R,, : Es« — Eg+ o operador linear multiplicador a direita por a; e L, : By — Ej

o operador linear multiplicador a esquerda por a, a iltima equagao pode ser reescrita como
La o 55 o Rat o ﬁs* (as) = ﬂs o Rat o ﬁs* o La(a's)a VCL € Er*7 Qs € Esa Q € Et-

Pelo Ex. 3.0.5, L, ¢ um multiplicador a esquerda de E e R,, é um multiplicador a direita
de Eg-.

Como os (3 sao isomorfismos, Lema 3.0.8 garante que 3s0 R,, o3¢« € multiplicador a direita
de E; e como este é idempotente, Lema 3.0.6 implica na validade da ultima igualdade.

Logo, L ¢é associativo.
[

Assim, a partir de agora, vamos supor que os ideais Fs de A, relacionados com a
nossa acao 7 de S em A sao idempotentes. Entao, definimos o produto cruzado parcial

algébrico por uma agao como segue.

Definigao 3.0.10 : Seja 8 uma agao do semigrupo inverso S na dlgebra A, de tal ma-
neira que os Es sejam idempotentes. Considere N = (ad, — ad; : a € E,.,r <t), ou seja,
o ideal de L gerado pelos elementos da forma ad, — ady com a € E, er <t. Definimos o

produto cruzado parcial algébrico de A por S relativo a 3 como

“ L
Note que se r < t, r = ti, i idempotente. Por (5) Prop. 2.0.11 E, C E; e podemos

falar em ad;.

Como A %% S é um quociente de L, denotaremos seus elementos como classes de

elementos de L, por exemplo, a,d;.

Exemplo 3.0.11 : No FEz. 2.0.19 obtemos uma acao (3. Consequentemente podemos

construir o Produto Cruzado Parcial Algébrico associado.
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Um resultado imprescindivel que usaremos para definir o isomorfismo entre o produto
cruzado parcial algébrico por uma agao de semigrupo inverso e o por uma agao parcial é

o seguinte:

Lema 3.0.12 : Seja ( acdo de S em A. Para ri,...,7,,9,h € G, valem as sequintes
igualdades em A x% S':

(1) adign = adign), para a € Eggp),

(2) aé&rl---ern[g] = aé[g], para a € Egrl_._am[g].

Demonstracao: (1): Pela Prop. 2.0.12, (1), Egn € Ejgn), assim faz sentido falarmos
em adyy. Agora, [g][h] = [g][h][n"'][h] = [gh][h!][h]. Como [h~'][h] é idempotente,
lg][h] < [gh]. Portanto adign — adign € N.

(2): Também pela Prop. 2.0.12, (2), E.

que €, ..., 9] = [gleg-1ry - €91y, € Eg=1py ... Eg-1,, € idempotente, &, ...c,. [g] < [g].

vemlg © Elg € podemos falar em ady. Ja

Entao aéan__ern [ — adjg) € N.
[ |

Note que este resultado vale pois tomamos o quociente do conjunto L pelo ideal N.
Essa é a principal justificativa para definirmos o produto cruzado dessa maneira.

Agora podemos enunciar:
Teorema 3.0.13 : Seja (A, G, ) um sistema dinamico parcial. Considere S(G) e [ a
agao de S(G) em A relacionada com a pelo Teo. 2.0.18. Entao A xg, G = A % S(G).
Demonstragao: Defina

1 Axg G— AxgS(G)
ady — adyy), estendida linearmente na soma.

Vamos provar que ¢ é um isomorfismo:
Bem definida: a € D, = L.

Homomorfismo: Por defini¢ao, ¢ separa soma. Usando o Lema anterior, vamos ver que ¢

também separa o produto:

p(ady)p(bdn) = (adlg)) (bdim)) = Big) (Big=1)(a)b)S(g)n) = Big (Big—11(a)b)d(gn);
90((@69)<b5h)> = ¢(ag(ag*1(a)b)5gh) O‘g(ag*(a)b)é[gh] = 5[9] (ﬁ[gfl](a)b)(s[gh]‘
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Bijetora: Vamos apresentar uma inversa para . Defina

v:L—AXG

ads — ao. estendida linearmente na soma,

v(s)>
onde v é o homomorfismo definido nos paragrafos seguintes a Prop. 1.1.5.

Note que para t =&, ..., [g] € S(G), como t* = [g7 ey, ... &,

n*

Logo:

()=t = Qg1 = Qa(e).

1 é homomorfismo: Por definicao separa soma. Também separa produto:

$(adr)1h(bds) = (ady () (005(5)) = Qrr) (@yr)-1(@)D) 0 (rr(s) = () (A (r)=1(@)0) Oy rs)
¥((ad,)(bds)) = Y (Br(Br=(a)b)drs) = Br(Bre(a)b)dy(rs) = ) (yre) (@) D)0 rs) -

1 se anula em N: Como ¢ é homomorfismo, basta provarmos que v zera nos geradores
de N. Seja adf —ad; € N com f < iem S(G). Assim, pelo Ex. 1.1.11, y(f) = ~(4).

Portanto:

Y(ady — ad;) = P(ady) — (ad;) = adypy — abyiy =0

Assim podemos estendé-la para

b AxGS(G) — Axe G

ady — ad(s), estendida linearmente.

Parat = ¢y, ...¢,[9] € S(G), [v(t)] = [g] e, portanto, pelo Lema 3.0.12, (2), ad}, ) =

adlg) = ad.

ot =Idawssa) o 1(ad,) = p(ady(s) = adpe) = ad;.

{/;O o = Idaxag: {EO (P(a(sg) = w(aé[g]) = aév([g]) = ady.

Portanto 7;5 ¢é inversa de ¢ e ¢ ¢ bijecao.
|

Como este Teorema ¢é valido, os Produtos Cruzados Parciais Algébricos que definimos

nos Exemplos 3.0.2 e 3.0.11 sao isomorfos.
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4 Acoes de Semigrupos Inversos
em uma C*-Algebra

Nos préximos 2 capitulos, tentaremos transportar os resultados obtidos nos Capitulos
2 e 3 para o caso C*-algébrico. Assim, a partir de agora, A serd uma C*-adlgebra unital,

G um grupo com unidade e e S um semigrupo inverso com unidade e.

Uma agao parcial de um grupo G numa C*-algebra é uma acao parcial tal que D, é

um ideal fechado e o, é um *-isomorfismo. Ou seja:

Definicao 4.0.1 : Uma acdo parcial de um grupo G numa C*-dlgebra A € um par
ordenado ({Dg}gec{agtgec), onde para todo g € G, D, é um ideal fechado de A e

ag: Dg-1 — Dy € um x-isomorfismo, satisfazendo, para todo g,h € G

(i) Do = A,
(ZZ) Oéhfl(Dh N Dgfl) = Djp-1 N D(gh)q,

(iii) ag(an(x)) = ag(z), Vo € Dy N Dgpy-1.
Exemplo 4.0.2 : Vamos estender o Fxemplo 2.0.7.

Entao o que queremos é construir uma agao parcial de Fy na C*-dlgebra C'(X), a algebra
das funcoes continuas do Conjunto de Cantor.

Em C(X) a norma usual é a norma do sup, isto é, para f € C(X)

/I = sup{[f ()] : 2 € X},

e assim C'(X) esta equipado com a topologia da convergéncia uniforme.
Definimos, para cada g € Fy, D, = Cy(U,), onde U, era um aberto de X. Sabemos que
se uma seqiiéncia de fungoes de Cy(U,) converge uniformemente para uma certa funcao

f, esta f pertence a Cy(Uy). Logo os D, sao fechados.



o1

Tome g € Fy e f € D,. Denote f a funcdo que leva o elemento z no complexo (x).

Vamos mostrar que «, preserva x:

ag(f*> = ag(?) = f 0 Yg—1 = fo Yg—1 = ag(f)*‘

Assim, concluimos que ({D, }er,, {0y }ger,) € uma acao parcial do grupo Fy na C*-algebra
C(X).

Defini¢ao 4.0.3 : Um C*-sistema dinamico parcial é uma tripla ordenada (A,G, ),

onde o € uma ac¢ao parcial do grupo G na C*-dlgebra A.
Vamos definir uma acao de semigrupo inverso sobre uma C*-algebra.

Definigcao 4.0.4 : Dada uma C*-dlgebra A e um semigrupo inverso S com unidade e,
diz-se que B € uma agao de S em A quando para cada s € S existe um ideal fechado E de

A e um x-isomorfismo (B, : Ee« — Ey tal que E, = A e, para cada s,t € S, B0 B = Bs.

Se [ é agao de S(G) na C*-algebra A, esta também serd uma agao de S(G) em A
no contexto puramente algébrico, ou seja, considerando A apenas como uma algebra.
Por isso teremos varios resultados a seguir que sao vélidos. Comecemos com resultados
analogos as Prop. 2.0.11.

Seja [ uma acao do semigrupo inverso S na C*-dlgebra A e tome s, t € S. Entao:

(1) Be = Ida,

(2) B =571,

(3) Bs(Ey) = Bs(EyN Ey) = By,
(4) Se f € E(S), entdo §; = Idp,,

(5) Ey C Es.
Exemplo 4.0.5 : Continuando o Exemplo 2.0.13.

Seja f : A — B. Construimos uma agao 3 de PHomeo([0,1]) em C([0,1]) tal que
Ep = Co(A), Ey = Co(B) e B4(g) = go f!, para g € Ey«. Analogamente ao que fizemos
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no Ex. 4.0.2, para A subconjunto aberto de [0, 1], Cy(A) é fechado. Também é facil ver
que para f € PHomeo([0,1]), B preserva *. Logo [ é uma acao do semigrupo inverso
PHomeo([0,1]) na C*-dlgebra C([0,1]).

Seja ( uma agdo de S(G) na C*-dlgebra A. Definindo o = ({Dy}geq, {ay}gec), Prop.
2.0.14 nos garante que esta serd uma acao parcial de G na édlgebra A. Para « ser uma
acao parcial de G na C*-dlgebra A, falta D, ser fechado em A e o, ser invariante por *.

*

Mas D, = Ej; que é um ideal fechado de A e ay, = |y que é invariante por *. Logo,

podemos enunciar:

Proposicao 4.0.6 : Dada (3 acio de S(G) na C*-dlgebra A, defina Dy = Ejg e og = ).
Entao o = ({Dy}gea, {ag}geq) € agdo parcial de G em A.

Por outro lado, dada uma agao parcial de G em A, conseguimos obter uma agao de
S(G) em A. Para isso, precisamos fazer um trabalho parecido ao que fizemos no Cap. 2.
Utilizando a Prop. 2.0.15, construimos uma agao de S(G) na algebra A. Mas os ideais Fj
eram interseccoes dos ideais D,. Como estes sao ideais fechados, Fs também o é. Também

vimos que era uma restricao de um «,. Como este preserva * ¢ um *-isomorfismo.
s Y g sy Ms

Proposicao 4.0.7 : Dada uma ac¢ao parcial o do grupo G na C*-dlgebra A, podemos

construir uma agao [ entre S(G) e A.

Portanto, como no Teorema 2.0.18, segue que:

Teorema 4.0.8 : Existe uma correspondéncia bijetiva entre as agoes parciais do grupo
G na C*-dlgebra A e as agoes de S(G) em A.



93

5 Produto Cruzado Parcial

Seja A uma C*-algebra unital. Vamos definir o Produto Cruzado Parcial do grupo G
(com unidade e) por A com respeito a agao parcial a.

Para g € G e a4 € D, defina em A x% G a seguinte operagao *:

(agdy)” = ag-1(ay)ds-1, estendida linearmente:

finito * finito
(Z a959> = Z(%%)*.

geG geG

Proposigao 5.0.1 : (A x% G,*) ¢é *-dlgebra.

Demonstracao: E fécil ver que (A x% G,*) é uma &lgebra. Assim vamos mostrar que *

satisfaz as seguintes propriedades para g, h € G:
(ag0q + andn)” = (agdq)* + (andn)",
((agdg)(andn))” = (andn)*(agdy)",
((agdy)*)* = aydg.
Por definigao (a,d, + andn)* = (ay0,)* + (andn)*.
((agdy)(andn))” = (aglag-1(ag)an)dgn)” = an-14-1(ag(ag-1(ag)an)*)op-14-1 =
= ahfl(a;;agq (a;))(shqgfl,
(andn)*(agdy)™ = (an-1(ay)on-1)(ag-1(ay)ds-1) = ap-1(an(an-1(ay))ag-1(ay))op-14-1 =
= ah_1(a2ag_1(a;))5h_1g_1,

e vale a segunda igualdade. Por tltimo,

((agdy)*)* = (O‘g‘l(aZ)‘sg‘l)* = O‘Q(O‘g‘l(a2>*>6g = ag(ag-1(ay))dy = agd,.

Assim, (A x% G*) é x-dlgebra.
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Para definirmos os produtos cruzados parciais, usaremos um processo de construcao

de C*-algebras chamado C*-dlgebra envolvente.

Definicao 5.0.2 : Seja B uma x-dlgebra de Banach. Uma C*-dlgebra envolvente de B
¢ um par (A, ), onde A é uma C*-dlgebra e 71 : B — A € um x-homomorfismo com a

sequinte propriedade:

Para qualquer C*-dlgebra Ay e qualquer x-homomorfismo ¢ : B — A existe um unico

x-homomorfismo QNS: A — Ay tal que o diagrama abaizo comuta.

ol

B Ay

Mesmo que a C*-algebra envolvente seja um par consistindo de uma C*-algebra e um
x-homomorfismo, estaremos interessados apenas na C*-algebra. Dada qualquer *-dlgebra
de Banach B, existe e é inica (a menos de isomorfismo) a C*-algebra envolvente de B. Esta
é construida tomando o completamento de B/kerp, com relacao a ps(z) = sup{||p(z)] :
p é representacao de B} (para mais detalhes a respeito de C*-algebras envolventes, veja

[1], em particular Teo. 6.1.10).
Denotaremos a C*-algebra envolvente como C(B), onde B é uma *-dlgebra de Banach

(ou qualquer outro conjunto que permita esta construgao).

Definicao 5.0.3 : Uma representacao de uma *x-dlgebra, € um x-homomorfismo w: A —

B(H), onde H é um espago de Hilbert.

Em uma x-dlgebra de Banach, as representacoes sao contrativas e a construcao da

C*-algebra envolvente estd bem definida.

No nosso caso, temos que A x% G é apenas uma *-algebra. Considerando ||.|| uma

norma em A, defina a seguinte funcéo real ||.||; em A x% G:

finito finito
> agdy| = llagll.
geG 1 geqG

Como a soma do lado direito da igualdade acima ¢ finita, a defini¢ao faz sentido.

Nao é dificil provar que |.||; é uma norma.
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Assim, temos uma *-algebra normada, A x¢ GG. Precisamos garantir que as repre-
sentacoes de A x¢ (G sao contrativas, ja que queremos tomar a C*-dlgebra envolvente
daquela x-algebra. Para isso, considere m uma representagao de A x% G. Note que para

ag € Dy:

||7T(a959)||2 = |lm(agdy) m(agdy)|| = [[m((agdy)*(agdy))ll = HW(O‘g*l(a;ag)(se)H'

Mas ag-1(ajag)d. € Ad., que é uma C*-dlgebra (isomorfa a A). Assim, 7 é contrativa em

Ad,. Com isso:

*

17 (agdg)lI* = lIm(ag-1 (agag)de)| < llag-1(agag)dell = llag-1(agag)|l = llagagll = llagll*.

Portanto segue que 7 é contrativa:

finito finito finito finito
T (Z a959> < Z [ (agdg )|l < Z lag| = Z (g0g
9eG geqG geG geqG 1

Entao, podemos definir:

Definicao 5.0.4 : O Produto Cruzado Parcial do grupo G pela C*-algebra A relativo a

acao parcial o, denotado A, G, € a C*-dlgebra envolvente da x-dlgebra A x% G, ou seja,

Ax,G=C:HAXEQ).

Ja que o processo de tomar a C*-algebra envolvente de uma *-dlgebra envolve um
certo quociente, denotaremos os elementos do produto cruzado parcial como classes dos

elementos do produto cruzado parcial algébrico, por exemplo, a,dg.
Exemplo 5.0.5 : Vamos calcular o Produto Cruzado Parcial da agao do Exemplo 4.0.2.

Bem, lembrando que X = {0, 1}, que é isomorfo ao Conjunto de Cantor e Fy é o grupo

livre gerado por a, b, no Exemplo 3.0.2 calculamos o Produto Cruzado Parcial Algébrico

finito
C(X) xg Fa = {Z foOg : fg € C(Ug)} .

g€lFa

Assim, basta apenas tomar a C*-algebra envolvente da x-algebra acima, ou seja:

C(X) %o Fy = C7 <{§Of959 L f, € C(Ug)}> .

g€F2
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Para nao ficarmos apenas com essa descrigao abstrata, vamos fazer uma espécie de guia
para concluirmos que esta C*-dlgebra é a Algebra de Cuntz de ordem 2.

A Algebra de Cuntz de ordem 2, denotada s, é a algebra universal gerada por duas
isometrias Sy, S; num Espaco de Hilbert H de dimensao infinita (na verdade esse espago

é inico, assim poderiamos ter colocado “...isometrias Sy, 51 no Espago...”) que satisfazem:
SoSy + 5157 = 1g,

onde [y é a identidade em H.

Temos que X ¢é a unido disjunta dos conjuntos Uy = {(0,z1,za,...) : x; € {0,1}} e
Uy ={(1,21,29,...) s x; € {0,1}}. Assim, as fungoes caracteristica 1y, e 1y, sdo tais que
1y, + 1y, = 1x, 1x a funcao que leva todo elemento de X em 1 € C. Logo fica evidente

que se queremos construir um isomorfismo entre C'(X) %, Fy e O, este deve satisfazer:

1U0 — S()SS,
1U1 — Sl T
ja que assim,
1x = 1y, + 1y, = S()SS +Sle = Iy.
Agora note que 1y, e 1y, sdao duas projecoes ortogonais. Assim ¢é facil ver que
C*(1y,, 1y, ) =span{ly,, 1y, } . Além disso, j4 que um elemento aly, + bly, dessa C*-
dlgebra ¢ definido pelo par de complexos (a,b), span{1ly,, 1y, } = C2.

Com isso, defina o x-homomorfismo unital:

o1 span{ly,, 1y, } — Os
— S()SS

1u,

1y, — 5157, estendido linearmente.

Analogamente, temos que X é a uniao disjunta dos 4 subconjuntos abaixo:

Uoo = {(0,0, 21, x9,...) : x; € {0,1}},
Uor = {(0,1, 21, 29,...) s z; € {0,1}},

={(1,0,21,x9,...) s x; € {0,1}},
U ={(1,1,z1,29,...) s x; € {0,1}}.
Note que 1y, + 1y, = 1y, €, assim, devemos encontrar duas projegoes py € p; em O; cuja

soma resulte em SyS;, para que assim:

1U0 = 1U00 + 1U01 — Do +p1 == SOSS
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Ja que SpS; + 5157, segue que
SOSOSSSS + S()SlSTSS - S()SS,

e analogamente
S1505557 + 51515757 = 5157
Como S;Sy = S7S1 = Ig, facilmente mostra-se que Sy50S5S;, S051575¢, 51505557 €

S15157 S sao projecoes. Assim devemos ter:

Luge — 50505355,
Lug, + 5051571 S,
1oy — 51505357,
1y, — S1515757.

Logo defina o *-homomorfismo unital:

¢2 = spani{ 1y, Loy, s Loy, Loy, b — Oa
Lurge > 5080505,
Lyg, = S0515715g,
1y,, — S1505;57,

1y, — 51515757, estendido linearmente.

Prosseguindo assim, vemos que existe um #-homomorfismo unital ¢; de C*(1y,, 1y,) em

Oy, *-homomorfismo unital ¢o de C*(1pyys Ly, s Loy, 1oy, ) €m Oz, x-homomorfismo unital
. . :

o3 de C*(Luoes Luoors L0o1os 101005 Lo11s L0101 LU110s Ly, ) €m Oz e assim por diante.

Note que da maneira com que construimos esses homomorfismos, é facil ver que

(bn ’Domd)n,l = anfl .

Considere a algebra
A= O*(onv 1U1) U C*(onm 1Uo1’ 1U107 1U11> U...
Afirmacao: A = C(X).
Bem, X é compacto e Hausdorff e A é uma C*-algebra unital. Agora sejam x = (21, xa,. . .)

ey = (Y1,Y2,...) pontos distintos de X (note que x;,yx € {0,1}). Assim, existe algum

i € N tal que z; # y;. Considerando 1y, . (a fungao caracteristica de U, ), temos
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que:

L,
0.

ly,, . (2)

ly,, .. ()

Como 1y, ., € A, segue que A separa pontos de X. Logo, aplicando o Teorema de

Stone-Weierstrass (Teorema A.6.9 (b) [14]), segue que A = C(X).

Mais um resultado que precisaremos é o seguinte:

Afirmagao: Sejam A e B C*-dlgebras e considere a seqiiéncia de C*-dlgebras
A CAC...CA,C... A

tal que UA,, = A. Suponha que para cada n exista x-homomorfismo unital ¢, : A, — B

tal que wpla, |, = pn_1. Entdo existe x-homomorfismo ¢ : A — B.

Defina ¢ : UA,, — B, de tal maneira que dado a € UA,, como a € A; para algum 1,
©o(a) = pi(a) (dai segue que ¢ é *-homomorfismo).

¢ estd bem definida: Suponha a € A; e a € A;, ¢ < 5. Como @,|a, , = Pn-1, pjla) =
pi(a).

@ é continua: Para a € UA,,, como a € A;, para algum 4, temos:

le(a)ll = llei(a)ll < llall,

a desigualdade segue do fato que ¢; é *-homomorfismo unital entre C*-algebras, logo
contrativo (Lema 3.4.2 (b) [14]).

Assim, podemos estender @ para o *-homomorfismo ¢ : A — B.

Portanto, com essas duas afirmagoes, concluimos que hd um *-homomorfismo unital entre
C(X) e Oy. Mas note que C(X) é isomorfo a cépia de C(X)J, em C(X) x, Fy (veja
Obs. B.2.20 em [10]). Assim, segue que existe x-homomorfismo unital ¢, entre a cépia de
C(X)de em C(X) Xy Fo e Os.

Agora seja f = fif2... f, um elemento, em sua forma reduzida, de F,. Tome fé;, onde
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f € Dy. Defina:

¢ C(X) %% Fy — O,

£6; — ¢ (F6.)S 7 --- 9, estendida linearmente na soma,

onde f;=0se fy=aefi=1sef,=b Nocasode fi = al, Sﬁ:Sgesefi:b_l
temos Sy = 57.

Nao mostraremos aqui e ¢ bem trabalhoso mostrar que a funcao ¢ é um *-homomorfismo.
A idéia seria tomar fd, como uma combinacao de elementos do tipo 1 fé 7 (que vale pelas
Afirmagées que fizemos), onde 17 € Dy = Co(Uy) € a funcao caracteristica de Uy, com
Uz € Uy. Assim a palavra f tem que comecar com a palavra f, ou seja, f = ffifs... f.
Usando o fato de que ¢, é um x-homomorfismo, o resultado segue. Para a demonstracao

deste e dos demais fatos que envolvem este exemplo, veja [5] (segao 7).
Pela Propriedade Universal das C*-algebras envolventes, segue que existe um x-homomor-
fismo ¢ : C(X) %, Fy — Oy tal que:

b(£05) = H(£0y).

Por outro lado, temos que D, = Cy(Up) e Dy = Cy(Uy). Assim denote 1, a unidade de D,,
que ¢ a fungao caracteristica de Uy e 1, a unidade de D,. Considere a seguinte aplicagao:
{80, $1} = C(X) x4 Fs
S() — 1a5a

Si— m

Note que:

= (1a0a) (Lada)" + (160) (1p0)" =

= (Lada) (a1 (La)da=1) + (Lp0p) (-1 (1p)dp-1) =

= (a1 (1a) a1 (1a))de) + (a1 (1p)ap-1(1p))de) =
= 1,0, + 130,

D(So)(So)* + ()P (1)

e como X ¢ a uniao disjunta de Uy e Uy, segue que

1(158 + 1b56 = 1X667



60

que é a unidade de C'(X) X, Fy. Pela Propriedade Universal de O, (para mais detalhes,

veja [10]), existird *-homomorfismo ¢ : Oy — C(X) %, Fy tal que:

Portanto basta mostrarmos que ¢ e 1) sao inversas uma da outra.
p o1 = Idp,: Como estas fungoes sao *-homomorfismos, é suficiente provarmos o resul-

tado nos geradores de Oy:

¢ o(So) = 9(1a0a) = ¢(1464) = be(11y)S0 = S0SiSe = So,
G o(S)) = p(Tpdy) = d(140) = pe(117,)S1 = 51518y = 5.

Yo ¢ = Ido(x)x.F.: S€ja f = fi... f, um elemento de Fy em sua forma reduzida e f € Dy.

Vimos na Obs. 2.0.8, que ay, (a;-1(1y,)1y,) é a unidade de Dy, p,. Assim:

(Lp 07 )(L10p) - (14,05,) = (g (apmr(Lp)11,) 08, 1,) (1p0ps) - - (15,05,) =
1f1f25f1f2)(1f35f3> (1fn5fn) =

(
= (
= (ap (a1 (L p)15)00 pos ) (Lpa0ps) - - (L5,65,) =
= (
= (

1f1f2f35f1f2f5)(1f45f4) <. (1fn5fn) ==

Lty fofnOfs fonfn) = (1505).

Agora tome g € F; e considere o elemento 1,0, € C(X)d, onde 1, é a unidade de
D, C C(X). Como ¢.(1,0.) = Sz, ... S5,5% . .82 1, note que:

In™~gn

Yo de(lgde) = V(S ... 55,55, - 55,) = ¥(S5) - - (55,)¥(55,)" .. ¥(5g,)" =
= (14,0g,) - - - (14,04,)(14,04,)" (19,04,)" =
= (191 91) v (1gn59n)<1g;1‘sg;1> ( —15 —1) = (1959)(1g‘159‘1) =
(

Tome o elemento E € C(X) x4 Fy. Pelas Afirmagoes que fizemos no comego deste

Exemplo, segue que fd, = Z 140.. Com isso,
g€F2

¥ o0 (F) = v oo, (Zw) = S 4o ou(1,5) Z _

geFa geFa S

19;=0segi=aeg =1seg;=b Nocasode g; =a !, S5, =S5 ese g; =b"! temos S5, = S7.
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Assim, considerando g(fdf) = ¢e(f_(5€)SJ;1 S

0 ¢(£07) = 0 §(£67) = V(9e(0) S5, ... S5.) = (de(F3))W(SF,) ... ¥(Sf,) =
= 6. (14,05,) .- (14,05,) = (F0) Lpy fonfOfr fongn) = (F0e)(1407) =
—13;.

Portanto, concluimos que C(X) X, Fy é isomorfo a Os.
[ |

Para definirmos o Produto Cruzado Parcial do semigrupo inverso S pela C*-algebra
A relativo a agao 3, o procedimento ¢ andlogo. Parar € S e a, € E, defina em A X35 a

seguinte operacao:

(arér)* = B.+(a*)d,~, estendida linearmente na soma.

Facilmente verifica-se que (A x4 S, ) é x-dlgebra.

Como fizemos para definir o produto cruzado parcial por uma acao parcial de grupo,
precisamos garantir que podemos tomar a C*-dlgebra envolvente de A xS, ou seja,
precisamos mostrar que as representagoes de A xS sao contrativas. Para isso, defina

uma norma ||.||; em L:

finito finito
> asds|| = llasl)
s€S 1 seS

(note que de fato esta é uma norma).
Lema 5.0.6 : Toda representagdo p: A x% S — B(H) € contrativa.

Demonstragao: Uma representaciao p de A x% S é uma representagao de L tal que
Seja s € S e as € Es. Como s*s < e (e a unidade de S), segue que:

Hp(as(SS)H2 = |lp(asds)” plasds)|| = llp((asds)*(asds))|| = [|p(Bs (a5as)dss)|| =
= [lp(Bs-(azas)de )| < llasas|| = flas|*.

finito
Para um elemento qualquer Z a0, € L:

seS
finito finito finito finito
’ (z a) < S lotasl < 3l = 3 0,
ses seS ses ses 1
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Logo p é contrativa.

Assim, definimos:

Definicao 5.0.7 : O Produto Cruzado Parcial do semigrupo inverso S pela C*-algebra
A relatwo a agao (3, denotado A x5S, € a C*-dlgebra envolvente da x-dlgebra A X% S, ou
seja, A xS =C;(Ax5S).

Note que em A x3.5, os elementos s@ao ”classes de classes”e serao denotados como tal,

por exemplo, a,.d,, onde a,d, € L.

Seja G um grupo e A uma C*-algebra. Sabe-se que em uma C*-algebra, ideais fecha-
dos sdo idempotentes (Teorema V.9.2 [3]). Assim, neste Capitulo, ndo precisamos nos

preocupar em tentar garantir que os ideais F, sejam idempotentes.

Tome o uma agao parcial de G em A e considere 3 a agao de S(G) em A relacionada.
Sabemos, pelo Teorema 3.0.13, que A xg G é isomorfo a A x4 S (G). Queremos provar
que A x, G é isomorfo a A x5 S(G). Faremos isto utilizando a propriedade envolvente

dos produtos cruzados parciais.

Para g € G e a4 € Dy, defina

¢ Ax"G— AxyS(G)

agdy, — agdy, estendido linearmente na soma.

¢ estd bem definida: J& que Ey = D, temos a, € Ej.

¢ ¢ homomorfismo: Em relagao a soma ¢ 6bvio. Tomando g,h € G e ay € Dy, ap € Dy,

temos que ¢ separa produto:

¢((ag§g)(ah5h>) = ¢(O‘g(o‘g*1(a9)ah)5gh> = O‘g(ag*(ag)ah)é[gh],
P(agde)P(andn) = agdgandm = Big(Blg-11(ag)bn)dgn = cg(ag-1(ag)bn)digm,

que por (1) do Lema 3.0.12 sao iguais.

¢ preserva *: Tome g € G e ay € D,. Assim:

¢<<a969)*) = Qb(()‘g—l(a;)ég_l) = O‘g—l(a;)é[g—l}a
¢(a9‘5g)* = (%5[9})* = ﬁ[gfll(az)‘;[g*} = 0‘9*1(%)5[9*1}'
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Assim, pela propriedade envolvente de A %, G, existe Unico *-homomorfismo
p: Ax, G— AxgS(G) tal que:

finito
Agora seja K = Z as0s : as € Fy ». Utilizando a aplicagao v : S(G) — G
s€S(G)
definida nos paragrafos seguintes a Prop. 1.1.5, considere

w:K—-Ax,G

a0 > as04(s), estendido linearmente na soma.

Facilmente verifica-se que w é homomorfismo.
Considere M o ideal de K gerado pelos elementos ad, — ad;, onde a € E, e r < t. Vamos
mostrar que w se anula em M. Tome r <t em S(G). Entdo, por Ex. 1.1.11, ¢ difere com

r por alguns &,’s e, assim, y(r) = y(t). Portanto

w(ad, — ad;) = w(ad,) — w(ad;) = ads(yy — adyz = 0.

Assim, podemos definir

& Ax%S(G

— Ax, G

a0 > as04(s), estendido linearmente na soma.

(Z é homomorfismo: Em relac¢ao a soma é 6bvio. Para o produto, por (2) do Lema 3.0.12

basta considerarmos os elementos da forma a4y, (ndo precisamos tomar d,, . ,.[s). Assim,
considere [g], [h] € S(G) e ayy € Eig, ajp € Ejpy. Por (1) do Lema 3.0.12, vemos que b

separa produto:

S((ag0ig) (o)) = 6B (Big—11(ag))apm)dgm) = S(Big) (Bg-1 (aig))amn))dign) =
= Big(Big-1)(agg)) @) gn,
Hagg0g))P(amdpn) = (aggdy) (apon) = aglog-1(ag)agm ),

que sao iguais.

¢ preserva *: Tome [g] € S(G) e ayg € E,. Entao:

((ag0g)") = S(Bg-n(a,)0—1) = ﬂ[gfwargpégf
5(%}5[91)* = (ajg)dy)" = Big-1)(a [g])
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Novamente, pela propriedade envolvente de A x3.5(G), existe Gnico *-homomorfismo

©:AxgS(G) = Axy G

Qs 68 = as(s’y(s) )

estendida linearmente.

Como ¢ evidente que valem p o ¢ = Idax,sq) € $ © ¢ = Idax,c, podemos enunciar:

Teorema 5.0.8 : Seja a uma agao parcial do grupo G na C*-dlgebra A e considere 3 de

S(G) em A a agao relacionada. Entio A x, G € isomorfo a A x5 S(G).

Note que este teorema, assim como o Teorema 3.0.13 (no ambiente algébrico), indicam
que os produtos cruzados parciais de uma agao parcial de grupo sao um caso particular

dos produtos cruzados parciais de uma agao de semigrupo inverso.

Exemplo 5.0.9 : Considere a a¢do que construimos no Exemplo 2.0.19, de S(Fy) na
dlgebra C(X).

E facil ver que podemos estender 3 para uma acio de S (Fy) na C*-dlgebra C'(X) e é
muito parecido com o que fizemos para a agao parcial do Exemplo 4.0.2. Assim, considere
o Produto Cruzado Parcial Algébrico que definimos no Exemplo 3.0.11. Definindo uma

operacao de involugao nesse conjunto, como fizemos no inicio deste Capitulo, temos que:
C(X) xg S(F2) = CZ(C(X) % S(F2)).

Utilizando o Teorema que acabamos de enunciar, concluimos que esta C*-dlgebra é a

Algebra de Cuntz.
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6 Representacoes Covariantes

No Capitulo 4 conseguimos uma bijecao entre as acoes parciais de um grupo G e
as agoes do semigrupo universal associado, S(G). Neste Capitulo apresentaremos as
Representagoes Covariantes e mostraremos que existe uma bijecao entre as representacoes

covariantes de uma acao parcial « e as da agao associada f3.

Outro ponto importante que devemos retratar aqui é que em [13], Sieben usou uma
outra definicdo para o produto cruzado parcial de uma C*-dlgebra por um semigrupo
inverso relativo a uma acao. Assim precisamos mostrar que aquela definicao é equivalente

a que apresentamos no Capitulo 5.

Neste Capitulo, G serda um grupo com unidade e, A uma C*-algebra unital e S um

semigrupo inverso com unidade e.

Para definir representacoes covariantes, precisamos de algumas informacoes a respeito

de isometrias parciais.

Proposicao 6.0.1 : Sejam H, K espacos de Hilbert. Para um operador U € B(H, K)

sao equivalentes:

(1) U= UUU,
(2) P=U*U é uma proje¢ao,

(3) U|k6/rJ_U ¢ uma isometria.

Demonstragao: (1) = (2): Claro que P = P* e P> =U*UU*U = U*U = P.

(2) = (3): Para k € H, |P(K)|* = (P(k),k) = (U*U(k), k) = (U(k),U(k)) = [U(K)|I*
Assim, kerU =kerP =Im*P. Tomando h € ker*U =ImP, concluimos que ||U(h)| =
|P(R)|| = ||h]|. Assim U é isométrico em kerU.

(3) = (2): Parai = 1,2 tome h; € H, k; € kertU e I; € kerU, tais que h; = k; + I;.
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Entao, ja que U ‘kerLU é isometria:
(U U(h1), ha) = (U(h1),U(h2)) = (U(k1), U(k2)) = (k1, k2) = (k1, ha).

Logo P = U*U ¢é projecio sobrejetiva sobre kertU.
(2) = (1): Nao ¢é dificil ver que Im*U*U=kerU*U=kerU. Assim, para k € ImU*U, | €
ImtU*U e h = k + [, temos que

=
=
I
=
=
+
=
I

U(k) = UU*U(R)).

Definigao 6.0.2 : Um operador U € B(H, K) que satisfaz as 3 condi¢des equivalentes

acima € dito isometria parcial.

O conjunto de isometrias parciais entre os espacos de Hilbert H e K serd denotado
Plso(H,K). Se H = K, denotaremo-lo PIso(H).

Tome U € Plso(H,K). Definindo M =kertU e N =ImU, concluimos que U = 0
em M* e que além de sobrejetor, U é uma isometria unitéria entre M e N (daf o nome

isometria parcial). De fato:
UU*(N)=UUUM)=U(M) = N.
Logo UU* = Idy.
Nos referiremos a M como o espac¢o inicial e N como o espaco final de U.
Para maiores detalhes, veja [14].

Neste Capitulo, trabalharemos com C*-algebras unitais. Abaixo segue a defini¢ao de

uma representacao:

Definicao 6.0.3 : Uma representacdio de uma C*-dlgebra com unidade e, é um *-homo-

morfismo m: A — B(H), onde H é um espago de Hilbert, tal que m(e) = Idy.

Note que 7(e)(H) = H. Assim, H = 1(A)H.

Definicao 6.0.4 : Seja G um grupo com unidade e e H um espaco de Hilbert. Uma
representacao parcial de G em H € uma aplicagcio p : G — B(H) tal que, para g,h € G:
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(i) p(g)p(h)p(h=") = p(gh)p(h™1),
(ii) p(g~") = p(g)*,

(111) p(e) = Idy.

Note que da definicao, segue que p(g~')p(g)p(h) = p(g~")p(gh):

p(g p(9)p(h) = (p(h"Yplg Vo))" = (p(h g Hp(g))* =
= p(g~"p(gh).

Vamos entao definir Representagoes Covariantes de acoes parciais.

Definicao 6.0.5 : Seja a uma ag¢ao parcial do grupo G na C*-dlgebra A. Uma repre-
senta¢do covariante de o € uma tripla (7, p, H) onde m: A — B(H) € uma representa¢ao

de A no espago de Hilbert H e p : G — B(H) € uma representagdo parcial tal que, para

cada g € G, pg € isometria parcial com espago inicial span{m(D,-1)H} e espaco final

span{m(Dy)H}. Além disso, para g € G, temos a condi¢do de covaridncia:

pom (@)1 = (ag(a)),

para todo a € Dy-1.

Na préxima proposicao, usaremos unidades aprorimadas de uma C*-algebra. Sabe-se
que numa C*-dlgebra (ndo unital) A sempre existe uma unidade aproximada, que é um
net crescente de elementos limitados e positivos {uy} tal que, para a € A, li}I\n auy =

li/I\n uya = a. Para mais detalhes a respeito de unidades aproximadas, veja [12].

Proposicao 6.0.6 : Seja (A,G,a) um C*-sistema dindmico parcial e gy,...,9, € G.

Tome (m, pu, H) wma representagdo covariante de . Entdo py, . .. p,, € isometria parcial

com espago inicial span{m(D 1N Dyag1 NN Dg;1mg;1)H} e espago final
span{m(Dy, N Dygygy N...N Dy, 4 VH}.

Demonstragao: Comecemos a demonstragao para o caso n = 2:

Figy tgs (Fgy Fg ) Figy Hgy = gy FgsFgy tg, gy Fgs = Hgygaltty=1Fg=1 gy gy =
= Hgrgallg 1 g1 g Fgs = Hgrgaflg1gg Mg =
= lugngMg;llqu = /’Lglg2g51M92 =

= Hgilgs-



Logo fig, ftg, € isometria parcial.
Note que as projegoes py fig, € fiy, fig, cOMutam:
Fig, Fgy gy Fgs = tgy=1 (Kgy fg, (Hgy Fig, )™ Hgy Figy ) gy = Hgi=1 fhgy Fg=1 Flga ftg=1 Fgy Flg=1 Plgy =
= Py tlgigyt Pgagrt lgigy oz = Hgrtgigyt Hgagr  igigyto, =
= gt [y gt fgy = fho= fhgy g1 Flgy = g, [gs g, P, -

Também note que:

(Kgibgs)" (Hgybgs) = Hgzt g1 Hgy gy = Hgzt L=t Hgrgy = Hg=1 =1 [gygallg, g, Fgigs =

_ % . .
= /"ng_lll’égl_lgngM‘gl‘QQ/J/gng = Hgolga g, golgi g -
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Por essas duas afirmacgoes, podemos concluir que o espago inicial de pg g, ¢

span{m (D -1)H} Nspan{m (D -1 1) H}.

Vamos mostrar que

—1
2

span{m (D -1)H} Nspan{m (D -1 1) H} = span{m(D - N D 1) H}.

—1 1 -1
2 91

A inclusao (2) é dbvia.

Para fazer a outra inclusao, precisamos da seguinte afirmacao:

Afirmacgao: Seja g € G e denote p, a projecio sobre o conjunto span{m(Dy)H}. Consi-

dere {ex}ren uma unidade aprozimada de D,. Entdo
liinﬂ(e,\)(h) = py(h),Vh € H.

Vamos dividir a demonstragao em dois casos.

h € (span{m(D,)H})*: Seja k € H. Assim p,(h) = 0 e ji que:

0= (h,m(e\)k) = (7" (ex)h, k) = (m(ex)h, k),

segue que 7(ey)h = 0 e vale o resultado.

h € span{n(D,)H }: Se he span{m(D,)H}, h = Zﬂ(ai)hi, a; € Dy. Entao:

=1

n n

li/{nﬂ(e,\)(ﬁ) = h{ﬂ m(ex) (Z W(@i)hi) = Zhin m(exa;)(hi) = Zﬂ(ai)(hi) = h.

i=1 i=1
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Bem, h = lim h,,, h,, € span{m(Dy)H}. Assim:

11/{11 mw(ex)hy, = hp,Vn e

limw(ey)h, = m(ex)h, VA € A.

Seja N € N tal que ||h — h,|| < %, Vn > N e tome Ay € A tal que ||7(ex)hy — hn| <
g,V)\ > Ag. Assim, para A > \gen > N:
E € €
lw(ex)h = k|l < llw(en)h = w(en)hall + [m(ex)hn = hall + lhn =Rl < 5+ 5+ 5 =€
Logo li/l\rn m(ex)h = h = py(h).
Para k € H, escreva k = ki + ko com ky € span{m(D,)H} e ky € (span{m(D,)H})*.

Note que pela demonstracao, a igualdade independe da unidade aproximada escolhida.

JH} Nspanf{m (D1 1)H}, h = pip1 (k) k € H.

-1
9o 2 91

Considere as unidades aproximadas {u,} € Dg; e {vg} € Dg2—1 gt Portanto:

Agora, seja h € span{mr(D

h = pg;1p92_1g1_1(k) = hénng—l’YT(Uﬁ)(k) = lién h)I\Ilﬂ'(U)\)ﬂ'(U/g)(k) = lién li}\n m(urvg)(k),

que pertence a span{w(Dggl N Dgglg;l)H}.

Logo, o espago inicial de i, g, é span{m(D,-1 N D -1 -1)H}.

O espaco final da isometria parcial jig, (14, ¢ 0 espago inicial de p gy Mgt € usando o que

acabamos de provar, segue que este é span{m(Dy, N Dy, 4, )H}.

Assim, o caso n = 2 estd demonstrado.

Supondo que o resultado vale para n < k, temos que u ... u, é isometria parcial com

espaco  inicial  span{m(D, 1N Dg;1g;i1 N...N Dg;lmgl—l)H} e espago final

span{m(Dy, N Dy g, N...N Dy, 4. )H}. Vamos provar que o resultado vale para n = k:

/’Lgl"'lugk(lugl"'/’l’gk>*/’l’gl"'/’l/gk :lu’gl"'lugk<1u92"'/’Lgk)*/’L;yugl"'/’l’gk =
= Hgy f, P (fgy - - - gy )(fhgy - - - fg ) fhgy - - - fg, =
= Mgy gy - - - Mgy,

e segue que [ig, [lg, - - - [bg, € isometria parcial.
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Note que:

(Hgy - B ) Hgy - By = (Hgs - - - Ky *M;Mghum coe Mg =
Hg - - - Mgy, *NZIMQIQQILLQS e Mg, =

*

Fogz -+ gy ) Hgablg1g-1Hgigags - - - g, =
*

* p—
Fogz -+ Mgy ) HgaFg 1 g1 Hgig295 g1 gags Fo1g293Hga - - - Hgy =

I
— — — —~~
=
Q
N
=

)
)
1) Pyt Hgrga g, gy Hgr goltgs - - - Fg, =
)
)
)

* —_—
FrgatgsHg 1 gt gt Haigagshhgs - - - Hg =

Hgs - - - Hgy,
== (Hgy - o) Hgabgs - - Ho_ i Mgy gy Hgr...gr =

= (Ko - - Hg) Hgablgs - - - Hgrr Mg g=1 Hgr...guPgy g, Hor g =
= (Ko - - Hg)" (Hgabgs - - Hgy s Hg g, gy Hangi-

Assim, segue que o espaco inicial de jig, g, - . - fig, €

“VH).

span{W(Dggl ND 1 -1 N...N ngfl._'g;l)H} N Span{w(ngqmg1

9 G—1

Como fizemos no caso n = 2, podemos concluir que o espaco inicial de fig, tg, - . . fig, €

Sp&D{W(ngA N l)gkqgl;l1 N...N ngﬂmg;l N ngﬂmglﬂ)H},

e o espaco final é

span{m(Dy, N Dy,g, N...N Dy, 4 )H}.

Proposigao 6.0.7 : Seja (A, G, o) um C*-sistema dinamico parcial € gi,...,g, € G.

Tome (m, u, H) uma representagdo covariante de o. Entdo:

Hgy...g0 (K) = tig, - - pig, (K), para k € span{m(Dy—r N D -1 s N...N Dy 1) HY,

m(a)figy..gn = m(@) g, - - - fog,, para todo a € Dy N Dy gy N...N Dy, g

Demonstragao: Note que:

/~Lg1~~~gn(k> € Span{W(Dm N Dgg, NN D91~~-gn)H} - Span{W(Dm)};

que ¢ o espago inicial de pj . Assim:

Hgi...gn (k) = :ug1ﬂ;1:ug1-~-gn(k) = Pmﬂzlﬂgl:ugz..-gn(k) = #glﬂgz...gn(k)-
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Repetindo o processo, temos que:

Ngz..~gn(k> € Span{W(Dgz N Dgygs NN D92~~-gn)H} - Span{W(Dgz)}:

que ¢ o espago inicial de py,. Portanto:

Hgs...gn (k) = ILLQQNZQ/’LQZ--Qn(k:) = #92/‘22ﬂgaﬂg3---gn(k) = Mwﬂgs---gn(k)'

Logo, podemos concluir que

figy..gn(K) = fig, - pig, (), para k € span{m(D -1 N Dy N0 Dy ) H}

Em particular, segue que
ot g (@) (B) = prge - (@) (B),
para a* € Dy, N Dy g, N...N Dy, 4., h€ H. Tomando adjuntas, obtemos

T(a) g, g (h) = (@) pig, - - pg, (h),

e a segunda afirmacgao também vale.

A definicao de representacoes covariantes para acoes de semigrupos inversos segue:

Definigcao 6.0.8 : Seja 5 uma a¢ao do semigrupo inverso S na C*-dlgebra A. Uma
representacao covariante de 3 é uma tripla (m,v, H) onde m : A — B(H) é uma repre-
sentag¢do de A no espago de Hilbert H e v : S — Plso(H) preserva produto onde, para
sesS:

(i) vsm(a)ve = w(Bs(a)) para todo a € Eg (condi¢do de covariancia),

(i1) vs tem espago inicial span{m(FEs)H} e espaco final span{m(Es)H}.

O conjunto das representacoes covariantes de (A, S, 3) é denotado CovRep(A4, S, 3).

Vamos ver algumas propriedades destas representacoes covariantes.

Proposicao 6.0.9 : Seja  uma ac¢ao do semigrupo inverso S na C*-dlgebra A. Tome

(m,v, H) € CovRep(A,S,B) e, para s € S, denote K, o espaco inicial de vs. FEntao

*

¥, onde e € a unidade de S.

VerVs|i, = ldg,, Ve = Idy e Ve« =V



72

Demonstragao: Bem:

Vi Vs (Ks) = VetV (Ve (Kgr ) = Vrssr (Kgr) = vge (Kgr) = K.

Logo vevs|i, = ldk,.

Sabemos que K, = span{n(E.)H} = span{r(A)H} = H. Tomando s = e nas contas
acima, segue que:

Idy(H) = Veve(H) = vee(H) = vo(H).

Logo v, = Idy.

Por 1ltimo, como ve vy, = Tdg,:
vV, = ldg . = Vs Vsl = Vge = U, = Ugs.
[ |
Corolario 6.0.10 : Seja B uma acao do semigrupo inverso S na C*-dlgebra A e
(m,v,H) € CovRep(A,S,[3). Para i idempotente de S, denotando K; o espago inicial

de Vi, V;y = ]dKz

Demonstracgao: Utilizando a Proposi¢ao anterior:

IdKi = ViVi|Kk;, = Vi2 = V.

1

Assim, no seu espago inicial K;, v; é a identidade e em (K;)*" é zero.

Tome (A, G,«) um C*-sistema dinamico. Considere  a acao de S(G) em A relacio-
nada com « pela bijecao do Teorema 4.0.8. Vamos mostrar que existe uma bijecao entre

as representagoes covariantes de a e as de f3.

Proposicao 6.0.11 : Seja § uma agio de S(G) em A e (w,v, H) € CovRep(A, S(G), ).

Tome « a acao de G em A relacionada com (3 e defina
w:G— B(H)
g Hg = Vg

Entao (7, u, H) € representagdo covariante de c.
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Demonstragao: Por defini¢ao p, = v, ¢ isometria parcial de H com espaco inicial
span{m(Ejg+)H} = span{n(Dy-1)H} e final span{m(E,)H} = span{m(D,)H}. Como

v separa produto, é ébvio que pgpppip-1 = pgnpip-1 € a Proposicao anterior garante que

pe = Idm € prg—1 = p.
Assim falta mostrar a condicao de covariancia da Def. 6.0.5. Para isso, seja a € Dy-1 =
Ejg-. Utilizando o item (i) da Def. 6.0.8:
pom (@) g1 = vgm(a)y—1) = vigm(a)vygr = (fg)(a)) = m(ag(a)).
Assim, (7, u, H) é representagao covariante de «.

Para mostrarmos a “volta” da proposigao acima, usaremos o fato de que B(H) é um

semigrupo sob composigao e a Prop. 1.1.2; que trata da propriedade universal de S(G).

Proposicao 6.0.12 : Seja (A, G,a) um C*-sistema dinamico parcial e (7, p, H) uma

representacao covariante de . Entao p: G — B(H) satisfaz (i) — (iti) da Prop. 1.1.2.

Demonstragao: Como p é uma representacao parcial, o resultado segue.

Assim, utilizando Prop. 1.1.2, podemos definir um homomorfismo de semigrupos
v:S(G) — B(H) tal que para g € G,

v = v(lg]) = n(g) = py-

Com isso, podemos provar:

Proposicao 6.0.13 : Seja (A, G, o) um C*-sistema dinamico parcial, (7w, u, H) uma re-
presentagdo covariante de o e [ a ag¢ao de S(G) em A relacionada. Entio (mw,v,H) €

CovRep(A, S(G),B).

Demonstracao: Sabemos que 7 é representacao e v é homomorfismo de semigrupos.
Vamos provar os 2 itens da Def. 6.0.8.

(i1) Seja s = €5, ...€5,[9] = [9)eg-1r, - - - g1, em S(G). Assim:
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Vs = Vigle, 1, wey1,, = ValVlg=tm] -+ - Vi(g=tra) 1] = Hgllg=try -+ - H(g=trn)~1s

e pela Prop. 6.0.6, v, é isometria parcial com espaco inicial

span{m(Dy-1,, N--- N Dy-1,, N Dy-1)H} = span{n(Es)H},

e espaco final

span{m (D, N---N D, N D, )H} = span{m(E,)H}.

(i) Seja s € S(G) como acima e a € Eg = Dy-1,, N -+ N Dy-1,, N Dy-1:

Vs (@)Vsr = Vpry) -« - VW [g]T (@) Vg1V - oty =
= fry e Byt g (@) g1 fhry o o1 = Tty o109 (a)) =
(G B (@) = 7By e () =
= m(Bs(a))-
Logo (m,v, H) € CovRep(A4, S(G), ().

Portanto, se (m,v, H) € CovRep(A, S(G), 3), definimos (7, u, H) representagao cova-
riante de o tal que py, = v|. Aplicando a Prop. 6.0.13, concluimos que existe tnico
homomorfismo v : S(G) — B(H) com vy = g, tal que (m,7, H) € CovRep(4, S(G), 3).

Logo, v = v.

Analogamente, se (m,u, H) é representagao covariante de «, geramos (m,v, H) €
CovRep(A, S(G), ). Ao definirmos uma nova representacao covariante (m, i, H) de a,

é facil ver que (m,pu, H) = (7, 11, H).
Assim, podemos enunciar:
Teorema 6.0.14 : Seja A uma C*-dlgebra, G um grupo, o uma a¢do parcial de G em A

e :S(G) — A a agdo relacionada pelo Teo. 4.0.8. Entao existe uma bije¢io entre as

representacoes covariantes de « e as representacoes covariantes de [3.
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A partir de agora, vamos seguir os passos de Nandor Sieben, que em [13] definiu,

utilizando representagoes covariantes, o produto cruzado parcial por uma agao.

Tome 3 uma acao do semigrupo inverso unital S na C*-algebra A. Defina
L={zelS A):x(s) e E,},

com norma, multiplicagdo por escalar e adi¢io herdadas de [*(S, A).

Para z,y € Z, a multiplicacao x * y é definida:

(wxy)(s) = D Brl(Bpe (x(r)y(t)).

rt=s

Além disso, defina z* o elemento de I'(S, A) tal que:
7*(s) = Bs(a(s")")-

Sao faceis, mas omitirei aqui as demonstracoes de que as operacoes estao bem definidas

e que Z, com estas operagoes, é uma *-algebra de Banach (veja Prop. 5.1, [13]).
Defini¢ao 6.0.15 : Se (m,v, H) € CovRep(A, S, 3), definimos m X v : L— B(H) como

(m x v)(x) =Y m(x(s))vs.

seS

Vale que 7 X v é um *-homomorfismo (Prop. 5.3, [13]).

Nandor Sieben define o produto cruzado parcial de uma acao como segue.

Definigao 6.0.16 : Seja 3 uma ag¢ao do semigrupo inverso unital S na C*-dlgebra A.

Defina wma seminorma |.||. em L como
[z]le = sup{[[(m x v)(@)[| : (mw,v, H) € CovRep(A, S, 3)}.

Considere I = {z € L : ||z]|. = 0}. O produto cruzado de A por S relativo a acio 3 € a

C*-dlgebra obtida pelo completamento do quociente z/[ mediante a ||.]|.

Queremos mostrar que a Definicao acima é equivalente a Def. 5.0.7. Nesta defini¢ao

que apresentamos no Capitulo 5, toma-se a C*-dlgebra envolvente de L/N = A X5 S,

finito
onde L = {Z as0s : ag € Es} e N ={(ad, —ad; : a € E,,r <t). Como mencionamos no

ses
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Capitulo 5, este processo nada mais é do que tomar o completamento de (A X5 S) /kerps

com relagao a p,(r) = sup{||p(z)| : p é representacio de A x§ S}.

O primeiro passo nesse caminho é mostrar que em sua definicao, Sieben poderia tomar

o conjunto L em vez do L.

Lema 6.0.17 : Sejam E C F espagos vetoriais e ||.||1 e ||.||2 duas normas definidas em
F' tais que exista k(constante) tal que para todo x € F, ||x|l2 < k||z||y. Suponha que E é
denso em F' com relagao a ||.||1. Assim, os completamentos de E e F com relagao a ||.||2

SG0 1gUaLS.

Demonstragdo: Para i = 1,2 denote E' o completamento de E com relacio a II-l: e
o mesmo para F. E fécil ver que a funcao T : (E, |.]|2) — F, que inclui um elemento
de E em F' e depois o insere em Fz, ¢ uma isometria (é praticamente uma identidade).
Como ¢ linear, é uniformemente continua. Assim, podemos estendé-la para a isometria
T:E —~F.

Afirmagao: F C Im(T).

Seja f € F. Assim, existe {z,} C E tal que ||z, — f||s — 0. Portanto ||z, — f|l2 — 0 e
fe . J4 que f(f) = f, segue o resultado.

Como T 6 isometria e B ¢ completo, Im(T") é completo em relacio a ||.|]s. Portanto,

Im(7) = F’ e T é isomorfismo entre £ ¢ F.

Assim, considere os espacos vetoriais L C L. Em L temos definida uma norma:

lzlla =Y la(s)ll,

seSs

€ uma seminorma;

[2]le = sup{[|(m x v)(2)[| : (m,v, H) € CovRep(A, 5, 5)}.

Note que podemos tomar o completamento de L em relagao a seminorma ||.||. e este é

igual ao completamento de L/I em relagio a norma ||.||.. De fato, no processo de tomar
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o completamento, um elemento qualquer é levado na classe da seqiiéncia de Cauchy que
¢ constante igual ao elemento. Se tomarmos = # 0 € L tal que ||z]| = 0 e o levarmos
na classe da seqiiéncia de Cauchy = = (z,z,z,...), esta é igual a classe da seqiiéncia de
Cauchy onde todo elemento é o zero (ja que ||z — 0]|. = 0). E é isso que acontece ao
tomarmos o completamento de L/I em relagio a norma |||, pois z € L tal que ||z]|. = 0
é levado na classe do zero em E/ I, que posteriormente no completamento, também é

levado na classe da seqiiéncia de Cauchy que possui todo elemento igual a zero.

Assim, no Lema 6.0.17, podemos considerar ||.||; apenas como uma seminorma, que é

O que acontece no nosso caso.

Além disso, para z € L e (m,v, H) € CovRep(A, S, 3):

I x vy @) = Y w(a(s)vs|| < D ()l < Y llm(z(s)lIvs] <

sES seS seS
<Y lr(s)Il <D ()] = ll#lla,
seS seS

logo ||| = sup ||(7 x v)(z)|| < ||z||o. Como L é o completamento de L em relacio a ||. ||,
segue, pelo Lema anterior, que na defini¢ao de [13] podemos considerar o conjunto L em

vez do L.

Assim, se mostrarmos que para x € L:

[z]le = ps(2),

o resultado seguird, pois o processo de tomar o quociente e completar o conjunto L serd

o mesmo nas duas definigoes.

Observe que utilizando o Teorema da Fatoragdo de Cohen-Hewitt (Teorema 32.22,
[7]), é facil ver que span{n(/)H} = w([)H, para qualquer [ ideal fechado da C*-algebra
A.

Assim, chegamos ao Teorema que vai nos permitir mostrar que a defini¢ao que Nandor
Sieben usou em sua dissertacao de mestrado, para introduzir os Produtos Cruzados Par-
ciais Algébricos é equivalente a definigdo que apresentamos aqui no Capitulo 5 (Def.
5.0.7).

Teorema 6.0.18 : Seja p uma representacao de L no espagco de Hilbert H. FEntao,
plyn =0 p=m x v, para algum (m,v, H) € CovRep(A, S, [3).

Demonstracao: («<): Seja p = 7 X v e tome ad, — ad; um dos geradores de N. Como
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r <t,r=tf =1t para f,i idempotentes de S. Paraa € E, = E; C FE; e h € H:
p(ad, — ady)(h) = (7 x v)(ad, — ady)(h) = 7(a)v.(h) — w(a)v(h) =
= m(a)vy(h) — w(a)v(h) = m(a)v;v(h) — m(a)v(h).
Denote K; = m(E;)H. Ja que H = K; ® (K;)*, vamos separar a demonstracao em casos:

Caso v4(h) € K;: Pelo Corolario 6.0.10, v;(v4(h)) = v(h) e, assim:

m(a)vive(h) — w(a)vi(h) = w(a)v(h) — w(a)ve(h) = 0.

Caso v;(h) € (K;)*: Note que 7(E;) = 0 em (K;)*, j4 que para ¢ € (K;)* temos:

0= (g, m(E)H) = (m(Ei)(q), H).
Logo:
m(a)vv(h) — m(a)v(h) = 0.

Portanto p zera em N.
(=): Suponha p|y = 0. Assim, parar <tea € E,, p(ad,) = p(ad).

Nosso objetivo é encontrar 7 e v de tal maneira que p = 7 X v. Defina

m:A— B(H) v:S— B(H)
a — p(ad.), 5 = li/{n p(uxds), {up} unidade aprox. de Fj,
e o limite acima ¢ o limite pontual.

Vamos mostrar que (m,v, H) € CovRep(A4, S, 3).

7 é representacao: Este resultado é 6bvio, pelas definicoes.

v estd bem definida: Seja s € S e considere {u,} unidade aproximada para E;. Como

Bs« : Es — FEg é isomorfismo, segue que {fs(uy)} é unidade aproximada de Fg. J& que
H = n(Ey)H @ (n(Es)H)* (lembre que m(Ey)H = span{r(E)H} por Cohen-Hewitt),

vamos dividir a demonstracao em dois casos:

h € m(Eg)H: Assim h = 7(a)k = p(ad.)k, para a € Eg, k € H. Entao:

vs(h) = lim p(urds) (h) = lim p(urds)p(ade) (k) = lim p(Gs (G (ur)a)ds ) (k) =

h € (n(Es)H)*L: Temos que (h, p(Esd.)H) = (h,m(Es+)H) = 0.
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Logo (p(Bs+(y/ux)de)(h), H) = (h, p(Bs(\/ux)0e)H) = 0, que implica p(Bs(1/ur)de)(h) =
0. Portanto:

lim p(uxds) () = lim pB (Bee (/1) B (Vux))ds] (h) =
= lim p[(v/uxds) (B (v/ux)3e )] (h) =
= lim p(/uxd;) p(Bs (v/un)3e) (h) = 0.

Além disso, ja que p ¢é contrativa (Lema 5.0.6):
ol = 1t p(usd.)] = Tim ()| < i uad. ]| < Tim ]| < 1.

Assim v, € B(H) e independe da unidade aproximada tomada. Logo esta bem definida.

vs € isometria parcial com espago inicial 7(Fg)H e final 7(Es)H: Primeiro mostraremos

que vf = vg. Seja {uy} unidade aproximada de Fy«. Como 3 é isomorfismo, {fs(uy)} é

unidade aproximada de FE; e assim, para ky, ko € H:

(kv vo (k2)) = by, lim p(unds-) () = lim(ky, p(uads-) (R2)) = m(p(urds)” (k1) ko) =

= (lim p(Bs(ur)ds) (k1) ka) = (vs(k1), ko).

Logo v} = vg«.
Vamos mostrar que v} v, é uma projecao sobre m(Es)H ji que vimos que v, zera em
(m(Es)H)*. Assim, seja h = w(a)k € m(Es)H e {u,} unidade aproximada de Eq::

vivs(h) = ve (p(B5(a)0s) (k) = lim p(us 05 ) (s (a)ds) (k) =
= h’gn p(ﬁs* (ﬁS(uw)ﬁs(a))és*S)(k) = p(ads*s)(k) =
= p(aée)(k) = h,

a penultima igualdade vale pois p|y = 0. Assim v é isometria parcial com espago inicial

7(Es)H. Fazendo as mesmas contas para vsv), conclui-se que 7(FEz)H é o espago final

R

de v,.

v é homomorfismo: Também vamos fazer esta demonstracao em duas partes:

h € n(Epg)H: Entao h = p(ade)(k), a € Epnge e k € H. Seja {uy} uma unidade

aproximada de FE,. Utilizando a primeira parte da demonstracao de que v estd bem
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definida, temos:

vatn(h) = vavi(pl(ade) () = wop(Bu(@)6) () = lim p(usd,)p(Gu(a)d0) (k) =
- 11/{11 p(ﬁs(ﬁs* (uk)ﬁt(a))(sstxk) = h;\n p(ukﬁs(ﬁt(a))(sst)(k) =
= p(ﬁst<a)6st)(k) = Vst<h)-

h € (7(Eps )H)*:: Pela demonstracao de v estar bem definida, temos que vg(h) = 0.

Vamos mostrar que vsy(h) = 0. Seja {u)} unidade aproximada de E; e {u,} unidade
aproximada de E;. Bem, G,(Bs+(ux)uy) € Bs(Es N Ey) = Eg e pelo Teorema de Cohen -
Hewitt ([7]), Bs(Bs- (ur)uy) = 2y, x,y € Ey. Por hipdtese:

(p(Be=s=(y)de) (h), H) = (h, p(Bps=(y)0e) H) = (h, w(Bres-(y)) H) = 0,

que implica p(f-(y)3.)(h) = 0. Como

P(Bs (B (UA)uw)ést>(h> = p(xyds)(h) = p(z05) p(Bi=s+ (y)de) (h) = O,

tomando {uy} C FE, e {u,} C FE, unidades aproximadas nas respectivas C*-algebras,

segue que:

vsvy(h) = lim p(uxd,) lim p(u,,0;) (h) = 1 p(Bs(Ber (ua)1t)0se) () = 0.

Assim vy = vg1; e v é homomorfismo.

vsm(a)vg = m(Bs(a)): Seja a € Eg e {uy}, {u,} unidades aproximadas de E;. Assim:

vam(a)vs = lim p(urds)p(ade) im p(Bs (uy)ds-) = Hm p(usds) plafse (1y)ds) =
- 1/1\15 p(Bs(Bs+ (un)aBss (u))dss) = l/{r? p(uxrfBs(a)u,dss) =
= p(ﬁs(a)éss*) = p(ﬁs(a)ée) = ﬂ-(ﬁs(a))a

onde a peniltima igualdade segue do fato que p|y = 0.

Pelo Teorema acima temos, para z € L:

2]l = sup{||(m x v)(z)|| : (7, v, H) € CovRep(4, 5, 5)} =
= sup{||p(x)|| : p é representagao de L que zera em N} =

= sup{|[p(z)]| : p é representacao de A x3 S} = p,(z).

Assim o processo de quocientar e completar o conjunto L é o mesmo nas duas definigoes.
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Lembrando que:

finito
L= {Zasés:aseES},

seS

definimos

“ L
onde N = (ad, —ad; : a € E,, 7 <t).

Com isso, apresentamos (Def. 5.0.7):

Definicao 6.0.19 : O Produto Cruzado Parcial do semigrupo inverso S pela C*-algebra
A relatwo a agao 3, denotado A x5S, € a C*-dlgebra envolvente da x-dlgebra A X% S, ou
seja, A x5S = C;(Ax3S).

Logo, podemos terminar o trabalho enunciando:

Teorema 6.0.20 : A definicao de Produto Cruzado Parcial por uma Acao de Semigrupo

Inverso em uma C*-Algebra dada em [13], € equivalente a4 definicdo acima.



82

Referéncias

[1] BUSS, A. A C*-dlgebra de um Grupo. 126 p. Dissertacao (Mestrado em Matematica
e Computacao Cientifica) — Universidade Federal de Santa Catarina, Santa Catarina,
2003.

[2] DOKUCHAEV, M.; EXEL, R. Associativity of crossed products by partial actions,
enveloping actions and partial representations. Trans. American Math. Soc., v. 357, p.
1931-1952, 2005.

[3] DORAN, P.S.; FELL, J. M. G. Representations of *-Algebras, Locally Compact Groups
and Banach *-Algebraic Bundles I. Hardbound: Academic Press, 1988. ISBN 0-12-
252722-4.

[4] EXEL, R. Partial actions of groups and actions of inverse semigroups. Proc. American
Math. Soc., v. 126, p. 3481-3494, 1998.

[5] EXEL, R.; LACA, M.; QUIGG, J. Partial dynamical systems and ck-algebras gene-
rated by partial isometries. J. Operator Theory, v. 47, p. 169-186, 2002.

6] GARCIA, A.; LEQUAIN, Y. /flgebm: um Curso de Introducdo. Rio de Janeiro: Livros
Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1988. ISBN 85-244-0037-4.

[7] HEWITT, E.; ROSS, K. A. Abstract Harmonic Analysis 11. Berlin: Springer-Verlag,
1970.

[8] LAWSON, M. V. Inverse Semigroups - The Theory of Partial Symmetries. Singapura:
World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., 1998. ISBN 981-02-3316-7.

9] LIMA, E. L. Andlise Real. Rio de Janeiro: 3° Edigao. IMPA, 1997. ISBN 85.244.0048-
X.

[10] MATTOS, A. D. C*-dlgebras geradas por Isometrias. 169 p. Dissertacao (Mestrado
em Matemética e Computagao Cientifica) — Universidade Federal de Santa Catarina,
Santa Catarina, 2007.

[11] MCCLANAHAN, K. K-theory for partial crossed products by discrete groups. Jour-
nal of Functional Analysis, v. 130, p. 77-117, 1995.

[12] PEDERSEN, G. K. C*-Algebras and their Automorphism Groups. Londres: Acade-
mic Press Limited, 1989. ISBN 0-12-549450-5.

[13] SIEBEN, N. C*-crossed products by partial actions and actions of inverse semigroups.
1996. Disponivel em: <arXiv:funct-an/9602006v1>.

[14] SUNDER, V. S. Functional Analysis - Spectral Theory. Berlin: Birkhauser Verlag,
1998. (Birkhéuser Advanced Texts). ISBN 3-7643-5892-0.



