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Resumo

Estruturas inteligentes sao sistemas cuja forma e caracteristicas estruturais e opera-
cionais podem ser monitoradas e modificadas ao longo de sua vida 1til, permitindo garan-
tir a satisfacao aos requisitos de projeto e melhorando o desempenho. Neste escopo,
estruturas laminadas compostas sao bastante adaptaveis a esta tecnologia, favorecendo
o projeto de componentes com sensores e atuadores inseridos no estratificado ou cola-
dos nas superficies. Aliado ao excepcional desempenho dos materiais compostos e as
propriedades especiais de materiais com resposta acoplada, sistemas de controle consis-
tem do elo que completa a cadeia que define os sistemas inteligentes. Indubitavelmente,
para o projeto de tais estruturas, existe a demanda por metodologias e ferramentas para
analise e verificagdo. Assim, este trabalho apresenta uma formulagao desenvolvida sob a
Gtica do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) para a andlise numérica
de placas laminadas compostas com sensores e atuadores piezelétricos. O MEFG, como
uma formulac¢do nao convencional do Método de Elementos Finitos (MEF), emprega uma
malha de elementos finitos para construir uma Particao da Unidade, sobre a qual sao
adicionados refinamentos p-hierarquicos com o propoésito de ampliar o espago de aprox-
imacao da solucao. As funcoes de enriquecimento sao definidas globalmente e, portanto,
tal estratégia minimiza a importancia da malha, fator que tem motivado o desenvolvi-
mento dos métodos sem malhas. A formulacao se baseia num modelo de Teoria Mista, e
neste caso, propoem-se a aproximagao das variaveis elétricas mediante a Teoria em Ca-
madas Discretas de Reddy e a aproximacao das varidveis mecanicas através da Teoria de
Deformacao Cisalhante de Ordem Superior de Levinson, isto é, uma Teoria em Camada
Equivalente Unica. Todo o desenvolvimento foi conduzido para um sistema dinamico e
foram implementadas rotinas computacionais em linguagem FORTRAN 90 para a anélise
estatica de alguns modelos, cujas solugoes obtidas através de outras teorias constantes
na literatura foram usadas para validacdo da formulacao. Além disso, foi analisada a
influéncia da forma com que se impoem as condi¢oes de contorno essenciais, mostrou-se a
capacidade de aproximacgao quando do uso do enriquecimento polinomial -p para malha
com elementos distorcidos e a influéncia do enriquecimento polinomial -p na aproximagao
de campos primais e duais. As equacoes do movimento e as condigoes de contorno consis-
tentes foram desenvolvidas para o modelo misto utilizado no desenvolvimento numérico.
Um laminado retangular foi analisado pela formulacao em MEFG e seus resultados foram
comparados & solucao analitica, em séries trigonométricas, obtida a partir da forma forte
do problema.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados, placas laminadas com-
postas, piezeletricidade, Teoria de Deformacgao Cisalhante de Ordem Superior, Teoria
em Camadas Discretas.



Abstract

Intelligent structures are systems whose shape and structural and functionals features
may be monitored and modified while in its useful life, allowing to hold the satisfying to
design requirements and improving the performance. In this scope, laminated composite
structures are very adaptable to this technology, favoring the design of components with
sensors and actuators embedded within the laminate or bonded on the surfaces. Allied
to the exceptional performance of the composite materials and to the special properties
of materials with coupled response, control systems consist of the link which complete
the chain that define intelligent systems. Undoubtedly, for the design of such structures,
there exist the demand for methodology and tools for analysis and verification. Hence,
this work presents a tool implemented under the Generalized Finite Element Method
philosophy (GFEM) for numerical analysis of composite laminated plates with piezoelec-
tric sensors and actuators. The GFEM, as a nonconventional Finite Element Method
(FEM) formulation, employs a finite element mesh to build a Partition of Unity, over
which are added p-hierarchical refinements with the proposal of enlarge the solution ap-
proximation subspace. The enrichment functions are globally defined and, therefore, such
strategy minimize the mesh importance, factor which has motivated the meshfree meth-
ods development. The formulation is based on a Mixed Theory model, and in this case,
it is proposed the approximation of electrical unknowns through of the Reddy’s Layer-
wise Theory and the approximation of mechanical unknowns through of the Levinson’s
Higher-Order Shear Deformation Theory, this is, a Equivalent Single Layer Theory. The
complete development was conducted for a dynamic system and computational routines
was implemented with FORTRAN 90 language for the static analysis of some models,
whose solutions obtained by others theories constants in the literature were used for the
formulation verification. Moreover, the influence of the way as the essential boundary
conditions are enforced was analyzed, the approximation capability when of the use of
polynomial enrichment -p for distorted meshes and its influence in the primal and dual
fields approximation was showed. The displacement equations and the consistent bound-
ary conditions were developed for the mixed model employed in the numerical implemen-
tation. A rectangular laminate was analyzed by the GFEM formulation and its results
were compared to the analytical solution, using trigonometrical series, obtained from the
strong form problem.

Keywords: Generalized Finite Element Method, composite laminated plates, piezoelectric-
ity, Higher-Order Shear Deformation Theory, Layerwise Theory.
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1 Introducao

1.1 Motivacao e proposta do trabalho

O aprimoramento das metodologias de analise de estruturas tem conduzido e estimu-
lado a concepcao de sistemas integrados, juntamente com a aplicacao de materiais com
propriedades bastante peculiares, capazes de perceber e se adaptar a possiveis alteragoes
nas condicoes ambientais e operacionais, objetivando garantir o desempenho satisfatério

da estrutura em face as solicitacoes e aos requisitos de projeto.

Na industria da mobilidade, especialmente na aeroespacial, o peso préprio é uma das
principais restricoes e existe uma busca inscessante por materiais mais leves que permitam
satisfazer as mesmas propostas que seus similares convencionais. Grandes estruturas
espaciais que usualmente envolvem trabalho de precisao sao frequentemente flexiveis, leves
e possuem baixo amortecimento, de tal forma que o comportamento vibratorio se torna

um item importante (CHEE, TONG e STEVEN, 1998).

Métodos passivos para reducao de ruido e vibracao ou para garantir um desempenho
estrutural 6timo tém alcancado certos limites. Por esta razao, o desenvolvimento de es-
truturas inteligentes (smart structures) tem se tornado bastante importante. Os termos
estruturas inteligentes, estruturas adaptativas, estruturas ativas e adaptronica (do inglés
“adaptronics”) fazem todos parte do referido campo de estudo (HURLEBAUS e GAUL,
2006). Todos estes termos se referem a integracido de atuadores e sensores aos com-
ponentes estruturais, além de alguma espécie de unidade de controle ou amplificacao e
processamento de sinal. Em suma, o objetivo desta integracao ¢ a concepcao de um sis-
tema capaz de melhorar o desempenho estrutural, com reduzido aumento de massa e com

baixo consumo de energia.

Devido a sua natureza, a analise e desenvolvimento de estruturas inteligentes requer
interdisciplinaridade, visto que numerosas competéncias (ciéncia dos mateiais, mecanica

aplicada, teoria de controle, etc.) estao envolvidas no projeto de uma estrutura inteligente.



1.1 Motivacgao e proposta do trabalho 2

Estruturas inteligentes sao sistemas cuja geometria e caracteristicas estruturais po-
dem ser satisfatoriamente modificadas durante sua vida operacional. Por causa de suas
capacidades de auto-monitoramento e auto-adaptacao as estruturas inteligentes, recen-
temente, tém atraido a atencao de intimeros pesquisadores, cujos focos variam desde o
controle de forma e controle de vibragoes as aplicacoes de auto-diagndstico para deteccao
de fraturas e danos na estrutura. A motivagao para utilizagdo de estruturas inteligentes
¢ permitir mudar sua forma ou suas propriedades materiais ou estruturais evitando os
problemas mencionados, melhorando desempenho e vida 1til (CHEE, TONG e STEVEN,
1998).

Os quatro elementos fundamentais de uma estrutura inteligente sao: os elementos
sensores, destinados a captar as alteragoes nas condigoes ambientais e/ou modifica¢oes no
funcionamento; os elementos atuadores, responsaveis pela acao de adaptagao do sistema;
os procedimentos de controle, geralmente implementados em microcomputadores digitais
e que determinam as agoes de controle a serem executadas pelos atuadores a partir das

informagoes adquiridas pelos sensores; e é claro, a prépria estrutura (FARIA, 2006).

Os materiais empregados em estruturas inteligentes frequentemente possuem interes-
santes e incomuns propriedades e sao classificados de acordo com a capacidade de trans-
formacao energética. Materiais piezelétricos, eletrostrictivos e fluidos eletroreoldgicos,
que transformam energia elétrica em mecanica e vice-versa; materiais magnetostrictivos
e fluidos magnéto-reoldgicos, que sofrem transformagoes do tipo magnético-mecanica e
ligas com memoria de forma, que sofrem tranformagoes termomecanicas, por exemplo,
podem ser usados para projeto e desenvolvimento de estruturas que podem ser chamadas

inteligentes.

O uso de materiais adaptativos substitui a necessidade de complexos mecanismos
e sistemas de atuacao e o material adaptativo por si proprio é embutido ou colado na
estrutura, resultando na reducao de material e peso. Em geral, as propriedades mecanicas
de materiais adaptativos sao controladas por temperatura, campo magnético ou campo

elétrico (CHEE, TONG e STEVEN, 1998).

Materiais piezelétricos tem sido usados em uma variada gama de aplicacoes tais como
em transdutores ultrasonicos, acelerometros, gramofones, resonadores, filtros, impresso-
ras a jato de tinta bem como em varios tipos de sensores e atuadores. Comparados
aos materiais piezelétricos, materiais adaptativos de outras categorias sao de integracao
mais dificil as estruturas existentes e, por serem relativamente novos, carecem de mo-

delos matematicos consistentes, ao passo que para os piezelétricos foram desenvolvidos
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analiticamente por Kelvin, Duhem e Voigt no principio do século passado.

Para o que se chama mecanismo de atuagao por deformacgdo que se aplica, por exem-
plo, a estruturas inteligentes do tipo placas e cascas dotadas de sensores e atuadores
piezelétricos, a resposta frente as solicitacoes pode ser modificada pela indugao de flexao,
torsao ou extensao/contragao. Em especial, os materiais piezelétricos podem ser usados
tanto como sensores como atuadores em estruturas inteligentes e dentre as vantagens de
seu emprego sobre outros tipos de atuagao pode-se citar que sao facilmente integrados
a estrutura base, seja colados superficialmente, seja inseridos na estrutura, sem alterar

significativamente as caracteristicas de rigidez, além de serem facilmente obtidos

De maneira simplificada, em uma tipica aplicacao, a voltagem gerada pelo sensor é de-
vidamente processada por um controlador que determina uma voltagem a ser aplicada ao
atuador piezelétrico com o intuito de minimizar as perturbacoes indesejaveis da estrutura
(FARIA, 2006).

Como um prognéstico, CRAWLEY e LAZARUS (1991) ja citavam a possibilidade de
aplicar este mecanismo de atuacao por deformacao em superficies de controle aerodinamico,
0 que permitiria controlar a forma de uma superficie com o propdsito de alterar os efeitos
da interacao fluido-estrutura, de forma que o controle aerodinamico seria efetuado sem o

uso de estruturas articuladas e os respectivos mecanismos.

Recentemente, um grande nimero de estruturas inteligentes vem sendo utilizado para
aplicagoes em diversos campos, como por exemplo, industrias, esportes, veiculos, etc.
Novos materiais e técnicas de controle tém sido desenvolvidos. Assim, as estruturas
inteligentes poderao expandir seu campo de aplicacao e substituir aplicagoes convencionais

(CARVALHAL, 2005).

Nada menos versateis, os materiais compostos se mostram adaptaveis a esta nova tec-
nologia. Assim chamados por consistirem da associagao macroscépica de dois ou mais ma-
teriais de naturezas diferentes, os materiais compostos apresentam melhores propriedades
que seus constituintes isoladamente, sendo mais eficientes e podendo ter caracteristicas

direcionadas a atender exigéncias especificas.

Vérios tipos de classificagao para os materiais compostos sao disponiveis na literatura.
Os definidos em termos da morfologia de seus agentes de reforco sao classificados em:
compostos particulados, com fibras e compostos estruturais. Estes ultimos, por sua vez,
sao subdivididos em compostos estruturais do tipo sanduiche, compostos laminados e

compostos tridimensionais.
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Dentre alguns dos atrativos destes materiais pode-se citar a durabilidade e resisténcia
a ambientes quimicamente agressivos; resisténcia mecanica; sua capacidade de resistir
as vibragoes; a transparéncia eletromagnética; baixo valor do coeficiente de expansao
térmica; pigmentagao e caracteristicas decorativas, além de elevada razao resisténcia/peso

(MosALLAM, 2002).

Frequentemente, os materiais tradicionais como, por exemplo, o aco e o aluminio, sao
considerados como solug¢ao mais segura em diversas aplicagoes se comparados aos com-
postos, naturalmente em virtude de apresentarem desempenho ja bastante conhecido e
de terem comportamento bem previsivel. No entanto, os materiais compostos oferecem
varias vantagens em relagao aqueles materais de uso corrente. A mais relevante delas, do
ponto de vista mecénico, é a razao resisténcia/peso muito superior as de outros materiais.
Além disso, os materiais compostos permitem o aumento de vida-util de certos equipa-
mentos gracas a suas propriedades mecanicas (rigidez, resisténcia a fadiga, amortecimento
viscoso) e quimicas (resisténcia a corrosao), oferecendo maior seguranga devido a uma me-
lhor resposta ao impacto. Alguns compostos oferecem melhor isolamento térmico, sonoro
e elétrico, além de flexibilizar as concepgoes estruturais, permitindo a realizagao de formas
estruturais complexas com otimizacao da relacao custo/beneficio (CHALAYE, 2002, apud

FARIA, 2006).

Sem sombra de duvidas, a fertilidade do campo de estudo apresentado se torna evi-
dente, oferecendo intimeras alternativas de abordagens, inclusive em diferentes areas do

conhecimento.

Alinhada a esta tendéncia, a proposta deste trabalho consiste em contribuir para o
entendimento do comportamento de placas laminadas compostas, que pela insercao de
laminas sensoras e atuadoras piezelétricas, podem ser utilizadas na concepcao de estru-
turas inteligentes. Em uma abordagem numérica, propoem-se verificar o desempenho e
a aplicabilidade do Método de Elementos Finitos Generalizados, fazendo-se um levanta-
mento das principais caracteristicas da metodologia e buscando compreender e evidenciar
algumas peculiaridades de sua implementacao. Além disso, num horizonte mais amplo,
pretende-se também, é claro, auxiliar na divulgacao e na consolidagao do conhecimento
relativo a adequacao dos materiais compostos enquanto opgao para aplicacao estrutu-
ral, inclusive fornecendo subsidios para o vislumbramento de promissoras e interessantes

aplicagoes.
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1.2 Contribuicoes
O presente trabalho traz as seguintes contribuicoes:

e a apresentacao de uma teoria mista HSDT-Layerwise para analise de placas lami-

nadas compostas com laminas piezelétricas de forma consistente;

e aimplementacao da referida teoria via Método dos Elementos Finitos Generalizados,
com a apresentacao detalhada da formulacao e verificacao de sua capacidade de

representacao do problema fisico em analise;

e a obtencao da formulacao forte para a teoria com o desenvolvimento de uma solucao

analitica pelo Método de Navier.

1.3 Estrutura da dissertacao

A dissertacao esta estruturada em nove capitulos. O Capitulo 2 apresenta uma revisao
de estado-da-arte de modelagem de placas laminadas piezelétricas. O Capitulo 3 apre-
senta o Método de Elementos Finitos Generalizados, discorrendo-se suas idéias basicas
e principais caracteristicas, além do procedimento de construcao do espaco de aproxi-
macao. Uma revisao acerca das teorias para analise de placas laminadas é apresentada no
Capitulo 4, provendo uma breve discussao sobre o refinamento das teorias ao longo das
ultimas décadas. A formulacao fenomenoldgica da eletroelasticidade linear e a obtencao
da relagao constitutiva acoplada sao tratadas ao longo do Capitulo 5. A discretizacao das
variaveis e o desenvolvimento da formulacao aproximada via MEFG sao obordados no
Capitulo 6, onde se obtém o equacionamento para calculo das contribuicoes elementares
e construcao do sistema de equagoes. O Capitulo 7 é devotado ao estabelecimento das
equagoes diferenciais do problema em analise e obtencao de uma solugao analitica para a
teoria apresentada. O Capitulo 8 discute os resultados obtidos para a formulagao imple-
mentada. O Capitulo 9 traz alguns comentdarios e conclusoes sobre o trabalho, além de
sugestoes para estudos futuros. O Apéndice A fornece o procedimento para solucao do

sistema de equagoes gerado pelo MEFG.



2 Estado da arte de modelagem
de placas inteligentes

Em praticamente todas as etapas de projeto de estruturas complexas se requer o uso
de modelos numéricos confiaveis capazes de proporcionar previsoes qualitativas e quan-
titativas realistas acerca do comportamento estrutural. No caso particular de estruturas
inteligentes, estes modelos devem ser capazes de representar, de forma adequada, a res-
posta acoplada dos ditos smart materials e devem ser aplicaveis a diversos tipos de ele-

mentos estruturais.

A modelagem matematica do comportamento de estruturas inteligentes pode ser cate-
gorizada em termos de configuracao estrutural, ou seja, placas, cascas, trelicas, etc. e
também de acordo com o tipo de abordagem empregada, quer seja via abordagens aproxi-
madas via métodos numéricos ou por solugoes tedricas analiticas (CHEE, TONG e STEVEN,
1998).

Ao longo das trés ultimas décadas, uma grande variedade de modelos foi desenvolvida
objetivando a predi¢ao do comportamento, por exemplo, dos materiais piezelétricos em
estruturas inteligentes. De acordo com LEE (2001), estes modelos podem ser agrupados
em trés diferentes categorias: modelos de deformacao induzida, modelos eletromecanicos

acoplados e modelos termoeletromecanicos acoplados.

Os modelos de deformacao induzida usam aproximacoes tedricas para incorporar o
efeito piezelétrico e sao geralmente limitados a predigao somente da resposta ativa dos ma-
teriais piezelétricos visto que o potencial elétrico é negligenciado como variavel de estado.
Neste caso, as deformagoes nos materiais piezelétricos devidas aos potenciais aplicados
sao geradas por forcas e momentos estaticamente equivalentes. Apesar de alguns mode-
los terem sido desenvolvidos com a introducao das equagoes constitutivas piezelétricas,
permitindo representar o comportamento sensitivo, o potencial elétrico nao é incluido
geralmente como varidavel de estado, nao considerando a conservacao do fluxo elétrico

nas equacoes do movimento, de forma que as voltagens dos sensores sao pds-processadas
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usando a equagao de carga elétrica (LEE, 2001).

Os modelos eletromecanicos acoplados permitem uma representacao mais consistente
de ambas respostas ativa e sensitiva dos materiais piezelétricos pela incorporacao de ambos
deslocamentos mecanicos e potenciais elétricos como variaveis de estado na formulagao.
E uma expansao natural deste ultimo, consiste nos modelos termoeletromecanicos, que

evidentemente incorporam o efeito térmico.

Tipicamente, os modelos eletromecanicos acoplados sao implementados em codigos
de elementos finitos por fornecerem uma ferramenta de andlise mais poderosa, de forma
que uma variedade de modelos de elementos de vigas, placas, cascas e sélidos foram

desenvolvidos.

De uma forma geral, métodos para obtencao de solucoes analiticas foram aplicados
a modelos restritos a formas estruturais e condigoes de contorno simples e ilustraram
o potencial do uso da piezeletricidade. Por sua vez, técnicas de elementos finitos foram
usadas para problemas mais complicados incluindo geometrias complexas, comportamento

nao linear e controle dinamico de estruturas.

Conforme CHEE, TONG e STEVEN (1998), modelos estruturais que incluem sensores

e atuadores piezelétricos podem ser agrupados em trés classes:

e sensores e atuadores piezelétricos na forma de pastilhas discretas que sao coladas
ou embutidas na estrutura, de forma que sua presenca nao afeta significativamente
as propriedades da estrutura quando nao sao ativados (evidentemente, observando

a propor¢ao entre suas dimensoes);

e sensores e atuadores piezelétricos na forma de filmes continuos que sao colados na
superficie da estrutura e também nao afetam significativamente as propriedades

estruturais quando desativados; e

e laminas piezelétricas dispostas juntas as laminas de um substrato para formar um
dito laminado composto piezelétrico, onde as propriedades mecanicas do material

piezelétrico sao consideradas no calculo da relacao constitutiva do laminado.

Varios autores apresentaram modelos tedricos ou analiticos de atuadores piezelétricos
obtendo solucoes exatas. Apesar de vérias suposicoes e aproximagoes terem sido incor-
poradas a estes modelos, eles conduziram a resultados que bem concordaram com as

avaliagoes experimentais.
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Em uma revisdo bibliografica, CHEE, TONG e STEVEN (1998) citam o trabalho de
CRAWLEY e DELUIS (1987) que, abordando estruturas inteligentes, analisaram a atuagao
de uma viga em balanco por flexao e extensao causada por atuadores piezelétricos. Os
dois casos considerados foram atuadores colados sobre a viga e embutidos em seu interior.
O desenvolvimento matematico da solucao analitica para este problema unidimensional
conduziu a uma equacao do movimento dinamico genérica com um termo extra que contém

a diferenca de potencial aplicada e a constante piezelétrica.

CRAWLEY e LAZARUS (1991) formularam solugoes analiticas para encontrar as de-
formagoes e curvaturas induzidas para placas isotropicas e anisotrépicas submetidas a
atuacao por extensao, flexao e torcao. Solugoes exatas puderam ser obtidas somente para
casos bastante especiais quando supondo somente deformacoes atuantes planas, tendo
a acuracidade do método sido verificada por comparacao com experimento de viga em

balanco.

RAY, RAO e SAMATA (1993) analisaram estaticamente estruturas inteligentes sob
flexao cilindrica através de uma formulagao bidimensional de placa retangular simples-
mente apoiada, usando as equacoes constitutivas piezelétricas lineares. Em seguida, RAY,
BHATTACHARYA ¢ SAMATA (1993) generalizaram a solucdo analitica para casos de car-
regamentos arbitrarios, apesar da geometria ainda permanecer restrita a placa retangular

(CHEE, TONG e STEVEN, 1998).

Também conforme CHEE, TONG e STEVEN (1998), BATRA e LIANG (1996) analisaram
o controle de vibracao de uma placa retangular simplesmente apoiada, similarmente a
RAY, RAO e SAMATA (1993), onde as condigoes de contorno conduziram a predigdes de
funcoes de deslocamentos na forma de séries de Fourier. Os autores propuseram otimizar
a localizagao e o tamanho das pastilhas atuadoras para que uma minima voltagem fosse
necessaria para amortecer a vibracao da estrutura. Resultados numéricos da solugao
analitica, formulada pela teoria da elasticidade linear, indicaram que a posicao Otima
do atuador, para o problema analisado, era a regiao em que a vibracao inicial atingia

amplitude maxima.

Um dos primeiros trabalhos empregando a metodologia de elementos finitos para
modelagem estrutural envolvendo o efeito piezelétrico foi realizado por ALLIK e HUGHES
(1970). Os autores escolheram um tetraedro trilinear como elemento bésico de sua
formulagao em elementos finitos que foi empregada para realizar andlises estdticas e

dinamicas.

Também empregando elementos finitos sélidos, Tzou e TSENG (1990), realizaram
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analises estaticas e dinamicas de placas finas através de modelos genéricos onde tanto a
estrutura hospedeira quanto os proprios conjuntos atuadores sao modelados por elementos
solidos isoparamétricos de 8 nés. Os autores avaliaram numericamente o comportamento
de placas com camadas piezelétricas ativas e passivas comparando os resultados com

experimentos.

No controle de vibragoes de placas laminadas, HA, KEILERS e CHANG (1992) incor-
poraram modos incompativeis a um elemento sélido de 8 nés, cada qual com 4 graus
de liberdade, sendo 3 deslocamentos mecanicos e 1 potencial elétrico. Tal formulagao é
geral no sentido de que pode ser aplicada a substratos laminados compostos com sen-
sores e atuadores distribuidos, ainda que a formulacao nao use diretamente uma hipdtese

cinematica, como nos modelos de placas (CHEE, TONG e STEVEN, 1998).

A maioria das implementagoes de estruturas inteligentes em elementos finitos sélidos
exibem excessiva rigidez ao cisalhamento a medida que a espessura diminui (DETWILER,
SHEN e VENKAYYA, 1995). Além disso, a modelagem completamente tridimensional de
tais estruturas gera sistemas com elevado nimero de graus de liberdade. Incovenientes
como estes motivaram o desenvolvimento de modelos bidimensionais, buscando reduzir o

custo computacional das analises.

HWANG e PARK (1993) implementaram um elemento finito baseado numa formulacao
de atuacao por deformagao induzida, de forma que a carga elétrica total desenvolvida
no sensor ¢ calculada diretamente da equacao da piezeletricidade. Utilizando a Teoria
Classica de Placas Laminadas (Classical Laminated Plates Theory - CLPT), os autores
formularam um elemento finito de placa quadrangular com 3 graus de liberdade mecanicos
por n6 e 1 grau de liberdade elétrico por elemento. A lamina piezelétrica com compor-
tamento sensitivo possui voltagem de saida dependente da deformacao média ao longo
da area do elemento e a lamina ativa induz um momento de controle nas extremidades
do mesmo. O elemento bidimensional de placa destes autores é mais eficiente computa-
cionalmente que elementos solidos, mas apresenta restrigoes, pois pode somente ser usado

para modelar sensores e atuadores piezelétricos aos pares.

DETWILER, SHEN ¢ VENKAYYA (1995) apresentaram a formula¢ao de um elemento
finito isoparamétrico quadrangular de 4 nés capaz de modelar placas laminadas compostas
contendo uma ou mais laminas piezelétricas. Por se basear no modelo eletromecanico
acoplado, o referido elemento pode conter uma ou mais laminas piezelétricas capazes de
representar comportamento ativo ou sensitivo, além de poder ser submetido a carrega-

mentos mecanicos e elétricos variados sob condigoes estatica ou dinamica. Cada lamina
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piezelétrica pode ser admitida em uma posicao arbitraria em relacao ao plano médio
de referéncia da placa e estar sujeita a diferentes voltagens elétricas. A formulacao é
baseada na hipotese de que o potencial elétrico permanece constante no plano e varia
linearmente através da espessura da placa e o comportamento mecanico é modelado con-
siderando a Teoria de Deformagio Cisalhante de Primeira Ordem (First-Order Shear
Deformation Theory - FSDT). Assim, o elemento resultante possui 5 graus de liberdade
mecanicos por no e 2 graus de liberdade elétricos por elemento, para representar duas

laminas piezelétricas.

Um tipo de elemento finito de casca foi formulado por Tzou e YE (1996) para modelar
cascas laminadas piezelétricas. Os autores utilizaram a Teoria em Camadas Discretas,
com angulo de cisalhamento constante, o que conduz a um empenamento nao-linear da
secgao transversal e consideraram um sistema mecanica-eletricamente acoplado. Os autores
analisaram frequéncias naturais e o efeito do controle sobre cascas com atuadores de varias

dimensoes.

LEE e SARAVANOS (1997), através de uma completa formulagdo em camadas discre-
tas, implementaram um elemento finitos de placa bilinear de 4 nés, discretizando desloca-
mentos mecanicos, potencial elétrico e inclusive temperatura. A implementacao permite
demonstrar a capacidade do elemento finito em reproduzir deformacoes de flexao e tor¢ao
induzidas termicamente em placas laminadas, além de fornecer campos de tensoes e po-
tenciais elétricos, indicando significancia do efeito térmico no desempenho de estruturas

piezelétricas submetidas a temperaturas extremas.

SARAVANOS, HEYLIGER e HOPKINS (1997) desenvolveram uma formulacao utilizando
a Teoria em Camadas Discretas (Layerwise Theory - LT) para modelagem de lamina-
dos com laminas ativas e passivas que, uma vez considerando o potencial elétrico das
laminas como variavel de estado, inclui contribuicoes elasticas, piezelétricas e dielétricas,
consistindo num sistema eletromecanico acoplado. Foram apresentadas solugoes aproxi-
madas via elementos finitos para vigas laminadas sob carregamentos estaticos e andlise
de vibracao livre. Os resultados de tensoes interlaminares e planas, dos deslocamentos
planos e transversais e dos potenciais elétricos apresentam boa concordancia com valores

de referéncia de solugoes exatas.

SARAVANOS (1997), combinando uma descrigdo em camada equivalente tinica para o
comportamento mecanico, através da FSDT, com uma descricao em camadas discretas
para os potenciais elétricos de laminas ativas elaborou uma chamada formulagao mista.

Os autor desenvolve a formulagao para laminados considerando coordenadas curvilineas
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e implementa um elemento finitos quadratico de 8 nés, o qual é formulado para analises
estaticas e dinamicas. Avaliagoes numéricas sao realizadas para painéis laminados compos-
tos piezelétricos cilindricos com atuadores continuos e cascas em balanco com atuadores

e sensores continuos e discretos.

LiMA Jr. (1999) faz comparagoes de resultados obtidos via implementacao em ele-
mentos finitos de vigas e placas baseados na CLPT e na FSDT com valores experimentais

quando do controle ativo de vibracoes em estruturas.

REDDY (1999) apresentou formulagdes analiticas e discretizadas em elementos finitos
eletromecanicamente acopladas, considerando o comportamento mecanico descrito pela
CLPT e a Teoria de Deformagao Cisalhante de Ordem Superior (Higher-Order Shear
Deformation Theory - HSDT) de Reddy. Tais formulagdes incluem o efeito da nao lineari-
dade geométrica considerando as hipoteses de von Kdrmdn, e sao apresentadas solugoes

analiticas para placas retangulares laminadas simplesmente apoiadas.

Também procurando evitar o travamento por cisalhamento, CHEE (2000) desenvolveu
uma formulagao para um elemento de placa do tipo Serendipity de 8 nds empregando
uma descricao do comportamento HSDT e teoria em camadas discretas para o potencial
elétrico. Além disso, o autor apresenta formulacées para vigas laminadas piezelétricas,
tanto analiticas quanto por elementos finitos, além de vérias andlises de placas dotadas

de sensores e atuadores.

CARVALHO NETO (2000) apresenta uma formulagao em elementos finitos para placas
laminadas compostas piezelétricas. Dotado de 6 graus de liberdade mecanicos e 1 grau
de liberdade elétrico por lamina piezelétrica, o elemento quadrangular de 4 nds possui
funcoes de forma com continuidade C° para aproximacao dos deslocamentos coplanares e
funcoes com continuidade C' para aproximacao dos deslocamentos tranversais, uma vez

que considera as hipoteses da CLPT.

DONADON (2000) realiza andlises da influéncia do enrijecimento por tensoes coplanares
devidas a atuacao piezelétrica na resposta em vibracao de placas laminadas compostas.
O autor desenvolve a formulacao de um elemento finito de placa bictibico, utilizando a
FSDT para descricao do comportamento mecanico e considera atuagao por deformagcao

induzida pelos potenciais nas laminas piezelétricas.

VEL e BATRA (2001) apresentaram solugoes analiticas tridimensionais para flexao
cilindrica de placas laminadas simplemente apoiadas com atuadores piezelétricos cisa-
lhantes, admitindo que os deslocamentos mecanicos e os potenciais elétricos possam ser

expandidos em séries trigonométricas e usando equacoes governantes da piezeletricidade
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linear simplificadas devido a suposicao de estado plano de deformacao. Os deslocamentos
e tensoes obtidos para placas homogéneas piezelétricas sao comparados com os resultados

obtidos de acordo com as hipdteses da FSDT.

LEE (2001), empregando uma descrigao tridimensional completa via teoria em ca-
madas discretas, desenvolveu formulagoes para vigas, placas e cascas, estas ultimas medi-
ante sistemas de coordenadas curvilineas, inserindo o efeito da temperatura nas equagoes
constitutivas. Sao apresentadas intimeras andlises de estruturas laminadas inteligentes,
variando desde vigas em balancos e placas simplesmente apoiadas com pastilhas discretas,
para os quais comparagoes com resultados contidos na literatura foram realizadas. Além
disso, o autor demonstra a capacidade da formulagao através do calculo de tensoes in-

duzidas termicamente e controle de forma por flexao e tor¢ao induzidas por temperatura.

CORREIA, GOMES, SULEMAN, SOARES e SOARES (2000) desenvolveram um elemento
bidimensional de placa com 9 néds, formulado segundo o modelo misto utilizado por SARA-
VANOS (1997), para aproximacao dos campos elétricos e mecanicos acoplados, no en-
tanto, utilizando a descricao de uma Teoria de Deformacao Cisalhante de Ordem Superior
(Higher-Order Shear Deformation Theory - HSDT), permitindo a modelagem de placas

finas e espessas e contornando os incovenientes apresentados pela FSDT.

Formulando um elemento finito quadrangular de 4 nds, através de uma representacao
em camada equivalente tinica para o comportamento mecanico, segundo a FSDT, e usan-
do fungoes lineares seccionalmente continuas ao longo da espessura (metodologia em ca-
madas discretas) para inser¢ao do potencial elétrico em cada né do elemento, CEN, SOH,
LONG e YAO (2002) propuseram uma alternativa para a modelagem de placas laminadas
piezelétricas. Estes autores alegaram superar a necessidade de qualquer suposicao com
relacao a variacao do potencial elétrico ao longo da espessura, devendo-se ressaltar que
tal suposicao ¢ intrinseca a formulacao quando da utilizacao de funcoes lineares seccional-
mente continuas na espessura. Além disso, os referidos autores empregaram um funcional
de energia parcialmente hibrido para correcao do cisalhamento transversal, de forma que o
elemento resultante se adequa bem a anélise de placas finas e espessas. Sao apresentadas

andlises para vigas em balancos e placas simplesmente apoiadas.

ABREU, RIBEIRO e STEFFEN JR. (2004) analisaram a influéncia de pastilhas piezelé-
tricas, simetricamente coladas nas superficies, no comportamento estatico e dinamico de
placas isotrépicas. Para esta proposta, foi elaborada a formulacao de um elemento finito
quadrangular de 4 nés baseada nas hipéteses da CLPT. A metodologia desenvolvida

¢ validada mediante comparacoes com solugoes analiticas e solugoes obtidas via codigo
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comercial de elementos finitos. As formulacoes, tanto analiticas quanto discretizadas,
sao utilizadas para calcular frequéncias de ressonancia e campos de deslocamentos em
placas simplesmente apoiadas para varias frequéncias de excitacao, considerando duas

configuragoes para posicionamento das pastilhas piezelétricas.

LAGE, SOARES, SOARES e REDDY (2004a), empregando também um funcional par-
cialmente hibrido, desenvolveram uma formulacao de placas laminadas piezelétricas através
de uma descricao completa em camadas discretas, considerando funcoes quadraticas ao
longo da espessura das laminas discretas. Como tensoes tranversais sao tomadas como
variaveis na formulacao, somente componentes de tensoes coplanares e campos elétricos
sao calculados em pods-processamento via equagoes constitutivas. Sao analisadas placas
simplesmente apoiadas, cujos resultados se mostram bastante concordantes com solugoes

analiticas.

Apenas expandindo a equacao constitutiva para incorporar o efeito piezomagnético,
LAGE, SOARES, SOARES e REDDY (2004b) utilizaram a mesma estrutura da formulacao

do trabalho ja citado e implementaram testes numéricos de avaliacao.

Considerando deformagoes induzidas devido ao efeito magnetostrictivo, LEE, REDDY
e RosTAM-ABADI (2004) implementaram um algoritmo de controle de vibragdes em mode-
los discretizados por elementos finitos de placas laminadas compostas, considerando so-
mente as variaveis mecanicas da HSDT como variaveis de estado, e portanto, o material

magnetostrictivo nao contribuindo para as caracteristicas de rigidez do laminado.

Através de modelos de placas com atuadores piezelétricos considerando inclusive o
efeito do adesivo de colagem e empregando uma equacao constitutiva piezelétrica nao-
linear, SUN, TONG e WANG (2004) relacionaram algoritmos de andlise incremental para
aplicagoes em controle estatico de forma de estruturas inteligentes. Um método incre-
mental calibrado iterativamente é apresentado para obter os potenciais 6timos que podem

deformar a estrutura e manté-la como desejado.

Segundo a metodologia dos métodos sem-malhas, LIEW, HE, TAN e Lim (2004) desen-
volveram uma formulagao de placas laminadas com laminas piezelétricas para o Método
de Galerkin Livre de Elementos baseada na FSDT para descricao do comportamento
mecanico. Utilizando funcoes peso tipicas do método dos minimos quadrados maoveis, os
autores aplicam um método de transformacao, para permitir a imposigao de condig¢oes de
contorno essenciais, que atribui a caracteristica do delta de Kronecker as funcoes base.
Um simples algoritmo de controle é usado para atenuar a resposta em vibragao de pla-

cas laminadas com pastilhas piezelétricas distribuidas, cujas posicoes 6timas os autores
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propoem ainda identificar mediante andlise de resultados.

MACHADO (2004) obtém solugdes analiticas para placa laminadas piezelétricas, cu-
jas equagoes diferenciais do movimento sao escritas considerando as hipoteses da FSDT.
Utilizando as equagoes eletromecanicamente acopladas, o autor apresenta uma teoria de
placas onde cada lamina piezelétrica possui um campo de potencial elétrico incégnito,
sendo este de variacao linear ao longo da referida lamina. Pela proposicao de que os cam-
pos podem ser expandidos na forma de duplas séries trigonométricas, sao obtidas solugoes

fechadas via Método de Navier e Método de Lévy.

Considerando as hipoteses da FSDT numa formulacao para vigas e placas isotropicas,
ROCHA (2004) apresenta a implementagao de elementos finitos para andlise de estruturas
com laminas piezelétricas coladas nas superficies, considerando técnicas para o posiciona-

mento otimizado de sensores e atuadores visando o controle de forma.

FARIA (2006) faz a implementacao de uma formulacao de elemento finito quadrangular
biquadratico do tipo Serendipity. Descrevendo o comportamento via metodologia em
camada equivalente tnica segundo a HSDT, o elemento resultante possui 11 graus de
liberdade mecanicos por né. Além disso, considerando o potencial elétrico nas laminas
ativas como sendo aproximado por funcoes lineares por partes ao longo da espessura, sao
introduzidos mais dois graus de liberdade elétricos por lamina piezelétrica. Avaliagoes
do comportamento de placas inteligentes sao realizadas considerando regime estatico e

vibragao livre, sendo verificado também a nao susceptibilidade ao travamento.
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3 Método de Elementos Finitos
Generalizados (MEFG)

3.1 Insercao do MEFG no curso do desenvolvimento
dos métodos numéricos

A investigacao de fenomenos fisicos em geral requer a solucao de equacoes diferenciais
ordindrias ou equagoes diferenciais parciais que governam o problema em analise, equagoes
estas que podem ser complexas em virtude do dominio considerado e das condigoes de
contorno e/ou condigoes iniciais impostas, sem citar a possivel complexidade inerente a

natureza da modelagem matematica.

Destarte, a obtencao das solugoes exatas de tais equagoes quase sempre é impossivel.
Neste contexto, a partir da obtencao de formas integrais das expressoes governantes dos
fenomenos e da verificacao da possibilidade de se tratar a integragao sobre um dominio
geometricamente complexo como somatorio de vérias integrais sobre dominios geometri-

camente simples, espera-se aproximar tais solucoes.

Sob esta Otica, o Método de Elementos Finitos (MEF) é o método numérico mais
amplamente utilizado na ciéncia em que se insere este trabalho, a Mecanica dos Solidos.
Particularmente neste ambito, a sua difusao se deve, em parte, a simplicidade conceitual e
facilidade de implementacao computacional, sendo preferencialmente aplicado na chamada
formulacdo em deslocamentos, que por sua vez independe do método numeérico, mas sim

depende da forma como é expresso um problema variacional.

O MEF gera solugbes aproximadas de Problemas de Valores no Contorno (PVC)
formulados em forma fraca, ou seja, expressoes integrais obtidas pela minimizacao de
fungoes de energia (ou outra fungao equivalente), utilizando-se de principios variacionais
ou através de métodos residuais como o Método dos Residuos Ponderados (como por
exemplo, o Método de Galerkin) ou pelo Principio Variacional de Hamilton (PVH), que

se reduz ao Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) em andlises estéticas.
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O MEF preconiza a subdivisao do dominio estudado em entidades de geometria sim-
ples dotadas de nds, propondo a construgao de aproximacgoes para os campos incégnitos de
interesse, no interior destas entidades, mediante interpolacao dos valores nodais. Assim,
tem-se por base um arranjo de elementos finitos constituindo uma malha, que generica-
mente, é definida como qualquer arranjo de células ou intersticios entre os fios de uma
rede que é formada pela conexao de pontos nodais e, portanto, a chave deste conceito é
qua a malha deve ser pré-definida para se estabelecer uma certa relagao entre os nés, que

sao a base da formulac¢do dos métodos numéricos convencionais (Liu, 2003).

Pelo uso destas malhas e pela aplicacao de principios préprios, complexas equagoes
diferenciais ordinarias ou equagoes diferenciais parciais governantes dos problemas de
valor no contorno podem ser expressas, equivalentemente, por expressoes integrais sobre
o dominio de interesse. Admitindo que os campos incégnitos sejam combinagoes lineares
das fungoes de forma no dominio elementar, as integrais sobre o dominio completo passam
a ser representadas pela soma de integrais sobre o dominio de cada elemento, colocando
em evidéncia os campos de aproximag¢ao no dominio elementar. Com isso, obtém-se um

conjunto de equacoes para cada entidade.

Esta estratégia permite a implementacao computacional de procedimentos padroniza-
dos para a obtencao das contribuigoes elementares, ou seja, matrizes de rigidez e de inércia

além, é claro, do vetor de forcas nodais equivalentes.

A construcao do problema global se processa, portanto, mediante somatério das con-
tribuicoes de todos os elementos adjacentes a cada um dos nés, respeitando a indexacgao

de conectividade, resultando em um sistema de equagoes global para o dominio completo.

O MEF é robusto e também foi exaustivamente trabalhado para ser aplicado em
analises estaticas e dinamicas, andlise linear e nao linear de tensoes em solidos e estruturas,

bem como em mecanica dos fluidos, transferéncia de calor, eletromagnetismo, entre outros.

A maioria dos problemas praticos de engenharia relacionados a mecanica dos sélidos
e das estruturas sao correntemente resolvidos usando um grande nimero de bem desen-
volvidos pacotes comerciais baseados em MEF. Entretanto, conforme Liu (2003), podem

ser elencadas as seguintes limitagoes do método:

e a criagao de uma malha para o dominio do problema é um pré-requisito no uso de
pacotes de MEF;

e no calculo de tensoes, os campos obtidos via pacotes comerciais sao normalmente

descontinuos entre os elementos e de baixa precisao;
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e quando manipulando grandes deformagcoes, consideravel precisao é perdida em vir-

tude de distorcoes dos elementos;

e oferece grandes dificuldades para simular crescimento de trincas com formas ar-
bitrarias e transformacoes de fase devido ao fato de as descontinuidades nao coin-

cidirem com linhas nodais originais;

e também oferece limitagoes para simular a ruptura do material em um grande niimero
de fragmentos, pois 0 MEF ¢é essencialmente fundamentado nas hipdteses da Mecani-

ca do Continuo;

e aproximacoes com malhas adaptativas tém sido propostas para manipulacao destes
tipos de problemas via MEF| situagoes estas em que o dominio do problema ¢ rema-
lhado em passos durante o processo de solucao para prevenir distorcoes severas dos
elementos e permitir que linhas nodais permanecam coincidentes com os contornos

das descontinuidades;

e processadores adaptativos requerem “mapeamento” de variaveis de campo entre
malhas em sucessivos estagios na solugao do problema, o que encarece tais procedi-

mentos.

Também, conforme BELYTSCHKO, LU e GU (1994), apesar do notavel desempenho do
MEF, alguns inconvenientes de sua formulagao em termos de deslocamentos tém motivado
o desenvolvimento dos Métodos Sem-Malha. Embora seja um pouco redundante perante

o que foi citado anteriormente, vale salientar:

e o custo computacional da geracao de malha de elementos, fato ainda mais notdvel

na analise de estruturas tridimensionais;

e o refinamento do tipo -h (introdugdo de novos pontos nodais no dominio) numa
regiao exige a construgao de uma nova malha de elementos finitos, ou a imposi¢ao

de restrigoes cinematicas aos novos nos;

e repetitiva e custosa alteragao da malha necessaria na simulagao de grandes de-

formacoes, de forma a se evitar a ocorréncia de elementos distorcidos;

e 0 método nao favorece a resolucao de problemas que envolvem a propagacao de
trincas, visto que estas nao podem ser simuladas no interior dos elementos e, por-
tanto, a sua evolugao também requer uma alteracao continua da malha, com grandes

Inconvenientes.
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Por sua vez, TORRES (2003) afirma que uma das limitagoes do MEF relaciona-se ao
fato de o método correntemente gerar aproximacoes com base em fungoes interpoladoras
polinomiais, cuja qualidade resulta diretamente dependente da geometria e do tipo de
elemento. Essa caracteristica pode mostrar-se particularmente ineficaz na simulacao de
fenomenos que implicam na ocorréncia de elevados gradientes de deformacoes e, conse-
quentemente, tensoes e daqueles que, de uma forma geral, implicam em grande distor¢ao

da geometria dos elementos.

Como parece consenso que algumas limita¢goes do MEF motivam a busca de novas al-
ternativas, GARCIA (2003) afirma que a proposta de trabalhar com uma metodologia sem
malha para construir o espago de aproximagao fundamenta-se em dois aspectos béasicos a
serem considerados. O primeiro consiste em eliminar os incovenientes que surgem quando
os dominios das fungoes de interpolacao estao associados a malha. A primeira possibili-
dade seria construir fungoes totalmente independentes dos subdominios da malha, embora
implicando na possibilidade de se impor condi¢oes de contorno essenciais somente na forma
fraca. Uma segunda alternativa utiliza a particao da unidade associada ao dominio do ele-
mento, garantindo com isto uma conectividade fixa, fun¢oes de regularidade mais baixa,
custo computacional inferior nos processos de integracao numeérica e a possibilidade de
imposigao de condigoes de contorno essenciais de forma mais simples. O segundo aspecto
consiste na possibilidade de tornar flexivel o espaco de aproximacao, permitindo o uso de
enriquecimentos locais ortotrépicos e a incorporacao no espago de aproximagao de modos

conhecidos do problema de valor no contorno.

Segundo BARROS (2002), nos métodos sem malha, a aproximacao é feita utilizando-
se um conjunto de pontos dispersos no dominio, sem que a conectividade entre eles seja
previamente definida, portanto, nao sendo dependente de uma malha no sentido forte, ou
seja, a discretizacao do funcional independe de qualquer relacao de conectividade entre
os pontos nodais e sequer deve-se satisfazer os requisitos de conformidade exigidos em

elementos finitos convencionais.

O procedimento proposto por NAYROLES, TOUZOT e VILLON (1992), denominado
M¢étodo dos Elementos Difusos (MED) é considerado como uma das referéncias pioneiras
dos métodos sem malha. Também contemporaneos ao trabalho destes autores, tem-se as
propostas de MONAGHAN (1994), denominada Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH),
o trabalho de LiszkA e ORKIsz (1980) que apresenta o Método de Diferencas Finitas
Generalizado (GFDM) e LANCASTER e SALKAUSKAS (1981) introduzindo o uso do Método
dos Minimos Quadrados Mdéveis (MMQM).
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Na maior parte dos métodos ditos sem malha, uma aproximacao para a funcao
incégnita é determinada pelo MMQM. Basicamente, a aproximacao global num ponto
do dominio é construida com base numa ponderacao sobre valores conhecidos da funcao
incognita associados aos nés que estejam numa vizinhanca daquele ponto, definida por
uma regiao de influéncia, ou nuvem. Ao contrario dos minimos quadrados convencionais
que determina a solucao pela minimizacao do erro quadratico na média, no MMQM
fungoes peso sao incorporadas aos nés, atribuindo um carater local a aproximagao. As-
sim, o Método dos Minimos Quadrados Moéveis ¢ um método de aproximagao numérica
que permite encontrar uma funcao que melhor se ajuste a um conjunto de dados asso-
ciados aos pontos nodais, através de uma funcao de ponderagao que acompanha o ponto

onde se deseja definir a aproximacao.

Introduzindo na metodologia do MED algumas modifica¢oes, BELYTSCHKO, LU e GU
(1994) apresentam uma ferramenta numérica denominada Método de Galerkin Livre de
Elementos (MGLE), que associa fungdes de interpolagdo semelhantes ao do MMQM aos

pontos nodais, podendo-se citar:

e uso de células auxiliares para suporte da quadratura numérica sobre o dominio e

consideracao das derivadas completas da aproximacao;

e emprego de multiplicadores de Lagrange para a imposicao de condigoes de contorno
essenciais, visto que a aproximacao gerada pelo MMQM nao se constitui numa
interpolagao e, portanto, valores prescritos no contorno nao podem ser verificados

de modo exato.

Como citado por GARCIA (2003), a imposigao de condigbes de contorno essenciais via
multiplicadores de Lagrange utilizados diretamente no principio variacional classico pode
resultar numa matriz de rigidez que nao é positiva definida, podendo apresentar problemas

de condicionamento quando se trabalha com bases polinomiais de grau elevado.

Posteriormente ao MGLE, surgem os métodos que preconizam a construgao do espaco
de aproximagao por enriquecimento externo das funcoes bases associadas aos nds. Os tra-
balhos de DUARTE (1996) e DUARTE e ODEN (1996) apresentam um método sem malha
denominado Método de Nuvens hp, cuja principal aptidao é permitir promover o enriqueci-
mento da aproximacao polinomial original, obtida a partir do MMQM, através do produto
tensorial das fungées Particao da Unidade (PU) com bases polinomiais, sem acréscimo de
pontos nodais no dominio, mas apenas adicionando novos parametros associados a esses

’

nos.



3.1 Insercao do MEFG no curso do desenvolvimento dos métodos numéricos 20

Em sequéncia, langando mao da idéia de adicionar refinamentos hierarquicos a um
conjunto de fungoes de forma associadas a elementos finitos como, por exemplo, as funcoes
de interpolacao lagrangeanas, ODEN, DUARTE e ZIENKIEWICZ (1998) apresentaram um
método hibrido entre o Método de Nuvens hp e a forma convencional do Método de
Elementos Finitos, denominado Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG).
Fundamentado em STROUBOULIS, BABUSKA e COPPS (2000), o MEFG até poderia ser
mencionado dentro do contexto dos métodos sem malha, pois utilizando os conceitos do
M¢étodo de Elementos Finitos de Particio da Unidade (MEFPU), de BABUSKA, CALOZ e
OSBORN (1994) e MELENK (1995), e do Método de Nuvens hp, estabelece-se uma malha
que serve apenas para se definir uma particao da unidade e um dominio para a integragao
numérica, sobre a qual é realizado o enriquecimento das funcoes de forma, responsavel

pela qualidade do método.

Para citar brevemente, o MEFPU ¢é uma metodologia que se caracteriza por cons-
truir o espago de aproximacao por enriquecimento das funcgoes particao da unidade do
tipo Lipschitz com fungoes que apresentam boas propriedades de aproximacao, como os
polinomios de Legendre, os polinomios de Lagrange e funcoes que fazem parte da solugao
do PVC (GARCIA, 2003).

Os artigos que se originaram destes trabalhos ilustraram o desenvolvimento do MEFG
para problemas de Laplaciano e de Helmholtz, e para uma classe geral de problemas
elipticos, com o foco principal sendo a construcao de aproximacoes que empregam O

conhecimento prévio de caracteristicas locais da solugao na aproximacao.

Direta, ou indiretamente, todos os métodos sem malha envolvem o conceito de Parti¢cao
da Unidade (PU), uma vez que as fungoes de forma geradas a partir do MMQM satisfazem
os critérios que a definem. Conforme a prépria terminologia permite entender, Particao
da Unidade (PU) é um conjunto de fungdes onde a soma de seus valores é igual a unidade
em qualquer ponto do suporte. No entanto, juntamente com este, outros trés critérios
sao usados para se verificar a aplicabilidade desta definicao a um conjunto de fungoes de

ase. Basicamente, conforme e em um dominio em com
b B te, f ODEN e REDDY (1976), d Q R™,

N

cobertura formada pela uniao de conjuntos abertos {G};2,, uma classe de fungoes ¢;(x)

forma uma particao da unidade caso apresente as seguintes propriedades:
e pj(x) € C°(G));

d Eé‘\le%(x) =1

e ¢;(x)>0em
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e todo sub-conjunto compacto de €2 intercepta apenas um numero finito de suportes
de p;(x).

Nesta abordagem surge o conceito de cobertura do dominio, diferentemente de dis-
cretizacao, como no MEF convencional. Obtém-se cobertura distribuindo pontos nodais
sobre o dominio, aos quais tem-se associadas as nuwvens, de forma que cada ponto do

dominio de interesse seja coberto por pelo menos uma nuvem.

Deve-se ressaltar que as fungoes de forma dos elementos finitos podem ser consideradas
como uma parti¢ao da unidade (PU) se houver um relaxamento dos critérios que a definem
(ToRRES, 2003), refletindo em simplicidade na geragao da particdo da unidade devido
a possibilidade de se usar a interpolagao lagrangeana. Ainda, conforme GARCIA (2003),
pela definicao da fungao de Shepard conclui-se que as funcoes da particao da unidade sao

as proprias fungoes globais usadas no MEF, levando a uma generalizagao das versoes -h,
-p e -hp.

Dentre as limitagoes que acompanham o uso de fungoes polinomiais lineares, por
exemplo, pode-se citar a geragao de um espago de aproximacao do tipo C°(€2), implicando
em descontinuidade interelemento das derivadas, e o problema de dependéncia linear

quando as fungoes de enriquecimento sao também polinomiais.

De acordo com ODEN, DUARTE e ZIENKIEWICZ (1998), o MEFG permite facil im-
plementacao das condigoes de contorno, devido ao carater interpolador da aproximacao,
e apresenta robustez mesmo sob forte distorcao dos elementos, em virtude de o enriqueci-
mento se dar sobre as coordenadas nodais apds o mapeamento, de tal modo que a aproxi-
macao da solucao via MEFG é construida mediante uma formulacao que minimiza a

importancia da malha.

Assim, a possibilidade de modelar a ocorréncia de trincas ou regioes de maior con-
centracao de tensoes através da introducao de fungoes especiais, a maior facilidade na
realizacao do refinamento -p, uma vez que basta acrescentar novos parametros aos nos
ja existentes, e a possibilidade de enriquecer a aproximacao apenas numa regiao limi-
tada do dominio sem comprometer a conformidade dos elementos sao recursos bastante

interessantes do MEFG.

Por exemplo, um campo de aplicacao que vem sendo bastante explorado é a anélise
de problemas de fratura, pois o emprego do MEFG torna possivel a utilizacao de fungoes
enriquecedoras que simulem a descontinuidade no campo de deslocamentos dentro de um

mesmo elemento, tornando desnecessaria qualquer alteracao na malha (TORRES, 2003).
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3.2 Nocao de aproximacao local da solucao

Pode-se definir brevemente o Método de Elementos Finitos Generalizados como uma
estratégia de ampliar o espacgo de solucao do MEF através da adigao de funcoes especiais a
base de aproximacao convencional, definida como uma particao da unidade, possibilitando
a insersao de qualquer informacao que reflita o conhecimento prévio da forma da solucao
do PVC como, por exemplo, fungoes singulares obtidas de expansoes assintoticas locais
da solucao exata nas vizinhancas de um ponto, etc. Com isso, o poder de aproximacgao
proporcionado pelas fungoes de enriquecimento é incluido no espaco de fungoes gerado
pelo método, apesar de manter a infra-estrutura basica dos cédigos de elementos finitos,

0 que consiste numa grande vantagem.

Um PVC, conforme ODEN e REDDY (1976), pode ser enunciado da seguinte forma:

encontrar v € H tal que

Au= f em
(3.1)
Bru = gp sobre 02, com 0 < k<m—1

em que H é um espaco de Hilbert, €2 é um sub-conjunto aberto em R™, de contorno suave
0%, A é um operador linear diferencial de ordem 2m, {By}}"",' sdo operadores lineares

diferenciais sobre o contorno, enquanto que f e g sao fungoes prescritas.

A solucao aproximada do PVC deve ser procurada em sub-espagos X de dimensao
finita, de tal maneira que se tenha X C H quando se usa o procedimento de Galerkin
(ODEN e REDDY, 1976). Assim, o mérito de um método numérico se deve a qualidade

do sub-espaco X gerado.

Para tanto, o dominio em anadlise €2 é discretizado por um conjunto de pontos nodais
indicado por Q. = {X1,X2,...,Xn,,. }, X; € Q. Para delimitar a regiao de influéncia de
cada no6 x; define-se o suporte ou vizinhanga como nuvem nodal, designada por w;. No
ambito dos métodos sem malha, a nuvem é formada, em esséncia, pelos pontos do espaco
no qual se situa o dominio, cuja distancia ao né é definida como sendo igual ou inferior a

um dado raio r;, que ¢ a medida de referéncia. Em suma, escreve-se

w; = {x ER": |x — x;|lpn < rj} (3.2)

onde x € R" indica um ponto qualquer do espaco R™. A distribuicao de pontos e nuvens
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é tal que a uniao de todas as nuvens resultara na regiao x,,.. que devera conter o dominio

Q2 e seu contorno I', regiao esta caracterizada como

Nnos

Xnnos = U wj? Xnnos D Q (33)
7j=1

sendo que €2 inclui o interior e o contorno da regiao €2.

Por exemplo, sob a ética do MEF, uma aproximacao u(x) para o campo de desloca-

mentos u(x) pode ser escrita na forma:

u(x) = a1p1(X) + aapa(X) + -+ + aipi(X) + - + QP (x) (3.4)

onde ¢;(x), com i = 1,--- ,n sdo denominadas fungoes de forma e devem ter regularidade
suficiente para que as integrais presentes na forma fraca do problema possam existir.
Ainda, outra importante caracteristica é que, geralmente, as funcées de forma tém valor
unitario no né correspondente e nulo nos outros nés, de forma que as constantes «;

coincidam com valores discretos da fungao @(x) nos pontos nodais.

Como mencionado anteriormente, pela consideracao de que as nuvens nodais podem
ser consideradas como sendo os conjuntos de elementos finitos adjacentes aos pontos nodais
x,;, no MEFG as fungoes de aproximagao tipicas do MEF passam a ser interpretadas como
PU. Assim, o enriquecimento a maneira do Método de Nuvens hp permite que esse espaco
seja ampliado pela multiplicagao da fungao base de cada né x; por um novo conjunto de

funcoes de enriquecimento linearmente independentes.

Os critérios que definem uma particao da unidade sao bastante restritivos e, por isso,
sao relaxados nas interpretagoes realizadas para o Método de Nuvens, o MEFG e o MEF.
E importante ressaltar que uma fungao C{(€2) é continua até a ordem p no interior de
Q) e tera derivadas nulas de ordem 0 até p no contorno de {2, caracteristica esta que
garantird que a fungao resultante da combinacao da PU para um conjunto de nuvens tera

continuidade CP.

Em problemas bidimensionais, por exemplo, pode-se considerar como PU as fungoes
de forma lagrangeanas bilineares, que apresentam apenas a continuidade C{(w;). Além
disso, neste caso, as primeiras derivadas com relagao as dire¢oes coordenadas x e y nao se
anulam em todos os pontos do contorno da nuvem de um né, além de nao serem continuas
nas interfaces interelementos no interior da referida nuvem. Assim, também estd claro que

se para uma ordem g < p, a derivada de ordem ¢ da funcao PU for nao nula no contorno da
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nuvem, a fungao de aproximacao resultante da combinacao de duas ou mais nuvens tera
sua derivada de ordem ¢ descontinua. Ainda, as fungoes lagrangeanas de ordem superior
podem inclusive assumir valores negativos em regioes do suporte, contrariando o terceiro

critério (BARROS, 2002).

Ao seu mérito, a ultima dentre aquelas propriedades (pag. 21) é, na verdade, uma
garantia de que todo o dominio seja aproximado. No MEF e MEFG, a discretizacao em
elementos finitos cobre todo o dominio, assegurando a verificacao desta propriedade. Ja
no Método das Nuvens e MGLE ocorre uma sobreposicao das nuvens, que deve ser tal

que a cobertura formada nao deixe pontos do dominio sem pertencer a nenhuma nuvem.

Para ilustragao, consideremos uma fungao w definida no dominio 2 € R (Figura 1).

Construi-se uma cobertura aberta 7y do dominio €2 consistindo de N suportes w; (nuvens)

com centros em x; , 7 = 1,2,..., N, onde N ¢ igual ao nimero de nds
T Y ac|
= qW; C| Jwj 3.5
N { ]}jl ]L:_Jl J ( )

Seja ﬂ; uma aproximagao local de u que pertence a um espago local X;(w;) definido
no suporte wj, tal que Xj(w;) = span{L;; }ic,(;), onde 3(j), j = 1,2,..., N, é um conjunto
de indices que fazem referéncia ao nimero de funcoes de enriquecimento para cada né, e

L;; denota uma fun¢ao de enriquecimento ¢ associada ao né x;.

O] Dy

Figura 1: Funcgoes de aproximacao local da solucao.

A proposta basica do MEFG é que cada espago Xj(w;), 7 = 1,2,..., N, possa ser

escolhido tal que exista um L;; € &j(w;) que pode bem aproximar u|,; em alguns casos.
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Nos métodos de particao da unidade, o conjunto de funcgoes do forma do elemento
S;j(wj) é construido usando fungdes PU definidas no suporte w;, j = 1,2,..., N, que para

esta finalidade, admite-se satisfazer apenas as seguintes propriedades:

0, €CS(wy), S>>0, 1<j<N (3.6)

Zgoj(x) =1 Ve (3.7)

As fungoes ¢, sao chamadas parti¢oes da unidade subordinadas a cobertura aberta 7y,
e como esta cobertura é definida por um conjunto de elementos finitos, a implementagao do
método ¢é bastante semelhante do que seria no MEF. Esta escolha de particao da unidade
evita o problema de integracao numérica associado ao uso de partigcoes da unidade do
Método de Minimos Quadrados Mdéveis ou particoes da unidade de Shepard, empregadas
em varios métodos sem malhas. No MEFG, as integracoes sao executadadas com o auxilio
dos chamados elementos-mestres, como no MEF. Consequentemente, o MEFG pode usar
a infra~estrutura de algoritmos desenvolvidos para o MEF (DUARTE, BABUSKA e ODEN,
2000).

3.3 Construcao do espaco de aproximacao

A titulo de exemplo, define-se aqui as fungoes de forma para elementos finitos genera-
lizados num espaco bidimensional, que serao usadas na modelagem de placas, usando as

idéias discutidas até entao.

A Figura 2 mostra uma discretizacao em elementos finitos bidimensionais. As funcgoes
de particao da unidade ¢; sao as funcoes de forma elementares globais, as cldssicas funcgoes

lagrangeanas bi-lineares, associadas ao né x;. O suporte ¢ entao definido como

4
u)j = U Tj (38)
7j=1

Considere agora o elemento 7, com nds x; até x4, como representado na figura.
Assim, pode-se ampliar o conjunto de fungoes de forma do elemento combinando a PU

com funcgoes especiais u1, us € u3, de forma que
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Figura 2: Defini¢ao do suporte do né e fungoes PU do elemento.

S = {9017<P27903,§04} X {1751762753} = {8017@27903#’47 (90161)7-‘-7(%0463)} (3-9)

Com isso, o elemento 7 passa a ter entao um total de dezesseis funcoes de forma
(quatro em cada nd) construidas com o produto das fungoes de forma lagrageanas ele-
mentares padrao (a particao da unidade) pelas aproximagoes locais w;, us e Uz, que
por suposicao sao fungoes definidas globalmente que podem aproximar bem a funcao wu,
solucao do PVC, ao longo do dominio do elemento 7. Podemos generalizar esta idéia pelo
aumento do nimero de fungoes de enriquecimento, resultando num espago S; de dimensao

ainda maior.

Vistas as propriedades das funcoes de forma de elementos finitos de particao da
unidade, podemos facilmente mostrar que a combinacao linear das fungoes de forma

definidas em (3.9) pode reproduzir as aproximagoes locais uy, uy e ug, isto é

301173‘ +<,02ﬂj + ... +§04ﬂj = ﬂj(%@l + 2+ ... —|—(,04> :ﬂj (310)

Em outras palavras

a17a27a3 S {Sl}

Assim, caso as fungoes u; em (3.9) sejam polinomiais, tem-se

Pp_1<wj') - /Yj(b«)j), 7=12,...,N (311)
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onde P,_; denota o espago de polinomios de grau menor ou igual a p — 1. Portanto, as

fungoes de forma do elemento finito generalizado de grau p sao definidas por

Fo={M =Ly j=1.2... Niei)} (3.12)

E importante citar que a estratégia de enriquecimento polinomial fornece um espaco
expandido & formado por um conjunto de bases linearmente dependentes, como pode ser
visto em DUARTE, BABUSKA e ODEN (2000), pois, por exemplo, considerando elementos
planos, existem constantes aj e aj'y, j=1,...,Nne/V x € 7, com Nne iqual ao nimero
de nés do elemento, tais que em combinacao linear com a PU podem reproduzir uma

determinada fun¢ao de enrique- cimento

Nne Nne Nne

Z%’(X) =1, Zaf%(x) =, Z(I?%‘(X) =y (3.13)

Valendo-se da propriedade vista em (3.10), de que a combina¢ao da PU com uma

funcao de enriquecimento pode reproduzir esta funcao de enriquecimento, tem-se

Nne Nne

Z (gpjx> =z Z ©; =2 (3.14)

J

e portanto, prova-se a dependéncia linear

Nne Nne
Z (gojm> - Z ajp; =0 (3.15)
J J

levando a um sistema de equagoes em termos de aj. Assim, a matriz de rigidez obtida
no MEFG se torna positiva semi-definida, mesmo apés a eliminacao dos movimentos de

corpo rigido.

Fica evidente que a idéia basica dos métodos de particao da unidade e, em particular,
do MEFG, é o uso da particao da unidade para associar as aproximacoes locais. As funcoes
de forma sao construidas de tal forma que podem reproduzir, através de combinagoes

lineares, a aproximacao local definida em cada nuvem.

Deve-se notar que existe considerdvel liberdade na escolha dos espacos & e a escolha
mais 6bvia para a base X sao as fun¢oes polinomiais que podem aproximar bem as

funcoes suaves. A implementacao do método hp adaptativo é extremamente facilitada
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pela estrutura de particao da unidade, pois cada base de fungoes {L;;}ic,(;) pode ter dife-
rentes ordens polinomiais para cada 7, ou seja, podemos ter diferentes ordens polinomiais

associadas a cada no da malha de elementos finitos.

As aproximacoes podem também ser anisotropicas, ou seja, com diferentes graus poli-
nomiais em diferentes direcoes do dominio, indiferentemente da escolha do elemento finito

de particao da unidade.

Existem muitas situagoes em que a solugao de um problema de valor no contorno
nao ¢ uma funcao suave. Nestas situagoes, podemos usar qualquer conhecimento prévio
da forma da solucao para fazer uma melhor escolha dos espacos locais &;. Por exemplo,
DUARTE, BABUSKA e ODEN (2000) em seu trabalho apresentam a implementagao do
MEFG para problemas de elasticidade tridimensional, onde realizam o enriquecimento
p-ortotréopico e também empregam fungoes conhecidas como solugoes de problemas de

singularidades para analise de problemas com geometria complexa.

Neste sentido, STROUBOULIS, BABUSKA e Copps (2000) demonstram que além da
PU definida a maneira do MEF representar uma grande vantagem, principalmente no
que se refere a capacidade de aproximacao e estabilidade do método, existem algoritmos
de quadratura adaptativa que podem integrar com precisao as entidades elementares e
métodos de solucao direta que podem lidar com os sistemas de equacoes que resultam de

alguma forma onerosos devido a aplicacao de funcoes de enriquecimento especiais.

Concluindo, para um caso geral define-se a familia de Nuvens para o MEFG

A = {{esh L U HeiLatal i e o)) (316)

onde ¢;(x) sao fungoes PU, neste caso, de grau k = 1 e L,;(x) sdo as funcoes de enriqueci-

mento, familia esta utilizada para construir a seguinte aproximacao

u(x) = Z ©; (x){uj + Z Eji(x)bji} =®'U (3.17)

em que

UT(X):[Ul by, - blqj coouy by, v quj]

(I)T:[@l Liypr -+ Elqj% o on Lnen e EquSON}
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sendo ¢; o nimero de fungoes de enriquecimento de cada né.

Entao, sendo Uj o subespaco gerado por um conjunto de fungoes cinematicamente
admissiveis e V), o subespaco gerado por um conjunto de variagoes cinematicamente ad-
missiveis, chega-se a seguinte aproximacao de Galerkin, na abordagem do MEFG, para o

PVC, que é encontrar u € U, tal que

B(@,7) = (@) Vo € V, (3.18)

onde e v €U, =V, C H!, sendo H! o espaco de Hilbert de grau 1 definido no dominio
), B(e, ®) é uma forma bilinear de H! x H* — R e £(e) uma forma linear em H' — R,
que conduz ao seguinte sistema de equagoes

B(®'U,®"V) = ((®TV) (3.19)

onde

v =
pu— 'Ul Cll « o Clq] .« o . /UN CN1 . o . ch]

Caso as fungoes L;; sejam todas polinomiais, formando o espaco P, dos polinomios
, . e k=1 ~
até a ordem p, definindo a familia Fy~ ** de fungoes geradas pela PU geradora do espago

Py, a aproximacao u serd representada de modo particular como

N 95 (p)

j=1 i=1
No ambito deste trabalho, para o desenvolvimento de uma formulacao de elementos
finitos generalizados para placas, pretende-se construir espagos de aproximagao locais

com enriquecimento até terceira ordem, sobre uma PU com funcgoes bi-lineares, conforme

a combinagao linear expressa por

2 2
L—T; Y-y, (£ T —Zj YU YU
e (2 (52) (52) (552
/ { hxj hyj hxj hxj hyj hyj
3 2 2 3
r—Tj T —Zj Y=Y T —Zj YUY y—Yy;
( hwj )7( thj ) ( hyj )’< hxj >< hyj ),< hzj >}

(3.21)
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onde ¢;, j = 1,2,..., N sao funcoes de forma bilineares padrao, x; = (z;,y;) sdo as
coordenadas do n6 j, hy; e h, sao as dimensoes caracteristicas da nuven de cada no,

respectivamente, nas diregoes x e y, e N é o nimero de nés da malha de elementos finitos.

Entao, conforme BARROS (2002), o emprego das fungdes do MEF para a PU evita
problemas encontrados com as fungoes do MMQM, como aquele relativo a integracao
numérica, pois a aproximacao torna-se polinomial, exceto quando o enriquecimento nao

tenha esta caracteristica.

No entanto, empregando-se esta estratégia de enriquecimento, mantém-se o cardater
interpolador somente da particao da unidade, contrariando a premissa citada por ODEN,
DUARTE e ZIENKIEWICZ (1998). Para ilustrar, considere um né, por exemplo, na origem
do sistema de coordenadas planas conforme mostrado na Figura 3. Assim, multiplicando-
se a PU referente ao né pelas fungoes de enriquecimento, (3.21), obtém-se fungoes que sdo

nulas sobre o respectivo nd, nao sendo portanto interpoladoras.

Assim, por exemplo, para a primeira fungao de enriquecimento, percebe-se na referida
figura que somente a PU satisfaz a condicao do delta de Kronecker, ou seja, ¢;(x;) = d;; €,
por isso, contrariando uma pratica corrente, as condig¢oes de contorno de Dirichlet nao po-
dem ser impostas diretamente, requerendo um tratamento diferenciado. Uma alternativa,
mais direta, é garantir a preservacao das funcoes /\fij de (3.12) que se anulam no contorno
de Dirichlet nas nuvens dos nos contidos neste contorno pois, muito embora estas se anu-
lem no respectivo nd, como visto na Figura 3, continuam melhorando a aproximacao na
vizinhanga, observando-se que tal procedimento se aplica a contornos retos e paralelos
aos eixos do sistema global de coordenadas. Porém, um tratamento mais rigoroso pode
ser realizado com a aplicacao das chamadas func¢oes de fronteira, conforme descritas por
GARCIA (2003).
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0.4

Figura 3: Combinacao da PU com uma fungao de enriquecimento.
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4 Mecanica de placas laminadas
compostas

Geralmente, os compostos estruturais sao classificados em sanduiches, laminados e
compostos tridimensionais. Elaborados na forma de placas e cascas, os compostos lamina-
dos sao formados pela superposicao de duas ou mais laminas, que numa situacao genérica
podem ser de diferentes materiais reforcados por fibras, cada qual com uma orientacao e

densidade de reforgo.

Evidentemente, por construcao, os laminados compostos possuem suas dimensoes
planares maiores que a espessura, o que em esséncia caracteriza uma estrutura do tipo
placa. Ainda, uma placa pode ser entendida rigorosamente como um tipo especial de casca
uma vez que, se as cascas sao definidas como estruturas finas e curvadas constituidas de
uma ou varias camadas, podendo ter diferentes curvaturas, aquelas se enquadram no

conjunto das cascas com curvatura infinita.

Valendo-se deste preceito, um corpo tridimensional do tipo placa ou casca pode ser
analisado considerando hipdteses cinemaéticas que, pela suposicao de modos de desloca-
mentos dos pontos materiais contidos num plano transversal inicialmente perpendicular
a superficie média da estrutura, conduzem a um problema bidimensional. As teorias que
partem deste principio sao chamadas Teorias em Camada Equivalente Unica e geram um

nimero fixo de fungoes de deslocamentos generalizados no plano de referéncia.

Uma outra metodologia consiste em considerar cada lamina ou conjuntos de laminas
adjacentes num estratificado como uma camada discreta para efeito de célculo, cada
qual representada por seus deslocamentos, devendo-se impor condigoes de continuidade
dos deslocamentos ou de tensoes entre estas camadas, o que recebe o nome de Teoria
em Camadas Discretas. Portanto, sob esta otica, o nimero de graus de liberdade pode

resultar dependente do nimero de camadas discretas considerado.



4.1 Macromecanica de uma lamina composta 33

4.1 Macromecanica de uma lamina composta

Conforme MENDONGA (2005), o termo comportamento macromecanico refere-se ao
comportamento da lamina apenas quando as propriedades mecanicas aparentes médias,
em sua forma macroscépica, sao consideradas. Essas propriedades sao obtidas diretamente
de ensaios com corpos de prova, feitos com aquela lamina, ou de forma aproximada a
partir das propriedades termomecanicas dos componentes da lamina, as fibras e a matriz,

respeitando-se as proporcoes especificadas em projeto para cada constituinte.

A premissa basica consiste em supor que o comportamento de uma lamina de um com-
posto polimérico reforcado por fibras seja hipereldstico linear, ou seja, o comportamento

constitutivo é somente funcao do estado de deformacao.

Assim, a relacao tensao-deformagao para materiais elasticos-lineares é dada pela Lei de
Hooke que, supondo a existéncia de uma tensao residual ¢° na configuracao de referéncia,
as componentes de tensao sao consideradas como funcoes lineares das componentes de
deformagao, e que para o caso mais geral, considerando deformacoes infinitesimais, é

escrita na forma tensorial como

c=C:e+o° (4.1)

e em termos das componente como
0ij = Cijmen + 03 (4.2)
com ey = € € 1,5, k, 1l = 1,2,3, onde C é um tensor de quarta ordem que contém

parametros materiais chamado tensor de rigidez ou tensor de elasticidade eldstico, que

na situacao mais geral, possui 3* = 81 componentes escalares, niimero este que se reduz
b1 Y )

em virtude da simetria do tensor de tensoes o, da simetria do tensor de deformagoes € e

da possivel simetria inerente a resposta do material.

Assim, feitas as consideracoes de simetria do tensor de tensoes, pode-se escrever a
relacao constitutiva, usando a nota¢ao contraida ou notacdao de Voigt-Kelvin, no formato

matricial, em termos das deformacoes de engenharia
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( ) B T ( 3\
o1 Cii Cip Cig Ciy Cis Cig €1
o) Cia Cp Cy Cy Oy Oy €2
o3 || Cis Ca Cs3 Oz Cs5 Csg €3 (4.3)
o4 Ciy Co Csy Cu Cys Cug €4
of Ci5 Cyp Cs5 Cys Css Csg €5
[ 76 | Ci6 O Cs6 Cus Cse Cos | | €6 |
onde
€1 =¢€11, €2 = €22, €3 = €33 , €4 = 2693 , €5 = 2613 , €6 = 212 (4.4)

MENDONGCA (2005) ainda cita que se existem dois planos ortogonais de simetria de
propriedades no material, necessariamente existira simetria relativa ao terceiro plano mu-
tuamente ortogonal aos outros dois, de forma que a relacao tensao-deformagao se simplifica

CcOo1mo

( 01 ) [ Ci Cip Cig 0 0 0 1 €1 )
p) Cia Cyp Cy 0 0 0 &9
o | _ Cig Co3 C33 0 0 0 €3 (4.5)
04 0 0 0 Cu O 0 €4
o 0O 0 0 0 Cs O €5
L Og ) i 0 0 0 0 0 066 1\ €6 )

onde os planos de simetria sao: 1 —2,1 -3 e 2 — 3.

Esta lei constitutiva é caracteristica dos materiais ditos ortotrdpicos, e definem-se
em seu meio tres direcoes principais paralelas as intersecoes dos trés planos ortogonais de
simetria. Destarte, um material ortotrépico possui pelo menos um sistema de coordenadas
em cada ponto em que as tensoes normais provocam apenas deformagoes normais e as

tensoes cisalhantes provocam apenas deformacoes cisalhantes na diregao do carregamento.

Esta matriz de rigidez [C], por ser nao-singular, pode ser invertida, resultando na

relagao deformagao-tensao, e por isso, agora denominada matriz de flexibilidade [S]
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(&1 ] [ Su S Sis Su Sis S | [ o)
&2 Sl2 522 S23 524 525 526 o)
€3 _ 813 S23 533 534 535 536 < g3 (46)
€4 Sl4 S24 534 544 545 546 04
€5 815 525 535 S45 SSE) 556 O5
L €6 ) L S16 S26 Sze Sis Ss6 See 1 L %6 )

Conforme MENDONGA (2005) e REDDY (2004), os coeficientes da matriz de flexibili-
dade podem ser escritos em termos das chamadas constantes de engenharia, que repre-
sentam propriedades elasticas do material e possuem interpretacao fisica 6bvia, que sao
os médulos de Young generalizados (E1, Fa, F3), os médulos de Coulomb generalizados
(G2, Gog, Gi31) e os coeficientes de Poisson (119, Vo1, Va3, V32, /13, V31 ), mensurados segundo

os eixos principais de ortotropia, tal que os termos nao-nulos sao

1 Vo1 V31

11 £ 12 £, 13 s

Sy = 2 g, — = S = 132
21 E1 ) 22 E27 23 E3
G — — V13 G — — V23 G — 1
31 E1 ) 32 E3 ) 33 E3

Deve-se ressaltar que, embora foram definidas 12 constantes de engenharia para o ma-
terial ortotrdpico, a simetria de [S] mostra que existem apenas 9 constantes independentes

pois

l/ .

ﬁ = é para i,j=1,2,3. (4.7)
K3

A matriz de rigidez [C] para um material ortotrépico, em termos das constantes de

engenharia, pode entdo ser obtida mediante a inversdo da matriz de flexibilidade [S], tal

que os termos nao nulos sao:

1— V93l39 Vo1 + V31V93

1= ——= Cu=G Cppo=—7—7—-—

1 — 13051 V31 + Va1V32

Cop= — L o~ Cyg = LT 21V
27 TEEA T Y B EA
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. 1 — v1av9

Clan —

V3p + V12V31

C'66 = G12> C'23 = ElEgA

com A obtido através do determinante do quadrante superior esquerdo da matriz de
flexibilidade

- 1 — viova1 — Vaslise — Vi3l31 — 2U01V32013

A —
Ei1E5Es

No entanto, para os materiais compostos laminados cujas laminas geralmente possuem
reforgo orientado unidirecionalmente numa dita direcao 1, pode-se considerar que as fibras
se distribuem de forma aleatdria e macroscopicamente homogénea ao longo das diregoes
ortogonais, entao ditas direcoes 2 e 3. Assim, verifica-se a existéncia de simetria na
resposta do material nos dois planos ortogonais a lamina definidos por estas diregoes,
sendo por isso designado material isotropico transverso. Neste caso, tem-se as seguintes

simplificacoes

Coo = Css, Cio = (13, Cs5 = Cos, 204y = Cy — Cog

Logo, a relagao constitutiva pode ser escrita na forma

(o) | On oo 0 0 0 | ()
o9 Cra Coa Co3 0 0 0 £
o3 Ciz Coz Co 0 0 0 £s
o | o o o w 0 0 €4 48)
05 0 0 0 0 Css 0 €5
L T6 ) I 0 0 0 0 0 s 1\ €6 )

implicando nas seguintes relagoes entre as constantes de engenharia

Es = Fy, 113 = 119, Va3 = V3

B, (4.9)

Gy =G Gog = —
31 12, Ga3 2(1 + v23)
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4.2 Teorias de placas laminadas em camada equiva-
lente tnica

Segundo REDDY (2004), as teorias de laminados em camada equivalente tinica (Equiva-
lent Single Layer - ESL) sao aquelas em que uma placa laminada heterogénea é tratada
como uma unica camada estaticamente equivalente possuindo uma complexa relacao cons-
titutiva. As teorias ESL sao desenvolvidas considerando a forma do campo de desloca-
mentos ou campo de tensoes como uma combinagao linear de funcoes desconhecidas e a

coordenada da espessura, conforme

N
j=0

onde 19{ ¢é a i-ésima componente de deslocamento generalizado na direcao ¢ ou tensao,

(x,y) sdo as coordenadas planas, z é a coordenada na espessura, t denota a dependéncia

do tempo, ¥ sdo fungdes a serem determinadas e N é o grau polinomial.

Tendo como objetivo os valores das componentes de deslocamentos, as equagoes gover-
nantes ¥ sdo calculadas através da aplicagao de principios variacionais, onde as parcelas
de energia sao determinadas em termos do campo de tensoes real e das deformagoes

virtuais, que resultam dependentes das funcoes deslocamentos ¥; e suas variagoes.

Uma vez que é explicita a dependéncia com relacao a coordenada da espessura, a
integracao sobre o dominio tridimensional conduz a integracao imediata dos termos de-
pendentes de z, dando origem a uma relacao constitutiva do laminado em termos das
resultantes de tensoes médias ao longo da espessura. Assim, esta metodologia reduz a
analise a um problema bidimensional, em termos apenas de integrais sobre as coordenadas

planas contidas no plano de referéncia da placa.

Nesta secao serao expostas as caracteristicas béasicas das principais teorias de placas
segundo a metodologia em camada equivalente tnica. Uma discussao completa sobre
os resultados fornecidos por tais teorias, detalhes de implementacao via MEF, solucoes
analiticas, etc., podem ser encontrados em referéncias como MENDONGA (2005), REDDY
(2004), REDDY (1997), BERTHELOT (1992) e JONES (1975).
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4.2.1 Teoria classica de placas laminados

Sob a ética das ESL, a mais simples das teorias é a Teoria Cldssica de Placas Lami-
nadas (Classical Laminated Plate Theory - CLPT), que basicamente é uma extensao da
Teoria Cldssica de Placas ao estudo de laminados. A CLPT estabelece que os desloca-
mentos respeitam as hipoteses de Kirchhoff, segundo as quais um segmento de reta ini-
cialmente perpendicular a superficie média permanece reto e perpendicular a este plano
apos a deformagao, além de ser inextensivel, resultando numa teoria que negligencia o
efeito da deformacao cisalhante transversal e a deformacao na direcao da espessura. Es-

tas hipdteses se traduzem no campo de deslocamentos expresso conforme

1) = o, 1) — 2200
v(x,t) = vo(z,y,t) — zw (4.11)
Y

w(x,t) = wo(x,y,t)

onde (ug, vg, wp) sdo as componentes de deslocamentos nas dire¢oes coordenadas (z,y, 2),

respectivamente, de um ponto na superficie de referéncia.

A CLPT repousa sobre outras hipoteses, a citar:

nao existe deslizamento entre laminas, sendo para isso admitidas como perfeitamente

coladas;

cada lamina tem espessura uniforme;

os deslocamentos sao continuos através das laminas;

os deslocamentos, a deformacoes e as rotagoes sao pequenos,

Deve-se ressaltar que, apesar de a CLPT gerar trés deslocamentos generalizados no
plano de referéncia, exige para ser implementada tanto em MEF como MEFG que o espaco
de aproximacao tenha continuidade C*, ou seja, que as funcoes de forma de elementos
finitos possuam continuidade da primeira derivada nas interfaces interelementos, visto
que para atendimento do critério de conformidade, o espaco de aproximacao deve ter
continuidade das derivada até um grau inferior ao maximo grau de derivacao dos termos

presentes no funcional.
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4.2.2 Teoria de primeira ordem

A primeira tentativa de incluir o efeito da deformagao cisalhante transversal ocorre
com a elaboragao da Teoria de Deformag¢ao Cisalhante de Primeira Ordem (First Shear
Deformation Theory - FSDT), que baseando-se nas hipéteses da Teoria de Placas de
Mindlin-Reissner assume que um segmento de reta inicialmente normal a superficie de
referéncia permanece reto apés a deformagcao e, no entanto, nao mais normal aquele plano,

embora ainda seja inextensivel.

Tal suposicao implica em que a deformacao cisalhante transversal apresente variacao
linear ao longo da espessura do laminado. Sabe-se, no entanto, da teoria elementar de
vigas homogéneas que as tensoes cisalhantes transversais variam parabolicamente ao longo
da espessura da viga. Em vigas e placas compostas laminadas, por sua vez, estas tensoes

vairam no minimo quadraticamente através da espessura de cada laminas.

A diferenca entre o estado real de tensoes e o estado de tensdes constante, origi-
nado pela FSDT, é frequentemente corrigida no calculo das forgas resultantes transver-
sais por um fator de correcao, mediante a suposicao de que a energia de deformagao
devida ao cisalhamento transversal seja igual a energia de deformagao verdadeira, devida
as tensoes cisalhantes verdadeiras calculadas pela teoria da elasticidade tridimensional
REDDY (2004).

Estas hipoteses se traduzem na relagao cinemaética expressa como

u(x,t) = u’(z,y,t) + 21be (2, y,t)
v(x,t) = 0z, y,t) + 20, (2,9, 1) (4.12)

w(x,t) = w’(z,y,t)

Uma vantagem desta teoria com relacao a CLPT diz respeito a simplicidade quando
da implementagao via métodos numéricos, pois permite a utilizacao de espagos de aproxi-
macao com continuidade C°, ou seja, funcoes apenas continuas, sem a necessidade de
se verificar a continuidade de suas primeiras derivadas nas interfaces interelementos. No
entanto, como desvantagem, deve-se citar que a FSDT é suscetivel ao travamento por

cisalhamento.

Assim, como a relacao cinemdtica expressa em (4.12) consiste numa expansao até
os termos de primeiro grau de uma série de poténcias, Lo, CHRISTENSEN e WU (1977)

consideram que a CLPT e a FSDT sao teorias de mesma ordem de aproximacao, uma vez
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que a CLPT é um caso especial da FSDT, quando a razao entre o médulo cisalhante e a
deformagao cisalhante transversal é admitida como muito grande, tal que a deformagao

cisalhante transversal pode ser negligenciada.

4.2.3 Teorias de ordem superior

Basicamente, teorias ESL de ordem superior para placas laminadas sao aquelas que
utilizam polinomios de grau maior que 1 nas expansoes das componentes de deslocamentos
através da espessura do laminado, introduzindo func¢oes desconhecidas que frequentemente

sao de dificil interpretacao fisica.

Estas teorias vem sendo desenvolvidas desde a segunda metade da década de 1950, e a
inspiracao para tal desenvolvimento decorre na necessidade do obter melhores predi¢oes no
que tange ao comportamento estatico e dinamico de estruturas laminadas, principalmente

no que diz respeito a uma andlise em escala de laminas.

Pode-se citar como a primeira na hierarquia das teorias de ordem superior a teoria
apresentada por Nagdhi em 1957, que se diferencia da FSDT apenas por considerar uma
expansao até o termo quadratico para o deslocamento transversal w, conforme se pode

ver na sua relagao cinematica

u(x,t) = u’(z,y,t) + 20, (z,y,t)
v(x,t) =0 (z,y,t) + 2y (x,y,t) (4.13)

w(x,t) = w(z,y,t) + 2. (2, y, 1) + 22C (7,9, 1)

que, conforme Lo, CHRISTENSEN e WU (1977), foi utilizada para desenvolver uma teoria
de cascas laminadas cilindricas por WHITNEY e SUN (1974), que inconsistentemente uti-
lizaram um fator de correcao do cisalhamento transversal da mesma forma que a FSDT,
embora a relagdo cinemdtica expressa em (4.13) implique numa distribuigao das tensoes

cisalhantes transversais nao linear.

NELSON e LORCH (1974) apresentaram uma aplicagao para laminados de uma relagao

cinemética expressa como
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u(x,t) = u’(z,y,t) + 2ba (2, y,t) + 2°C(x, 9, 1)
v(x,t) =0 (z, y,t) + 2y (z,y,t) + zQCy(x, y,t) (4.14)
w(x,t) = w(z,y,t) + 2. (z,y, ) + 2°C(z,y, 1)

incorrendo no mesmo erro cometido por WHITNEY e SUN (1974), quando do cédlculo do
fator de correcao do cisalhamento. Deve-se notar que a expansao até os termos quadraticos
contraria o aspecto da deformada de um plano perpendicular a superficie de referéncia
que, como ¢ de se esperar quando do comportamento em flexao de uma viga homogénea,

se assemelha a uma fungao impar com relacao a coordenada da espessura.

Ainda, uma outra alternativa consiste na consideracao da inextensibilidade do seg-

mento normal (REDDY, 1997), resultando na relagdo cinematica expressa como

u(x,t) = u’(z,y,t) + 20, (z,y, 1) + 2°C (2, y, 1)
v(x,t) =0z, y,t) + 2y (2,9, 1) + 2°¢ (z,y, t) (4.15)

w(x,t) = w’(z,y,t)

A primeira proposta de incluir os termos ctibicos na expansao dos deslocamentos

coplanares se deve a REISSNER (1975), que utilizando a rela¢ao cinemética

u(x,t) = 2. (2,y,t) + 2°pu(, y, 1)
v(x,t) = 2y (z,y,t) + zgqby(x, y,t) (4.16)
w(x,t) = w(z,y,t) + 2°C(z,y, 1)

verificou que a correspondente teoria fornece bons resultados se comparado com a solugao
da elasticidade para flexao de uma placa com furo circular. Embora a negligéncia do
efeito dos deslocamentos coplanares fosse apropriado para analisar o problema proposto
pelo autor supracitado, a influéncia dos deslocamentos de membrana pode ser significativa

em outras situacgoes (LO, CHRISTENSEN e WU, 1977).

Lo, CHRISTENSEN e WU (1977), assumindo as mesmas hipéteses da CLPT e da
FSDT, exceto aquelas referentes a normalidade e retilinidade do segmento normal a su-
perficie de referéncia e a inextensibilidade deste segmento, introduz uma expansao até os

termos de terceira ordem para as componentes coplanares de deslocamentos u e v e uma
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expansao até os termos de segunda ordem para o deslocamento transversal w, conforme

u(x,t) = u'(z,y,t) + 20, (2, 4, t) + 2°C (2, y, t) + 2°¢u(s,y, t)
v(x,t) = (2, y,t) + 2by (2, y,t) + 2°C (2, y, t) + 220y (2, y, 1) (4.17)
w(x,t) = w'(z,y,t) + 20, (2, y,t) + 22C.(s,y,1)

onde ¢, e ¢, sao rotagoes de ordem superior dos segmentos normais a superficie de re-
feréncia em torno dos eixos y e x, respectivamente, e a fungoes 1, ¥y, V., (; € ¢, também
dependentes apenas das coordenadas planas, x e y, nao permitem uma interpretacao
fisica evidente, mas podem ser admitidas como rotacoes de ordem superior que descrevem

a deformacao de um segmento normal ao plano de referéncia (MENDONGA, 2005).

Deve-se notar, comparando as expansoes empregadas por LO, CHRISTENSEN e WU
(1977) com aquelas usadas na FSDT, que a introdugao de seis novas funges desconhecidas,
a priori independentes em virtude de nao se ter explicitamente imposto a nulidade das
tensoes cisalhantes transversais nas superficies livres da placa, aumenta significativamente
o custo computacional quando da implementacao de modelos numéricos baseados nesta

teoria.

Com o objetivo de reduzir o nimero de fungoes desconhecidas nas expansoes das
componentes de deslocamentos, REDDY (1984) propoe uma teoria de ordem superior
partindo de uma expansao cibica dos deslocamentos coplanares ao longo da espessura do
laminado, com capacidade de reducao aquelas expansoes da CLPT e FSDT como casos

especiais.

Conforme REDDY (1997), o campo de deslocamentos expresso como

u(x, t) == Uo(x, Y, t) +z (¢x(x7 Y, t) - COW) - 2301¢x(x7 Y, t)
o(x,1) = (2, y,1) + 2 <¢y(;c, y. 1) — CO%W) ~ Berdy (1) (4.18)

w(x,t) = w'(x,y,t)

se reduz aquele expresso segundo as hipéteses da CLPT quando ¢y é admitido como nulo

e ¢, = ¢, = 0, e ainda, fazendo ¢y = ¢; = 0, tem-se a redugao ao campo de deslocamentos

da FSDT.
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Introduzindo as variaveis ¢, e (, definidas como

aU]O (xa Y, t)
ox

aU)O(xv Y, t)

C:)::¢z_co ay

) Cy = ¢y —Co (4.19)

fica claro que (ug, v, wo) € (¢z, ¢y) possuem o mesmo significado fisico como na FSDT.

Assim, o campo de deslocamentos expresso em (4.18) pode ser reescrito em termos de

Cz € ¢y como

U(X’ t) = u()(..'[', ya t) + ZCx<l',y,t) - 0123 (gﬂﬂ(xv y7t) + COW)
v(x,t) = vo(w,y,t) + 2(y(x,y,t) + 2> (Cy(l‘, Y1)+ CO%;/J)) (4.20)

w(x,t) = wo(x,y,t)

Deve-se deixar evidente que REDDY (1984) nao utiliza fungoes de ordem superior ar-
bitrarias, mas as determinam de maneira a garantir explicitamente a nulidade das tensoes
cisalhantes transversais nas superficies livres da placa, de forma que ¢; = 4/(3h?), onde

h é a espessura do laminado.

E ainda importante ressaltar que a HSDT de REDDY (1984) gera apenas cinco deslo-
camentos generalizados (uo, vo, Wo, (s, ¢y) na superficie de referéncia da placa, ou seja, a
mesma quantidade de fungoes incognitas presente na FSDT, o que representa baixo custo
computacional de sua implementacao. No entanto, visto a existéncia de derivadas par-
ciais do deslocamento transversal wy nos termos de ordem superior dos deslocamentos
coplanares, a teoria acaba por exigir um espaco de aproximacao com continuidade Ct. O
proprio autor em diversos trabalhos implementa sua teoria utilizando fungoes de forma de
elementos finitos de Hermite, que conhecidamente se aplicam apenas a elementos finitos
retangulares, estratégia que gera um total de 8 graus de liberdade por nod, por exem-
plo, admitindo pequenas deformagoes, pois devem ser aproximadas também as derivadas

parciais do deslocamento transversal w.

Conforme MENDONGA (2005), a exigéncia de que w € C'(€) na teoria de REDDY
(1984) pode ser contornada com uma formulagao mista obtida modelando as fungoes que
multiplicam os termos cibicos da expansdo em série de poténcias em (4.20) por novas
funcoes de ordem superior, no entanto sem impor diretamente a condicao da nulidade

das tensoes cisalhantes transversais nas superficies do laminado, resultando na hipdtese
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cinematica proposta por LEVINSON (1980), expressa como

u(x,t) = u'(z,y,t) + 2, (2,9, ) + 2°¥s,(s,y, 1)
v(x,t) = (2, y,t) + 20y (2, y, 1) + 2°Usy (2, y, 1) (4.21)

w(x,t) = w’(z,y,t)

que permite a aproximacao numérica utilizando espacos de aproximacao com continuidade

C?, sendo por isso de facil implementacao e gerando apenas 7 graus de liberdade por no.

A teoria proposta por PANDYA e KANT (1988), além de considerar uma expansao com
variacao cibica ao longo da espessura para as componentes de deslocamentos coplanares,

inclui o termo quadrético na componente de deslocamento transversal w

u(x,t) = u’(z,y,t) + 2. (2, y, ) + 23, (2,y, 1)
v(x,t) = (2, y,t) + 20, (z,y, t) + 293, (2, y, 1) (4.22)

w(x,t) = w'(z,y,t) + 22wy (z,y,1)

Introduzindo termos quarticos na expansao dos deslocamentos coplanares, JIA-XIONG
e YE-LI (1990) propuseram uma hipétese cinemética ainda mais refinada, embora man-
tendo a inextensibilidade do segmento normal. Sua hipdtese se traduz na relagao cine-

matica expressa por

u(x,t) = u'(z,y,t) + 20, (2, y, 1) + 2°C(2, y, t) + 22 psa(z, v, t) + 2*na (2, y, 1)
v(x,t) = 00z, y,t) + 20, (2,9, 1) + 2°¢, (5,9, 1) + 2203, (v, y, ) + 2*n, (v, y,8)  (4.23)
w(x,t) = wo(x,y,t)

a partir da qual, pela imposicao da nulidade das tensoes cisalhantes transversais nas
superficies inferior e superior do laminado, se obtém o campo de deslocamentos expresso

CcOo1mo
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472 222 423 Qw
_,,0 2
u(x,t)fu +Z¢x<1—3ﬁ>+zgx<1—ﬁ>+mg

422 222 423 Qw (4.24)
— 0 2
v(x 1) = *z%(l—gﬁ) 7 <y<1—ﬁ> * 3oy

w(x,t) = w’

de onde se percebe que permanecem 7 deslocamentos generalizados no plano de referéncia
da placa. Utilizandos as relagoes deformagdes/deslocamentos lineares, observa-se que
as deformagoes incluem as segundas derivadas parciais do deslocamento transversal w em
relagcao as coordenadas planas, o que implica na necessidade de um espaco de aproximacao

com continuidade C' quando da implementacao numérica do modelo.

Os autores supracitados apresentaram em seu trabalho as equagoes diferenciais do
movimento em termos de esforgos generalizados para placas e cascas e solugoes analiticas
via expansao em duplas séries trigonométricas para placas retangulares simplesmente
apoiadas e cascas esféricas. Por exemplo, no caso de placas, percebe-se que os valores
adimensionalizados de tensoes obtidos, tanto coplanares quanto transversais, ainda se

distanciam dos valores referenciais da solugao da elasticidade.

4.2.4 Teoria de deformacao cisalhante de ordem zero

Contrariamente a tendéncia de incorporar termos nas expansoes das componentes
de deslocamentos, RAY (2003) aplicou a relacdo cinemética derivada da Teoria de De-
formagao Cisalhante de Ordem Zero (Zeroth-Order Shear Deformation Theory - ZSDT)
na analise de placas laminadas. A ZSDT satisfaz a condicao de nulidade das tensoes cisal-
hantes transversais nas superficies livres, nao requer fatores de correcao do cisalhamento

transversal e nao é susceptivel ao travamento (SHIMPI, 1998 apud RAY, 2003).

Assim chamada por nao conter rotagoes generalizadas nas expansoes de deslocamen-
tos, a ZSDT incorpora o efeito do cisalhamento transversal através do uso de resultantes
de tensoes cisalhantes transversais, (), e @, nas expansoes dos deslocamentos coplanares.

A relacao cinematica pode ser expressa por
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PR RIS TERE
v(z,t) =0z, y,t) — z%f’zﬁ) + )\ly ;(%) _ 2(%)1 0, (2 y, 1) (4.25)

w(z,t) = w’(z,y,t)

As constantes A, e A\, sao determinadas através do calculo das deformacoes cisalhantes
transversais €., e €,, (4.26), que escritas em termos das resultantes de tensoes cisalhantes
transversais (4.27), explicitamente se anulam nas superficies inferior e superior da lami-

nado.

1 /3 622 1 /3 622
S = (% B ﬁ)Qx =5 (ﬁ B ﬁ)Qy (4.26)
N 2L N %k
Q=Y / Thodr Q=) / T dz (4.27)
k=1 Y #k—1 k=1 Y ?k—1

Logo, substituindo (4.27) em (4.26) e usando a relagdo constitutiva das laminas obtém-

se as expressoes para as constantes

A ﬁ:C’k 3 (2 — 2k—1) 2 (2, — 2 )_
z = 55 | a7 \Fk — fk—1) — 73 \Fp — k-1
— | 2h h3 |
- - (4.28)
3 2
Ay =Y Cly o ok = 2e-1) = 35 (5 — 2-1)
k=1 L |

Apesar da ZSDT ser atrativa computacionalmente em virtude de gerar apenas 3
deslocamentos generalizados, sua implementacao numérica exige espagos de aproximagao
com continuidade C*, pois as componentes de deformacoes lineares contém as segundas

derivadas parciais do deslocamento transversal w.

RAY (2003) apresenta solugoes analiticas obtidas pelo Método de Navier para pla-
cas retangulares simplesmente apoiadas, de onde se percebe boa concordancia com os
resultados obtidos via teoria da elasticidade para deflexoes centrais e maximas tensoes
coplanares, em laminados simétricos cruzados. Mais importante ainda, é observar qua
a ZSDT ¢é capaz de fornecer campos de tensoes coplanares continuos e descontinuos ao

longo da espessura do laminado, satisfazendo as restrigoes da mecanica do continuo (que
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serao elencadas a seguir), podendo inclusive apresentar variagdo nao-linear ao longo da

espessura do laminado.

4.3 'Teorias de placas laminadas em camadas discre-
tas

A anélise de qualquer estrutura composta reforcada por fibras, nao somente placas e
cascas, se apresenta ao projetista com muitos desafios em virtude de sua complexa consti-
tuicao heterogénea e anisotrdpica, diferentemente de estruturas formadas por elementos

produzidos com materiais homogéneos e isotropicos.

A heterogeneidade e a anisotropia geralmente implicam na ocorréncia de intimeros

fenomenos, que inclusive podem ser verificados em diferentes escalas geométricas, a citar:

e escala global, se o fenomeno se verifica em escala de laminado ou em escala de
um elemento estrutural como um todo (macro escala) como, por exemplo, a maior
flexibilidade de uma viga ou placa em material composto se comparado a membros
estruturais de dimensoes equivalentes em material homogéneo e isotrépico, devido

a baixa rigidez ao cisalhamento transversal;

e escala de lamina, se tratando de um fendmeno no interior do laminado que se carac-
teriza pela ocorréncia de pertubagoes com dimensoes ditas na meso escala como,
por exemplo, processos de danificagao do tipo delaminacao e descolagem do adesivo
em ligacoes, além de concentracoes de tensoes cisalhantes transversais proximas a

descontinuidades geométricas e materiais; e

e escala de fibra e matriz, caracterizando um processo em micro escala, como fenémenos
de danificagao do tipo ruptura de fibra ou descolamento entre fibra e matriz, en-
tre outras formas de dano que degradam a rigidez de uma lamina individualmente,

causando uma complexa redistribuicao de esforcos.

Além disso, a deformacao global de uma estrutura laminada composta é geralmente

caracterizada pelo complexo acoplamento entre extensao, flexao e modos de cisalhamento.

Deve-se citar que, principalmente na andlise de estruturas em materiais compostos
laminados submetidos a transicao de componentes estruturais secundarios para compo-
nentes estruturais primarios criticos, é necessario dar bastante énfase a avaliagao precisa

de regides localizadas onde o inicio do dano ¢ favorecido (REDDY, 2004).



4.3 Teorias de placas laminadas em camadas discretas 48

Ainda segundo REDDY (2004), as simples teorias em camada equivalente tnica que
frequentemente se provam adequadas para modelar estruturas secundarias sao de limitado
poder preditivo na modelagem de estruturas primarias por duas razoes. Antes de tudo,
varios componentes estruturais priméarios sao consideravelmente mais espessos que com-
ponentes secundarios e assim a exata determinagao da resposta global pode requerer uma
teoria de laminados refinada que contemple efeitos na espessura. Segundo, a avaliacao de
regioes localizadas de potencial inicio de dano depende de uma precisa determinacao do
estado tridimensional de tensoes e deformagoes em nivel de lamina, nao obstante se esta

avaliagao e predigao ¢é desejada em nivel de lamina ou em nivel de fibra/matriz.

As simples teorias em camada equivalente unica sao mais frequentemente incapazes
de determinar precisamente o campo tridimensional de tensoes na escala de lamina. E
uma vez que danos significativos ocorrem em nivel de lamina, a descricao cinematica
e material do problema deve ser modificada antes de proceder a qualquer andlise mais
refinada. Assim, o exame de componentes estruturais primarios compostos pode requerer
o emprego da teoria da elasticidade tridimensional ou de teorias em camadas discretas,

que contém relacoes cineméaticas e constitutivas completamente tridimensionais.

A partir de uma breve reflexao a respeito do equilibrio de forcas interlaminares, con-
forme se pode ver na Figura 4, nota-se que os campos de tensoes cisalhantes transversais

e de tensoes normais na diregao da espessura devem ser continuos, ou seja

(k+1) N
-
(k+1)!
7z
k+1 ;
@
(k) M GZZ
Oxz
(k)
; Oyz
k

Ogz Ogz
Oyz = Oyz (429)
Ozz Ozz

E lembrando que, embora as deformagoes normais coplanares sejam continuas nas in-

terfaces, as correpondentes tensoes normais podem nao ser, em virtude da descontinuidade



4.3 Teorias de placas laminadas em camadas discretas 49

das propriedades materiais. Logo, pode-se resumir que

( \ K ( \ k+1
6m£l: Sxfx
| Ew =9 Sw (4.30)
( Ty ) ( Yoy )
/ \ Kk / \ k+1
Um:): O‘.’E.’Z‘
Tyy 79 Ou (4.31)
[ Oy Ozy |

E novamente devido a descontinuidade material e ao exposto na eq. (4.29) tem-se

(k) (k+1)
Vaz Vaz
'sz 7£ ’sz (432)
€2z €2z

e portanto, o conjunto de condigbes expressas em (4.29) - (4.32) se constitui num conjunto

de restrigoes da mecanica do continuo.

Do exposto anteriormente e sabendo que nas teorias em camada equivalente tnica
(ESL) admite-se campos de deslocamentos que sao descritos como fungées continuas da
coordenada da espessura do laminado, percebe-se que utilizando esta metologia tem-se
contrariada a restri¢ao expressa em (4.32) e, consequentemente, também contrariada a

restrigdo expressa em (4.29)

Portanto, todas tensoes obtidas utilizando-se teorias ESL sao descontinuas nas in-
terfaces entre laminas de materiais diferentes, quando obtidas via procedimento padrao
empregando-se as relacoes constitutivas das laminas, embora seja comum implementar
poés-processamento de resultados via integracao das equacgoes diferenciais de equilibrio
para obtencao de distribuigoes continuas de tensoes cisalhantes transversais ao longo da

espessura, como sera detalhado adiante.

Desta feita, uma alternativa para superar a incoveniente continuidade das deformacgoes
cisalhantes transversais nas interfaces entre laminas é admitir que os campos de desloca-
mentos sejam apenas seccionalmente regulares ao longo da espessura do laminado. Em
outras palavras, tal estratégia significa que as deformacoes serao apenas continuas no in-
terior das laminas, podendo no entanto ser descontinuas nas interfaces interlaminares e,

como consequéncia, permitindo a existéncia de campos de tensoes cisalhantes transversais
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continuos nas interfaces entre materiais com diferentes propriedades. Tal caracteristica,
conforme REDDY (2004), implica no fato de os campos de deslocamentos obtidos via teo-
rias em camadas equivalentes discretas fornecerem uma representacao cinematicamente
mais correta de torgoes moderadas e severas associadas com deformacoes de laminados

€Spessos.

Aproximagoes de campos de deslocamentos em laminados via teorias em camadas
discretas podem ser construidas admitindo apenas expansoes continuas por partes para
os deslocamentos coplanares u e v, metodologia esta designada por Teoria em Camadas
Discretas Parcial. Por outro lado, introduzindo ainda expansoes em camadas discretas
para o deslocamento transversal w além dos deslocamentos coplanares tem-se a chamada

Teoria em Camadas Discretas Total.

Numa forma bastante direta de expandir em camadas discretas os deslocamentos em
um laminado, REDDY (1997) apresenta uma teoria onde o campo de deslocamentos na

lamina & é escrito como

uk(x, t) = Zuf(%yat)ﬁb?@)
o e t) = 3 (@ y, )95 (2) (4.33)
wh(x, 1) = wa(axy,t)w;-“@)

¥ w* representam as componentes do deslocamento total nas direcdes z,y, 2,

onde u*, v
respectivamente, de um ponto material inicialmente localizado em (z,y, z) no laminado
indeformado, e ¢¥(2) e ¥(z) sdo fungdes continuas por partes na coordenada z, em geral
Y* £ ¢F, que podem ser admitidas como sendo as funcoes de interpolacdo lagrangeanas
unidimensionais na coordenada da espessura. Neste caso, (uf,vf,wf) denotam valores
de (u*,v* w*) no j-ésimo plano, ou seja, as funcoes u;?(x,y,t), Uf(:c,y,t) e wé?(x,y,t)
representam as componentes de deslocamentos em todos os pontos localizados no j-ésimo

plano (definido por z = z;) no laminado indeformado.

Deve-se notar que os limites dos somatorios sao diferentes, o que significa que a
discretizacao ao longo da espessura pode ser diferente para os deslocamentos coplanares
e para o deslocamento transversal. Assim, o ntimero de nds na espessura da lamina k,

quer seja m ou n, define o grau polinomial p =m — 1 de <b§?(z) ep=n—1de w;?(z), que
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sao definidas somente dentro da k-ésima lamina.

Visto que a variacao das componentes de deslocamento ao longo da espessura é
definida em termos de funcoes de interpolagao lagrangianas, as componentes de desloca-
mento serao continuas através da espessura do laminado, mas as deformagoes transversais
serao des- continuas nas interface entre subdivisoes adjacentes da espessura do laminado.
Isto conduz a possibilidade de as tensoes cisalhantes transversais serem continuas ao longo

das interfaces entre laminas discretas.

Note que o uso de fungoes Hermitianas ao longo da espessura é cinematicamente
incorreto para varios laminados visto que as deformacoes tranversais sao forcadas serem

continuas através da espessura.

Qualquer grau de variacao do deslocamente desejado é facilmente obtido pela adi¢ao
de subdivisoes de elementos finitos ao longo da espessura (refinamento h) ou pelo uso
de fungdes de interpolacao de maior ordem (refinamento p). Ao longo da espessura o
conceito introduzido aqui é muito geral no que se refere ao nimero de subdivisoes pois
pode ser maior, igual, ou menor que o nimero de materiais ou orientagoes distintos através
da espessura, e cada lamina pode ter variagao linear, quadratica ou de maior ordem dos

deslocamentos.

Note que o conceito de sublaminado pode ser usado (isto é, o niimero de subdivisoes
¢ menor que o numero de laminas materiais), entretanto, cada sublaminado serd repre-

sentado como uma camada equivalente, tinica e homogénea.

Portanto, do empilhamento das camadas discretas, o campo de deslocamento total do

laminado pode ser escrito como

WE

u(x,t) =Y Up(z,y,t)0'(2)
o(x,t) = 3 Vil )@ (2) (4.:34)
w(x,t) = ZWI(%?JJ)‘I/I(Z)

~
Il
—

onde (Ur, V7, Wr) denotam os valores nodais de (u, v, w), N é o nimero de nds e ®! sdo as
fungoes de interpolagao globais (veja a Figura 5) para a discretizagao dos deslocamentos

coplanares através da espessura e M ¢é o nimero de nés e U! as funcoes de interpolacao



4.4 Teorias mistas 52

do deslocamento transversal ao longo da espessura.

Conforme REDDY (1997), ambas as teorias em camadas equivalentes conseguem re-
presentar o comportamento zig-zag dos deslocamentos coplanares u e v através da espes-
sura do laminado, comportamento este que pode ser visto nas solugoes exatas via teoria

da elasticidade tridimensional.

1+17

Figura 5: Representagao dos deslocamentos e fungoes de aproximagao linear na espessura.

4.4 Teorias mistas

De uma forma geral, uma tentativa de circunscrever o inconveniente aumento do custo
da analise é utilizar fungoes continuas por partes ditas zig-zag, dando origem as teorias
que podem ser chamadas Teorias em Camadas Discretas Parciais Independentes, onde o

numero de incoégnitas nao resulta dependente do nimero de laminas discretas considerado.

Conforme D1 e ROTHERT (1995), basicamente existem trés diferentes concepgoes de
forma da fungao zig-zag. Como se pode ver na Figura (6), utilizando uma concepgao do
tipo (a) tem-se como resultado a possibilidade de rotagdes independentes em cada lamina
discreta, gerando assim maior nimero de incognitas conforme o aumento do numero
de laminas. No entanto, ambas as concepgoes (b) e (¢) restringem estas rotagdes, mas
na primeira delas, o parametro ¢ ¢é definido de tal forma que a secao transversal de cada
lamina gera a mesma projec¢ao sobre o plano de referéncia, enquanto na segunda, ¢é definida
uma rotagao com relacao ao segmento normal ao plano de referéncia para todas as laminas.
Quando todas as laminas do laminado tém a mesma espessura ambas concepgoes (b) e

(c) sao equivalentes, mas quando as espessura sao diferentes, a hip6tese ilustrada em (c)
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¢ mais adequada em virtude do parametro ¢ refletir a influéncia da espessura de cada

lamina.

[ ¢/ [ / [ 7>¢/
ERpSEpTa
/ [ A R A A

Figura 6: Suposi¢oes sobre o comportamento “zig-zag” ao longo da espessura.

Objetivando também respeitar as restrigoes da Mecanica do Continuo, DISCIUVA
(1985) apresenta uma teoria para placas laminadas considerando uma relagao cinematica

conforme

u(x,t) = u’(z,y,t) + 2 (% - g—:) + Z or(x,y,t) [(z — ) Y*(z — zk)}

vx,t) =1"(z,y,t) + 2 (w - %) +> pilwy,t) [(z — 2)Y*(z - Zk)} (435)

w(x,t) = w’(z,y,t)

onde Y*(z—z,) é uma funcao com inclinacao unitaria valida somente na lamina k. Exami-
nando as expressoes dos deslocamentos (4.35) nao é dificil perceber que os deslocamentos
u e v sao fungoes continuas da coordenada da espessura para todos os valores das fungoes
or(x,y,t) e pp(z,y,t), que podem ser determinadas impondo a condigao de continuidade

das tensoes cisalhantes transversais (DIScIuva, 1985).

Introduzindo uma fungao zig-zag nas expansoes de deslocamentos da FSDT, Mu-
RAKAMI (1986) apresenta a teoria designada por Reissner Multilayered Theory, a qual
fornece uma resposta melhorada do comportamento em membrana, se comparado a FSDT

original, pois é capaz de melhor representar os efeitos transversais.

CARRERA (2004), por exemplo, apresenta um refinamento da FSDT introduzindo a
chamada funcao zig-zag de Murakami em todas as componentes de deslocamentos. Se-

gundo o autor, do ponto de vista de implementacao, a inclusao de tal funcao em modelos
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de placas existentes requer o mesmo esforco requerido quando da inclusao de termos de
maior ordem nas expansoes em séries de poténcias caracteristicas das teorias ESL, sem

contar na significativa melhora das predigoes.

O autor supracitado faz uma implemantagao da hipdtese cinemética que se traduz

CcOomo

u(x,t) = u’(z,y,t) + 20 (2, y, 1) + (=1)*¢Gu™
v(x,t) = 0" (2, y,t) + 2, (z,y, ) + (=1) o™ (4.36)
w(x,y) = w’(z,y,t) + 2000 (2, y, ) + (=1 GuwM

Para tanto, considera z; como sendo a cota média de cada lamina k, com espessura

hy, de forma que introduzindo a coordenada adimensionalizada (j

2k

Ck:Q_hk

—1 <G <1 (4.37)

define a func¢ao zig-zag de Murakami como sendo expressa por

M(z) = (=1)*¢ (4.38)

que é uma funcao continua seccionalmente linear, tem magnitude unitaria para todas as

laminas, cuja derivada tem o sinal alterado nas intefaces interlaminares.

M o oM possuem significado de

Vale ressaltar que o graus de liberdade adicionais u
deslocamentos, além de serem independentes das laminas, ou seja, possuem uma intrinseca

descricao em camada equivalente tnica.

CoTONI, MASSON e COTE (2006), combinam fungoes seccionalmente regulares a ex-

pansoes em séries de poténcias até quarta ordem, conforme expresso por

)\k _ )\k+1 )\k /\kfl
uk(x,t):uo—zﬁm+z2am+z351+z4%+ ( z - L2k $+2 z
k

b\ AR \E=1 4.39
Uk(x,t):vo—zﬁy+z2ay+z35y+z47y+( L ; ¥ o+ 2 2y (4:39)
k

wh(x,t) = wy
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onde ug, vy, Wo, Br, By Ay Ayy Oy Oy, Vi, Vys AF € )\’; sao funcgoes das duas coordenadas
coplanares (z,y) e do tempo t. Os primeiros cinco termos nas equagoes sao termos em
camada equivalente tnica, visto que eles nao dependem do nimero de laminas. Em
particular, os primeiros dois termos sao como aqueles da FSDT. Os dois iltimo termos
entre parénteses sao termos em camadas discretas, que dependem das caracteristicas de
cada lamina individualmente. Eles permitem que a derivada dos deslocamentos no plano
u e v com relacao a z sejam descontinuas na interface entre laminas com a consequéncia

de que a tensao cisalhante transversal possa ser continua.

Refinando a Teoria Global-Local Cldssica de L1 e L1u (1997) através da insersao do
efeito da deformagdo normal transversal, ZHEN e WANJI (2007) apresentam uma for-

mulagao baseada na relacao cinematica expressa como

ub(x,t) = ug(x,t) + h(x,t) + uk (x, 1)
VR (x,t) = vg(x,t) +Th(x, 1) + TR (x,t) (4.40)
wh(x,t) = wa(x, 1)

onde ug, vg e wg representam expansoes em componentes globais de deslocamentos,
ur, Uy, sao expansoes locais de dois termos e uy, v;, sao o grupo de expansoes locais
de um termo, com o superescrito k representando a ordem da lamina. As coordenadas
espaciais globais associadas a placa sao x,y, z, considerando o plano médio como sendo
de referéncia. Por sua vez, as coordenadas locais para uma lamina sao denotadas por

z,Y, Ck) onde —1 < Ck: <1

As componentes globais sao expandidas na forma

uc(x,t) = uo(w,y,t) + zui (z,y,t) + 22us(z, y, t) + 2°us(w, y, 1)
UG<X7 t) = UO('r? Y, t) + zuy (.’L’, Y, t) + z2u2(x, Y, t) + 23U3(l‘, Y, t) (441)

wa(x,t) = wolx,y,t) + 2w (z,y,t) + 22wy (2, y,t)

e as componentes locais podem ser escritas como
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uj(x,t) = Gt (z,y, 1) + Gub(z,y, 1)
U5 (x, 1) = Qi (2,9, 1) + Goos (2, y,t) (4.42)
uf (x,t) = Gus(z,y,t)
uy (x,t) = Gk (z,y, t)
onde
2 _
Ck = Az — bk Qp = ——— bk == w (443)
Rk — Zk—1 Rl — Rk-1

Deve-se citar que esta teoria origina 13 fungoes incégnitas de deslocamentos generali-

zados, apds a imposi¢ao da condicao de continuidade das tensoes cisalhantes tranversais.
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5 Fletroelasticidade linear

5.1 Revisao historica

A eletroelasticidade lida com o fenomeno causado pela interagao entre varidveis de
campo mecanicas e elétricas. O fenomeno piezelétrico é um destes fendmenos e este é
relacionado ao efeito da carga elétrica na deformacao mecanica. Uma estrutura laminada
com laminas piezelétricas, por exemplo, sofre atuagao através de deformacao induzida por
um campo elétrico aplicado a lamina piezelétrica, ou esta emite um sinal elétrico que pode

ser usado para medir a deformacgao do laminado.

O termo piezeletricidade, que possui o prefixo piezo, derivado da palavra grega piezein,
que significa pressionar, sugere portanto eletricidade devido a uma pressao e basicamente
consiste na capacidade de alguns materiais denominados piezelétricos de converterem

energia mecanica em energia elétrica e vice-versa.

Buscando-se rememorar o processo que levou a descricao do fenomeno piezelétrico,
pode-se citar que em 1756, o fisico germanico Franz Aepinus (1724 — 1802), inventor do
capacitor elétrico, observou nos cristais de turmalina a ocorréncia de uma polarizacao
elétrica quando estes sao submetidos a variacoes de temperatura, comportamento este
que foi designado posteriormente por piroeletricidade em 1824, pelo fisico escocés David
Brewster (1782 — 1868).

Por sua vez, em 1814, o mineralogista francés René Hauy (1743 — 1822) observou que
o espato calcario se eletrizava quando comprimido. No entanto, foram os irmaos Jacques
Curie (1856 — 1941) e Pierre Curie (1859 — 1906) que em 1880 publicaram o primeiro
trabalho descrevendo o efeito piezelétrico direto, ou seja, a conversao de energia mecanica

em energia elétrica em cristais.

No ano seguinte, Gabriel Lippmann (1845—1921), através de consideragoes puramente
termodinamicas previu a piezeletricidade inversa, ou seja, a conversao de energia elétrica

em energia mecanica, o que fora verificado experimentalmente, também em 1881, pelos
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irmaos Curie

Conforme FARIA (2006), um material que pode ser polarizado sob um campo elétrico
¢ chamado material dielétrico, e também é conhecido como isolante elétrico. Dentre as
formas possiveis de se obter a polarizagao, a que se aplica aos materiais piezelétricos in-
dustriais é o mecanismo de reorientacao dos dipolos, quando um campo elétrico aplicado
causa uma reorientacao das moléculas do dielétrico, induzindo uma polarizacao global.
Macroscopicamente, um material pode ser composto por varias moléculas polarizadas, tal
que aleatoriamente distribuidas mantém o material em estado neutralizado. Em uma es-
trutura molecular polar, o fendmeno de polarizacao consiste no alinhamento dos dipolos de
suas moléculas, e numa estrutura apolar consiste na criacao e no subsequente alinhamento

dos dipolos.

Assim, o primeiro material piezelétrico sintético foi obtido em 1940 apds polarizacao
do titanato de bario (BaTiO3) pela aplicagao de um campo elétrico. Este fato conduziu a
descoberta na década de 1950 do titanato zirconato de chumbo (Pb(Zr,Ti)O3), também
chamado (PZT), que apresenta coeficientes eldsticos com valores muito semelhantes aos do
aluminio e coeficientes piezelétricos relativamente altos, capaz de desenvolver deformagoes
eldsticas da ordem de 0, 1%, e trabalhar em uma larga faixa de frequéncias. Atualmente,
os ceramicos PZT sao um dos materiais piezelétricos mais facilmente encontrados no

mercado.

Além dos materiais piezelétricos ceramicos, polimeros piezelétricos como o polifluoreto
de vinilideno (PVDF) sao amplamente empregados. A natureza piezelétrica do PVDF foi
descoberta em 1969 pelo fisico japonés Heiji Kawai, e atualmente os polimeros piezelétricos

sao disponiveis na forma de filmes finos.

Os materiais ceramicos piezelétricos sao frageis e rigidos, enquanto os materiais polimé-
ricos sao mais ducteis e flexiveis. Os ceramicos sao mais utilizados como atuador devido a
sua rigidez mecanica relativamente alta. Por outro lado, os poliméricos sao mais flexiveis
e apesar de possuirem propriedades piezelétricas mais fracas, sao mais sensiveis que os
ceramicos, fazendo com que sejam indicados para aplicagoes como sensores (MACHADO,
2004).
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5.2 Formulacao fenomenolégica da eletroelasticidade
linear

O efeito piezelétrico é descrito pelo vetor polarizacio P, que representa o momento
elétrico por unidade de volume ou carga de polarizagdo por unidade de drea (REDDY,

2004).

Como ja mencionado, a piezoeletricidade pode se manifestar de forma direta ou in-
versa. Por definicao, o efeito piezelétrico direto é o desenvolvimento de uma polarizacao
devida a deformacao mecanica, e pode ser formulado como uma relacao linear na qual
cada uma das componentes do vetor polarizagao P é dado por uma combinacao linear das
9 componentes do Tensor Tensao de Cauchy o. Logo, este relacionamento se da através

da expressao

P=d-o (5.1)

ou em termos de componentes cartesianas retangulares

Py = dijroji, (5.2)

onde d é um tensor de terceira ordem de mddulos piezelétricos, mais especificamente

designados como constantes piezelétricas de tensao.

Por outro lado, o efeito piezelétrico inverso relaciona o vetor campo elétrico E ao

tensor de deformacgoes lineares € através da expressao

c=E-d (5.3)

ou em termos de componentes cartesianas retangulares

gij = drij B, (5.4)
Deve-se notar que dy;; ¢ um tensor simétrico com relagao aos indices 7 e j devido a
simetria de ¢;;.

Por consequéncia, quando o material dielétrico é polarizado, os dipolos elétricos ali-

nhados produzem uma densidade de carga volumétrica equivalente p, que afeta o campo
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elétrico (NYE, 1969 apud FARIA, 2006), varidvel esta que se relaciona a polarizacao con-

forme

op;
Pp = _ax

= —divP (5.5)

onde, de acordo com a convencao de soma de Finsten, a repeticao dos indices indica um

somatorio de i = 1 a 3. Esta relacao origina a definicao de deslocamento elétrico D

D=x-E (5.6)

e em termos de componentes cartesianas retangulares

onde y;; sao as constantes de permissividade dielétrica.

O efeito piroelétrico é outro fendmeno que relaciona variagoes de temperatura a po-
larizacao de um material. Para uma pequena variagao de temperatura Af, a variacao no

vetor polarizacao AP é dada por

AP = pAf (5.8)

ou em termos de componentes cartesianas retangulares

onde p é o vetor de coeficientes piroelétricos.

De acordo com REDDY (2004), o acoplamento entre efeitos mecanico, térmico e elétrico
pode ser estabelecido usando principios termodinamicos e as relagoes de Maxwell. Anédlogo
ao funcional de energia de deformacao Uy para a elasticidade e ao funcional de energia
livre de Helmholtz Wy para a termoelasticidade, admite-se a existéncia de um funcional

d, tal que

(I)O(EijaEh@) = UO —E-D - ?79

1 1 Cy
= 5 Cyumcijen — €ijr€ij Ex — Bijeii0 — SxmErEr — prErb — -
2 2 20

(5.10)
02
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que é chamado funcional de energia livre de Gibbs ou funcional de entalpia, onde n é a
entalpia, C;j5; sao os médulos eldsticos, e;;, sao os médulos piezelétricos, mais especifica-
mente constantes piezelétricas de deformacao, x;; sao as constantes dielétricas, py sao as
constantes piroelétricas, (3;; sao os coeficientes térmicos, ¢, é o calor especifico por unidade

de massa e 0y é a temperatura de referéncia.

Assim, fazendo-se as derivagoes parciais deste funcional em relagdo as varidveis de

campo €, F e 0

8(1)0 8@0 aCI)O
— D= ———, = 5.11
Des;’ o8, T 09 (5.11)

aij

obtém-se as equacoes constitutivas acopladas para um meio piropiezoelétrico deformavel

0ij = Cijrier — eijuEr — Byt
Dy = eijugij + XmEr + pit (5.12)

Cy
n = Bij€ij + prEk + % 0
o

onde 0;; sao as componentes do tensor de tensoes mecanicas, D; sao as componentes do

vetor deslocamento elétrico e 7 é a entalpia.

As relagoes expressas em (5.12) também podem ser escritas utilizando-se notagao
contraida ou notagao de Kelvin - Voigt, conforme também apresentado em LEE (2001) e

LEE e SARAVANOS (1997)

Dy, = e (0)e; + X3 (0) By + p* (T)0 (5.13)

c Cy
n =B 0)e; + p’ (0) By + peo 0

o; = c{j"’(e)gj — el (0)E, — BE°(0)0

com as seguintes relacoes entre os varios modulos piezelétricos e propriedades térmicas

g (5.14)
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onde os sobrescritos F, o, ¢, 6 representam situacao de campo elétrico constante, tensao
constante, deformacao constante e temperatura constante, respectivamente. Deve-se ob-
servar que, para o caso mais geral, os diversos coeficientes materiais podem ser inclusive

funcao da temperatura.

Note que a variacao dos indices ¢ diferente para os diferentes termos: i,j = 1,2,...,6 ¢
k,l =1,2,3. Para um material totalmente anisotrépico, existem 21 constantes eldsticas in-
dependentes, 18 constantes piezelétricas, 6 constantes dielétricas, 3 constantes piroelétricas,

e 6 coeficientes de expansao térmicas.

No entanto, por ocasiao da formula¢do aqui apresentada, desprezou-se em (5.12) o

efeito da variacao de temperatura, de modo que as equacoes constitutivas acopladas sao

045 = Cijklé?kz - eijkEk:
Dy, = eijreij + Xk (5.15)

n = Bijcij + puE

ou em notagao contraida

o; = ngj — eikEk
Dk = €kjE&; + XZZEZ (516)
n = Bjej + prEy
Deve-se salientar que as constantes piezelétricas de deformagdo e;; sao mais frequente-

mente fornecidas pelos fabricantes, e seu relacionamento com as constantes de tensao

piezelétricas se da atraves da expressao
_ E

5.3 Equacoes governantes da piezeletricidade linear

Para um corpo sélido piezelétrico ocupando o dominio €2 tem-se, segundo SZE e PAN
(1999), que o funcional hibrido mais geral envolvendo todas a seis varidveis de campo
assumidas (deslocamentos mecanicos, deformagoes, tensoes, deslocamentos elétricos, po-

tenciais e campo elétricos) pode ser expresso como
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e 1 )

T

Gl

_ /St tha ds — 5 dw ds — /u(nmU)T(u — 1) ds — /9¢(neD)T(¢ —¢) ds

A parcela

1 € ! cF eT £
et 17 S =

é conhecida como a entalpia elétrica e € = {e44,Eyy, €22y 264y, 2€y2,25m}T é o vetor de

componentes de deformagoes, u = {uy,u,,u,}’ é o vetor de componentes do deslo-
camento mecanico, E = {E,, E,, E,}” é o vetor de componentes do campo elétrico,
= ¢ d d a0, D ={D,,D,, D} ¢
0 = {0uu, Oyys Orzs Tuys Tyz, Tuz - € 0 vetor de componentes de tensao, D = {D,, D,, D,}" é
o vetor de componentes do deslocamento elétrico, ¢ é o potencial elétrico, b = {b,, b, b, }*
é o vetor das componentes da forga de corpo, t = {t,,1,,¢.}" é o vetor de componentes
de tensa it t U = {U,, Uy, u,}" é o desl t it ¢ a den-
e tensao prescrita no contorno, u Uy, Uy, U, € 0 deslocamento prescrito, w ¢ a den

. py . ;. - . sy . . T ,
sidade de carga elétrica de superficie, ¢ é o potencial elétrico prescrito, C¥ = CF" é a
matriz de elasticidade com coeficientes medidos a condi¢ao de campo elétrico constante, e
¢ a matriz de coeficientes piezelétricos de deformagao medidos a condicao de deformacao
T , . . .. . , . . . N
constante, y* = x° ¢é a matriz de permissividade dielétrica com coeficientes medidos a
condicao de deformacao constante, além dos operadores diferenciais D, e D,,, que podem

ser escritos na forma matricial como

0/0x
.= | 9/0y (5.20)
0/0z

d/0x 0 0 09/dy 0 0/0z
Om = 0 o0/dy 0 09/ox 9/0z 0
0 0 9/0oz 0 0/0y 0/ox

assim como
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T
ng 0 0 n, 0 n,

Ny, = 0 n, 0 ng n, O

0 0 n, 0 ny n,

ny, 0 0
ne=10 n, O
0 0 n,

com {ny,n,,n.}" sendo o vetor unitdrio normal saindo do contorno 92 do dominio (2.

Pelo emprego do teorema da divergéncia, temos

/(5u Do+ o'D,,0u) dv = / (n,,0)"du ds, (5.21)

Q B

/ (66 DID + D'D.5¢) dv = / (n.D)" 66 ds, (5.22)
Q o0

em que 0 é o simbolo variacional. Logo, a variagao de Il5 pode entao ser escrita como

) )
Lot D )
/ [ n,,o —1t Téu} ds + /Sw [(neD —w)T&b} ds
_ /S u {nméa) (u—u)] ds — /S ¢ [<ne(5D)T(¢—$)] ds

Assim, da condicao de estacionaridade do funcional Il obtém-se as equagoes gover-

dv

(5.23)

nantes do fendmeno piezelétrico (SzE e PAN, 1999), que sdo sumarizadas a seguir:

1. relagao deformagodes - deslocamentos linear

e=9,u, em () (5.24)

2. relagao campo elétrico - potencial elétrico
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E=-9., emQ (5.25)
3. relagoes constitutivas
o cP et £
= (5.26)
D e —X° —E
4. condigao de equilibrio de tensoes
Do +b=0, em Q (5.27)
5. condicao de conservacao de carga elétrica
DI'D =0, em Q (5.28)
6. condicao de contorno natural mecanica
n,o =t, em S (5.29)
7. condicao de contorno natural elétrica
n.D=u, em S, (5.30)
8. condigao de contorno essencial mecanica
u=mu, em S, (5.31)
9. condigao de contorno essencial elétrica
¢=¢, em S, (5.32)

E notério que € e E sao conjugados energéticos de o e D, respectivamente.

Entao, é suposto que o contorno 02 do dominio €2 pode ser particionado em Sy, S, S,

e Sy, respectivamente, onde se prescrevem forcas de superficie, deslocamentos mecanicos,

deslocamentos elétricos e potenciais elétricos. Essas particoes sao tais que
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Si[)Su = Su()Ss =0, (5.33)

Sl S =5, JSs =00 (5.34)

Uma vez que no MEF podem-se satisfazer as duas condi¢oes de contorno essenciais
tendo-se deslocamentos mecanicos e potenciais elétricos como variaveis nodais, o funcional

pode ser simplificado. Caso E = —®.¢ e ¢ = ®,,u sejam satisfeitas por definicao, o

funcional Il pode ser reescrito como

T
1| 9nu Dnu —T
I = Z —b uldv
/ﬂ<2{ Det } { Dt } > (5.35)
— | tuds — d
/St uds S, owds

que da origem a formulagao irredutivel em piezeletricidade.

CE T

e —xX°

5.4 Relacao constitutiva acoplada

Como visto, a matriz constitutiva elastica de uma lamina no sistema de eixos intrinseco
de ortotropia (eq. 4.8, pag. 36) é
[ C G Cis 0 0
Cia Cop Co3 0 0
Ciz3 Cy3 C33 0 0
0 0 0 Cu O
0 0 0 0 Cs O
0 0 0 0 0 GCe |

o o o O

Assim, tomando a matriz de constantes piezelétricas para um atuador de modo exten-
sional, modo este que se caracteriza por uma deformacao normal predominante na direcao
perpendicular a direcao de polarizagao do material piezelétrico quando este é submetido

a um campo elétrico paralelo a sua diregao de polarizacao, conforme REDDY (2004)



5.4 Relagao constitutiva acoplada 67

0 0 0 0 €15 0
€, = 0 0 0 €94 0 0

€31 €32 €33 0 0 0

ou, em se tratando de atuador piezelétrico de modo cisalhante, caracterizado por uma
deformacao cisalhante predominante no plano formado pela direcao de polarizacao do

material e uma direcao perpendicular na qual é aplicado o campo elétrico, conforme VEL
e BATRA (2001)

enn ez ez 0 0 0
€. = 0 0 0 0 O €926
0 0 0 0 €35 0

e finalmente, a matriz de constantes de permissividade dielétrica do material piezelétrico

xi1 0 0
X = 0 x22 O
0 0 X33

pode-se relacionar as matrizes de propriedades materiais e escrever as seguintes equagoes
matriciais que representam a relacao constitutiva linear eletromecanicamente acoplada
(eq. 5.16) no sistema de eixos de ortotropia (indicado pelo superescrito 1) para uma

lamina piezelétrica k de modo extensional

(1" ! 1 1 o1 e 0 yE
oh C, Ci, Ci5 0 0 O 0 0 €31 €1
ol Cy Cy Ciy 0 0 0 0 0 €3s el
o ch CL CL 0 0 0 0 0 el el
T o 0 0 C, 0 0 0 e, O Vi
™o =0 0 0 0 C.L 0 e 0 0 o
™ 0 0 0 0 0 Ck& 0 0 0 vl
D! 0 0 0 0 e 0 —xi O 0 —E!
D! 0 0 0 ey 0 0 0 —x o —E}
(| D; ) | e3 ep ez 0 0 0 0 0 —x3 ] | —E5 )
(5.36)

e para uma lamina piezelétrica de modo cisalhante
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(o) Tey e,y 0 0 0 e 0 o 17 &)
ol clL, CL CL 0 0 0 ¢, 0 0 el
o Ci Cihy Ciy 0 0 0 el 0 0 £3
7l o 0 0 C, 0 0 0 0 0 Vi
T = 0 0 0 0 Ck o0 0 0 eis Vi
7 0 0 0 0 0 CY% 0 ef 0 v
Dy e ep ez 0 0 0 Xt O 0 —L}
D} 0 0 0 0 0 ey 0 Xz O —FE!
| D} | L0 0 0 0 es 0 0 0 —x3] | —E5 )
(5.37)

5.4.1 Rotagao da relagao constitutiva acoplada

As estruturas laminadas em geral podem ser concebidas com laminas nas mais diversas
orientacoes, buscando-se com isso adequagcao aos requisitos de projeto, otimizagao das pro-
priedades mecanicas, etc. Além disso, como ja citado, devido a sua natureza ortotrépica,
os materiais compostos empregados na estrutura base e os materiais piezelétricos incor-
porados possuem individualmente propriedades que dependem da orientacao em que sao

dispostos.

Por consequeéncia, a analise do comportamento de estruturas assim concebidas exige a
definicao de um sistema de coordenadas global, para que se obtenha a relagao constitutiva
do laminado. Emprega-se para esta finalidade, matrizes constitutivas transformadas de
cada lamina, que sao obtidas pela rotagao coplanar de um angulo medido entre o sistema

intrinseco da lamina e o sistema global.

As relagoes constitutivas (5.36) e (5.37) para um material ortotrépico foram escritas
em termos de componentes de tensao e deformacao que sao referenciadas a um sistema de

coordenadas que coincide com o sistema de coordenadas principal (intrinseco) do material.

Assim, existe uma necessidade de estabelecer relagoes de transformagao entre tensoes
e deformagoes em um sistema de coordenadas as quantidades correspondentes no outro
sistema de coordenadas. Estas relagoes podem ser usadas para transformar as equacoes
constitutivas das coordenadas materiais de cada lamina para as coordenadas usadas na

descricao do problema.

Na confeccao de laminados planos, laminas reforcadas por fibras sao dispostas com
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seus planos 12 paralelos mas cada uma tendo uma orientacao propria das fibras, ou seja,
uma rotacao em torno do eixo 3. Se o eixo z do problema é considerado ao longo da
espessura do laminado, a coordenada 3 de cada lamina serd sempre coincidente com
a coordenada z do problema. Assim, temos um tipo especial de transformacao entre

coordenadas materiais e coordenadas usadas na descrigao do problema.

Seja (z,y,z) denotando o sistema de coordenadas usado para escrever as equagoes
governantes do laminado, e seja (1,2, 3) as coordenadas materiais principais de uma lamina
tipica no laminado tal que o eixo 3 é paralelo ao eixo z. As coordenadas de um ponto

material em dois sistemas de coordenadas sao relacionadas como segue

1 cosf sinf 0 x T
2 p=| —sinf cosf 0 y ¢=[L]¢ y (5.38)
3 0 0 1 z z

onde o angulo # é medido a partir do eixo x do sistema de coordenadas do problema para

o eixo 1 de ortotropia do material.

A inversa da equagao (5.38) é:

x cosf) —sinf 0 1 1
y ¢ = | sinf cosf 0 2 »=[L]"¢ 2 (5.39)
0 0 1 3 3

Note que a inversa da matriz [L] é igual & sua transposta: [L]™t = [L]T.

As transformagoes (5.38) e (5.39) sao também validas para vetores unitdrios associados

aos dois sistemas de coordenadas

e €r € e
/6\2 = [L] /e\y ) /e\y = [L]T /6\2 (540)
é\3 /6\2 €z é\3

Feitas as consideracoes relativas a transformacao de coordenadas, passa-se ao trata-

mento dispensado para transformagao das componentes de tensoes.

A seguir consideramos a relacdo entre as componentes de tensoes nos sistemas de
coordenadas (x,y, z) e (1,2,3). Seja o denotando o tensor de tensdes, que possui compo-

nentes 011,012, - . . , 033 1O sistema de coordenadas material (1) (1,2,3) e as componentes
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Oy Ouys - - - » 0z, 1O sistema de coordenadas de descri¢ao do problema (x) (x,y, 2). Visto
que o tensor tensao é um tensor de segunda ordem, a transformacao se da de acordo com

a equacao:

(k)" = lrilyi(03;)", (0kq)" = liljq(0ij)’ (5.41)

onde (0;;)! sdo componentes do tensor tensao ¢ nas coordenadas materiais (1,2,3), en-
S -
quanto (o;;)" s@o as componentes do mesmo tensor tensao o no problema de coordenadas

(x,y,2) e £;; sao os cossenos diretores definidos por:

by =(e)' - (e)" (5.42)

com (e;)! e (e;)* sendo os vetores de bases ortonormais no sistema de coordenadas ma-
terial e do problema, respectivamente. Note que as equacoes de transformagao tensorial
(eq.5.41) sao validas somente entre componentes tensoriais. Esta transformacao (5.41)
pode ser expressa na forma matricial. Primeiro, introduzimos arranjos de dimensao 3 x 3

de componentes de tensao nos dois sistemas de coordenadas:

Ozz Ozy Ogzz 011 012 013
T __ 1 __
[O] - Ozy Oyy Oyz ) [U] - 012 022 023 (543)
Ozz Oyz Oz 013 023 033

Entao, (5.41) pode ser expresa na forma matricial como

(5.44)

A primeira das equagoes em (5.44) tem o propédsito de converter as componentes de
tensao referenciadas as coordenadas do problemas aquelas referenciadas as coordenadas
do material, enquanto a segunda das equagoes (5.44) faz exatamente o contrdrio. As
equagoes (5.44) sao validas para qualquer transformagao de coordenadas e, portanto, sdo

vélidas para as transformagoes especiais representadas em (5.38) e (5.39).

Neste sentido, deve-se partir da equagao do efeito eletromecanico acoplado na forma

mversa

{o} = [CHe} + [e]"{-E} (5.45)
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Sabe-se que a relagao entre as tensoes no sistema global {o}* e as tensoes no sistema

local {o}! é dada pela expressio

{o}" = [T} (5.46)

tal que a matriz [T, que representa a transformacao das componentes de tensao mecanica
quando de uma rotagao coplanar da lamina, obtida pela explicitagao dos produtos matrici-
ais na segunda das equagoes (5.44) e rearranjando as equagoes em termos de componentes

de tensao com indices contraidos, ¢ dada como a seguir

[ cos?0 sin? 6 0 0 0 —2sinfcost |
sin? 6 cos? 0 0 0 0 2sinf cos 6
0 0 1 0 0 0
T — (5.47)
0 0 0 cosf sinf 0
0 0 0 —sinf cosd 0
i sinfcosf —sinfcosf 0 0 0 cos?f — sin? 0 |

Logo, admitindo (5.45) como definida no sistema local e substituindo em (5.46)

{o} = [T{[CHe} + [e) (-} | (5.48)

mas, além de (5.46) temos a relagao inversa entre {o}* e {o}!

{o}' =11 H{o}" (5.49)

Da mesma forma, pode-se escrever uma relacao entre as deformacoes referenciadas ao
sistema de coordenadas global {¢}* e as deformacoes referenciadas ao sistema de coorde-

nadas do material {e}', que ¢ dada pela expressao

{e} = [RI[T]'[R]"{e}" (5.50)

onde a matriz [R] é uma matriz de transformacao entre os vetores de deformacoes com

indices contraidos tal que
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€1 1 00000 €1
€9 01 00O00O0 €9
€3 _ 001000 €3 (5.51)
Va3 000200 €4
Y31 000020 €5
[ M2 (00000 2] | & )

ou seja

{e}" = [R{e}” (5.52)

Assim, a relacao inversa é dada por

(R]" e} = [T][R]{e}! (5.53)

Ainda, com respeito a transformagao do vetor campo elétrico, temos que {E}* e {E}!

se relacionam através da expressao

{E} = [L]'{E}! (5.54)

assim como a transformacao do vetor deslocamento elétrico é dada por

{D}" = [L]'{D}! (5.55)
cuja inversa [L]~! é igual a transposta [L].

Assim, substituindo (5.50) e (5.53) em (5.48) tem-se

{0} = T [CIRITI (R e} + [ [L{-E)* } (5.56)

obtendo-se com o produto distributivo

{o}" = [TCIRIT) R H{e}" + [T][e] [L{-E}" (5.57)

Tem-se que
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[R|[T)HRI = (11" (5.58)

entao, pode-se identificar que as transformacoes das matrizes de rigidez elastica e de

constantes piezelétricas sao dadas pelas expressoes:

[C] = [T)ClT) (5.59)

[l = [T][e]"[L] (5.60)

Considerando a expressao do efeito direto nas diregoes principais

{D}! = [e{e}' + [-x{-E} (5.61)

utiliza-se (5.55) de forma a obter

(DY = [L]"{[ele} + [—x{-E}' | (5.62)

Aplicando (5.50) e (5.53), lembrando que a matriz [L] é ortogonal obtém-se

(DY = (LI {[RIT) (R e} + [-M[LH{-E} } (5.63)

0 que resulta em

{D} = [L]"[e][R|[T]'[R]) e} + [L] [-[L{-E}" (5.64)

de onde se pode definir as seguintes relagoes de transformagao

(el = [L]"[e][T]" (5.65)

[—x] = [L]"[-X][L] (5.66)

Observa-se que [e]; = [e]3.

Entao, apresenta-se a seguir as componentes rotacionadas de [C], [e] e [x], conforme
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também apresentado em REDDY (2004)

C11 = Cy1cos* 0 — 406 cos® Osin 6 + 2(C1a + 2Ce6) cos® O sin” 6
— 4C5 cos 0sin® O + Cyy sint 6
Clhy = Cracos® 0 + 2(C5 — Cog) cos® Osin § + (Cyy + Cyy — 4Cs6) cos® §sin? 0
+2(Cy — C1g) cos Osin® @ + Closin* 4
Ch3 = C13c08% 0 — 2Cs5 cos O sin O + Cys sin® 6
Oy = C1yc08® 0 + (Crs — 2C46) cos® O sin O + (Cay — 2C56) cos 0 sin® 6 + Cys sin® 6
C15 = C15c08® 0 — (Cy + 2Cs6) cos? Osin O + (Cys — 2C46) cos 0 sin?  — Cyy sin® @
Cg = Cigcos’ 0 + (C1y — Cra — 2C46) cos® Osin 0 + 3(Cog — Cg) cos® Osin? 0
+ (2C66 4 Ca — Ca) cos Bsin® @ — Cag sin®
Cay = Cyg cos™ O + 4C cos® Osin 0 + 2(Cy + 2C¢6) cos? O sin?
+ 4C4 cosOsin® @ + Cyy sin 0
Clag = Cy3 cos® O 4 2046 cos Osin f + Cy3sin® 0
Cay = Oy c08® 0 + (Cos + 2Cy46) cos® @sin @ + (O14 + 2Cs6) cos §sin” § + Cy5sin® 6
Cas = Cysc08® 0 + (2C56 — Coy) cos? Osin O + (Cy5 — 2C46) cos O sin? § — Cyysin® 0
COag = Oy cos® 0 + (Crg — Oy + 2C¢s) cos® O sin 6 + 3(Cg — Cag) cos? @ sin® 0 (5.67)
+ (C11 — Oy — 2C6) cos Bsin® § — Cgsin 0
Css = Csg
Cay = Csycos0 + Cyssin
Cla5 = Cs5c080 — Csy sin
COss = (Ch3 — Oy3) cos Osin O + Csg(cos® @ — sin? §)
Clyy = Cyycos?0 + Csssin? 0 + 20,5 cos O sin 0
Cys = Oys(cos? O — sin? 0) + (Css — Cyy) cos O sin 6
Oy = Oy c08® 0 + (Csg + Oy — Cay) cos® Osin 0
+ (C15 — Oys — Oyg) cos O sin? ) — Csgsin® 0
Cls5 = Cs5 0520 4 Cyysin® 6 — 2Cy5 cos O sin 6
COs6 = Osgco8® 0 + (Cr5 — Oy — Cyg) cos® Osin
+ (Coy — Cy — Cs6) cos Osin? 6 + Oy 8in® 0
Cos = 2(Crg — Cog) cos® Osin @ + (Cyq + Cag — 2C15 — 2Ce6) cos® O sin? §
+ 2(Cas — Ch) cos Osin® § + Cpg(cos™ O + sin” 0)
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€14 = (e15 — €94) sinf cos

Toy = €94 00820 + eq58in2 0

€15 = €15 c08> 0 + eqy sin? 0

€95 = (€15 — €94) sinf cos

Xue = X11 €082 0 4 Y22 5in% 0
Xyy = X11 sin? @ 4 xa9 cos? 0

Xay = (X11 — X22) sin 6 cos

€31 = €31 €082 0 + e395in2 0

€30 = €31 8102 6 + €35 cos? 0

€33 = €33

€36 = (€31 — €32) sinf cos 0

(5.68)

(5.69)

Portanto, tem-se as seguintes relacoes constitutivas num sistema de eixos rotacionado,

para uma lamina piezelétrica de modo extensional e cisalhante, respectivamente

¢ .\ " r = -~
o1 Cu Cha
oy 612 622
o3 Ciz Cos
Tos 0 0
T3 = 0 0
Tia Cis Cog
DY 0 0
D3 0 0
L D3 €31 €32
( o1 1 [ Cn 612
U% 612 622
o3 Ciz Cos
Tos 0 0
T3 = 0 0
T iTQ 616 626
Dy €11 €12
D3 €21 €22
L Dy J i 0 0

€34

—X12
—Xa2

— X33

€34

€35

—X33

/

(5.70)

J

(5.71)
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6 Formulacao discretizada em
MFEFG

O presente capitulo trata da formulacao discretizada em Elementos Finitos Generali-
zados, onde sao mostrados detalhes da obtencao do sistema de equagoes para o problema

em analise.

Neste escopo, é desenvolvida a formulacao de um elemento finito generalizado qua-
drangular para placa laminada com sensores e atuadores piezelétricos. Sao considerados 8
nos, com as correspondentes fungoes biquadraticas do tipo Serendipity, para aproximagao
da geometria, e 4 nds (nos vértices) para defini¢ao da particao da unidade, admitida
como sendo as fungoes lagrangeanas bilineares, sobre a qual é efetuado o enriquecimento

do espaco de aproximacao dos campos incognitos.

O referido elemento é superparametrizado, ou seja, uma vez que considerando apenas a
PU, sao utilizadas funcoes de interpolacao de ordem mais alta para definicao da geometria
do que as fungdes para aproximagao dos campos. De acordo com SORIANO (2003), tal
caracteristica nao garante o critério de completude, o que inviabiliza a utilizacao deste

tipo de estratégia.

Tal critério preconiza que as formas distorcidas do elemento devem ser capazes de re-
presentar campos polinomiais completos com grau igual a méxima ordem de derivagao que
ocorre no funcional energia potencial total, escrito em termos de variaveis ditas primarias,

neste caso, deslocamentos mecanicos e potenciais elétricos.

No entanto, ficard evidenciado que a ampliacao do espaco de aproximacao com refi-

namentos polinomiais hierarquicos permite contornar tal incoveniente.

6.1 Funcional eletromecanicamente acoplado

A formulacao aqui apresentada foi deduzida a partir do funcional do Principio Varia-

cional de Hamilton (PVH), que é uma forma variacional equivalente as equagoes difer-
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enciais de equilibrio dinamico governantes das respostas mecanica e elétrica de um meio
continuo eletromecanicamente acoplado (LEE, 2001), ou seja, as equagoes do movimento
de Cauchy

— + fi = pil (6.1)

onde é usada a convencao do somatorio de Einsten e a equacdo da conservacdao do fluzo

elétrico de Maxwell

oD;
(91:1- a

Q (6.2)

onde 0;; sao componentes cartesianas de tensao, f; sao forcas de corpo por unidade de
volume, p é a massa especifica do material, u; sao as componentes do deslocamento
mecanico, D; sao as componentes do deslocamento elétrico (fluxo elétrico) e Q é a carga

elétrica.

O funcional do Principio Variacional de Hamilton pode ser escrito, conforme CHEE

(2000), na forma

/ " (GK — 8P+ 6W)dt =0 (6.3)

to

para qualquer ¢; , onde K, P e W sao a energia total cinética, a energia total potencial de
deformagao e o trabalho total das forgas externas aplicadas ao sistema, respectivamente,

e 0 é o operador variacao. A expressao pode ser expandida como

t1 T T Sex
/ . / pouTii(x, 1) dV — / 7 “ Lavy
to 1% v | D* —0E”

(6.4)
+ / su'bY av + / sulfdds + sulff + / 5T QdV — / 5¢qus}dt =0
v s v s
onde u é o vetor deslocamento mecanico, o é o tensor de tensoes mecanicas, € é o tensor
de deformacoes mecanicas, D é o deslocamento elétrico, E é o campo elétrico, £ é a forca
de superficie, fV é a forca de corpo, f¥ sao forcas pontuais, ¢ é o potencial elétrico, Q é

a carga elétrica livre e q é a carga elétrica livre de superficie.



6.2 Descricao do comportamento mecanico 78

6.2 Descricao do comportamento mecanico

Para a descricao do comportamento mecanico de placas sob flexao é considerada
a metodologia em camada equivalente tnica, adotando-se as hipoteses cineméticas que

consistem na Teoria de Deformacdo Cisalhante de Ordem Superior (HSDT) de Levinson.

Portanto, o campo de deslocamentos mecanicos u(x,t) tem suas componentes nas
diregoes cartesianas, u, v e w, expressas pelas seguintes expansoes (como também consta

em (4.21), pag. 44)

u(x,t) = u’(z,y,t) + 20 (x, y, t) + 2°¢3.(s, y, t)
v(x,t) = 0"(z, Y, t) + 20y (2, y, ) + 255y (2,9, 1)

w(x,t) = w’(z,y,t)

(6.5)

A escolha desta teoria se deve ao custo computacional relativamente baixo da for-
mulagdo decorrente, pois sdo gerados 7 deslocamentos generalizados, u®, v°, w°, 1., ¥,
Y3, € 3y, fungoes incégnitas que podem ser aproximadas no dominio bidimensional, (x,y),

por espacos de funcoes com continuidade C°.

Assim, utilizando as relacoes deformacéoes - deslocamentos lineares

o o
e ox Tay = Loy = Jdy Ox
Ov ou Ow
Ey—a—y ’ym—28xz—& % (66)
_ow g, v oW
= Bw L LA R

obtém-se o campo de deformacoes, particionado em deformagoes coplanares, €,,7(x,t)

( ou(z,y,t) )
(X, t 0
) o0 (z,y, 1)
Curt) = 4 ext) = —5
’Va:y(xa t) 8u0(x, Y, t) + aU()(I', Y, t)
( aww<x7 y’ t) ) ( 81#31:(3:, y? t) )
X X
awyga Y, t) 3 a%y?f’ Y, t)
T oy Tz oy
5%:(% Y, t) + 3%(37, Y, t) 8w3x(x7 Y, t) + aw&y(xa Y, t)
oy ox ) L oy ox
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de onde se pode identificar as deformacoes generalizadas normais, {€°}, e as rotagdes

generalizadas de primeira ordem, {k}, e de ordem superior, {3}, tais que

emp(X,1) = (2, ,) + 26(z,y,1) + 2k3(2, y, 1) (6.8)

e ainda, em deformagdes cisalhantes transversais, ve(X,t)

Ow’(z, y, t)
y(Ty,t) + ——(——
Ve(x, 1) = { Yo%) } = Vil 9:9) an +z2{ sy (2,1, 1) } (6.9)
sz(xv t) wx(xjy’t) + W 3w3x(l'7yat)
X

podendo-se identificar as deformacoes generalizadas angulares, {~°}, e as rotagoes genera-

lizadas de ordem superior, {ks}, de forma que

Ve = 7" + 327k (6.10)

6.2.1 Discretizacao das variaveis mecanicas

A formulacao em elementos finitos é desenvolvida definindo-se, inicialmente, as fungoes
base no dominio do elemento e para cada né no, Nf (x,y), de forma que as fungoes

incognitas dos deslocamentos mecanicos generalizados na superficie de referéncia da placa

{ute,0.0)} = {00,000, 00,00, .0), 02, .0),

(6.11)
Uy (,9,8), Va9, 1), Uy (2,9, }

podem ser aproximadas no dominio do elemento e por

(G0} = 5 Ny {nm) = [N@y[{vw}  ©12)

no=1

onde e denota aproximacao, tal que o vetor de deslocamentos mecanicos nodais ele-
mentares {U¢} é um arranjo de ordem 7Nne x 1 que contém os deslocamentos gene-
ralizados nodais nos Nne nés do elemento, onde os deslocamentos generalizados para um

no genérico no podem ser agrupados como
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T
{Ufw} = { st U’%O’ US,O’ w’?‘Lo? w1n07 wyno7 w?)il?no’ 2/}3:'!710 A } (613)

Por sua vez, [N°] é um arranjo de ordem 7 X 7TNne que contém as fungoes base no

elemento, onde a parcela referente ao né no tem a seguinte representagao matricial

I N, 0 - 0 i
0 N, --- 0
N[ = T (6.14)
I 0 0 - N, |

As parcelas de deformacoes generalizadas de membrana e flexao podem ser agrupadas

num arranjo como

{%}
{eme} =4 19 (6.15)
{rs}

Desta forma, a aproximacao das deformacoes generalizadas de membrana e flexao
no elemento sao obtidas substituindo (6.12) em (6.7), o que fornece a matriz de aprozi-
magao das deformagoes generalizadas de membrana e flexao, [Bfnf], de ordem 9 x 7Nne,

respeitando a organizagao proposta em (6.15)

Nne

{Enbe ) = 3 By @) {vs0} = [Br,]{v} (6.16)

no=1

onde a parcela referente ao né no, [By,, | é dada conforme o arranjo

Npoow 0 0 0 0 0
0 Nuy O 0 0 0
Nroy  Npow 0 0 0 0
0 0 0 Nyo O 0 0
[Bfnfm} = 0 0 0 0 Ny, 0 0 (6.17)
0 0 0 Nuwy Nuw O 0
0 0 0 0 0 Nupax O
0 0 0 0 0 0 Nuoy
I 0 0 0 0 0 Nuoy Nuow
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Em (6.17) podem-se identificar que as trés linhas superiores representam as deforma-
coes generalizadas de membrana e portanto sdo designadas como [B™], as trés linhas
intermedidria representam as rotacdes generalizadas de primeira ordem, logo [B/'] e, fi-

A~ . . . ~ . . €
nalmente, as trés linha inferiores, as rotacoes generalizadas de ordem superior [B2/].

Por sua vez, as deformacoes generalizadas cisalhantes transversais podem ser agru-

padas como

{7} = { {{L}} } (6.18)

Estas deformagoes podem ser aproximadas substituindo (6.12) em (6.9), o que fornece
a matriz de aproximagao das deformagoes generalizadas cisalhantes transversais, [BE], de

ordem 4 x 7Nne, respeitando a organizagao proposta em (6.18)

Nne

Gt} = 3 B o] {0} = [B2) {U7) 619

no=

onde a parcela referente ao né no, [B: 1] ¢ dada conforme o arranjo

(6.20)

| —|
o0
3
Qo
| I
Il
o o o o

o o o o
o
o
o
o
w
=
Q

Em (6.20), de forma semelhante as deformacgoes de membrana e flexao, pode-se fazer
um particionamento, considerando as duas linhas superiores como deformagoes angulares

[B¢ ] e as duas linha inferiores como curvaturas de ordem superior [B2].

Diferentemente, a formulagdo em elementos finitos generalizados (MEFG) é desen-
volvida a partir da definicao das fungoes de particao da unidade (PU) no dominio do
elemento. Assim o enriquecimento dos campos é feito adicionando-se novos parametros
vinculados as variaveis nodais, associados as funcoes que multiplicam as bases origi-
nais, de forma que os deslocamentos mecanicos generalizados na superficie de referéncia,

(u®, 0%, w°, 1y, ¥y, ¥3e, 13,), podem ser aproximados por
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Nne nf(“%o) )

ao = no 93' y ( + u ( )f]20($7 ))
no= 1 j=1
Nne nf(v o)

0 = < )+ Z Y 0 (x y))
no= 1 j=1
Nne nf(w?w

w = w + U) w?, y)
no= 1 j=1

N Nne nf(¥3yno)
¢3y = Z [wa( )] <¢3yno Z ¢3yno fwsym (5U>y))

no=1 7j=1

onde nf(e,,) denota o nimero de fungées de enriquecimento da varidvel e do né no.

Logo, reunindo todas as func¢oes numa tinica matriz de aproximacgao de deslocamentos
temos uma representacao simbolica para a discretizacao das fungoes incoégnitas semelhante

a (6.12), cuja nova matriz [N°], no entanto, possui ordem 7 x 7(Nne + npar), com npar

igual ao nimero de parametros de enriquecimento do elemento.

Assim, a parcela relativa ao n6 no, [N¢ |, é dada conforme o arranjo

N,, N,, f&o .o N, nf ( o)
[Nio} —|... 0 0 . 0
0 0 0
Nuo Nuoflo oo Nuofl (no) 0 e 0
O O P O NTLO NTLO 1})0 e Nno nf( no)
0 0 0 0 0 !
0 0 0
0 0 0
. 0 0 . (6.22)
1 nf(w yno)
N’VLO N”0f¢3yno T NTLO w3yn03 -
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O vetor de deslocamentos mecanicos elementares {U°} se torna entdo um arranjo de
ordem 7(N,. + npar) x 1 que contém os parametros nodais dos Nne nés do elemento,

onde os parametros correspondentes a um né genérico podem ser agrupados como

T 0 0
e _ o ot onfluno) 0 0l 0nf(vno)
{UTLO} - { R uno’ u’l’LO’ R uno Y UTLO7 Un07 UTLO Y
0 ol O"f(wno> ¢ ) "f(w )
Wpos Wy + -+ 3 W 7wxno7 %gm, wxm e wyno7 yno ceey wyno yno (623)

1 nf(y nf (i
w?)wno? 1/}317“37 cee 71/}33%0 eno) ) w3yn07 wSynou cee 71/}31/”0 Sno) cee }

As deformacoes generalizadas de membrana e flexao no elemento sao obtidas com
auxilio da matriz de aproximacao das deformagoes generalizadas de membrana e flexdao
[B;,.;] com ordem 9 x 7(Nne + npar), que surge com a substituicdo de (6.12) em (6.7),
considerando as novas concepgoes de [N°] e {U®}, cuja parcela referente ao né no, [By, ;|

¢ dada conforme o arranjo

i ON, 0 0 0
no “Y Nno 1 L. Nno nf(upo)
Jr  Ox ( f“%f’) Ox ( Uno
0 0 ce 0
[Bfn ] —|... 9N 2 N fl o 2 N, (uno)
o gy oy \ Vol gy \Nnotus,
i 0 0 0
0 0 0
ON, 0 0
no Nno 1 . Nno nf(vpno)
oy 0 0, dy 0,
ON, 0 0 0
no -~ Nno 1 . Nno nf(”no)
dr 0 Vo O Uho
0 0 0
0 0 0 ]
0 0 0
0 0 e 0 .. (6.24)

ON, 0 0
_no JR— Nno 1 “ e JR— Nno nf(wS.Uno)
8x ax < fw3yno > ax < V3yno |
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As deformacoes generalizadas cisalhantes transversais sao também obtidas substi-
tuindo (6.12) em (6.9), o que fornece a matriz de aprozimacgdao das deformagoes genera-
lizadas cisalhantes transversais, [BE], de ordem 4 x 7(Nne + npar), considerando as novas

concepgoes de [N¢] e {U°}, cuja parcela referente ao né no, [BS | é dada conforme o

arranjo
B 2+nf(u2(i+nf(vgo)
00 O 00 ---0
[IB%e } B 0 0 000 ---0
Cno O O 0 0 O PP 0
0 0 O 00 ---0
ON ) 9 :
_’rw Nno 1 v Nno nf(wno)
dy 0 Jug, dy Wio
ON,, O 9 5
no = Nno 1 i Nno nf(wno)
or Oz fw?w ox who
0 0 e O
0 0 0
0 0 0 Nyo Nnoflyno Nio Zfrf:ﬁy"")
Nno Nnof’iw Nno ;fo(wzno) 0 0 O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 o 0 0 0 - 0
nfWsyno)
0 0 . 0 3N, 3N, fq})g)ym -+ 3N, %yn:
3Nn0 3Nnof1})3zno cte 3Nn0fn;;(w3zn0) O 0 o O

(6.25)

6.3 Descricao do comportamento elétrico

Neste estagio é necessario definir como os graus de liberdade elétricos sao incorporados.
Sera considerada a Teoria em Camadas Discretas de Reddy para a interpolagao da fungao
potencial elétrico. O potencial elétrico ¢(x, t) no elemento é entao discretizado por fungoes
lineares continuas por partes ao longo da espessura das laminas piezelétricas, e uma vez
que a tensao elétrica é geralmente aplicada ao longo da espessura das laminas ativas, tal

hipdtese é aceitavel supondo que o material seja homogéneo.
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A um né no na superficie de referéncia de um laminado com 7., laminas piezelétricas,
correspondem N = 1y, + 1, se as laminas piezelétricas forem justapostas, ou N = 21,
se existir material inerte entre elas, valores nodais de potencial elétrico, ol a ¢ . Assim,
o valor aproximado do potencial elétrico ¢,, numa cota intermediaria z de uma lamina

piezelétrica k arbitraria, em um instante de tempo ¢, é dado pela expressao

Buol2,1)" = g () Li(r) + o La(r) (6.26)

onde " é o valor do potencial elétrico na cota superior e ¢*~1 é o valor do potencial elétrico
na cota inferior da lamina piezelétrica k. Além disso, L;(r) e Lo(r) sdo fungdes lineares
por partes, cujas derivadas somente sao continuas ao longo de cada lamina piezelétrica,

definidas em termos da coordenada intrinseca a lamina, r, como

Ly(r) = %(1 —r) Ly(r) = %(1 +7) (6.27)

com —1 <r<1.

Procurando substituir o mapeamento em r, é possivel expressar a dependéncia em

relacao a coordenada global z por

Li(z) = Ly(z) = ———— (6.28)

cujas derivadas com relagao a esta coordenada sao

= —— = — 2

Logo, usando as definigoes constantes em (6.28), pode-se reescrever a aproximagao do

potencial elétrico no interior de uma lamina piezelétrica (6.26) como

Zk — %

Bl 1) = 001 (0) () + 2ho) () (6.30)

6.3.1 Discretizacao das variaveis elétricas

A interpolacao do potencial elétrico, primeiramente via MEF, nas dire¢oes coplanares
a superficie de referéncia (z,y), em um ponto qualquer da lamina piezelétrica k, é obtida

pelas mesmas fungoes bases Nf, (x,y) usadas para aproximar o campo de deslocamentos
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mecanicos, de forma que a aproximacao do potencial elétrico no elemento em termos das

trés coordenadas espaciais e do tempo pode ser expressa por

Nne

B = 3 [Niy ()| eho(z8) = [N, p)| { o (21)} (6.31)

no=1

e substituindo (6.30) em (6.31) obtém-se

Nne

0 = > [Ny(w,)] {so:zol(t)(%) + wﬁou)('z‘h—f*)} (6.32)

no=1

O vetor campo elétrico {E(x,t)} é definido como o gradiente negativo da fungao

potencial elétrico, tal que

([ Op(x,t) )
Ew B 8x
do(x, t
{E(x,t)}:—Vgo(x,t): E, p= —% (6.33)
E, dp(x,t)
\ 82 y,

Logo, usando a definigao de p(x,t)* em (6.32), pode-se exprimir a aproximagao do

campo elétrico no elemento e, numa lamina piezelétrica k, por

( )
[ 2 — X%

5o} [t {0 (47 + b0 (522 |

COUM S _g a% N (2, y)| {%’iol(t)(z’“h; 2) b (2 _hi’“‘l)} >

N

k— 2

54 e {0 (22) + b0 (52 §

(6.34)

e aplicando a regra de derivacao do produto de fungoes, a equacao (6.34) pode ser desen-

volvida na forma
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| Sl () s ()
Bt == > ¢ gt n] {0 (35 + o (52
o or ] kT 2 — Zg—
| iézN%@:> eha (1) () + el h;l) .
Neole:9)] | ne' () (Zkh; Z) + s@lio(t)% (z _hi"“‘l)
(o0 “0201(’5)% (Zkh; )+ “’fw(t)% (5 _hik_1> )

Logo, como as derivadas das funcoes PU, [wa(x,y)], com relagao a coordenada da
espessura sao nulas, o mesmo podendo-se dizer das derivadas das funcgoes lineares por
partes para discretizagao em z com relagao as coordenadas planas, o campo elétrico na

lamina piezelétrica k se simplifica conforme

% [Nio(fv,y)] 90’;2;1@)< " ) + cp,’jo(t)(z _hi’“—l)
{Bet == 3 ¢ o [man]{ o (352) + ehin(52)
[Nt 3| - oo 0+ 0]

/

(6.36)

e distribuindo os termos entre parénteses e simplificando a notacao

(0O 2k z Zh1 z )
5[’ () = ek () = oo (5) + hl(5)
N Oz Cno hk Pno hk Pno hk + ©Pno hk
~ . = 0 z z 2 z
{E<X7 t)k } = - Z 4 a_yNno przgl (h_];> - spfzol<h_k> - spfw <Z_kl> + 90510 <h—k)
no=1
Nno |: - 907]2;1 + (pﬁo:|
L h
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6.4 Associacao das variaveis mecanicas e elétricas

6.4.1 Aproximagao via MEF

Neste estagio deve-se definir a estrutura do vetor de deslocamentos e potenciais nodais
elementares, acrescentando-se os correspondentes graus de liberdade elétricos do né no

aos respectivos graus de liberdade mecanicos, de forma que se tem

T
e _ 0 0 0 1 2 k N
{Uno} - { e Upgs Upgs Wi ,éz}xno’ ¢yno7 w3$noﬂ ¢3yng> épnov Pros " s Pnos 7@0719' .- }
Vv

G.L. mecanicos G.L. elétricos

(6.38)

As fungoes incognitas agora sao

[y )} = {ul(e, 0,00 y.1), .. iy (2,9.0),

(6.39)
' (2, y,1), 0% (2,9, 1), .., (3, y, 1), . .. ,wN(x,y,t)}

Estas fungoes sao aproximadas no dominio do elemento de forma analoga ao exposto
em (6.12). Assim, deve-se definir o arranjo [N€], de ordem (7 + N) x (7 + N)Nne,
que contém as fungoes base no elemento. A parcela referente ao né no tem a seguinte

representacao

[ N, 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0o |

0 No O O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 No O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 No 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Ny 0 0 0 0 0 0
) 0o 0 0 0 0 Ny, 0 0 0 0 0
[N’“’] N 0 0 0 0 0 0 No 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Nug 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 N 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 Npo 0

o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Ny
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Por consequéncia, as deformacdoes mecanicas generalizadas de membrana e flexdo sao
obtidas de maneira andloga a (6.16), considerando os novos arranjos de [N¢ ] e {U¢ }, de

forma que a matriz [By, (], de ordem 9 x (7 + N)Nne, é tal que a parcela referente ao né

no é
_ ¥ -
Noow 0 0 0 0 0 FO 0 0 --- 0
0 Npoy 0 0 0 0 0 0 0 --- 0
Nioy Npoz 0 0 0 0 0 0 0O - 0
0 0 0 Npo O 0 0 0 0 0O - 0
[Bfnfm} = 0 0 0 0 Nypy O 0 0 0 0 --- 0
0 0 0 Ny Npoe 0 0 0 0 0 -~ 0
0 0o 0 0 0 DNupsz O 0 0 0 --- 0
0 0o 0 0 0 0 Nuy 00 0 --- 0
0 0o 0 O 0 Nuoy Npoz 0 0 0 --- 0

(6.41)

De forma semelhante, as deformacoes generalizadas cisalhantes transversais sao apro-
ximadas, de forma anéloga a (6.19), com o uso do arranjo [B¢], de ordem 4 x (74 N)Nne,

cuja parcela referente ao né no é

i R i
00 Ny 0 Ny 0 00 0 - 0
00 Nppo Nog 0 0 0 00 0 - 0

[1835 ]: : ’ (6.42)
& 00 0 0 0 0 3Ny, 00 0 - 0
00 0 0 0 3Nm, O 00 0 - 0

Finalmente, o vetor campo elétrico na lamina piezelétrica k pode ser aproximado na

forma

Nne

(o} S o)) oo

no=1

’ e 7
onde a parcela referente ao né no, [BX’] é
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7 N
2k — % Z = Zk—1
O : 0 no,xr no,xr O : 0
hy ’ hi ’
Bff;} - 0 0 AN F T Ehl 0 0
0 0 L N, L N, 0 0
hk no hk no

(6.44)

6.4.2 Aproximacao via MEFG

Uma complementagao ao que ja foi desenvolvido na subse¢ao (6.2.1), para o trata-
mento das varidveis mecanicas, sera feita aqui para a incorporagao dos parametros asso-

ciados as variaveis elétricas.

A aproximacao do potencial elétrico nas diregoes coplanares a superficie de referéncia
(z,y) em um ponto qualquer da lamina piezelétrica k segundo a metodologia do MEFG
é obtida pelas mesmas fungoes PU (N,,(z,y)) usadas para aproximar o campo de deslo-
camentos mecanicos, além do produto da PU pelas func¢oes de enriquecimento, tal que a

. ~ ~ e ,
aproximacao @(x, )" ¢é

Nne nf(eho) ] )
B0 = 3 [Ny (sof;o(z,m ) w22<z,t>f;ﬁo<x,y>) (6.45)

no=1 j=1

e pela substitui¢ao de (6.30) em (6.45)

Ao = 3% e 510 () + b ()
nf(ek,) - (6:40)
+ Z {wiZ”(ﬂ(%) +¢Zl(t)(z_h—j€_l)}fiﬁo(x7y)}

Incorporando os graus de liberdade elétricos aos mecanicos (dados em (6.23)), tem-
se, para a formulagao em MEFG, o seguinte arranjo de parametros nodais elementares

correspondentes ao né no
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T 0 0
€ — 0 ot 0”f<uno) 0 ol Onf('uno)
{Uno} = { Uy Upps -y U s Unos Upos - > Ung ,
o 0 o (wio) 1 nf ($3y0)
Wiy Whpy « s Wy v Uy, Uy s gy , (6.47)
1 11 1 (%he) 9 21 onf(#3o) N _N! NI (#Ro)
(Pno’gonm'-mgpno 7%07107907107"'790710 7"~790n0780no7"'790n0

Consequentemente, reescrevendo a aproximacao do campo elétrico na lamina piezelé-
trica k a maneira da equacao (6.43) obtém-se a matriz de aproximagao do campo elétrico

. . . . , € 7
incluindo o enriquecimento, onde a parcela referente ao né no, [BX'], é dada por

7+nf(u20)+“'+nf(w3yno )

0O -~ 00 0
[BQZ}: v 0 .- 00 --- 0
0O --- 00 0

2k — 2 E;Nno 2 — 2\ 0
— | Npofti
hy, Oz ) fosr
0 N, f!
hk 8y hk ay 0 onot
1 1
- 7 Nno - 7 Nno ! -
(a)me (i) ()
2z — 2\ O nf(oEsh) 2 — 2p—1\ ONpo Z2—2p_1\ O )
a_ Nno — a Nno
P ) o\ el e ) ox e )z \Neden,
=2\ 0 N, n}{_(clpﬁgl) 2= 21 \ONno (22— 251\ O N, Y,
hi ) Oy Pno D, oy R, oy #ro
1 nf(ehs") 1 1
- 7 Nno 79071.0 7 Nno 7 a]Vno !
(=) (vert) () () (212
Z— 21\ 0 nf(ek,) ]
— | Npo no 0 0
hk or ko
z— -1\ 9 nf (ko)
— Nyo ne 0 0
s dy ek,
1 nf(eh,)
(o) (otif™) 00

(6.48)
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6.5 Correcao da relacao constitutiva

Aqui, vale salientar a complicagao que surge devido a hipétese que considera a lamina
submetida a um estado plano de tensoes (EPT) quando da obtengao da matriz constitutiva
da lamina e, consequentemente, do laminado. Por exemplo, MENDONGA (2005) e VEL
e BATRA (2001), citam a necessidade de se fazer uma corre¢do na matriz de rigidez da
lamina, na ocasiao da anélise de placas e cascas segundo teorias cujas relagoes cinematicas
preconizam a inextensibilidade do segmento normal a superficie de referéncia. Verifica-se,
portanto, uma incoeréncia, uma vez que a inextensibilidade na direcao da espessura da
placa reflete a nulidade da deformacao normal na mesma direcao, que se contrapoem a

ausencia de restricao nesta direcao quando do tratamento em EPT.

Primeiramente, fazendo a correcao, ou seja, impondo a nulidade da tensao o3, a partir
da relagdo constitutiva acoplada para lamina piezelétrica de modo extensional (5.70),

temos

0'; = 6136% + 62385 + 6335?; + 6357%2 — EggEg =0 (649)

o que corresponde a eliminagao da terceira linha da relagao constitutiva (5.70).

Em seguida, multiplica-se a terceira coluna desta relacao constitutiva reduzida pela
componente de deformacao %, inserindo este efeito no vetor de tensoes mecanicas e deslo-

camentos elétricos, ou seja, explicitando o efeito de €3, conforme

( \ k 4 \ k 4 \ k
0135§ O'Ef 5%
[ o¥ €%

0 To3 V23
0 x ] (e ])
-
S S B e B ] o (6.50)
C6e3 T2 [e] [-x] T2
0 Dy —FEY
0 D3 —FE3
\ ESS&% J \ D§ J \ _Eg )

Isolando €% em (6.49) pode-se escrever

_ 17— _ _ o
Cises = _6_ (013)25916 + C13C 3¢5 + C13C 36715 — Cisess B
33
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_ 1 — — _ . _
Cases = o [023013€f + (023)25326 + Co3C 36779 — 023533E§}
33

_ 1 — — _ _ o
Csees = o [0130365T + Ca3C36e% + (Cs6)*iy — 633036E3:| (6.51)
33
1 — — _
€336 = —=— [5330135f + €330 9365 + €33C367 15 — (533)2E§]
33

Pela inser¢ao destes termos na matriz constitutiva reduzida, obtemos

/ \ K N R R 9k \ k
O':f 011 012 0 0 016 0 0 /6\31 8%
0'% 612 622 0 0 626 0 0 /6\32 8%
75 0 0 Cu Cis 0 &4 on 0 V23
4 0 0 Cy Cs5 0 &5 @ 0 z
731 _| 7 = 4 Css o - €15 €25 A Y31 (6.52)
TirQ 016 026 O 0 066 0 O €36 7%2
Dy 0 0 €4 &5 0 —Xu —Xiz O —EY
Dy 0 0 € e 0 —Xi2 —Xo O — L3
Os novos coeficientes sao dados por
_ C13)? ~ = COC ~ C13C
Gu=tn-SL -0, - g0, - G
33 33 33
~ — Co3)? ~ — CysC ~ Clag)?
Coy = Cgy — <—23) Cos = Cas — ekl Ces = Co6 — (—36>
33 C's3 33
(6.53)

~ C13€33 ~ Casess ~
€31 = €31 + — €32 = €33 + — €36 = €36 + —
33 33 33

€14 = €14 €15 = €15 €24 = €24 €25 = €25



6.5 Correcao da relagao constitutiva

94

~ = ~ - ~ - ~ - (€33)°
X11 = X11 X12 = X112 X22 = X22 X33 = X33 + —=—
Css

Para as dedugoes seguinte, ¢ interessante identificar em (6.52) as parcelas

L ~ L Cu Cs
[C} = | Cia Cyp Uy [C] = -~ -~
~ ~ ~ Cys Css
Cis Co Ces
k P k
0 0 0 €14 €15
k k
[5"} =1 0 0 O [51 = | e €3
€31 €32 €36 0 0

(6.54)

Utilizando a mesma metodologia para a correcao da relacao constitutiva de uma

lamina piezelétrica de modo cisalhante, aplica-se a restricao da nulidade de o5 a par-

tir da relagao constitutiva acoplada para lamina piezelétrica (5.71), de forma que

x al x Vel x Val T al T — x — T
0y = 01361 + 02352 -+ 03353 + 036'712 — 613E1 — 623E2

Explicitando o efeito de €%, temos

( \ K ( \ K 4 \ K
0138§ O'f Sf
Cosel o3 €3

xr X

0 T3 i Y23

0 73 [C] [e]" ;

X 31 . V31

ral T T = = T
Cs6e3 T2 le] [-x] T2
= i x x
523{:7% D§ _Eg
0 D? — b7

\ J . 3 ) \ 3 )

Isolando €3 em (6.55), podemos escrever

_ 1 _ . . _ _
Cises = _5_ (013)25f + C13C 9385 + C13C 36715 — Ciz€is B} — Cigeas )

33

(6.55)

(6.56)
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_ 1 — — _ . _ _
2 _ _
Cosey = —=— [0230135916 + (Ca3)%e5 + C93C 36719 — Cosers By — 023623E2x]
33
_ 1 — — . _ _ _
x T x 2_ x — T — T
03653 == [03601351 + 03602352 + (036> T2 — 036613E1 - 036623E2]
33
(6.57)
17 — _ _ -
— T = x — x — x — 2 x - = x
€13€3 B 1301367 + €13023¢5 + €13C 3671, — (€13) B — €13€231;
33 L .
1 7 — _ _ -
— T — T - T - T = = T = N2z
€233 = B 23C 1367 + €23C 2385 + €23C 36715 — CasCiz Ly — (€23)" E
33 .
Pela insercao destes termos na matriz constitutiva reduzida, obtemos
( k r ~ ~ ~ 1k g
0'% 011 012 0 0 016 €11 €21 0 8%
oF] Cia Cyp 0 0 Cy €12 €29 0 €3
T2z3 0 0 044 C45 0 0 0 834 ’)/333
Tg“nl . 0 0 045 055 0 0 O €35 %‘fl (6 58)
Tio Cie Cs 0 0 Ce €16 €2 0 V1o
Dy en ez 0 0 e —Xxu1 —Xiz2 O —FEY
~ o~ /\1 —~ A~
D3 €21 ez 0 0 e —Xi2 —Xo2 0 —E3
\ D3 0 0 ey e33 0 0 0 —X33 \ —FE3
Os novos coeficientes sao dados por
~ Ciser3 - Casers ~ C3s€13
e11 =€+ — €12 = €12 = €16 = €16 =
33 33 33
~ _ €13C 3 ~ _ Cazéa3 ~ _ Cs6€a3
€21 = €21 + — €22 = €22 + — €26 = €26 + —
33 33 33
(6.59)
€34 = €14 €35 = €15
= N2 — = N2
~ (€13) ~ €13€23 ~  _ (€23) ~
X1 = X11 + = X12 = Xi2 + o X22 = Xo22 + N X33 = X33
33 33 33
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sendo os coeficientes da matriz de rigidez elastica, @j, iguais aos definidos em (6.53).

Novamente, para as dedugoes seguintes é interessante identificar em (6.58) as seguintes
submatrizes

k

Oll C112 C’16

~ k

1k - ~ 1k Cu Cus

[C} = | Cia Cyp Uy [C] = ~ ~
~ ~ ~ Cuss Css
Cie Ca Ces
o % % (6.60)
€11 €12 €16 0 0

k k
[é\o} = | e € ex [gr} = 0 0

0 0 0
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6.6 Obtencao da matriz de rigidez do elemento

Desenvolvendo cada uma das parcelas do funcional do PVH e inserindo a discretizacao

das variaveis pode-se deduzir as expressoes para obtencao das contribuicoes elementares.

Primeiramente, a variagao da energia potencial total, que inclui a energia poten-

cial mecanica e a energia potencial elétrica, é expressa na forma

oe” ! o”
6P:/V{ . } { o } % (6.61)

onde €” é o vetor de deformagoes mecanicas que contém as parcelas de deformacoes de
membrana e flexdo (6.7) e de cisalhamento transversal (6.9), podendo entdo ser parti-

cionado, resultando em

T
0 o”
5P = / 5y ro by (6.62)
14
—o0E” D*

com e* denotando que as variaveis estao definidas no sistema de coordenadas global.

As tensoes mecanicas, 0 e 7%, e o deslocamento elétrico D* podem ser escritos em
termos das deformagoes, e7,, € 7, e do campo elétrico E*, respectivamente, utilizando a
relagao constitutiva acoplada, quer seja (6.52) ou (6.58), usando as submatrizes C?, C7,

e’ e e e retirando-se ® para facilitar a notacao

T ex
o<t co 0 e "
0P = / r e
v 07 0 C7 e
_E®
(6.63)
Emf

— {0E"}" [ el T —x } yE av

As deformacgoes mecanicas, por sua vez, podem ser colocadas em funcao das de-

formagoes generalizadas, empregando (6.8) e (6.10)
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T . e+ 2k + 23k
0e¥ + 20K + 230K c’ 0 e
0P = // T ’YO +22/€2
QJz 070 + 220k 0 C7 ¢
—E(z)
(6.64)
€% 4 zk + 23k
— {5E}T [ A ] A0 4 22k, dz dO

—-E(z)

Nota-se que cada parcela de deformagcao e o campo elétrico evolui de forma particular
ao longo da espessura do laminado: €, varia cubicamente, . varia quadraticamente e E
varia linearmente, este 1iltimo em cada lamina piezelétrica. E entao prudente explicitar

cada termo e realizar a integracao em z de forma adequada.

Assim, desenvolvendo (6.64) e explicitando o campo elétrico na lamina piezelétrica k

tem-se

P = / / {((550 + 20k + 236k3)TC7 (e + 2k + 23K3)
QJz

+ (7% + 2%0k2)TCT (7 + z%g)} dzdQ

o (6.65)

piez 2k . )

+ / { > / [— (6% + 20 + 2%0k3) "€ BF — (09" + 220k2)T e B
Q (k=1 Y21

—{0EF}Y (% 4 2k + 23K3) — {OEF}Y e (70 + 2%ho) — {5Ek}TX${Ek}] dz}dQ

Observa-se que a primeira integral em (6.65) contém os termos puramente mecanicos
e a segunda integral contém os termos de acoplamento eletromecanico e o ultimo entre os

integrandos é o termo puramente elétrico.

Para as deducgoes posteriores é conveniente desmembrar o campo elétrico em cada
lamina piezelétrica em parcela constante e parcela com variacao linear ao longo da espes-

sura da referida lamina k£ na forma

(B} - - 3 { o] o) -{[] om]} o

de maneira que, buscando a estrutura da aproximagao expressa em (6.43), tem-se



6.6 Obtencao da matriz de rigidez do elemento 99

(B0} =3 { 2] + <[] } SR} e

Assim, o arranjo [BY], para aproximacio em MEF, expresso em (6.44), pode ser

reescrito como

_ . N -
g o 2k a]Vno Zk—1 a]Vno h
Zk _ el 0 - 0
e 8N Zk_l aN
B ] - A T (e P L N
B 0 - 00 e ) Oy e ) oy
1 1
0 0 0 — — | Npo — | Npo 0 0
( hk) (hk)

0 0 0 1\ 90N, 1\ 90N, 0 0
1 N, 1 N,
tz200 ... 0 - 0 .- _ L \ONw (1) 0N, 0 --- 0
hi.) Oy hi) Oy
0 0 0 0 0 0 0
A ¥ _
(6.68)
de onde se pode identificar dois novos arranjos, [B%] e [BX¥"], tais que
_ Nne
{Ekﬁ(x, t)} -3 {[]Bag’f] + z[IB%}jj] }{Ufw} _ _{ [BW] + z[B“ﬂ }{U} (6.69)
no=1

De forma andloga aos arranjos que se propoem para as deformacoes, equagoes (6.15)
ou (6.18), para o campo elétrico é interessante agrupar [E%] e [E'*], da definigao (6.66)

na seguinte forma

{Ek} _ { E‘j’; } (6.70)

visto que se tornam parcelas generalizadas de campo elétrico.

A titulo de ilustrucao, vale expandir os arranjos [B%] e [BL*] para a situacao em que

se tenha mais de uma lamina piezelétrica. Assim, para o trecho relativo ao né no, para
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as laminas piezelétricas k = 1, npje
7 2><npiez T
0 21\ ONpo 0 ON,o 0\
hl ox hl ox
0 ﬁ 8Nno _ @ aNno 0
hi) Oy hi) Oy
e 1 1
[Bgé } 0 - _) Nno ( Nno 0
hy hy : (6.71)
[]Bﬂiﬂ . ONpo 1\ ON,, .
hl 8(13 ]’Ll 3x
1\ 0N, 1\ 0N,
0 (-— — 0
hi) Oy hi) Oy
0 0 0 0
7 zxnpiez T
0‘ rO aniez a‘]\[’I’LO o aniez -1 a‘]\f?’LO )
hnpiez ax hnpiez ax
Npi Nno Npiez— NnO
0 O Z piez a - < D 1 a
hnpiez ay hnpiez ay
npieze 1 1
B’ - 1"\ 0N, 1" N oN,,
h”piez 8':6 hnpiez ax
1
0 0 B 0N, 1 ON,o
hnpiez ay hnpiez 8y
0 0 0 0
(6.72)

Deve-se salientar que aos arranjos (6.71) e (6.72) também se acrescentam os termos

referentes ao enriquecimento quando do tratamento MEFG, semelhante & (6.48).

Entao, devido a discretizacao do campo elétrico ao longo da espessura, convém de-

senvolver a segunda integral em (6.65) para uma tnica camada piezelétrica k, designando

€ . ~ . .
por 5P€kx a parcela da variacao da energia eletromecanicamente acoplada.

. . . ~ ., . e
Portanto, inserindo as aproximagoes para as variaveis na parcela 5Pfx
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Pkre // { Bm U* + ZBf U* + 23B3f Ue)] eaT [ . (BOlce + ZBlke)Ue:|
Zk—1
+ |:_ é‘(BceUe + 22B2CeUe):|T6’7'T |: - (BOk:E + ZBlke)Ue]
+ [5(130’“‘3 + zBl’“e)Ue} T (B™U + :B/"U° + 2°B*"U")
+ [6(B™ + :B) U] Lo (BUU 1 2B UY)
+ [5(B% + zB”“E)Ue}TX[ ~ (B +:B) U] } dz dQ)

(6.73)

Aplicando o operador variacional obtém-se

€ Zk eT eT €T € €
JPE = / / (BUB™ ¢ 4 26U Bl 7" 4 230U B ") (B UC + 2B UC)
Zk—1

+ (BU B ¢ 4 220U BX ) (BY US4 2B UY)
+ (SUB% ¢ 4 20U B ¢7) (B™U* + 2B/ U 4 2B U)
+ (SUTBYH ¢ 4 20U B ) (BUC + 2B U)
— ((UTBY x4 26U B ) (B U + 2B U)| dz a9
(6.74)

Efetuando os produtos distributivos, esta expressao toma a forma

2k
Pke // §Ue Bm e’ BOkeUe +Z(SU€ Bfe BOkzeUe +Z35Ue B3f5 o BOkeUe
Zk—1

42U BT B UC 4 225U B 0 BWUS + 245U BY o0 B U
4 SUTBS T BMUC 226U B2 o7 B UC
1 sue” BceT TTBIF U 4 Z35UeTB2c€T B U
45U B U B™ U + 20U B e B™ U 4 26U B B U
4 225U B 7 BIUC 4 235U B 7B U + 245U B o BY U
+ U B TBEUE 1 26U B "B U
4 ZQéUETBOkeT BXUC 4+ Z35U6TB1k5T BT
_ 5U6TB0keT B U — zéUeTBlkET B U
— 25U B B UC — 25U B XBl’“U€> dz d9)
(6.75)
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Colocando-se em evidéncia o vetor de parametros nodais U® e sua variagao e separando

as parcelas acopladas da parcela puramente elétrica em 0P, , de forma a identificar 5Pf;,

0Pk, e 0PL, respectivamente, parcela mecanica-eletricamente acoplada, parcela elétrica-

mecanicamente acoplada e parcela puramente elétrica

e Zk ET e (iT € eT e
6P’llj[10 — 6U6T{ |:/ / <Bm 6UTBOk + ZBf 6O'TBOIC + 23B3f eUTBOk
QJzp
me’ oTnilke | omfe oTplke | _apsfe oTnlke e’ TR0k
+2B™ 7 B 4+ 2B/ 7 B 4+ 2B o B £ B 7 B (6.76)

eT e ET e CT e
1+ 22B2 o7 BY% 4 2B o7 BY 4 3B2 o7 BY ) dz dQ] Ue}

(<4 Zk eT € CT € ET €
oPk, = U { / / (Bo’f ¢’B™ + 2B “B™ 4 :B" "B/
QJzp
eT € eT e eT (4 CT €
+ ZZBlk ean + ZSBOk eUB3f + Z4B1k 60B3f + BOk 6TBC (677)

eT e ST € eT €
+ ZBlk ¢"B¢ + Z2B0k e7'B2(: + Z3B1k eTB2c ) dz dQ:| Ue}

__sr7eT - ke’ a0k 16" 0ke
§P,, = —6U B \B%' + :B" \B
QJzp 1

(6.78)
CT e ET e
4B (B 4 2B Bk ) dz dﬂ} Ue}

Desenvolvendo a primeira integral em (6.65), que representa a variacao da energia de

deformacao puramente mecanica, § P,,, tem-se

= / / §(B" U+ B/ U° 4 SBY U1) O (B U + 2B/ UC + BV )
QJz

+6(BU" + 2B UY) €7 (BUU* + 2B UF) | dz d2
(6.79)

Em seguida, efetuando-se os produtos distribuitivos, pode-se escrever



6.6 Obtencao da matriz de rigidez do elemento 103

5Py, = /Q / <5U6TB’"ET COB™U* + 26U B/ COB™ U 4 23U BY COB™ U
+ 25U B™ C7BIUS + 226U B C7BI U 4 45U BY OB/ U*
435U BT COBYUC + 245U B C7BY U + 55U BYY CoBY U*
45U BY CTBEUE + 226U B "B U*
+ 25U B OTBXUC 4 24U B CTB205U6> dz d9)
(6.80)

Finalmente, a variacao da energia de deformacao total do sistema 0P é obtida pela

soma das equagoes (6.76), (6.77), (6.78) e (6.80), ou seja

§P = 6Py + 0Puy + 6Py + 0P, (6.81)

A partir da parcela puramente mecénica da variacao da energia de deformacao (6.81)
pode-se identificar a parcela de rigidez puramente mecanica, composta por uma con-
tribuicao de rigidez de membrana e flexao [K7, ;] e cisalhamento transversal [Kg]. A
integracao no dominio plano, €2, do elemento e, das parcelas de membrana e flexao pode

ser esquematizada conforme segue

T
B™ A B L B™
[Kfnf]: / B/ B D F || BF |do, (6.82)
“ | BY¥S L F H B3/

Agregando as trés parcelas de deformagoes de membrana e flexao na matriz [Bfnf],

pode-se simplificar (6.82) como

)= [ [ ]

e

[Bfnf] ds, (6.83)

= W o>
S wllve
oo e

A integracdo no dominio plano das parcelas de cisalhamento transversal pode ser
esquematizada conforme segue
B~

x]=]
Q0 B2c6

B¢

T
Ac Dc
Q. (6.84)
BQC8

Dc Fc
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Agregando as duas parcelas de cisalhamento transversal na matriz [B¢], simplifica-se

(6.84) como

Ac Dc

I [Bj] Q. (6.85)

] -/ [B]

A integracao ao longo da espessura dos produtos entre as constantes materiais e a
coordenada z da origem as submatrizes [A], [B], [D], [F], [H] e [L], componentes da
matriz constitutiva puramente mecanica de membrana e flexdo do laminado, de ordem

9 x 9, cujas componentes sao obtidas através das expressoes

N N
A”:Z/ (o dz—Z[ g(zk—zk,l)}
k=1 " %k-1 k=1
By=Y" / 20 dz =53 [c;; (22 zg_l)}
k=1 " #k—1 k=1
Di; = Z/ SEACEEDY [Cg (3 zk_l)}
h=l k 1 .- (6.86)
O'k (o
Lz] - Z/ chij dz = Z Z |:C’L] (Z;i - Z;iil)]
k=1 " *k-1 k=1
N . | X
Fy = Z/ SACEEDY [0;'] (22 — zg,l)}
k=1 " %k-1 k=1
= - 6 o 1 ok 7 7
H;; = Z 2Cf dz = - Z [Cw (2 — zk_l)}
k=1 %k-1 k=1

com ¢,5 =1,2,6.

Igualmente, para a obtencao da matriz constitutiva puramente mecanica do laminado
de cisalhamento transverso, de ordem 4 X 4, tem-se que as submatrizes [Ac|, [Dc| e [Fc]

sao constituidas por componentes expressas como

N 2 N
Acy; = Z/ Cldz==3 [CiTjk(Z’f B Z’“‘l)}
k=1 Y %k-1 k=1
N 2 N
Tk 1 Tk
Dey =Y / 205 dz =33 [0 (= 2] (6.87)
k=1 Y ?k-1 k=1
N 2k N
Tk 1 Tk
Fey =3 / Acy de =230 [0 (- o)
k=1 " *k—1 k=1

com 1,7 =4,5.
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Logo, a contribui¢ao completa de rigidez puramente mecanica do elemento é represen-
tada na forma da matriz de rigidez puramente mecanica [K¢, |, de ordem ((7+ N)Nne +

npar) x ((7+ N)Nne + npar), obtida pela soma de [K5, ;] e [K¢].

A partir da parcela mecanica-eletricamente acoplada dP,, (6.76) da variacao da
energia de deformagao pode-se identificar a parcela de rigidez mecanica-eletricamente
acoplada, composta por uma contribuicao de rigidez acoplada de membrana e flexao

L&

m/—o € acoplada de cisalhamento transversal [K¢_ ]. A integracdo no domifnio plano

das parcelas acopladas de membrana e flexao pode ser esquematizada conforme

BOlE
e T 1 Npiez e
B™ O P O P B!
[ fnm]z/ B/ P Q P Q : dS2
| B R S R S BOnpie:”
Blnp'ieze
i (6.88)

Agregando as parcelas de deformacées e as parcelas de campo elétrico e definindo-se a
matriz constitutiva mecanica-eletricamente acoplada de membrana de flexao do laminado,
de ordem 9 x 6n,., formada pelas submatrizes [O]*, [P]*, [Q]*, [R]* e [S]*, independentes

para cada lamina piezelétrica k, simplifica-se (6.88) como

{ ;fﬂp] :/Q[ fnfr

As componentes das submatrizes [O], [P]*, [Q]*, [R]* e [S]* sdo dadas pelas ex-

lam

E"
dQ, (6.89)

& U O
w O T

Enpieze

pressoes

k—1
2k 1
b= / zzeff dz = = [e?jk(zz — zi_l)} (6.90)
Zk—1 3
Zk 1
Rl = / z3efjk dz = 1 [e”k(z,f z,i‘_l)}
Zp—1
2k 1
Sf] = / z4e;’f dz = - [eff (22 — 22_1)}
2k—1 5

com 7,7 = 1,2,6.
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A integracao no dominio plano das parcelas acopladas de cisalhamento transversal

pode ser esquematizada conforme

BOI
1 e 1311E
Bce piez
[KE@]:/ e T U T U : ey
Q. | B* V W V W .
Bonpiez
Blnpieze ]
] ~ (6.91)

Agregando as parcelas de deformacoes e as parcelas de campo elétrico e definindo-
se a matriz constitutiva mecanica-eletricamente acoplada de cisalhamento transversal do
laminado, de ordem 4 X 61, formada pelas submatrizes [T]*, [U]*, [V]* e [W]¥, também

independentes para cada lamina piezelétrica k, simplifica-se (6.91) como

o, (6.92)

Enpieze

As componentes das submatrizes [T]*, [U]*, [V]* e [W]* sdao dadas pelas expressoes

o (6.93)
V= / 226;; dz = 3 [e; (z} z;z_l)}
Rk—1
o 17
WZ]; = / z3eij dz = ) [%‘ (zﬁ z,f_l)]
Zk—1

com i,j =4,5.

Assim, obtém-se [Kf, | pela soma de [K;,,

J e K]
Igualmente, de (6.77), obtém-se a matriz rigidez elétrica-mecanicamente acoplada,
[K¢,], de forma semelhante ao exposto para a matriz de rigidez mecanica-eletricamente

acoplada, [K¢_]. Deve-se ressaltar que [K¢,] = [K¢ ]

Por fim, a matriz de rigidez puramente elétrica [sz] pode ser obtida a partir de

(6.78) pela integragao no plano conforme
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BOle BOle
Bllc ]311c

x| - / e 5 5 | ; dQ,

BOnpie=* X Y Tipies BOpie=*
Blnpiez Y Z

B]-npiezE

(6.94)

Agregando as parcelas de campo elétrico e definindo-se a matriz constitutiva pura-
mente elétrica do laminado, de ordem 61y, X 6Ny, formada pelas submatrizes [X’“],
[Y*] e [Z¥], para cada lamina piezelétrica k, simplifica-se (6.94) como

E" ' E"

lam
[Ke } - / : XY : dQ) (6.95)
L e, o Y Z o ‘ '
Enpiez Enpiez

As componentes da matriz constitutiva puramente elétrica do laminado sao expressas

conforme

2k
Xikj = / ij dz = ij(zk — Zk-1)

Zk—1

2k 1
Y= / Xy dz = 5 [ij(z;f - 22_1)} (6.96)
Fk—1

com 1,7 =1,2,3.

Assim, a matriz de rigidez total do elemento serd obtida somando as parcelas que sao

todas matrizes quadradas de mesmas dimensoes

K|+ K]+ [k - [k, ] =[x (6.97)
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6.7 Obtencao da matriz de inércia elementar

Do funcional do PVH tem-se que a energia cinética do sistema é dada pela expressao

K=— / puliidV (6.98)
14

Logo, a variacao da energia cinética é

K = — / pou’iidV (6.99)
\%4

Entao, a matriz de inércia elementar pode ser obtida desenvolvendo a expressao da

variacao da energia cinética a partir da insercao da discretizacao das variaveis.

Os deslocamentos generalizados das expansoes das componentes de deslocamentos
u, v e w, podem ser agrupados em vetores de acordo com a ordem da relacao com a

coordenada z, a maneira com que é feito para as deformagoes e para o campo elétrico.

U,O(Qf,,y,t) ¢x(x7yat) w?)x(xayvt)
{ux,0)} =4 Oz,y,t) p+238 dlx,yt) ¢ +2°8 gz, y,t) (6.100)
w'(z,y,t) 0 0

Seja a matriz de aproximacao das funcoes de deslocamentos mecanicos generalizados,
[N°] , cujo trecho relativo ao né no é semelhante ao exposto em (6.22), mas agora com
colunas nulas referentes aos parametros nodais correspondentes aos potenciais elétricos
nas laminas piezelétricas, respeitando a definicao do vetor de parametros elementares

(6.47).

Entao, considerando [N¢] também particionada de modo que se tenha [N| para os
deslocamentos no plano de referéncia, [N'°] para a rotacoes de primeira ordem e [N*]
para as rotagoes de ordem superior, pode-se reescrever a equacao (6.99) em termos das

aproximacoes das fungoes incégnitas como

0K = — / / { p| ((UN 4 20U N 4 35U N
e /2 (6.101)
(N + N0+ 2N | } dz dS,
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O produto distributivo entre as parcelas conduz a

0K = — / / p(FUTNYNT* 4+ 25U NN
Qe J2z
4 235U NY N3U® 4 26U NV NOe
1 225U NYNIUE + 240U N NS (6.102)
+ 235U N3 NOU® + 2450 N3 N1Ue
+ U NN | dz

Colocando em evidéncia, de um lado, a variagao dos deslocamentos nodais, e do outro,

o vetor de aceleragoes nodais e explicitando a integracao na direcao da espessura em cada

camada isoladamente tem-se a seguinte expressao

2k
§K = — / { > / [5U€T (PFNO'NO 4 pF2NO' N 4 pF2 N0 NP
Qe k=1 Zk—1

+ PPN NO 4+ pF 22NV N! + pF AN N3 (6.103)
+ PP PNPTND 4 P NPTNT 4 ,0"726N3TN3)I"JG} dz} s,
Retirando os vetores de parametros nodais da integral, uma vez que sao constantes,

e restringindo a integracao na direcao da espessura apenas aos termos dependentes de z,

pode-se reescrever a equagao (6.103) como

SK = —5U€T{ / {NOTpoNO + N p N 4+ N N3
Qe
+ N N® + NV p,N' + N p,N? (6.104)

+ N*" N + N* p,N' + N** p6N3} dQe}Ue

Na equacao (6.104) as massas generalizadas, po, p1, p2, pP3, Pa € pe, foram definidas

por
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N N
POZZ/ PdeZZPk(Zk—l—Zk)
pL= Z/ przdz =< Zp )
PzZZ/k 2dy == Zp S . —2)
k=1 Y ?k-1
N 2k
;0322/ 2dz =~ ZP L= %)
pr= Z/ pratdz = - Zp 12
po = Z/ prldz = Zp P12

(6.105)

Agrupando as parcelas das matrizes de aproximacao dos deslocamentos generaliza-
dos, [N¢] e introduzindo o cardter matricial as massas generalizadas através de matrizes

identidades [I] ou partes destas, tem-se finalmente a variagao da energia cinética

T
N Po[]3x3] P1 [13x2] PS[stz] N
ET .o e
(SK = —5U {/{; ]N'1 pl[[2><3] /)2[[2x2] p4[12><2] ]N'1 dQe}U
’ N°® P3[12x3] P4[12x2] P6[I2x2] N®

(6.106)

A integracao no dominio do elemento €, fornece a matriz de inércia elementar [M°]

[ Po Py Py
[M] — /Q e [N} P, P, P, [N} ds, (6.107)
P, P, Py

6.8 Obtencao das forcas elementares

Por fim, o dltimo componente do funcional do PVH é o trabalho das forcas externas

aplicadas ao sistema.

O trabalho virtual exteno é
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(5W:/5quvdV+/(5quSdS+ 5quP+/ (5g0TQdV—/(5<qudS (6.108)
v s v s

com QQ = 0 pois o material piezelétrico, como um dielétrico, nao apresenta carga elétrica

livre e sendo q a carga elétrica nos eletrodos de superficie do piezelétrico.

Os deslocamentos mecanicos sao discretizados na forma

u(x,t) = NYU(@¢) (6.109)

com NV sendo a parcela da matriz de aproximacao dos graus de liberdade elementares

referente aos deslocamentos mecanicos, e a funcao potencial elétrico

o(x,1) = N°U(t) (6.110)

com N¥ sendo a parcela da matriz de deslocamentos elementares referente aos potenci-
ais elétricos nas laminas piezelétricas, devendo-se lembrar que o vetor de deslocamentos

elementares U contém tantos os graus de liberdades mecanicos quanto os elétricos.

De maneira semelhante, as forcas mecanicas e as carga elétricas podem ser dis-

cretizadas no dominio do elemento, tal que

(6.111)

Assim, substituindo as func¢oes continuas na expressao do trabalho virtual externo

pelas funcoes discretizadas temos

oW = / S(NVU)'N/FY av + / J(NVU) 'N/FS ds

v s (6.112)

+6(NVU)FF - / J(N?p) ' NQ® dS
S

Colocando a variacao dos deslocamentos e do potencial elétrico em evidéncia temos
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os vetores de forgas nodais equivalentes

(6.113)

de maneira que a soma de todas estas parcelas fornece o vetor de forcas elementares
{F()}-

Portanto, reunindo as contribuicoes de todos os elementos tem-se o seguinte sistema

de equacoes

[M} {fl(t)} + [K} {U(t)} - {F(t)} (6.114)

Considerando que as solicitacoes externas nao variem no tempo, tem-se o sistema de

equacoes para o caso estatico

[K} {U} - {F} (6.115)

Devido a dependéncia linear entre as equagoes do sistema, consequéncia da estratégia
de enriquecimento polinomial sobre uma particao da unidade também polinomial, deve-se
utilizar um procedimento de solucao conveniente. Neste trabalho sera utilizado o Método

de Babuska, conforme detalhado no Apéndice B.
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7 Solucao analitica

Neste capitulo é desenvolvida uma solucao analitica para placas laminadas compostas
retangulares, mais especificamente placas simétricas cruzadas, com sensores e atuadores
piezelétricos, considerando as mesmas hipdteses cinematicas utilizadas para a formulagao

discretizada em Elementos Finitos Generalizados.

As equacoes governantes do fendmeno mecanica-eletricamente acoplado sao desen-
volvidas usando o Principio dos Trabalhos Virtuais, sob a restricao de que as propriedades
dos materiais sao independentes do campo elétrico, ou seja, sob a ética da piezeletricidade

linear.

Sao obtidas as equacgoes diferenciais do movimento a partir das quais, com a aplicacao
de expansoes em séries trigonométricas para aproximar os campos incognitos, o sistema de
equacoes diferenciais parciais se transforma num sistema de equacoes algébricas, estratégia

esta conhecida como Método de Navier.

7.1 Equacoes de equilibrio
Um corpo deformavel pode estar sujeito a forcas de corpo por unidade de volume

{F}={F F, F.} (7.1)

e a forgas de superficie por unidade de area

{T} = {Tﬂc Ty Tz}T (7-2)

referidas a um sistema de coordenadas cartesianas retangulares xyz.

As componentes de tensoes atuantes no interior do corpo podem ser expressas na

forma do vetor tensao com indices contraidos ou na notagao de Voigt como
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{U} = {Ux Oy Oz Tyz Tzz T:ch}T (73)
e devem satisfazer as Equacoes do Movimento de Cauchy
0o, 0Ty 0Ty, d?u
F,=p—
ox * dy 0z * p dt?
0Ty 0oy 0Ty, d*v
F,=p— 7.4
0Ty, 01y, 00, d>w
F, —_—
ox oy 0z + P

Aplicando o Principio de D’Alembert as equagoes do movimento, de modo que as
forcas de inércia podem ser incorporadas as forgas de corpo, constituindo um problema

estatico equivalente, tem-se

00y | OTpy | OToz  —=
ox dy 0z T Ee =0
OTyy  Ooy 0Ty,  —
et gLt e =0 (7.5)
0Ty, 01y, 0o,  —
F —
ox oy 0z T E=0

onde definem-se as forcas de corpo equivalentes por unidade de volume, F,, Fy, e F,

dadas por

— d*u
F,=F,— p—=

P
— d*v
— d*w
F,=F, —p—ro

P

Além disso, na superficie do corpo devem-se verificar as condi¢oes de equilibrio

0Ny + TayTly + ey = Tm
(7.7)

ToyNg + oyny +Tyon, =T

ToNg + Tyl +0.n, =T,

na regiao S, do contorno onde {T'} é aplicada e sendo {n} = {n, n, n.}* o vetor unitario

normal a superficie e apontando para fora da mesma.
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Para a formulacao do problema eletromecanicamente acoplado ainda é necessario
estabelecer que, se o material apresenta uma carga elétrica livre (), por unidade de volume,

o deslocamento elétrico é um campo vetorial com componentes

{D} ={D. D, D.}" (7.8)

o qual deve satisfazer a condi¢ao de equilibrio

oD, oD, 0D, —
ox dy 0z

no interior do corpo e

D,n, + Dyn, + D.n, =17, (7.10)

na regiao S, do contorno, onde existe uma carga elétrica livre g, por unidade de area.

7.2 Principio dos trabalhos virtuais

A expressao do balanco de trabalhos virtuais para o problema eletromecanicamente

acoplado é

- /V {0} {6} dV + /V {F}Y {ou} av + /S G{T}T{éu} ds

(7.11)
T O — q =
+/V{D} (B} dv+/era¢ av /5 7,06 dS =0

que deve ser satisfeita para qualquer du e d¢ cinematicamente admissiveis. A expressao
(7.11) é uma condicao necesséria e suficiente para que (7.5), (7.7), (7.9) e (7.10) sejam
satisfeitas. Uma vez que nao faz uso das equagoes constitutivas é, portanto, aplicavel a

um material qualquer definido por relagoes que envolvam {c}, {D}, {¢} e {E}.

Assim, pode-se identificar na equagao (7.11) a variagdo do trabalho virtual realizado

pelas forcas internas

Wiy = — /V ({0} (6} — (DY (5B} av (7.12)

e o trabalho virtual realizado pelas forcas externas
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SWoy = /S (TYT{5u} dS — /S 0.0 dS + /V ({F}T{(Su}—i—@eé(b) v (7.13)

Utiliza-se a relagao constitutiva e a relacao cinemética de ordem superior para repre-
sentar o trabalho virtual interno em termos das tensoes coplanares e deformacoes gene-
ralizadas de membrana e flexao e em termos das tensoes cisalhantes transversais e as
respectivas deformagcoes generalizadas (que também é obtida na equacao (6.64), pagina
98)

SW; = — /V {[ ({6} + 2{0K} + 2*{0rs})" {0}

(7.14)
+ ({07°) + 22{or2}) {7} — {6E}T{D} } } dv

Efetuando os produtos na equagao (7.14) e separando as integrais de superficie (§2) e

ao longo da espessura do laminado

oW, = — /Q /Z <{550}T{0} + 2{6k} {0} + 2*{0K3} {0}

(7.15)
+ {0} {r} + 22 {0k} {7} — {9E}"{D}) dz a2

Efetua-se a integral em z e utilizam-se as defini¢oes dos esforgos generalizados { N},

{M}v {M3}7 {Q} e {Q2}

oW, = — / /y ({(550}T{N}+{(5/<;}T{M}+{5/<;3}T{M3}

{0V {Q} + {0k} {Qa}) dy da (7.16)
+ Z / " OB} (D} dz dy do
k=1 YT YY S 2k-1

No dltimo termo de (7.15), a integral na espessura do laminado foi substituida por

uma soma de integrais ao longo das ny;.. laminas piezelétricas.

O potencial elétrico na lamina piezelétrica k é aproximado na direcao da espessura na

forma

p®(2) = Pr-1 (7.17)
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onde pr_1 é o valor do potencial na superficie inferior da lamina piezelétrica k.

De forma andloga ao que foi feito para o campo de deformagoes, o vetor campo elétrico
também é aproximado ao longo da espessura de cada lamina piezelétrica por uma funcao

linear, seccionalmente continua. No presente caso, como temos a defini¢ao

E® = —vph(2) (7.18)

as componentes coplanares, F, e F,, sao aproximadas de forma linear e a componente

transversal E, por uma constante, isto é

B (k) o atgk—1 o 5 (k) . k
{ Ey } B ( hu ) e ( I ) { B, } = (h—k>{Ep}< ) (7.19)
dy v

B = P (7.20)
hy

de forma que a equagao da variagao do trabalho virtual interno em (7.16) pode ser reescrita

CcOo1mo

oW, = — / / ({550}T{N}+{6/@}T{M}+{5m3}T{M3}
+{07°Y{Q} + {0k} (@2} ) dy d (7.21)

+> / / ({5Ep}(k)T{L}(k) +5¢k_1Jk) dy dzx
k=1 v*Y

Os esforgos generalizados sao definidos como

) ( )
=4 N bo / o, b dz (7.22)
—h/2
ny ), W
) ( )
{M}y=4 M, ;= / § o, pzdz (7.23)
~h/2
My ( T2y )
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«A4éx h/2 Oy
My =4 My, §= / o, b2 dz (7.24)
“h)2
A4éxy Ty

ne (-
{Q} :{ gy }: /_W{ Tyz } dz (7.25)
m2 (o
{Q:} ={ gQ‘y }= /_m{ Ty }22 dz (7.26)
(k) Ly " *oz—z\ | Do "
(=0’ :/k< " ) . dz (7.27)

2k ng)
R,

Ji =

Zk—1

dz (7.28)

Por sua vez, o trabalho virtual das forgas externas pode ser escrito como na
equagao (7.29). Para tanto, considera-se que o corpo seja solicitado por forgas distribuidas
na face superior {,, G,, 4.}, na face inferior {g,, G;, g;.} e nas bordas {T', T,s T.}, onde
n e s representam a direcao normal e tangencial ao contorno, respectivamente. Admite-se
que Q. = 0, visto que o material é piezelétrico, dielétrico por natureza, e ndao apresenta
carga livre, e denota-se por g, a carga elétrica livre distribuida na face inferior da

camada piezelétrica k (por convencao neste trabalho)

oW, = ///(Fvéux + F,0u, + F.éu,) dz dy dx
zJyJz

v / [qwauxw/z)wsyauy(h/z)+asz<suz<h/2>

(7.29)
+ G, 0u.(—h/2) + Giy5uy(—h/2) + G, 0u,(—h/2)| dy dx

Npiez h/2 . o o
_ Z //Gekégpk_l dy dx —1—/ / (Thou, + Thsdus + Tyouy) dz ds
k=1 o=

h/2

onde I', denota o contorno da superficie de referéncia que intercepta a borda com car-
regamento externo aplicado, e du,, e du, sdo as componentes do deslocamento virtual nas
diregoes normal e tangencial, n e s, respectivamente. E importante observar que ¢ é

nulo na face superior de cada lamina piezelétrica, impedindo assim que a carga elétrica
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ali distribuida realize trabalho.

A seguir, substituem-se os campos incognitos pelas expressoes dadas nas relagoes

cinemaéticas (6.5), pagina 78, isto é

Sy = 0u’ + 2610, + 23613,
Suy = 00 + 209, + 23613,
ou, = ow’

2y — 2
dp = < khk )590k1

Definem-se as componentes de deslocamentos nas dire¢oes normal e tangencial ao

(7.30)

contorno da superficie de referéncia

o, = dugy, + 201, + 235¢3n

(7.31)
Sty = Sugs + 200, + 2303,

e considera-se a defini¢ao das forcas de corpo equivalentes (7.6), pagina 114, de forma que

pode-se reescrever a variacao do trabalho virtual externo como

SW, — /C/Q]C ) (00 + 260, + 2200s,)

)((51} + 200, + 2 52/13y) ( — pw )((5w0) dz dy dx

//{%JM—k ﬁ%+()6w4

+ Gy sv° +

+ Gy |00’ +
tie ] (7.32)

(

o+
+7, 5v0+(—ﬁ)6wy+<—ﬁ ’

)}

/ / [ 5u0n ¥ 200, + 2 wgn)

T s ((5u05 + 2015 + 231035) +T,. <(5w0> } dz ds
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Novamente é evidenciada a integracao na espessura dos termos dependentes da respec-
tiva coordenada e colocando em evidéncia as variagoes dos deslocamentos generalizados

a expressao da variacao do trabalho virtual externo toma a forma

h/2 h/2
oW, = // { {qsx + G, + / dez] Su’ + [qsy + Gy + / Fydz] 5°
—h/2 —h/2

-+%+%+/jg@kw+K@@f(9%+/fuw4wz
L —h/2 —h/2
(G- s [ ]

+ (%S)a - (%3)6 + / :z z3dez] Sl

h/2

[ /h3 h3\_ 3
* ( >q5y (@)qiﬁ/hﬂz Fydz] 5¢3y} dy dx
h/2 ) h/2 ) h/2
//{[ (/ pdz>+wx(/ zpdz)—l—ng(/ z%dz)]éuo
zJy —h/2 —h/2 —h/2
h/2 ) h/2 ) h/2
+ UO(/ pdz)—kwy(/ zZp dz)—i-wgy(/ 22p dz)]évo
i h/2 —h/2 —h/2
h/2
)] Sw®
h/2
h/2 ) h/2 ) h/2
2p dz) + %(/ 22p dz) + ¢3x< 2p dz)} 81y
h/2 —h/2 —h/2

' h/z vy ) h/2
+ ( 2p dz) + @Dy(/ 22p dz) + ¢3y( 2*p dz) 31y

+ | 0°
(7.33)

+
Q

—h/2 —h/2 —h/2

h/2 ) h/2 ) h/2
z pdz> +¢z(/ 2p dz) —1—1/1390( z pdz)}éz/}gx
h/2 —h/2 —h/2
- h/2 ) h/2 ) h/2
+ v(/ zpdz)—i—z%(/ z4pdz>+1/)3y< 2%p dz }5@/)9@} dy dx
h/2 —h/2 —h/2
—_ Z //qek(sgok 1 dy dx
h/2 h/2 h/2
+ / { ( / Tndz)éu(m—l— ( / zTndz)(wn—l— < / Z3Tndz>5¢3n
. —h/2 —h/2 —h/2
h/2 h/2 h/2
+ (/ Tnsdz) Ougs + (/ zTnsdz) 0 + (/ zSTnsdz) 034
—h/2 —h/2 —h/2
h/2
+ </ dez> Sw’ ]ds
—h/2

de onde se pode identificar que a segunda integral é o trabalho virtual das forcas de

+ [a

inércia.
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Logo, reunindo-se a expressao da variagdo do trabalho virtual interno (7.21) a ex-
pressao da variagao do trabalho virtual externo (7.33) tem-se a expressao do principio dos

trabalhos virtuais

- / / ({&OF{N} T {6k)T (M) + {0ms) (M) + {67°)7{Q) + {5ﬂz}T{Qz}) dy d
+ ({5E YR 4 Sy J) dy da

; /x/y D k—1Yk
+ / / (ﬁméuo + 00" + 70w’ — Mp0thy + My6t, — Mads, + m3y531> dy dx

- / / (fxauO 000 2000 4 Frabthn 4 FrgOty + FomaOtia + fgmyawsy) dy dz

Npiez
— Z //qekégpk_l dy dz+
k=1 Y%YY

/ (Nnéuﬂn + Mn(swn + M3n5w3n + anéul)s + Mnséws + M?ms(sw&s + @n5w0> dS = 0

o

(7.34)

onde a primeira integral corresponde a energia potencial de deformacao mecanica, a se-
gunda a energia potencial associada ao campo elétrico, a terceira integral compreende
o trabalho realizado pelas forcas de superficie e pelas forcas de corpo, a quarta integral
corresponde a energia cinética, a quinta integral diz respeito ao trabalho externo realizado
pelas cargas elétricas e, finalmente, a sexta integral corresponde ao trabalho externo rea-

lizado pelas forcas no contorno.

Em (7.34) foram definidas as seguintes forgas generalizadas no dominio plano

h/2 h/2
6$ :qsz—i_qm_‘_/ deZ, ay :qsy—{_qiy—i_/ Fde
—h/2 —h/2

h/2
—h/2

my = E(qsx - qzm) + / ZdeZa My = —§<§Sy - azy) — / ZFde
—h/2 —h/2
h3 h/2 B3 h/2
m?’y = §(65$ - qzax) + /_h/g ZSdeZ7 mz, = —g(qsy - Gzy) — /_h/2 ZngdZ

as forcas generalizadas aplicadas no contorno
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. h/2 L h/2 L h/2
N, = / T,dz, M, = / 2T,dz, M, = / 2T,dz

h/2 h/2 h/2
o h/2 o h/2 L h/2
an = / Tnsdz7 Mns = / ZTnst> M?ms = / ZngSdZ (736)
—h/2 —h/2 —h/2
. h/2
Q, = / T,.dz
—h/2

e as forcas generalizadas de inércia

fo =10 + Vupr + Vsops,  fy = po + Yyp1 + Vayps, [ =10"po
fme = @0p1 + %Pz + ¢3x;047 Sy = p1 + @ypz + ¢3yp4 (7.37)
Jame = ﬁOIOS + %m =+ ¢3xp6a f3my = i}OPS + &yp4 + 7%3yp6

sendo ainda necessario para estas tultimas a definicao dos momentos de massa genera-

lizados (7.38)

h/2

{po; p1; pa; p3; pas ps } =/ p {152 2% 2% 2% 2% dz (7.38)
—h/2

Usando as relagoes deformagoes-deslocamentos lineares (6.6), pagina 78, pode-se escre-
ver a expressao dos trabalhos virtuais somente em termos de deslocamentos generalizados

e de suas derivadas em relacao as coordenadas planas

_ / / {Nxéuo,x FN, 000, 4 Ny (510, 160", ) + MyGths s + Myoihy,
zJy

+ Mxy((sd}:c,y + 6wy,x) + MSxéd}Sx,x + MSy(S,@Z}Sy,y + MSxy((sw?)x,y + 6¢3y,a})+

Qy (6, + 5u’,,) + Qu(0hy + 6w, ) + Qay(30¢3,) + ng(séng)} dy dx
+ ”PZ // (L:(ck)égpk_l’x + Lék)5gpk717y + Jk590k1> dy dz
k=1v%7Y
+ // (qr‘suo +q,00° + q,0w° — 00, + My0¢, — Msadsy + m3z53y> dy dx
zJy
-/ (fx5u0 1,000+ L0+ frnata + g0y + O + fmgyawgy) dy dz
zJy

- Z //qekégpk—l dy dl’ +/ <Nn5u0n + Mnéwn +M3n5w3n
k=1 vTYY Iy

+ Nostgs + M 0s + M, dt)ss + @néwo) ds =0

(7.39)
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Em seguida, objetivando a remocao das derivacoes das variacoes dos deslocamentos
generalizados nas parcelas da energia potencial de deformagao, aplica-se a versao do Teo-

rema da Divergéncia para func¢oes de duas varidveis, conforme MENDONGA (2005)

oh

dg
Q%gdﬁ—/rgh%dS—/Fh%dQ (7.40)

(0 que ¢é analogamente vélido para a derivada com relagao a coordenada y) onde n, e n,

sao as componentes do vetor n normal ao contorno T'.

Portanto, a expressao do Principio dos Trabalhos Virtuais em termos somente das

variacoes dos deslocamentos generalizados é

/ / {(NM + Ny + 3, — fx> Su0 + <N$y,x + Ny +17, — fy> 500+

zJy

(Qx,y + Qy,m + Gz - fw)5w0 + <Mx,x + M:py,y - Qm + my - fm:p)5¢x+

(Mxy,x + My,y - Qy - mx - fmy) 51/’1; + (M3JC,CE + M3my,y - 3Q2m + m3y - f3mw> 5¢3m+

(M3.Iy,$ + MSy,y - 3Q2y - m?)x - f3my) 51/}3y:| dy dx

-2 / / (L9 + L) = T+ G )iy dy da
k=1 YT YY

+ / (Nyavo 4 Ny 0u® + M, 0wy + Maydtby + Msytbsy + Magydtbss + Q. 5w0> .
I

- / (N0 4+ Nyy0® - Moty + Moty + Mapdthsy + Mgty + Qo) dy

r
— Z/k L;k)&pk_lquL Z/ L;k)égok_ldy
p JT® k=1 7T

e (k)
+ / (Nn(suOn + Mné,lvbn + MSndw?m + an(suOs + Mns(sws + Hi’mséwi’)s + @néw()) dS = 0

(7.41)

Para simplificar as parcelas de integracao no contorno consideram-se, primeiramente,

as relagoes

dx = —ds sen o = —ds n,
(7.42)
dy = ds cos a = ds n,

e a relacao das variacoes das componentes de deslocamentos du” e 6v° em termos de duq,,



7.2 Principio dos trabalhos virtuais 124

dugs € do angulo « entre os eixos zy e ns

Su’ = dug, cos o — dugs sen o = gy — dpsny
(7.43)
500 = dug, sen o + Jugs cos o = UMy + dUpsNy

Adicionalmente, tem-se para as rotacoes de primeira ordem e de ordem superior

OV = 0hnng — 09sny
0y = dpny + 05,
03y = 03pny — 5@/)35”::;
03y = 03, my + 035Ny

(7.44)

Assim, a substituicao das variacoes dos deslocamentos generalizados expressas em
termos de componentes no contorno (7.43) e (7.44) nas integrais de contorno em (7.41)

resulta em

/ / {(Nm + Nuyy +q, — fm>(5u0 + (ny,x + Nyy + 7, — fy>5v°

zJy

+ <Qx,y + Qy,x + az - fw>5w0 + (Mx,a: + Mxy,y - Qaz + my - fmx) 5¢x

+ <M:r:y,x + My,y - Qy - mx - fmy) (5% + <M3x,:c + MS:r:y,y - 3@290 + mSy - fdmx)éw&:

+ (M?;xy,:r + Msy, — 3Q2y — M3y — f3my)5¢3y} dy dx
- Z / / (L5 + L) = I+ T ) Oprr dy do
k=1 vTvY
— /F {Nl, <5u0nnx — 5uosny> + Ngy <5u0nny + 5u05n$> + M, <5¢nnx — 5¢5ny> +
May (006, + 816 ) + Moy (805ume — sy ) + Moy (806smy + in ) + anwO] dy
+ /r {Ny <(5u0nny + 5u05nx> + Ny <(5u0nnx — (5u05ny) + M, ((wnny + 6w8nx> +

May (806 = 0ogmy ) + May (8030my + 00bssne ) + Moy (8tsnme = sgm, ) + Qxéwo] dz

Npiez Npiez

+) / LF Sy dz+ Y / L9601 dy
i JT® T JT®

+ / (Nnéu()n + Mn5¢n + M3n53n + andu()s + Mn85¢s + M3n85¢3s + Qndwo) ds = 0

(7.45)
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onde I', T'®) e T'? definem, respectivamente, o contorno da superficie média do laminado,
o contorno da face inferior da camada piezelétrica k e o contorno da superficie média que

intercepta a borda com forgas externas aplicadas.

Reescrevendo somente as duas primeiras integrais no contorno, fazendo-se a substi-

tuicao de dx por n,ds e dy por —n,ds, tem-se

I=- / <Nx(5u0nnz — Nadugsny + Naydtonny + Noyouosna+
T

M$5¢nnz - Mz5¢sny + M:vyéwnny + Mwy(sqvbsnz"i_
M3z5w3nn$ - M3z6w35ny + M3xy5,¢)3nny + M3:cy5¢3sna; + Qy5w0> (nz) dS—I—
(7.46)
/ (Ny5u0nny + Nyougsng + NyyOtionny — Nyydugsny,+
T

M, ovpuny + Myohsng + Myyotppng — Myydthsn,+
M3y5¢3nny + M3y5w35n9c + M3xy5w3nnx - MSxy(sQ/}ZSsny - Qméw()) <_ny> ds

Fazendo o produto distributivo e reagrupando os termos em funcao dos deslocamentos

generalizados tem-se, apds rearranjo dos termos

— / {( — Npn? — Nynz — Nyy(2n,ny) + Nn> OUgp~+
r
Nyngny, — Nyngn, — ny(ni — nf/) + an) Ougs+

— Mn2 — Myn? — M,,(2n,n,) + Mn> 0+

— Myun? — Myyn? — My, (2n,n,) + MB”) Sthg+ (7.47)

1
(Mxnxny — M,nyn, — M$y(ni — ”32;) + M,w) 0+
(Mgmnzny — Mz,nzn, — Mag, (n2 — ”5) + Mgns)(Wss—i—

Q, + Qu + Qn>5w°} ds—

Z/ Lg(,k)(s@k—ldx-i- Z/ L;k)égok_ldy
_ k=1 /T

(k)

Portanto, a expressao do Principio do Trabalhos Virtuais (7.41) para um segmento

genérico de contorno ds é
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I/ [(N  Nayy +0, — £ )00+ (Nuga 4 Nyy 43, — 1,) 50
zJy

4 (Quy + Qua 4T, — fu) 5+ (Mo Mayy = Qu 71, — fine )50

+ <Mxy,a: + My,y - Qy - mx - fmy) 5¢y + (M?mc,a: + MSacy,y - 3@290 + mSy - f3m:c>5¢3w

+ <M3xy,a: ‘|‘ M3y,y - 3Q2y - mgm - f3my> 5%4 dy d,ﬁL’

- ni: // (L(z’f% + L) — Ji +§ek>5sok_1 dy dx

k=1 YTYY
[ (0= W+ (N = W+ (Qu = @)
(Mn _ Mn) St + (Mns — Mns) St + (Mgn . Mgn) Sthan

Npiez

+ <M3n5 - M3n5>5¢3n5:| ds + Z / Lglk)(swk_lds =0
k=1 /T®

Nesta expressao foram identificados os esforgos no contorno

N,
2 2 z
N, _ n; ny, 2n,n, N
y
Ny —Ngly  NgNy ni — nz
\ Nzy
(
M,
M, n2 n2  2ngn,
= Y M,
M, - 2 _ p2 Y
ns NaMy  Ngly Ny — Ny u
\ xy
(
M;
2 2 x
Ms,, _ ng n, 2ngn, M
M. - 2 p2 o
3ns NaMy MMy NG — N,
Ms,,

Qn = anm + Qyny
LW = k) 4 L(k)ny

n T Y

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

Finalmente, em virtude da arbitrariedade e independéncia dos campos du°, v, dw,

0y, 01y, 013, € 61P3, no dominio e no contorno, aplica-se o Lema Fundamental do Cdlculo

Variacional, que permite identificar, a partir das integrais no dominio da (7.48), o seguinte
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conjunto de equagoes diferenciais do movimento em termos de esfor¢os (mecanicos

e elétricos), forcas de campo e de inércia generalizados

ON, ON,, _
ox + y =1
(9ny 3Ny _
e "oy T
Q. 0Q, _
ox * oy +a. =)
OM, — OM,, -
895 + ay _Qx+my_fmx (7 53)
8Mxy+aMy_Q = .
ox Jy v ‘ i
OMs,  OMs;, _
a; + a; L — 3@2:1: + msy = mex
OMs, oM. __
6; Y + ay3y - 3Q2y — M3y = f3my
oL¥ oLP ~
al‘ + ay - Jk; + Qek - O

e a partir das integrais no contorno, o seguinte conjunto de condicoes de contorno

variacionalmente consistentes

Nn: n an:NnS Qn_Qn
L L o (7.54)
Mn = Mn Mns = Mns M?m - MSn MSns = MSns
em I', da superficie média e
L® =0 (7.55)

em ng) da face inferior de cada camada piezelétrica k.

Se for considerada a existéncia de carga elétrica livre distribuida na superficie lateral

I'®) que contorna a camada k, a condicio tornar-se-ia L%k) = Ef,’j).
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7.3 Equacoes constitutivas do laminado piezelétrico

As equacoes constitutivas do laminado relacionam os esforgos internos generalizados
as deformagoes generalizadas. Cada lamina é adimitida como sendo constituida de um
material transversalmente isotrépico e as relacoes constitutivas expressas nas equagoes

(6.52) e (6.58) sao validas para a k-ésima lamina nas coordenadas do problema.

Apesar das deformagoes coplanares serem continuas através da espessura, as corres-
pondentes tensoes nao sao, em virtude da mudanca dos coeficientes materiais de uma

lamina para outra e portanto, a integragao na espessura ¢ efetuada lamina a lamina.

A relagao constitutivas (6.52) pode ser desmembrada como a seguir, em tensoes de
membrana e flexao, tensoes de cisalhamento transversal e deslocamentos elétricos, para

uma lamina k

(k) (k) (k) (k) (k)

Oz Cn Ci2 Cis Ex 0 0 es3 —E,
Oy = 012 022 026 Ey + 0 0 eso —Ey (7.56)
Tay Cis O Ces Vay 0 0 es —FE,
(k)
(k) (k) (k) —-E,
Tyz _ Cu Cus Vyz n el e 0 —Ey (7.57)
Tz Cuss Css Vaz ers €5 0
—E.
p N
Ex
(k) (k)
D, 0 0 eu es 0 Ey X1t xiz2 O -k,
D, =1 0 0 e €35 0 Yoz (T | X1z x22 0 —Ey
D, ez1 ez 0 0 ez Vaz 0 0 xs3 —F,
\ 'ny J
(7.58)

Utilizando as defini¢oes dos esforgos generalizados, equagoes (7.22) - (7.28), as relagoes
deformagoes - deslocamentos, equagoes (6.6), as relagoes campos elétricos - potenciais,
(7.19) e (7.20), e as relagbes constitutivas, (7.56) - (7.58), pode-se definir as relagdes
constitutivas do laminado, que envolvem os esforgos generalizados e as deformagoes gen-

eralizadas
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N, N . CH 012 016 2’52 + 2Ky + 231'13@
Ny :Z/ 012 022 026 €2+Zliy+231{3y
ny h=t o 016 026 066 ’ng+ZI{xy+Z3/€3xy
(k)
€31
Pr—1
Ty e <_ I ) d
€36
o (o )
ox Blﬁ ox (759)
o’ Py
ay BQﬁ 8y
ou’ N o’ B Iy N Iy
[ dy  Ox Oy Oz )
( 8@0351: )
(k)
Ly Ly Ly 8(356 Npies €31
3
+ | Lio Ly Lo ayy - €32 Pr—1
Ly Las Les O3, n 03y, h=t €36
\ (9y 81‘ )
(k) 0 3
Mm N . CH 012 016 €, + 2Ky + 2" K3y
My = Z/ 012 OQQ 026 52 + ZRy + Zgligy
Mxy k=t o 016 026 066 ’ng+2/€xy+z3/€3xy
(k)
€31
hy,
€36
(o (o)
By Bi Bu o Dy Diz Dig 835 (7.60)
v
= | Bia By B 8_y + | Dia Dy Dy a_yy
Bis Bas  Beg ol o Dig Dag D oY, +81py
| 3y "o oy 0, )
( a¢3x )
(k)
Fy Fip Fig a(?f pies | €31 )
3
+ | Fi2 Fa Iy ayy P~ Z €32 @kflﬁ('zi — 2i1)
Fig Fas Fes O3y N Oy, = ese
L Oy or )
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r (k) 0 5
]\4327 N o CH 012 CIG €, + 2Ky + 2" K3y
ng = Z/ 012 022 026 52 + ZRy + Zgligy
-1 Y %k-1
Mg,y = i Cis Ca Coo ’ng + 2Ky + 2% Kaay
r (k)
€31
Pr—1
T e <_ I, ) e
[ €36
auo ) ( awm )
Lyy L Ly gxo Fii Fi2 Fig 88126 (7.61)
_ gv Py
= | Lo Loy Log By + | Fia Fy Fy oy
Lig Los Les o o Fig Fa Fes 0, N 0y,
| oy "o ) g 0,
( 0¢3x )
(k)
Hyy Hyy Hig 8?/)x Npies €31 1
3
+ | Hia Hy Hog (9yy - Z €32 Spkflm(zli_zlil)
Hyg Hy Heg O3, N 03y, k=l €36
\ 8y 8[[‘ y,
N z 0
Qy | Z/ r Cu Cy Vy> T 27 K2yz
Qa} k=1 Y %k—1 045 055 ’ng +z Rogzz
(k)
n €14 €24 (Zk - Z) Ey, d
€15 €95 kk: Epy
ow°
—_— 7.62
| Acus Acys Yot dy Deyy Deys 3thzy (7.62)
Acys  Acss Ve + ow’ Dcys  Decss 3934
T Ox
o (k) Dopr—1 (%)
—~ | €11 e D, ox
+ 2\ 0
—1 | €15 €25 2 Pr—1
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044 045

(k) 0 5
’sz + z ﬁ2yz
Cs5 Css Y, + 2% Kog,

(k)
€14 €24 (Zk - Z) Epz 22
€15 €25 K E,,

a 0
| Dcas Deys Yot Fey Fegs 313y (7.63)
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Npiez T (k) 4 3 4
€14 €924 1 Zk Zk2L_q Zp_1 or
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(k)

(k)
L, B / * €14 €24
{ L, } Zk—1 [ €15 €25
(k)
X111 X12 (zk - z) E,, (z — zk)
- dz
X12  X22 Pk E,, hy,

ow’
(k) il
_ Iy | en ens Yot 0y
2 €oy €95 awo (7.64)
waz + =
ox
4 A (k)
_ i(_k Zka 1 Zk:—l) €14 €15 393y
h 12 4 €24 €25 3134
I , (k) Opr_1
1(k+zz 2, 21 ) X1t X12 Ox
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hi \ 3 3 X12  X22 %
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( k)T

_— €31 82 + ZRy —+ Zsligr (k)
Jp = / e €32 52 + 2Ky + 2°K3y + %@k_l dz
zr-1 1k 0 3 k
L €36 Fyany + Z"{xy +z ngy
( ou’ ) ( N, A
il i
€31 0 €31
ov 1, 9 Oy
=9 €3 8_y + %(Zk — 2, 1) § es 8_y
€36 o’ O €36 oL n Oy
\ 8_y * % ) \ 5)y 8x )
( aw&v )
(k)T or
1 €31 aw (k)
3y X
+ 4_hk(z’§ —Zp_1) S e oy + hi,j k-1
€36 31/131 + 3¢3y
L Oy ox )

(7.65)

7.4 Equacoes do movimento em termos de desloca-
mentos generalizados

As equagoes do movimento do problema em anélise sao obtidas em termos dos deslo-
camentos generalizados substituindo as relagoes constitutivas em termos de esforgos gene-
ralizados (7.59) - (7.65), no conjunto de equagoes diferenciais do movimento (7.53) e

levando-se em conta as relagoes deformagoes-deslocamentos generalizados (6.7) e (6.9)

An %2;20 + 246 g;g(; + Ass 8;;20 + Alﬁ% + (Ar2 + Age) g;g; + A 8;;}0
+ BH% + 2316% + B%a;—;b; + Bis a;;/]j + (Bya + B%)% + Bas a;;;y
+ L11% + 2L g?g; + Les 821523:5 + L6 a;i};y + (L12 + Les) gzg; 26 a;;fsy
I .
k=1 k=1

(7.66)
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a2u0 aQUO a2u0 82U0 azvo aZUO
Ae 922 + (Arz +A66)a oy + Ass—— 0 + Aes— 922 + 214268 ay + Aspp—— 01
0? 0%, 0%, 0? 0? 0?
+ Bis 817&2 + (B2 + 366)a g + B%@—;é + Bes 8%} + 23266 gy + Baa a;éy
82¢3x a ¢3ac a ¢3:c a2¢3 a 1/)3 827703
—+ LIGW —+ (L12 -+ LGG) B a -+ L26 ayg + L66 pe 2y —+ 2L26 Oz 85 + L22 ay2y
Npiez a Npiez a B
(k Pr—1 k) OPE-1 | —
- S _2632 oy +q, = fy
k=1 k=1
(7.67)
o, o, 0 0 9*w’ 9w 9w’
Acss ;} + Acys aq/; + Acys gﬂy + Acyy ;;y + Acss——- 52 -1—214645a 9y + Acyy——- e
+3DC55 g}s + 3DC45 g; + 3Dc Cy4 g;y + 3Dc C45 g}gy
Npiez h a Npiez h 82 B Npiez h a B
k) Ik O"Pk—1 (k) "k 0" Pk—1 (k)W O Pr—1 |
+Zl52 O +Z< )5 amay+k§€242 gy "=
(7.68)
9%*ul 0*u’ 9%*u’ 9?0 0?00 9%°
Biu—— 902 T 23168 3y + BGGa_yZ + Bmw + (B2 + BGG)axay + Bag B
1), 0%y O*1y 9% 9% 9%
+ D11 6 B + 2D16a a + D66W + DwaTZy + (D12 + D66) axaz + D26 ale/
a w?xv 8 1/}390 a wSx 821/}3 321#3 32”¢3
+ Fii—4—- 52 +2F166 Dy + Foo— 5 B + Fie o 2y+(F12+F66)ava+ 82y
ow" ow"
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s dor 1 o= k) 1 Opr—1
2 2 2
- Z 631 2h Zk;—1)w - ; €36 Q_hk(zk - Zk—l)a—y

hkagﬁk1 hka@kl __
Z 152 Oz _; 252 By my:fmz

(7.69)
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82 0 a2u0 azuo 821)0 a2UO 821]0
022 (312+B66)aa +82682+B665’2+23268(9 +32282

0%, 0y 0y 0% 0% 0%
52 T (D12 + Des) 5 + D + Degs o —— + 2Dy 8338; + Da 8y2y

oxdy 0 oy
a ¢3x 8 ¢3az 32¢3x 8 ¢3y a2¢3y 82¢3y
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Npiez
1
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(7.70)

82 0 82 0 32 0 82 0 82 0 02 0
auz +2L16a g + Lo 8:2 +L168_02+(L12+L66)x—vy+11 2
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02 00y B 02
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gz T 2H g8, 922

ow’ ow®
— 3Dcysy — 3DC458_y —3Dcs51, — 3DC556_ — 9F cy5ths3y — 9F cs51)3,

Lll

+ I —— +2F 65— + Foee—=— + Fis + (Fh2 + Fee)

+Hy——

K 1 or1 o= (i 1 Dpr_1
- e )—k(zﬁ—ziﬁ_l) =D g ) g

ox
il 1 Z: zkzk 1 aQDk 1 8@0k 1 _
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(7.71)
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0*ul 0*u® 0*u® %" %0 %"
o7 —1-([42+L66)a ay + Los—— 0 +L668 5 —i‘zL%a oy

01, 0%, 0? 0? 0?
+ (Fi2 + Fos) 57— v + Fa Ld + Fos aléy +2F268;§Z + Fa 8;?

Dz 0y 0y?
a ¢3x 8 ¢3x a 77D3y 8 1/]3y
D22 D20y
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— 3Dcytpy — 3DC448_y — 3Dcys1), — 3DC45% — 9F cyq3y — I Ca513,
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+ Fig aqﬂz
8 1/)333
0x?

+H16 +H26 +H66

+ 2Hy

+ H22

g 1 0vr_1 L 1 0pr_1
=D et g Gk~ s Ty~ D e G s T
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<1z a2 (k) OPr—1 (k) OPr—1
ST (TR Tl ) (3 3e! s = fam
(12 3 o) (3 e dy e = fomy
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aw 02 0
k) T (k)
or te €15 or 9.2

o *w®
_?( W gy O g

WO, WO 0 0w 0)

+15

+24a_y+ 2482+258 +25axay

1 (2 2z | Zae (k) O3y (k) O3e (k) O3y (k) O30
— - 3e 3 3 + 3e
e (12 5 g )\, T T ot s

1 (% % K %11 K Pr1 K k-1
+3 (_k +2k2pog — Bk — Tl> <X§1) 2 + 2X§2) D10y + XgQ) Oy2

_ ( 8u (k) 8v (k) 8u (k) (9@ >

6318 +326 +368 +368

1 VO Oy (kO N
_(Q_hk(zz_zlz ))(egj a +e 32 ay+ 36 a + 3Z)ay)

1 Mse (1 Osy () Osa O X
_( (24_ h 1)) <€§1 a; + 32 a3y+ 36 8; +€i(’)]g) a;y ]j]j
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(7.73)

7.5 Solucao de Navier

Considera-se o problema de uma placa laminada retangular, de lados a e b, como
na Figura 7, simplesmente apoiada nos quatro bordos, submetida a um carregamento

transversal normal, aplicado sobre a superficie superior.

No Método de Navier os deslocamentos generalizados desconhecidos sao adimitidos

como expansoes na forma de séries trigonométricas nas dire¢oes coplanares, que satisfazem
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a todas condicoes de contorno e as equacoes diferenciais do movimento do problema.

Nesta secao serda demonstrado que é possivel determinar uma solucao deste tipo
para alguns casos de laminado com camadas piezelétricas, consistente com os modelos
cineméaticos adotados, isto ¢, campo de deslocamentos de ordem superior ao longo da

espessura e potencial elétrico linear seccionalmente continuo.

As condigoes de contorno que se buscam satisfazer sao mostradas na Figura 7.

Ve=wl=yy=y3y=0

b i/NX:MX:Mb(:O

/ ¢k = 0 (sensor)

Ve=we=wyy=wiy=0 |l X

Nx=Mx=Msx=0 a

¢k = 0 (sensor) \
uwC=wl=yx=y3xx=0

NyZMy=M3y=0

¢k = 0 (sensor)

Figura 7: Placa simplesmente apoiada nos quatro bordos e condicoes de contorno.

Mostra-se que sob certas condicoes, tanto estas condigoes de contorno quanto as
equagoes do movimento, (7.66) - (7.73), sdo satisfeitas pelas séries trigonométricas du-

plas
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o0 oo
0 mrxr . nwy .
u(z,y,t) = E g Upnn €OS sin —= e

m=1n=1 a b
V(z,y,t) = i i Vinn sin m;m; cos % it
w'(z,y,t) = 2 g W sin m;rx sin T%Ty et
mojl nO:Ol (7.74)
by(2,y,t) = mZ:1 ; Yinn sin m;m cos % et
Vs (,y,t) = mi::l i:l X, COS m;m sin n%y pit
Uay(,y,) = ni i Yonn sin m;rx Cos n%bry et
prcsnt) = 3030l i M s 5

onde m e n sao os harmonicos, a e b sao as dimensoes da placa e w é uma frequéncia.

Primeiro, ¢ verificado se as condigoes de contorno de forcas generalizadas sao satisfeitas
inserindo as expansoes (7.74) nas defini¢oes dos esforcos generalizados, equagoes (7.59) -
(7.65)

Nx i i ( - amAllUmn - 6nA12an - amBllen

m=1 n=1

Npiez

- ﬁnB12Ymn - alelxmn - ﬁnL12Ymn - Z eé’i)q)q(ﬁnl)) Sin amT Sil’l Bny GiUJt
k=1 (7.75)

+ i i {Aw (Ozmvmn + ﬁnUmn) + B (amymn + Bnan>

m=1 n=1

+ L (amYmn + Bnan)] COS Q@ COS By !
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Ny = Z Z ( — Qi A1aUpin + BnA22Vin — an B1oXmn

m=1 n=1

Npiez

- ﬁnB22Ymn - amL12an - ﬁnLQQYmn - Z €39 (I)(k 1)) sin amT sin ﬁny eiwt

k=1 (7.76)

+ i Z |:A26 <Oszmn + ﬁnUmn) + Bag <amYmn + ﬁnan)

m=1 n=1

+ Log (amYmn + ﬁnan)] COS Q@ COS B,y !

Me= 3252 (= emButlan = BuBsVon i Dis X = Do
m=1 n=1

Npiez

— anF11Xomn — BuF12Y pn — Z (k)i)n]jnl (z,% — 213—1)) sin a,,x sin 3,y et
(7.77)

+ i i lBlG <Oémvmn + BnUmn) + Dig (amYm” * ﬁnan)

m=1n=1

+ FIG (amYmn + ﬁnxmn>:| COS T COS ﬁny eiwt

My = Z Z ( - amBl2Umn - ﬁnBQQan - O57711912)(mn - 6nD22Ymn

m=1 n=1

Npiez

2 2 : : iwt
— am F1oXonn — BrFo2Ymn — E 632 (k- (zk — zk_1)> sin a,,z sin G,y e

+ i i |:BQG <amvmn + 5nUmn) + Dog (amYmn + ﬁnan)

m=1n=1

+ Fag <amYmn + ﬁnan>] COS 0y, T COS By et

(7.78)
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o0

M3z - Z ( - alelUmn - ﬁnL12an - amFllen - BnFIQYmn
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Npiez

1 .
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o0

Yy [Lm (Vi + Bl + Fis (Yo + X

m=1n=1

+ Hig (amYmn + ﬁnan)] COS Q@ COS By !

My = 323 ( = bl + Vo i X = B Fio

m=1 n=1

Npiez

1 .
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+ i i |:L26 <amvmn + 5nUmn> + Fg (amYmn + Bnan>

m=1 n=1

+ H26 (amYmn + anmn>:| COsS T COS ﬁny eiwt

com

Oy = —— By = — (7.81)

Da analise destas expressoes percebe-se que as condicoes de contorno nas forcas gene-
ralizadas serao entao satisfeitas se ocorrer nulidade dos seguintes coeficientes de rigidez

do laminado

A16:A26 :Bl(?»:BQG:DlG:DQG :L16:L26:F16:F26:H16:H26:0 (782)

Isto restringe a solucao a laminados ortotrépicos, por exemplo, laminados cruzados,

simétricos ou anti-simétricos.

Desta forma, as equacgoes diferenciais em termos dos deslocamentos generalizados

(7.66) - (7.72), podem ser reescritas de forma simplificada como segue
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a?u() (92u0 821)0 a?wm 821/& aZw
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(7.89)

Entao, substituindo as expansoes propostas para os deslocamentos generalizados (7.74)
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nas equagoes diferenciais simplificadas, (7.83) - (7.89), e na (7.73) obtém-se
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Neste estagio, pode se constatar que, para as condigoes de contorno propostas, é
possivel obter a solucao de Navier para laminados ortotrépicos, nos quais os seguintes

coeficientes de rigidez se anulam
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Acys = Deys = Feys = egi) = eg’? = egé) = Xﬁ’;) =0 (7.98)

de forma que a segunda série trigonométrica em cada uma das equagoes (7.90) - (7.96) e

as séries em termos de cos a,,x cos (3,y na equagao (7.97) desaparecem e as expressoes

tomam a seguinte forma
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(7.100)

— 2 Z Z <,00an + p1Yon + ,03Ymn> Sin g cos By et

m=1 n=1
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7.5.1 Analise de flexao estatica

No problema de flexao estatica de placas laminadas piezelétricas o lado direito da
igualdade das sete primeiras equagoes em termos de séries para laminados simétricos

cruzados (7.99) - (7.105) desaparece. Além disso, pela andlise das fungoes trigonométricas



7.5 Solugao de Navier 149

que regem os modos nas terceira e ultima equagoes, (7.101) e (7.106), percebe-se que os

carregamentos sao convenientemente expandidos pelas seguintes séries de Fourier

o] oo

nmwy
E E mn sen senT
m=1 n=1

- o (7.107)

mnrx nmy

z 0% sen sen—-=

Qek y mzl ; mn b
Para os carregamentos g, e g, impostos, os coeficientes sao dados por
4 a b
an = _/ / qz(xa y) sin e sin n_z-y dy dx

(7.108)

/ / G, (x,y)sin mre smT dy dx

Desta forma, substituindo as expansoes dos carregamentos externos nas equagoes
do movimento em termos de expansoes em séries tem-se que as equagoes resultantes se

verificam em todos os pontos do dominio para cada par m e n se
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Este conjunto de equacoes constitui um sistema linear algébrico e como tal admite a

representacao matricial para um harmonico arbitrario m e n

[Kmn} {Zmn} - {an} (7.117)

em que [K,,,] é a matriz de coeficientes de rigidez, dada por

S11 S12 . S17 S1(7+1) e S1(T+npics)
512 5922 . So7 S2(7+1) cee S2(T4npies)
[Kmn] = S17 Sa7 ce St7 S7(7+1) s ST(T+npies)
S1(7+1) So(741) -+ ST(TH1) S(TH)(T+1) - 0
81(7+npiez) 82(7+npiez) T 87(7+npiez) O T S(7+npiez)(7+7’bpiez) i
(7.118)

Observa-se que [K,,,] é simétrica e seus coeficientes sdo dados pelas expressoes
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8 Aplicacoes

8.1 Bimorfo piezelétrico com atuacao

Este primeiro exemplo trata de um modelo numérico inspirado no experimento pro-
posto por TZoU e TSENG (1990) e reportado em varios trabalhos constantes na literatura

especializada.

O modelo consiste de uma placa em balanco composta por somente duas laminas
de material piezelétrico isotrépico (PVDF) com polaridades opostas, consistindo num
denominado bimorfo piezelétrico. A geometria da placa é tal que seu comprimento é de
100,0 mm, a largura ¢ 5,0 mm e a espessura de cada lamina ¢ 0,5 mm, que totaliza

portanto a espessura de 1,0 mm para a placa, conforme a Figura 8.

1 mm

Figura 8: Bimorfo piezelétrico e modelos discretizados: (a) malha de elementos finitos;
(b) malha de elementos finitos generalizados.
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A atuacao por deformacao piezelétrica testada consiste do efeito de um campo elétrico
de intensidade unitaria aplicado paralelamente a espessura da placa, uniformemente dis-
tribuido em todo o seu comprimento. Assim, conhecida sua espessura, nota-se que apli-
cando potenciais elétricos de +0,5 V e —0,5 V, respectivamente nas superficies inferior
e superior da placa, pode-se induzir o campo elétrico de intensidade unitaria. Desta
maneira, a placa tem todos os deslocamentos mecanicos restringidos na extremidade
x = 0,0 mm e a diferenca de potencial de 1 V ¢é induzida pela aplicacao dos potenci-

ais referidos em todos os nés do modelo de elementos finitos generalizados.

As propriedades dos materiais sao listadas na Tabela 1. Deve-se ressaltar que o
coeficiente de Poisson é admitido como nulo para simular a condicao de Estado Plano de

Tensoes.

Tabela 1: Propriedades dos materiais
E =2 GPa v=20,29

es1 = 0,046 C/m*> ez = 0,046 C/m”

X11 = X22 = X33 = 0,1062 x 107 F/m

CEN, SOH, LONG e YAO (2002) consideraram uma malha regular de elementos finitos
de placa quadrangulares de 4 nés, com 5 elementos de mesmas dimensoes, sendo duas
laminas, conforme Figura 8(a). O elemento utilizado tem 8 graus de liberdade por né,
oriundos da descricao do comportamento mecanico via FSDT e insercao dos potenciais
elétricos nodais via Teoria em Camadas Discretas. Os resultados obtidos a partir da
analise foram comparados com outros obtidos através de modelos de elementos finitos

sélidos, pela teoria de vigas e pelo experimento conduzido por Tzou e TSENG (1990).

DETWILER, SHEN ¢ VENKAYYA (1995) também consideraram uma malha regular de
elementos finitos de placa quadrangulares de 4 ndés, com cinco elementos de mesmas di-
mensoes, sendo duas laminas. Apesar destes autores utilizarem a FSDT para descrigao
do comportamento mecanico, em sua formulacao é admitido que nao ha gradiente do
potencial elétrico nas dire¢oes planas no dominio do elemento, resultando apenas 1 grau
de liberdade elétrico por lamina piezelétrica, por elemento. Os valores de deslocamen-
tos transversais nodais também foram comparados com outros resultados disponiveis na

literatura.

FARIA (2006) apresentou o referido modelo construido com cinco elementos biquadrati-
cos do tipo Serendipity. Sua formulacao, baseada na HSDT, gera 11 graus de liberdade
mecanicos por no, além de um potencial elétrico para cada interface, totalizando 3 poten-

ciais elétricos por no.
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No presente trabalho, considerou-se para esta andlise um modelo com 2 elementos
finitos generalizados, conforme a Figura 8(b). Foram considerados dois niveis de en-
riquecimento em todas as variaveis. Para o caso com enriquecimento linear isotrépico
resultaram (7 4 4) x (1 + 2) parametros nodais, sendo 7 varidveis de deslocamentos gene-
ralizados, oriundos da descricao mecanica via HSDT, 4 valores de potenciais elétricos,
em camadas discretas, e 2 fungoes de enriquecimento, além da PU. Para o caso com en-
riquecimento quadratico isotrépico resultaram (7+4) x (14 5) parametros nodais, sendo

5 fungoes de enriquecimento.

Para a imposicao das condic¢oes de contorno homogéneas de deslocamentos no engaste,
foram eliminadas todas as fungoes de enriquecimento nos nés deste contorno, de forma

que nas correspondentes nuvens persistiu somente a particao da unidade.

Para a aplicacao dos potenciais elétricos também foi considerado somente a particao

da unidade, cancelando-se todas as funcoes de enriquecimento das referidas variaveis.

Os valores de deslocamentos transversais nos pontos x; a x5 sao mostrados na Tabela
2. Os valores em x5 e x5 para o modelo em elementos finitos generalizados sao obtidos
diretamente da solugao do sistema de equagoes (6.115). Os valores para X1, X3 e x4 foram

calculados em nivel de pds-processamento.

Tabela 2: Deflexao induzida por um campo elétrico unitario.

Teoria Deflexao x10~" m
X1 X9 X3 X4 X5
PRESENTE (enrig. 1 grau) 0,0699 0,5538 1,2390 2,2155 3,4512
PRESENTE (enriq. 2 grau) 0,0711 0,5533 1,2380 2,2156 3,4514

FARIA (2006) 0,1400 0,5500 1,2400 2,2100 3,4500

CEN et al. (2002) 0,1380 0,5520 1,2420 2,2080 3,4500
DETWILER et al. (1995)  0,1400 0,5500 2,1000 2,2100 3,4500
CHEE (viga) 0,1380 0,5520 1,2420 2,2080 3,4500
Tzou (sélido) 0,1240 10,5080 1,1600 2,1000 3,3000
TzOU (experimento) - - - - 3,1500

Percebe-se boa concordancia entre os valores de deslocamentos transversais obtidos
via modelos numéricos, notando-se que no primeiro nivel de enriquecimento atinge-se o
valor reportado na literatura do deslocamento na extremidade livre. Exceto para o ponto
X1, onde observa-se uma discrepancia consideravel, o que se deve a restricao do espacgo de

aproximagcao das nuvens dos nés do contorno.

Os resultados referidos aos trabalhos cujas datas nao constam na tabela foram ex-

traidos das demais fontes citadas nesta secao.
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Quanto a discrepancia verificada entre o valor de deslocamento obtido via experi-
mentagao e modelagens numéricas, DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995) citam que
provavelmente tal fato se deve ao cisalhamento na interface entre as laminas, decorrente
de uma possivel imperfeicao na colagem. Sendo assim, contrariando o que poderia se
esperar por uma reducao na rigidez, levando a maiores deslocamentos transversais no
caso de carregamentos mecanicos, no processo de atuacao por deformacao induzida a
deficiéncia do adesivo nao assegura que toda deformacao axial nas laminas piezelétricas

gere efetivamente momento fletor.

Deve-se salientar que uma opcao para reduzir o nimero de graus de liberdade desta
analise seria a estratégia de enriquecimento ortotrépico, adicionando novas fungoes so-

mente na direcao paralela ao comprimento da placa.

8.2 Placa com pastilhas piezelétricas discretas

8.2.1 Placa laminada composta com atuadores

Este exemplo consiste de um problema bastante citado na literatura. Trata-se de uma
placa laminada em grafite/epéxi AS5/3501 considerada engastada em uma das arestas,
contendo 15 pares de atuadores piezelétricos colados nas superficies inferior e superior,

submetidos a um potencial uniforme que deflete a placa.

A placa em questao com 292 mm de comprimento (C') e 152 mm de largura (B) é
constituida por um empilhamento de seis laminas de mesma espessura, totalizando 0, 83
mm, analisada experimentalmente por CRAWLEY e LAZARUS (1991), que estd mostrada
na Figura 9. A esta placa sao coladas as pastilhas de piezoceramica PZT designada
por G1195, sendo 10 pares com dimensoes 51 mm x 51 mm, 4 pares com dimensoes
51 mm X 25 mm e 1 par com dimensoes 25 mm X 25 mm, todas com 0,25 mm de
espessura, conforme DETWILER, SHEN e VANKAYYA (1995), SARAVANOS, HEYLIGER e
HopkiINs (1997), LiMA Jr. (1999), CHEE (2000), LEE (2001) e FARIA (2006).

DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995) utilizaram uma formulagao de elemento finito
de placa segundo a FSDT e incorporando 1 grau de liberdade elétrico por lamina piezelétri-
ca, por elemento. Os autores analisaram dois casos de atuacao piezelétrica. O primeiro
consiste de uma sequéncia de empilhamento [0/ +45/ —45]; e a aplicagdo de um potencial
elétrico de 157,6 V e o segundo de uma sequéncia de empilhamento [+30/ + 30/0]; e a

aplicacao de um potencial elétrico de 188,8 V.
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P s ® 51 x51x 0,25 mm 51x25x0,25 mm 25x25x 0,25 mm

!

0,125 mm

152 mm

000

0,83 mm

292 mm

Figura 9: Modelo de placa laminada composta com posicionamento dos atuadores.

SARAVANOS, HEYLIGER e HOPKINS (1997) utilizaram uma formulac¢do desenvolvida
completamente em camadas discretas para implementacao de um elemento de placa qua-
drangular bilinear. Estes autores forneceram as curvas para trés deslocamentos normali-
zados a citar: a deflexao por flexao axial, a curvatura por flexao transversal e o angulo de
torcao devido ao acoplamento flexao-torcao. Para tanto, os autores trazem as seguintes

equacoes para normalizacao dos deslocamentos

w 1 w, +w W3 — W
Li=% TQZE("“Q‘%) T3:(3—31> (8.1)

onde wq, wy e ws sao deslocamentos transversais ao longo da linha média e das duas

arestas paralelas ao comprimento, respectivamente, e B é a largura da placa.

Os autores supracitados consideraram um laminado [0/ + 45/ — 45]s cuja flexdo é
induzida por um campo elétrico uniforme de 394 V/mm, de polaridade oposta nas pasti-
lhas inferiores e superiores. Com um modelo de 16 x 9 elementos finitos, os autores
obtiveram curvas dos referidos deslocamento normalizados, a partir das quais percebe-se
boa concordancia entre os resultados obtidos numericamente com aqueles apresentados
por CRAWLEY e LAZARUS (1991) para o deslocamento T, enquanto para Ty e T3 nao se

pode relatar o mesmo. Os autores citam o fato de seus resultados se aproximarem bastante
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daqueles apresentados por HA, KEILERS e CHANG (1992) e atribuem a fraca correlagao
com os valores experimentais a incertezas quanto as propriedades materiais adotadas e a

possiveis imperfeigoes no corpo de prova utilizado por CRAWLEY e LAzZARUS (1991).

CHEE (2000) empregou para a modelagem uma malha de 12 x 7 elementos finitos bi-
quadraticos do tipo Serendipity. O autor realizou uma primeira analise para um laminado
[0/+45/—45],, para o qual as pastilhas piezelétricas foram submetidas a um potencial uni-
forme de 100 V. Em seguida, modificou-se a orientacao das laminas, considerando uma
sequéncia [+30/ + 30/0], situacdo em que foi aplicado um potencial de 120 V. Foram
apresentadas curvas de deflexdes ao longo do comprimento, sem citar qualquer procedi-
mento de normalizacao dos valores, e os resultados foram comparados novamente com
aqueles apresentados por CRAWLEY e LAZARUS (1991), verificando-se também alguma
discrepancia entre estes. De acordo com o autor, esta diferenga nao é de toda inesperada
em virtude das diferentes formulagoes. Conforme CHEE (2000), o trabalho de CRAW-
LEY e LAZARUS (1991) é um dos pioneiros neste campo e estes utilizam o conceito de
deformacao induzida, ou seja, permitindo somente analises onde as pastilhas piezelétricas

se comportam como atuadores.

Por outro lado, LEE (2001) utilizou uma malha com 16 x 9 elementos finitos do
tipo Serendipity com 8 nds, formulados completamente segundo a teoria em camadas
discretas, exceto para o deslocamento transversal w, considerando 8 laminas discretas para
elementos de placa e casca. O autor apresentou duas curvas de deslocamentos transversais
normalizados que se enquadram na definicao de deflexdao por flexdao axial de SARAVANOS,
HEYLIGER e HOPKINS (1997). As situagoes analisadas também foram um campo elétrico
aplicado de 394 V/mm para uma configuragao [0/ + 45/ — 45]s e 472 V/mm para uma
configuracao [+30/ + 30/0],.

Ainda, L1MA JR. (1999) empregou elementos finitos de placa baseados na FSDT, cujas
matrizes de rigidez elementares foram obtidas com funcoes lagrangeanas bilineares para
o deslocamento transversal e as rotagoes no plano de referéncia e fungoes de interpolagao
diferentes para o efeito de distor¢ao. Com uma malha de 10 x 6 elementos, o autor obteve
resultados para a configuragao [0/ + 45/ — 45, que sdo mostrados também na forma de
graficos, para os quais utilizou a mesma normalizagao dos deslocamentos transversais que
SARAVANOS, HEYLIGER e HOPKINS (1997), onde se pode observar boa concordancia para

o deslocamento normalizado T}.

Utilizando elementos finitos do tipo Serendipity de oito ndés, FARIA (2006) analisou

o mesmo problema empregando uma malha de 12 x 7 elementos considerando as duas
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situacoes de empilhamento de laminas, [0/ 4+ 45/ — 45]; e [+30/ 4+ 30/0]s, e para as
quais sendo aplicado um potencial de 100 V e 120 V, respectivamente. Seus resultados,
assim como os de LiMA JR. (1999) deixam claro que os modelos de primeira ordem e
ordem superior, respectivamente, apresentam maior rigidez na deformacao por atuacao

piezelétrica em virtude da formulagao eletromecanicamente acoplada.

Para tal anélise, considerou-se neste trabalho a malha de elementos finitos generali-

zados mostrada na Figura 10. As propriedades materiais sao mostradas na Tabela 3.

1 73 74 750 77 7 79 0] 81 FE D .

61 62 63 (64 65 66] 67 68 69 70] 71 72|

———————————— 57 38 39 40 41 k2 43 U 45 46l 47 Wy B

26 27 8 29 0] 31 3 33 4] 35 ]

Figura 10: Malha de elementos finitos generalizados para andlise de placa com atuadores
discretos. Sao mostrados apenas os nés de aproximagao dos campos incognitos.

Num primeiro instante, considerou-se o laminado com sequéncia de empilhamento
[0/ + 45/ — 45],, submetido a uma atuacao gerada pela aplicagao de um potencial de 100
V nas pastilhas piezelétricas, semelhante a FARIA (2006) e CHEE (2000).

Buscando averiguar o efeito decorrente da forma como se impoe as condi¢oes de con-
torno essenciais, primeiramente foram canceladas todas as fungoes de enriquecimento nos
nos contidos no contorno com imposicao da nulidade dos deslocamentos. Os resultados
para os deslocamentos tranversais 77, normalizados conforme SARAVANOS, HEYLIGER e

HopPkINS (1997), sao mostrados na Figura 11.

Pelo progresso do nivel de enriquecimento isotrépico para todas as variaveis obteve-
se um campo de deslocamentos convergente para os enriquecimentos de segundo e ter-
ceiro graus, motivo pelo qual sao apresentadas as curvas somente até o enriquecimento

de segundo grau. Estes resultados foram diretamente confrontados com os obtidos por
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Tabela 3: Propriedades dos materiais

propriedades Gr/Epoxy PZT-4
constantes eldsticas

E; (N/mm?) 142,86 x 10° 62,97 x 10
E, (N/mm?) 9,70 x 10> 62,97 x 10
Es (N/mm”) 9,70 x 10> 62,97 x 10°
Gio (N/mm®) 6,00 x 10° 24,20 x 10
Gas (N/mm?) 4,00 x 10° 24,20 x 10
Gis (N/mm?) 6,00 x 10> 24,20 x 10°

V1 0,30 0,30

Vas 0,37 0,30

V1 0,30 0,30

coeficientes piezelétricos
e15 (C/mm?) - 14,13 x 10°
ers (C/mm?) - 14,13 x 10°
es1 (C/mm?) - 18,41 x 10°¢
esz (C/mm?) - 18,41 x 1076
es3 (C/mm?) - 12,51 x 1076
constantes dielétricas

x11 (F/mm) - 15,30 x 10719
X22 (F/mm) - 15,30 x 10710
X33 (F/mm) - 15,00 x 10719

FARIA (2006). Como se verificou plena concordéancia, fazendo-se a devida ressalva que se
tem disponivel valores com precisao grafica somente, nao sao mostrados os resultados do

referido autor, pois haveria sobreposicao de curvas.

Em seguida, aplicou-se as restrigoes de deslocamentos de uma forma mais refinada,
de forma que foram eliminadas apenas as funcoes de enriquecimento que sao nao nulas no
contorno de Dirichlet, preservando a contribuicao das funcoes restantes na aproximagcao
no interior das nuvens préximas a este contorno. Deve-se ressaltar que tal procedimento
se torna viavel em fun¢ao dos contornos serem retos e paralelos aos eixos do sistema de
coordenadas. Diferentemente, neste caso observa-se a convergéncia da solucao imediata-
mente para o enriquecimento de primeiro grau, conforme pode-se ver na Figura 12, onde
sao também mostrados os resultados, relativos ao deslocamento normalizado T}, de outras

fontes.
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0,030
+ particdo da unidade "
0,025 +
= enrig. primeiro grau
0,020 4 enrig. segundo grau .
0,015 A
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0,010 +
0,005 -
0,000 : = ; . ; -
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Figura 11: Deflexao normalizada T para a condicao de eliminacao de todas as fungoes
de enriquecimento no contorno de Dirichlet.

0,035

+ particdo da unidade
0,030 - = enrig. primeiro grau

A enrig. segundo grau
0,025 - — Saravanos et al. (1997)

Lima Jr. (1999)
0,020 ~ — Lee (2001)
F 0,015
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0,005 4
0000 pa—=FE .
-0,005 ; ; ; ; ‘ ‘ ; ; ;
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
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Figura 12: Deflexdo normalizada T} para laminado [0/ + 45/ — 45];.

Assim, fica evidente que o espacgo de aproximacao para o caso em que se impoe direta-
mente as condigoes de contorno fica limitado nas proximidades do contorno de Dirichlet,
exigindo enriquecimento de maior grau para permitir a convergéncia da solug¢ao. Em-
bora tenha-se na literatura relatos de tal procedimento funcionar adequadamente para

problemas de elasticidade tridimensional, GARCIA (2003) também mostra que a simples
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eliminacao de todas as funcoes de enriquecimento no contorno de Dirichlet acaba por
restringir o espaco de aproximacao, de forma que este fica incapaz de aproximar alguns
modos de deformagoes em placas e cascas, principalmente quando sao utilizados poucos

elementos.

Posteriormente, foi modelada a placa com sequéncia de empilhamento [+30/+30/0]s,
situacao onde os atuadores piezelétricos foram submetidos a uma diferenca de potencial de
120 V. As condicoes de contorno de deslocamentos foram impostas de forma a preservar
as fungoes de enriquecimento que se anulam no contorno, garantindo o enriquecimento

completo nas nuvens adjacentes.

Os resultados obtidos pela solucao do sistema de equagoes (6.115) sdo mostrados na
Figura 13. Novamente, estes resultados foram diretamente confrontados com os apresen-
tados por FARIA (2006), os quais também nao sdo aqui apresentados em virtude de bem

concordarem com os obtidos.

0,045

0,040 + ; :
+ particdo da unidade

0,035 - . N
= enrig. primeiro grau
0,030 - 4 enrig. segundo grau

0,025 -

T1

0,020
0,015
0,010

0,005 -

0,000 : ~ -

-0,005

x/C

Figura 13: Deflexdao normalizada T para laminado [+30/ + 30/0],.

Adicionalmente, verificou-se a capacidade de aproximagao para os deslocamentos nor-
malizados Ty e T3, conforme (8.1). Para tal finalidade, considerando um laminado com
sequéncia de empilhamento [0/ + 45/ — 45],, aplicou-se um potencial elétrico de 157,6 V,
semelhante ao experimento numeérico realizado por DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995).
Os resultados obtidos a partir da formulacao apresentada neste trabalho podem ser com-
parados com os reportados pelos autores supracitados e por SARAVANOS, HEYLIGER e

HOPKINS (1997) com o auxilio das Figuras 14 e 15. E finalmente, considerando um lami-
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nado com sequéncia de empilhamento [+30/ 4 30/0]s, aplicou-se um potencial elétrico de
188,8 V, conforme DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995), e os resultados sao mostrados

nas Figuras 16 e 17.

0,006

+ particdo da unidade

= enrig. primeiro grau

A enrig. segundo grau

0,004 7=~ __garavanos et al. (1997)
Detwiler et al. (1995)

—x- experimento

T2

00024 e oo R

0,000

-0,002 i i i i : : ; ; ;

xIC

Figura 14: Deflexdo normalizada T3 para laminado [0/ + 45/ — 45];.

0,005
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0,004 | m enr!q. primeirograu e
A enrig. segundo grau

— Saravanos et al. (1997)
0,003 1 Detwiler et al. (1995)

—%- experimento

T3

0,002 4

0,001 4

0,000 #==

-0,001 i i i i ; ; ‘ i ‘

xIC

Figura 15: Deflexdo normalizada T3 para laminado [0/ + 45/ — 45],.
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Figura 16: Deflexdo normalizada T3 para laminado [+30/ + 30/0],.
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Figura 17: Deflexao normalizada T3 para laminado [+30/ + 30/0],.

8.2.2 Placa laminada composta com sensores e atuadores

Ainda, considerando a mesma placa do experimento de CRAWLEY e LAZARUS (1991),
DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995) apresentaram uma outra situa¢do para andlise de
sua implementacao baseada na modelagem executada com elementos sélidos formulados

por HA, KEILERS e CHANG (1992). Aqueles autores consideraram a mesma placa como
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descrito anteriormente, para uma sequéncia de empilhamento [+30/ 4 30/0];, no entanto,
com a aplicagao de um potencial de 100 V, negativo nas pastilhas superiores e positivo nas
pastilhas inferiores, de um lado da placa. O mesmo potencial elétrico foi aplicado na linha
de pastilhas do outro lado da placa, mas agora com polaridade invertida. As pastilhas
piezelétricas da linha central permaneceram com os graus de liberdade de potencial elétrico
livres, configurando-se como sensores. Além disso, uma forga de 0,2 N foi aplicada no

centro da aresta em balanco.

Neste trabalho, tal modelo de verificagao foi analisado impondo-se a condicao de
igualdade entre os graus de liberdade de potencial elétrico dos elementos com laminas
piezelétricas configuradas como sensores. Isto se deve ao fato de que o elemento finito
formulado por DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995) ter a restricdo de nulidade do
gradiente do potencial elétrico nas direcoes coplanares, e tal restricao se faz necessaria

para se poder fazer alguma comparacao.

Os valores de potenciais calculados nas pastilhas piezelétricas configuradas como sen-
sores sao mostrados na Figura 18. Sao também mostrados os resultados para o modelo
com elementos de placa implementados por DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995) e

elementos sélidos formulados por HA, KEILERS ¢ CHANG (1992).

30,0

20,0 -

10,0 -

0,0

=+ particdo da unidade

20,0 4 —#-enrig. primeiro grau
' ‘ = enrig. segundo grau
Detwiler et al. (1995)

-30.0 1 — Ha et al. (1992)

-40,0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

x/C

Figura 18: Potenciais elétricos calculados para sensores em laminado [+30/ + 30/0],.

E notavel a diferenca entre os resultados obtidos para o enriquecimento de primeiro
grau e a aproximacao com somente a PU. Como visto, a utilizagao de um espaco de aproxi-

macao constituido somente pela PU, para a malha considerada, nao conduz a resultados
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acurados. Deve-se citar também que sao trés formulacoes distintas, sob varios aspectos. O
elemento de DETWILER, SHEN e VENKAYYA (1995) é formulado segundo uma descrigao
mecanica via FSDT e considera um grau de liberdade elétrico por lamina piezelétrica,
por elemento. HA, KEILERS e CHANG (1992) utilizaram modos incompativeis para con-
sideracao de deformacoes localizadas geradas pela atuacao de laminas piezelétricas em
sua formulacao tridimensional de um elemento paralelepipedico de 8 nds. Ainda, deve-se
salientar que os valores do potencial elétrico calculados nos sensores préximos a aresta
engastada devem, de fato, corresponderem aos valores maximos, em virturde da maior

intensidade da flexao.

8.3 Placa laminada quadrada simplesmente apoiada

8.3.1 Efeito do enriquecimento na aproximacao de deslocamen-
tos

Com o propoésito de avaliar com melhor precisao a capacidade de aproximacao do
MEFG foram analisados modelos de placa quadrada simplesmente apoiada com carrega-
mento mecanico, para os quais foram obtidas as solucoes exatas através do Método de
Navier, conforme deducao desenvolvida no Capitulo 7, para o mesmo modelo cinemético

usado na formulagao em MEFG.

O primeiro caso consiste de uma placa quadrada, simplemente apoiada nos quatro
bordos, de dimensoes 1000 mm x 1000 mm, com 50 mm de espessura, cuja sequéncia
de empilhamento é [0/ + 90/ + 90/0];, sendo todas as camadas de mesma espessura.
Foi considerado um carregamento mecanico uniformemente distribuido de intensidade 10

N/cm?. As propriedades eldsticas do material sao listadas na Tabela 4.

Para avaliar o efeito dos refinamentos -h e -p, um quarto da placa foi modelado com
malhas regulares de 1 até 4 x 4 elementos finitos generalizados, aplicando-se gradativa-

mente enriquecimentos até terceiro grau, conforme a Figura 19.

As condicoes de contorno essenciais de deslocamentos foram aplicadas de forma que
para cada nivel de enriquecimento foram preservadas as func¢oes de enriquecimento que se

anulam no contorno de Dirichlet.

As Figuras 20 - 23 apresentam perfis de deslocamentos transversais normalizados,
com relagao ao valor de referéncia obtido pela solucao exata via expansao em séries

trigonométricas, ao longo do contorno x = 500 mm, para os diversos graus de refina-
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mento. A Tabela 5 mostra a quantidade de varidveis dos modelos em elementos finitos

generalizados para cada nivel de enriquecimento e nimero de elementos.

Tabela 4: Propriedades dos materiais

propriedades base piezelétrico
constantes elasticas

E; (N/mm?) 172,25 x 10° 94,95 x 10°
E, (N/mm”®) 6,89 x 10> 94,95 x 10
Es (N/mm” 6,80 x 10° 81,89 x 10
G2 (N/mm?) 3,45 x 10 35,90 x 10
Gas (N/mm?) 1,38 x 10 25,40 x 10°
Gis (N/mm?) 3,45 x 10 25,40 x 10°

V12 0, 25 O, 32

Vas 0,25 0,38

Va1 0,38 0,38

coeficientes piezelétricos
e15 (C/mm?) - 9,20 x 1076
ey (C/mm?) - 9,20 x 1076
es1 (C/mm?) - —2,10 x 107¢
esy (C/mm?) - —2,10 x 1076
es3 (C/mm?) - 9,50 x 1076
constantes dielétricas

x11 (F/mm) - 4,07 x 10712
X22 (F/mm) - 4,07 x 10712
X33 (F/mm) - 2,08 x 10712

condigdes de contorno
x=0:v=wl=yy=y3y=0
y=0:u=w=yx=yx=0

condigdes de simetria
x=500:u°= yx=yx=0
y=500:v°= yy=wy3y=0

1000 mm
1000 mm
N0 )
J 900 /
900 ]
00\

Figura 19: Modelos de um quadrante de placa com refinamento -h.
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Figura 20: Deslocamento transversal normalizado para malha com 1 elemento.
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Figura 21: Deslocamento transversal normalizado para malha com 2 x 2 elementos.

1,20

1,00 -

0,80 -

0,60 -

W/IW gt

0,40 -

+ parti¢do da unidade
enrig. primeiro grau

4 enrig. segundo grau

® enrig. terceiro grau

0,10 0,20 0,30

xIC

0,40

0,50

Figura 22: Deslocamento transversal normalizado para malha com 3 x 3 elementos.
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Figura 23: Deslocamento transversal normalizado para malha com 4 x 4 elementos.

Tabela 5: Numero de variaveis do modelo para cada nivel de refinamento.

grau da aproximacao numero de elementos
1 4 9 16

linear 6 6 38 88
quadratico 28 70 175 338
cubico 63 175 399 729
quartico 112 322 707 1263

Para ilustrar a nao susceptibilidade a distor¢ao da malha, procedeu-se a modelagem
de um quadrante da placa referida na analise anterior, com mesmas dimensoes e mesma
sequéncia de empilhamento. Considerou-se porém uma malha com elementos distorcidos

conforme mostrado na Figura 24.

250 condig¢des de contorno
0:ve=w=yy=y3y=0
0:u®=w=yx=yxn=0

X
150 y

© condigodes de simetria
x=500:u°= yx=y3x=0
y=500:v°= yy=wy3y=0

350

250

500

Figura 24: Malha com elementos distorcidos para enriquecimento -p.
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Observa-se na Figura 25 que um espaco de aproximacao constituido somente pela
PU, para a malha proposta, nao é suficiente para aproximar bem a solucao do problema,
conduzindo a um valor de deslocamento méaximo da ordem de 55% do valor exato. Notdvel
melhoria da aproximacao ja é conseguida com enriquecimento isotréopico de segundo grau,

com o qual se obteve um deslocamento maximo da ordem de 90% do valor exato.

1,00

+ particdo da unidade
0,80 enrig. primeiro grau
4 enrig. segundo grau
® enrig. terceiro grau

0,60 -

W/W gt

0,40 ~

0,20 ~

0,00 T T T T
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
x/C

Figura 25: Deslocamento transversal normalizado para a malha com elementos distorci-

dos.

8.3.2 Efeito do enriquecimento na aproximacao de tensoes

Para verificar a capacidade da formulacao de aproximar campos de tensoes em placas
laminadas, considerou-se um modelo de placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro
bordos, com carregamento senoidal, apresentado por REDDY (2004). O referido autor
apresenta curvas de tensoes maximas normalizadas para um laminado cruzado simétrico
[0/ 4+90/ 4 90/0]5 com razao de aspecto, ou seja, a razao dimensao/espessura igual a 10.
Seus resultados foram obtidos através da solugao exata para o modelo HSDT de Reddy.

As propriedades elasticas sao aquelas citadas na Tabela 4.

No presente trabalho, sao apresentados os perfis de tensoes obtidas pela relagao cons-

titutiva considerando a seguinte normalizagao, conforme REDDY (2004)

T=0 (q:—;) (8.2)

para as tensoes normais, o, € 0, €
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h
oc=o0| — 8.3
o (8.3)

para as tensoes cisalhantes transversais, 0,, € 0.

Foi considerada uma malha regular com 16 elementos finitos generalizados, assim
como aquela utilizada para a verificagdo da influéncia do enriquecimento -p (Figura 19),
em virtude de que a aproximagao do carregamento distribuido na forma senoidal ser
aproximado linearmente no dominio do elemento para a implementacao desenvolvida para
este trabalho, o que poderia ser evitado implementando a obtencao do vetor de forgas

consistentes inserindo a prépria funcao seno.

0,50
—— parti¢do da unidade
0,25 - enrig. primeiro grau
——enriq. segundo grau
—e—enrig. terceiro grau
= ] - HSDT Reddy (2004)
E 0,00
-0,25 A
-0,50 T T T T T
-0,60 -0,40 -0,20 0,00 0,20 0,40 0,60
tensdo normalizada o,

Figura 26: Méaxima tensao normal normalizada o, em fun¢ao do nivel de enriquecimento

—— parti¢&o da unidade
0,25 b enrig. primeiro grau =
——enrig. segundo grau

—s—enriq. terceiro grau

< 000 ~ HSDT Reddy (2004)
£ 0

-0,25 e

-0,50 T T . . .

-060 -0,40 -0,20 0,00 0,20 0,40 0,60

tensdo normalizada o,

Figura 27: Maxima tensao normal normalizada o, em funcao do nivel de enriquecimento
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0,50 — —\
0,25 .
—— parti¢do da unidade
enrig. primeiro grau
g 0,00 + —— enriq. segundo grau
o —e—enriq. terceiro grau
- HSDT Reddy (2004)
-0,25 A .
0,50 +— / ‘ ‘
-0,20 0,00 0,20 0,40 0,60
tensdo normalizada t,,

Figura 28: Maxima tensao cisalhante transversal normalizada ¢, em funcao do nivel de

enriquecimento

0,50
0,25 4
—— parti¢do da unidade
—_ enrig. primeiro grau
% 0,00 + —— enrig. segundo grau
~ —e—enriq. terceiro grau
-+ HSDT Reddy (2004)
-0,25 1
-0,50 * T T
-0,06 0,00 0,06 0,12 0,18
tensédo normalizada 1,

Figura 29: Méxima tensao cisalhante transversal normalizada o, em fungao do nivel de

enriquecimento

Fica evidente a consisténcia da formulagao, deixando claro ainda que o enriquecimento

-p melhora a capacidade de aproximacao dos campos de tensoes em estruturas laminadas.

Deve-se fazer a ressalva que para as tensoes cisalhantes transversais obtidas pela
relacao constitutiva que a condicao de nulidade das referidas tensoes nas superficies livres
do laminado nao é satisfeita, como para os valores de comparacao apresentados por REDDY
(2004). Tal fato se deve diretamente a hipétese cinemética adotada na formulacao, que

nao impoem tal restricao tanto quanto aquela desenvolvida pelo referido autor.
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9 C(Consideracoes finais

A presente dissertacao considera o desenvolvimento e a implementacao computacional
de uma formulagao para andlise de placas laminadas compostas inteligentes, dotadas
de sensores e atuadores piezelétricos, através de uma metodologia numérica de origem

relativamente recente.

A associacao das potencialidade do Método dos Elementos Finitos Generalizados a
descrigao cinematica através da Teoria de Deformagao Cisalhante de Ordem Superior e
a descricao do comportamento elétrico dos sensores e atuadores via Teoria em Camadas
Discretas, representa uma alternativa bastante eficiente para a modelagem de tais estru-
turas, favorecendo a implementacao de ferramentas capazes de auxiliar no desenvolvi-

mento de projeto de estruturas formadas por estes sistemas.

Portanto, a proposta do trabalho esteve inserida em dois amplos horizontes: con-
tribuir para a consolidacao do MEFG enquanto alternativa vidvel em anélise estrutural,
quer seja pela sua capacidade de aproximagao ou pela relativa simplicidade de imple-
mentagao, e contribuir para a difusao dos sistemas estruturais inteligentes, enquanto
tecnologia aplicavel a manutencao de forma, controle e supressao de vibragoes, moni-

toramento de integridade e detecgao de processos de dano.

A revisao da literatura especializada permitiu constatar que o escopo do trabalho tem

atraido e motivado iniimeros pesquisadores.

Foi apresentado o MEFG, sua origem, suas principais caracteristicas, a nocao de

aproximacao local da solugao e a metodologia de construcao do espaco de aproximacao.

Discorreu-se sobre a mecanica de placas laminadas compostas, fazendo-se uma revisao
acerca da obtencao da matriz constitutiva da lamina e levantando-se as principais teorias
para descricao do comportamento de laminados, tanto as Teorias em Camada Equivalente
Unica quanto as mais recentes propostas baseadas na metodologia em Camadas Discretas.
Vale citar que, embora nao seja um tema de origem recente em virtude de haver, no

minimo, trés décadas de evolugoes e aperfeicoamentos, o assunto ainda continua instigando
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e motivando o trabalho de varios estudiosos, além de ser do interesse do presente autor.

Contemplou-se a formulacao fenomenolégica da eletroelasticidade linear, a obtencao
das equagoes governantes do fenomeno piezelétrico e a representacao da relagao constitu-

tiva mecanica-eletricamente acoplada.

A partir do Principio Variacional, as equacoes do movimento do sistema eletrome-
canicamente acoplado foram apresentadas, o que possibilitou a correta representacao do
comportamento dos elementos piezelétricos inseridos na estrutura laminada. Ao longo
da exposicao, procurou-se detalhar a geracao da matriz de rigidez elementar, da matriz
de inércia elementar e dos vetores de forcas consistentes, enfatizando a semelhanca com
o MEF convencional e a possibilidade de se alterar, sem grandes obstaculos, os cédigos

computacionais existentes baseados em elementos finitos.

Despertou-se o interesse também pelo tratamento analitico do problema de flexao
de placas com sensores e atuadores piezelétricos. Pela constatagao da caréncia de tal
desenvolvimento para modelos baseados nas hipoteses cineméaticas da presente formulacao,
investiu-se na deducao das equacoes diferenciais do movimento do problema mecanica-
eletricamente acoplado juntamente com as condigoes de contorno consistentes. A partir
desta forma forte, foi obtida a solucao analitica para o problema de uma placa laminada
retangular sob carregamento uniformemente distribuido. Apesar de ainda em fase inicial,
tal desenvolvimento permitird avaliar a taxa de convergéncia da formulacao discretizada

para variados refinamentos -h e enriquecimentos -p.

A verificacao da formulacao e da respectiva implementacao foi conduzida mediante

comparacgao de resultados para alguns casos-testes reportados na literatura.

Ficou constatado que o enriquecimento da aproximacao inicial obtida com a PU, na
forma proposta pelo MEFG, permite uma melhoria na qualidade da resposta, sem a ne-
cessidade de alteracao da malha de elementos. Como vantagem, ressalta-se a possibilidade
do uso de funcgoes enriquecedoras de diferentes graus polinomiais, conforme a regiao do

dominio, sem perda de conformidade entre os elementos.

O uso de fungoes de forma lagrangeanas do MEF, combinando com a utilizacao de
funcoes enriquecedoras polinomiais, conduz a geracao de sistemas lineares singulares, o

que requer a utilizacao de sub-rotinas compativeis para a solucao de sistemas de equagoes.

A caracteristica do MEFG de permitir de modo bastante conveniente o enriqueci-
mento local da aproximacao faz deste método uma alternativa eficiente na simulacao do

fenomeno de localizacao, conforme se observou na literatura. Com isso, podem-se cap-
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turar os elevados gradientes de deformacao que ocorrem de forma localizada, sem que

haja um aumento substancial do custo computacional.

9.1 Sugestoes para trabalhos futuros
Pode-se citar brevemente como propostas para trabalhos futuros:
e medida da taxa de convergéncia na média do método, usando-se os conceitos de
norma de energia e norma do erro, por exemplo;

e adaptatividade e estimagao de erro por objetivo;

e modelagem de cascas laminadas compostas inteligentes utilizando a metodologia do
MEFG;

e incorporacao de relagoes constitutivas que contemplam os efeitos piroelétrico e mag-

netoelétrico, além da consideracao do efeito higrotérmico;

e modelagem de placas e cascas laminadas e estruturas sanduiche considerando ma-

terial com memoéria de forma na arquitetura do composto;

e andlise de placas e cascas no dominio do tempo e da frequéncia e avaliacao dos
efeitos do enriquecimento na resposta dinamica da estrutura, incluindo a aplicacao

de funcgoes de enriquecimento nao polinomiais;
e controle ativo de forma e vibragoes em estruturas do tipo placa e casca;
e analise de sensibilidade e otimizacao do posicionamento dos sensores e atuadores;
e inclusao do efeito da nao linearidade geométrica;

e andlise do efeito do enrijecimento por tensoes induzidas no comportamento vi-

bratorio e em flambagem;

e andlise do efeito do enriquecimento para fungoes incégnitas especificas do modelo

cinemdatico na resposta para campos primais e duais;
e cstudos locais dos campos de tensoes, deformagoes e variacao do potencial elétrico;

e estudo do fenomeno de localizagao de deformagoes e de dano;
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e modelagem do monitoramento do processo evolutivo do dano em estruturas lami-
nadas compostas inteligentes, uso de fungdes nao polinomiais para enriquecimento

do espaco juntamente com metodologias multi-escala e teoria de micromecanica para

meios heterogéneos.
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APENDICE A - Solucdo do sistema de
equacoes no MEFG

Seja o seguinte sistema de equagoes, obtido da aproximacao de Galerkin de um PVC

para a formulacao em MEFG

KU=F (A.1)

tal que, devido a dependéncia linear do conjunto de fungoes aproximadoras, a matriz K
possui novas auto-funcoes cuja natureza é desconhecida. Desse modo, nao se define a
inversa K~!. Ainda assim, a solucao do sistema existe, apesar de nao ser unica. Para
resolvé-lo, uma das alternativas propostas no trabalho de STROUBOULIS, BABUSKA e
Copps (2000), consiste em se introduzir uma pequena pertubac¢ao na matriz de rigidez
e, através de um procedimento iterativo, corrigir a solucao aproximada obtida para o
novo sistema de equagoes, estratégia que é reportada na literatura como procedimento de
Babuska.

Considera-se entao, I a matriz identidade e ¢ > 0 uma constante. A partir de K

determina-se uma nova matriz, agora positiva definida e dada por

K, =K+ (A.2)

Com a nova matriz K, gera-se uma primeira aproximacao para a solucao do sistema

na forma

Uy =K 'F (A.3)

Como U, 4 aproximada, havera um residuo definido por
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g = F - KUO (A4)
A aproximagao ey para o primeiro erro do procedimento é definida como
€y = K;l(F - KUo) (A5)
e substituindo (A.4) em (A.5) obtém-se
e =K 'rg (A.6)
A solugao aproximada é, entao, atualizada através de
U1 = U() + e (A?)
cujo residuo é definido por
r, = F— KU1 =F - K(Uo + eo) (A8)
Pode-se reescrever (A.8) como
rnr=7Tg— Keo (Ag)
Repetindo-se (A.5), tem-se, para a iteragao 1
e = K;lrl (AlO)
Uma nova solucao aproximada é, portanto, obtida
U2 :U1+e1 :U0+(e0+el) (All)
e o residuo correspondente é
TQZF—KUQZF—K(U1+61) :F—K(U0+e0+e1) (A12)

que reformulado determina
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o =Tg — K(eg + el) <A13)

O erro aproximado pra a iteracao 2 é, entao, dado por

€y = K;1r2 (A14)

e a proxima solugao aproximada é

U;=Uy+e,=Uy+ (e() + e+ 62) (A15)
As expressoes (A.13) - (A.15) devem ser repetidas até que uma determinada medida
de erro seja pequena o suficiente.

Em DUARTE, BABUSKA e ODEN (2000) sugere-se que a matriz de rigidez tenha sua

diagonal normalizada, gerando-se um sistema de equagoes equivalente

KU=F (A.16)

de forma que procura-se reduzir os erros durante o processo iterativo, fazendo-se com que

a pertubagcao na diagonal principal seja independente da ordem de grandeza dos elementos
de K.



