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Resumo

Neste trabalho estudamos via teoria de semigrupos a existéncia e a uni-
cidade de solucoes do problema de valor inicial e de contorno associado com uma
equacao viscoelastica unidimensional com dissipacao distribuida de modo uniforme
sobre o dominio. Também estudamos o mesmo problema para a equagao da onda uni-
dimensional com dissipacao localmente distribuida em parte do dominio e o sistema
linear termoelastico unidimensional. Finalmente, consideramos a equagao da onda
bidimensional com uma dissipacao localmente distribuida em parte de um dominio re-
tangular. Usando o Teorema de Gearhart se obtém a estabilidade exponencial para

esses modelos.



Abstract

In this work we study, using semigroups theory, the existence and unique-
ness of solutions for the initial boundary value problem associated with the viscoelas-
tic equation with a dissipative term on a bounded interval of R. We also study the
same problem for the wave equation with a locally distributed damping and the linear
one-dimensional thermoelastic system. Finally, we consider the two-dimensional wave
equation in a bounded rectangular domain. Using the Gearhart theorem one obtain

the exponential stability for these models.
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Introducao

Neste trabalho estudamos via teoria de semigrupos a existéncia, unici-
dade e a estabilidade exponencial de solugoes do sistema linear viscoelastico unidi-
mensional com dissipacao distribuida de modo uniforme em todo o dominio. Também
estudamos o mesmo problema para a equacao da onda unidimensional com a dissipacao
localmente distribuida em parte do dominio. O sistema linear termoeldstico unidimen-
sional e a equacao da onda em um dominio bidimensional retangular com dissipacao
localmente distribuida também sao estudados. A estabilidade exponencial é obtida
como aplicagao do Teorema de Gearhart.

No primeiro capitulo, apresentamos algumas defini¢ées e teoremas rela-
tivos a Andlise Funcional e espacos de Sobolev, conceitos que serao usados nos capitulos
subsequentes. No segundo capitulo, apresentamos algumas definicoes e propriedades
importantes de semigrupos de classe Cy em um espago de Banach, como por exem-
plo, a diferenciabilidade de um semigrupo, bem como os teoremas de Hille-Yosida e
Lumer-Phillips que tratam da caracterizagao de um semigrupo de classe Cy. No terceiro
capitulo, estudamos o Teorema de Gearhart que estabelece as condigoes necessarias e
suficientes para um semigrupo de classe Cy ser exponencialmente estavel. Por fim,
no quarto capitulo, demonstramos a existéncia, unicidade e o decaimento exponencial
da solucao dos sistemas dissipativos mencionados acima. Para obtermos a existéncia
e unicidade de solugao para os modelos dissipativos que estudamos, reescrevemos os

modelos como problemas de primeira ordem no tempo, a saber:

Ut:AU



sendo A um operador linear associado com o modelo em consideracao. Em seguida,
mostramos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢)};>o. Assim, usando
as propriedades dos semigrupos de classe Cy em um espaco de Banach, mostramos que
U(t) = S(t)Uy é a tnica solu¢do do problema considerado. Provamos a estabilidade
exponencial do semigrupo de contragoes de classe Cy , {S(t)}+>0, associado aos sis-
temas dissipativos usando o Teorema de Gearhart. A demonstragao da estabilidade

exponencial é feita por contradigao.



Capitulo 1

Resultados preliminares

1.1 Analise funcional

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos sobre o resolvente e o es-
pectro de um operador linear e alguns teoremas que serao usados nos capitulos 2, 3 e

4.

Definicao 1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear é uma aplica¢ao
linear A: D(A) C X =Y, com D(A) o dominio de A. Diz-se que o operador linear é

limitado se existe uma constante C' > 0 tal que

| Aully < C'lu|ly, para todo uw € D(A).

Neste caso, se o dominio de A é denso em X entao A pode ser estendido
a todo X.

Representa-se por B(X,Y) a familia A : X — Y dos operadores lineares
limitados de X em Y. A funcao real ||-|| definida por

[Allpx,yy = sup [[Az]ly < oo,
=l x <1

¢ uma norma sobre B(X,Y).

Tem-se que B(X,Y’) com a norma acima é um espago de Banach e B(X)

representa o conjunto dos operadores lineares limitados de X em X.

4



No proximo capitulo, para iniciarmos o estudo das propriedades dos semi-

grupos de classe Cy em um espago de Banach X, precisaremos do seguinte teorema:

Teorema 1 (Teorema da Limitacao Uniforme). Sejam X espago de Banach e Y espa¢o
vetorial normado. Seja (Ty,)ner uma familia em B(X,Y'), com I conjunto de indices
qualquer. Supor que para cada v € X, o conjunto {T,x},er € limitado em Y. Entdo,
{T,,}ner € limitada em B(X,Y), isto €, existe M > 0 tal que ||T,|| < M, para todo

n € I, com M independente de n.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em Groetsch [4],

pg. 51.

Definigao 2. Seja X um espaco de Banach e seja A um operador linear em X.
(i) O conjunto dos A € C tal que o operador NI — A € inversivel, seu inverso € limitado
e tem dominio denso em X € o conjunto resolvente de A.

(i1) O conjunto o(A) = C\ p(A) € o espectro de A.

Notagao 1. Denotamos por p(A) o conjunto resolvente e por R(\, A) = (A — A)™! o

operador resolvente de A.

Teorema 2. Seja X um espaco de Banach e seja A um operador linear e continuo,

entio o(A) € um conjunto fechado e o(A) C {z € C;|z| < ||A]}.

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em Rivera [7], pg.

107.

Definicao 3. Seja A um operador linear e continuo num espaco de Banach. Diz-se
que

ro(A) = sup [}l
A€o (A)
€ o rato espectral de A.

Teorema 3. Seja A um operador linear e continuo, entao

ro(4) = lim [ A*]%.



A demonstracao pode ser encontrada em Rivera [7], pg. 107.

Teorema 4. Seja X um espaco de Banach e seja A um operador linear e continuo de

X. Se ||A|| < 1, entao (I —A) é inversivel, seu inverso é um operador limitado em todo

Xe
(I— A" :iAJ’ =T+A+ A%+ A+ ...
=0
A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em Kreyszig [5], pg.
375.

Definigao 4. i) Diz-se que uma forma bilinear a(-,-) : Hx H — R é continua se existe
c >0 tal que

la(u,v)| < cllull||v||, para todo u,v € H.
ii) Uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R € dita coerciva se existe k > 0 tal que
a(u,u) > k|jul|?, para todo u € H.

Teorema 5 (Lax-Milgram). Seja H um espago de Hilbert e seja a(u,v) uma forma
bilinear continua e coerciva sobre H. Seja f € H . Entdo, existe inico u € H tal que

a(u,v)=(f,v), para todo v € H.
A demonstragao pode ser encontrada em Brezis [6], pg. 84.

Teorema 6. Seja X um espago normado e seja A : X — X wum operador linear

compacto. Entao, se X # 0 a equagao

Az — Az =y (1.1)
possui uma solucao x para cada y € X se, e somente se, a equa¢ao

Ax — Az =0

admite apenas a solu¢ao trivial z = 0. Neste caso, a solugdo da equagao (1.1) é inica

e A — M\ tem inversa limitada.

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em Kreyszig [5], pg.

443.



1.2 Espacos de Sobolev

Nesta secao, apresentamos alguns resultados da teoria dos espacos de
Sobolev que sao necesséarios neste trabalho, como a Desigualdade de Poincaré e um

Teorema de Regularidade Eliptica.

Definicao 5. Seja 0 C R™ um conjunto aberto, m € N el < p < co. O espaco de
Sobolev W™P(Q) € o espaco das fungoes f € LP(Q) tal que qualquer derivada distribu-

cional de f, até ordem m, € uma fun¢ao do LP(QQ). Isto €,
WmP(Q)={f e LP(Q); Df € LP(Q),Ya € N", e |a] < m}.

Para 1 < p < oo, W™P(Q2) é um espaco de Banach com respeito a norma

P

1f llmp = Z ||Daf||1£p(ﬂ)

lal<m

Quando p = oo, W™P(Q) é um espago de Banach com respeito a norma

sup ess|u(z)| = infimo{M > 0; |u(z)| < M quase sempre em 2}.
e

Notagao 2. Quando p=2, escreve-se H™(2) ao invés de W™?((Q2).

O espago H™(£2) munido com o produto interno

(f,9)am = Z (D*f, D*g)12(q)

laj<m

é um espaco de Hilbert.

Definigao 6. Seja Q um aberto do R™. O espago Wi () € definido como o fecho de
C(Q) em W™P(Q). Analogamente, HJ*(2) € o fecho de C§°(2) em H™ ().

Teorema 7 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q2 C R™ um aberto limitado e 1 < p < oo.

Entao, existe uma constante C, que depende de € e p, tal que

|u||r) < C||Vul| e, para todo u € Wol’p(Q).



Teorema 8 (Regularidade Eliptica). Seja L um operador diferencial eliptico de ordem
2m, m € N, definido em um aberto reqular Q C R* eu € D'(Q), sendo D'(Q) o

espaco das distribuicoes. Seja u solucao de Lu=f, no sentido distribucional, com f €

L*(Q).Entao, u € H*™.

Este teorema é bem conhecido e sua demonstracao pode ser vista na

referéncia [10].



Capitulo 2

Teoria de semigrupos

Neste capitulo, apresentamos a defini¢ao de semigrupo de classe Cj, algu-
mas propriedades dos semigrupos de classe Cy em um espaco de Banach X, bem como
a caracterizacao dos geradores infinitesimais de um semigrupo de operadores lineares

limitados de classe Cj.

Defini¢ao 7. Seja X um espago de Banach. Uma familia {S(t)}i>0 € um semigrupo
em B(X) se:

i) S(0)=I, com I operador identidade de X;

i) S(t+s)=5(t)S(s), para todo t e s € [0,00).

Definicao 8. O semigrupo {S(t)}1>0 € de classe Cy se

lim [[(S(t) — I)z|| =0, para todo x € X.

t—0+

Um exemplo de semigrupo de classe Cy é a fungao exponencial S(t) =
et que pode ser definida quando A for um operador linear limitado de um espaco
de Banach X. No caso em que A é um operador linear nao limitado, com certas
propriedades boas, pode-se também definir e?. Isso é feito pela teoria de semigrupos

(Gomes [1], Pazy [3]).



2.1 Propriedades dos semigrupos de classe C

Proposigao 1. Se {S(t) }+>0 € um semigrupo de classe Cy, entao ||S(t)|| € uma fungdo

limitada em todo intervalo limitado [0,T].

Demonstracao:
Afirmagao: Existem 6 > 0e M > 1, tal que ||S(t)|| < M, para todo t € [0, d]. Se isso
nao acontecesse, haveria uma seqiiéncia (¢, )nen, t, — 0% tal que [|S(t,)|| > n, para
todo n € N. Entao, pelo teorema 1, ||S(¢,)z|| nao seria limitado para algum x € X, o
que entraria em contradi¢ao com a definicao 8.

Além disso, temos que M > 1, pois pela condi¢do a) da definigdo de
semigrupo de classe Cy, ||S(0)|| = 1.

Seja t € [0,T]. Entao, para algum inteiro ndo negativo n e algum r € R,

com 0 < r < ¢ temos que t = nd + r. Logo,
[S@ = [15(nd +r)]
= [1S@"SE)Il < IS@)"HIS(r)]| < M"M = M"*!
o que mostra que ||S(¢)|| é uma fungao limitada em [0, 7.
U

Corolério 1. Todo semigrupo de classe Cy é fortemente continuo em R, ou seja, se
t € Rt entdao

lim S(s)x = S(t)z, para todo x € X.

s—t
Demonstracao:

Consideremos t > 0. Para cada z € X e h > 0, segue que
1S(t + h)x — S(t)xl| = [|S@)[S(h) — I]al| < [[S@I [[S(h) — I]z]| — 0

quando h — 0, pois ||S(¢)| é limitada e hlim+ I[S(h) — I]z|| = 0, para todo = € X.
—0

Também para x € X e para os valores de h tais que 0 < h < t resulta
1S(t —h)x — S(t)z|| = [|SE = m)[I = S(W)]z| < [[S(E = h)[ [ = S(h)]z]| — 0

10



quando h — 0%.

Assim, lim S(s)z = S(t)z, para todo = € X.

s—t

Observagao 1. Seja A € um operador linear e limitado de X. Entao,

e}

>

n=0

| tAH Z HA” =M para todo t > 0.

n=0

Sew > ||A]|, entdo HetAH < e, para todot > 0. Existe uma propriedade

semelhante a esta para os semigrupos, que serd mostrada na proxima proposi¢ao.

Definicao 9. Uma funcdop : X — R, em que X € um espaco vetorial real, € subaditiva

se satisfaz p(t + s) < p(t) + p(s), para todo t,s € X .

Lema 1. Seja p uma funcao subaditiva em RT e limitada superiormente em todo

p(t)

intervalo limitado. Entao, —~ tem limite quando t — oo e

lim p(t) = inf Q (2.1)

t—oo ¢ t>0 ¢

Demonstracao:
: t - . g q .
Defina wy = %ng Z%, sendo —oo < wy < oo. A demonstracao sera dividida em dois
>
Casos.

Caso 1: wy > —o0.

T
Seja € > 0. Da definicao de infimo, existe 7" > 0 tal que p(T) < wy + e

Sejam t > T, n € Nerreal com 0 < r < T tal que t = nT + 7.

Considerando que p é subaditiva, resulta da definicao de wg que

wo < PO (D) +p(r) _ nTp(T)  plr)  nT(wote)  p(r)
0="4 = t Tt t = t t

Também do fato que p é limitada superiormente em [0,7"), passando

limite quando ¢ — oo na desigualdade acima, obtemos

p(t)

wo < lim sup —= < wy + €
t—00 t

11



Como € é arbitrério, estd provado (2.1) para wy > —o0.

Caso 2: wy = —o0.

Para cada real w existe T' > 0 tal que

t
a0 caso anterior, obtém-se lim sup ]y < w.

t—o00

p(T)
T

Como w ¢ arbitrario, segue que

lim p(t)

t—oo

Isso conclui a prova do lema.

Proposigao 2. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy. Entao,

o 2 IS@ _ oSO _

t—oo t t>0 t

e para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que
IS@®)|| < Me™, para todo t > 0.

Demonstracao:

A fungao log ||S(¢)]| é subaditiva. De fato,

log [|S(t + s)|| = log [|S(£)S(s)]|
<log ([S@IS(s)I)
= log ||S(®)[| + log [[S(s)]| -

< w. De maneira anéloga

(2.2)

(2.3)

Pela proposicao 1, a funcao ||S(¢)|| é limitada superiormente em todo intervalo limitado.

Assim, log [|S(t)|| ¢ uma funcao limitada superiormente em intervalos limitados e, pelo

lema 1, escolhendo p(t) = log ||S(t)]| concluimos que (2.2) é vélida.

Da defini¢ao de limite e de (2.2), se w > wy, existe ¢y tal que para t > t

vale a desigualdade
log || S(t
og ||t Qll <w

12

(2.4)



Do fato que ||S(t)|| < My, para todo t € [0,to] e ||S(0)|| = 1, concluimos

que My > 1. Agora, considerando w > 0 em (2.4), obtemos
log [|S(t)|| < wt + log My, para todo t > 0.
Aplicando a exponencial em ambos os lados da desigualdade acima, temos que
1S(1)| < evtele M = Mye®, para todo t > 0.

Considerando M = M, verifica-se (2.3).

Analogamente, se w < 0 em (2.4), vemos que
log [|S(t)]| < wt — wty + log My, para todo ¢ > 0.
Da mesma forma que o procedimento anterior
1S(1)]| < evtemtoeloeMo — Mpe~ e para todo t > 0.

Considerando M = Mye™ ™", obtemos (2.3).

Para concluir a prova, podemos observar que M > 1 em ambos os casos,

pois My > 1.
O

Observacao 2. Quando wy < 0, existe M > 1 tal que ||S(t)|| < M, para todo t > 0.
Nesse caso, diz-se que S é um semigrupo uniformemente limitado de classe Cy. Se,

além disto, M =1, {S(t) }+>¢ € dito semigrupo de contracoes de classe C.

S(h) — 1
h

Definicao 10. Seja X um espaco de Banach e seja D(A) = {z € X : flLiH(l) x existe}.

h)—1
O operador A : D(A) C X — X definido por Az = lim S(h)

x € o gerador infini-
h—0

tesimal do semigrupo {S(t)}i>o.
Notacao 3. Denotamos por Ap, com h > 0, o operador linear limitado dado por

S(h) — 1
S

13



A proxima proposicao é muito importante no estudo dos semigrupos de
classe Cy. Ela trata da diferenciabilidade de um semigrupo associado a seu gerador

infinitesimal.

Proposigao 3. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesi-
mal.

i) Se x € D(A), entao
S(t)x € D(A) para todot >0 e %S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax;
ii) Se x € D(A), entao

S(t)x — S(s)x = / L AS(r)rdr / ' S(r) Awdr:

iii) Sex € X et € R comt >0, entao

li 1
hli%h

t+h
/ S(r)zdr = S(t)x;
t
w) Se v € X, entao
¢ t
/ S(t)zdr € D(A) e S(t)x —x = A/ S(T)xdr.
0 0

Demonstracao:
(i):
Seja {S(t) }+>0 semigrupo de classe Cy e A seu gerador. Para t > 0 e

h > 0, vale a identidade

St+h)—St)  Sth)y—1I B B
W = . S(t)x = ApS(t)x = S(t)Apz.

Assim, para x € D(A), o termo S(t)Apz tem um limite quando h — 0, isto ¢,
S(h) —1
S(t) (%) x=S(t)Apz — S(t)Axz,

pela defini¢ao de A ser gerador infinitesimal. Logo, S(t)x € D(A) e

%S(t}x — AS(t)z = S(t)Ax. (2.5)

14



Também para 0 < h <t ex € D(A) segue que

S(t —h) — S(t)

— x=_S(t—h)Apx

= S(t — h)(Apz — Az) + S(t — h) Az — S(t)Aw

quando h — 0. Isto se justifica pois A,x — Az, quando h — 0 e, pela proposigao
1, [|S(t)| é limitada para 0 < h < t. Assim, o termo S(t — h)(Apx — Az) — 0
quando h — 0. Além disso, da continuidade forte do semigrupo {S(t)}+>o temos que

S(t — h)Ax — S(t)Az. Portanto,

d-
gS(t)x = S(t)Ax. (2.6)

Assim, de (2.5) e (2.6), temos

d
aS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(ii):

Consideremos o € D(A) e t, s numeros positivos. Integrando

d
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax

de s a t, obtemos
t t
S(t)r — S(s)x :/ AS(7)xdr :/ S(T)Axdr.

(ii):
Pelo corolério 1, lin% S(r)x = S(t)x, para todo z € X et > 0. Isto
é, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para |7 —t| < § resulta ||S(T)z — S(t)z| < e.

Conseqiientemente, para x € X e 0 < |h| < 0 resulta

HEZH%ﬂﬂx—S@MMT

1 t+h
< — — .
- _hl)yw@n S(tyal| dr < e

(iv):

15



Agora para x € X e h > 0, obtemos

Ap /Ot S(T)xd(T) = % /Ot S(7)xdr
_ %/OtS(h + Pedr — %/Ot S(r)zdr
1 [t+h 1 rh

-1 /t S(r)wdr — /0 S(r)edr.

Tomando limite quando h — 0, pelo item (iii) anterior, vemos que

A/O S(r)zd(t) = S(t)x — x.
U

Proposicao 4. i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um operador
linear fechado e seu dominio é denso em X.
ii) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infinitesimal

de, no mdximo, um semigrupo de classe Cj.

Demonstracao:
(i):

Seja {S(t) }1>0 um semigrupo de classe Cj e seja A seu gerador infinitesi-
mal. Para cada z € X e h > 0, considere x;, = %/Oh S(t)xdt. Portanto, da proposi¢ao
3, resulta que xj, € D(A) e, como x;, — = quando h — 0, temos que x € m Logo,
D(A) é denso em X.

Agora, provaremos que A é fechado.

Seja (2, )nen uma seqiiéncia no dominio de A tal que =, — x e Az, — y

quando n — oo. Da proposicao 3, segue que
h
S(h)x, — x, = / S(t)Az,dt. (2.7)
0
E, pela proposicao 1, existe M > 0 tal que ||S(t)|| < M, para todo t € [0, h]. Logo,

15(@) Az = S(t)yll < [|S@[[[Azn — yll < M|[Az, -y, para todo t € [0, A].
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Como Az,, — y quando n — oo, concluimos que S(t)Az, — S(t)y uniformemente em

[0, h]. Assim, passando limite quando n — oo em (2.7), segue que

S(h)r —x = /Oh S(t)ydt.

Portanto,
Sh)yr—x 1 ("
—_— = - t)ydt —
h h/o St)ydt —y
S(h) -1

quando A — 0. Dai, concluimos que lim x existe. Assim, x € D(A) e Az = y.

h—0

Portanto, A é um operador fechado.
(ii):
Suponhamos que {S)(t)}i>0 € {S2(t) }+>0 possuem o mesmo gerador in-
finitesimal A. Se 0 < s <t < o0, para cada € D(A), a funcao
o(s)r = Si(t — s5)Sa(s)x

é diferenciavel no intervalo 0 < s <t e, pela proposicao 3,

CLo()r = Su(1 — 5)ASa(s)x — (1 — 5) ASy(s)r = 0.

Logo, ¢(s)x é constante para 0 < s < t. Entao,
#(0)x = 51(t)S2(0)z = S1(t)
¢(t)x = 51(0)S:(t)z = Sa(t)
para todo x € D(A). Como D(A) é denso em X e S(t) e Sy(t) sdo operadores continuos

de X, segue que

Si(t)x = Sy(t)z, para todo z € X,
isto é, Sl(t) = Sg(t)
]

Observagao 3. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A: D(A) C X — X seu
gerador infinitesimal. Entdao, U(t) = S(t)Uy € a unica solug¢do do problema

Ut - AU

U(0) =0
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para Uy € D(A). Além disso,
U € ' ([0,50), X) N C ([0, 50), D(A))

Esses fatos seguem de {S(t)}+>¢ ser um semigrupo de classe Cj e da

Proposicao 3.

2.2 Caracterizacao dos geradores infinitesimais de
semigrupos de classe ()

Nesta secao, apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips,
0s quais caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe Cy. O teorema
de Lumer-Phillips estuda o caso especifico dos semigrupos lineares de contragoes de

classe (.

Teorema 9 (Hille Yosida). Seja X um espago de Banach. Um operador linear A,
definido em D(A) C X e com valores em X € um gerador infinitesimal de um semigrupo
{S(t)}i>0 de classe Cy se, e somente se

i) A € fechado e seu dominio é denso em X;

ii) Existam nidmeros reais M e w tal que, para cada real A > w se tenha A € p(A) e

|R(A, A" < —, para cada n € N.

M
(A —w)
Este teorema caracteriza um gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy. Encontramos sua demonstracao em [1].

Notacgao 4. Escrevemos A € G(M,w) para indicar que A € o gerador infinitesimal de
um semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy, {S(t) }+>0, que satisfaz a

condicao ||S(t)|| < Me*" para todo t > 0.

Corolario 2. Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um semi-

grupo de classe Cy, {S(t) }i>0, tal que || S(t)|| < e¥, t > 0 € necessdrio e suficiente que
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A seja fechado, seu dominio seja denso e exista um numero real w, tal que se A > w,

entao

1
A A RN A < :
€ p(A) ¢ [ROA)| < =

Demonstracao:

Como ||R(N, A)"|| < IR\, A)||" < —, entdo o operador A satisfaz as condigoes

b
(A —w)

do teorema 9 com M = 1.
O

Corolario 3. Para que um operador A seja gerador infinitesimal de um semigrupo

de contracoes de classe Cy, € necessario e suficiente que A seja fechado, seu dominio

denso em X, (0,00) C p(A) e para todo A > 0, [[AR(X, A)| < 1.

Este corolério caracteriza um gerador infinitesimal de semigrupos de con-
tragoes de classe Cy e sua demonstragao é um caso particular do corolario anterior,
tomando w = 0.

A seguir, apresentamos uma outra caracterizagao dos geradores infinites-
imais de semigrupos de contragoes de classe Cp, o Teorema de Lumer-Phillips. Para
isso, seja X um espaco de Banach e X’ o dual de X. Para cada = € X, definimos o

conjunto J(z) C X’ por
J(z) = {2’ € X'; (z,2") = [|z]* = ||l2"||*}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Brezis [6], pg. 03), J(z) # () para todo = € X.
Uma aplicacado dualidade é uma aplicacao j : X — X’ tal que j(x) €

J(x), para todo x € X. Pela definigao de j, ||j(z)|| = ||z

Defini¢ao 11. Um operador linear A : D(A) C X — X € dito dissipativo relativamente

a uma aplicacao dualidade j, se

Re(Ax, j(x)) <0, para todo x € D(A).
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Teorema 10 (Lumer-Phillips). Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X
um operador linear com dominio denso em X.

(i) Se A € G(1,0), entao A € dissipativo e R(A — A) = X, para todo \ > 0;

(11) Se A € dissipativo e existe Ao > 0 tal que R(Aol — A) = X, entao A € G(1,0).

Este teorema nos diz quando um operador linear A é um gerador infini-
tesimal de semigrupos de contracoes de classe Cy. Sua prova pode ser encontrada em
[7].

Agora, apresentamos um importante resultado que estabelece quais sao
as condigoes para que um operador linear seja gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragoes. Este resultado sera usado na prova da existéncia e unicidade de solucoes

dos problemas do capitulo 4.

Corolario 4. Seja A um operador linear com dominio denso em um espaco de Hilbert
H. Se A € dissipativo e 0 € p(A), entao A € um gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragoes de classe Cy.

Demonstracao:
Por hipétese, 0 € p(A), entdao A é inversivel e seu inverso é limitado e tem dominio

denso em H. Portanto, o operador

M—A=ANAT— 1) (2.8)

-

¢ inversivel para 0 < A < ||[A7!||. Agora, utilizando o teorema 10 concluimos que A é

um gerador de um semigrupo de contragoes de classe Cj.
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Capitulo 3

Estabilidade exponencial de

semigrupos

Neste capitulo, estudamos o Teorema de Gearhart que estabelece condicoes
necessarias e suficientes para um semigrupo de contragoes de classe Cy ser exponen-

cialmente estavel.

3.1 O Teorema de Gearhart

Apresentamos agora neste trabalho um importante teorema que sera
usado no proximo capitulo para provarmos o decaimento exponencial da solucao de
alguns modelos dissipativos associados com equagoes ou sistemas de equacgoes diferen-

ciais parciais de evolucao.

Teorema 11 (Gearhart). Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de contragoes de classe Cy em
um espago de Hilbert H e A seu gerador infinitesimal. Entao, {S(t)}i>0 € exponencial-

mente estdvel se, e somente se,

{if: 6 € R} € p(A) (3.1)
e
limsup ||(iB] — A)Y|| < oco. (3.2)
|8]—o0
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A demonstragao completa desse teorema nao serd feita neste trabalho.
De fato, nas aplicagoes necessitamos somente justificar que as condigoes (3.1) e (3.2)
sao suficientes para a estabilidade exponencial do semigrupo {S(t)}s>0. Para provar
essa suficiéncia, precisamos dos resultados a seguir. Mas, antes precisamos da seguinte

definicao:

Definicao 12. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, {S(t)}+>0-

Diz-se que wy(A) € o tipo do semigrupo gerado por A se

Wo

) — i RIS IS

t—o00 t t>0 t

Notacao 5. Quando A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, deno-

tamos {S(t) }i>0 = {e}i>0.

Observacao 4. Seja s > 0 e seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe

Co, {S(t) }i>0. Entdo, wo(sA) = swy(A).

De fato,

AtsH _ AtsH

In fle = swy(A).

o) = Jin s 2

Lema 2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Co, {S(t)}i>0 - O

two(A)

raio espectral do operador S(t) € igual a e , para t > 0. Isto €,

o (S(t)) = e @ para t > 0.

Demonstracao:
Da defini¢ao do tipo de semigrupo e propriedade da funcao logaritmica, vemos que
AstH

1
wo(tA) = lim I fle™ | = lim In|le

§—00 S S§—00

Ast”%'

Como 1,(S(t)) = lim |[S()"||* = lim ||S(tn)]|= = lim [|e™||=, entdo

n—oo

ra(S(1) =

pela Observacao 4 .
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Teorema 12. Seja X um espa¢o de Banach, f € C([0,1];X) e seja A o gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, {S(t) = eM}i=0. A equagdo
u'(t) = Au(t) + f(t), t €10,1] (3.3)

possui uma vnica solugdo periédica, de periodo 1, se, e somente se 1 € p(e?), o resol-

vente de et = S(1).

Demonstracao:
Primeiramente, provamos que a equacao (3.3) possui uma unica solu¢ao periddica se
1 estd no resolvente do operador e?. Suponhamos entdao que u(t) é uma solucao da

equacao acima. Entao, vale que

d

7 (e Mu(t)) = e M f(t).

Assim, integrando no tempo, vemos que a equagao (3.3) possui uma solugao que pode

ser escrita como
t
u(t) = eMu(0) + / A=) £ (s5)ds (3.4)
0
com u(0) € X. Para que essa solugao seja periddica, isto é, u(1)=u(0), devemos ter

u(0) — e*u(0) = /o eA1=9) f(s)ds.

Como 1 € p(e?), constatamos que

w(0) = (I — A)! /0 A=) £(5)ds,

Portanto, provamos que se 1 € p(e?) entdo a funcao dada por (3.4), com
u(0) dado pela expressdo acima, é uma solucdo periédica da equagao (3.3).
A seguir, mostramos a unicidade.

Sejam wuy () e us(t) solugdes da equagao (3.3), entao
ur(t) = A (t) + (1)
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us(t) = Aua(t) + f(t).

Isso implica, usando a férmula (3.4), que
ug(t) — ur(t) = e (uz(0) — uy(0)) .

Dai, como ug(0) — u1(0) = 0, segue que us(t) = uq(t).

Agora, supondo que a equacao (3.3) tem uma unica solugao periddica,
devemos provar que 1 € p(e?). Para isso, precisamos mostrar que o operador (I —e”)™!
existe e é continuo.

(i) I — e” injetor:

Suponhamos que 0 # xy € Ker(I — e?), entdo xg — ezy = 0. Definindo
u(t) = ewg, segue que u(0) = u(1) e que u é uma solucdo nio nula da equacio (3.3)
(com f(t) = 0), o que é uma contradigao, pois por hipdtese, a equagao (3.3) possui

uma tnica solucdo periédica. Portanto, I — e

¢ injetor.
(ii) I — e” sobrejetor:
Para verificar isso, tomamos x € X e mostraremos que existe y € X, tal

que y — ey = x. Para isso, definimos

K: C(0,1],X) — C([0,1],X)
f — Kf=u

sendo u = u(t) a unica solucao de 3.3, que existe por hipdtese. Notamos que o operador

K é fechado. De fato, seja f,, € C([0,1], X) tal que
fo— fe Kf,=1u,—u,

sendo u,, a solucao correspondente a f,,.
Como u,(t) = e*u,(0) + fo Alt=9) f (s)ds, para todo n € N, entdo,

tomando limite em n, resulta

u(t) = eu(0) + /t A9 f(s)ds

0
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Portanto, u é soluc¢ao da equagao 3.3. Como u,(0) = u,(1), para todo n € N, segue da
convergéncia uniforme que u(0) = u(1). Dai, concluimos que u é uma solucao periddica
da equacao 3.3. Além disso, da unicidade da solucao, decorre que Kf=u. Logo, K é
um operador fechado e, pelo teorema do grafico fechado, K é um operador continuo.

Considerando f(t) = ez, definimos o operador continuo
S: X — X
x — Sx=Kf(0)=u(0)
onde u é, por hipdtese, a tnica solucao periddica associada a essa funcao f.
Sendo u periédica, temos que
1 1
u(0) = u(1) = e*u(0) + / A9 f(s)ds = etu(0) + / A=A s,
0 0
Dali, como Sz = u(0), entao
(I—eM(Szr+x)=T—eMSz+ (I —et)z
1
= / M= ds + x — ez
0

:eAx—l—x—eAx

=z
Assim, o operador I — e é sobrejetor. Como I — e? é bijetor e continuo, pelo teorema
da aplicacdo aberta, (I —e?)~! é continuo. Logo, 1 € p(e?).

O teorema anterior sera usado para demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 13. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t)} de classe Cy.

Entdo, 1 € p(e® = S(1)) se, e somente se,
2kmi € p(A), para todo k € 7

e sup ||(2kmil — A)7| < oo.
keZ

Demonstracao:

Seja 1 € p(e?). Como

1 1
e(A—lerz[):L, = / y e(A—QkﬂzI)sl,dS _ / (A _ Qk‘m])e(A_%mDSxds
0o as 0
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e(A—Qkﬂ'zI) €A

Y

obtemos que

1
e — o= / (A — 2kmil)eA=2kmil)s g s,
0

Do fato de que 1 € p(e?), verificamos que
1.
1

z = (A= 2kmil)(e* — 1) / eA=2kmil)s
0

— (A — 2knil) Bz

A—2kmil

sendo Bz = (eA — I)™! [ el

0 )szds, pois os operadores (¢4 — I)7! e (A — 2kmil)

comutam;

2.
1 .
r= (et — I)_l/ (A — 2kmil)eA=2kmil)s g
0
1
= (e = 1)7! / eATkTDS (A _ Okmil)zds
0
= B(A — 2kmil)x.
Além disso, temos que
1 .
|(2kmil — A)7Y| < [|(e? — I)_l/ eA=2kmil)s g < M, (3.5)
0
sendo M > 0. Portanto, usando 1,2 e (3.5), obtemos que
2kmi € p(A)

sup ||(2kmil — A)7H| < M.
keZ

Reciprocamente, mostramos que a equagao (3.3) possui uma unica solucao periédica,

para entao, aplicarmos o teorema 12.
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Primeiramente, mostramos que se existe uma solugao ela é tnica. Seja u

uma solucao da equagao 3.3. Denotando

1
uk:/ u(s)e 2k 5 s
0

fo= [ e =ras

obtemos uy = (2kwi — A)~! fi.. Usando séries de Fourier, segue que a solugao deve ser

unica. Agora, mostramos que existe uma solucao periédica. Definindo

N

k=—N
e
N
FN(t) _ Z fk€2k7rit
k=—N
verificamos que
d
EUN = AUN + FN.
Isso implica que
t
un(t) = e un(0) +/ e DAy (s)ds. (3.6)
0

Das hip6teses e como Fy — f em L?(0, 1), temos
uy — u forte em L*(0,1).
Considerando ¢ = 1 em (3.6), chegamos:

(1= eMun(0) = /0 094 F (s)ds.

E, como

1 1 t
e“un(0) :/ e(l_t)AuN(t)dt—/ e(l_t)A/ ey (s)dsdt,
0 0 0

entao

un(0) = (1 — eMun(0) + e*un(0) — up,
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pois uy(0) é igual a soma de sequéncias convergentes. Finalmente, aplicando o limite

em 3.6, encontramos que

t
u(t) = eMug + / e =4 £ (5)ds.
0

Como u é uma solucdo periédica da equagao (3.3), pelo teorema 12, concluimos que

1 € p(e?).
U

Corolario 5. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. FEntao,

eM € p(et) se, e somente se,

2kmi

A
A

< 00, para todo k € 7.

€ p(A) e <()\ + 2]{;7”)] - A) B

Demonstracao:

Suponhamos que e € p(e??). Isso implica que 1 € p(e~M). Logo, pelo teorema

anterior, 2kmi € p((A — \)t) para todo k € Z e sup||(2kwil — (A — Nt) || < oo.
keZ

i
Como 2kmi € p((A — \)t) para todo k € Z, entdo A + hrt
2kmi

€ p(A). Além disso, como

sup ||(2kmil — (A — \)t) 7| < oo, entdo ||[(A +
kez

)I — A7 < oo para todo k € Z.

2k

Reciprocamente, do fato que A\ + € p(A), segue que 2kmi € p((A — A\)t) e, como
| (A + 22T — A)f1 | < oo para todo k € Z, temos que |[(2km] — (A — X))} <
oo, para todo k € Z. Assim, pelo teorema anterior, 1 € p(e4=Yt). Logo, I — e~V ¢

inversivel e seu inverso ¢é limitado. Portanto, e* € p(e?).
0

Este corolario sera utilizado para demonstrarmos o Teorema de Gearhart,

pois ele nos diz que 1 € p(e??) se, e somente se,

1
;LM Cp(A)e sup [[(A—A)7Y| < co.

AETLy
Demonstramos agora que as condigoes (3.1) e (3.2) do Teorema de Gearhart

sao suficientes para a estabilidade exponencial de {S(t)}¢>o.
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Demonstracao:

Consideramos a seguinte expressao:

(M = S(E) " =A (T =Ats@) ™ = A (I + @ + %’?2 + ) _

Assim, se ||S(t)]| < |\, entao A € p(S(t)). Logo, A € o(S(t)) implica que |A| < [|S(t)]|.

Como {S(t)}+>0 ¢ um semigrupo de contragoes, ||S(t)|| < 1, logo,
o(S(t) {z e Clz] < 1}.

Além disto, utilizando as hipoteses do teorema, segue que

2mni 2mna
{——neN} Cp(Ad) e sup||(

=AY <M.
t neN t

Logo, pelo corolario 5, concluimos que 1 € p(e?). Portanto,
o(S(1)) C {= € G| < 1},

Como o (et) é um conjunto fechado e limitado, tem-se

)= sup A <1,

A€o (S(t))

ro(e

ou seja,

1
Ats 5 <1

ro(ett) = sllrgo lle

Assim, como r,(eA) = 04 obtemos que twy(A) < 0. Isso implica que
1 Az
lim M <0,
2—00 ya
ou seja, existe v > 0 tal que
Infle
lim = —.
zZ— 00 z
i . N n e
Entao, dado ¢ > 0 existe zg > 0 tal que z > z; implica que + v < e
C : _ 7 Az -z ¢ Az it 2 . ,
onsiderando € = > tem-se In ||| < — Dai, ||e™*]| < e™2", ou seja, {S(t)}i>0 €
exponencialmente estavel.
O
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Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo, estudamos a existéncia, unicidade e decaimento expo-
nencial de solucoes do sistema linear viscoelastico unidimensional com dissipacao dis-
tribuida de modo uniforme em todo o dominio. Também estudamos o mesmo problema
para a equacao da onda unidimensional com a dissipacao localmente distribuida em
parte do dominio. O sistema linear termoelédstico unidimensional e equagao da onda em
um dominio bidimensional retangular com dissipacao localmente distribuida também

sao estudados.

4.1 Sistema linear viscoelastico

Nesta secao, estudamos a equagao da onda unidimensional com dis-
sipacao distribuida de modo uniforme em todo o dominio. O problema de valor inicial

e de contorno associado é o seguinte:

Ut — QUgy — YVUzzr = 0, (x,1) € (0,1) x (0, 00)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(z,0) = up(x), =€ (0,1 (4.1)

ur(z,0) = uy(x), x € (0,1)

sendo a e 7y constantes positivas.
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4.1.1 Existéncia e unicidade

Seja H = H}(0,1) x L*(0,1). Este espaco munido da norma

! ! 3
Uy = (/ a|ux|2dx+/ |v|2dx>
0 0

¢ um espaco de Hilbert.
Considerando v = u;, reescrevemos a primeira equagao de (4.1) na forma

de um sistema de primeira ordem no tempo dado por

u—v =20
Vi — QUgy — YVUpe = 0.

Agora, definindo

u v
U= e AU = ,

podemos escrever o modelo (4.1) da seguinte forma:

Ut == AU
u
ORI
Uy
O dominio natural para o operador A é
u
D(A) = € H;v € Hy(0,1) e (au, +~yv,) € H'(0,1)
v

Notamos que D(A) é denso em H = H}(0,1) x L*(0,1).

Em relagao ao operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 14. O operador A gera um semigrupo de contragoes de classe Cy em H.

Demonstracao:
Para provarmos este resultado, mostramos que A é dissipativo e que 0 € p(A), para
entao, aplicarmos o Corolario 4.

i) A dissipativo:
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Seja U € D(A). Usando as condigbes de contorno, resulta que

(% u

(AU, U)y :

H

= (U, U)Hol((],l) + (au:cx + VVzz, U)LZ(O,I)

l l
= / auxvxdx + / (auxx + ’yvxx)vd$
0 0

I
= —/ Y|ve|Pda.
0

Como (AU, U)g = — fol v|ve[*dx < 0 concluimos que A é dissipativo, pois v > 0.

ii) 0 € p(A):
f . L
Provaremos que para todo F = € H, existe um Ttunico
g
u
U= € D(A) tal que
v
AU = F,
ou seja,

v=f € H}0,I])
(aug + yv,), = g € L*(0,1).
Resolvendo o sistema acima, isto é, substituindo a primeira equag¢ao na segunda, vemos

que u deve satisfazer
a(ug), =g —"fex € H(0,0). (4.2)
Agora, usamos o Teorema de Lax-Milgram para mostrar que (4.2) admite
uma tnica solugao u € H}(0,1). Para isto, definimos,
B(-,-): H0,1) x H}0,]) — R
(u,v) — a(uy, v,)
em que (-,-) indica o produto interno em L2(0,1). E claro que B(,-) ¢é bilinear. Resta

verificar que B(,-) é coerciva e continua.

i) Coercividade de B(-, ):
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Seja u € H}(0,1). Entao,
B(u,u) = alug, u,) = @HUIH%Q(O,Z) = @H“H?{g(o,zy
Assim, B(u,u) > allul| gy (0., para todo u € Hy(0,1). Isso implica que B(-, -) é coerciva.

ii) Continuidade de B(:,-):

Sejam u e v € Hy(0,1). Entao,

[B(u,v)| = |a(ue, va)| < alluall20pllvell 20 = allullmyon 0l mi00-

Assim, para u e v € Hy(0,1), |B(u,v)| < allullgaonllvllmo- Isso implica que B(,-)
é continua. Como v f,, — g € H1(0,1), pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma
tnica u € H}(0,1), tal que
B(u,v) = (Vfae — 9,0),
para todo v € Hg(0,1).
Portanto, existe um tnico U € D(A) tal que AU = F. Assim, existe o

operador A~ que ¢ definido por A™'F = U. Além disso,
Ul < ClIF|a.

De fato, usando a Desigualdade de Poincaré, temos

U5 = a”UH?Jg(o,l) + HUH%Q(O,Z)
< alluly 0 + 100, (1.3
Como
alluly o0y = 1t 102) = (3 s — 9 0) = — (v tt) — (9,10

para todo u € H}(0,1), segue que

a||u||§{é(0’l) < H’foHm(o,l)||UxHL2(o,l) + ”g”LQ(O,l)HuHLQ(O,l)
< (||'7fx||L2(0,l) + ||9||L2(0,l)) ||U||H3(O,Z)>
isto é,
allullm < 17 fellz2on + l9lle200) (4.4)
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para todo u € H}(0,1). Logo, usando 4.4 em 4.3, resulta

101 < (I fllzzon + 9l z200)” + 1 fellZ2qos
< O (I g0 + 9201
=C|FIy
sendo C' uma constante positiva. Isso implica que o operador A~! é limitado. Portanto,

0 € p(A). Logo, segue do Corolario 4 que A é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragoes de classe C.
O

Agora, como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes,

u
{S(t)}+>0, de classe Cp, a teoria de semigrupos diz que para Uy = " e D(A),
Uy

U(t) = S(t)Uy é a tnica solucao do problema de valor inicial

Ut = AU

U(0) = Uy
com

U € C([0,00); D(A)) N C'([0,00); H). (4.5)

Interpretemos (4.5). Lembrando que v = wu;, concluimos que
u € CY([0,00); Hy (0,1));
ur € C1([0,00): L2(0,1)), ou sefa, u € CX([0, 00); L*(0,1));

(au, +yvs), € L*(0,1).

Conseqiientemente, concluimos que existe uma tnica func¢ao u(x,t) que satisfaz o pro-

blema de valor inicial (4.1).

4.1.2 Estabilidade exponencial

Agora, usaremos o Teorema de Gearhart para provar que o semigrupo de

contragoes de classe Cy, gerado por A, é exponencialmente estdvel.
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Teorema 15. O semigrupo de contragoes de classe Cy, {S(t) >0, gerado por A, é

exponencialmente estdvel, isto €, existem constantes positivas M e « tal que
IS < Me™".

Provaremos a estabilidade exponencial de {S(t) };>0 verificando as condigoes

(3.1) e (3.2) do Teorema de Gearhart. Primeiramente, mostramos que

p(A) 2 {iB; f € R}.
Segue do fato de 0 € p(A) que o operador

il — A= A@BA — 1)
é inversivel para todo 3 tal que |3| < ||A7'||7!. Além disso, a fungao

181 — A)~Y|
é continua para todo € (—[|A7Y|74 |A7H7Y).
De fato, como (i8I — A)~' = A71(iBA™1 — I)7! e o operador (I —iBA~1)"! ¢ linear e
continuo, pois [[iBA7Y| < 1, segue que a fungao (i3I — A)~!|| é continua para todo
pe(=lAT1AT.
Agora, suponhamos que p(A) D {if;3 € R} é falso. Entao, existe

w € R tal que w # 0, com [|[A7Y|™! < |w| < oo, tal que

{16; 18] < |wl} < p(A)

sup{||(i61 — A)7'[|; 18] < |w]} = 0.
Entao, existe uma seqiiéncia de nimeros reais {3, }nen tal que 8, — we |B,] < w e
uma seqiiéncia vetorial de fungoes U,, € D(A), tal que ||U,|| =1 e ||(i8,1 —A)U,| — 0.
Isto é,
i Bty — v, — 0 em Hy(0,1) (4.6)

iBnUn — (QUng + YUne)e — 0 em L2(0,1). (4.7)
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Fazendo o produto interno de (i3,I — A)U,, com U, em H, resulta que

!
:zﬂn—f—/ 7|vm|2dx.
0

Tomando a parte real, temos que

l
Re((iBul — AU, Un) i = / Y |onal2de
0

Assim, como a seqiiéncia (U, )nen € limitada e (i5,I — A)U,, — 0 em H, segue que

!
MonallZ20p = | YIvnel*dz — 0,
(0.0) o

ou seja, usando a Desigualdade de Poincaré:

l l
c / e P > / Ao Pdz = 7 0a 20,
0 0

concluimos que

v, — 0 em L*(0,1). (4.8)

1
Multiplicando (4.6) por % segue que

n

i, — R Hy(0,1).

Como v, — 0 em Hy(0,1), pois ||vn]72, — 0, obtemos
u, — 0 em H}(0,1). (4.9)

Portanto, de (4.8) e (4.9), segue que ||U,|lg — 0, o que é uma contradi¢do, pois
[Unller = 1.
Agora, provaremos que
limsup || (i3] — A) 7| < oo. (4.10)
|B]—00
Suponhamos que (4.10) é falso, entao existe uma seqiiéncia de nimeros reais {3, }nen

com |f3,| — oo e uma seqiiéncia vetorial de fungoes (V},)en em H tal que

(18, — A) Vi
IVl

> n, para todon € N,
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ou seja,

1(i8, — A) 'V, || > n||V4]|, para todo n € N.

Uma vez que (V,)nen € H e que i3, € p(A), existe uma tunica seqiiéncia (Uy,)nen €
D(A), tal que
(i, — AU, =V, com ||U,]| = 1.

Assim,

Ul = nl||(i8, — A)U,||, para todo n € N.

Isso implica que

1(i6nd — A)Unllz — 0
quando n — o0, ou seja,

1Bty — v, — 0 em HJ(0,1)

- 2
10,05 — (QUpg + Ypz)e — 0 em L7(0,1).
De maneira similar ao que foi feito acima, concluimos que

v, — 0 em L*(0,1)

u, — 0 em H(0,1),

logo, ||Unllg — 0, 0 que é uma contradicao, pois ||U,||g = 1. Portanto, pelo Teorema
de Gearhart, concluimos que o semigrupo de contragoes de classe Cy, {S(t) }+>0, gerado
por A, é exponencialmente estavel. Assim, fica provado o decaimento exponencial da
solugao do modelo (4.1), pois quando se considera o estudo do decaimento exponencial
da solugao de um modelo dissipativo, o problema ¢é estabelecer uma estimativa para a
energia total do sistema, E(t). Essa estimativa para a energia do sistema é obtida da

estabilidade exponencial

IS(#)]] < Ce ™, para todo t > 0,
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do semigrupo dissipativo, {S(t)}:>0, gerado por A. De fato, temos que a energia do

sistema é
1 [
E@t) = —/ [au? + uj] dx

2 Jo
2

1 u

2 u,
H

1

U

Mas, sendo a solucao dada por U(t) = S(t)Uy, resulta que
2E(t) = Ul = 1SVl < Ce™|| Ul = 2CE(0)e™"
para todo t > 0. Assim,

E(t) < CE(0)e ™", para todo t > 0.

Portanto, a energia do sistema decai exponencialmente.

4.2 Equacao da onda unidimensional com dissipacao
localmente distribuida

Nesta se¢ao, estudamos a equacao da onda unidimensional com uma

dissipagao friccional representada por a(z)uy, sendo a(z) uma funciao em W1(0,1)
I

com a(x) > 0 para todo x € [0,]] e / a(x)dx > 0. O problema de valor inicial e de
0

contorno associado é o seguinte:

Uy — Ugz + a(x)uy, =0, (x,t) € (0,1) x (0,00)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(z,0) = up(x), =€ (0,0) (4.11)

u(z,0) = uy(x), =€ (0,1)

38



4.2.1 Existéncia e unicidade

Seja H = H}(0,1) x L*(0,1). Este espaco munido da norma

1
1 l l 2
2
107 = (Rl + IolBeon)” = ( [ hualdo s [ lopac)
0 0

¢ um espaco de Hilbert.
Considerando v = uy, reescrevemos a primeira equacao do sistema (4.11)

na forma de um sistema de primeira ordem no tempo dado por

u—v =20

Vp — Uyy + a(x)uy = 0.

u
Fazendo U = e definindo o operador A como
v
v
AU = ,

podemos reescrever o modelo (4.11) da seguinte forma:

Ut == AU
u
voy=| "
Uy
O dominio do operador A é dado por
u
D(A) = € H;ue H*0,1) N H0,1) e v e HY0,1)
v

Notamos que D(A) é denso em H = H{(0,1) x L?(0,1).

Em relacao ao operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 16. O operador A gera um semigrupo de contracoes de classe Cy em H.

Demonstracao:

Mostramos que A é dissipativo e que 0 € p(A), para entdo, aplicarmos o Corolério 4.
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i) A dissipativo:

Seja U € D(A). Usando as condigoes de contorno, obtemos que

v u
(AU, U)g = :

Uz — a(x)V v Y

= (U) u)Hé(O,l) + (umx - a(x)v, U)L2(0,l)

I !
:/ vxumdx%—/ (Uze — a(x)v)vde
0 0

= — /Ol a(x)|v]*dw.

Como (AU, U)y = — f(f a(z)|v|*dr <0, entao A é dissipativo, pois a(z) > 0.

ii) 0 € p(A):
f . .
Provaremos que para todo F = € H, existe um tnico
g
u
U= € D(A) tal que
v
AU = F.
Seja F' = € H. A equagdo AU = F em termos de seus compo-

nentes é dada por
v=fe€ Hj0,])
Uge — a(z)v = g € L*(0,1)
Resolvendo o sistema, isto é, considerando v = f e substituindo na segunda equagao,

temos

Upe = g+ a(z)f € L*(0,1). (4.12)

Agora, mostramos que (4.12) admite uma tinica solugao u € Hy(0,1) N H?(0,1). Para

isto, definimos a forma bilinear

B(-,-): H}0,l) x H3(0,]) — R

(u,v) —  B(u,v) = (tg, vz)
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em que (-,-) indica o produto interno em L?(0,1). Verificamos que B(-,-) é coerciva e
continua.
i) Coercividade de B(,-):

Seja u € H}(0,1). Entao,

B(u,u) = (ug, uz) = HUmH%%o,Z) = ||“|’12qg(0,5)‘

Portanto, B(-,+) é coerciva.
ii) Continuidade de B(-,-):

Sejam u e v € H}(0,1). Entao,

|[B(u, )] = |(u; v2)| < [l 20 |Vallz200) = 1l g 0. 10123 0.9

Portanto, B(:,) é continua.

Agora, mostraremos que o funcional

L: H}(0,]) — R
v o= L) =(=g—a()fv)
é linear e continuo sobre H{(0,1).
(i) A linearidade de L segue direta da linearidade do produto interno.
(ii) Continuidade de L:
Sejam v € H(0,1) € L*(0,l)e — g — a(x)f € L*(0,1). Entao, pela

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

L) = [(=g = a()f,0) <[ =g = al) fll 2Vl L20p-

Isso implica que L ¢é continuo.
Portanto, L € H~'(0,1).
Usando o Teorema de Lax-Milgram concluimos que existe uma tunica

u € H(0,1) tal que B(u,v)=(-g-a(x)f,v), para todo v € H}(0,1). Isto é,

(g, vz) = (—g — a(z) f,v), para todo v € H(0,1).
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Em particular,

(Ug, ) = (—g — a(x) f, ¢), para toda ¢ € D(0,1),
sendo D(0,1) o espago das fungdes C§°(0,1). Isso implica que
Uze = g+ a(z) f
no sentido distribucional.
Como g + a(z)f € L*(0,1), usando o Teorema da Regularidade Eliptica
para o operador eliptico de ordem 2, A, resulta que u € H?*(0,]). Entao,

u € H}(0,1) N H%(0,1). Portanto, obtivemos uma tnica U € D(A) tal que AU = F.

Assim, existe o operador A=, Além disso,

U1 = Nl 00 + 1011720

< ullzrop + 1£1Z200

A=

allaf + 9||%2(0,l) + Hf”i]&(@,l)

IN

sll 1300 + callalZzn + 1 W 0
< o5 (I 00 + 9120

cs||Fll 7

sendo ¢y, ¢9, €3, Cq € c5 constantes positivas, isto é, o operador A~! ¢é limitado. A de-
sigualdade 1 é devida ao Teorema da Regularidade Eliptica.

Portanto, 0 € p(A).

Assim, pelo Corolario 4, segue que A é gerador infinitesimal de um semi-

grupo de contragoes de classe Cj.

0
. . . Uo

Logo, a teoria de semigrupos diz que para Uy = € D(A),
Uy

U(t) = S(t)Uy é a tinica solucao classica do problema de valor inicial

Ut:AU
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Também temos que

U € C([0,00); D(A)) N CY([0, 00); H). (4.13)
Interpretemos (4.13). Lembrando que v = w, (4.13) pode ser reescrito como

") e o, 00), B2(0,1) 0 HN0,1) x HL(0,1)) N ([0, 00): HL(0,1) x L2(0,1)).

v

Isso implica que

u € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1));
u; € C([0,00), Hy(0,1)), ou seja, u € C([0,00), Hy(0,1));
u € C'([0,00); Hy (0,1));

uy € C1([0,00); L*(0,1)), ouseja, u € C*([0,00); L*(0,1)).
Portanto, para Uy € D(A), a fungdo u = u(x,t) na classe
u € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1)) N C*([0, 00), Hy(0,1)) N C*([0, 00); L*(0,1))

¢ a unica solucao do problema (4.11).
Conseqiientemente, concluimos que existe tinica fungao u(z,t) que satis-

faz o problema de valor inicial (4.11).

4.2.2 Estabilidade exponencial

Teorema 17. O semigrupo de contracoes de classe Cy, {S(t)}i>0, gerado por A, é

exponencialmente estdvel, isto €, existem constantes positiva M e « tal que
1S(t)]] < Me™*, para todo t > 0.

Para provar a estabilidade exponencial de {S(t)}>0, verificaremos as
condigoes (3.1) e (3.2) do teorema de Gearhart.

Primeiramente provamos que p(A4) 2 {iB;5 € R}. Para isso, supo-
nhamos que

p(A) 2 {if; B e R}
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é falso. Entao, existe 5 € R, 5 # 0 tal que if € o(A). J& sabemos que a inversa de A

estd definida em todo H, com valores em D(A), isto é,
A H — D(A)

Como a imersao 4

ia:D(A)— H
¢ compacta, temos que a aplicagao
At =A1 oi,: H—>H

é compacta. Assim, usando o Teorema 6, concluimos que i3 é um autovalor de A.

De fato, considerando A = i3, temos as seguintes equagoes:

1 1
(1) A_lx—Xx:y(:)w—XAx:Ayﬁ)\x—Ax:)\Ay.
1 1
(2) A’lx—szO@x—Xszoﬁ)\x—Ax:O.
- 1 . . . .
Suponha que a equacgao [ A~ — X r = 0 admite apenas a solucao trivial, entao
Ar — Ax = 0 admite apenas a solucao trivial. Assim, pelo Teorema 6, a equacao
1 1
Aty — Xa: = y possui uma solucdo z para cada y € H e o operador A~! — X tem
inversa limitada, ou seja, o operador A\l — A tem inversa limitada. Logo, A € p(A), o

1
que é uma contradi¢do, pois por A € o(A). Portanto, a equagao (A_l — X) x = 0 nao

possui apenas a solucao trivial e, desta forma, A é um autovalor de A.

Assim, existe um vetor U € D(A), com ||U||g = 1, tal que

iBU — AU = 0, (4.14)

isto é,
iPu—v=0 (4.15)
iU — Uyy + a(x)v =0 (4.16)
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Fazendo o produto interno de (4.14) com U em H, resulta que

1Pu—v u
0= (ipU — AU,U)y = ,
1BV — Ugy + a(x)v v
H
= (iBu — v, u) g0 + (100 — Ugz + ()0, V) 12(0y)

= i(Bu, U)H(}(O,l) — (v, U)H(}(O,l) + (B, U)LZ(o,l) + (a(2)v — Ugg, U)L2(0,1)
Considerando a parte real e usando as condigoes de contorno, segue que

0= Re(ipU — AU, U) i = (a(2)v — Ugy, V) 2(01) — (U,u)Hé(Oyl)

! I
:/(a(x)v—um)vdx—/ VpUpd
0 0
!
:/ a(x)|v]*dw.
0

Como
! l
leolFon = [ la(yide < lallim | at@)lfds =0
entao,

a(x)v(xz) =0, para todo z € [0,1]. (4.17)

Substituindo (4.15) e (4.17) em (4.16), obtemos
—B*U — Uyy = 0.

Como u(0) = u(l) = 0, a solugao da equacao acima ¢ dada por

2
.. mm m
u(z) = ksin —2 com 3* = l—27r2,

l
sendo k # 0 e m > 1. Substituindo a solugao u(z) obtida em (4.17), segue que

0 = ika(z)p sin@x, para todo z € [0, ],

pois ifu — v = 0. Mas, isso diz que a(x) = 0 exceto sobre um conjunto enumeravel de

!
pontos, o que é uma contradicao, pois / a(x)dxz > 0. Portanto, podemos afirmar que
0

p(A) 2 {ip; 3 € R}.
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Para a segunda parte da demonstracao, suponhamos que

limsup ||(iB] — A)~Y| = oo, entdo existe uma seqiiéncia de ntimeros reais {3, }nen
[B]—00

com |3,| — oo e uma seqiiéncia vetorial de fungoes (V,,),eny em H tal que

||(Zﬁn — A)_lvnH
V2l

> n, para todon € N,
ou seja,
(i3, — A"V, || > n||V,||, para todo n € N.

Uma vez que (Vy,)neny € H e que i, € p(A), existe uma tnica seqiiéncia (Up,)pen €
D(A), tal que
i6,U, — AU, =V, com ||U,| = 1.

Assim,

Ul > nl|iB,U, — AU, ||, para todo n € N.

Isso implica que

1(e6nd — A)Unllz — 0
quando n — o0, ou seja,
fn = iBnty — v, — 0 em Hy(0,1) (4.18)
Gn = 1BaUn — Ungs + a(x)v, — 0 em L*(0,1) (4.19)
Fazendo o produto interno de i3,U, — AU,, com U,, em H, resulta

iﬂnun — Up U,

iﬁnvn — Unaz + (I(I‘)Un Un %

= (Zﬂnun — Un, un)H&(O,l) + (Zﬁnvn — Upgy + a(m)vn, Un)LQ(O,l)

Considerando a parte real e usando as condigoes de contorno, obtemos

Re(zﬁnUn - AUn7 Un)H = (G(I)Un — Unzx, Un)L2(0,l) - (Unn un)H&(O,l)

= (a(2)vn, Vn) 200,
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Como 13,U, — AU,, — 0 em H e U, é limitada, segue que
(a(x)v,,v,) — 0 em L*(0,1). (4.20)
Agora, considerando a desigualdade

l l
ol = [ latnPds < alluson [ lavfds
0 0

e usando (4.20), segue que

av, — 0 em L*(0,1). (4.21)
Substituindo v, = ifB,u, — f, em g, = B,y — Upze + a(x)v,, obtemos

Agora, considerando ¢(x) € C*(0,1) uma funcao real e fazendo o produto interno de

(4.22) com q(z)uy,, em L*(0,1), obtemos

!
/ QI(ﬁ2|un|2 + |un:p‘ )dl’ - [Q|Unr| ] (gnu qunr) - 2<Zﬁn(an):Jca un) - 2(G/Um qunm>7
pois

l l
0

! l !
(gn + Zﬁnfn — QUn, quna:) = / gnquna:dx + / Zﬁnfnquna:dx - / avnqunxdx
0 0 0
! ! !
= / JnQUpzdr — / 1Bnun(fnq).de — / AV, QU dT.
0 0 0

Observando que (,u, ¢ uniformemente limitada em L*(0,1), pois [[vn|lr20y < 1 e

iBptn — v, — 0 em L?(0,1), e usando (4.18), (4.19) e (4.21), concluimos que

Q(gna qunx) - 2(Zﬁn(an)x7 un) - Q(CLUn, qunx) — 0
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ou seja,
l
/qAﬁWA“HwAWM—MwmﬂéHO
0

Considerando ¢(z) = z, temos

l
/wmﬁﬂm%mm—«m%wW—w.
0

! !
Como 1 = lim U |* + |vn|*dz = lim / [t |* + |iBptun |2 d, POiS iBntly — v, — 0
n—oo 0

n—oo 0
em L?(0,1), segue que

1
|un:c(l)|2 - T

Agora, considerando ¢(z) = [ a(s)ds, temos

0
l
/O a(@)(Balunl® + [tna|*)dz — q(1)uns (]* — 0,

ou seja,

1

!
(Bttn, afpiiy) + (QUng, Upy) — 7/ a(s)ds > 0,
0

o que é uma contradigao, pois por outro lado, mostraremos que (5, un, aBpty,) € (Qtng, Ung)
convergem para zero.

1 (ﬁnu'm aﬁnun) — 0:

Fazendo o produto interno de i3,u, — v, com af,u,, obtemos
(18ntn — Un, afptty) = (iBptn, afnty) — (Vn, afBniiy).
Como iB,u, — v, — 0 em H}(0,1) e B,u, é uniformemente limitada em L?(0,1),
|(iBntin, alBntn) — (Vn, aByuy)| — 0. (4.23)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (4.21), segue que

|(Vn, aBptn)| — 0. (4.24)
Portanto, de (4.23) e (4.24), concluimos que

(Bntin, afpuy,) — 0.
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2 (atpg, Upg) — O:
Fazendo o produto interno de i3,v, — tUnz: + a(z)v, com au, e usando

as condigoes de contorno, resulta
(160U — Unae + a(x)vp, auy,) = (iav,, Bottn) + (Qgtn, Ung) + (QUng, Ung) + (a(T) vy, aty,).
Como 13,0, — Unzs + a(z)v, — 0 em L*(0,1) e au,, é limitada em L%(0,1),

i(avy, Butn) 4 (Qgtn, Ung) + (QUng, Ung) + (aU,, auy,) — 0. (4.25)
Observando que (,u, e au, sio limitadas em L?(0,1) e usando (4.21) , obtemos

(iavy,, Battn) — 0 em L*(0,1) (4.26)

(avy,, auy,) — 0 em L*(0,1). (4.27)

De (4.18), concluimos que

iUy, — ;—n — 0 em L*(0,1).

n
Isso implica que

1at, — a2 0 em L*(0,1).

Como

av, — 0 em L*(0,1),

concluimos que

u, — 0 em L*(0,1). (4.28)

Agora, como ||tz z2(0) < 1, pois ||Uy ||z = 1, usando (4.28), obtemos
(Aptin, Ung) — 0 em L*(0,1). (4.29)
Portanto, de (4.25), (4.26), (4.27) e (4.29), segue que

(AU, Ung) — 0 em L*(0,1).
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Assim, limsup ||(i8] — A)7|| < .
[B]—00
Logo, segue do Teorema de Gearhart que {S(t)}:>o é exponencialmente

estavel. Isso implica que a solugao do modelo (4.11) decai exponencialmente, isto é,

1/
E(t) = 5/ (u2 +u?)dz < CE(0)e™*, para todo t > 0,
0

sendo C' uma constante positiva.

4.3 Sistema linear termoelastico

Nesta secao, consideramos uma barra de comprimento [ com densidade
unitaria. Seja u o deslocamento e 0 a diferenca de temperatura entre a barra e o meio
ambiente. Entao, u e # satisfazem o seguinte sistema linear termoelastico unidimen-

sional:
Ut — Uge + 70, =0, (z,t) € (0,1) x (0,00)
O + yug — kb =0, (x,t) € (0,1) x (0,00)
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0
0(0,t) =0(l,t)=0, t>0 (4.30)
u(x,0) = ug(x), =€ (0,1
w(z,0) = ug(x), x € (0,1)
0(x,0) = Oy(x) z € (0,1)

sendo k e vy constantes com k > 0e~y # 0. Estas constantes dependem das pro-

priedades do material.

4.3.1 Existéncia e unicidade
Seja H = H}(0,1) x L*(0,1) x L?(0,1). Este espago munido da norma
1
Ul = (||Ua:”%2(o,z) + ||U||%2(o,1) + H9H2L2(0,1))2
¢ um espaco de Hilbert.
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u

Agora, considerando v =u; e U = | ¢ [, segue que
0
Ut v
Ut - V¢ - Upe — ’7«91 = AU
et k0$x — YUzt

Portanto, podemos reescrever o modelo (4.30) da seguinte forma:

( U, = AU
Ug
U) =1 w
fo

O dominio natural para A é
D(A) = H*(0,1) N Hy(0,1) x Hy(0,1) x H*(0,1) N Hy(0,1).

Notamos que D(A) é denso em H = H}(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).

Em relagao ao operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 18. O operador A gera um semigrupo de contracgoes de classe Cy em H.

Demonstracao:
Para provarmos esse resultado mostramos que A é dissipativo e que 0 € p(A), para
entao, aplicarmos o Corolario 4.

i) A dissipativo:
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Seja U € D(A). Usando as condigbes de contorno, obtemos

v U

(AU, U)y = Upy — YOz N )
Y

kO — YU, 0

H

= (Ua U)Hg(o,l) + (Um — 0, U)L2(0,l) + (kem — YUz, G)LQ(O,I)

! ! !
= / VpUpdT + / (Upe — V0, )vd + / (kOyr — yv,)0dx
0 0 0

l ! L
= —7/ HIde—k:/ Qxﬁxdaf—i-’y/ v0,dx
0 0 0
l
_ —k/ 10, 2da.
0

Como (AU, U)y = —k f(f 0,2dx < 0, A é dissipativo, pois k > 0.

ii) 0 € p(A):
f

Provaremos que para todo F = g € H, existe um tunico
h

U=| v | € Htalque AU =F.

Sy

Seja ' = € H. A equacao AU = F em termos de seus compo-

> @

nentes é dada por:
v=f e H}0,I])

Uge — V0, = g € L*(0,1)
KO,y — yv, = h € L*(0,1)
Resolvendo o sistema acima, isto ¢, substituindo v = f na terceira equagao, segue que

KOy = h+~f, € L*(0,1). (4.31)

Agora, mostramos que a equagao (4.31) possui uma tinica solugao 6 € Hy(0,1)NH?(0,1).

Para isto, definimos uma forma bilinear

52



B(-,): HYN0,I)x HY0,]) — R
(6,v) — B(0,v) = k(b va)
em que (-,-) é o produto interno em L?*(0,1). Verificamos que B(-,-) é coerciva e
continua.
i) Coercividade de B(-,-):
Seja § € H(0,1). Entao,

B(Qa 9) = (01,036) = ||9x||2L2(o,1) = ||9||§1(}(o,1)‘

Portanto, B(-,) é coerciva.
ii) Continuidade de B(-,-):

Sejam 6 e v € H}(0,1). Entao,

|B(0,v)| = [(0r, v2)| < ||9a:||L2(0,l)||Ux||L2(o,1) = ||9||H3(O,Z)||U||Hg(o,n

Portanto, B(-,-) é continua.
Definimos agora o funcional
L: Hi(0,) — R
v — L(v) = (=h = vfz,v)

Verificamos que L é linear e continuo sobre H}(0,1).

(i) A linearidade de L segue direta da linearidade do produto interno.

(ii) Continuidade de L:

Seja v € H(0,1) C L*0,l). Entdo, pela Desigualdade de Cauchy-

Schwarz, segue que

[L()| = [(=h =7 fe; 0)| < || = h = fallllo]l-

Isso implica que L é continuo.

Logo, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica 6 € Hg(0,1) tal que

B(0,v) = (=h — v fs,v), para todo v € HJ(0,1).
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Isto é,

k(0y,v,) = (—h — v fe,v), para todo v € Hy(0,1).

Em particular, temos

k(0s: 62) = (—h — 7 f,, 8), para toda ¢ € D(0,1),

sendo D(0,1) o espago das fungoes C§°(0,1). Isso implica que
kOp. = h+~fs,

no sentido distribucional.

Como h+~vf, € L*(0,1), usando o Teorema da Regularidade Eliptica para
o operador eliptico de ordem 2, A, resulta que 6 € H?*0,1). Entao,
0 € HY0,1) N H?(0,1). Logo, existe uma tnica § € Hy(0,1) N H?(0,1) satisfazendo
(4.31).

Agora, substituindo € obtida resolvendo a equagao (4.31) na segunda
equagao, vemos que

Upy = g + V0, € L*(0,1). (4.32)

Precisamos mostrar que a equagdo (4.32) possui uma tunica solugdo
u € H(0,1) N H%(0,1). Esse problema é similar ao que foi resolvido acima para a
funcao 6.

Logo, existe uma unica u € Hy (0,1)NH?(0,1) satisfazendo (4.32). Assim,
concluimos que existe tnica U € D(A) tal que AU = F. Portanto, existe o operador

A~! que é definido por A~'F = U. Além disso, da Desigualdade de Poincaré e do
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Teorema da Regularidade Eliptica, temos

U7 = ||Uz||%2(o,1) + Hf”%?(o,l) + ”9”%2(0,0
< HUIBH%?(OJ) + wa”%%o,z) + HefEH%?(O,l)
< crllullzon + I1fellz200 + c2llgllzzo
< csllh + v el T2 00 + 1fallT200 + c2llgllizou
Sa <||fx||%2(o,1) + gl Z200 + ||h||%2(o,1))

= allFlE

sendo c;, ¢, 3 € ¢4 constantes positivas. Isso implica que o operador A~! ¢ limitado.
Portanto, 0 € p(A). Assim, aplicando o Coroldrio 4, concluimos que A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cj.

U
Ug

Logo, a teoria de semigrupos diz que para Uy = | «; | € D(A), U(t) = S(t)U é a
0o

unica solucao do problema de valor inicial

Ut:AU

Também temos que

55



Isso implica que

u € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1));

uy € O([0,00), Hy(0,1)), ouseja , ue C([0,00), Hy(0,1));
6 € C([0,00), H*(0,1) N H(0,1));

u € C*([0, 00); Hy(0,1));

u, € CH([0,00); L2(0,1)), ou seja , u € C2([0, 00); L2(0,1)):
0 € C*([0,00); L*(0,1)).

Portanto,

u € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1)) N C*([0, 00), Hy(0,1)) N C*([0, 00); L*(0,1))

6 € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1)) N C*([0, 00), L*(0,1)).

Conseqiientemente, concluimos que existe uma tnica funcao u(zx, t) e uma

unica fungao 0(z,t) que satisfazem o problema de valor inicial (4.30).

4.3.2 Estabilidade exponencial

Agora, provamos que o semigrupo {S(t)};>0, gerado pelo operador A,

associado ao problema termoeléastico é exponencialmente estavel.

Teorema 19. O semigrupo de contragoes de classe Cy, {S(t)}>0, gerado por A, é

exponencialmente estdvel, isto €, existem constantes positiva M e « tal que
1S(#)]| < Me™, para todo t > 0.

Para demonstrar este resultado, verificamos as condigoes (3.1) e (3.2) do
Teorema de Gearhart.

Inicialmente, provamos que

p(A) 2 {if; 3 € R}.
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Segue do fato de 0 € p(A) que o operador

il — A= A(iBA™ — 1)
é inversivel para todo ntimero real 3 tal que |3] < ||[A7!|~!. Além disso, ||(i31 — A)7!|

é uma fungao continua para todo 5 € (—[|A~H||71 [JA7HTY).

Agora, suponhamos que
p(A) 2 {ip; 3 € R}
é falso, entao existe w € R com ||[A7}||7! < |w| < oo, tal que

{16; 18] < Jw[} < p(A)

sup{[|(i81 — A) ;18] < [w]} = o0

Entao, existe uma sequéncia 3, € R com 3, — w e |(,| < |w| e uma sequéncia vetorial

Up,
de funcées U, = | v, | € D(A) com ||U,||z =1 tal que
On
1(i6nd — A)Unllz — 0,
ou seja,
1Bty — vy, — 0 em HJ(0,1) (4.33)
1B Un — Ungz + V0nz — 0 em L*(0,1) (4.34)
iB300n — kOpps + YUne — 0 em L*(0,1) (4.35)

Fazendo o produto interno de (i(3,I — A)U,, com U,, em H, resulta

10p Uy — Uy, U,
((Zﬁnj - A) Un? Un) = Z.ﬁnvn — Unag + 79% ’ Un,

= (Zﬂnun — Un, un)H(}(O,l) + (Zﬂnvn — Ungz + Vena:a ’Un)LQ(O,l)
+(Zﬁn0n — kOper + YUz, Qn)L2(O,Z)
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Tomando a parte real e usando as condicoes de contorno, segue que
Re((iBl — YU, Un)is = k10|20
Como U, é limitada e (i3, — A)U,, — 0, temos
kl|Onl|720, — O (4.36)
Em particular, devido a Desigualdade de Poincaré, segue que
Hal 200y — 0. (437
Usando (4.35) e (4.37), segue que
kOnzz — YUnz — 0 em L*(0,1). (4.38)
Integrando k6,,., — YU, de 0 até x, teremos
/f’f kOrnzr — YOnadr = kbOpy(x) — k0,.(0) — yo, (). (4.39)
0
Como

2

dy

l T
10 — k0,:(0) — 7vn||%2(0,l) = /0 /0 KOz () — YUna(7)d
2

S/Ul (/Ollwm(x)—wm(x)ldw) dy
< /0 l < /0 l 12dx> < /0 k() — fyvm(x)|2dx> dy

= PRy — Yo,
Entao, usando (4.38), devemos ter
kO — k0,,(0) — yv, — 0 em L?(0,1). (4.40)
Assim, de (4.40) e (4.36), chegamos a

k0,2 (0) + yv,, — 0 em L*(0,1). (4.41)
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Agora, de (4.33) e do fato que ||uns || r2(0) < 1, pois ||Uy|| g = 1, obtemos que [|vps || 20,
¢ uniformemente limitada. Assim, de (4.38), segue que ||0nq0|r2(0y) ¢ uniformemente

limitada. Logo, pela Desigualdade Gagliardo-Nirenberg, concluimos que
(O] < [0l 0 < Collbusall o e liaor) + Collbusllizon — 0 (4.42)

sendo C e Cy constantes positivas. Entao, de (4.41) e (4.42) segue que
v, — 0 em L*(0,1). (4.43)

Fazendo o produto interno de i83,v, — Unge + V0pe com u, em L?(0,1),

resulta que

l l l
0 0 0

! ! !
:/ iﬁnvnundx—i—/ \um\Qd:v—l—/ VOt di.
0 0 0

Como u,, é limitada em L?(0,1) e i3,v — Unge + V0ne — 0 em L2(0,1), segue que
|tz || — 0 em L*(0,1). (4.44)

Portanto, de (4.37), (4.43) e (4.44) concluimos que ||U,|lg — 0, o que é uma con-
tradicao, pois ||U,|| = 1.
Provaremos agora que
limsup ||(iB] — A) Y| < oo. (4.45)
8|00
Suponhamos que

limsup ||(i31 — A) 7| = oo.

|8]—o0

Entao, existe uma sequéncia de ntimeros reais {3, },en com |3,| — 0o e uma seqiiéncia

vetorial de fungoes (V,,)neny em H tal que

I(iB, — A)~'Val
1Vall

> n, para todon € N,

ou seja,

1(iBn — A) 'V, || > n||V,]|, para todo n € N.
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Uma vez que (V,)nen € H e que i3, € p(A), pela primeira parte da demonstragao,

existe uma unica seqiiéncia (Uy,)nen € D(A), tal que
i6,U, — AU, =V, com ||U,| = 1.

Assim,

Ul > nl|iB.U, — AU, ||, para todo n € N.

Isto implica que

1(@BnI — A)Un|lm — 0

quando n — oo, ou, usando a definicao do operador A, temos que

i Bty — v, — 0 em HJ(0,1) (4.46)
iB00n — kOpnzz + YUne — 0 em L*(0,1) (4.48)

Fazendo o produto interno de (i3,I — A)U, com U, em H e usando as condigoes de

contorno, segue que
Re((iBnl — A)Up, Up) st = k|0nzll 2004 — 0 (4.49)
Em particular, devido a Desigualdade de Poincaré, segue que
k16l Z2(00 — O (4.50)
- 1
Multiplicando (4.48) por i e usando que ||0y[|12(0) — 0, segue que

n

kOrnzs  YUna

— 0 em L*(0,1). 4.51
B Bn 0.9 (4.51)

Multiplicando (4.46) por ﬁl’ obtemos
iVUpg — fyvﬁﬂ — 0 em L*(0,1). (4.52)

Subtraindo (4.52) de (4.51), vemos que

k 977,32’ T
Bn

— YUpy — 0 em L?(0,1). (4.53)
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nxx 7, . .
¢é limitada

Do fato que |[tune|[z2(0y < 1, pois [|Uy||g = 1, segue de (4.53) que

On
em L?(0,1). Fazendo o produto interno de ﬁn Y Upg COM Uy, em L2(0,1), vemos
que
= W Ungy Unz | = | — 5 Unz | — VY||Unz .
B B LoD
T 9 k‘gnzaj . 2 ~
Como uy, é limitada em L*(0,[) e 5, iVUpe — 0 em L7(0,1), entdo
(%52 ) = 2t — 0 (4.54)

Agora, notamos que

k6 L kO
0

/Bn 7unm ﬁn
B kOr (D)t (1) B k01 (0)tup, (0) B (k@m >
- g 5 B, e (4.55)

1
Multiplicando (4.47) por —, usando que k‘||0mc||%2(0 p — 0 e que [[vp][r20n < 1, pois

unwz

|Unllr = 1, segue que é limitada em L?(0,1). Assim, utilizando a Desigualdade

de Cauchy-Schwarz e do fato que /’{;||0m||2L2(0 y — 0, temos que

kO,
— s Unzx — 0.
( B )

Da desigualdade Gagliardo-Nirenberg e de estimativas acima, vemos que

1
6 1 [[Bnaall ooy 0n | 22 (0,0)
- S Cl“eanzz 0.1 e 2—7 — O (456)
VIBal|[ 0 RURVATEN V18]
€ 1
Unz 1 Humﬁm“EQ(O ) | tne | 22(0,0)
< Cslltungl| 20— + Cs—r=—=<C (4.57)
VIBal|| 0 VTN V1.
sendo C uma constante positiva independente de n.
Entao, de (4.56) e (4.57), segue que
5’"‘ Loc(o,l) V |ﬁn| LOO(O,l) V |677«| LOO(O,I)
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Isso implica que convergem para zero. Logo, segue

Kl |osOsl0

B Bn
de (4.55) que
kenxx
JUns | — 0. 4.58
() 459
Assim, de (4.54) e (4.58), concluimos que
tnallZ2(0.) = O- (4.59)
De (4.46) e (4.59), vemos que
% — 0 em L2(0,1). (4.60)

Fazendo o produto interno de i3,v, — Unzz + V0ne com v, em L2 (0,1), obtemos
l l l
(Zﬁnvn — Unas + 70n$7 U’rz) = Zﬁn/ |U7’L|2d-r - / un:varvndx + ’Y/ ng’l}ndl’
0 0 0
- Zlﬁn”vn”%ﬁ(o’l) + (unwa vnw) + ’Y(ena:a Un)-
Como 6,0y — Ungg + VOny — 0 em L*(0,1) e [Jvp|lr2(0p) < 1, pois |Un|lm = 1, entdo
iﬁﬂ”“ﬂ”%?(o,l) + (Unas Vng) + Y(Onz; va) — 0. (4.61)

1
Multiplicando (4.61) por % obtemos

illvnll72 00 + (um Uﬁi:) + (em, %) — 0. (4.62)
Como (um, %) e (ng;, %) convergem para zero, concluimos de (4.62) que
v, — 0 em L*(0,1). (4.63)
Assim, de (4.59),(4.63) e (4.50), concluimos que ||U,||z — 0, o que é uma contradicao,
pois ||Uy,||z = 1. Portanto, limsup ||(i3] — A) ™| < co.

8|00
Logo, segue do Teorema de Gearhart que {S(t)}+>¢ ¢ exponencialmente

estavel e, portanto, a solucao do modelo (4.30) decai exponencialmente.
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u

Conclusao: Da estimativa do Teorema 19 tem-se para U = Uy

0

com u e 6 solugao do problema termoeléstico a seguinte desigualdade:
Ul = 1SOUsllr < ISOIITs]l < M| Tlle™", t > 0.
Usando a definicao de H, resulta
2B(t) = [lull7 0 + 1wl Z200) + 101172000 < M2(|To|*e™, ¢ > 0.

Assim, E(t), a energia do sistema termoeldstico, tem o seguinte compor-

tamento assintotico no tempo:

1 l
B(t) = §/0 (12 + 2 + 0%)dz < CE(0)e=" ¢ > 0,

com C uma constante positiva.

4.4 Equacao da onda bidimensional com dissipacao
localmente distribuida

Nesta secao, estudamos a equacao da onda bidimensional com uma dis-
sipagao localizada representado pelo termo a(z, y)u;, sendo a(x, y) uma funcao W ()

com a(z,y) > 0 para todo (z,y) € Q = [0,a] x [0,b] e /a(m,y)dz > 0. Aqui
Q
dz = dxdy. O problema de valor inicial e de contorno associado é o seguinte:

uy — Au+ a(z,y)uy =0, (z,y,t) € Q x (0,00)

u(x,y,t) =0, sobre 0L x (0,00)

u(z,y,0) = uo(z,y), (z,y) €Q (4.64)
ue(z,y,0) = w(x,y), (z,y) €

A funcao a(z,y) pode anular em uma parte de 2. Assim, o termo dis-

sipativo pode ser efetivo apenas em parte do dominio §2.
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4.4.1 Existéncia e unicidade

Seja H = H}(Q) x L*(Q2). Este espago munido da norma

1 3
2
101 = (lulEgo + o) = ([ 19upaz+ [ 1oa)

¢ um espaco de Hilbert.
Considerando v = wuy, reescrevemos a primeira equagao do problema

(4.64) na forma de um sistema de primeira ordem no tempo dado por:

u—v =20

v — Au+ a(z, y)u = 0.

u
Escrevendo U = e definindo o operador A como
v
v
AU = )
Au— alx,y)u

podemos reescrever o modelo (4.64) da seguinte forma:

Ut = AU

u

voy=| "

U
O dominio de A é dado por
u

D(A) = € Hyu€ H*(Q)NHY Q) ev € Hy(Q)

v

Notamos que D(A) é denso em H = Hj(2) x L*().

Em relacao ao operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 20. O operador A gera um semigrupo de contracgoes de classe Cy em H.

Demonstracao:

Mostramos que A é dissipativo e que 0 € p(A), para entdo, aplicarmos o Corolério 4.
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i) A dissipativo:
Seja U € D(A). Usando as condigoes de contorno, obtemos

v u
(AU, Uy = :

Au — a(z,y)v v Y

= /Q Vv - Vu+ (Au — a(z, y)v)v] dz

:/Vv-Vudz+/ (Au) vdz—/a(x,y)]v|2dz
Q Q 0

:—/UAudz+/(Au) vdz—/a(x,y)|v|2dz
Q Q 0
— - [ ate.g)loP

Q

pois /vAudz = —/ VoVudz. Como (AU, U)y = — [, a(z,y)|v|*dz < 0, entdo A é
Q Q

dissipativo, pois a(x,y) > 0.

ii) 0 € p(A):
f . .
Provaremos que para todo F = € H, existe um tnico
g
u
U= € D(A) tal que
v
AU = F.
: f .
Seja ' = € H. A equacao AU = F em termos de seus compo-
g
nentes é dada por
v=f€ H(Q)

Au—alz,y)v =g € L*Q)
Resolvendo o sistema, isto é, considerando v = f e substituindo na segunda equagao,

temos

Au=g+a(z,y)f € L), (4.65)
pois a € L>®(Q). Agora, mostramos que (4.65) admite uma unica solugdo
u € HY(Q) N H*(Q). Para isto, definimos uma forma bilinear

B(): Hy(Q) x Hy(Q) — R
(u,v) —  B(u,v) = (Vu, Vo)
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em que (-,-) indica o produto interno em L?*(§2). Verificamos que B(,-) é coerciva e
continua.
i) Coercividade de B(,-):

Seja u € H}(2). Entao,

B(u,u) = (Vu, Vu) = [Vu|[ 12y = [[ulfq)-

Portanto, B(-,+) é coerciva.
ii) Continuidade de B(-,-):

Sejam u e v € H} (). Entao,
|B(u, v)| = [(Vu, Vo)| < [[Vull 2|Vl @) = [[ullayw lvllmw)-

Portanto, B(-,-) é continua.

Agora, mostraremos que o funcional

L: H}(Q) — R
v L) =(=g—al)fv)
é linear e continuo sobre HJ ().
(i) A linearidade de L segue direta da linearidade do produto interno.
(ii) Continuidade de L:
Seja v € H}(Q) C L*(Q2). Como —g — a(-,-)f € L*(), entao pela De-

sigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

L) = [(=g = alz,y) f,0)| <[l =g = al, ) fll2@llvll2 @)

Isso implica que L é continuo.
Portanto, L € H~(Q).
Usando o Teorema de Lax-Milgram concluimos que existe uma tunica

u € H}(Q) tal que B(u,v) = (—g —a(-,-)f,v), para todo v € H}(Q). Isto é,

(Vu, Vv) = (=g — a(-,-) f,v), para todo v € Hg(Q).
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Em particular,

(vu’ V¢) = (_g - CL(', )f7 ¢)7 para toda ¢ € D<Q)7

sendo D(£2) o espaco das fungoes C§°(£2). Isso implica que
Au = g+ (I(', )f

no sentido distribucional.

Como g + a(-,+)f € L*(Q), usando o Teorema da Regularidade Eliptica
para o operador eliptico de ordem 2, A, resulta que u € H?(Q). Entao,
u € H(Q) N H?(). Portanto, obtivemos uma tinica U € D(A) tal que AU = F.
Assim, existe o operador A1, Além disso, da Desigualdade de Poincaré e do Teorema

da Regularidade Eliptica, temos

1U11% = ||U”12L15(Q) + [0l
< HUH%ﬂ(Q) + ||f||%2(sz)
<allaf +glltzq) + HfH?{&(Q)
< C3||f||%[3(g) + C4||9||%2(Q) + ||f||§{5(9)
< o5 (I Py + o)

= os|| Il

sendo ¢y, ¢2, c3, ¢4 € C5 constantes positivas, isto é, o operador A~ é limitado.
Portanto, 0 € p(A).
Assim, pelo Corolério 4, segue que A é gerador infinitesimal de um semi-

grupo de contracoes de classe (.
O

Agora, como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes,

u
{S(t) }+>0, de classe Cp, a teoria de semigrupo diz que para Uy = = D(A),

U
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U(t) = S(t)Uy é a tnica solucao classica do problema de valor inicial
Ut = AU

Também temos que

U € C([0,00); D(A)) N C'([0,00); H). (4.66)
Interpretemos (4.66). Lembrando que v = wu;, (4.66) pode ser reescrito como

) € o, o0), HHQ) N HQ) x HY(9) N CH(0,00): HY(Q) x L),

v

Isso implica que

we C([0,00), HA(Q) N H (Q));
u € C([0,00), Hy(€2)), ou seja , u e C'([0,00), Hy(Q));
u € CH[0,00); HL(Q));

uy € CH([0,00); L*()), ouseja, u € C*([0,00); L*(Q)).

u
Portanto, para " e H2(Q)NHY(Q) x H} (), existe uma tinica solugao de (4.64)

Uy
que satisfaz:

w e C([0,00), HA(Q) N HL(2)) 1 C1([0, 00), HE(Q)) N C2([0, 00); L2()).
Conseqiientemente, concluimos que existe uma tunica fungao u(z,t) que

satisfaz o problema de valor inicial (4.64).

4.4.2 Estabilidade exponencial

Teorema 21. O semigrupo de contragoes de classe Cy, {S(t)}i>0, gerado por A, é

exponencialmente estdvel, isto €, existem constantes positiva M e « tal que

1S(#)]| < Me™, para todo t > 0.
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Para provar a estabilidade exponencial de {S(t) };>0, verificamos as condigoes
(3.1) e (3.2) do Teorema de Gearhart.
Primeiramente, provamos que p(A) 2 {if;5 € R}. Para isso, supo-

nhamos que
p(A) 2 {ip; B € R}

é falso. Entao, existe § € R, 3 # 0 tal que if € 0(A). J4 sabemos que a inversa de A

estd definida e é continua em todo H, com valores em D(A), isto é,
A7V H — D(A).

Como a imersao i4

ia:D(A)— H
é compacta, temos que a aplicacao
At=A1'oiy:H—H

é compacta. Assim, usando o Teorema 6, concluimos que 73 é um autovalor de A.

De fato, considerando A = i3, temos as seguintes equagoes:

(1) A_lac—lx:y@x—le:AyéAx—A:ﬁ:)\Ay.

A A
1 1
(2) A_lx—szO(:)x—Xszo(:))\x—Am:O.

A
Ar — Ax = 0 admite apenas a solucao trivial. Assim, pelo Teorema 6, a equagao

1
Suponha que a equacao (Al — —) r = 0 admite apenas a solucao trivial, entao

1
Aty — Xx = y possui uma solucdo z para cada y € H e o operador A™' — 3 tem
inversa limitada, ou seja, o operador A\l — A tem inversa limitada. Logo, A € p(A), o
1
que é uma contradigao, pois por A € o(A). Portanto, a equagao (Al — X) x = 0 nao

possui apenas a solucao trivial e, desta forma, A é um autovalor de A.

Assim, existe um vetor U € D(A), com ||U||g = 1, tal que

iBU — AU =0, (4.67)
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isto é,

ifu—v=0 (4.68)

ifv — Au+a(z,y)v=0 (4.69)
Fazendo o produto interno de (4.67) com U em H, resulta

1Pu—v u
0= (iBU — AULU) g = ,
iBv — Au+ alx,y)v v Y

= (iBu — v, u)ga(o) + (IBv — Du+ alz, y)v,v) 20

= i(Bu, u)H&(Q) — (v, u)H&(Q) +i(Bv, U)LQ(Q) + (a(z,y)v — AUW)L'Z(Q)

Considerando a parte real e usando as condigoes de contorno, segue que

0= Re(ipU — AU, U) g = (a(z,y)v — Du, v)r2@) — (v,u) g1 ()

(a(z,y)v — Au)vdz — / VoVudz
o

I
S— S—S— 15—

a(x,y)]v|2dz—/(Au)vdz—/VvVudz
Q Q

a(m,y)|v|2dz—/(Au)vdz—l—/v&udz
Q Q
= | a(z,y)|v|*dz.
Como
ol = [ lale.pids < lallime [ alelofds =0
entao,

a(x,y)v(z,y) =0, para todo (z,y) € 2. (4.70)

Substituindo (4.68) e (4.70) em (4.69), obtemos
—B*u— Au =0,

em . Como u(z,t) = 0 sobre 9 x (0,00), a solugdo da equacao acima é dada por:

mm nm m? n? ,

w(z,y) = ksin — sin — Y com % = ?WQ o
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sendo k # 0 e m,n > 1. Substituindo em

0 = a(z, y)o(x,y) = iBa(z, y)u(x,y) = iBka(z,y)sin " sin %y,
a

para todo (z,y) € Q. Mas, isso diz que a(z,y) = 0 exceto sobre um conjunto enu-
meravel de pontos, o que é uma contradicao, pois fQ a(x,y)dz > 0. Portanto, podemos
afirmar que p(A) 2 {if; 5 € R}.

Para a segunda parte da demonstracao, suponhamos que

limsup || (i8] — A)™!|| = oo, entdo existe uma seqiiéncia de nimeros reais {3, }nen
8] —o0
com |f,,| — oo e uma seqiiéncia vetorial de fungoes (V,,)neny em H tal que

(i, — A) Vi

> n, para todo n € N,
[Val

ou seja,
1(i8, — A) 'V, || > n||V4]|, para todo n € N.
Uma vez que (Vp)nen € Hequeifl, € p(A), existe uma tnica seqiiéncia
(Un)neN € D(A)7 tal que
i6,U, — AU, =V, com ||U,| = 1.
Assim,

Ul > nl|iB.U, — AU, ||, para todo n € N.

Isso implica que

1(@BnI — A)Un|lm — 0

Unp,
quando n — oo, ou seja, sendo U,, =
Un
fn = iBpttn — v, — 0 em Hy(S) (4.71)
Gn = iButn — Auy, + alz, y)v, — 0 em L*(9). (4.72)

Fazendo o produto interno de i3,U, — AU,, com U, em H, resulta

1ﬁnun — Up U,
Z‘ﬁnvn - Aun + a(xa y)vn Un o

= (Zﬁnun — Un, un)H&(Q) + (Zﬁnvn - Aun + a(:p, y)vn, Un)LQ(Q)
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Considerando a parte real e usando as condigoes de contorno, obtemos
Re(if, Uy — AUy, Up) i = (a(,y)vy — Dtin, v3) 12(Q) — (Vns Un) 13 (o)
= (a(%y)vmvn)m(m
Como i(3,U, — AU, — 0 em H e U, ¢é limitada em H, segue que
(a(x,y)vn, vy) — 0 em L*(Q). (4.73)

Agora, considerando a desigualdade

Java e = [ lavaPdz < llallimiey [ alon iz
Q 0
e usando (4.73), segue que
av, — 0 em L*(9). (4.74)

Substituindo v, = iB,u, — f, em g, = iB,v, — Au, + a(x, y)v,, obtemos

— Uy — Ay = gn + 1B fn — a(z,y)vy,. (4.75)
Agora, considerando ¢ : © — R? uma fungao tal que ¢ € C'(Q) e fazendo o produto
interno em L?(Q) de (4.75) com q(x,y) - Vu,, obtemos

2
/ div(q) (B2[unl® + | Vun|?)dz + / ¢ 0|V 2T + 2 / S (D300) (D) (Dyun)dz =
Q o002 Q

7,0=1

= 2<g”’ q- Vun) - 2<Cll)n, q- vun) - 2<ZﬁndZU<an>a Un) = 2(gn7 q- VUn)_

—2(avn, q - Vuy) — 2(i0, fudiv(q), un) — 2(i6,(V fn)q, uy), (4.76)

sendo n = n(z,y) a varidvel exterior unitaria em (z,y) € 05. Seguem abaixo as
justificativas da igualdade acima.
1 Como div(fF) = fdiv(F)+ (Vf, F), sendo F' um campo de vetores e f uma fungao

escalar, segue que

2

dm}(q@ayﬂuH

L) i ot M5+ gt v (140)

2 2
|t |

2
. ‘un‘Q

2

= div (q(7,y))

+q(z,y) - (unVun)
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Logo,

|unP ‘unP

/ —Bunq(z,y) - Vu,dz = / —32 (div (q(a:,y)—) — div (q(z,y)) —) dz
Q 0 2 2

por conseguinte, usando o teorema da divergéncia, resulta que
|UnP

dz.

/ —Brung(x,y) - Vupdz = / Bidiv (q(z,y))
Q Q

2

1 1
/ —Aupq(x,y) - Vup,dz = —/ q(z,y) ~7]|Vun\2df + - / div (q(x,y)) \Vun|2dz +
Q 2 Jaa 2 Jq

2

n / S (D) (Dsn) (D )

3,j=1
3 Como

div(frung(7,y)) = frundiv(q(z,y)) + (V(foun), q(z,y))
= frundiv(q(x,y)) + (uaV fu, q(2,y)) + ([ Vun, q(z,y))

entao, integrando e usando o teorema da divergéncia, vemos que

/ﬂ 1B fa(z,y) - Vtydz = / B (div(Futing(2,9)) — Fatindiv(q(z,9)) — (un¥ fur gz, 1)) d2
=—1 n n nd 5 dz —1 n n n 5 d
i | Favadiv(ata, )iz = 0, [ (0, fuvale.p)d:
:—iﬁn/undiv(fnq(x,y))dz.
Q

Como (3,u,, é uniformemente limitada em L*(2), usando (4.71), (4.72) e

(4.74), concluimos de (4.76) que:

2(gn7 q- vun) - 2(avna q-: Vun) - 2(Zﬁnfnd2U(Q)v un) - 2(Zﬁn(vfn) g, un) - Oa

ou seja,

2
/ div(q) (B2 un|* + |V, |*)dz + / q- 1|V, |2dl +2 / > (D;q:)(Ditn) (Dju)dz — 0.
Q o0 Q

,j=1

x
Considerando ¢(z,y) = , temos

Y
2/(ﬁi|un|2+ |Vun|2)dz+/ q.77|Vun|2dI’—|—2/u72w+uiydz — 0,
Q a0 Q
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o que é uma contradi¢ao, pois /
oN

e 2= lim 2/ (V> + |va]*+) dz = lim 2/ (B2|un|” + |Vu,|?) dz, por causa que
Bptly — v, — 0 em L2(Q) .

q(x,y) - n|Vu,|*dl’ > 0, 2/Q (tne +upn,) dz = 0

Assim, limsup ||(i8] — A)7Y|| < oco.
|| =00

Logo, segue do Teorema de Gearhart que {S(t)}+>¢ ¢ exponencialmente

estavel.

Corolario 6. A unica solugdo do problema (4.64) satisfaz a sequinte propriedade de
decaimento:

E(t) <Ce™™

sendo C' uma constante positiva dependendo dos dados iniciais e o uma constante

positiva. Aqui,

1 a b
E(t):E/O /0 (IVul + |ue]?) dedy.
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