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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo do uso da negacao, da contrapositiva, do
contra-exemplo e da complementariedade no Ensino da Matematica. Usou-se como
base tedrica os Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval e como
base empirica a andlise de aulas gravadas em CD-ROM de professores de Ensino
Médio. Observou-se que o professor utiliza com muita frequéncia estes elementos
em suas aulas, — denominados na pesquisa por Formas de Negacdo — como uma
técnica de ensino que facilita a compreensdo do aluno, proporcionando o uso de
diferentes representacdes semidticas, aparentemente sem perceber as ligacdes
l6gicas existentes.

Palavras-chave: Formas de Negacdo, Registro de Representacdo Semiotica,
Aprendizagem Matematica.



ABSTRACT

This work presents a study of the negation use, the contrapositive, the
against-example and the complementariedade in the Mathematics teaching. It was
used as theoretical base the Registers of Representation Semiotics by Raymond
Duval and as empirical base the analysis of recorded lessons in CD-ROM of
professors of High School. It was observed that the professor quite frequently uses
these elements in its lessons - called in the research for Forms of Negation - as one
technique of education that helps the understanding of the pupil, providing the use of
different semiotics representations, without perceiving the existing logical linkings.

Key-words : Forms of Negation, Register of Representation Semiotics, Mathematical
Learning.
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CONVITE A LEITURA

A compreensdo por parte dos professores de como o aluno aprende
Matematica e a incessante busca de métodos e técnicas que facilitem o processo de
ensino-aprendizagem continuam sendo alvo de diversas discussdes e pesquisas em

Educacdo Matematica.

Em minha pratica como professora de Matemética, - j& sdo dezessete anos
em sala de aula — vivo uma constante busca da melhor maneira de ensinar cada
contetdo ministrado. E constante em minhas aulas a atitude de “cercar” o objeto de
ensino de todos os lados, ensinando para o aluno diferentes caminhos para atingir o
objeto, na tentativa de minimizar as dificuldades ja conhecidas da Matematica .

Nesta busca, tive a oportunidade de conhecer a teoria de Raymond Duval®
sobre a importancia dos diferentes Registros de Representacdo Semidtica para a
compreensao de um objeto matematico. Foi entdo, a partir deste conhecimento, da
minha prética pessoal e da observacdo de aulas de colegas, que pude perceber que
muitas das “técnicas” utilizadas com sucesso na aula articulam com as

representacdes dos objetos, compactuando com a teoria de Raymond Duval.

Na verdade, o que me chamou a atencédo foi o uso que os professores fazem
de algumas Formas de Negacdo ) da Iégica no ensino de definicdes matematicas e
em procedimentos de calculo e deducdo. Percebi que, logo apds a definicdo
corrigueira de um objeto, o professor apresenta para o aluno 0s casos que nao se
aplicam a definicdo como o objetivo de sedimentar a definicdo proferida. Ele fala,
por exemplo “Um cilindro reto é denominado equilatero quando a medida do
diametro de sua base é igual a sua altura (...)” e logo apds apresenta alguns
exemplos de cilindros ndo-equilateros: “(...) portanto, um canudinho de refrigerante
nao descreve um cilindro equilatero, nem um cabo de vassoura, € muito menos um

disco de pizza!*. O uso destes “ndo-exemplos” ocorre em diversas definices

1 (1988a, 1988b, 1993, 1995,1996, 2003)

@ Usaremos neste trabalho o termo “Formas de Netjpeda o conjunto de operacdes ldgicas que coatém
Negacéo, a Contrapositiva, o Contra-exemplo erapBamentariedade. Abordaremos detalhadamente no
Capitulo 2.
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matematicas — se ndo em todas — e sdo encontrados tanto na fala do professor
guanto nos materiais didaticos.

Um método que muitos professores utilizam quando ensinam funcédo também
foi decisivo na elaboracdo deste trabalho. Para definir uma funcdo, o professor
seleciona no conjunto de todas as relagfes possiveis, aquelas que ndo sao fungdes.
Dizendo: “(...) quando sair duas flechas de um mesmo elemento de A ou quando
algum elemento de A nao tiver flecha ndo é funcdo. O resto todo € funcdo. Basta
vocés gravarem esses dois “contra exemplos” para identificar quando € fung¢éo ou
ndo.” ®. Ele quer dizer que, excluindo todos os exemplos de nado-funcdo, o que
resta é o conjunto das relagbes que séo fungdes. Neste caso, sdo usados exemplos
do que ndo nos interessa, que sdo os exemplos que ndo sao funcbes para
determinar uma func¢ao. Contudo, surge a pergunta: seréo estes “contra-exemplos”

de fato? O que leva esta técnica obter sucesso?

Pude perceber, até mesmo por experiéncia prépria, que estas situagbes do
uso da negacdo — do que ndo € — sao bastante comuns nas aulas de Matematica.
No caso da funcao, foi possivel atingir o objeto de uma outra forma, partindo do que
ndo é funcdo. Observei que objetivo do professor é levar o aluno a compreensao de
uma definicdo, mostrando as opg¢des que ndo se aplicam a esta definicdo, ou seja,
os exemplos que “ferem” a definicdo tentando atingi-la pela exclusdo. A idéia é
pensar que se “isto ndo é!”, posso concluir que do restante, “tudo é”. Percebi aqui a
presenca da complementariedade. Vejo ser possivel chegar ao objeto pelo que néo
€, seu complementar. Mas o complementar referencia o objeto pretendido? Pode
ser considerado representacéo do objeto? E um registro de representacdo?

Também nos livros didaticos e apostilas de ensino, percebi que o uso das
Formas de Negacgao ocorre constantemente. Em Giovanni & Parente (2002, p. 88),
tem-se na nocéo de divisibilidade um exemplo que verifica a divisibilidade e outro

que nao verifica: “...como o resto € zero, e a divisdo é exata, dizemos que 40 é

divisivel por 5”. E logo apés : “como o resto é 1 e a divisdo ndo é exata, dizemos

® Aula 11, MTM — A, professor 2



14

que 41 néo é divisivel por 5" . Os autores utilizam a negacéo, fundamentados por

regras que provém da Légica Formal ®.

Buscando essa definicdo na fala do professor, encontrei claramente um
elemento de logica baseado na negacdo que é essencial para o ensino da
Matematica: A contrapositiva. O professor na sala diz: “(...) o nimero a é divisivel
por b se o resto da diviséo for zero, se o resto da divisdo nédo for zero, entdo a ndo é

divisivel por b” ©.

A partir dessas observacoes, percebi que essas Formas de Negacgao estao
vivas na sala de aula e além de fornecer instrumentos importantes para o ensino da
Matematica, possibilitam a criacdo de novas formas de representacdo para um

objeto matematico.

Portanto, pretendo neste trabalho analisar como ocorre 0 uso destas formas
de negacao na pratica dos professores, caracterizar novas formas de representacdo
e levantar possiveis pontos de encontro com a teoria de aprendizagem de Duval e

suas implicacdes na compreensdo da matematica.

Para organizar o trabalho, estruturei a dissertacdo em 3 capitulos como

segue:

No CAPITULO 1, apresento a justificativa para a escolha do tema, a definicdo
do problema, dos objetivos e os caminhos que nos levaram a resposta de nossas

guestdes.

No CAPITULO 2, explicitarei os fundamentos teoricos. Apresento a teoria de
aprendizagem de Duval, as Formas de Negacdo e farei uma andlise das diferencas
discursivas, representativas e referenciais que ocorre entre a Linguagem Formal e a
Linguagem Natural, pontuando alguns aspectos importantes existentes no

entrelacamento dessas linguagens.

No CAPITULO 3, trarei a analise das aulas gravadas de professores de
Ensino Médio. Na observacdo das aulas, selecionamos algumas situacfes em que

@ «A |égica Formal é uma ciéncia que determina amés corretas (ou validas) de raciocinio.” (DOOF7(,
p.5).
® Aula 3, MTM — C, professor 3
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ocorrem 0 uso das Formas de Negacéo pelo professor, e paralelamente ao material
didatico, verificamos como o professor utiliza e concebe os elementos de l6gica
envolvidos, relacionando com a teoria dos Registros de Representacdo Semidtica

de Duval.

Por fim, apresento resultados obtidos, procurando responder as questdes de
pesquisa, estabelecendo pontos de encontro entre os Registros de Representacao
Semiodtica de Duval e as Formas de Negacédo na aprendizagem e compreensao da

Matematica.
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CAPITULO |

MOTIVACOES E QUESTIONAMENTOS

Neste capitulo serdo apresentadas as razfes primeiras que motivaram esta
pesquisa. Inicialmente, sera justificada a decisdo por uma pesquisa que explora as
formas de representacdo no ensino da Matematica e a escolha do estudo e da
andlise do uso da negacdo. No seguimento, a definicdo do problema e as questdes
de pesquisa. E, finalmente, a metodologia descrevendo os caminhos seguidos para

atingir os objetivos e responder as questdes levantadas.
1.1. Justificativa de Escolha do Tema de Pesquisa

Sabemos por Duval (1998a, 1993, 1996) que ndo é possivel atingir o
conhecimento matematico sem recorrer a nocado de representacdo. Sao as
representacdes que possibilitam a exteriorizacdo das atividades mentais que sao

intrinsecas da Matemaética.

Duval (1995) afirma que a aprendizagem Matemética € um campo de estudo
privilegiado no que diz respeito ao funcionamento cognitivo do pensamento
(atividades de compreenséo conceitual, de raciocinio e compreensdo de textos)
porque o campo da Matematica requer obrigatoriamente uma diversidade de
representacdes: sistemas de numeracgdo, figuras geométricas, escritas algébricas e
formais, representacdes graficas e lingua natural. Ele coloca que:

O funcionamento cognitivo do pensamento humano se revela inseparavel da
existéncia de uma diversidade de registros semiéticos de representacdo. Se
chamarmos “semiosis” a apreensdo, ou producdo, de uma representacdo

semidtica, e “noésis” a apreensao conceitual de um objeto, é preciso afirmar que
a noésis é inseparavel da semiosis. (DUVAL, 1993, p.39)

Assim, um estudo que evidencie esta ligacdo entre semidsis e noesis,
analisando uso e a producéo de diferentes representacdes semiéticas para o ensino
da Matematica, torna-se fundamental. Primeiramente, pela prépria sujeicdo da

Matematica as representacbes e em segundo pela possibilidade de descobrir e
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determinar formas representativas que requeiram tipos de raciocinio diferentes, que

possam facilitar a compreenséo pelo aluno.

Segundo Duval (2003, p.13), o que caracteriza a atividade matematica do
ponto de vista cognitivo, em relacdo a compreensao e aos blogueios dos alunos nao
sdo 0s conceitos em si, mas a importancia primordial destas representacoes
semidticas, e que 0 acesso aos numeros esta ligado ao uso de um sistema de
representacdo pelo fato dos objetos matematicos nédo serem diretamente

perceptiveis ou observaveis.

Assim, mostra em suas pesquisas que a troca de registro é essencial para a
compreensao da Matematica e que €é a partir do conhecimento de varias
representacdes semioticas que o aluno tem a possibilidade de ndo confundir o
objeto com a sua representacdo atingindo a compreensdo do objeto independente
da forma que ele se apresenta.

A originalidade da atividade matematica esta na mobilizagdo simultanea de, ao

menos, dois registros de representacdo, ou na possibilidade de trocar, a todo o
momento de registro de representacdo, (DUVAL, 2003, p.14)

Podemos ver os registros: 2, Ja, 3%1, 32/16. Eles sdo registros que se
referem ao mesmo numero, a0 mesmo objeto matematico e no entanto estas
representacfes, apesar de terem a mesma referéncia, ndo possuem 0 mesmo
significado operatério. Duval (2004, p.14) coloca entdo que “um mesmo objeto
matematico pode ser representado através de registros de representacdes muito
diferentes sem perder a referéncia”. Apesar de estarem no mesmo sistema semioético
de representacédo, para um aluno pode ser facil reconhecer o nimero 2 em 32/16, e

ser dificil em 3%+1.

A existéncia destas diferentes representacfes semioticas para um mesmo
objeto matematico permite que, tanto o aluno, quanto o professor, escolha a melhor
para trabalhar. Certas vezes, um objeto se apresenta em uma forma de
representacdo que possui um custo cognitivo muito alto para realizagdo de
raciocinios e procedimentos de célculo necessérios. Entdo, a possibilidade de usar

outra representacao que proporcione tratamentos menos custosos € fundamental.



18

Essa atividade de substutuicdo que pode ocorrer entre duas expressoes
referencialmente equivalentes permite exibir propriedades diferentes de um objeto
mantendo a mesma referéncia. “(...) duas expressfes que possuem a mesma
referéncia podem ser trocadas uma pela outra em uma frase ou formula, sem que o
valor de verdade mude”. (DUVAL, 1988a, p. 07). E, segundo Duval (1988a)
geralmente constitue um “salto” entre duas redes semanticas, a tal ponto que

mesmo quando indicada pareca arbitraria.

Basta abrirmos qualquer material didatico em matematica para nos
depararmos com passagens de uma frase a uma formula aritmética ou algébrica, de
um enunciado a uma figura geométrica ou de uma escrita algébrica a um grafico,
verificando que a troca de um registro a outro é essencial na atividade matematica.
Porém, essa troca ndo ocorre sempre de forma natural e espontanea. O sucesso
desta atividade depende de um fenbmeno que Duval (idem p.8) chama de
congruéncia e ndo-congruéncia semantica de expressoes a substituir.

Entre duas expressfes, entre duas apresentacfes de informacdo ha duas
relagfes independentes a considerar: a relacdo de equivaléncia referencial e a
relacdo de congruéncia semantica. Duas expressdes diferentes podem ser
referencialmente equivalentes sem que sejam semanticamente congruentes.

Inversamente, duas expressdes podem ser semanticamente congruentes sem
gue sejam referencialmente equivalentes. (DUVAL, 1988a, p.08)

A questdo da congruéncia ou da ndo-congruéncia semantica de duas
apresentacdes de um mesmo objeto €, portanto, a distancia cognitiva entre estas
duas representacdes, sejam elas pertencentes ou ndo ao mesmo sistema semiotico
de representacdo. Quanto mais a distancia cognitiva € grande, mais o custo de
passagem de uma apresentacdo a outra corre o risco de ser elevada e também néo
ser efetuada ou entendida, por outro lado, essas representacdes ndo-congruentes
solicitam atividades intelectuais igualmente diferentes. Duval (1988a) explica que “a
equivaléncia referencial ndo é uma razdo suficiente para reunir em uma mesma
rede semantica e, a fortiori, para assegurar a evidéncia imediata da substituicdo de

uma expressao a outra ndo congruente.” (p.11, 12)

A substituicdo entre dois registros que sdo congruentes € admitida de forma
evidente e imediata, semelhante a um caso de codificacdo. No caso dos registros
nao serem congruentes, esta substituicdo necessita de uma atitude intelectual mais

elevada, a substitutividade choca-se com as dificuldades de diferenca semantica. E
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0 caso da passagem de frase para férmula, extraido de Duval (1988a, p.18) no
problema seguinte:

Um homem tem 23 anos a mais do que seu filho, 31 anos a menos do que seu pai.
A soma das idades das trés pessoas € 119 anos. Calcule a s idades.

Designado por x a idade do homem e y a idade do filho e em relacdo apenas
a primeira frase (Um homem tem 23 anos a mais do que seu filho) podemos
escrever uma equacao de forma referencialmente congruente com esta frase de

dois modos:

X —23 =y (A idade do pai menos 23 € a idade do filho)

y =X + 23 (A idade do pai é igual a idade do filho mais 23)

Duval (1988a, p.18) afirma que a parafrase das duas equacdes nédo e
congruente a frase do enunciado: “um pai tem 23 anos a mais do que seu filho”. Em
compensacao diz que had uma frase que é semanticamente congruente a esta, mas

que ndo é referencialmente congruente:
um homem : x
tem 23 anos a mais: + 23
que seu filho: y
ouseja,x+23=y
Afirma ainda, que em razdo desta congruéncia entre frase e férmula, essa

equacao que é referencialmente diferente do enunciado, corre o risco de se impor

como descricéo algébrica da frase.

A natureza das dificuldades impostas as conversées e aos tratamentos pela
ndo congruéncia entre duas representacfes tanto em sistemas semidticos distintos
como dentro do mesmo sistema semiotico de representacdo, deve-se em grande
parte & manipulacdo de redes semanticas diferentes, que solicitam outros tipos de

procedimentos e raciocinio.
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Na matematica esta substituicdo de representacdes estd presente em todos
0S momentos sendo a operacao de troca uma das mais importantes nas situacdes
de aprendizagem. Porém, dependendo da relagcdo de congruéncia existente, esta

operacédo pode determinar um custo cognitivo muito alto.

Duas formas de representacdo podem ter significados diferentes, mesmo se
referindo ao mesmo objeto. Segundo Duval (1988a, p.09) “a conduta em matematica
implica a substituividade tanto inter-registro como intra-registro, com base numa
invariabilidade de referéncia”. Ao mudar de registro € necessario respeitar certos
procedimentos de codificacdo e enfrentar as dificuldades inerentes entre as redes

semanticas.

E o que percebemos em alguns casos do uso da dupla negacdo da logica.
Por exemplo, dizemos na lingua natural que um numero “é impar”, podemos aplicar
a dupla negacdo negando uma vez, apresentando “ndo € impar”’ e apés, negando
novamente (pela troca de é impar por é par), obtendo “n&o é par”. Assim, essa lei
l6gica possibilita a substituicdo da expressao “é impar” por “ndo é par’
proporcionando a mesma referéncia em duas representacbes, logicamente
equivalentes, em um mesmo sistema semiotico de representacdo, contudo

cognitivamente diferentes.

Neste caso, a diferenca seméantica de uma representacdo a outra altera
consideravelmente a forma de raciocinio. Estas duas representacfes apesar de
serem referencialmente equivalentes, e estarem dentro do mesmo sistema
semiotico de representacdo, sdo altamente ndo congruentes semanticamente, e

solicitam outras formas de pensamento, um verdadeiro salto cognitivo.

Em sua teoria de aprendizagem, Duval (1993) coloca que toda a analise
cognitiva das conversdes e dos tratamentos dos registros de representacdes
semidticas contribui para um tipo de aprendizagem que esta inserido em uma regra
caracterizada por ele como fundamental:

E levando em conta simultaneamente dois registros de representacéo e ndo

cada um deles separadamente que se pode analisar o funcionamento
cognitivo de diferentes atividades matematicas. (DUVAL, 1993 p. 47)

Assim, a escolha da andlise do uso das Formas de Negac¢do no ensino da

matematica se justifica pela possibilidade de producéo ou categorizacdo de registros
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de representacdo semiotica. A partir dos fundamentos da logica e do uso da
negacado é possivel “catalogar’” outras formas de representacdo diferentes das
tradicionalmente utilizadas, promovendo um aumento na multiplicidade de registros,
proporcionando o uso de diferentes formas de raciocinio. A negacdo e suas
vertentes - contrapositiva, complementariedade e contra-exemplo - intituladas neste
trabalho por Formas de Negacédo sao atividades fundamentadas pela logica formal,
com todo rigor que Ihe € préprio e poder para mudar uma afirmacao na substituicdo
de representacOes, sem alterar a referéncia da afirmacédo. Como vimos no exemplo

da dupla negacédo, amplamente utilizada no ensino da Matematica.

Em relacéo a esta atividade de negacédo, Duval (1995) afirma que a negacéo
€ uma transformacao fundamental e uma caracteristica de todo o sistema semiotico
de representacdo denominado lingua. Ele diz: “Nao ha lingua sem a possibilidade
de negacédo” (idem, p. 164). Em seus trabalhos, o autor coloca a importancia do uso
de diferentes registros e prioriza a atividade de converséo. Contudo, apesar do uso
da negacdo ocorrer principalmente dentro do mesmo sistema semiotico de
representacdo, ela pode ser util na atividade matematica pela alta diferenca
semantica que se estabelece frente ao conseqiente nivel de ndo-congruéncia que

elas podem atingir, sugerindo novos caminhos de raciocinio a seguir.

Duval (1988a, p. 22) coloca que apesar de privilegiar em seus estudos de
congruéncia 0 exame para 0S casos inter-registros, existem também sérios casos de
nao congruéncia semantica intra-registros, como no registro da escrita simbdlica,
que permite por exceléncia o jogo da substituicdo de expressdes ou de simbolos de

um para outro.

1.2. Definicdo do Problema e Objetivos

O uso da negacao na sua variedade de formas de apresentagdo € constante
na atividade da matematica. Na analise das praticas docentes, em que 0 emprego
da negacgédo se mostrou um fato, percebemos certa confusdo na concepc¢ao e no uso
de algumas das Formas de Negacéo, o contra-exemplo a contrapositiva e a
complementariedade. Esta confusdo foi observada tanto nos livros didaticos como

na pratica do professor e ocorre principalmente no uso do contra-exemplo em que 0s
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professores utilizam contra-exemplo e contrapositiva de forma equivocada,

misturando esses elementos nas aulas.

Em relacdo a definicdo de funcdo o professor ensina quando uma relacéo é
funcdo, mostrando para o aluno dois grupos simples de relagcdes que ndo séo
funcdes, com o objetivo que o aluno identifique uma fungédo pela exclusdo do que
ndo é funcdo. Estes exemplos de ndo-funcdo foram apresentados por um professor
como “contra-exemplos” de funcdo. No entanto, apesar de surtir o efeito desejado
pelo professor pois os alunos reconhecem corretamente funcdo e ndo funcéo, o

contra-exemplo é um elemento de l6gica que ndo se encaixa neste caso.

O uso da contrapositiva foi notado em diversos momentos da analise das
aulas. Reparamos com algumas observacgfes, ser esta uma pratica extremamente
benéfica para o ensino. Este elemento de l6gica que parte da negacao, que tem o
poder de alterar o quadro cognitivo mudando o registro, sem alterar a referéncia do
objeto em questdo. Por exemplo, no ensino da definicdo de Arranjos da Analise
Combinatéria, o professor fala®® ao aluno: “Se é arranjo a ordem dos elementos
altera o grupo” e rapidamente mostra a contrapositiva: “Se a ordem dos elementos
nao altera o grupo, ndo € arranjo”; e utilizando a negacado: “se a ordem dos

elementos conserva o grupo, é combinacao”.

Neste contexto — conteldo de analise combinatdria — distinguimos ainda o
uso da negacao quando o professor afirma que se ndo é arranjo, € combinacao.
Quer dizer, ele muda o quadro cognitivo quando afirma na lingua natural que a

negacao do arranjo € a combinacao.

Sabemos que os professores recorrem a materiais didaticos — livros e
apostilas - em um momento ou outro para preparar suas atividades sobre o que e
como ensinar. Assim, analisando previamente esses materiais de apoio do professor
notamos em alguns casos a constante presenca das formas de negacao,
principalmente da contrapositiva e dos “ndo-exemplos” — que sao aqueles exemplos
que ferem as definicbes almejadas. Assim, uma analise paralela desses materiais

sera considerada neste estudo.

©® Aula 9 , MTM — E, professor 3
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Um exemplo do uso da logica e da negacgdo que é recorrente, retirado de um
livro de 52. Série do Ensino Fundamental, pode ser descrito: O autor define de forma
tradicional o que sdo multiplos: “Um numero natural a € mdaltiplo de um numero
natural b, (diferente de zero) quando a for divisivel por b ou b for divisor de a”
(Giovanni & Parente, 2002, p. 100) e logo em seguida sdo apresentadas duas
situagdes intituladas como “exemplos” onde fazem o uso de formas de negacéo:
“132 é multiplo de 11 pois € divisivel por 11 e 163 ndo € multiplo de 11 pois 163 néo

sao divisiveis por 11”. (Idem)

Tomando por base os exemplos expostos e a constatacdo de que com as
Formas de Negacdo estamos articulando e produzindo diferentes representacoes,
também que este transito auxilia de forma benéfica a aprendizagem da matematica

ajudando o aluno aprender, surgiram duas questodes:
1. Como os professores utilizam as Formas de Nega¢cdo em suas aulas?

2. Que elementos As Formas de Negacao agregam ou mobilizam da teoria de

Duval?

Assim, partindo de nocdes de logica em relacdo as Formas de Negacao — a
negacgéao, a contrapositiva, o contra-exemplo e a complementariedade — e da teoria
de Duval sobre a compreensdo da Matematica através dos registros de

representacao, temos como objetivo:

Desenvolver um estudo sobre o uso das formas de negacdo no ensino da
Matematica, determinando possiveis pontos de encontro com a teoria dos Registros

de Representacdo Semiotica de Raymond Duval.
Mais especificamente, temos por finalidade:

1- buscar na pratica do professor de Matematica, situacdes de ensino em que sao

utilizadas as Formas de Negacéo;

2- analisar em cada situagdo encontrada, como o professor utiliza as formas de

negacao, a partir das regras da l6gica formal e da teoria de Duval;



24

1.3. Caminhos a Seguir

Para alcancar os objetivos descritos, na primeira etapa do trabalho buscamos
nossos fundamentos tedricos. Apresentamos uma revisdo da Teoria de
Aprendizagem de Duval sobre os Registros de Representacdo Semidtica, e 0s
tratamentos por negacdo na Lingua Natural e Formal. Definimos as Formas de
Negacao, dissertando sobre cada uma delas: a negacdo; a contrapositiva; a

complementariedade e o contra-exemplo.

lgualmente nesta primeira etapa, visto que a Mateméatica manifesta-se a
partir de uma linguagem que é um meio de linguagem formal e linguagem natural, e
que esta mistura de linguagens produz dificuldades consideraveis na aprendizagem
matematica, pontuamos algumas situacdes que refletem implicacdes das Formas de
Negacdo na Linguagem Formal e na Linguagem Natural, da mesma forma

analisamos o custo cognitivo inerente a toda negacéao.

A segunda etapa do trabalho consiste na analise das aulas dos professores.
Esta analise foi realizada a partir da observacéao de aulas do terceiro ano do Ensino
Médio. Selecionamos nas aulas gravadas, situacdes que possibilitem responder a
questao: “Como os professores utilizam as Formas de Negacdo em suas aulas? Em
algumas situacbes, usamos como suporte nas analises, 0s textos encontrados no

Material Didatico utilizado pelo professor .

O material utilizado para selecdo das situacbes ja era existente — aulas
gravadas em CDROM - que foram autorizadas e disponibilizadas pelas unidades de
Itajai e Brusque de uma Escola Particular de Ensino Médio. Esta escola, faz parte de
uma rede de ensino que opera em todo o estado de Santa Catarina. Ela grava
rotineiramente todas as aulas dos professores do 3° ano do Ensino Médio e as
disponibiliza na biblioteca para consulta dos alunos.

As aulas gravadas sao cadastradas conforme o material didatico (apostila)
utilizado pela escola. Como essas aulas sdo do curso do terceiro ano do Ensino
Médio, intitulada pela escola de “Terceirdo” o conteido ministrado envolve todos os
trés anos do Ensino Médio, dividido em 5 frentes que sdao ministrados de forma

simultanea por professores diferentes. Assim:
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Frente A (MTM A) — Equacdes, Inequagbes, Conjuntos e Fungodes.
Frente B (MTM B) — Trigonometria e Geometria Analitica

Frente C (MTM C) — Matematica Béasica e Algebra

Frente D (MTM D) — Geometria Plana e Espacial

Frente E (MTM E) — Contagem, Probabilidade e Equagfes Algébricas

Cada frente, possui ao longo do ano de 30 a 32 aulas. Foram assistidas ao
total 92 aulas gravadas na unidade do colégio de Itajai ministradas de fevereiro a
novembro de 2007, de quatro professores diferentes "), e 12 aulas gravadas na

unidade Brusque ministradas no ano letivo de 2006 de um professor. Assim:
Professor 1 — 32 aulas — MTM A — Unidade de Itajai
Professor 2 — 12 aulas — MTM A — Unidade de Brusque
Professor 3 — 22 aulas — MTM E — Unidade de Itajai
Professor 4 — 18 aulas — MTM C — Unidade de Itajai
Professor 5 — 20 aulas — MTM D — Unidade de Itajai

A partir da observacdo das aulas, selecionamos os casos de interesse do
trabalho, em que percebemos o uso das formas de negacdo pelos professores.

Organizamos as situacdes selecionadas por tema e por professor.

As aulas foram examinadas frente aos elementos da teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval e as regras de légica em relacdo a cada uma

das formas de negacao.

A partir das aulas dos professores e seus registros no quadro, analisamos 0s
registros de representacdo utilizados, as conversdes e os tratamentos por negacao
na lingua natural e formal baseados na invariabilidade da referéncia, as implicages

em relacdo a formacdo de um novo registro, buscando argumentos para responder

" para fins de organizacéo, chamaremos os profasassestidos ordenadamenteRiefessor 1aProfessor 5
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as questbes: “Quais o0s elementos que as Formas de Negacdo agregam ou

mobilizam da teoria de Raymond Duval?”

Duval (1993) afirma que “Um sistema simbdlico, para tomar o status de
registro de representacao, deve ser compartilhado no meio social e dar condicdes de

tratamento interno ao registro e mobilidade entre outros registros”.

O fundamento para andlise das situa¢des encontradas estard impregnada por
estas orientacdes de Duval. Assim, toda a andlise feita das situacdes € baseada na
l6gica formal e na teoria de Duval sobre a producéo, conversao e tratamento por

negacao de um registro de representacao.
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CAPITULO I

FUNDAMENTOS TEORICOS

A utilizacdo das Formas de Negacdo — negacdo, contrapositiva, contra-
exemplo e complementariedade — no ensino da Matematica podem fornecer
instrumentos para a construcdo e 0 emprego de diferentes registros de
representacdo. Pelas nossas observagfes, esta pratica manifesta-se principalmente
na aula do professor e mais sutiimente nos Materiais Didaticos. Nosso objetivo com
este estudo € conhecer como ocorre este uso nesses dois segmentos, em relacdo a
linguagem da logica, buscando uma aproximacdo com a teoria dos Registros de

Representacdo Semibtica desenvolvida por Duval.

Deste modo, nossa referéncia é a teoria de Duval, tanto para a andlise da
pratica do professor, como para o estudo do material didatico. Isso porque, a teoria
de Duval propbe a aprendizagem da matematica atraveés de diversos registros de

representacgao.

Sendo assim, apresentamos a seguir alguns elementos fundamentais desta
teoria, e na sequéncia, a definicdo das formas de negacéo a partir da légica formal e

de alguns pesquisadores no assunto.

2.1. A Teoria de Aprendizagem de Duval: Os Registro s de
Representacdo Semidtica

Quando falamos em Educacdo Matematica e em aprendizagem Matemética,
invariavelmente nos deparamos com o0s fracassos e as decepcbes que esta

disciplina promove.

As dificuldades existentes no Ensino da Matematica ocasionam uma busca
continua de métodos e técnicas que facilitem o processo de compreensdo da
Matematica pelo aluno.
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Uma possibilidade é apontada por Duval (1988a, 1988b, 1988c, 1993, 1995,
1996, 2003, 2005) por meio dos seus trabalhos e de resultados de vérias teses
orientadas por ele (Gusman (1990), Lemonidis (1984), Mesquita (1989), Pavlopoulou
(1993), Rommevaux (1997)) sobre a aprendizagem matematica a partir dos registros
de representacdo semidtica. Este autor apresenta como um caminho para
aprendizagem o uso de diversos registros de representacdo para 0 mesmo objeto
matematico, expde que a compreensdo da Matematica pode ocorrer quando o aluno
€ capaz de identificar e converter um mesmo objeto matematico em pelo menos dois
registros de representacéo. Duval (1993, p. 57) afirma:
A compreensédo (integral) de um conteddo conceitual repousa sobre a
coordenacdo de ao menos dois registros de representacdo, e essa

coordenacdo se manifesta pela rapidez e espontaneidade da atividade
cognitiva de conversao.

Quando o aluno se depara com um objeto matematico, ele inevitavelmente

terd necessidade de trabalhar com as representacfes deste objeto. Duval (1995)

coloca que as diversas representacfes semidticas de um objeto matematico sao

absolutamente necessarias a conceitualizagdo, pois 0s objetos matematicos néo
estdo diretamente acessiveis a percepcao:

Na Matematica a especificidade das representacdes consiste em que elas

sdo relativas a um sistema particular de signos, a linguagem, a escrita

algébrica ou aos graficos cartesianos e elas podem ser convertidas em

representacdes equivalentes num outro sistema semiético, podendo tomar
significacdes diferentes pelo sujeito que as utiliza. (DUVAL, 1995 p. 17)

A apreenséao de definicbes, postulados ou teoremas matematicos requerem o
uso destas representacdes que para Duval esta intimamente ligada a atividade de
conversdo desses objetos, ou seja, a passagem de uma representagao a outra —
discursiva para ndo discursiva — em sistemas semidticos distintos. “A conversao €
uma operacao importante entre registros e ndo pode ser obtida por meio da

aplicacao de regras de codificacao”. (DUVAL, 1993, p.43).

O termo registro de representacdo é usado por Duval (2003, p.14) para
designar os diferentes tipos de representacdes semibdticas utilizados na matematica:
Como vimos, uma funcéo pode ser representada discursivamente por uma equacao
algébrica, por uma argumentacdo na lingua natural, ou de forma néo discursiva a
partir de um gréfico cartesiano. Duval (idem, p.14), classificou estes registros em
guatro tipos diferentes:
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Tabela 1- Classificacdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento
matematico.

REPRESENTACAO REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA DISCURSIVA
REGISTROS Lingua Natural Figuras geométricas planas ou
MULTIFUNCIONAIS: Os Associacdes Verbais em perspectivas (configuracfes
tratamentos néo séo (conceituais) em dimensédo 0, 1, 2 ou 3)
algoritmizaveis. -argumentacao a partir de - apreensao operatoria e nao
observacbes, de crencas... somente perceptiva,;
- deducéo vdélida a partir de -construcdo com instrumentos.
definicdo ou de teoremas.
REGISTROS Sistemas de escritas: Gréficos cartesianos
MONOFINCIONAIS: Os -numeéricas (binaria, decimal, -mudanca de sistemas de
tratamentos sao fracionaria...) coordenadas;
principalmente algoritmos. -algébricas; -interpolacéo, extrapolagéo
- simbdlicas (linguas formais).
Célculo

Fonte: DUVAL, R. Aprendizagem em Matematica: Registros de Representagdo Semidtica. Campinas,
2003, p.14

O termo conversédo € utilizado por ele para denotar as transformacoes de
registros de representacao semiotica que ocorrem quando ha mudanca de sistema
semiotico de representacdo em referéncia ao mesmo objeto matematico. Por
exemplo: a escrita algébrica e sua representacdo gréfica, um enunciado de um

problema na lingua natural e a sua conversao em uma equacao.

Os tratamentos sdo operacdoes que também envolvem transformacdes de
registro e que ocorrem sobre 0 mesmo sistema semiético de representacdo. Deste
modo, para resolver uma equacdo por meio de manipulacdes algébricas é

requisitado um conjunto de operacdes de tratamento.
Podemos ver um exemplo:
Representando uma circunferéncia pela sua Equacao geral, temos:

x?+y?—2ax—2by+a?+b*-r?=0

Ao passar desta representacao (equacgéao geral) para a Equagéo reduzida:
(x-a)?+(y-b)?=r’
Mudamos o registro, usando a operacao de tratamento, pois estamos ainda

dentro do mesmo sistema semiotico de representacdo (algébrico). Porém, quando

passamos a representacdo da circunferéncia na equacao reduzida para o grafico
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cartesiano — a seguir — mudamos o registro e o sistema semiético de representacéo

utilizando a operacéo de conversao.

Grafico

\

a X

v

Figura 1 — Representacao gréafica da equacéo da circunferéncia (x — a)2 +(y-— b)2 =r

A troca de um registro a outro, muda o quadro cognitivo de apreensao do
objeto. Vemos que a representacdo da circunferéncia pela equacdo reduzida
fornece de forma imediata mais informacgdes sobre a circunferéncia do que na forma
geral. O centro C(a,b) e o raio r. E quando a representamos no plano cartesiano,

temos uma mudanca de quadro semantico e consequentemente cognitivo.

Segundo Duval (1993), é essa operacdo de conversao que ocorre “entre”
registros é fundamental para a compreensdo do conteudo conceitual do objeto

matematico. Duval (1993) afirma ainda que:

O estudante aprende a Matematica quando € capaz de:

1) ndo confundir o objeto matematico com sua representacdo: A distingédo
entre um objeto e sua representacdo € um ponto estratégico para a
compreensdo da matematica; (p.37);

2) identificar e converter o objeto nas suas diferentes representacfes
efetuando os tratamentos inerentes a cada registro. (p.47)

A teoria de Duval (1993) se estabelece frente a um paradoxo: a compreensao
da Matematica implica a capacidade de mudar de registro. O acesso aos objetos
matematicos passa obrigatoriamente por representacfes semibticas. Entdo, como
podemos ndo confundir um objeto e sua representacdo se ndo temos acesso a este
objeto a ndo ser se por meio de sua representacdo? Um ponto decisivo neste
paradoxo que € pouco observado € que

O conteddo de uma representacdo depende muito mais do registro de

representacdo do que do objeto a ser representado. (...) porque passar de
um registro de representacdo a outro, ndo é somente mudar de modo de
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tratamento, é também explicar as propriedades ou os aspectos diferentes
de um mesmo objeto. (DUVAL 2003, p.22)

Duas respostas sdo geralmente propostas para explicar esta necessidade do
fato de uma diversidade de registros no funcionamento do pensamento humano.
Elas estdo centradas sobre os custos de tratamento e sobre as limitagbes
representativas especificas a cada registro. Duval apresenta também uma terceira,
centrada sobre a condicdo necessaria de uma diferenciacdo entre representante e

representado.

Duval coloca que compreensado da Matematica esta intimamente ligada o fato
de dispor de no minimo dois registros de representacao diferentes para um objeto e
articula-los naturalmente. Segundo Duval, essa € a unica possibilidade que se
dispbe para ndo confundir o conteudo de uma representacdo do objeto denotado, e
para isso, quanto maior o numero de registros existentes, maior sdo as

possibilidades de trocas.

Em relacdo a formacédo de um registro, Duval (1993) considera que para um
sistema semidtico possa ser um registro de representacao, ele deve permitir as trés

atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiosis ®. Séo elas:
a) A formacéo de uma representacao identificavel:

Esta representacdo identificavel pode ser estabelecida através de um
enunciado compreensivel numa determinada lingua natural. Esta formagéo deve
respeitar regras internas do sistema semidtico de representacdo usado. EX.:
Gramaticais para a composicdo de um texto, posicionais para o0 algoritmo da

multiplicacéo.

A funcdo dessa regras é assegurar as condicdes de identificacdo e
possibilidade de tratamento.

Sao regras de conformidade, ndo séo regras de producdo do sujeito. Isto
quer dizer que o conhecimento de regras de conformidade ndo implica a
competéncia para formar representacbes, mas somente aquela para
reconhecé-las. (DUVAL, 1993, p. 44)

® Duval (1993) chama semidsis, a apreensado ou piodie uma representacéo semiética, e a noésis a
apreensdo conceitual de um objeto.



32

A escrita da numeracao decimal possui duas regras de conformidade bésicas

gue sdo o sistema posicional e a base dez. Estas regras sao fundamentais para a
construcéo das operacfes fundamentais.

No registro da lingua natural ha, paradoxalmente, um namero elevado de

regras de conformidade e poucas regras de tratamento para expanséo
discursiva de um enunciado completo (DUVAL, 1993, idem)

b) O tratamento.

Como vimos, é a transformacdo dessa representacdo no proprio registro em
que ela foi formada. E uma transformac&o interna a um registro. Existem regras de
tratamento proprias a cada registro, sua natureza e numero variam
consideravelmente de um registro a outro. O calculo é uma forma de tratamento
proprio das expressdes simbolicas, A parafrase e a inferéncia sdo formas de

tratamento da lingua natural.

E importante observar que os tratamentos sdo ligados a forma e ndo ao

conteudo do objeto matematico. Observe:

0,25 + 0,25 = 0,5 (representacao decimal, tratamento decimal)
Ya+ Y4 =Y (representacéo fracionaria, tratamento fracionério)
c) A conversao.

E a transformac&o desta representacdo em uma representacdo de um outro
registro, conservando a totalidade ou parte do objeto em questéo. Ela ndo deve ser
confundida com o tratamento. O tratamento se estabelece “dentro” do registro e a
conversdo se da “entre” os registros diferentes. (Ex. A ilustracdo, a traducdo a
descri¢ao.)

A conversédo exige do sujeito o estabelecimento da diferenca entre significado
e significante. “Para a expressdo de um numero é preciso distinguir a significacédo
operatoria ligada ao significante em virtude das regras do sistema de expresséo
escrita.” (Frege apud Duval, 1993 p. 67)©

©) Frege, GEcrits logiques el philosophiqueEraducéo de C. Imbert. Paris: Seuil, 1971.
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Por exemplo, nas adi¢bes

0,25+0,25=0,5

Va+ Y=

25.10% + 25.102=50.102

N&o sdo os mesmos tratamentos que devem ser utilizados. As adigOes
possuem significagdes operatoérias diferentes. Tém-se como significantes: 0,25, % ,
25.102

A operacao de conversao nao € tao simples como a de tratamento. Para que
se realize é necessario seguir certos procedimentos metodoldgicos bem definidos e

estabelecer relacdes entre elementos das unidades significantes em cada registro.

Ao diferenciar abcissa da ordenada, identificar no grafico as variaveis da
funcado relacionando-a com seus valores correspondentes, identificar que a funcao
nao sao os valores das abscissas nem os da ordenada, mas sim a relagéo entre a
variacdo dos dois; identificar o que representa o ponto dentro do gréfico observado;
determinar a quantidade de pontos necessarios a obtencdo da expressao algébrica
que a representa a curva que lhe € apresentada, relacionar dimensbes da
expressao e o tipo de curva que originara, etc. Sdo exemplos de atividades que
exigem estabelecimento de relagbes entre elementos dos significantes, para que a

conceitualizagéo se realize.

Neste contexto, € importante observar a diferenca entre conversdo com
codificacdo. A codificacdo € a transcricdo por meio de substituicbes diretamente no
significante que compde a representacdo, para outro sistema semiodtico de
representacdo. Ela ndo considera a organizagédo da representacdo nem o que ela

representa.

A semelhanca entre a converséo e a codificacéo € irredutivel pois ela ndo se

funda sobre uma analogia (interpretacéo) e ndo pode ser obtida através de regras de
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codificacdo. “N&o existe e ndo podem existir regras de conversdo como existem

regras de conformidade e de tratamento”. (DUVAL, 1993, p. 67)
2.2. A Linguagem Natural e a Linguagem Formal

Duval (1995, p.137) coloca que para uma escrita simbolica seja considerada
como lingua, a tal ponto que possa expressar, desenvolver e controlar
conhecimentos, deve permitir cumprir pelo menos trés fung¢des discursivas: a funcéo

apofantica, a funcdo de expansao discursiva e também a funcéo referencial.

Estas funcgdes discursivas juntamente com a funcéo de reflexividade, sao as
funcdes cognitivas que um sistema semibtico deve cumprir para que seja possivel
um discurso. Duval (1995, p.91) coloca que para que uma expressao faca referéncia
ao mundo de tal maneira que possa ser compartilhada com interlocutores, ela

necessita:
1) designar objetos — funcéo referencial;

2) dizer alguma coisa sobre os objetos que se designam de forma a constituir

um enunciado completo — funcéo apofantica;

3) permitir vincular a proposi¢cao 19 enunciada com outras de forma coerente

— funcéo de expansao discursiva;

4)determinar um valor, 0 modo e o status acordado para uma expressao por

parte de quem anuncia — funcao reflexiva.

Contudo, ele afirma que “ainda que a lingua formal possa cumprir as mesmas
fungBes discursivas que uma lingua natural, sua estrutura ndo apresenta henhuma

semelhanca com ela.” (idem)

19 A 16gica Matematica chama proposicéo, toda oragitacativa que exprime um pensamento de sentido
completo a qual pode ser atribuido os valores t&gfealor-verdade): deerdade se a proposicao € verdadeira,
efalsidade se a proposicéo é falsa. Ela adota como regdafoantal do pensamento os dois seguintes
principios:

() Principio da n&o- contradicdo Uma proposicdo ndo pode ser verdadeira ou falsaesmo
tempo;
({0)) Principio do terceiro-excluida Toda proposicdo ou é verdadeira ou é falsagisterifica-se

sempre um desses casos e nunca um terceiro.
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A matematica € um dominio do conhecimento muito diferente da linguagem
natural e para empregar sua linguagem prépria (formal) necessita de um simbolismo

caracteristico e proprio e uma traducao sistematica.

Na passagem de um registro a outro surgem obstaculos que sao inerentes a
cada uma das trés fun¢des discursivas. O obstaculo mais sério é relativo as funcdes
referenciais e apofanticas, pois ndo é possivel estabelecer uma correspondéncia
termo a termo, pela auséncia de léxico na lingua formal. Duval (1988a) fala da
incompletude, que cada registro € incompleto em relacdo ao objeto que se quer
representar. Isso se verifica neste caso. Em relagéo a légica, ele afirma que :

A atividade de converter uma expressdo ou enunciado na lingua natural a
uma expressao “equivalente” na lingua formal pode parecer tranqila
guando pensamos na autonomia dos tratamentos préprios de cada um dos

registros, porém no contexto de ensino de légica, ndo ocorre da mesma
maneira.

Neste contexto nao podemos escapar da necessidade de uma articulacao
de dois registros, seja para superar o obstaculo de confusfes que dificultam
a aproximacdo da lingua formal, tanto para dar “sentido” como para
controlar o alcance dos tratamentos efetuados em um dos dois registros. A
importancia da superacdo desses obstaculos deve-se ao fato que eles
perfazem a funcéo referencial. (DUVAL 1995, p.139)

O autor apresenta esta “saida” e a chama de representagdo intermediaria.
Segundo ele, a representacao intermediaria (0 uso de tabelas, listas, esquemas
sagitais) ndo possui regras de formacao e tratamento. Ela € uma representacao que
faz papel de ponte entre dois registros de representacdo. E muito usada, porém
ocorrem muitos impasses didaticos, pois mesclam as caracteristicas de dois
registros, e as expressdes que devem cumprir a funcéo referencial estdo enredadas.

Mesmo que se tenha o minimo de familiaridade com as regras proprias de
formacdo de um registro na lingua formal, pode-se chegar a uma
proposicao bem formada que significa outra coisa distinta do enunciado de
partida, sem dar-se conta! Tal procedimento ocorre pois ndo existe nenhum

meio para evitar as armadilhas de rupturas semioticas ou semanticas entre
0s dois registros. (idem, p.141)

Para efetuar-se uma passagem (conversao) deve recorrer a uma parafrase do
enunciado na lingua natural que possam aproximar-se da expressdo buscada,

introduzindo por exemplo as expressdes que codificam os quantificadores Y.

1 Os termos quantificadores, s&o trés:
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Por exemplo, para converter a afirmacéo dita na linguagem comum:
As esposas amam 0s seus maridos,

para a linguagem formal, é necessario recorrer a uma parafrase em que o predicado
é transformado em uma expressao substantiva, ou seja, passar para a linguagem da

l6gica:
Todas as esposas amam seus maridos,

para que ap0s possamos montar 0 esquema sagital a seguir:

Esposa 1 > Marido 1
Esposa 2 » Marido 2
Esposa 3 > Marido 3

E entdo converter para a linguagem formal:

OxCy(Axy)

Mas, um esquema sagital se constroi para representar uma situacdo descrita
por um enunciado em portugués, e este esquema se descreve com a ajuda de
expressdes da lingua formal. A passagem de um registro a outro através de uma
representacdo intermediaria equivale entdo, desde o ponto de vista das tarefas que
se deve efetuar, ao encadeamento das descricbes independentes entre si em seus

dados de referéncia e seus meios semioticos.

Podemos usar como exemplo 0s esquemas sagitais, que sdo 0s registros
classicamente usados para representar relagfes. Estas representacbes nao
discursivas podem servir de ponte para passagem da lingua natural para a lingua
formal. Na func&o, os diagramas sao esquemas sagitais que ilustram a situagao.
Um exame respectivo dos pontos de partida com os pontos de chegada € o que vai

dirigir a escolha dos quantificadores.

todos- Este quantificador, quando € expresso, se estetuttoa sem excecao. Isto €, 100%. Por ser extensivo
este quantificador é tido como universal.

Nenhum — Significa 0(zero), ninguém. Por ser extensiamtiém € universal, porém negativo.

Alguns— Este quantificador esta entre 0 e 100. Este tértitto como particular afirmativo ou negativo.



37

As primeiras passagens entre a expressao da lingua natural e a
designacéo simbodlica da relacéo de implicagdo, requerem um giro por uma
representacao intermediaria ndo discursiva. (idem, p.146)

No ponto de vista didatico, toda introducéo da logica que se apoie em leituras
mistas, em codificacdes locais com a ajuda de expressdes formadas na lingua
natural (existe ao menos um..., se...entdo..., se e somente se...) conduz a um

impasse.

Assim, Duval (1995) coloca que do ponto de vista das tarefas cognitivas que
devem efetuar-se, a Uunica introducdo pertinente é que esteja centrada na
coordenacdo de registros. Esta coordenacdo pode se realizar através da pratica
sistematica das variacdes possiveis de expressdo que as regras de formacéo
permitem em um registro, e das variagbes concomitantes em outro registro.
Evidentemente, tal pratica requer que cada um dos registros sejam tomados

alternativamente como registro de partida.

2.3. Os Tratamentos por Negag¢do na Linguagem Natura | e

Linguagem Formal

Uma importante discussao para o nosso estudo refere-se ao tratamento da

negacgéao na linguagem natural e linguagem formal.

Sabemos que toda a ciéncia pressupde um conhecimento da lingua materna
para estabelecer-se, nem gue seja apenas na linguagem oral e isso é essencial para

a compreensao do significado dos objetos envolvidos e dos tratamentos sobre eles.

A linguagem Matematica manifesta-se a partir da combinacdo de
representantes da lingua natural com a lingua formal. Seiji (2006) fala que o discurso
matematico € tecido por meio desta combinagcdo que é de certa forma antagonica:
por um lado a linguagem ordinaria (lingua natural) com toda sua sobrecarga de
conotacdes e riquezas de detalhes, por outro, a linguagem simbdlica (lingua formal)

com todo o seu poder de articulacéo e sintese.
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Duval (1995) coloca que a escrita simbdlica utilizada na légica por Frege
(Frege*? apud Duval 1995, p.137) comporta quatro tipos de unidades elementares:
As letras com funcao proposicional; os simbolos com fungcéo de quantificadores e as
letras com funcdo de variaveis, e 0s simbolos com funcdo de operadores e
conectivos proposicionais. Ele afirma que cada registro apresenta possibilidades de
tratamentos que Ihes sao proprios, sendo mais econémico uns do que outros. Por

iISSO € interessante a troca de registros.

(...) ndo hé tratamentos que tenham a mesma natureza em dois registros
diferentes. Contudo, ha uma excecdo para 0s registros da lingua. A
negacdo € uma transformacdo fundamental que caracteriza a todo o
sistema de representacdo que mereca o nome de lingua. Ndo ha lingua
sem possibilidade de negacdo. Uma comparacdo dos tratamentos por
negacao, tal como podem efetuar-se em cada um destes dois registros, é
entdo essencial na perspectiva da coordenacédo de registros. (DUVAL, 1995
p.164)

Entdo, uma analise comparativa dos tratamentos por negacdo requer a
distincdo de dois niveis. O primeiro esta constituido por operacdes elementares que
permitem opor os enunciados entre si, oposicdo. O segundo por uma combinacao

destas operacfes elementares.

E somente pela combinacdo destes elementos de oposicdo que
verdadeiramente podemos definir as regras de transformagéo de um enunciado em
outro que conserve o valor-verdade . “E sé neste segundo nivel que se pode falar

de tratamento discursivo ou légico por negacdo.” (DUVAL 1995, p. 164)

A distingdo entre estes dois niveis é essencial, porque dois tipos de oposi¢ao
nao tém a mesma significagdo em razdo do valor-verdade das proposi¢cdes. Os
tratamentos por oposicdo transformam uma proposicdo com valor-verdade
verdadeiro em outra com valor-verdade falso. Apresentando uma contradi¢do. E, na
oposi¢cao por combinacdo, as duas proposi¢coes podem ser falsas ou verdadeiras

conjuntamente. O que designa uma contrariedade.

Filho (1986, p.46) define contradicao ¥, toda proposicdo composta, ou seja,

aguela proposicdo formada por duas ou mais proposi¢des, cuja Ultima coluna da

12 Frege, GEcrits logiques el philosophiqueraducao de C. Imbert.Paris: Seuil, (1971)

3 Chama-se valor-verdade (também valor de verdadeloul6gico) de uma proposicdoyerdade se a
proposicao for verdadeira dasidade se a proposicao for falsa.
@ Também é usado o termo falécia.
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tabela verdade apresenta somente a falsidade. Em outras palavras, contradicdo é
toda proposi¢cdo composta cujo valor-verdade € sempre falsidade.

Tém-se: p : X € um namero racional
g: X € um numero irracional
p C g: x € um numero racional e x € um numero irracional

Podemos conferir a tabela verdade:

P | g |pLg
V| F|F
V| F

Neste caso, as proposicoes p e g sao complementares, quer dizer, um
namero ou € racional ou € irracional, e isso nos permite dizer que se um nidmero nao

é racional, ele é irracional.
Assim:
~p=q
Entdo como podemos ver na tabela verdade a seguir, qualquer que seja 0
valor de p, a proposicao:
pL~p

E uma contradi¢cdo. Como podemos ver:

P |~p|pPL-P
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Portanto, dizer que uma proposi¢cao pode ser simultaneamente verdadeira e

falsa é sempre falso. A proposicdop < ~p“*® também é uma contradicéo:

p < ~p:X €& um numero racional se e somente se x € um numero irracional

p|~P|p=-p
V| F F
V]| F

Copi (1917, p.146) coloca que “Duas proposicdes sao contraditorias , se uma

for a negagao da outra, isto €, se ndo puderem ser ambas verdadeiras e né&o

puderem ser ambas falsas juntas.”
Contudo, se observamos o exemplo das afirmacdes abaixo:
(a) Todo homem é branco
(b) Nenhum homem néo é branco

Verificamos que as proposi¢cdes mostram a particularidade que na primeira o
quantificador universal esta sob uma forma positiva, e na segunda ele esta sob uma

forma negativa.

AristOteles afirma que a oposicdo que existe entre a proposicdo (a) e a
proposicdo (b) € uma oposicdo de contrariedade que ele define assim: “A oposicao
de contrariedade € aquela da afirmacé&o de uma proposi¢ao universal na negacao de

uma proposicdo universal posta dentro da afirmativa e da negativa
(ARISTOTELES™® apud KILANI, 2002 p.01)

% Colocando o condicional entre duas proposicdes p e g, obtemos uma nopagigado p= q. L&-se‘p

se e somente sé& qu “p é condigdo necessaria e suficiente para ff € condicdo necesséria e suficiente para
p”, “se p entdo g e reciprocamenteQ condicional < € verdadeiro somente quando p e g sdo ambas
verdadeiras ou ambas falsas. Se isso ndo ococmrdicional € falso.

19 Aristote, Organonl. Catégories- Il De I'interprétationTraducion nouvelle el notes par Jean Tricot,
Librairie philisophique J. Vrin, 1989.
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A particularidade deste tipo de oposi¢ao consiste dentro do fato que as duas
proposi¢coes opostas poderiam ser falsas ou verdadeiras simultaneamente. De fato

se nos pegarmos como referencia a populagéo brasileira € falso dizer que
Todo homem é branco,
como é falso dizer também que
Nenhum homem néo é branco.

Contudo, no exemplo de Kilani (2002 p.01) podemos analisar as afirmacdes

do tipo:
(c) Todo homem é branco
(d) Qualquer homem néao é branco

E diz que a primeira proposicdo € quantificada universalmente pelo
quantificador (todo) e a segunda proposicdo é quantificada essencialmente pelo
guantificador (qualquer). E continua

Esta forma de oposi¢cdo permite separar sobre o valor de verdade das duas
proposicdes opostas (c) e (d). Neste caso de contradicdo, uma é
necessariamente verdadeira e que outra é falsa e este qual que seja a
populagdo de referéncia sob reserva que ela contém ao menos um

elemento. A proposicao por “contradicdo” ndo é outra que a negacao logica
no sentido da l6gica classica. (idem, p.02)

Em relacdo a estes tratamentos discursivos por negacao, Duval (1995, p.165)
apresenta cinco operacdes elementares de oposicdo que podem ser aplicadas.
Duas sao operac¢des comutativas de um dos termos do enunciado e as outras trés,
aplicacbes do operador unitario de oposi¢cao (ndo ou um simbolo de negacédo), nos
quantificadores, nos termos predicativos e nos verbos. E apresenta a seguinte

tabela:
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Tabela 2 : Tratamentos por oposicdo que podem efetuar-se sobre os elementos

constitutivos de um enunciado completo:

Operacdes Lingua Natural Lingua Formal "
|. Comutacédo extensional todos —alguns, ou—um O-LC
Alguns ou um — todos C-0O
Il. Comutacdo antonimica grande — pequeno
Negro—branco
Il. Aplicacdo do operador unitario todos— nao todos 0-~0
aos termos extensionais (alguns) L-~LC
um — ndo um (nenhum,
nada)
IV. Aplicacao do operador unitario recursos para os prefixos P-~P
aos termos de propriedade. a-, in-
(em posicao de atributo)
V. Aplicacéo do operador unitario ao | E — néo é
verbo

Fonte: DUVAL, R. Sémiosis et pensée humaine: Registres sémiotiques et aprenttissages
intellecetuels. Bern, Peter Lang, 1995, p. 165

Duval considera a aplicacdo do operador unitario ao verbo como uma relacao
de oposicdo elementar, da mesma maneira que a comutagdo antonimica. Sem
basear-se apenas no ponto de vista linguistico, coloca que esta operacao provém de
uma negacdo de frase, enquanto as outras provém da negacdo do elemento
constitutivo. E afirma que esta distincdo entre negacdo de frase e negacdo do
elemento constitutivo ndo é suficiente para dar conta da diversidade e da
complexidade dos tratamentos por negacao que intervém no cumprimento da funcéo
discursiva. Ou seja, da producdo de um novo enunciado a partir de um enunciado
dado.

Assim, coloca que a negacdo do elemento constitutivo recobre quatro
tratamentos elementares de oposi¢do. O que se chama um tratamento por negagao

corresponde a uma combinacao destes tratamentos elementares de oposicao.

Podemos ver que cada uma destas operagcbes elementares de oposicao
podem ser aplicadas independente umas das outras. Por exemplo, na lingua natural
podemos explorar uma afirmacéo, assim como mostra Duval (1995, p.166). Partindo
de:

@7 puval usa para representar negacao, o simbolor-urRa questéo de uniformidade, usaremos nestatab
o simbolo ~.
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Todos os hotéis sao limpos
Podemos aplicar as oposicoes:
A. Alguns hotéis séo limpos. (oposicéo do tipo I)
B. Todos os hotéis sao sujos. (oposicao do tipo II)
C. Todos os hotéis ndo sao limpos. (oposigao do tipo V)
E, se considerarmos a frase

Todos os homens sdo mortais

Podemos aplicar a oposicéo do tipo IV:
D. Todos os homens s&o imortais. (oposi¢ao do tipo 1V)

A distincdo entre estas operacdes de oposicao ocorre evidentemente pela
auséncia ou presenca da marca de negacdo. Esta diferenca semiotica, segundo
Duval (1995), ndo € desprezivel desde um ponto de vista da analise cognitiva dos
enunciados dos quais se aplicam tais operacoes.

Os tratamentos por negacdo , que modificam necessariamente o valor
I6gico de verdade de um enunciado e que dao lugar a esquemas validos de

inferéncia, no geral sdo uma aplicacdo combinada de duas das qu  atro
primeiras operacdes de oposicdo . (DUVAL, 1995, p. 166, grifo do autor)

Duval enfatiza que os tratamentos por negacdo sao formados por operacdes
elementares combinadas, e coloca que a quinta operagao, a aplicagdo do operador
unitario ao verbo, corresponde ao uso mais espontaneo da negac¢do na lingua
natural mas nao constitui um tratamento discursivo por negacao porque essa
operacdo pode tanto cumprir a funcdo discursiva como a funcdo meta-discursiva,

tornando seu dominio de aplicagédo indeterminado.
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2.3.1. Os Tratamentos por Negacao no Registro da Li  ngua Natural

Duval coloca que o quadro de oposicdes logicas de Aristoteles (384-322 a.C.)
é o primeiro modelo *® de oposices logicas proposto para os tratamentos por
negacdo na lingua natural. Estas formas de oposicOes logicas apresentadas por
Aristoteles, explica a diferenga entre oposi¢des contrarias e contraditorias. Contudo,
afirma que os tratamentos por negacao sao aplicagcbes combinadas de duas
operacdes de oposicdo e que eles deixam de lado a aplicacdo do operador unitario

ao verbo.

Segundo estes critérios Aristotélicos, Duval (1995) apresenta dois enunciados

negativos, logicamente diferentes:
Podemos exemplificar, partindo da afirmac&o anteriormente explorada,
Todos os hotéis sao limpos
E. Nenhum hotel é limpo.

Duval (1995, p.166) fala que esta oposi¢cdo € um enunciado contrario ao de
partida, por comutacao extensional e por aplicacdo do operador unitario ao término
extensional obtendo por comutacdo: (todos—alguns—nenhum), e apresenta a

0OpOosi¢ao:
F. Alguns hotéis sao sujos.

E um enunciado contraditério, por comutagéo extensional e por comutagio
antonimica. Este enunciado provém de um enunciado subalterno visto

anteriormente,
A. Alguns hotéis sao limpos.

Nestes exemplos, € possivel observar a contradicdo de um enunciado em

lingua natural e dizer que sua negacao no sentido l6gico se obtém sem recorrer ao

19 Aristételes apresenta quatro formas de oposigigsds na lingua natural:

- Afirmacdo universal: Todos os atletas sdo saudaveis;

- Negacéao universalNenhum atleta é saudavel

- Afirmacéo particular: Alguns atletas séo saudaveis ou Existem atletat@sais;

- Negacéo particular: Alguns atletas ndo sédo saudaveis ou Existem ati@msaudaveis



45

operador unitario de oposicdo, e sem que haja no enunciado a menor marca de
negacao, o que aparece nos enunciados contrarios. I1sso se baseia na possibilidade

e polaridade dos anténimos.

Duval (1995, p. 167, 168) continua, apresentando que passar da afirmacéao:
“todos hotéis sdo limpos” para “todos o0s hotéis ndo sédo limpos” ndo temos um
tratamento por negacdo. A aplicacdo de um operador unitario de oposi¢cdo ndo ao
verbo constitui-se um caso a parte pois é especifico da lingua natural. Apesar de ser

esta a negacado mais imediata da afirmacao.

Duval (idem) fala que este tipo de tratamento por aplicacdo do operador
unitario ao verbo é polémico e n&o descritivo (Barbault & Ducrot™® apud Duval,
1973, nota p.102). Em contrapartida, a producdo de um enunciado contraditério por

dupla comutacao equivale a producédo de um contra exemplo:
G. Existe hotel sujo.

Percebe-se que a regra de obversdo (*°) consiste em transformar uma
proposicao negativa em uma positiva e vice-versa. Através da negacao do predicado

e reciprocamente.

Por exemplo, comutar “ndo séo imortais” por “sdo mortais” em uma afirmacao
é facil reconhecer aplicacdo do operador unitario simultaneamente ao verbo e ao
término da propriedade. Essa regra, leva a considerar como equivalentes as duas
operacOes fundamentais IV e V — Aplicacdo do operador unitario aos termos de
propriedade e aplicacdo do operador unitario ao verbo. Duval (1995, p. 168) fala

que geralmente isso é o que acontece quando se fala em dupla-negacéao .

Em efeito, admitir a regra de obversdo, conduziria a considerar a oposi¢ao

antonimica;:

E mortal versus é imortal

@9 Barbault, M. C. & Ducrot, OAnalyses de langue, dans Enseignementdu franceisseignement des
mathématiquesRecherches Pédagogiques, 1973, p.85-76.

29 segundoHegenberg (1975, p.146) na operacédo desadlovelado um enunciado, altera-se a qualidade e e
seguida substitui-se o termo do seu predicadoggla@omplementar. Se o enunciado é afirmativoadega

ser negativo; se negativo passa a ser afirmatiwotdemo do seu predicado se elegassa a setp, se é-p,

passa a sqr. Por exemploTodos os tapetes sdo verdpassa paraenhum tapete é ver@gedepois pardlenhum
tapete é ndo-verde
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Como semelhante a:
E mortal versus ndo é mortal.

A oposicao antonimica produz proposi¢cdes contrarias e ndo contraditorias. As
suas negacdes sao compativeis entre si. A aplicacdo do operador unitario ao verbo
pode produzir proposi¢cbes contraditorias. Suas negagcdes ndo sdo compativeis entre

si em razao do principio do terceiro excluido.

2.3.2. Os Tratamentos por Negacao no Registro da Li  ngua Formal

A auséncia do verbo faz os tratamentos por negacdo muito mais simples na
lingua formal que na lingua natural. Para negar um enunciado, ndo existe
competéncia entre contradi¢cdo e contrariedade. Para a contradi¢do na lingua natural
a negacao de um enunciado se obtém através da combinacdo de duas operacoes
elementares: a comutacdo extensional e a aplicacdo do operador unitario ao
predicado. Em razdo da auséncia de um léxico nas linguas formais, ndo ha distin¢éo
entre comutacdo antonimica e aplicacdo do operador ao predicado. O simples

recurso ao operador da negacao nao € por si so suficiente.
A negacéao de
XLy (Axy)

(para todo x, existe y tal que x ama y)

D

CxCly (~ Axy)

(existe um x para qualquer y tal que x hdo amay)
Por exemplo:

A negacdo de todo mundo ama alguém € um enunciado contraditério de
existe alguém que ndo ama ninguém. Aqui 0s tratamentos nos dois registros séo
congruentes, isto vale também para a negacdo das formas de base | e IV. A

negacéao das formas de base do tipo V,VI VII, requer que se tenha compreendido as
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regras semioticas do tratamento por negacdo em relacdo aos conectivos. Quando,
por exemplo, o predicado € uma implicacdo basta tomar o caso excluido no

paradigma do simbolo de implicac&o para negar o predicado.
Considerando duas propriedades quaisquer Fx e Tx, a negagéo de

Ox(Fx=Tx)

D

IX(FX =>~TX)

Recorre-se a outro tipo de tratamento por negacao para definir as regras de
passagem que permite mover 0s quantificadores através de um simbolo de

negacao:
UXx ~ Fx « [xFx
(qualgquer x, ndo é Fx = existe um x que € Fx)
X ~ FX < ~ UxFx
(existe x que ndo € Fx = e nem todo x é Fx)

Duval (1995) fala que essa passagem de uma proposi¢cao a outra, se faz por
aplicacdo de trés operacdes elementares de oposicdo: comutacdo do término
extensional, aplicagdo do operador unitario ao término extensional e ao término do
predicado, (operacdes I, Il IV da tabela 2, p.42)

Evidentemente é possivel conceber outros tratamentos por negacao que
ndo produzem uma proposicdo contraditéria nem uma proposicdo
equivalente como no caso destas regras de passagem, porém esses
tratamentos ndo sdo de interesse ao calculo de predicados. (...) Pode-se
dizer que para 0 modo de expanséo discursiva por substituicdo que este é o
Unico possivel na lingua formal. Por outro lado, é possivel constatar que o
tratamento de uma proposicdo através de cada uma destas duas

combinacgdes equivale aqui a aplicacdo de uma sO operacdo de oposicdo.
(DUVAL, 1995, p.170)

Entdo, a necessidade de se separar dois niveis nos tratamentos por negacao
€ evidente: o das operacdes elementares, e 0 dos tratamentos por negacao
propriamente ditos, aqueles que permitem uma expanséao discursiva deste tipo de

raciocinio.
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2.4. As Formas de Negacao

Para apresentar a que nos referimos neste estudo como Formas de Negagéo
e indispensavel explicar como este estudo foi delineado. A idéia teve inicio na
observacéo do ensino da definicdo de funcdo. Como ja dissemos anteriormente, na
pratica, quando o professor ensina funcdo, ele utiliza o que chama de “contra-
exemplos” de funcdes, ou seja apresenta “o que nao €” funcéo para chegar ao que é

funcao.

Em vistas a esta constatacdo, iniciamos uma busca nas regras de LdOgica
Formal sobre a legitimidade do uso dessa no¢ao de contra-exemplo pelo professor
em sua pratica. Esta busca, resultou na hipotese de que existe certo entrelacamento
entre 0s elementos: contrapositiva, contra-exemplo e complementariedade. E isso

justifica muito a consequente confusado por parte dos professores.

Assim, decidimos usar o termo “Formas de Negacao” para 0 conjunto de
operacOes logicas, contendo: a negacdo, a contrapositiva, o contra-exemplo e a

complementariedade.

A seguir, apresentaremos cada um desses elementos de forma detalhada.

2.4.1. A Negacdao Logica

7

A importancia da légica em relacdo a Matematica é evidente. A ldgica
matematica € a légica tratada por métodos matematicos e tem a importante funcao
de dizer o que se conclui do que. A Matematica, qualquer desenvolvimento seu,
qualquer ordem de seu conteudo, exibe conexdes logicas, ela utiliza a I6gica em
suas definicbes, postulados e teoremas. As sentencas matematicas sao geralmente

construidas desta forma:
Se isto é verdade, entdo aquilo também é.
Por exemplo:
Se x+3=9, entdo x=6

Se um triangulo é equilatero, entdo a soma dos seus angulos internos é 180°,
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A logica ndo se preocupa com a verdade ou falsidade de uma proposicao
isolada, tal como “Luiza € inteligente” ou “Luiza néo é inteligente”. Ela se preocupa
com as formas de se apresentar uma proposicdo como consequéncias de outras. A

l6gica se preocupa com as formas basicas de argumentacéao.
Se alguém afirma:
Luiza é inteligente

Pela logica, podemos dizer que ndo € uma funcdo da légica analisar esta
frase se ela estiver isolada, porque ndo ha como saber seu valor-verdade. Contudo
teremos uma questdo de logica se esta afirmacdo decorre de fatos e razdes

apresentadas:
Premissas: Luiza € estudiosa
Todos os estudiosos sao inteligentes
Concluséo: Luiza € inteligente

Neste caso, independente de saber se realmente todos os estudiosos sao
inteligentes e de que Luiza é estudiosa, o argumento esta logicamente bem

construido, pois a légica e preocupa em concluir a partir de razbes apresentadas.

Este tipo de argumento com duas proposi¢cdes iniciais e uma conclusao

(21) apud Machado, 2000) chamou de silogismo. As

Aristoteles (Aristoteles
proposicdes iniciais sdao chamadas premissas. Elas servem como base para se

chegar a terceira proposicao, que é a conclusdo do argumento.
Um argumento assim formulado € um exemplo de silogismo.

Premissas : Todo AéB
e
TodoB éC

Conclusdao: TodoAéC

@Usem referéncia do autor.
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Doop (1970, p. 05) afirma que “A légica é denominada ciéncia do raciocinio
que estuda e sistematiza a validade ou invalidade de argumentacdes”. Ela se
interessa pela correcdo do processo de inferéncia como um todo,

a légica formal sé se interessa pela validade dos raciocinios... a validade de
um raciocinio é determinada tomando em consideracdo o que se chama de
forma desse raciocinio. Nao é facil dizer o que consiste em forma do
raciocinio. Digamos que a forma de um raciocinio deve, pelo menos, ser
independente dos objetos em causa e das propriedades que estes objetos
permitem entrever. (Idem, p. 06, grifo do autor).

A negacdo € uma operacao logica que transforma o valor-verdade de uma
proposicdo. Uma proposi¢cado que possui valor-verdade [V] verdadeiro transforma-se
em uma proposicdo com valor-verdade [F] falso, e uma proposicdo com valor-
verdade [F] falso, em uma proposicdo com valor-verdade [V] verdadeiro. Segundo
Kilani (2002), a negacgdo logica onera principalmente no aspecto semantico da
proposicdo. Quando nOs a designamos em uma proposicdo qualquer, €

seguidamente representada por p e por ~p.

Quer dizer, a partir de uma proposi¢cao p qualquer, sempre podemos construir

outra, denominada negacéao de p, indicada pelo simbolo ~p. Assim:
(@) p:9#5

~p:9=5

(b) p:x<3

~p:x>30ux=3

(c) p: A Lua é redonda.

~p: A Lua ndo é redonda

Neste caso teremos conforme vimos acima, a tabela verdade seguinte:
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P | P
\%
F |V

Nesta tabela, V e F designam respectivamente os valores-verdade
“verdadeiro” e “falso”. Uma leitura sobre este quadro nos permite constatar que a
negacao de uma proposicao que possui valor-verdade verdadeiro € uma proposicao
cujo valor-verdade é falso e vice-versa. Em outros termos nds resumimos isto como
segue: p € verdadeiro se e somente se, apenas ~p € falso.  Podemos exemplificar.
Sejam as proposi¢des na lingua natural:

p: X tem menos de 18 anos
sua negacdao sera
~p: N&o é verdade que x tem menos de 18 anos
ou
~p: x tem 18 anos ou x tem mais de 18 anos

ou

~p: X ndo tem menos de 18 anos
Na lingua formal, temos a negac¢éo a afirmacéo p:
~(x<18) « x218
ou seja
~(x<18) = x=180ux>18

O uso da negacdo dentro da logica da Matematica se caracteriza

principalmente pela lei da “dupla negac¢ao”. Porque ndo (nédo p) retorna a p.
~(~p)=p

Negar a negacdo retorna a afirmacdo e temos duas proposi¢des escritas de
forma diferente mas com o mesmo significado. E o caso do exemplo a seguir que a
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mudanca de registro partido da negacdo e da légica onera claramente a questao

semantica. Quando no universo Z (Conjunto dos Numeros Inteiros), dizemos:
N&o é verdade que 0 numero x € par.
Ou apenas digo:
O numero x é impar.
Usando uma representacao intermediaria:

~(x é par) = xé impar

Do ponto de vista da ldgica e dos registros de representacdo semidtica, as
duas proposicdes consistem em diferentes palavras, dispostas de modo diferentes
porém dizem a mesma coisa (tem o mesmo significado) mesmo que possa haver um

“abismo” para a compreensao entre uma e outra.

E visto que as regras da l6gica, possibilitam o tratamento sobre determinadas
representacdes, mudando a forma de uma sentencga, sem com isso alterar seu valor-
verdade, ou seja a referéncia do objeto ou a mensagem. Copi (1978, p. 22) coloca:

Duas sentencas que constituem claramente oragfes distintas, porque

consistem de diferentes palavras, dispostas de modo diferentes podem ter o
mesmo significado, no mesmo contexto, e expressar a mesma proposicao.

Duval (1995) coloca que cada registro apresenta possibilidades de tratamento
gue lhes sao proprias e podem ser mais econdmicas pois 0s tratamentos nao tém a
mesma natureza em registros diferentes. Contudo, existe uma excecao para 0S

registros da lingua.

A negacdo é a transformacdo fundamental que caracteriza a todo o sistema de
representacdo que mereca o nome de lingua. Nao ha lingua sem possibilidade de
negacdo. Uma comparacao dos tratamentos por negacgéo, tal como pode efetuar-se
em cada um destes dois registros é entdo essencial na perspectiva de uma
coordenacdo de registros. (DUVAL, 1995 p.164).

Para analisar os tratamentos por negacdo Duval (1995) coloca que é
necessario distinguir dois niveis de negacdo. O primeiro estd constituido de
operacOes elementares que permitem opor 0s enunciados entre si. Quer dizer,
oposigcado. O segundo constitui-se de uma combinagao das operacdes elementares

como ja vimos, de tal forma que verdadeiramente se podem definir as regras de
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transformacdo de um enunciado a outro de forma que conserve o valor-verdade. “E
s6 neste segundo nivel que pode falar em tratamento discursivo ou légico por

negacao” (idem, p.147)

Em relacdo aos tratamentos por negacéao € relevante considerar o que ocorre

na negacgao de uma proposi¢do composta que utiliza a conjuncao e a disjuncao.

Filho (1986) apresenta duas regras para os tratamentos por negacdo de uma
proposi¢cdo composta que utiliza a conjuncao e a disjuncéo, ou seja, 0s conectivos [
e L. S8o as chamadas Leis de Morgan. Essa lei, resume-se em duas regras

basicas, sdo elas:

()] Negar que duas das proposicdes sao ao mesmo tempo verdadeiras

equivale a afirmar que uma pelo menos é falsa.

(1)) Negar que pelo menos uma das duas proposi¢coes é verdadeira equivale a

afirmar que ambas séo falsas.

Resumidamente, essas regras podem exprimir-se ainda dizendo que a

negacéao transforma a conjungcéo em disjuncao e a disjuncdo em conjuncao.

Por exemplo, utilizando a regra (I), a negacao da proposicao:

E inteligente e estuda.
E a proposicio

N&o é inteligente ou ndo estuda

J&, no uso da regra (Il), a negacao da proposicao:

E médico ou professor
E a proposicio

N&o é médico e nao € professor
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Convertendo para a linguagem formal, temos:
(D pLge~(~pL~0)
() pCLge~(~pCL~0q)

As regras de Morgan mostram como € possivel definir a disjuncdo a partir da

conjuncéao e da negacao, ou a conjuncao a partir da disjuncéo e da negacao.
2.4.2. A Contrapositiva

A partir das regras de logica, € possivel construir novas proposicées mediante
o emprego dos simbolos l6gicos chamados condicionais: o condicional de
implicagdo se...entdo.. (simbolo — ou =) e o condicional ...se e somente se...
(simbolo <« ou = ). Colocando o Condicional = entre duas proposi¢bes p e q,

obtemos uma nova proposi¢cdo chamada proposicéo condicional, p=q, que se Ié
“se p, entdo q” ou
“p é condig¢do necessaria para g” ou
“g é condicao suficiente para p” ou ainda
“p implica q”.

No condicional p=q, p é chamado antecedente ou hipétese e q € chamado

consequente ou conclusao.

Este tipo de sentenca — proposi¢cdo condicional — € usada tanto na lingua
natural quanto em raciocinios matematicos, para dizer que a verdade da proposi¢cao

g (concluséo) esté condicionada a verdade da proposi¢ao p (hipotese).

No entanto, uma proposi¢cdo condicional do ponto de vista matemético é
independente de uma relagdo causa-efeito entre hipétese e conclusdo. O conteudo
l6gico da condicional € somente que a verdade de p esta condicionada a de q.

Podemos observar quatro situagoes:
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(@)  p: 12 é divisivel por 6. [V] ®?

g: 12 é divisivel por 3. [V]

p=q: Se 12 é divisivel por 6, entdo 12 é divisivel por 3. [V]

(b) p: 2x5=10. [V]

g: 3 é divisor de 10. [F]

p=Qq: 2x5=10=3 é divisor de 10. [F]

(c) p: 5<2.[F]

g: 2 € um namero inteiro.[V]

p=q: Se 5< 2, entdo dois € um namero inteiro. [V]

(d) p:3<2.[F]

g: 3=5.[F]

p=Qq: 3<2=3=5.[V]

Ducrot (1972) chama a atencdo para esta relacdo de dependéncia entre a

hipotese e concluséo e o uso ingénuo que os mateméaticos fazem da proposicao se.

Um matematico ndo teria nenhuma repugnéancia especial em dizer “se 2+ 2
=4, entdo 2 + 3 = 5", pois pode-se conceber que a segunda proposicao se
demonstre da primeira. Mas ele hesitaria em dizer “Se 2+ 2 = 4, entdo 2 nédo
tem raiz quadrada racional”, pois, a demonstracdo da segunda proposicao,
neste caso, nado utiliza habitualmente a primeira. Eis como se sabe, uma
das razbes a impedir que a implicacdo material dos légicos traduza
adequadamente tanto o se dos matematicos como o da linguagem comum.
Essa implicacdo pode ser afirmada de qualquer par de proposicbes, por
mais distante que uma esteja da outra, conquanto a primeira ndo seja
verdadeira e a segunda seja falsa. (DUCROT, 1972, p.180)

?2) Ysaremos para facilitar a leitura: [V] para reprear o valor-verdade verdadeiro e [F] o valor-a€lfalso.
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Assim, independente da relacdo causa-efeito entre as proposi¢cbes, estas

quatro situacdes permitem definir a seguinte tabela verdade para a proposi¢cédo p=q:

p q
Y Vv
Y; F
F Y;
F F

<l <l 7 <| |

Podemos perceber que a Unica combinagdo em que a sentenga condicional é
falsa, (por definicdo) € quando a hipotese é verdadeira e a concluséo é falsa. Temos

dois exemplos explorados por Loureiro (2002) na linguagem natural:

Se Ana se apresentar para trabalhar na segunda feira pela manha, [p] ,entdo

Ana terd o0 emprego.[q]

Analisando a sentenca que descreve a promessa, dizemos que a Unica
situacdo em que o empregador estaria mentindo, ou seja que a sentenca é
logicamente falsa, é no caso de p[V]L q[F], quer dizer, Ana, se apresenta para
trabalhar na segunda de manhd e ndo é empregada. Qualquer outra situagéo, o
empregador ndo mente (verdadeiro) e principalmente quando p ndo for satisfeita
(Ana ndo se apresenta segunda pela manha), pois nédo é justo dizer que a promessa

é falsa.

Se hoje fizer sol, [p] entdo iremos a praia [q]

Essa € uma implicacéo “tipica” de uma conversacao, ja que ha uma relagcéao
entre hipdtese e conclusdo. Podemos analisar que a implicacdo somente é
considerada invalida (falsa) se fizer sol e n6s ndo formos a praia. Qualquer outra
combinacdo entre hipdtese e conclusdo torna a implicacdo verdadeira, porque a
afirmacao define que “com sol, iremos!”, e nada diz em relacdo a nao fazer sol, quer

dizer podemos ir ou ndo ir a praia.
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Na linguagem corrente, a implicagdo “se...entdo” €& quase que
sistematicamente interpretada como uma equivaléncia; por exemplo:
quando eu digo “Se fizer tempo bom, eu irei passear”. Se eu fui passear,
“logicamente” a maioria das pessoas conclui que “fez bom tempo”. De fato,
nada se pode concluir com certeza, mas é preciso reconhecer que ha
contradicdo aparente em “sair quando o tempo ndo € bom” apés ter deixado
claro que em caso de bom tempo,a gente sairia. (LEGRAND, 1983, p.59)

Ainda em relacéo a implicacao, afirmacdes do tipo:
(1) Se hoje é segunda-feira, [p] entdo 2+3 = 5.[q]

E sempre verdadeira pela definicdo (tabela verdade) da proposicéo

condicional. Por outro lado, a afirmacao
(2) Se hoje é segunda-feira, [p] entdo 2+3 = 6.[q]

Sera verdadeira todos os dias da semana, exceto na segunda-feira, apesar da

conclusao ser sempre falsa, ou seja 2+3#6.

Este tipo de implicacdo ndo € usado em linguagem natural, ja que ndo existe
uma relacdo entre hipdtese e conclusdo. Porém, o conceito de implicacdo
condicionada esta baseado na tabela verdade, ou seja, nos valores l6gicos que a

hipdtese e a conclusdo podem assumir.

A contrapositiva, € uma proposi¢do condicional que utiliza a negacado de uma
afirmacdo. Na aplicagdo da contrapositiva, mudamos a forma de representacao de
uma afirmacdo (implicacdo) e chegamos a uma outra proposicdo logicamente
equivalente a inicial (mesma tabela verdade). Por esse motivo, 0 uso da
contrapositiva no ensino da Matematica pode ser amplamente usado e dependendo

do caso, diminuir consideravelmente o custo cognitivo de uma definicdo matematica.

A proposicao contrapositiva é na logica uma proposicdo condicional na qual
foi aplicada sucessivamente sua reciproca e sua inversa. Negamos o consequente

(concluséo) rumo a negacgdo do antecedente (hipotese).
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Barnett (2003) define a reciproca, inversa e contrapositiva de uma afirmacéo a
partir de quatro defini¢des:
Definicdo 1: A reciproca de uma afirmagdo é a afirmacdo formada,

permutando-se a hip6tese e a conclusédo. Assim, a reciproca da afirmacao
“ledes sdo animais selvagens” € “animais selvagens sao ledes”. (...)

Definicdo 2 : A negativa de uma afirmacdo é a negacdo da afirmacéo.
Assim, a negativa da afirmagdo “um assaltante € um criminoso” &€ “um
assaltante ndo € um criminoso”.(...)

Definicdo 3 : A inversa de uma afirmacao é formada negando-se tanto a
hip6tese quanto a concluséo. Assim, a inversa da afirmacéo “um assaltante
€ um criminoso” é “uma pessoa que ndo é assaltante ndo é um criminoso”.

(..)

Definigdo 4 : A contrapositiva de uma afirmacao é formada permutando-se a
negacao da hipétese e a negacdo da conclusdo. Assim, a contrapositiva € a
reciproca da inversa e a inversa da reciproca. Assim, a contrapositiva da
afirmacdo "Se vocé vive na cidade de Nova York, vocé vive no Estado de
Nova York” é “Se vocé ndo vive no estado de Nova York, entdo vocé nao
vive na cidade de Nova York”. (BARNETT, 2003, p.279)

Na lingua formal podemos escrever para p=q
Reciproca: q=p
Inversa: ~p=~q.
Contrapositiva: ~q= ~p.

Contudo, nem sempre podemos dizer que a reciproca de uma afirmacgéo é
verdadeira, ou seja, que p=( é equivalente a q=p. O mesmo ocorre com a inversa
da proposi¢do condicional p=q descrita por ~p= ~g. Contudo, ao aplicarmos a
contrapositiva desta afirmacdo ~q—=~p teremos uma nova proposicao logicamente

equivalente a dada.

Segundo Barnett (2003), afirmacfes logicamente equivalentes sao pares de
afirmacdes relacionadas, sendo ambas verdadeiras ou ambas falsas. “Uma
afirmacdo e sua contrapositiva sdo ambas logicamente equivalentes. Também a
reciproca e a inversa de uma afirmacédo sdo logicamente equivalentes pois cada
uma é a contrapositiva da outra.” (BARNETT, 2003, p.279, 280). E apresenta estas

relacfes no retangulo de equivaléncia logica a seguir
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Afirmacéo Inversa
(a) (d)
Reciproca Contrapositiva
(€) (b)

Figura 2 — Retangulo de Equivaléncia Logica

O retangulo de equivaléncia légica apresenta as afirmacdes logicamente
equivalentes sendo aquelas que estdo em vértices diagonalmente opostos. Assim,
0os pares logicamente equivalentes sédo (a) e (b), (c) e (d). Em contrapartida as
afirmacdes que ndo sdo logicamente equivalentes, estdo em vértices adjacentes.

Assim, os pares de afirmac¢fes que ndo sdo logicamente equivalentes sao (a) e (c),

(@) e (d), (b) e (c), (b) e (d).

Vejamos um exemplo na lingua natural que permite sedimentar a definicdo e

a equivaléncia légica ®® na contrapositiva:
p: Hoje é Pascoa. (hipotese)
g: Amanha é segunda-feira. (conclusao)

p = q: Se hoje é Pascoa, entdo amanha € segunda feira.

Aplicando apenas a inversa, temos:
~p = ~Qq: Se hoje ndo € Pascoa, entdo amanha néo é segunda-feira.
Essa sentenca é falsa pois pode hoje ser um domingo e ndo ser Pascoa teria
entdo, na tabela verdade hipodtese [V] e concluséo [F], o que demonstra Falsidade.

Aplicando apenas a reciproca, temos:

3 Como vimos por Barenett (2003), duas proposicéessuivalentes logicamente se e somente se agvalo
verdade (tabela verdade) obtidos forem idénticos pada combinacdo possivel das variaveis que forana
proposicdo. No caso, as proposicdes:

p —» qe~q- ~p, sdo equivalentes logicamente.
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g = p : Se amanha é segunda-feira, entdo hoje é Pascoa.

Igualmente ocorre uma sentenca falsa, pois indica que se amanha é segunda
entdo hoje é Pascoa. Teriamos varias pascoas durante o ano. Observa-se que tanto
a reciproca quanto a inversa da proposi¢cdo p = q nem sempre sdo verdadeiras,

portanto ndo podem ser chamadas de logicamente equivalentes.
Aplicando a contrapositiva (reciproca e inversa simultaneamente), temos:

~q = ~p : Se amanha nao é segunda feira, entdo hoje nédo é Pascoa.

Na aplicacdo da contrapositiva, chegamos a uma proposicao logicamente
equivalente com a proposic¢ao inicial. Ou seja, a proposi¢do contrapositiva ~q=~p
tem sempre o mesmo valor que a proposicdo condicional p = g. O uso da
contrapositiva nas definicbes matematicas é baseado no principio de equivaléncia

l6gica.

As proposicdes p=q e ~q=~p possuem a mesma tabela verdade e portanto

sao logicamente equivalentes. Escrevemos entédo a tabela verdade:

p | a |p=q ~q | ~p [~q=-p
V| V]V F | F Y
V] F]|F V| F F
Fl Vv ] Vv F |V Vv
F| F| Vv vV [V Y

Podemos explorar quatro situacdes que nos permitem exemplificar a tabela
verdade da implicacdo p=q, e aplicando sobre elas a contrapositiva, podemos

verificar os valores verdade para a contrapositiva.
12) p=0q: Se 12 é divisivel por 6, entdo 12 é divisivel por 3. [V,V,V]

~0=~p: Se 12 ndo é divisivel por 3, entdo 12 ndo é divisivel por 6. [F, F,V]
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22) p=qQq: Se 2x5=10, entdo 3 é divisor de 10. [V, F, F]

~q=~p: Se 3 ndo é divisor de 10, entdo 2x5#10.[V, F, F]

32) p=q: Se 5 é mdltiplo de 2, entdo 5 & impar.[F, V, V]

~q=~p: Se 5 é par, entdo 5 ndo é multiplo de 2.[F, V, V]

43) p=0Q: Se 3<2,entdo 3=5.[F, F, V]

~q=~p: Se 3#£5, entdo 3=22.[V, V, V]

Do ponto de vista dos registros de representacdo semiotica, a proposicao
p=q diz a mesma coisa do que ~q= ~p, elas tém a mesma referéncia, mesmo que
possa haver um fosso muito grande entre uma e outra. E exemplo deste caso, a

proposicao
n? é par =n é par (1)
e a sua contrapositiva

n é impar = n? é impar (2)

A afirmacado (2) € a contrapositiva da afirmacdo (1). Matematicamente elas
possuem a mesma referéncia, mas evidentemente ndo dizem a mesma coisa, a
passagem de uma representacdo para outra ndo determina efetivamente uma
conversdo, porém solicita ao aluno um caminho diferente de compreensao, pela
negacao. A contrapositiva da logica é uma possibilidade existente que pode ser
amplamente usada nas definicdes e teoremas de matematica possibilitando um novo
caminho para a compreensao e aprendizagem do aluno. Veremos seu uso mais

adiante.
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2.4.3. A Complementariedade

Complementar é aquilo que completa, ou seja, buscando a Teoria de
Conjuntos, dizemos que em relacdo ao nosso alfabeto, o conjunto complementar do
conjunto de vogais € o0 conjunto de consoantes. Assim como no universo Z -
Conjunto dos Numeros Inteiros - ou um numero é par ou é impar. O conjunto dos
nameros pares e o conjunto dos numeros impares sdo complementares em relacéo
ao universo Z. Dois conjuntos sdo complementares quando um complementa o

outro em relagéo a um universo dado.

Dante (2003) define conjunto complementar assim: “Dado 0 universo
u={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e o conjunto A={1,3,5,7}, dizemos que o complementar de A
em relacédo a U é {0,2,4,6,8,9}, ou seja, é o conjunto formado pelos elementos de U

que nédo pertencem a A” (p.13)
Essa definicdo pode ser escrita de uma forma geral como:

Dado um Conjunto A de certo universo U, chama-se complementar de A em

relacdo a U, o conjunto formado pelos elementos de U que ndo pertencem a A. Este

s . . A
complementar € indicado por C, ou AC.

O que significa, na linguagem formal:
A® ={x/x0OU e xOA

E podemos representar:

Figura 3 — Representacdo do complementar de A em relacdo ao universo U
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O complementar de um conjunto s6 tem sentido quando fixamos um conjunto

universo U. Dante (2003), apresenta a relacdo l6gica existente neste principio:

Uma vez considerado o conjunto A, para cada elemento x[1U, vale uma, e
somente uma das possibilidades: X[ A ou X[ A (na logica este fato é
conhecido como o principio do terceiro excluido). As alternativas X[J A e
X0 A ndo podem ser verdadeiras ao mesmo tempo (principio da néo-
contradicdo). ( p.14)

Frente a estes principios, podemos ainda escrever duas propriedades que
mostram o quanto estdo imbricados os elementos da negacdo junto a nogdo de

complementar:
1°.) (AC )C = A paratodo AOU

Esta propriedade diz que o complementar do complementar do conjunto A € o
préprio conjunto A. Abe (1991) mostra esta propriedade como a “versao conjuntista
da lei da dupla negacao”. (p.40)

De fato, se a definicdo diz:

(...) o complementar de A em relagdo a U é o conjunto formado pelos

elementos de U que nado pertencema A.

Se buscarmos o que complementa o conjunto complementar, estamos

buscando o proprio conjunto A.
23.)Se AOB, entdo B® O A°

Neste caso, se um conjunto esta contido em outro, seu complementar em

relacdo ao universo U contém o complementar desse outro.

Podemos explorar a complementariedade existente entre o conjunto dos

nameros pares e impares e analisar frente a linguagem da negacao:

Considere: Z = Conjunto dos NUumeros Inteiros
{conjunto dos nimeros pares}L] Z

{conjunto dos numeros impares} ] Z
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Podemos escrever:
p: S&0 0sS numeros pares e
~p: sao os nao-pares
ou seja
~p: impares

E representar:

Figura 4 — Representacao por diagrama do conjunto dos nimeros pares e conjunto dos

nimeros impares no universo Z .

Temos que: plJZ e ~pUZ, ou seja, os dois conjuntos estdo contidos nos

Inteiros: sado subconjuntos deZ . E que,

pL ~ p = Z (Unindo os pares e os impares teremos todo o Conjunto dos Inteiros)
pn ~ p=0 (Aintersegdo entre nimeros pares e impares resulta em vazio)

O complementar de p em relacdo a Z € ~p e o0 complementar de ~p em
relacdo a Z é p. A nocdo que buscamos da complementariedade é a mesma que
responde a questdo: Conhecendo o universo dado (no caso: Z, Conjunto dos

NUmeros Inteiros) se eu conhego p, por consequéncia eu conheco ~p.

No dia a dia, € muito comum ouvir as pessoas dizerem: “eu ndo sei 0 que
guero, mas sei certamente 0 que ndo quero”. Assim, estamos excluindo todas as
possibilidades que ja sabemos que ndo queremos. Podemos concluir logicamente
que dentro de um universo bem estabelecido se eu sei tudo o que ndo quero, 0

restante é o que quero!
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2.4.4. O Contra-exemplo

Mas o que € um contra-exemplo? Sabe-se que um exemplo existe para
confirmar uma regra, apoiar uma afirmacdo ou definicdo. Por exemplo, como
acontece na definicdo do quadrilatero: “O quadrildtero € um poligono de quatro
lados”, neste caso, temos como exemplo de quadrilatero: o quadrado, o retangulo, o
losango. Ou por analogia, o campo de futebol ou o tabuleiro de xadrez. Ja o contra-
exemplo, é um “exemplo” que contradiz uma teoria geral, uma definicdo ou uma

regra apresentada, ele é usado para mostrar que uma afirmacéo é falsa.

Uma boa forma de compreender o contra-exemplo é tentar provar uma

afirmacao.
Seja a afirmacao:
(1) “Todo o numero primo é impar”

Na tentativa de provar que a afirmacdo é falsa, encontramos um contra-
exemplo para ela. No caso da afirmacdo (1), se apresentarmos 0 numero 2,
encontramos um numero primo que ndo é impar. Ou seja, um contra-exemplo para a
afirmacdo. Pela l6gica, para mostrar que uma afirmacdo € falsa, basta prov ar

que sua negacao € verdadeira.
Assim:
A negacdao de (1) seré:
(2) “Existe um namero primo que nao é impar”

Que é verdadeira pois, como vimos, temos 0 numero 2, que € primo e néo &

impar.

Hellmeister (2001) apresenta um caso do uso do contra-exemplo a partir do

conhecido trinbmio de Euler:
x> +x+41

A duvida gira em torno do valor-verdade da afirmacao:
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x> +x+41 é um nimero primo

Na tentativa de verificar, notamos que o trindmio de Euler resulta um namero

primo para muitos valores de x:
x=-39-38...,012,...39
Por exemplo, para x = 123, temos os valores 43, 47, 53.
Mas nao para todos, pois para x =40, temos
40° + 40+ 41=40(40+1) + 41= 41x 41 que ndo € um nimero primo.

Neste caso, x =40 é um contra-exemplo da afirmacao “x“ + x+41 é um

namero primo”, 0 que a torna falsa.

Filho (1983) define o contra-exemplo na linguagem formal a partir de uma
proposicdo. Ele afirma que o contra exemplo surge quando precisamos mostrar que

uma proposicao, por exemplo,
p: (OxO AY(p(x) "
e falsa. Assim, basta mostrar que a negacéao desta proposicao
~p: (XU A~ p(x)*
é verdadeira .

Isto é, que existe pelo menos um elemento x[JA que ndo verifica p(x) e

torna p uma proposicado falsa. Pois bem, esse elemento x diz-se um contra-

exemplo da proposicao p. Ele € um exemplo que verifica ~p e falseia p.

Mekki (1991) reforca, afirmando que o0 contra-exemplo surge nas
demonstracdes de teoremas ou mesmo na compreensdo de definicbes em que o

quantificador universal ®® se faz presente.

@9 «qualquer elemento x pertencente ao conjunto Apiasma propriedade p(x)”

@) “existe um elemento x pertencente a A que naoypasgropriedade x”
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No caso da proposicao
p: (OxDO A) p(x)
E sua negacéao
~p: IxO A (~ p(x)).

Podemos examinar a existéncia do quantificador universal claramente

transformada pela operacao de negacao no quantificador existencial.
p: todo elemento x pertencente a um conjunto A possui a propriedade p(x).
E sua negacéao

~p: existe um elemento x pertencente ao conjunto A que nao possui a

propriedade p(x).

Esse elemento que “existe ” e que ndo possui a propriedade p(x) é o contra
exemplo da proposicdo p. O contra exemplo serve somente para demonstrar a
falsidade de uma afirmacdo, ou seja, que uma propriedade ndo € verdadeira, e €
suficiente exibir que existe pelo menos um caso em que ela é falsa. Esse exemplo

encontrado diz-se entdo o contra-exemplo da afirmacéao.
Para exemplificar podemos questionar o valor-verdade da afirmacéo
OnON= 2">n?,

Entdo, no conjunto dos Naturais € verdadeira a afirmacao? A resposta € nao!

Ela é falsa, e eis um contra-exemplo:

para n=3, temos

@8 £ um quantificador légico, representando pelo simii], que se Ié: “qualquer que seja” ou ainda, “para
todo”. Um exemplo: 0 x, x 0 N), (qualquer que seja x, x pertence ao conjuNtpou ainda (para todo x, x
pertence ao conjuntiN ).
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Como em [0 anegacdo de a>b é a<b, podemos dizer que encontramos
um valor (n =3) que torna a negacao verdadeira. Um contra-exemplo!

O contra-exemplo é também muito usado para falsear concepc¢fes errbneas
dos alunos em relacao a alguma definicdo ou resultado obtido. Neste formato de uso
comum, 0s contra-exemplos excluem de imediato algumas duvidas direcionando a
compreensdao do objeto. Eles economizam principalmente o trabalho de

demonstragao.

Podemos exemplificar com a situacdo " de sala, o quanto é comum observar

um aluno expressar como verdadeira a seguinte igualdade:
X. X = 2X

Imediatamente o professor apresenta um contra-exemplo: Considerando x=3,

tem-se:
3.3=2.3
O que resulta a sentenca falsa: 9 = 6

Logo, ndo é verdade que X. X = 2X, pois existe um valor de x para o qual a

proposicao ndo se verifica, ou seja que sua negacao x.x # 2x € verdadeira!
Na linguagem formal, podemos escrever:
Seja a propriedade p(X): X.x = 2X
e a afirmacao
g: (OxOO) (xx=2x)
“qualquer elemento x pertencente ao conjunto dos Reais, tem-se XX =2x".

Sua negacéo sera:

") Sistema de Ensino Energia, MTM C, aula 5, 2007b.
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~Q: (IxOO ) (xx # 2x)

“existe um elemento x pertencente a [ em que XX # 2x”

A ambiglidade existente entre a lingua formal e a lingua natural gera
equivocos e muita confusdo no uso desta nocao. Observa-se o uso do “contra-

exemplo” em situagdes de ensino que séo diferentes da que apresentamos acima.
Por exemplo:

Quando o professor ensina para uma crianca na fase inicial da escolaridade (4
a 6 anos), o que é um quadrilatero, ele apresenta a definicdo: "quadrilatero é um
poligono que possui quatro lados” e imediatamente apresenta os “contra-exemplos”

de quadrilateros:
- O triangulo ndo € quadrilatero, porque ndo tem quatro lados, tem apenas trés;
- O circulo (circunferéncia) ndo é um quadrilatero, porque nao possui lados;

- Um pentagono, um hexagono,... Nao sdo quadrilateros, pois possuem mais do que
guatro lados.

Neste caso, percebe-se que € possivel aproximar-se do que €é um
quadrilatero, partindo do que ndo é quadrilatero. Contudo, se observarmos a
afirmacdo: “O quadrilatero € um poligono de quatro lados”, e questionar: Ha

realmente um “contra-exemplo” para esta afirmacao? Observe pela logica:
Na linguagem formal, temos:
U = Conjunto de figuras planas convexas
Q = é guadrilatero
E a afirmacao:
g: (0Q O U) (Q tem 4 lados)
E a sua negacao

~0: (CQ O U) (Q ndo tem 4 lados)
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E fato que ndo conseguimos encontrar um quadrilatero que n&o tenha 4 lados,
assim a proposicao ~q € falsa, o que torna logicamente a proposi¢ao q verdadeira.
Para achar um contra exemplo de g temos que encontrar um exemplo que verifiqgue
~g. Ou seja, achar um quadrilatero no universo das figuras planas convexas que

ndo tenha 4 lados. O que é impossivel.

Neste caso, observa-se que a operacéo logica que fundamenta este raciocinio

utilizado pelos professores € a contrapositiva. Observe:

Seja o universo U = Conjunto de figuras planas convexas
e as proposicoes:

p: Q é um quadrilatero

g: Q tem quatro lados

pP=q
Se Q é um quadrilatero = Q tem quatro lados
Aplicando a contrapositiva
~q=-p
Se Q nado tem quatro lados = Q ndo € um quadrilatero

A contrapositiva facilita a compreensédo, contudo, fica a pergunta: E os

exemplos de ndo-quadrilateros que foram utilizados como “contra-exemplos™?

Eles sdo usados freqiientemente na préatica e fundamentam-se na nocao de
complementariedade! Considerando o Conjunto U, temos os quadrilateros e 0s nao-
quadrilateros. Se excluirmos o maior numero possivel de nao-quadrilateros do
universo U (ou todos), a tendéncia € atingirmos o conjunto dos quadrilateros. O uso
destes exemplos na atividade matematica € comum e auxilia na compreensao dos

objetos.

Moretti (2002) coloca que a escola se preocupa em elaborar e criar novas

formas de representacdo com a intencdo de encontrar para cada conceito
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matematico uma “boa representacdo” que leve o aluno de forma suficiente a
compreensao, mas adverte que ndo existe uma “boa representacdo”, pois cada
registro evidencia algumas caracteristicas e oculta outras. Duval (1993) coloca que
“qualquer registro € sempre incompleto em relagdo ao objeto denotado” (p.47). E a
articulacdo entre registros que constitui uma condi¢cdo de acesso a compreenséo da

Matematica, e ndo o enclausuramanento ©®.

O uso dos “contra-exemplos”, da contrapositiva e da negacao frente a nocéo
de conjunto complementar pode fornecer instrumentos importantes para o Ensino da
Matematica, pois concorre com a idéia simples que diz “que se pode saber o que
algo é, a partir do que ele ndo é”. O que ocorre aqui é a questdo da
complementariedade. Ter uma propriedade e ndo té-la, sdo questdes

complementares.

2.5. Ambiguidades e Equivocos nos Tratamentos de Op  eracdes

Légicas

As linguagens formal e natural, articuladas nas regras da logica, estao ligadas
na comunicacdo matematica, ndo se separam. No entanto, tanto a lingua natural
quanto a formal possui regras de tratamento e conformidade diferentes, pois sao
registros de representacdo em sistemas semidticos diferentes que referenciam
objetos matematicos. Este € um ponto onde ocorrem problemas a aprendizagem,
pois uma mesma afirmacdo na lingua natural e na lingua formal nem sempre

produzem os mesmos sentidos para o aluno.

Na linguagem formal da Matematica, por exemplo, sabemos que uma
proposicado e sua contrapositiva sdo equivalentes, mas na linguagem natural, isso
pode ndo ocorrer. Loureiro (2001), afirma que uma proposi¢cao condicional do ponto
de vista matematico € independente de uma relacdo causa-efeito entre hipotese e

concluséao.

%8 A coordenacGao entre registros de representacdo ndo é natural aos alunos. A grande maioria ndo
reconhece 0 mesmo objeto através de representacfes que sao dadas nos sistemas semioticos
diferentes.
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Podemos observar esta diferenca quando aplicamos a contrapositiva em uma
afirmacao na lingua natural, um exemplo de Ducrot (1972, p.192):

p: Pedro vir
g: ndo receber Pedro
p -  (se Pedro vir, eu n&o o receberei)
e sua contrapositiva
~q — ~p (Eu receberei Pedro, se Pedro néo vier)

Na linguagem formal da Matematica, as duas proposi¢des dizem a mesma
coisa, p —» g diz a mesma coisa do que ~q - ~p, Mas na linguagem natural, elas

nao tém o mesmo significado.

Contudo, Ducrot (1972, p.192) coloca que este exemplo como um fracasso da
contraposicao. Evidentemente ndo se pode receber alguém, a ndo ser que ele venha
e a impossibilidade da contraposicédo diz respeito a que a proposi¢cao principal da
primeira premissa ndo tem apenas sua verdade, mas também sua significacdo,
subordinadas a proposi¢ao condicional. Na lingua natural, a contrapositiva entrelaca-

se com o discurso.

Cerqueira (1979) afirma que a Logica e a Matematica possuem uma
propriedade comum. Elas séo linguagens e sao formais e possuem suas proprias
regras de funcionamento, distinguindo-se contudo do que conhecemos como

linguagem natural.

Neste sentido, 0 matematico e o logico preocupam-se com a forma com que
as expressdes sao construidas com o intuito de inferir conclusées. Como se
encaixassemos em uma “férma” as situagfes de andlise, obtendo assim respostas
previamente determinadas. Um exemplo disso € a existéncia de uma tabela verdade
para afirmacdes quaisquer (p e ). Porém, como o raciocinio e a construgdo
cognitiva do aluno se efetuam na linguagem, a andlise das inferéncias depende nao

s6 da estrutura l6gica, mas da analise dos enunciados. Isto porque a linguagem
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matematica é um misto de linguagem formal e natural o que eventualmente pode
acarretar equivocos de sentido e ambiguidades.

Isso ocorre por exemplo no uso dos conectivos e e ou. Eles nédo significam
igualmente na Lingua Formal (linguagem matematica) e na Lingua Natural

(linguagem comum).
Na linguagem matematica € comum a afirmacao:
O nuamero x é par ou multiplo de trés

Neste caso, se x € somente par a afirmacao fica verdadeira; se x € somente
multiplo de trés, a afirmacao fica verdadeira; mas se x € um numero par multiplo de

trés a afirmacgédo continua verdadeira.

Observando a teoria de conjuntos temos que 0 conectivo ou representa a

unido de dois conjuntos, e pode ser representado através de diagramas:
A = {conjunto dos numeros pares}
B = {conjunto dos multiplos de trés}

A unido de A e B é formada por todos os elementos que pertencem ao

conjunto A ou pertencem ao conjunto B.

E possivel definir: ADB={x/xJ A ou xJ B.

Figura 5 — Representacao por diagrama da unido entre o conjunto dos nimeros pares e multiplos de

trés.

Todos os espacos do diagrama estdo hachurados, pois qualquer nimero que

esteja no interior da parte pintada tornara a afirmacao verdadeira. Por exemplo: o
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namero 4 que pertence s6 ao conjunto A, 0 nimero 9 que pertence s6 ao conjunto B

e 0 numero 12 que pertence aos dois conjuntos A e B (pois esta na intersec¢ao).
Contudo, analisando a afirmacao:
Na reunido participara Jodo ou Maria

E possivel dizer que se apenas Jodo for & reunido a afirmacéo fica
verdadeira; se apenas Maria for a reunido, a afirmacdo também fica verdadeira; mas

se os dois “Jodo e Maria” forem a reunido, a afirmacao torna-se falsa.

Figura 6 — Representacdo por diagrama da disjun¢éo Jo&o e Maria.

Isso porque na Linguagem comum o conectivo ou é excludente. Quer dizer:
Ou ird Joao, ou ira Maria. Por isso € que nos textos escritos em linguagem comum

muitas vezes percebemos a utilizacdo da expressao e/ou .

2.5.1. Os Obstaculos na Aquisi¢do da Negagéao Logica

Kilani (2002) afirma que um discurso recorrente no campo do ensino da
Matematica verifica que muito das dificuldades entre os alunos nas atividades

matematicas sdo devidas as lacunas na légica.

A maior dificuldade que se encontra no estudo da nogcdo de negacao dos
quantificadores universais € gque esta (negacédo) nao é somente propria da Logica
Matematica, mas também da lingua natural. A questdo € que a negacao ldgica dos
guantificadores universais nédo coincide com aquela que se manifesta dentro da

lingua natural, o que gera grandes dificuldades na aquisicdo desta nogéo.
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Como vimos no item 2.4.4., Mekki (1991) diz que o contra-exemplo surge

guando negamos um quantificador universal, a fim de falsear uma afirmacéao.
Por exemplo:
q: (OxOA) p(x)
para todo x [1 A possui a propriedade p(x)
~g: XOA (=~ p(x)).
existe x LJA que n&o possui a propriedade p(x)

Analisando a aplicacdo da negacédo, podemos pensar que quando dizemos
que “todos” possuem certa propriedade, significa que todos, tudo, sem excecao
possuem a propriedade. Mas quando dizemos “nem todos” possuem a propriedade,

negamos o quantificador e isso significa a perda da totalidade.

Essa perda pode ocorrer por apenas um caso, ou por varios. Quando afirmo
algo dizendo “todos” e de subito surge um caso que quebra esta afirmacédo, este

caso € um contra-exemplo da afirmacao.

Entdo ndo ocorrer “todos” significa que “existe pelo menos um” caso que nao
se encaixa. As dificuldades surgem pois na linguagem formal a negacdo de uma
proposicdo com o quantificador universal transforma-se numa afirmagdo com o
guantificador existencial, mas na linguagem comum isto ndo ocorre. Na linguagem
comum ¢ trivial negar “todos” por “nenhum”, ao invés de negar “todos” por “existe

um” ou “algum”.

Assim, vemos que a interacdo da negacdo com o quantificador universal

“todo” € a origem de vaérias dificuldades. Um exemplo de Kilani (2002) é o

enunciado:

(1) Todos 0s primeiros numeros Nao sédo impares

Analisando a afirmacéo, podemos pensar na sequéncia de niameros naturais

{0,1,2,3,4,5...} e verificamos que é uma afirmacdo verdadeira porque temos tanto
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ndameros pares como impares, portanto os primeiros nimeros naturais ndo sao “so

impares”.
Porém, quando se substitui “ndo sdo impares” por “sédo pares” temos:

(2) Todos 0s primeiros numeros sao pares

Esta simples troca, por uma expressao equivalente logicamente, conduz a um
enunciado evidentemente falso. A afirmacao (1) que significava habitualmente que
certos primeiros numeros nao sado impares, o que deu a ele o status de enunciado
verdadeiro, contudo na troca das expressfes a afirmacdo nos conduz a outro
sentido.

“A substituicdo de “ndo sao impares” por “sdo pares” € legitima de um ponto
de vista gramatical visto que par e impar sdo antbnimos um do outro e por
conseqiiéncia as expressbes “ndo sdo impares” e “sdo pares” sao

sinbnimos visto que dentro do conjunto dos nimeros naturais, um ndmero é
um ndmero seja par ou impar.“ (Kilani, 2002, p. 03)

E fato que a lingua possibilita dois tipos de negacdo, e uma coincide com a
negacao légica e a outra ndo. Tudo isto permite j& prever a aparicdo de certas
dificuldades por ocasido da manipulacdo das negacdes dos enunciados
quantificados dentro da atividade matematica.

Na gramatica (lingua natural) a negacédo utilizada é a negacéao parcial @) o
na Matematica ela se trata da negacao logica e coincide com a negacado
total **) dos linguistas. Estas duas constantes nos permitem prever a
aparicao de lacunas (cognitivas) nos alunos, em relacdo a negacéo logica

dos quantificadores universais por ocasido da manipulacdo desta nogéo
dentro da atividade Matematica.(idem, p.4)

Um exemplo que revela a concepgdo comum errdnea na atividade
matematica de negar “todos” por “nenhum” aparece no exemplo aplicado por Kilani

(2002) em sua pesquisa com alunos do ensino secundario:

Seja a definicdo seguinte de uma func¢ao derivavel sobre o conjunto dos reais:

@9 A negacéo parcial é uma operagéo que contrari@naemégacio total, ndo afeta uma parte do enundiaio
utiliza palavras negativasassociadas an&0’, identificando assim, o componente do enuncigeimtando para
a negacao na oposicdo do componente positivo pamdsnte.

Exemplo: Negar “séo nimeros pares” por “ndo saoendsnpares”

@9 A negacao total se assegura no aspecto semaatitegdcao. “a negacio total” corresponde & negacéo
I6gica. Exemplo: Negar “sdo nimeros pares” por fsmeros impares”
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Uma funcéo f é derivavel sobre [0 se é derivavel em qualquer (ou todos) ponto de
a.

Dé o enunciado que corresponde a definicdo de uma funcdo nao-derivavel

sobre [, e justifigue a sua resposta.

Verificou-se com esta pergunta que a maioria dos alunos (58,4%) apresentou
resposta adequada, porém uma grande parte dos alunos (40,3%) apresentou
formulagdes do tipo:

Uma funcdo f ndo é derivavel em 0, se ela ndo é derivAvel em nenhum

ponto de OJ.

Visto que o correto para que uma funcéo seja ndo-derivavel em [, basta que

exista um ponto em 0 que ela ndo seja derivavel. Assim, o correto seria:

Uma funcao f néo é derivavel em[], se ela ndo € derivavel em algum ponto
de [OJ.

Isso mostra que a confuséo existente na aplicagdo da negacao apresenta um
empecilho para a compreensdo desta nogcdo e sua utilizacdo na Matematica.
Verifica-se que a negacao gramatical (na lingua natural) e a negacdo matematica

(lingua formal) ndo é de forma nenhuma transparente.
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CAPITULO llI

ANALISE DAS AULAS GRAVADAS

Neste capitulo, pretendemos descobrir através da andlise de aulas, fatores
gue nos permitam responder as questfes de pesquisa: 1. Como os professores
utilizam as Formas de Negacdo em suas aulas? 2. Que elementos As Formas de

Negacado agregam ou mobilizam da teoria de Duval?

Para isso, assistimos 104 aulas gravadas em CD-ROM de cinco professores
diferentes de Ensino Médio e selecionamos diversas situacfes distintas que
possibilitassem analisar na pratica do professor, como séo utilizadas as Formas de
Negacéo, determinando possiveis pontos de encontro com a teoria dos Registros de

Representacdo Semidtica de Raymond Duval.

Essas aulas fazem parte de um material didatico de pesquisa dos alunos do
Curso de terceiro ano do Ensino Médio de uma escola Particular de Brusque e Itajai.
Elas foram ministradas nos anos 2006 e 2007 e gravadas pela prépria escola, para

servir de material de apoio ao aluno vestibulando.

Para fins de organizacéo, optamos por apresentar cada situacdo encontrada e
analisa-la por tema, independente da forma de negacéao que foi empregada, mesmo
porque, percebemos que estas estdo de certa forma entrelacadas e até mesmo
confundidas. As situacdes foram enumeradas de forma sequencial, seguidas do

assunto e do professor ministrante.
3.1. Tema 1: Definicao de Funcéo

Verificamos na observacdo das aulas sobre a definicdo de funcdo, como ja
comentamos anteriormente, seu ensino é voltado para a compreensao do que nao e
uma funcéo, ou seja, o professor mostra ao aluno o que ndo é uma funcdo para

caracterizar o que € uma funcéo.



79

- PROFESSOR 1: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM A, aula 11)

Na aula sobre “Relacéo e Funcdo” do Professor 1 foi possivel perceber o uso
da negacdo quando o professor apos a definicdo, apresenta 0s casos em que nao

temos uma funcéao.

O Professor 1 inicia sua aula, apresentando no quadro o que € uma Relagéo

para posteriormente definir a funcao e partir para os exemplos, ele escreve assim:

RELACAO X FUNCAO
Observe os conjuntos, A= {1,2} e B={3,5}
P1: Vamos calcular o Produto Cartesiano:
AxB ={(1,3), (1,5),(2,3), (2,5)}

P.: Eu quero gerar com estes conjuntos pontos que obedecam a regra

R1={(x,y) LIAXB/y=x+2}
P1: Vejam... qual dos pares de AxB o segundo elemento é igual ao primeiro mais 27?

Entdo, apresentando um diagrama, que Duval (1995, p.157) chama de
esquema sagital, passa de uma representacdo discursiva, para uma representacao

nao discursiva, muda o registro e apresenta:

Partida A Chegada B

Figura 7 — Esquema sagital por diagrama da relacdo R;
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Ap6bs isso, inicia o assunto definindo fungdo usando na lingua natural a forma

tradicional da definicdo que aparece na apostila que utiliza.

E diz, escrevendo no quadro o titulo: FUNCAO
P1: Uma relacdo € uma funcdo quando todos os elementos do conjunto de partida
estéo ligados a apenas um, do conjunto de chegada.

Neste ponto, percebemos que no momento de enunciar, o professor tem a
intencdo de reportar-se para as duas condi¢cdes apresentadas para a funcéo:

12.) todos devem estar ligados;

23)) e ligados a apenas um.

A frase do professor quando diz: “todos os elementos do conjunto de partida
estdo ligados a apenas um, do conjunto de chegada”, pode ser também

interpretada da seguinte maneira:

Partida A Chegada B

™
|~

Verificamos que ao converter a definicdo formal para uma definicdo “mais
simples” na lingua natural, o professor produz uma frase que deixa margem para
outra interpretacdo da definicdo de funcdo. Essa pratica de pronunciar a definicdo
do objeto de forma mais simples, evitando o formalismo matematico, foi percebida

em quase todas as aulas assistidas.

Duval (1995) fala que na passagem de um registro a outro surgem obstaculos
gue sao inerentes a cada uma das trés funcdes discursivas (referencial — apofantica

e de expansao discursiva). Ele coloca que obstaculo mais sério é relativo as funcoes
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referenciais e apofanticas, pois ndo é possivel estabelecer uma correspondéncia

termo a termo, pela auséncia de Iéxico na lingua formal.

Neste caso verificamos a dificuldade de converter um enunciado da lingua
formal para a lingua comum. Como diz o autor, pode ocorrer falha na funcéo de
designar o objeto e de completude da informacdo do objeto. Para essa situacao,
Duval (1995) apresenta uma solugcdo através de representacfes intermediarias.
Segundo ele, o uso de tabelas, listas, esquemas sagitais, ndo possui regras de
formacdo e tratamento e faz de certa forma o papel de ponte entre dois registros de

representacgao.

Apés a apresentacdo da definicdo, o professor apresenta trés situagfes do
cotidiano com a intenc&o que o aluno compreenda o tipo de relacdo que estabelece
a funcdo. Fixaremos nossa atencdo a apenas em um destes métodos, que ele

chama: Pais e Filhos, pois faz referéncia a muasica do grupo Legido Urbana.

Ele coloca aos alunos que no conjunto A estao os filhos e no conjunto B os

pais. E diz que todo filho tem pai e apenas um pai. Quer dizer,
1°.) Todo filho tem um pai - todos os elementos devem estar relacionados;

2°) Nenhum filho pode ter dois pais — estar relacionado a apenas um
elemento de B.

Entdo, da lingua natural ele parte para uma representacdo intermediaria nao

discursiva - o registro em diagrama - e apresenta exemplos de funcao e ndo-funcao.

Ele apresenta os esquemas por diagramas que seguem, dizendo:

Esquema 1 A B

Pi: Este filho (a) tem este pai (c)...este filho
(b) tem este pai (c). “Cada filho tem um pai!”
E FUNCAO
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Neste exemplo, o elemento a relaciona-se s6 com o elemento ¢ e 0 elemento
b relaciona-se s6 com o elemento c, ou seja, “cada filho tem um, e apenas um pai”.

Todos os elementos de A estdo associados a apenas um elemento de B.

A B

Esquema 2

P1: Um filho pode ter dois pais? -

NAO E FUNCAO.

Neste exemplo, um filho que tem dois pais. Ou seja, “0 elemento a relaciona-

se com os elementos b e ¢”. Existe um elemento de A que possui mais de uma

associacdo em B. Nao € Funcéo.

Esquema 3
P1: Um filho pode néo ter pai?

NAO E FUNCAO

Neste exemplo, o elemento a relaciona-se com o elemento c, e o elemento b
nao se relaciona com nenhum elemento de B, quer dizer,”"um filho ndo tem pai”.

Existe um elemento de A que néo é relacionado com B. Nao é funcao.

Esquema 4 A R

P.: Cada filho tem um pai. /

E FUNCAO
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Neste exemplo, o elemento a relaciona-se com o elemento c, e o0 elemento b
relaciona-se com o elemento d. “Cada filho tem um pai”. Todos os elementos de A

est&o associados a apenas um elemento de B. E funcéo.

Esquema 5 A B

P1: Cada filho tem um pai. -..

E FUNCAO.

Neste exemplo, como no esquema anterior, todos os elementos de A estédo

associados a um Unico elemento de B. E funcgéo.

O professor apresenta com énfase os esquemas 2 e 3, afirmando que sao os
Unicos casos em gque ndo temos uma funcao, e insiste na regra estabelecida por
ele: Um pai pode ter dois filhos, pode néo ter filho, mas um filho n&o pode ter dois
pais (um elemento de A néo pode ter duas associacbes em B), e um filho néao

pode nao ter pai (todo elemento de A deve estar relacionado a um elemento de B).

Podemos analisar nesta situacdo o uso indireto da definicdo. O professor
complementa a definicdo utilizando os exemplos que ndo sao funcdes para que o
aluno os exclua, e com isso, indica quais as relacdes que efetivamente sao funcgdes.
O uso destes exemplos de ndo-fungcdo mostra-se um caminho alternativo, onde de
certa forma é utilizado um registro diferente que usa uma forma de negacdo — a

contrapositiva.

Apesar de ter apresentado inicialmente os exemplos que representam funcéo
e 0S gue nao representam, no decorrer das aulas e principalmente nos exercicios, o
professor utiliza sempre a verificagdo de funcdo e nao fungdo com a uma pergunta

que faz referéncia a um raciocinio que utiliza o que néo é funcéo.
Observe a pergunta:

P1: “(...) verifiguem: Cada filho tem um pai?Lembrem-se, € muito importante, ... que

um filho ndo pode ter dois pais e.... todo filho tem um pai!”
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Vemos claramente nesta situacdo de aula, o uso da negacdo no ensino da
definicdo de func&o. Percebemos que, no momento em que o professor apresenta
aos alunos o tipo de relacdo ndo é funcgéo, ele “fecha o cerco” de possibilidades de
nao funcéo, abrindo todos os outros casos (0 que resta) como sendo funcgbes, a

partir da nogdo de complementariedade.

O uso da complementariedade para atingir o objeto, solicita um caminho
diferente de raciocinio, que neste caso, por ser restrito o grupo de relacdes que nao
sao funcdes, pode facilitar a aprendizagem. Contudo cabem as questdes: A
complementariedade possibilita a identificacdo do objeto? Pode ser considerada

uma representacao indireta?

Observando essa situacao, convertemos o “método” utilizado da linguagem
comum (registro da lingua natural) para a linguagem logica (registro da lingua
formal). Com o auxilio de representacdes intermediarias — que segundo Duval
(1995) facilitam esta passagem — e utilizando o quantificador universal, foi possivel
explorar o uso das formas de negacdo e assim, interpretar o emprego dos
vocabulos e e ou, designados logicamente por conectivos l6gicos e representados

pelos simbolos [ e L[, respectivamente. Assim:
O professor diz:

(@) € funcao de A em B se e somente se todo filho tem um pai e todo filho tem

somente um pai
Podemos escrever na linguagem da logica:
(@) f:A - B = todo filho tem pai [p] L todo filho tem somente um pai [q].
ou seja,
f:A-B=pLaq

Percebemos que a afirmacdo na linguagem da légica se transforma numa
proposicdo composta, uma conjuncdo em que surge o quantificador “todo”. Filho
(1986, p.76) diz que a negacdo da conjuncao transforma-se em uma disjuncao, ou

seja, a contrapositiva sera :
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~(pL q) - ~(f:A-B)

~pL ~q= ~(f:A-> B)

(b) Existe um filho que ndo tem pai [ Existe um filho que tem mais do que um pai <

Podemos observar na representacéo (b) que o professor apresenta 0s casos
de relacbes que ndo sdo funcdes. Assim, a afirmacédo (b) € a contrapositiva da
afirmacdo (a) e baseiam-se na complementariedade que existe entre o que “é

funcd@o” e o que “nédo é fungao”.

De outro lado, Duval (1995, p.164) fala que a proposicao (b) € um tratamento
por oposicado sobre os elementos constitutivos de (a) pois corre a operacdo de
negacdo por comutacdo extensional combinada com a aplicacdo do operador
unitario ao verbo. Ele continua dizendo que essa combinacdo é um tratamento por
oposi¢ao, pois uma combinacdo de operagbes sobre os elementos constitutivos de

um enunciado completo é uma forma de tratamento.

Sendo assim, podemos dizer que (b) € uma representacédo de funcao, pois é
um tratamento sobre um registro de representacdo (a). Ora, se a partir de Duval
(1995) posso aplicar um tratamento por oposi¢cao a partir de uma combinacéo, e o
tratamento € a transformacdo interna de um registro que nao altera o objeto,
podemos dizer que o uso do que néo € funcao (b) € um registro de representacéo
de fungcdo, no mesmo Sistema Semidtico de Representacdo que (a), apesar de

solicitar uma forma diferente de raciocinio.

Assim, quando o professor passa da afirmacéo (a) para a afirmacéo (b) ele
utiliza uma combinacdo de tratamentos por oposicdo baseado na equivaléncia

l6gica.

Duval (1993, p.48) afirma que a troca de um registro a outro, em sistemas
semidticos de representacao diferentes muda o quadro cognitivo e de apreensao do
objeto. Notamos que neste caso, ndo houve uma transformacdo externa de
conversdo, e mesmo assim essa passagem, apesar de ndo descrever uma
conversdo, revela-se de grande diferenca no momento da aprendizagem da

definicdo de funcéo.
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Na continuidade da analise desta aula, buscamos uma efetiva conversao no
momento que o professor ensina como identificar uma funcéo a partir do gréfico no
Plano Cartesiano. No entanto, o professor ndo faz para os alunos a conversao
diagrama - gréafico. Muito menos utiliza tabela de pontos. Ele apresenta outra regra,
também apresentada como uma das musicas do Legido Urbana, que ele chama:

Faroeste Caboclo. Ele fala:

P1: Agora vou ensinar a vocés como saber se um grafico € de uma funcédo ou
nao...O que é que tem em todo filme de faroeste? Tiroteio! Portanto vamos fazer um
tiroteio de forma que todos os tiros acontecam de forma paralela ao eixo y.... E
funcdo quando o tiro acertar apenas um ponto do grafico. Se acertar mais de um

ponto do grafico, ndo é funcao.

E apresenta os graficos a seguir no quadro negro simultaneamente:

V4 |

v

S

Figura 8 — Exemplo de representacédo grafica de uma reta.
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Figura 9 — Exemplo de representagéo gréafica de uma circunferéncia.

»

.

Figura 10 — Exemplo de representagédo grafica de uma curva qualquer.

v

Figura 11 — Exemplo de representagédo grafica de uma parabola.

87
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Entdo ele coloca que os gréficos das figuras (8) e (11) representam funcao
porque: “qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas vy, intercepta em um e
somente um ponto da funcdo”. Em contrapartida, coloca que os graficos das figuras
(9) e (10) nao representam funcdo porque: “existem retas paralelas ao eixo y que
interceptam o grafico em mais de um ponto”. Quer dizer, afirma que para ser
fung&o tem que “cortar” em um e somente um ponto, 0 u nao “cortar” em mais

de um ponto da funcéo

Se buscarmos a andlise feita pela definicdo proferida por ele na lingua
natural, percebemos um equivoco do professor nesta forma de proferir a negacao

da definicdo. Exploraremos sua afirmacao reescrevendo na linguagem da légica:

(@) f. O gréfico representa funcdo quando qualquer reta paralela ao eixo
das ordenadas y, intercepta um e apenas um ponto da funcao;

(b) ~f. O grafico ndo representa funcdo quando existem retas paralelas
ao eixo das ordenadas y que interceptam o grafico em mais de um

ponto.

Percebemos que (b) ndo é a negacao de (a) pois ele contempla apenas uma
das duas condi¢Oes apresentadas para a fungédo na afirmagéo (a). Lembramos pela
regra do professor (a) que para representar uma funcao, qualquer linha paralela ao
eixo y precisa:

1°.) interceptar um ponto
2°.) interceptar em apenas um ponto

Utilizando uma representacdo chamada por Duval (1995) de intermediéria,
podemos reescrever (a)

(@) f: Oretal// Oy = (intercepta em um ponto) L (intercepta apenas em um

ponto)
A negacdo de (a’) sera:

(b’) ~f: Creta// Oy = (ndo intercepta em um ponto) L (intercepta em mais de

um ponto)
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Assim, é evidente que (b) é diferente de (b’). Quer dizer, o professor enuncia a
negacédo da sua regra de forma equivocada, pois apenas solicita aos alunos que
observem 0s casos em que as retas paralelas ao eixo Oy interceptam em mais de
um ponto, esquecendo-se que também ndo serd representacdo de funcdo os
graficos em que alguma reta paralela ao eixo Oy (dentro do dominio da funcéo) néo

intercepte a fungdo em nenhum ponto.

Reconhecemos que ha um ponto importante a comentar neste caso. Sabemos
que para verificar se um grafico € de uma funcédo ou ndo, € necessario sempre ter
definido o dominio. Considerando a regra do professor, precisamos analisar todas as
retas existentes dentro do dominio estabelecido. Porém, em certos casos, mesmo
uma reta r paralela ao eixo Oy esteja dentro do dominio, ela pode néo cortar

visualmente a funcdo em um ponto. Observe o exemplo:

><V

NI

Figura 12 — Representacédo de um caso de ndo-congruéncia na verificagdo grafica de uma funcéo.

E o caso da andlise do grafico da parabola. Mesmo considerando para esta
analise o dominio real, se passarmos uma reta um pouco distante da linha da fungéo
(figura 12), reta néo intercepta visualmente a funcdo. Duval (1988b, p.58), coloca
gue independente da figura desenhada no contexto matematico, ela é objeto de
duas atitudes geralmente contrarias: uma imediata e automatica, a apreensao
perceptiva, e outra que € controlada e depende da aprendizagem, que € a

interpretacdo discursiva.

Neste caso, segundo Duval (1988a.) ocorre um alto grau de nédo-congruéncia
semantica entre a apreenséao perceptiva (o que o aluno vé) e a definicdo (o que ele

deve relacionar). A figura mostra de forma imediata uma reta que visualmente nao
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esta interceptando a linha da funcéo, o que deixaria de caracterizar uma funcgéo.
Porém, neste caso € necessario buscar outras caracteristicas da funcdo que néo
estdo presentes no momento, por exemplo: o grafico de uma fungcdo com dominio

Real € continuo e infinito, 0 que nem sempre ocorre ao aluno.

Duval (1988a, p.22) coloca que a verdadeira fronteira, aquela que impede os
alunos é a congruéncia e a ndo-congruéncia semantica no jogo da substituicdo de
uma expressao a outra ou de um a representacdo a outra. E isso, a despeito da
condicdo de ocorrer no momento das conversfes internas ou externas, podemos

verificar em muitos momentos da atividade matemaética.

Concluindo a andlise desta aula, foi possivel confirmar a constante utilizacdo
da negacao na definicdo de funcdo. Entendemos que a apresentacdo dos exemplos
que ndo sdo funcbes, completa a explicacdo do professor. Isso por causa da
complementariedade existente entre o que é funcdo e o que ndo é. Num universo

bem determinado, conhecendo um dos conjuntos, logicamente conhecemos o outro.

- PROFESSOR 2 — Sistema de Ensino Energia (2006, MTM A, aula 11)

Analisando a aula do Professor 2, percebemos o amplo uso das Formas de
Negacdo. Assim como o Professor 1, este professor enfatiza o conhecimento das
relacbes que ndo sao funcdes e as chama equivocadamente de contra-exemplo de
fungdo. A situagcao estabelecida possibilitou-nos analisar logicamente o uso desta
nocado e principalmente explorar as no¢cbes de contra-exemplo, contrapositiva e

complementariedade.

Usando o registro da lingua natural o Professor 2 para definir uma funcéo,

coloca no quadro:

Dados dois conjuntos A e B ndo vazios e uma relacdo f de A em B, essa
relacdo f € uma funcdo de A em B, quando cada elemento x do conjunto A estiver

associado a um e um so elemento y de B.

Entdo, apresenta seis diagramas com associa¢cOes diversas de A para B e

fala:
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P,: “De todos estes exemplos de relagcéo, sé ndo é funcédo quando sair duas flechas
do mesmo elemento de A ou quando algum elemento de A néo tiver flecha. O resto
todo é funcdo. Basta vocés gravarem esses dois contra-exemplos para identificar

quando é funcado ou ndo...”
E continua:

P,: "...porque, funcdo € quando todos os elementos de A estdo relacionados a um, e
um sO elemento de B. Entdo, como eu disse, ndo pode sobrar elemento em A e

também nao pode ter em A elemento com mais de uma flecha.”

Analisando essa fala, verificamos que o professor utiliza uma representacéo
diferente da que ele mesmo apresenta na defini¢do, ele define o que é funcéo e sua
fala enfatiza o que nédo é funcdo. O professor busca atingir seu objetivo que € o
aluno identificar uma funcdo usando o que nao é funcdo. Ele muda a forma de

representacgao.

Assim como no caso anterior, identificamos nesta fala o uso das Formas de
Negacédo. A nocdo de complementariedade, quando o professor afirma: € fungcéo ou
nao é funcdo, e também o aparecimento da contrapositiva que neste caso €

confundida com o “contra-exemplo”.

Para estudar essa situagdo, formalizamos a definicdo apresentada pelo
professor no quadro, convertendo para linguagem formal (I6gica) e confrontamos

com a sua fala analisando as formas de negacéo utilizadas.
Considerando o universo das Relacgdes:
R={(x,y)} de A—B, em que x[OAey[B
Pela definicdo, esta relacédo sera funcéo se obedecer duas condi¢cdes pLq:
p: (Ox0O A)(xRy)
(qualquer x pertencente a A, x é relacionado com y)

q:(OxO A (xRy unicamente)
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(qualquer x pertencente a A, x é relacionado unicamente com y)

Assim;

f:A-B <= pLq
f:A- B = p:(Ox0A)(Rxy) C q:(0xO A (Rxy unicamente)

Aplicando a operacéo de conversao para uma representacado na lingua natural

retornamos a definicao:

Uma funcdo f : A - Bé funcdo de A em B se e somente se, para qualquer x

pertencente ao conjunto A, X possui uma relacdo comy em B e x possui uma relacao

Unica em B.

Também podemos representar a funcao através do diagrama utilizando o que
Duval (1995) chama de esquema sagital, com o objetivo de demonstrar a relacéo de

unicidade entre os elementos do conjunto A e do conjunto B e novamente converter:

A B

Figura 13 — Representacdo da funcdo f : A - B

A partir disso, podemos estudar o que ocorre nesta situacdo em que ele usa a

negacéao da definicdo de funcéo.
O professor diz:

P,: “...ndo é funcdo quando sair duas flechas do mesmo elemento de A ou

guando algum elemento de A néo tiver flecha.”

Ele afirma que para que uma relacdo ndo seja funcéo ela deve “ferir’ pelo

menos uma das duas condi¢des: pL q. De fato, existem apenas dois grupos de

casos em que isso ocorre. Na aula, verificamos que ele destaca os dois grupos de
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casos de relacfes que ndo sao func¢des (como vimos na aula do professor 1), atraves

dos diagramas como podemos ver:

- grupo 1

- grupo 2

O grupo 1 expressa 0s casos em que existe algum elemento do conjunto A
gue ndo possui relagdo em B, enquanto o grupo 2 expressa 0s casos de relacdes

em que existe algum elemento do conjunto A com mais de uma relacao em B.

Desse modo, sendo a definicdo de funcdo expressa pela afirmacdo (I) a
seguir, notamos que para definir o que ndo é uma fungcdo o professor usa a

contrapositiva, e para iSso precisa negar a conjungéo que descreve a fungao:

Considerando f:A - B
p: (DXD A)(XR))
q:(OxO A (xRy unicamente)

()] f - plLq
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Vejamos, a negagao da conjuncédo implica no ndo acontecimento de pelo
menos uma das duas condi¢cdes determinadas (p ou q). Nao acontecer p ou q € 0
mesmo que acorrer ~p ou ~q. Escrevendo de forma intermediaria estas situagdes,

temos:

~p: (O A)(xRy)

~q:(XO A) (xRy n&o é Unica)
A negativa de (l) sera:
@m ~f-~-plL-g
A contrapositiva de (1):
(i (xO A)(xRy) L (OxO A) (xRy n&o é Gnica) « ~ f

Esta forma de utilizar a definicdo de funcéo (Il) exprime segundo Duval (1995)
uma forma de tratamento discursivo por negacdo sobre a representacdo (I). O
Professor nega, por comutagdo extensional a expressao “para todo...” por “existe
um...” e também por aplicacdo do operador unitario ao verbo quando negamos

“relaciona-se unicamente” por “a relagéo nao é unica”.

Barnet (2003) apresenta em relacao as operacgdes logicas com definicdes, um
principio que diz “A reciproca de uma definicdo € sempre verdadeira” (p.279). Assim,
Podemos dizer que tanto as afirmagdes as afirmacoes (1) e (II), como as afirmagdes
(1) e (I11) sé&o equivalentes logicamente pois referem-se a definicdo de funcao.

O professor coloca aos alunos que basta conhecer os dois grupos de “contra-
exemplos” de funcéo, para que se excluam todos os casos em que ndo temos uma
funcdo, admitindo tudo o que “resta” como funcédo. Ele afirma: “De todos estes
exemplos de relacdo, s6 ndo € funcdo quando (...). O resto todo é funcdo. Basta
vocés gravarem esses dois contra-exemplos para identificar quando é fungéo ou

nao...”
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Aqui, percebemos o equivoco no uso do contra-exemplo pelo professor. Ele
chama de contra-exemplo de funcdo os casos (grupos) de relacdes que néao
representam funcdes. Apesar de o contra-exemplo ser baseado na negacao, este
elemento de l6gica ndo se aplica neste caso. Também encontramos esta confuséo
nos livros didaticos:

Em Netto & Filho (2000, p.11), esta explicita esta confusdo. O autor apresenta
0 conceito de funcdo e em seguida exemplifica, alternando com um exemplo um
“contra-exemplo” de funcédo. Na figura a seguir, (Contra-exemplo 2) podemos
perceber, a apresentacdo de uma relacdo que ndo é funcdo, em que o professor
analisado classifica como Grupo 1 de contra-exemplos. O autor escreve “(...) ha um
elemento de A que nao tem correspondente em B”.(idem, p.12).

nores ou 1guails a 1

Figura 14 — Uso equivocado do contra-exemplo - Grupo 1
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simples, substancia

junto de algun

Figura 15 — Uso equivocado do contra-exemplo - Grupo 2

No caso do Contra-exemplo 1, o autor escreve “(...) 0os elementos de A
(dominio) estdo com mais de um correspondente em B”. (idem). Reconhecemos que
0 mesmo raciocinio utilizado pelo professor 2, ocorreu para estes autores. A
intencdo de mostrar o que ndo é funcdo e excluir, para aproximar-se do que é

funcao.

Entretanto, vimos no Capitulo Il, que o contra exemplo € um exemplo que
contradiz uma teoria ou uma afirmacdo. Ele é usado para mostrar que uma
afirmacédo é falsa. Quer dizer, encontrar um contra-exemplo de uma definicdo é o
mesmo que mostrar que a definicdo é falsa. Para verificar este equivoco, podemos

fazer os seguintes questionamentos:

1) Existe uma funcdo de A em B, que algum elemento de A esta relacionado

com mais de um elemento de B?

2) Existe uma funcdo de A em B, que em A existe a0 menos um elemento néo

relacionado com algum elemento de B?

Se a resposta de uma das duas perguntas for positiva para uma funcéo,
podemos dizer que encontramos um contra-exemplo de func&o. Entretanto isso néo
ocorre nunca pois ndo existe uma funcdo que obedeca alguma das duas
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solicitacdes, de tal forma a derrubar a definicdo de fungdo. Entdo, estes grupos néo
podem ser chamados de contra-exemplos de fungao.

Voltando-se para a légica formal, constatamos que de fato o que é utilizado no
discurso do professor quando apresenta esses casos de nao-funcao é a nocao de

contrapositiva. Como podemos ver a segulir:
~pL~g= ~f
Ou seja
(xO A)(xRy) L (IxO A)(xRy néo é Gnica) — ~ f

Quer dizer, que para ser funcéo deve ocorrer p e g, € se ocorrer ~p ou ~g, hao
temos uma funcéo. Passando para a linguagem natural verificamos ser esta a frase

“chave” do professor em suas aulas.
Forma direta :

E funcdo quando todos os elementos de A estdo relacionados com algum

elemento de B e essa relacdo é Unica.
A contrapositiva:

Se tiver duas flechas saindo de algum elemento de A ou se algum elemento

de A néo tiver nenhuma flecha, néo é funcéo.

Vimos assim, que neste caso, 0 uso do contra-exemplo ndo € possivel,
contudo a nocdo de complementariedade e a contrapositiva é que exprime a
equivaléncia existente entre a forma de afirmacédo do professor com a definicao

tradicional de funcao.

Compreendemos que o conhecimento destes dois grupos de casos em que
ndo temos uma funcdo pode ser suficiente para definir o que € uma funcao, pois

basta que seja feita a excluséo destes para definir o que resta como funcéo:

Nao quero ~f = quero f
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7

Podemos perceber que esta forma de raciocinar, € baseada na dupla
negagao:

..,(-..f) =f

A idéia dessa pratica parte da intencéo de excluir o que néo serve no conjunto
de todas as relagbes. E usada entdo a nocgdo de conjunto complementar.

Explorando esta situacdo para analise, podemos escrever:

Considerando R como o universo das Relacdes, f sdo as funcdes e ~f sdo as

nao-funcoes.

Temosque f ORe~fOR

Figura 16 - Representacéo por diagrama da complementariedade das fun¢fes e ndo-fungdes no

universo das Relacfes

Entdo, no Universo R, podemos escrever:
(@H) fO~f=R

2 fn~f=0

@ (f)=-1

Usando ( 3) e (4), podemos escrever:

) (1)) = 1
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Percebemos nesta analise que a afirmacgdo (5) apresenta a dupla negacéo.
Convertendo para a lingua natural, teremos: “O complementar do complementar do
conjunto de todas as funcgdes resulta no conjunto das funcdes”, quer dizer, neste
caso temos uma representacdo que nos solicita utilizar o que nao é funcéao (4) que

resulta nas fungdes, logicamente correta.

Assim, conhecendo o universo dado e o conjunto ~f (os dois grupos de casos
gue nado sao funcdes) logicamente conhecemos f. Quer dizer, apoiado na nocéo de
complementariedade o professor muda a forma de representacdo do um objeto,
como indica Duval (1993) apresenta 0 que ndo é funcédo, proporcionando outras

formas de raciocinio, facilitando a compreensao do aluno.

Com estes exemplos percebemos o quanto estdo entrelacadas as operacoes
l6gicas de negacdo, contrapositiva, contra-exemplo e complementariedade. Estas
nocodes, fornecem instrumentos importantes para o ensino da Matemética. Porém,

precisam ser compreendidas para que sejam corretamente usadas.
3.2. Tema 2 : Dominio da Funcao

Na continuidade da aula sobre a definicdo de funcdo, o Professor 1, define o
que é dominio de uma funcdo e apresenta apenas 0s casos em que o dominio
possui as restricdes recorrentes das operacdes nos Reais. O principio que
percebemos é o do complementar, como fica dificil citar todos os casos de dominio
possiveis, excluindo os casos que possuem restricdo — operagdes que nao podem
acontecer no conjunto dos Reais — pela complementariedade, conclui-se que todo o

restante pode ser dominio.

- PROFESSOR 1: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM A, aula 11)

ESTUDO DO DOMINIO DA FUNCAO

P1: Sabemos que o dominio séo os valores de X, e que a imagem sao os valores de
y. Mas quando a funcdo é definida no conjunto dos Reais “de O para 07, elas

podem apresentar restricdo no dominio, existem valores que x ndo pode assumir.
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Ent&o ele escreve no quadro:

Restricdo do Dominio f: 0 — 0O :
1°. Caso: (I) y :%

P1: Observem essa funcao... O “de baixo” pode ser qualquer coisa? Nao! Nao pode
ser zero! Porque divisdo por zero ndo existe. Entdo, b pode assumir qualquer valor

menos zero. Quer dizer que b tem que ser diferente de zero.

Entdo escreve:

() y=7 —b#0

. . ~ 1 .
Por exemplo, para determinar o dominio da funcéo y :TZ, dizemos que a
X

expressdo do denominador ndo pode ser nula, fazemos entdo o calculo x+2#0,

obtendo x# -2 . Entdo, o dominio da fungéoy=%2 e D(f)={xOR/x#-2}ou
X

D(f)=R-{-2}

2°. Caso: (Il) y =fa

P1: O a pode ser um numero negativo? Pode ou ndo pode? E pode ser zero?Entao

se ele ndo pode ser negativo ele tem que ser positivo ou nulo!

E registra:
() y=Pa —a=0

Por exemplo, para achar o dominio da funcdo y =4/x-3, é necessario que 0

radicando ndo seja negativo. Ou seja, que x—3=0, 0 que obtemos x=3. Entdo o

dominio da funcdo sera D(f) ={xOR/x>3}
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a

3°. Caso (lll) y= AT

P1: O “cara” de baixo tem problema?Ele tem dois problemas! Ele ndo pode ser zero

e ele ndo pode ser negativo. Entdo ele tem que ser maior que zero!

E conclui:

() y=—>——b>0

o
Por exemplo, para determinar o dominio da funcéo real y = x+1 dizemos
’ VX—=5

gue a expressao que este no radicando do denominador ndo pode ser nula e néo
pode ser negativa, ou seja, x—5>0, o que resulta x>5. Entdo o dominio desta
funcdo sera D(f) ={xOR/x>5}

Com essa explicacao, o professor diz aos alunos que eles precisam conhecer
estes trés casos em que a funcdo possui restricdo no dominio, e que em todas as
outras funcbes o dominio é Real. Reconhecemos neste caso 0 uso explicito da

complementariedade.

O professor mostra 0 que invalida a funcdo pela restricAo existente nas
operacbes com numeros Reais, para que seja excluido do dominio. Temos entéo
outra forma de representacdo (indireta) que pretende chegar na identificacdo do

objeto, utilizando a negacéo.

O uso da negacao foi percebido também entre a pergunta do professor e o
seu registro. Como no 3°. Caso, o professor fala: “ele ndo pode ser zero e ele nado

pode ser negativo. Entdo ele tem que ser maior que zero!”

E escreve:

() y=—2——b>0

b
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O professor utiliza a negacao na lingua natural quando diz que “ele ndo pode
ser zero e ele ndo pode ser negativo” e a partir de uma transformacéo externa de
conversao registra na lingua formal convertendo para outro registro na lingua formal

e na negativa da afirmacéo de partida : “b > 0”.

Também destacamos a dupla negacdo empregada quando o professor
transforma a afirmacdo da lingua natural para o registro formal. Ele aplica uma

combinacéo de tratamentos por negacao que conservam o valor de verdade . E diz:

() “n&o pode ser nulo”, que equivale a: “pode ser positivo ou negativo”

(I “n&o pode ser negativo”, que equivale a: “pode ser positivo ou nulo”

(Il “nd@o pode ser nulo e ndo pode ser negativo”, que equivale a: “deve ser

positivo”

Na linguagem formal:

) ~(xx=0) = x£0

() ~(x<0) = x=0

(1) ~(x<0) = x>0

Esta transformagéo ocorre entre duas afirmagdes dizem a mesma coisa e
sao referencialmente equivalentes, mas ndo sao semanticamente congruentes.
Podem né&o fazer o mesmo sentido para o aluno. Duval (1988a, p.09) diz que a
equivaléncia referencial destaca-se da congruéncia semantica e que o0
funcionamento do pensamento segue a congruéncia semantica. Assim, a utilizacéo
da dupla-negacéo - transformacao que Duval (1988a) chama de transformacéo intra-
registro, que é a troca de uma representacdo a partir de um tratamento entre
representacdes - possibilita a criacdo de outra representacdo mais congruente

semanticamente em relacdo aos tratamentos a serem efetuados.
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Também reconhecemos mostrar-se mais facil o aluno saber o que “néo pode
ser” do que o que “pode ser”. O conjunto da restricdo € menor que o todo e possivel
de ser listado por “casos”. A dupla negacéao junto a nocdo de complementariedade
possibilita uma mudanca de raciocinio que mesmo de forma indireta € capaz de

tornar possivel a compreensao.
3.3. Tema 3: Funcao Injetora

- PROFESSOR 1: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM A, aula 17)

Na definicdo da funcao injetora, o Professor 1 inicia colocando aos alunos:

P.: Se vocés me perguntarem o que é uma funcéo injetora eu vou responder: “E

guando cada x tem apenas umy”.
E registra:
FUNCAO INJETORA
X oy
E comeca representando a situacdo enunciada por diagrama:

A B

-

Figura 17 — Representacdo da funcéo injetora do Professor 1 por diagrama.
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P1: Esse diagrama é injetor ou ndo? Olha que facinho gente... Basta verificar... cada
X tem apenas um y? Neste caso, a tem ¢ e b tem d. Ent&o € injetora! “Cada x tem

apenas um y! ” Injetora é de um para um. S¢ isso.

Analisando a fala do professor quando enuncia a sua “regra” para ensinar ao
aluno quando uma funcgédo é injetora, foi possivel perceber que apesar da tentativa
do professor de deduzir uma “regra” a partir da definicdo utilizando outra forma de
representacdo, ocorre um equivoco. Para Duval (2003, p.14), este tipo de deducéao
que ocorre a partir de definicbes € uma forma de representacao discursiva. Contudo,
neste caso, podemos verificar utilizando a contrapositiva que a deducdo nao é

valida.

Sabemos que uma afirmacdo e sua contrapositiva sao referencialmente
equivalentes, e conforme afirma Duval (1988a) duas representacdes que possuem a
mesma referéncia s&o representagcbes do mesmo objeto que sofreram

transformacdes externas (de converséo) ou internas (de tratamento).

Ao aplicar a contrapositiva na afirmacgéo “Cada x tem apenas um y ", ocorre
uma variacdo na referéncia do objeto. Vamos passar essa afirmacdo para a

linguagem da légica “Todo x tem apenas umy” e analisar:
p: a funcéo é injetora
g: todo x tem apenas umy
p—q: Se a fungéo é injetora entdo todo x tem apenas umy
e sua contrapositiva
~g—~p: Se existe x que tem mais de um y, entdo a funcao néo € injetora.
Notamos que ao aplicarmos a contrapositiva, ndo temos uma afirmacao
equivalente com a definicdo de funcéo injetora, porque a negacéo da proposicao q

diz: “se algum x tiver mais que um y” apresenta uma contradicdo com a definicdo de

funcdo. O objeto em questéo deixa de ser uma funcao.
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Para ser funcéo, todos os elementos (x) do conjunto de partida, precisam ter
uma e apenas uma associacao com os elementos (y) do conjunto de chegada. Quer
dizer, ha um equivoco do professor ao proferir sua regra apesar de que ela possa

surtir o efeito desejado nas resolucdes de exercicios.

Barnet (2003) escreve sobre as exigéncias em relacdo a ordem de uma
definicdo e coloca que “o termo a ser definido deve ser colocado no conjunto ou na
classe maior seguinte ao qual pertence”. (p.278). Assim, no caso da funcao injetora,
para que ela seja definida, primeiramente precisamos definir funcdo. Desse modo,

Relac&o, Funcao e Funcéo injetora, devem ser sempre definidas nesta ordem:

Funcbes

/7N

Funcéo Injetora

N

Assim, utilizando a negagédo, podemos mostrar a falha na deducdo desta
regra que demonstra ndo existir funcado ndo-injetora, pois pela logica essa afirmacao

diz que se ela ndo é injetora ela também néo sera funcédo. Observe:

E Injetora: (@) “todo x tem apenas umy”

N&o é injetora: (b) “existe x que tem mais de um y”

O tratamento por negacao aplicado em (a) determina por dupla comutagéo, a
producdo de um enunciado contraditério, como afirma Duval (1995, p. 164) o
tratamento por negacdo mais imediato “todo x tem apenas um y”, € “todo x tem mais
de um y”, o que, da mesma forma fere a definicdo de funcdo, determinando outro

objeto matematico.

Distinguimos neste caso que a afirmacdo “cada x tem apenas um y” poderia
ter sido trocada pelo professor por “cada y tem no maximo um x”. Como podemos

ver:
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p: a funcéo é injetora

g’: cada y tem no maximo um x

p—q’": Se a funcao é injetora entdo cada y tem no maximo um x

e sua contrapositiva

~q'—~p: Se algum y tem mais de um x, entdo a funcdo néo é injetora.

Assim, percebemos a importancia do conhecimento e uso das formas de
negacdo e da logica para organizar “técnicas de ensino” que facilitem a
aprendizagem do aluno a partir de uma representacéo diferente da tradicional. A
regra utilizada pelo professor ndo é referencialmente equivalente com a definicao,
apesar de atingir os objetivos imediatos de resolucdo de exercicio. A aplicacdo da
contrapositiva na afirmacdo do professor foi imprescindivel para determinar o

equivoco na definicao.

Os registros representados na lingua natural como a lingua formal possuem
regras de tratamento e conformidades diferentes, e isso é um dos motivos das
dificuldades encontradas nas operacdes de conversdo. Duval (1988a) coloca que “a
substituicdo de uma expressao relevante em uma rede semantica a uma expressao
de uma outra rede semantica aparece, as vezes, como um salto dificiimente

transponivel.” (p.09).

As dificuldades verificadas a partir do equivoco na definicdo do professor séo
decorrentes do alto nivel de ndo-congruéncia semantica entre o registro da lingua
formal e sua conversao na lingua natural. Duval (1995) coloca que quando o nivel de
nao-congruéncia entre dois registros € muito alto, a passagem de um registro a outro
ndo pode efetuar-se diretamente sendo necesséario o uso de uma representacao

intermediaria.

Uma representacdo matematica na lingua natural corre o risco de ser
incompleta, neste caso, como diz Duval (1995) o uso de uma representagdo mista
(intermediaria) que mescla as caracteristicas dos dois registros € uma saida para

esse impasse. Ele coloca que obtemos assim, “(...) um enunciado que se parece a
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um enunciado na lingua natural, e que este tipo de leitura habitualmente se utiliza no

sentido da lingua formal para a lingua natural.” (p.156)

Por exemplo, lezzi e Murakami (2004, p.226) apresentam para a definicdo de
funcao injetora, duas definicbes (uma contrapositiva da outra) que sao consideradas

por Duval (idem) como representacdes mistas (intermediérias):

(1) Uma funcéo f de A em B € injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X;

e Xz de A, se X1 # Xz entdo f(x1)#f(x2)

(2) Uma funcao f de A em B ¢€ injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X;

e X2 de A, se f(Xl): f(Xz), entao X1= X2

As duas definicbes sao formadas por uma mescla de dois sistemas
semidticos de representacao. Neste caso, a dificuldade de expresséo a definicdo em
um unico sistema semiético de representacdo o fez partir para uma representacao
intermediaria. Duval (1993) afirma que toda representagdo é incompleta, entdo o uso
de uma representacdo mista, apesar dos obstaculos de conformidade entre a
linguas discursivas, natural e algébrica, pode trazer uma informagdo mais completa

sobre o objeto denotado.

Verificamos que apesar de proferir estas duas definicbes o autor ap0s o
primeiro exercicio recorre a frase na lingua natural “A funcéo € injetora, pois dois
elementos distintos de A tém como imagem dois elementos distintos de B.
Observemos que ndo existem duas ou mais flechas con  vergindo para um

mesmo elemento de B .”( p.227, grifo n0sso)

7

Essa necessidade de recorrer ao que “ndo pode” € uma tentativa do professor
de cercar o objeto de ensino, devido ao alto nivel de n&o-congruéncia entre 0s
registros natural e formal na definicdo da injetora. Sobre isso Duval (1995) coloca

que:

Para efetuar a passagem da lingua formal para lingua natural, geralmente se
recorre a uma parafrase em um enunciado na lingua natural que trata de
aproximar-se do que seria uma leitura ditada da lingua formal, introduzindo por
exemplo as proposicdes que codificam quantificadores. Mas isso pode ir de
encontro apenas a condicdo de parafrasear o enunciado em lingua natural
como modo de adaptar as regras de formacéo prépria da lingua formal. Isso
sup@e que se tenha um minimo de familiaridade com essas regras! Apesar de
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tudo, isto nao é suficiente . Se pode chegara uma proposi¢cdo bem formada
gue significa outra coisa distinta ao enunciado de partida, sem perceber!
Tal procedimento se baseia pois ndo existe nenhum meio de controle para
evitar as rupturas semioticas e semanticas entre os dois registros. (p.156, 157,
grifo nosso)

- PROFESSOR 2: Sistema de Ensino Energia (2006, MTM A, aula 17)

Como no caso anterior, o Professor 2 faz uso da contrapositiva para ensinar a
funcdo injetora, porém ndo usa o registro da lingua natural e sim o registro formal
algébrico. Examinando simultaneamente aula e material didatico, notamos a
semelhanca na pratica deste professor entre aula e apostila, diferente do Professor 1
que tenta, sempre que possivel, mudar a forma de representacdo da definicdo no

intuito de simplificar e facilitar a compreensé&o do aluno.

O Professor 2 inicia sua aula pronunciando a definicdo de injetora que se
encontra na apostila: “Uma funcao f: A—»B sera denominada injetora se, e somente
se, quaisquer dois dominios distintos corresponderem a duas imagens distintas.” ¢

(Sistema de Ensino Energia, 2007a, v.05, p.01).

Entao, ilustra a definicao:

E injetora N&o € injetora

Figura 18 — Representacao por diagrama da funcgéo injetora e ndo-injetora.

@) opservamos gue na definicdo da apostila e em toaldlaaministrada, o professor utiliza o termo “dois
dominios”. Entendemos que para essa expressaasiaeeria utilizar "dois elementos do dominio”ilidamos
no desenvolvimento desta analise a expressao exiitaada pelo professor.
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Continua com a fala:

P,: Vamos ver entdo...No primeiro diagrama, temos uma funcdo injetora pois o
dominio a tem imagem ¢ e o dominio b tem imagem d. Cada dominio tem uma
imagem diferente do outro. E o segundo diagrama ndo € de uma funcao injetora,
porque os dominios a e b possuem a mesma imagem c. Quer dizer, dois dominios

distintos tém imagens iguais!
E escreve no quadro a definicdo na lingua formal:
f: A—B é injetora — com x, # X, tem-se f(x)# f(x,)

Apbs isso ele explica a definicdo formal, utilizando a operacdo que Duval
(1993) chama de conversao, pois profere novamente a definicdo na lingua natural.
Percebemos que neste momento ele muda a forma apresentada da definicdo
usando a dupla-negacdo. O professor troca “ocorram valores distintos” por “nao
ocorram valores iguais”. Essa substituicdo, que combina duas operacdes de
Oposi¢cao, no caso, a oposicao por comutagcdo antonimica e a oposi¢cao por aplicacéo
do operador unitario ao verbo € classificada por Duval como um tratamento por

oposicao (1995) que transforma a afirmag&o em outra afirmacéo equivalente.
O professor diz assim:

P,: Quer dizer que a funcéo é injetora sempre que cada dois valores distintos de x,

nao ocorram valores iguais emy.

O que significa na lingua formal:
f: A—>B éinjetora: x, Z X, < ~(Y1=Y>2)
ou seja
f: A—-B éinjetora: X, ZX, = Y1zY2

Apos isso ele exemplifica, apresentando no quadro dois exemplos:
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Exemplo (1) : A funcéo definida por y = x* é injetora?

P»: Vamos substituir na fungéo dois valores diferentes para x; € x», € ver o que

acontece:

fQ=22=4

f(-9=(22=a

X =2eX=-2 = {
P,: Olha s6, obtemos dois valores iguais, para valores diferentes de X, entéo
concluimos que essa fungcédo néo € injetora.... porque para valores diferentes de x

deveriamos ter valores diferentes paray.
Exemplo (2): y=x+1

P,: E agora? Que valores devemos atribuir para x; e x,? Neste caso, podemos
pensar assim: Se para ser injetora valores diferentes para x; e X,, produzem valores
diferentes para y; e y», entdo atribuindo valores iguais para y; e y, teremos valores

iguais para x; € Xo.
Yi=Y,
X +l=x+1=Xx =X,

O professor fala entdo que um elemento da imagem produz apenas um
elemento para o dominio, — e ressalta que se a funcéo fosse do segundo grau teriam

dois valores para analisar — entdo a funcéo é injetora.

Esta forma de verificacdo da funcdo injetora do professor € baseada na
equivaléncia l6gica proporcionada pela contrapositiva. Sem perceber, o professor
emprega na definicho formal a contrapositiva l6gica e obtém uma nova
representacdo, com implicacdes cognitivas diferentes. Duval (1988a) fala que “Duas
expressdes podem ser sinbnimos (elas podem “dizer a mesma coisa”, elas podem
ser verdadeiras ou falsas juntas) e ndo serem semanticamente congruentes: neste
caso, ha um custo cognitivo importante para a compreensao”( p.08). Podemos

escrever e verificar:

f: A-B éinjetora: x, #x, < f(x)# f(x,)
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Destacando a implicagéo da definicdo:
) X #Ex = F(x)# f(x)
Podemos escrever a negagao:

X %% = ~(% = %)
f(x) # fx) = ~[1(x) = f(x)]
entdo a contrapositiva de (I) sera

(I £ =flx)=x=x

Assim, a representacdo da definicdo (I) é equivalente a representacdo da
definicdo (Il), pois ocorre um tratamento entre elas a partir da aplicacdo da
contrapositiva. Assim uma é a contrapositiva da outra, elas possuem a mesma
referéncia, no entanto, ndo possuem o mesmo significado para o aluno, conforme se
pode constatar nos exemplos citados por esse professor. Reconhecemos que para
provar, por exemplo, que a funcéo real 1‘(x):x2 nao é injetora, a forma (I) &
semanticamente mais congruente com o tipo de tratamento a ser executado, no
entanto, para provar que a funcao real f(x) =x+1 é injetora, a definicdo (Il) é a forma

com maior congruéncia com o tipo de tratamento utilizado.

As definicdes (I) e (Il) sado registros de representacdo do mesmo objeto
matematico. Como vimos por Duval (idem), elas ndo possuem congruéncia
semantica. No entanto, cada uma delas pode ser congruente com certo tipo de

tratamento.

Outro fato observado nas aulas de funcdo injetora, foi em relagdo a
determinacao do gréfico injetor. Ambos os professores dos quais analisamos a aula
sobre Funcéo Injetora, determinam uma funcéo injetora com base no seu grafico, da
mesma forma que sugere a apostila, a partir do tracado de retas paralelas ao eixo
OX.
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Afirmam que para o grafico de uma fungdo descrever uma funcao injetora,

essas retas devem “cortar” o grafico em no maximo um ponto.
Na linguagem formal temos:

f: A—B € injetora = YyRXx (unicamente)

Entendemos que avaliar a quantidade de vezes que as retas tracadas
paralelas ao eixo horizontal interceptam gréfico da funcéo, significa verificar a
quantidade de x para cada y. Ou seja, se qualquer reta tracada interceptar apenas
um ponto do grafico, significa que para cada y teremos apenas um X

correspondente.

No quadro, o Professor 2 apresenta:

(a) f: R+ — R definida por f(x) = x?

Figura 19 - Representacéo grafica da funcio f(X) = x*

(b) f: R—R definida por f(x) =|x-2|
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Figura 20 — Representacao grafica da fungdo f(X) = |X - 2|

E coloca que a representacdo grafica da fungéo (a) € injetora pois no grafico
todas as linhas paralelas ao eixo OX interceptam a curva em, no maximo, um ponto,
portanto a funcédo € injetora. E logo, apresenta a negacao de (a) pois no gréafico (b)
algumas linhas paralelas ao eixo OX interceptam o grafico em mais de um ponto,

determinando assim a fung&o n&o-injetora.

Podemos estudar essa pratica frente ao uso das formas de negacdo e
analisar as operacdes de tratamento por oposicdo aplicadas. Buscamos na apostila
do professor forma para definicdo da funcdo injetora a partir da representacéo
grafica e encontramos respectivamente abaixo de cada exemplo gréafico, (graficos

apresentados anteriormente) as observacgoes:
Considerando o gréafico de uma funcgéao:
Sera injetora se:

@) todas as linhas paralelas ao eixo Ox interceptam a curva em, no

maximo, um ponto;
N&o sera injetora se:

(b) algumas linhas paralelas ao eixo Ox interceptam o grafico em mais

de um ponto;
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Percebemos aqui que (b) é a negacdo por comutagdo extensional e por
aplicacédo do operador unitario ao término extensional de (a), quer dizer, de (a) para
(b) como diz Duval (1995, p.164), ocorre um tratamento combinado por oposi¢cao
(todo - alguns e no maximo um - mais de um), determinando afirmacdes contrérias

e complementares.

Como Duval (1988a), reconhecemos que duas formas de representacao
podem ter significados diferentes apesar de estar se referindo ao mesmo objeto e
que todo procedimento matematico implica na substituividade de representacoes,

com base numa invariabilidade de referéncia.

A importancia do uso destes tratamentos, da dupla negacdo e da
complementariedade nas praticas dos professores, que a partir de uma
transformacado interna de negacdo, mudam a forma de representacdo do objeto

desejado a partir de uma representacéo referencialmente equivalente.

O exemplo da dupla negacédo aparece de forma a contribuir no processo
quando o professor afirma que “a funcao sera injetora se néo ocorrer (b)”. Contudo,
encontramos na fala do Professor 1 no decurso da resolucdo de exercicios a

seguinte afirmacéao:

P1: ...Olhem o gréfico... Ele € injetor porque ndo existe nenhuma linha que corta a

funcdo em mais de um ponto! Todas cortam em apenas um ponto.

Analisando logicamente, verificamos que o professor usa sem perceber a dupla
negacéao, apresentando uma afirmacao que nao condiz com o que ele tenta afirmar:
quando diz, “ndo existe nenhuma linha” ele usa a forma negativa da afirmacéo
“existe uma linha”, o que determina uma funcdo néo injetora, que é o oposto do que
ele deseja afirmar. Quando apresentamos uma afirmacdo matematica na lingua
natural € comum ocorrer esse tipo de equivoco pelos proprios vicios pessoais de
linguagem. Segundo Duval (1995) esse é um dos obstaculos que ocorre nos
tratamentos por negac¢éo da lingua natural.

Nesta fala, percebemos que o professor tem a intencéo de dizer “Ele € injetor

porque ndo existe uma linha que corta a fungdo em mais de um ponto”. Entéo,
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voltando para as afirmacdes (a) e (b) anteriores, podemos dizer que elas sé&o

complementares e escrever:

(@) =~(b)

A negacao total de (b) pode ser escrita:

~(b) Nenhuma linha paralela ao eixo OX intercepta o grafico em mais de um ponto;

Segundo Duval (1995, p. 164, 165) nestes exemplos, € possivel observar a
contradicdo de um enunciado em lingua natural e dizer que sua negacao no sentido
l6gico se obtém sem recorrer ao operador unitario de oposicédo, e sem que haja no
enunciado a menor marca de negacao, o que aparece segundo ele, nos enunciados

contrarios.

Notamos que o uso da dupla negacédo, quando corretamente empregada,
pode ser uma alternativa de representacdo que facilita a compreensao do aluno,
pois dependendo dos tratamentos necessarios requer raciocinios diferentes que

podem ser menos Custosos.

3.4. Tema 4 : Analise Combinatéria

No ensino da definicdo de Arranjo e Combinacdo da Anélise Combinatoria, foi
possivel distinguir o uso negac¢do, da complementariedade e da contrapositiva.
Notamos que ao longo de toda a aula o professor apresenta 0s agrupamentos:
arranjo e combinacdo, como sendo agrupamentos complementares. O professor
utiliza a negacéo e a contrapositiva quando afirma na lingua natural que a negacao

do arranjo € a combinacdo. Veremos a seguir.
- PROFESSOR 3: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM E, aula 8)
O professor 3 para dar inicio a aula sobre Analise Combinatéria apresenta

aos alunos o que € um agrupamento, os tipos de agrupamentos, com repeticdo e

sem repeticdo (simples e compostos), apresenta a importancia de saber diferenciar
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0S agrupamentos pela comparacdo entre eles em relagdo ao tamanho, natureza e

ordem e coloca no quadro assim:

ARRANJOS SIMPLES E COMBINACAO SIMPLES

Arranjos Simples: Combinacao Simples:
E quando a ordem altera o E quando a ordem n&o altera
resultado final. (conserva) o resultado final.

Figura 21 — Esquema do Professor 3 sobre Arranjos Simples e Combinagéo Simples
E fala:

P3: Tem casos que a ordem é importante, tem casos que nao é. Quando a ordem for

importante é arranjo e quando a ordem nao for importante vai ser combinacao.

Analisando esta fala, foi possivel verificar que o professor deixa de lado a
definicdo de arranjo e combinacéo, e constréi sua explicacédo a partir de apenas uma
caracteristica existente entre os agrupamentos simples: a comparacao em relacéao a

ordem dos elementos.

Como vimos no esquema colocado no quadro negro, o professor separa 0s

agrupamentos em dois casos distintos:

() A ordem altera , ou seja, a mudanca de ordem entre os elementos de um
grupo, determina outro grupo. — PARA O ARRANJO.

(I A ordem néo altera , ou seja, a mudanca de ordem entre os elementos de
um grupo, ndo determina outro grupo. — PARA A COMBINACAO.

Verificamos que ocorre aqui um efeito chamado por Brousseau (1996, p.43)
de deslize metacognitivo. Segundo o autor, este feito ocorre quando o professor,
para facilitar a atividade de ensino é levado a tomar suas proprias explicacdes e
seus meios heuristicos como objetos de estudo no lugar do verdadeiro
conhecimento matematico. O professor apdia-se em apenas uma caracteristica do
objeto deslocando a atengdo apenas para a questdo da andlise e comparacédo da
ordem dos elementos no momento da identificacdo do tipo de agrupamento simples.
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A partir desse desvio, utiliza o conceito de complementariedade e fala que se
ndo € arranjo, € combinagdo. De fato, se considerarmos isoladamente as
caracteristicas, “altera o grupo” e “nao altera o grupo”, podemos dizer que elas sao
complementares. Contudo, a passagem feita pelo professor quando transfere a
complementariedade da caracteristica para a complementariedade entre arranjo e

combinacao é que ocorre um equivoco.

Se buscarmos na aula do professor, encontramos uma fala em que ele, no
momento da resolucdo dos exercicios, questiona os alunos e apresenta de forma

evidente a negacao do arranjo por combinacao considerando-os complementares:

Ps. ... neste caso... é arranjo ou combinacdo?A ordem altera ou ndo altera o

resultado?Se ndo é arranjo € porque € combinacado! SO existem esses dois casos!
Vemos nesta fala que ele diz:
~(arranjo) = combinacao

Contudo, se A € arranjo e C é combinacao e eles sdo complementares entao
A L C ser& vazio. Ou seja, a intersec¢do entre arranjo e combinacéo € vazia. O que é
falso, visto que considerando todos os agrupamentos simples possiveis de se
escrever de um conjunto (agrupamentos simples de n elementos, tomados p a p), a
combinacdo serd um subconjunto dos arranjos. E podemos dizer que toda
combinacdo é um arranjo! Podemos verificar através de um esquema por diagrama

esta situacdo no universo dos agrupamentos simples e com um exemplo algébrico:

Arranjo

Combinagéo

Figura 22 — Representacao por diagrama dos Arranjos e Combinacdes Simples

Se considerarmos todos os agrupamentos de {a,b,c} tomados 2 a 2, podemos

escrever:
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A = Arranjo ={ ab, ac, ba, bc, ca, cb}
C = Combinacéo = {ab, ac, bc}

Assim, verificamos que C [1 A, o que invalida logicamente a afirmacéo do

professor em relacdo a complementariedade existente entre arranjo e combinacgao.

Entretanto, observamos que a pratica de identificar o tipo de agrupamento
através das caracteristicas (I) e (ll) é possivel pela complementariedade existente
entre elas, e surte o efeito pretendido pois € valida para os tratamentos a serem
implementados em que o aluno precisa identificar em exercicios de verificacdo 0s

casos que temos um arranjo ou uma combinacéao.

Considerando essa atividade e voltando ao nosso objeto de analise, podemos
analisar as formas de negacdo empregadas. Voltando para a fala do professor,
verificamos claramente o uso da contrapositiva, de forma entrelacada com a nocéo

de complementariedade.
p: € arranjo

g: a mudanca de ordem entre os elementos de um grupo, determina outro

grupo.

entdo p = q significa

(a) Se é arranjo entdo a mudanca de ordem entre os elementos de um grupo,

determina outro grupo.

Aplicando a contrapositiva, ~q=~ p temos:

(b) Se a mudanca de ordem entre os elementos de um grupo nao determina

outro grupo entao ndo é arranjo.

Encontramos na aplicacédo da contrapositiva, uma representacéo logicamente
equivalente com aquela que o professor descreve para 0S agrupamentos
denominados combinacgdo. Aqui, percebemos um caso de congruéncia entre o que

ndo € arranjo e o que é combinacdo. “Duas expressOes diferentes podem ser
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referencialmente equivalentes sem que sejam semanticamente congruentes.
Inversamente, duas expressdes podem ser semanticamente congruentes sem que

sejam referencialmente equivalentes.” (DUVAL, 1988a, p.08)

Analisando a fala do professor quando diz: “Tem casos que a ordem é
importante, tem casos que nao €. Quando a ordem for importante é arranjo e quando
a ordem nao for importante vai ser combinacao”. Foi possivel verificar o uso da
complementariedade imbricada na negacdo quando o professor fala que um caso “a
ordem altera o grupo” caracteristica (I) e o outro caso “a ordem nao altera” o grupo

caracteristica (ll).

Este tipo de negacdo, que utiliza o operador unitario negativo “ndo”
diretamente ao verbo, ndo é considerado por Duval (1995, p. 164, 165) como um
tratamento por negacao, contudo, essa € a forma pura de negacéo, que da base a

complementariedade.

Reconhecemos também que o professor sente a necessidade de registrar
outra representacdo para o termo “nao altera”, trocando por “conserva’ o que
segundo Duval (1995) descreve um tratamento por oposicdo por comutacdo

antonimica.

- PROFESSOR 3: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM E, aula 11)

Ainda neste tépico, encontramos na ocasido da resolucdo de exercicios de
permutacdo o uso da complementariedade. O professor 3 propde a questao: “Quatro
pessoas, Caio, Nara, Fernando e Selma, devem sentar-se em quatro cadeiras
numeradas. De quantas maneiras as cadeiras podem ser ocupadas se Caio e Nara
devem ficar separados?” (Sistema de Ensino Energia, 2007a. v. 03, p.93)

E diz:

P3: Para termos Caio e Nara separados, precisamos fazer:

E apresenta no quadro um esquema sagital, chamado por Duval (1995) de

representacdo intermediaria:
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1°) C__N__ ) N__ C__
20) C__ N 5) N C
) _C__N ) _N__C

Como o exercicio anteriormente resolvido solicitava a resolucdo de um
problema com as mesmas informagdes porém com Caio e Nara juntos, o professor

fala:

P3: Para fazer o calculo de Caio e Nara juntos foi facil, mas separados complica, nao
é?Tenho que fazer muitos calculos! E vantajoso isso?Tudo bem que é facil, mas se
forem 5 ou 6 lugares?... As vezes, fazer da maneira direta € muito demorado, entédo

a melhor opcao € fazer o caminho indireto!
E registra no quadro:
QUERO = TOTAL — NAO QUERO
P3: Para achar o que eu quero, € melhor pegar o total e tirar o que nao quero.
Neste caso:
2 PESSOAS SEPARADAS = TOTAL — 2 PESSOAS JUNTAS
Assim:
Total de permutacdes: P,=4!=24
2 pessoas juntas: P,.P3=2! 3! =12
2 Pessoas separadas: 24 —12 =12

P3. Se vocé tentar fazer um exercicio e aparecer muita conta, talvez € melhor fazer

assim, usar o caminho indireto!



121

Percebemos aqui o uso evidente da complementariedade. O professor utiliza
um esquema baseado na noc¢ao de complementar. Quer dizer, que se eu conheco a
guantidade de agrupamentos que eu nao quero, que No caso seriam as maneiras de
Caio e Nara sentarem juntos, e conheco também o todo, que sdo todos os
agrupamentos possiveis, eu logicamente conheco aqueles em que eles estao

separados.

O método indireto mencionado pelo professor, € um método baseado na

negacao. Verificamos que

p: Caio e Nara Juntos

~p: Caio e Nara Separados

pC ~ p: Total

Quando negamos a solicitagdo do problema, para resolvé-lo pelo método
indireto, mudamos a forma de representagdo da situacdo a partir de um tratamento
por negacdo, partimos por outro caminho, que da mesma forma nos leva ao

resultado pretendido.

Notamos que esse tratamento utiliza a dupla negacédo, pois primeiramente
negamos O que queremos e encontramos 0 que ndo queremos e logo apods
excluimos novamente, para chegar entdo no resultado pretendido. Existem muitos
outros casos semelhantes a este encontrado nas analises, como por exemplo no
caso da definicho do numero de diagonais de um poligono, ou o namero de
triangulos formados a partir de pontos distintos que se encontram em duas retas

paralelas.

3.5. Tema 5 : Divisibilidade

Outra situacdo selecionada em nossa andlise das aulas aparece quando o
Professor 4 introduz aos alunos a nocdo de divisibilidade. Verificamos que neste
assunto, o professor apresenta apenas através de “exemplos e contra-exemplos”.

Observe:
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- PROFESSOR 4: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM C, aula 1)

DIVISIBILIDADE

Considere a divisao:

40 | 5

0 8 Como o resto é zero, a divisdo é exata

P4: Neste caso, dizemos que 40 é divisivel por 5 ou que 5 é divisor de 40

41 | 5

1 8 Como o resto é 1, a divisdo ndo é exata

P4: Neste caso, dizemos que 41 nao é divisivel por 5 ou que 5 néo é divisor de 40

O professor define o que é divisibilidade a partir de um exemplo que verifica a
divisibilidade e um que né&o verifica. Temos duas situagcdes complementares dentro

de um universo limitado: Divisdes com resto nulo e divisdes com resto ndo-nulo.

A estratégia utilizada parte da logica. Um numero qualquer a ou é divisivel por
um numero qualquer b, ou ndo €, ndo existe meio termo. Pela légica, temos ai uma
afirmacado e sua negacéo, e logicamente se a afirmacao é verdadeira, sua negacao
é falsa e se a afirmacdao é falsa, sua negacéao é verdadeira, pelo principio do terceiro

excluido, ndo existe terceiro valor logico.

Entdo, quando sabemos que um numero nao € divisivel por outro, a hegacao
ou exclusdo dos que nado séo divisiveis nos leva aos divisiveis. Neste caso estamos
utilizando a operacéo de tratamento sobre a definicdo, usando outra representacéo a
partir do uso da dupla negacdo, que € um principio de logica que determina a

invariabilidade na referéncia.
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E possivel também analisar este caso e mostrar a importancia dos exemplos

gue néo verificam uma definicdo usando a contrapositiva. Observemos:

Para que certo numero p seja divisivel por outro nimero g, € necessario que o
resto da divisdo seja zero. Portanto, Se o resto da divisdo néo for zero, significa que

0 numero p néao é divisivel por g. Na linguagem formal:
p/g=r=0 (p é divisivel por g, portanto o resto da divisdo é zero)
e a contrapositiva

r£0=~(p/q) (o resto da divis&o € diferente de zero, portanto p ndo é divisivel por q)

Verificamos que a operacdo que legitima esta pratica, além da dupla negacéo
gue mantém a referéncia do objeto, é a contrapositiva. Ela auxilia na aprendizagem

pois permite outra forma de definir o mesmo objeto.

Esta forma, € segundo Duval (1993) uma transformacéo interna de tratamento
sobre o de registro de representacdo, que nao privilegia a conversdo. No entanto, a
idéia da complementariedade, apesar de nao fazer referéncia direta do objeto é
usada pelo professor como uma representacdo indireta, pois trabalha no

complementar, e pode auxiliar na compreensao.

3.6. Tema 6 : Relac&o de Pertinéncia e Incluséo

Encontramos na Teoria de Conjuntos, no ensino da aplicacado da Relacao de
Pertinéncia e da Relacédo de Inclusdo, o uso puro da negacéo. O professor utiliza a
negacdo no momento da avaliacdo de afirmacdes em que aparecem 0s simbolos
“ndo esta contido” e “ndo contém” com a intencdo de facilitar o raciocinio dos alunos.

Ou seja, na aplicacdo dos simbolos [ € [[I.

O professor 1 coloca no quadro todos os simbolos e em seguida apresenta
diversas situacfes em que o aluno necessita avaliar o valor-verdade. Dentre todas
as situacdes por ele apresentadas, analisaremos apenas aquelas em que ocorre a

negacao.
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- PROFESSOR 1: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM A, aula 5)

Ele registra no quadro:
PERTINENCIA E INCLUSAO
E apresenta a simbologia a ser utilizada:
0,00,0,0,0
Determina o conjunto:
A={1,2,{3},4}
Ap6bs isso, questiona o valor-verdade da seguinte sentenca:
{1} 2 A

P1: Olha essa frase.... Pensa bem.... Verdadeiro ou falso? Olha que a negacao pode

te atrapalhar! Vou te dar uma dica: Vou apagar a negacdao.... leia agora....
{1} UA

P1: Me responde... A é conjunto de {1}? Verdadeiro ou falso? Falso! Entédo, se assim:
{1} 0 A fica falso é porque assim: {1} 71 A fica verdadeiro! E l6gico! Claro! Se vocé se

atrapalha com a negacao, pensa o contrario e dai marca o contrario!

Mais adiante, apresenta o exercicio da apostila (Sistema de Ensino Energia
2007a. v.02, p.05)

Considerando o conjunto A={0, 2, 4, 6}
E pergunta,

{0, 1, 2} A, é verdadeiro ou falso?
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P1: Olha que mudar na negacao pode te ajudar...Entdo muda....O conjunto {0,1,2} é

conjunto de A? Falso! Entdo quer dizer que a negacéao é verdadeira!

Reconhecemos na fala do professor o uso puro da negacdo. O professor
prefere examinar o caso positivo (estar contido) em detrimento do caso negativo
(ndo estad contido). Esta forma de oposicdo permite separar sobre o valor de
verdade, duas afirmagfes opostas em que uma € necessariamente verdadeira
enquanto a outra € falsa. A partir da negacdo, € possivel construir uma outra

afirmacao que seja contraria. Assim:
p é Verdadeira= ~p é Falsa
Podemos entdo escrever o exemplo analisado:

{1} A é Falso = {1}[/I A é Verdadeiro

Sabemos por Duval (1995) que a simples aplicacdo do operador unitario ao
verbo é um tipo de oposicao que torna as afirmacdes contrarias. Assim, o professor
utiliza o contrario e na hora da resposta muda novamente: “pensa o contrario e
marca o contrario!” (dupla negacéo), onerando principalmente o aspecto semantico

da afirmacdo. Negando duas vezes, volta para afirmacéo inicial: ~(~p)=p

Notamos que na aula, o professor naturalmente solicita ao aluno que
transforme a afirmacdo negativa em uma afirmagao positiva. Isto ocorre por causa
do alto custo cognitivo solicitado em uma afirmacdo onde é aplicado o operador
unitario ndo. Segundo Duval (1988a) a verificacdo de afirmacdes onde é empregada
a negacao possui um alto custo cognitivo. Ele afirma que o tempo que um aluno leva

na identificacdo de afirmacfes na forma negativa € maior do que na forma positiva.

Em um estudo com alunos sobre o custo da néo-congruéncia em atividades
de verificacdo, Duval (idem) apresenta uma figura iconica e afirmacdes discursivas
para serem verificadas. Estas afirmacdes, escritas de forma positiva e na forma
negativa, na mesma ordem ou na ordem inversa; com 0 mesmo tra¢co antonimico ou
com 0 mesmo trago semantico e séo apresentadas aos alunos para medir a variagéo

de tempo necessaria para darem a resposta.
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Observe o0 esquema:

Iconicamente e Discursivamente

A esta em cima de B

A A estd em baixo de B

A nédo estd acima de B

B ndo esta abaixo de A

Figura 23 — Esquema de Duval (1988a) para analise da nao-congruéncia semantica em

atividades de verificacao.

O autor mostra que quanto maior a quantidade de sequéncias internas
necessarias para emparelhar os dois registros e comparar, maior foi tempo de
resposta dos alunos, consequentemente maior o custo cognitivo. No caso das
afirmacdes negativas, 0 tempo decorrido para conseguirem dar a resposta foi maior,
demonstrando que a negacéao realmente pode “atrapalhar” como afirma o professor
1.

Entendemos que as afirmacdes na forma negativa, podem trazer um custo
cognitivo alto, entretanto, na aula do professor 1, foi possivel perceber que a
negacao também possibilita mudar uma representacdo que esta na forma negativa
passando para a forma positiva, de forma a diminuir o custo cognitivo para 0s

tratamentos ou raciocinios necessarios.

3.7. Tema 7 : Paralelismo

Encontramos no ensino de Geometria de Posi¢cdo o uso do contra-exemplo.
O Professor 5, no instante da explicagdo dos Teoremas de Paralelismo, apresenta

um exemplo trivial do uso do contra-exemplo na sala de aula.
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- PROFESSOR 5: Sistema de Ensino Energia (2007b, MTM D aula 18)

TEOREMAS DO PARALELISMO

O professor inicia apresentando quatro teoremas de paralelismo e ao final de
cada um apresenta um exemplo, demonstrando de forma nao-discursiva

(geometricamente) cada um deles.

P1) Se umareta r € paralela a um plano a e se existir um plano 3 que contém

r e é secante a a, segundo uma reta s, entao as retas r e s sao paralelas;

P2) Se uma reta ndo contida num plano € paralela a uma reta deste plano,

entdo essa reta é paralela ao plano;

P3) Se dois planos sao paralelos, entdo, qualquer reta contida em um é

paralela ao outro;

P4) Se um plano contém duas retas concorrentes paralelas um outro plano,

entdo os planos séo paralelos.
Ao final da explicagéo ele dialoga com a turma®? assim:

Ps: E claro que seria facil vocés apenas decorarem esses teoremas e ficarem
prontos para qualquer questéo de vestibular... Mas vou apresentar para vOcés um
tipo de questdo que cai muito no vestibular, utilizando esses conhecimentos e que

nao adianta decoreba... Me digam se é verdadeiro ou falso, t4?

-Se um plano contém duas retas, paralelas a um outr 0 plano, entdo esses

planos séo paralelos?

T: Sim!

Pe: Prestem atencéo, eu vou repetir...(...)
T: N&o...sim...

Pe: Existe um caso que faga isso mentira?
T: Nao!

Pe: Entdo quer dizer que € verdade!?

T......(7)

®2) Mostraremos este didlogo com a turma na integtaneminaremos “T” as respostas dos alunos.
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Pe: Quando acontecer isso, vocés tém que pensar num contra-exemplo. Se tu
conseguir montar um contra-exemplo em relagdo ao que esta sendo dito, significa

que é falso. Quer ver? Por exemplo:
Neste momento o professor vai ao quadro e desenha um plano a e diz:

Pe: Eu vou colocar duas retas deste plano paralelas a outro plano e mesmo assim os
planos ndo seréo paralelos... Por isso que essa afirmacdo € uma afirmacéo falsa.
Olhem...

Figura 24 — Contra-exemplo em paralelismo

E diz:

Pe: Viram? O plano a contém duas retas que sdo paralelas ao plano 8. Entdo os

planos séo paralelos?
T: Nao.

Ps: Entdo aqui esta um contra-exemplo. Por isso a afirmacéo é falsa.

Constatamos aqui o uso do contra-exemplo e da negag¢dao. Lembramos que
para mostrar que uma afirmacdo € falsa, basta provar que sua negacdo é
verdadeira. Quer dizer, achar um contra-exemplo € o0 mesmo que achar um exemplo
que verifica a negacao da afirmacdo. Explorando esse caso utilizado pelo professor,
reescrevendo as afirmacdes na linguagem légica, podemos verificar a negacéo do

guantificador universal:



129

p: Todo plano que contém duas retas, paralelas a outro plano, é paralelo a

este plano

~p: Existe um plano que contém duas retas, paralelas a outro plano, e ndo é

paralelo a este plano.
Convertendo para a lingua formal, podemos representar:

p: (Ur,sOa)r/l g esllf)y=all

~p: a (Cr,sOa)rlipeslB)= a_L B

Isto &, que existe pelo menos um caso que verifica a afirmacéao ~p, (figura 24)
tornando a afirmagcdo p uma proposicdo falsa. Pois bem, esse caso diz-se um
contra-exemplo da afirmacao p.

O professor coloca ao aluno que para ser verdadeira a afirmagcéo em questéao
€ necessario dizer que as retas devem ser concorrentes, o que nos leva de encontro

ao Teorema P4 (enunciado inicialmente) e escrever p’:

p’: Se um plano contém duas retas concorrentes paralelas um outro plano,

entdo os planos séo paralelos.
p:(r—L sOa)r/l B esllB)=allB
E termina dizendo:

Ps: Vocés tém sempre que pensar em um possivel exemplo que faga com que va
por agua abaixo a afirmacao. A criatividade para vocé achar é fundamental. Se vocé

nao conseguir encontrar é porque afirmacao € verdadeira.

A partir desta aula, foi possivel verificar a importancia do conhecimento dos
elementos da logica (neste caso, o0 contra-exemplo) para que eles sejam
corretamente empregados e evidentemente uma ferramenta importante no ensino da
Matematica. Cabe salientar, o necessario cuidado quando o professor fala que se o
aluno ndo consegue encontrar € porgue é verdadeira. Vimos no caso do Trinémio de

Euler (pagina 65) que ndo € sempre assim que ocorre.
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RESULTADOS

Neste capitulo, temos a intencdo de apresentar algumas consideracdes sobre
a pesquisa realizada, respondendo nossas questfes: “Como os professores utilizam
as Formas de Negacgéo?” e “Que elementos as formas de negacdo agregam e
mobilizam da teoria de Raymond Duval?”

Inicialmente, constatamos que € bastante freqliente o uso das Formas de
Negacdo na pratica do professor. Percebemos em alguns tépicos de Mateméatica
que o professor usa as Formas de Negacdo como uma técnica de ensino no
momento em que faz a sua leitura do conteldo a ser ministrado, e elabora outra
forma de apresenta-lo (uma regra, uma técnica) que utiliza a negacado com o objetivo

de tornar a compreensao mais facil ao aluno.

Também verificamos que na maioria das aulas é muito utilizado o conceito de
complementariedade. O professor apresenta : 0s casos onde ndo temos uma
funcao , as regras para uma fungédo nao ser injetora , 0S casos em gue nao existem
operacdes com Reais (dominio), etc. Com o objetivo de, pela complementariedade,
atingir o objeto pretendido. Percebemos que essa pratica acontece na maioria dos
casos entrelacada com a dupla negacéao. O professor apresenta um universo bem
determinado e mostra a partir da negacao, os casos que nao satisfazem as analises
e negando-0s, retorna ao objeto pretendido a partir da invariabilidade da referéncia
que determina a dupla-negacdo . Como no exemplo analisado em uma das aulas:
Se considerarmos o conjunto das relagées como universo, e se eu conheco todas as
relacbes que ndo quero “as nao-funcdes”, significa que pela complementariedade
que eu conheco as funcdes! Pois, ndo querer as ndo-funcdes é o mesmo que

querer as fungdes, ou seja, ~(~p)=p.

Outra forma de negacdo que surgiu em todas as analises foi a operacao da
contrapositiva. Verificamos que uma afirmacdo e sua contrapositiva, possuem
logicamente a mesma referéncia, mas nédo dizem a mesma coisa . A passagem de
uma representacdo para outra ndo determina efetivamente uma conversédo, porém

solicita ao aluno um caminho diferente de compreenséao, pela negacao.
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Encontramos nessa operacdo uma atitude extremamente benéfica para o
ensino da matematica. Notamos nas aulas que o professor usa a contrapositiva nas
definicbes e implicagcbes com o objetivo de facilitar as representacées do objeto de
estudo sem perceber. Duval (1993, 2003) fala que a passagem de uma expressao a
outra no mesmo sistema semiodtico de representacdo denota uma operacdo de
tratamento. E que a compreensdo da mateméatica esta diretamente ligada a
manipulacdo de ao menos dois registros, através da operacdo de conversao. No
entanto, verificamos que apesar de referir-se a uma operacéao intra-registro, (dentro
do mesmo sistema semiotico de representagdo) e ndo proporcionar uma operacao
de converséo, a aplicagdo da contrapositiva mostrou-se extremamente benéfica para
a compreensao matematica, pois do ponto de vista dos registros de representacao
semiotica, a proposicao p= q diz a mesma coisa do que ~q= ~p, elas tém a mesma
referéncia, mas na maioria dos casos ocorre uma diferenca semantica muito grande
entre uma e outra, principalmente pelo alto custo cognitivo de uma atividade que

utilize a negacéo.

No uso puro da negacéo, foi possivel perceber a estratégia do professor em
“fugir” da negacéao para assim, obter uma representacdo com menor custo cognitivo.
Duval (1988a) fala que a verificacdo de afirmacdes onde é empregada a negacéo
possui um alto custo cognitivo. Encontramos por exemplo, na fala do Professor 1
em atividades de verificacdo, a partir de um gquestionamento na forma negativa, ele
preferiu examinar o caso positivo em detrimento do caso neg ativo. Ele diz ao
aluno ao aparecer a negacdo: “pensa o contrario e dai marca o contrario” (2007b,
MTM A, aula 5).

Percebemos também nas aulas, a contrapositiva claramente confundida com
o contra-exemplo. Esse equivoco também foi observado nos livros didaticos. Vimos
que o professor utiliza os casos de ndo-fungcdo como contra-exemplos de fungéao.
Sabemos que um contra-exemplo serve para mostrar que uma afirmagdo ou
definicdo é falsa. Neste caso, percebemos que a intencédo do professor € trabalhar a
partir da complementariedade, contudo por uma lacuna na logica, chama estes

casos de contra-exemplos.

Ainda em relacdo aos equivocos observados, constatamos o0 uso equivocado

de algumas regras apresentadas pelos professores que utilizam as formas de
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negacao. Verificamos que com o objetivo de evitar o formalismo matematico, o
professor profere sua propria “regra” na lingua natural que ndo condiz com a
totalidade do objeto de estudo. Vimos que esse fato ocorreu em alguns topicos e
que apesar do erro, facilmente detectado quando convertemos para a linguagem
l6gica formal, surte o efeito desejado pelo professor. Esse efeito, acreditamos
ocorrer pois a regra mostra-se apenas delineada para um tipo de tratamento a ser
realizado. Por exemplo: Para identificar se um gréafico é de uma funcéo o professor
profere a regra: “para ser funcéo, todas as linhas paralelas ao eixo Oy e ndo podem
cortar em mais de um ponto da funcdo.” (esquecendo-se que também ndo pode néo

cortar!)

Verificamos que muitos destes problemas surgem pois a linguagem formal n&o
pode prescindir a linguagem comum e barreiras existentes nos tratamentos por
negacdo sdo devidas as diferencas entre estes dois sistemas semidticos de
representacao e suas regras de conformidade. O que explica em parte a dificuldade
do professor em converter uma afirmacéo na lingua formal, a uma mais simples na
lingua natural. A situacdo se mostra mais grave quando essa conversao ocorre em
afirmacdes negativas, ou quando € necessario recorrer as combinagfes de tratamos
por oposicdo. Duval (1995) afirma que “(...) ndo h& tratamentos que tenham a

mesma natureza em dois registros diferentes.”

Ainda sobre esse assunto, verificamos na pratica do professor que as
dificuldades surgem pois na linguagem formal a negacdo de uma proposi¢cdo com o
quantificador universal transforma-se numa afirmacdo com o quantificador
existencial, mas na linguagem comum isto ndo ocorre. Essa dificuldade surge
principalmente quando o quantificador universal esta presente. Por exemplo: ndo
ocorrer “todos” significa que “existe pelo menos um”. Na linguagem comum é trivial
negar “todos” por “nenhum”, ao invés de negar “todos” por “existe um” ou “algum”.
Duval (1995) diz que “uma comparacdo dos tratamentos por negacdo € essencial

para uma coordenacao de registros.” (p.164)

Duval (1993) coloca como hipotese fundamental de aprendizagem para a
compreensao da matematica: “A compreensao (integral) de um contetdo conceitual
repousa sobre a coordenacédo de ao menos dois registros de representagéo, e essa

coordenacao se manifesta pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de
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conversdo.” Porém, com esse estudo, constatamos que a partir das formas de
negacao € possivel escrever um objeto em outra representacdo que apesar de nem
sempre contemplar a conversao pode estabelecer um salto semantico e cognitivo

para o desenvolvimento dos tratamentos necessarios.

Essa hipotese de Duval (idem) descreve a estrutura de representacdes
semidticas e seu funcionamento, privilegiando a conversdo, como podemos ver no

esquema:

(Conceito, objeto cognitivo)

Representado
3
Representacdo de um > Representacdo de um
Registro A < Registro B
1 4 2
Tratamento Sobre Tratamento Sobre

Figura 25 — Modelo de representagéo centrado na funcdo de objetivacdo. Duval (1993)

Além da hipétese de aprendizagem, Duval (1993, 2003) assinala outras
vantagens da diversidade dos registros de representacdo semiotica. Uma primeira
tem a ver com economia de tratamento. Tendo varios registros de representacéo é
possivel haver mudanca entre eles e estas mudancas poderdo ser mais econémicas
e potencializadas. Verificamos que é possivel, determinar um aumento potencial de
possibilidades de trocas a partir do uso correto das Formas de Negacao e, por

conseguinte, facilitar ao professor escolha mais econémica.

Ainda, uma vantagem em relacdo a multiplicidade de registros refere-se a o
gue Duval ( idem) chama de complementaridade dos registros. Essa vantagem esta
altamente baseada nas possibilidades que um tipo de sistema semiético pode
oferecer. Por exemplo, a linguagem discursiva nédo oferece as mesmas
possibilidades que podem oferecer uma figura ou um diagrama. Isto quer dizer que
de um ponto de vista cognitivo uma representacédo é parcial em relacdo aquilo que

ela quer representar e que de um registro a outro ndo sdo os mesmos conteudos de
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uma situacdo que sao representados. Assim, o uso da contrapositiva, da dupla-
negacado, mostram-se favoraveis, pois em certos casos essas representacdes
fornecem informacdes diferentes do objeto denotado. Sobre a complementaridade,
Duval (1993, p.18) assinala ainda que: “As representacdes diferentes de um mesmo
objeto, ndo tém evidentemente o mesmo conteudo.Cada contetido € comandado por

um sistema pelo qual a representacao foi produzida.”

Dai a consequéncia de que cada representacdo ndo apresenta as mesmas
propriedades ou as mesmas caracteristicas do objeto. Nenhum sistema semioético de
representacdo pode produzir uma representacdo cujo conteudo seja completo e
adequado ao objeto representado.

A partir do esquema de Duval e sua hipotese fundamental, construimos um
esquema semelhante, da forma que verificamos ocorrer na analise das aulas, em
que conversao é privilegiada e as Formas de Negacédo (no caso, contrapositiva e
dupla-negacao e complementariedade) — chamamos de A’ e B’ -consideradas como
um registro de representacdo a ser utilizado na aprendizagem matematica. Como

podemos ver a seguir

(Conceito, objeto cognitivo)
Representado \
Converséo
Representacio de um < > Representagéo de um
Registro A Registro B

Converséo
Registro A’ Registro B’

&
< |

Conversao

Figura 26 — Esquema de aprendizagem centrado na converséo e utilizagdo das Formas de Negacao

Esse esquema apresenta, assim como na Figura 25, dois registros de
Representacdo A e B, as transformacdes externas de conversdes entre eles, mas

diferente do anterior, sugere um tratamento que utiliza uma das Formas de Negacao
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citadas. Destaca-se também, a possibilidade de conversdo “diagonalmente” como
podemos ver acima conversao entre o Registro A e Registro B’ , e vice-versa
(flechas com duplas pontas) e entre 0 Registro B e Registro A’ , o denota a

possibilidade de permuta de posi¢ao entre os registros.

Podemos aplicar este esquema e verificar a conversao A—B’, na aula do
Professor 1 (2007a, MTM A, aula 11) sobre o dominio das funcfes Reais em que 0
professor utiliza a negagdo na lingua natural dizendo “ele ndo pode ser zero e ele
nao pode ser negativo” e a partir de uma transformacéo externa de conversao
registra na lingua formal convertendo para outro registro na lingua formal utilizando
a negativa da afirmacéo de partida : “b > 0". Vejamos:

Definicdo dominio de
funcdes do tipo:

_ a
Y i
Registro A . Conversdo - Registro B
X ndo pode ser nulo e = e ~(x=0) L~(x<0)

X ndo pode ser negativo

Tratamento I T Tratamento

Converséao

Registro A’ B - Registro B’

X € positivo Conversao x>0

Figura 27 — Aplicacao do Esquema de aprendizagem centrado na conversao e utilizacdo das Formas

de Negacéo

Constatamos neste exemplo que a afirmacdo negativa foi utilizada pelo
professor como o Registro A, quer dizer, ele comecgou sua explicacéo pela negacéo,
mostrando o que ndo pode ser, para depois converter para o na forma positiva
(lingua formal) Registro B’. Percebemos que o uso das Formas de Negacdo, como
foi apresentado na Figura 27, possibilitam a constru¢cdo e o emprego de diferentes
registros de representacao e fornecem instrumentos importantes para o ensino da
Matematica. Contudo notamos que precisam ser compreendidas para que sejam

corretamente usadas. Duval (1993) afirma que “Um sistema simbdlico, para tomar o
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status de registro de representagcédo, deve ser compartilhado no meio social e dar
condi¢des de tratamento interno ao registro e mobilidade entre outros registros.”

Em relacdo ao uso das formas de negacdo, um aspecto ainda importante a
tratar, diz respeito a importancia da formacdo de professor para que estas formas
de negacdo possam ser melhor exploradas pelos professores e usadas com
consciéncia nestas e em outras situacfes. Constatamos as formas de negacéo
como um elemento muito rico e de vasta utilizacao na pratica do professor, contudo,
as lacunas existentes no conhecimento da logica formal e principalmente das
implicagBes e diferengas que ocorrem na negacdo de representacdes na lingua

natural e formal possam ser um obstaculo no uso desta nocao pelo professor.

Assim, é importante pensar em um estudo com professores que evidencie 0
conhecimento da importancia das representacdes, das possibilidades delineadas
pelas formas de negacdo juntamente as implicacdes l6gicas destas operacles, e
também como conhecimento das limitagcbes representativas de cada registro a
utilizar, mesmo porque, na atividade matematica estes elementos estardo sempre
entrelacados. “Ainda que a lingua formal possa cumprir as mesmas funcdes
discursivas que uma lingua natural, sua estrutura ndo apresenta nenhuma
semelhanca com ela.” (DUVAL 1995, p.137)
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