UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA ]
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAOQO CIENTIFICA E TECNOLOGICA
CURSO DE MESTRADO

DISSERTACAO DE MESTRADO

ESBOCO DE CURVAS: UMA ANALISE SOB A PERSPECTIVA DOS
REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

MADELINE ODETE SILVA

FLORIANOPOLIS - SC
2008



2008

MADELINE ODETE SILVA

ESBOCO DE CURVAS: UMA ANALISE SOB A PERSPECTIVA DOS
REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Dissertagdo submetida ao Colegiado do Curso de
Mestrado em Educagdo Cientifica e Tecnologica da
Universidade Federal de Santa Catarina, em cumprimento
parcial para a obtencao do titulo de Mestre em Educacgao
Cientifica e Tecnolodgica, sob a orientagdo do Prof. Dr.
Méricles Thadeu Moretti.

FLORIANOPOLIS - SC



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE CIENCIAS FiSICAS E MATEMATICAS

CENTRO DE CIENCIAS DA EDUCACAO
CENTRO DE CIENCIAS BIOLOGICAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO

CURSO DE MESTRADO EM EDUCACAO CIENTIFICA E TECNOLOGICA

“ESBOCO DE CURVAS: UMA ANALISE SOB A PERSPECTIVA DOS REGISTROS DE

REPRESENTACAO SEMIOTICA”

Dissertacdo submetida ao Colegiado
do Curso de Mestrado em Educacio
Cientifica e Tecnologica em
cumprimento  parcial para a
obtencio do titulo de Mestre em
Educacdo Cientifica e Tecnologica

APROVADA PELA COMISSAO EXAMINADORA em 19/08/2008

Dr. Méricles Thadeu Moretti (Orientador) Mﬂ(ﬂk{/ .
Dr®. Célia Finck Brandt (Examinadora) /% e é

Dr?. Neri Terezinha Both Carvalho (Examinadora) }\/%wa

Dr*. Sonia Maria da Silva Corréa de Souza Cruz)(Suplente)

7 b

~J05€ de Pinhg Alves Filho
Coordenador do PPGECT

Florianépolis, Santa Catarina, agosto de 2008.



Dedico essa dissertagdo ao meu namorado José Augusto Melo Corréa, pelo
amor, paciéncia e companheirismo durante toda a trajetdria da escrita.



AGRADECIMENTOS

A Deus por mais essa conquista, porque sei que “tudo posso Naquele que me
fortalece”(Fl.:4,13)

Ao professor Méricles Thadeu Moretti por ter aceitado ser meu orientador e as
professoras Célia Finck Brandt, Neri Terezinha Both Carvalho e S6nia Maria S.C. de
Souza Cruz por aceitarem o convite para participar da banca examinadora.

Aos demais professores do PPGECT, com os quais cursei disciplina, por compartilharem
de seus conhecimentos.

As amizades que conquistei no curso de mestrado: Patricia Franco e Nadir Boing e aos
demais colegas da turma com quem convivi durante esse periodo.

Aos amigos Marcos Henrique Santos Martins e Elisa Beatriz Macarini por me
ajudarem com elementos necessarios para a escrita desse trabalho.

A minha mae Odete Maria Soares, ao meu namorado José Augusto Melo Corréa e a
todos que torceram e oraram pela concretizagcdo de mais essa etapa da minha vida.

A todos 0s meus amigos: 0s que sempre vejo ou 0s que ha tempos nao encontro, mas
que estdo sempre no meu coragao e compartilham das minhas alegrias...

A todos: MUITO OBRIGADA!



RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo do Esbogo de Curvas,
baseado no uso da interpretagao global das propriedades figurais proposta por Raymond
Duval. Para objetiva-lo, levamos em consideracido a teoria sobre os Registros de
Representacdo Semidtica e, por conseguinte, todo o processo estd voltado para
evidenciar as especificidades das operagdes cognitivas de tratamento e conversao que
possibilitam esta interpretagcdo das propriedades figurais da curva. As operagbes de
tratamento permitem contemplar as transformagdes geométricas de translacéo e simetria
que se consolidam como recursos auxiliares para as interpretacbes e tornam mais
préxima e visivel a relagdo entre a expressao algébrica de uma curva e seu esbog¢o no
plano cartesiano, possibilitando a operagcdo de conversédo entre essas duas formas de
representacdo da curva. O estudo contemplou também uma analise das formas de
abordagem do esbogo de curvas em livros didaticos e evidenciou como resultado uma

tendéncia para uma abordagem pautada no uso de pares ordenados.

Palavras-chaves: Esbogco de curvas, Registros de Representagao Semiodtica, Livro
Didatico.



ABSTRACT

This work is going to show a study about Draft of Curves, refered in the use of the
global interpretation of the picture properties proposal for Raymond Duval. We consider
the theory about the Semiotic Representation Registers and, superficially, all the process
is to evidence the particularities of the cognitive operations of treatment and conversion
that help in this interpretation picture properties of the curve. The treatment operations
permit observing the translations and simetry geometric transformations that consolidate
themselves as auxiliary resources for the interpretations and become nearly and visible
the relation between the algebraic expressions of a curve and its first draft in the
“cartesiano” plane. It makes possible the conversion operation between these two ways of
curve representation. The learning helped an analysis of the Draft of Curves in didactic

books too and evidenced as resulting a bent for a study since of ordered pair.

Key words: Draft of Curves, Semiotic Representation Registers, Didactic Books.
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INTRODUCAO

Na chamada “Era da Informagdo” em que vivemos, a representacao grafica € um
recurso de grande importancia por ser uma forma eficiente de comunicacao,
principalmente de dados estatisticos, como podemos observar tanto nos meios de
comunicacgao escrita quanto em noticiarios na TV.

Por serem também instrumentos de representacao de fendbmenos ou situagdes
cotidianas que precisamos compreender, as diversas formas de representagao grafica
vém merecendo cada vez mais destaque em livros didaticos e sua aprendizagem também
vem sendo cada vez mais cobrada, pois questdes que as utilizam sdo cada vez mais
frequentes em provas e exames vestibulares.

Dentre as mais diversas formas de representagcédo grafica estd presente o esbogo

de curvas, nosso objeto de estudo neste trabalho.
Mas o que é uma curva?

Intuitivamente podemos dizer ser um conjunto infinito de pontos ou o rastro deixado
pelo movimento continuo de um uUnico ponto sobre uma superficie ou até mesmo no
espaco. Todavia, se nos voltarmos para a Histéria da Matematica, veremos que os gregos
definiam curva de uma forma tao restrita que apenas a reta, a circunferéncia e as conicas
poderiam ser consideradas como tal, mas que, com o surgimento da Geometria Analitica,
o conceito de curva foi ampliado e esse objeto matematico passou a ser visto como a
imagem geométrica de uma fungao real de variavel real. E nesse conceito de curva, onde
identificamos a articulagdo de dois registros diferentes (figural e algébrico) para a

compreensao do objeto, que nossa pesquisa se apoia.

No entanto, para entendermos as dificuldades que grande parte dos alunos tém na
compreensao de conteudos matematicos, além do campo especifico da Matematica e sua
histéria, uma abordagem cognitiva pode oferecer grande auxilio e, quando falamos em
Educagdo Matematica, o fato do objeto matematico ndo ser diretamente acessivel aos
sentidos e a variedade de formas que podem ser utilizadas para representar um mesmo

objeto, sdo caracteristicas que tornam o ensino dessa disciplina muito peculiar.

Dessa forma, considerando a grande dificuldade apresentada pelos educandos no
que tange a percepgao de um mesmo objeto sob diferentes formas de representagéo, é
que esta pesquisa vem problematizar o ensino do esbog¢o de curvas para alunos do curso

de nivel médio.
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DEFININDO O PROBLEMA DE PESQUISA

Nossa vivéncia escolar e o uso continuo de livros didaticos tanto no preparo de
aulas, quanto no decorrer das mesmas, nos levou a perceber a forma quase unanime de
trabalhar o esbogo de curvas, entre elas, mais expressivamente, os graficos de fungdes.

Percebemos que a forma mais comum apresentada nos livros didaticos para se
esbocar graficos de fungbes é através de um processo que se inicia pela substituicdo de
valores na lei da fungao representada na expressao algébrica, passa pela organizagédo de
uma tabela de pares ordenados de numeros reais e pela localizagcao no plano cartesiano
dos pontos oriundos destes pares ordenados e termina com a jungao dos pontos no plano
que faz surgir o esbogo da curva.

Para ilustrar o procedimento que acabamos de expor, observemos a figura
seguinte que foi retirada de um livro didatico de ensino médio. Ela mostra a obtengéo da

parabola — curva que representa graficamente a fungao quadratica.

Figura 1
Exemplo 1
Vo constrair o grifico da fusglio ¥ = %4 - |
Primei#ro aribuimes a x algans valores, depois caloulamas o valor
-\.'--rl:-'.'q'u:-nd-mle de v e, em SCRERIHA. MMEAMCIENOS OF [aodilds fid ]:{ar\n (st
IRAINCS.
® yexf=1
- ]
-2 3
=1 i}
] 1
| o
& k]
3 B
Exempla 2
¥amos consiruér o grifion da funglo v = =x@ + 2x,
Repetindo o procedimenio usade no exemplo 1, jemos
x ¥=-x'+Ix
=g =8
-, =3
L] 5}
! 1
F 0
-3
1 -8

Segundo Moretti (2003), este modo de proceder, esbogando individualmente cada
curva, apenas a partir da sua equagao algébrica particular e com o uso de alguns pontos
aleatdrios, impossibilita que se percebam as modificagdes da equacio responsaveis por

modificagdes no grafico e vice-versa.
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O processo ¢ apresentado de forma muito mecanica e repetitiva, podendo gerar a
crenga de que este € o unico procedimento possivel para se obter o grafico a partir da lei
da fungao ou expressao algébrica. E, além disso, as etapas favorecem a compreensao da
curva como uma uniao de pontos e da transformacao de pares ordenados em pontos no
plano cartesiano, mas nao favorece que se compreenda a relacao entre a expressao
algébrica e o esbogo da curva depois de pronto. E como se ndo houvesse ligacdo entre
algebra e geometria.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2004), os temas e
conteudos desenvolvidos durante o periodo de escolaridade basica, devem levar o
individuo a desenvolver competéncias que contribuam na sua formagdo de cidadao.
“Nessa perspectiva, nao so6 a selecéo de temas e conteudos, como também a forma de
trata-los no ensino médio é decisiva” (BRASIL, 2004, p.113).

Refletindo sobre a forma de tratar os conteldos, mais especificamente o esboco de
curvas, nossa pesquisa tera por base a Teoria dos Registros de Representagao Semidtica
e a nogao de congruéncia semantica desenvolvidos, a partir da década de 80, por
Raymond Duval. Para Duval (2003), ha importancia em tratar os objetos em matematica
nas suas mais diversas formas de representacao, compreender suas interligagbes e
ainda, de que maneira modificagbes em uma dessas formas, pode implicar em
modificagdes na outra.

Com relagdo a area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, o0s
préprios Parametros Curriculares Nacionais alertam quanto a necessidade deste tipo de
compreensao, tendo em vista que uma das competéncias que se espera ser adquirida
pelos estudantes de nivel médio, é: “Ler, articular e interpretar simbolos e codigos em
diferentes linguagens e representagdes: sentengas, equagdes, esquemas, diagramas,
tabelas, graficos e representacbes geométricas”’(BRASIL, 2004, p.114). E, mais
especificamente do estudo da Matematica se espera que o educando saiba: “Traduzir
uma situagao dada em determinada linguagem para outra; (...) transformar as linguagens
mais especificas umas nas outras, como tabelas em graficos ou equacgdes.” (BRASIL,
2004, p.114).

Observamos que apesar de considerar a forma de tratar temas e conteudos como
fator decisivo para a aprendizagem, os Parametros Curriculares indicam competéncias a
serem alcangadas pelo educando, mas ndo fazem referéncia a quais metodologias o
professor deve utilizar para que o educando, mediado pela acdo do professor e
interagindo com o objeto de estudo, as alcance. Todavia, quando fala em tradugao e

transformacéao de linguagens, implicitamente podemos perceber a necessidade do uso de
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diversas representagbes, conforme sugere Duval (2003), como condicdo para a

aprendizagem matematica.

Neste contexto, nos questionamos: Como tratar o esbog¢o de curvas proposto
no Ensino Médio sob a perspectiva dos Registros de Representagdo Semiética de

Raymond Duval?

Uma vez analisado do ponto de vista dos registros de representagéo semidtica, o
esbogco de curvas pretende contribuir na aprendizagem matematica para, como
consequéncia, ampliar a educacgédo do aluno numa perspectiva que o leve a desenvolver

suas habilidades e competéncias.

Como diz Moretti (2003 p.160): “O aluno podera perceber certas variagées ou
lugares na curva que s&o, em geral, importantes na interpretagcdo dos fenbmenos que ela
retrata.” Fala esta que vem ao encontro a mais um dos objetivos do ensino da

Matematica, proposto nos Parametros Curriculares Nacionais:

Reconhecer relagbes entre a Matematica e outras areas do conhecimento,
percebendo sua presenca nos mais variados campos de estudo e da vida
humana, seja nas demais ciéncias, como a Fisica, Quimica e Biologia, seja nas
ciéncias humanas e sociais, como a Geografia ou a Economia, ou ainda nos mais
diversos setores da sociedade, como na agricultura, na saude, nos transportes e
na moradia. (BRASIL, 2004, p.117)

Duval defende a interpretagdo global das propriedades figurais, ou seja, a
compreensdao da curva como um todo, sua relagdo com a expressao algébrica
correspondente e a interligagdo entre as modificagbes em uma das formas de
representacdo, que implicam em modificagdes na outra, como uma necessidade no
estudo do esbogo de curvas, a fim de que habilidades (interdisciplinares) como estas,

presentes no trecho do documento acima, sejam adquiridas:

Sem a via de interpretagdo global ndo ha utilizagdo possivel dos graficos
para dar valor intuitivo a escrita algébrica, para expressar analiticamente as
propriedades geométricas, ou,“a fortiori”, para interpretar os graficos nos quais os
eixos representam magnitudes heterogéneas (tempo, distancia percorrida,
velocidade, etc...). (DUVAL, 1988, p.134).

Observando que os livros didaticos apresentam o estudo do esbogo de curvas de
maneira quase unica, refletindo sobre as dificuldades que podem surgir ao se utilizar
apenas esta forma de aprendizagem, bem como sobre alguns dos objetivos do ensino da
Matematica, presentes nos Parametros Curriculares Nacionais, nossa pesquisa pretende
mostrar as contribuicbes de se considerar o esboco de uma curva e sua expressao
algébrica, procedendo com variagdes nas unidades significantes de uma dessas formas

de representagdo e verificando as variagdes ocorridas na outra, ao se esbogar
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graficamente outras curvas semelhantes ou em atividades que tenham por objetivo
relacionar esbogos graficos com as expressdes algébricas correspondentes. Para tanto
nos apoiaremos na Teoria dos Registros de Representagao Semiotica desenvolvida por

Raymond Duval.

Pretendemos contribuir, ainda que em pequena escala, na busca da significagdo do
ensino da matematica por parte dos professores e na compreensao do objeto matematico
esboco de curvas por parte dos educandos do ensino médio. Todavia, ao invés de atingir
alunos diretamente, nossa pesquisa tera professores como publico-alvo, a medida que
fornece elementos para uma reflexdo sobre o ensino do esbogo de curvas na pratica

docente. Assim sendo, pretendemos:

Fazer um estudo analitico do esbog¢o de curvas numa perspectiva que leve
em conta as mudangas de registros de representagdao semiética, tanto figural

quanto algébrico, e que permita uma interpretagao global das propriedades figurais.

Para tanto, iremos:
= Analisar a representacdo de curvas tendo por base a Teoria de Registros de

Representagdo Semiotica;

= Verificar em livros didaticos de ensino médio como é proposto o esboco de

algumas curvas que sao graficos de fungdes;

» Propor uma nova forma de conceber o esbogo de curvas que considere a
interpretacao global das propriedades figurais, associando a representacgéo grafica
a expressao algébrica da curva, apropriando-se de esbogos pré-existentes ao

esbocar outras curvas semelhantes.

Com a finalidade de situar nossa pesquisa entre as ja desenvolvidas na area da
Educacado Matematica, fizemos uma revisao bibliografica do nosso tema, a fim de verificar
0 que ja existe sobre o Esboco de Curvas tendo como base tedrica os Registros de

Representagao Semiotica.

Entre as teses e dissertacbes desenvolvidas nos ultimos dois anos, encontramos a
tese : “Uma professora, seus alunos e as representagdes do objeto matematico fungdes
em aulas do ensino fundamental’(BASSOI, 2006) e a dissertagéo: “Fungao do 1° grau: um
estudo sobre seus registros de representagdo semidtica por alunos da 12 série do ensino
médio.”(LOPES JUNIOR, 2006). Em ambos trabalhos, o objeto matematico em estudo é
fungbes e nao especificamente o esbogo de curvas. No entanto, entre as formas de

representagao trabalhadas estédo tanto o grafico quanto a escrita algébrica das fungdes e
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ha uma preocupacido com a aprendizagem levando em conta as operagdes cognitivas de
conversao e tratamento, o que revela uma proximidade com nossa pesquisa, porém essa
pesquisas se diferem da nossa na metodologia utilizada: o primeiro trabalho utilizou-se de
uma observacao natural do ambiente escolar e o segundo da aplicagao e interpretacao

dos resultados de uma sequéncia didatica.

Colombo(2008) em sua tese, fez uma revisdo dos trabalhos sobre Representagao
Semiodtica produzidos na década de 1990 e no periodo de 2000 a 2005. Entre eles
encontramos trés dissertacoes que estdo relacionadas a nossa pesquisa por que
envolvem de alguma forma a conversao entre diversos registros, incluindo a equacgéao
algébrica e a representacgao gréafica. Todavia essa relagao € indireta porque estao focadas
no objeto matematico fungéo, e nado especificamente no esbogo de curvas. Além disso,
todas tém como metodologia a elaboracgéo, aplicagéo e andlise de uma sequéncia didatica
e ndo um estudo analitico. Sdo elas: “Fungdo Afim y = ax + b: a articulagdo entre os
registros grafico e algébrico com o auxilio de um software educativo” (SANTOS, 2002), “A
Construgdo da Nog¢ado de Fungdo Linear: transitando em diferentes registros de
representacao semidticos” (SOUZA, 2003), “Introdugcdo ao conceito de funcgdo: a

importancia da compreenséao das variaveis” (PELHO, 2003).

Com relagao a artigos, encontramos “Graphiques e équations : larticulation de
deux régistres” (DUVAL, 1988) e “A translagdo como recurso no esbogo de curvas por
meio da interpretacéo global de propriedades figurais”(MORETTI, 2003). O primeiro trata
especificamente do esbogo de retas por meio da interpretacéo global das propriedades
figurais e o segundo, baseado no que preconiza o primeiro, trata do esbogo de parabolas
e inclui como recurso a translacédo e o uso de uma curva base para os esboco de outras
semelhantes. Ambos servirdo de referéncia para o nosso estudo que pretende mostrar o
uso de propriedades figurais no esbogo de outras curvas que sao graficos de fungdes

estudadas no nivel médio de ensino.
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ORGANIZAGAO DO TRABALHO

Nossa pesquisa sera dividida em trés etapas.

Primeiramente descreveremos elementos da teoria de Registros de Representagao
Semiodtica de Raymond Duval, nosso referencial teérico. Nogdes de registro de
representacao, operagdes cognitivas envolvidas no processo de aprendizagem, e
especificamente o que a teoria contempla sobre o Esbogo de Curvas. Nesta mesma etapa
buscaremos auxilio de outros materiais que relacionem o Esboc¢o de Curvas a teoria dos
Registros de Representagdo Semidtica, ja detectados, que poderdo contribuir para o
desenvolvimento da nossa proposta.

Na segunda etapa, faremos uma pesquisa em livros didaticos de ensino médio que
estejam em uso nas escolas, para verificar como é apresentado o Esbogo de Curvas,
classificando a forma apresentada pelos autores, de acordo com elementos de analise
retirados do referencial tedrico e certificando-nos de que a proposta que apresentaremos
ainda nao esta sendo trabalhada.

Uma vez conhecida e analisada a forma como os livros didaticos apresentam o
Esbogo de Curvas, em um terceiro momento partiremos para a nossa proposta que tem a

intencdo de mostrar uma forma de trabalho diferente daquela encontrada nos livros.
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Capitulo |

A Teoria dos Registros de Representagcao Semiética como Referencial
Teodrico

Este capitulo objetiva-se a mostrar parte da teoria dos Registros de Representagcao
Semidtica de Raymond Duval, a qual servira de base para solucionarmos nossa questao
de pesquisa. Nele apresentaremos alguns conceitos da teoria necessarios a
compreensao de como se da a aprendizagem matematica sob a 6tica de Duval, bem
como o seu estudo sobre a interpretacéo global das propriedades figurais do esboco de
Retas. Remeteremos também ao uso da translagdo como recurso no esboco de
Parabolas — um estudo realizado por Moretti (2003) que também considera os escritos de
Duval sobre o esbogo de curvas.

A Matematica se utiliza de diversas formas de representagao, pois os objetos
matematicos ndo sdo acessiveis diretamente. Nao podemos toca-los ou observa-los por
meio de instrumentos como acontece em outras areas do conhecimento. O Unico meio de
se chegar a um objeto matematico é fazendo uso da representagao.

Mas, o que é representar?

Um dicionario comum apresenta, entre outros significados, “... ser a reproducéao de;
tornar presente; estar em lugar de; substituir...”(FERREIRA, 1986, p.1489).

Duval (2004) afirma que a nogao de representacgéo foi utilizada em trés ocasides
distintas: A primeira foi por Piaget e se deu no periodo de 1924 a 1926, significando
“‘evocacao de objetos ausentes”. A segunda utilizacdo do termo foi de 1955 a 1960,
tratado como “codificacdo de uma informagao” por Broadbent entre outros. Ja a terceira,
foi por volta de 1985, quando o termo representagcdo aparece acompanhado do vocabulo
‘semidtica’, em trabalhos que tratam da aquisicdo de conhecimentos matematicos e
problemas suscitados durante o processo de aprendizagem matematica.

Para entendermos o0 que s&o sistemas de representagdo semidtica, precisamos
compreender primeiramente o que € um sistema semidtico e o que s&o signos.

Um sistema semiético € um conjunto de signos que possuem convengdes e regras
préprias de formagéo e, Colombo (2008), nos diz que “... o signo esta no lugar de algo; é
uma expressao que designa, denota ou representa alguma coisa a alguém sob algum
aspecto”. (p.91)

Dentre os mais diversos tipos de sistemas semidticos, encontramos os que sao,
segundo Duval (2004), sistemas semidticos de representagédo por cumprirem as trés

atividades cognitivas inerentes a toda representagao:
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Constituir uma marca ou um conjunto de marcas perceptiveis que sejam
identificaveis como uma representagdo de alguma coisa em um sistema
determinado, transformar as representagbes de acordo com as unicas regras
préprias ao sistema, de modo que se obtenham outras representagdes que
possam constituir um ganho de conhecimento em comparagdo com as
representacoes iniciais e, por ultimo, converter as representa¢des produzidas em
um sistema de representagdo em outro sistema, de maneira tal que estas ultimas
permitam explicitar outras significagbes relativas aquilo que é representado.

(p.30)

Logo, a linguagem natural, as linguagens simbdlicas, as representacdes graficas e
as figuras geométricas sdo exemplos de sistemas semioticos que cumprem a fungéo de
representacdo, pois, além da fungcdo de comunicacdo, os registros1 destes sistemas

permitem as operagdes cognitivas de tratamento e conversao.
1.1 A OPERACAO COGNITIVA DE TRATAMENTO

Duval (2003) diz que “os tratamentos sdo transformacgdes de representagdes
dentro de um mesmo sistema semioético”. (p.16)

Para exemplificar as operacdes de tratamento, podemos citar a resolucido de uma
equacao, a resolucao de uma expressao numérica sem mudar a forma de representacao
dos numeros, modificacbes na equacao de uma parabola usando a técnica de completar
quadrados e na lei de uma funcao utilizando propriedades de potenciagcdo ou do fator
comum em evidéncia, conforme podemos verificar nos exemplos abaixo:

a) Nos passos da resolugédo da equagao: 2x+15=23.

2x+15=23
2x+154(-15) =23+ (-15)
2x=8

b) Quando escrevemos a expressdo algébrica da parabola y=x>+2x+5 na forma

y—4=(x+1)*, utilizando o procedimento conhecido como “complementagdo do

quadrado”.

" Duval (2003, p.14) usa o termo “registro” de representagao, para designar diferentes tipos de
representacdes semidticas utilizadas em matematica.
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y=x>+2x+5
y=x"+2x+1+4
y—4=x"+2x+1
y—4=(x+1)°

c) Resolvendo a expressao numérica 37 +5-4+70:35-21 da seguinte forma:

37+5-4+70:35-21=
37+20+2-21=
57+2-21=

59-21=

38

d) Ou ainda nas funcgdes:
Seja f uma funcdo de dominio e contradominio real, dada pela lei: f(x)=8-2".
Podemos escrever a lei da fungdo f como f(x)=2"", utilizando para isso propriedades

préprias da potenciagédo. Observe:

f(x)=8-2"
f=22
S =2

Dada a fungéo expressa pela lei de formagédo y = sen(4x+21) também de dominio e
contradominio real, podemos escrever sua lei na forma y = sen{4(x+g)} :

Em todos os exemplos, apesar das modificagbes, observamos que a forma de

representagao foi conservada, o que caracteriza a aplicagao de tratamento.
1.2 A OPERACAO COGNITIVA DE CONVERSAO

Para Duval (2003), além do tratamento, um outro tipo de operagdo cognitiva
presente durante o processo de aprendizagem matematica € o que ele intitula de

conversao:

“As conversdes sdo transformagdes de representagdes que consistem em mudar
de registro conservando os mesmos objetos denotados: por exemplo, passar da
escrita algébrica de uma equacgao a sua representagao grafica”. (p.16)

Podemos entdo apresentar as seguintes situacdes como exemplos de converséo,

voltadas especificamente ao esbogo de curvas:

a) A equacgao dareta y=x-1 e sua representagado no plano:
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Figura 1.1

3 fe)=x-1

b) A equacao da parabola ¥ = -x* e sua representacéo no plano:

Figura 1.2

Em ambos os casos, ha mudanga de registro, pois cada uma das formas de
representagcao (escrita algébrica e representagdo grafica) possui regras proprias de
transformacéo, internas ao sistema semioético, mas em cada um dos exemplos o objeto
matematico é conservado mesmo havendo a mudanga de registro, sdo eles as curvas:

reta no primeiro exemplo e parabola no segundo.

1.3 ANOGCAO DE CONGRUENCIA SEMANTICA

As variagbes de congruéncia e nao-congruéncia sao fenbmenos que se

manifestam mais intensamente nas opera¢des de conversao.
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Quando observamos dois registros de representacdo em que houve uma

conversao, Duval (2003) nos diz que duas situagdes podem ocorrer:

Ou a representagcdo terminal transparece na representacdo de saida e a
conversao esta préoxima de uma situagéo de simples codificagdo — diz-se entédo
que ha congruéncia —, ou ela ndo transparece absolutamente e se dira que ocorre
a ndo-congruéncia. (p.19)

Duas representagdes semioticamente diferentes representam, ao menos

parcialmente, o mesmo conteudo, quando obedecem a trés critérios de congruéncia:

(1°) Possibilidade de uma correspondéncia “semantica” entre os elementos
significantes: A cada unidade significante simples de uma das representagdes, se
pode associar uma unidade significante elementar.

(2°) Univocidade seméntica terminal: a cada unidade significante elementar da
representacdo de partida, corresponde uma Unica unidade significante elementar
no registro de representagédo de chegada.

(3°) Organizagdo de unidades significantes: As organizagdes respectivas das
unidades significantes das duas representacbes comparadas, conduz a
apreender as unidades em correspondéncia semantica segundo a mesma ordem
nas duas representagbes (desde que tenham o mesmo numero de dimensoes).
(DUVAL, 2004, p.53)

Como exemplo podemos citar os resultados de uma pesquisa apresentada por
Duval (1988), realizada com alunos do primeiro preparatdrio e do terceiro secundario, na
Franca, com o intuito de verificar como eles se saiam em tarefas de conversao entre dois
registros. Eles deveriam sombrear corretamente no plano cartesiano as regides
correspondentes a algumas expressodes fornecidas em lingua materna. Posteriormente, a
tarefa foi aplicada apenas a alunos do primeiro preparatério, solicitando que associassem
cada uma das regides sombreadas a expressdo algébrica correspondente dentre varias
citadas. Logo, foram utilizados na pesquisa dois sentidos de conversao e trés formas de
representacdo de um mesmo objeto: lingua materna — representagcdo grafica —
expressao algébrica.

A figura2 seguinte apresenta o percentual do numero de alunos que resolveu

corretamente cada uma das atividades:

ZNa figura 1.3 a expressao algébrica correta e o percentual de alunos que optaram pela resposta correta,
referente a ultima atividade da pesquisa, ndo se encontram em uma coluna lateral, mas sim abaixo de cada
representagao grafica.
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Figura 1.3
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O autor comenta que nos casos A e B, ha congruéncia semantica entre as trés
representacdes (abscissa positiva, semi-eixo X positivo e x > 0 no caso A, por exemplo) e,
portanto, o numero de acertos, para o total das quatro questdes conjuntas destes dois
casos, sao de mesma ordem de magnitude. J& no caso C, as representagdes em lingua
materna e representagao grafica sdo congruentes, mas ndo ha congruéncia alguma entre
a representacao grafica e a expressao xy > 0, o que justifica a brusca queda no numero
de acertos. Na questdo D, ndo ha congruéncia, pois a relagdo ja ndo se expressa nem
discursivamente, nem algebricamente em fungdo dos elementos identificadores do
grafico. No entanto, a ndo-congruéncia é reduzida em D’ com o auxilio da reta y=x, o que

justifica 0 aumento no numero de acertos.
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1.4 O PROCESSO DE APRENDIZAGEM MATEMATICA SEGUNDO DUVAL

Se o unico meio de se acessar um objeto matematico é através de suas formas de
representacao, mas ao mesmo tempo, a representagdo ndo € o objeto em si e jamais se
deve confundi-los, estamos diante de um paradoxo. E, para entendermos como se da
verdadeiramente a apreensdo de um objeto matematico pelos sentidos humanos, é
conveniente observarmos o que Duval (1993) coloca como hipétese fundamental para a

aprendizagem matematica:

‘A compreensao (integral) de um conteudo conceitual repousa sobre a
coordenacdo de ao menos dois registros de representagdo e esta coordenagao
manifesta-se pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de convers&o”.

(p.51).

Cada registro de representacado utilizado para representar um objeto deixara
evidente alguma caracteristica ou propriedade do objeto, as quais n&do estardo tao
evidentes em um outro registro. Como nos diz Moretti (2002): “... de um ponto de vista
cognitivo uma representacao é parcial em relagcdo aquilo que ela quer representar, de um
registro a outro ndo sdo os mesmos conteudos de uma situagao que sao representados”.
(p.347)

Vejamos como exemplo a expresséo algébrica da reta y=0,5x + 2 e seu esbogo no

plano cartesiano:

Figura 1.4

f()=0,5% +2

Para sabermos se um ponto especifico de coordenadas (x,,y,), pertence a esta

reta, ou qual o valor da ordenada de um ponto que pertence a reta, conhecendo sua
abscissa, é conveniente utilizarmos a expressao algébrica. No entanto, os pontos em que
a reta intercepta os eixos coordenados ficam bem mais evidentes na representagao

grafica no plano cartesiano. Dessa forma, a variedade de registros contribuira para a nao
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confusao do objeto com sua representacado e permitira um maior conhecimento do objeto,
tendo em vista que cada registro deixara evidente diferentes propriedades e
caracteristicas do mesmo.

Além disso, conhecendo diversas representagdes de um mesmo objeto e sabendo
fazer a conversao de um registro a outro, podera se escolher o mais conveniente na
resolugdo de um problema, ou seja, aquele que proporcionara uma economia de
tratamento durante a resolucgao.

Convém ainda destacar, com relagdo a compreensado de um conteudo conceitual
que: “se se chama semiosis a apreensdo ou a producdo de uma representagcao
semiédtica, e noesis o0s atos cognitivos como a apreensdo conceitual de um objeto, (...)
nao ha noesis, sem semiosis”. (DUVAL, 2004, p.14-16)

Ou ainda, como assinala Moretti (2002):

Do ponto de vista genético, as representagbes mentais e as semidticas néo
podem estar situadas em dominios distintos. Como assinalam Piaget e Vygotski
citado por Duval(1993,p.38-39): ‘0 desenvolvimento das representagbes mentais
se efetua como uma interiorizagdo das representacdes semidticas do mesmo
modo que as imagens mentais sdo uma interiorizagao dos perceptos’. (p.348)

Vemos assim que ndo pode haver a compreensao de um objeto matematico sem o
uso de diferentes registros de representagao, ou seja, quando se fala em aprendizagem

matematica, é necessario representar para compreender.

1.5 OS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA E O ESBOGO DE CURVAS

Remetendo-nos ao Esbogo de Curvas, temos que a equagdo algébrica e a
representagdo grafica séo dois registros de representagdes de uma mesma curva, mas
que pertencem a sistemas semidticos diferentes.

Entendemos o Esbogo de Curvas como sendo toda a atividade envolvida no
processo que leva da equacéao algébrica a representagao grafica de uma curva.

Se esta atividade for vista como uma simples codificagdo, sera realizada
associando pares ordenados de numeros a pontos no plano cartesiano, o que possibilitara

apenas uma leitura pontual da representacao grafica, gerando uma apreensao superficial.

A regra de codificagdo s6 permite, portanto, duas coisas: ou a leitura de uma
dupla de numeros sobre o grafico a partir de um ponto designado, ou a
designacao de um ponto a partir de uma dupla de nameros. A repeticdo destas
duas operagbes elementares ndo € suficiente para a conversdao de
representacgdes entre os dois registros. (DUVAL, 1993; p.45)

Ainda que inumeros pontos de uma mesma curva sejam identificados no plano

cartesiano pela sua associacao a pares de numeros, o procedimento nao é suficiente para
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garantir o tragco continuo que representa a curva graficamente e muito menos a
compreensao deste processo. Essa garantia apenas pode ser dada pelo conceito de
continuidade, que néo se aplica entre os conteudos do Ensino Médio.

No entanto, é possivel que haja uma apreensao global e qualitativa, desde que
nesta atividade de conversado se consiga levar em conta tanto os valores escalares das
equacgdes (coeficientes) enquanto registros de saida, quanto as variaveis visuais proprias
da representagao grafica (inclinagdo, concavidade, intersec¢do com os eixos) enquanto

registro de chegada, pois, segundo Duval (2003, p.15):

Ha por tras da aplicagdo de codificagdo para passar de uma equagdo a um
grafico cartesiano, a necessaria articulagdo entre as variaveis cognitivas que séo
especificas do funcionamento de cada um dos dois registros. Sdo essas variaveis
que permitem determinar quais as unidades de significado pertinentes, que
devem ser levadas em consideragdo em cada um dos dois registros.

Duval (1988, p. 236) classifica o esbogo de curvas como uma atividade de trés

tipos distintos quanto a forma de realizar o tragado:
(1) O procedimento por pontos
(2) O procedimento de extensdo de um tragado efetuado
(3) O procedimento de interpretagao global das propriedades figurais

O procedimento do tipo (1) é bastante presente nos livros didaticos: pontos obtidos
por substituicdo na expressdo da fungdo sao localizados em um sistema de eixos
graduados para que em seguida a curva possa ser tragada através da jungdo desses
pontos. Nesse modo de proceder nao ha ligagao entre o grafico e a expressao algébrica
da fungao correspondente. Diversos problemas podem surgir devido ao fato de que se ha
congruéncia semantica entre um par ordenado e a sua representacdo cartesiana, o
mesmo nao se pode dizer de um conjunto de pontos no plano cartesiano e uma regra

matematica a ele equivalente.

O tipo (2) caracteriza o esbogo de curvas por meio de atividades de interpolagao e
extrapolacao. Esta via ndo se apdia sobre o conjunto finito de pontos marcados como no
caso do procedimento (1), mas sim sobre o conjunto infinito dos pontos potenciais, ou
seja, sobre os intervalos entre os pontos marcados, pois, no caso da interpolagéo3, por
exemplo, uma das necessidades de seu uso se da quando sdo conhecidos somente os

valores numéricos da fungao para alguns pontos, mas ha necessidade de se calcular o

3 Segundo Ruggiero e Lopes (1996,p.212),interpolar uma fung&o f(x) consiste em aproximar essa fungdo por
uma outra fungéo g(x), escolhida entre uma classe de fungdes definida a priori e que satisfaga algumas
propriedades. A fungao g(x) é entdo usada em substituicdo a fungao f(x).
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valor numérico de um ponto ndo conhecido, o qual podera ser determinado de forma
aproximada através da funcao interpoladora.

No modo (3), o conjunto tragado/eixo forma uma imagem que representa um objeto
descrito por uma expressdo algébrica. Este modo permite que se identifiquem as
modificagdes possiveis conjuntamente na imagem e na expresséo algébrica. Como diz
Duval, "neste tipo de tratamento ndo estamos em presenga da associacdo um ponto «
um par de numeros, mas na associagao variavel visual da representacdo <> unidade
significativa da escrita algébrica." (DUVAL, 1988, p.237)

O procedimento do tipo (3) foi estudado por Duval para o caso das retas. O quadro
seguinte mostra como ele identificou as variaveis visiveis da representagdo grafica de

uma reta e as unidades simbdlicas das equacdes algébricas e relacionou-as:

Variaveis visuais Valores Unidades simbdlicas correspondentes
Sentido da inclinagdo | ascendente coeficiente > 0 auséncia do simbolo -
descendente coeficiente < 0 presenca do simbolo -
Angulo com os eixos | particdo simétrica coef.var.=1 nao tem coef. Escrito
angulo menor (45°) coef.var<i
angulo maior (45°) coef.var>1
Posicao sobre o eixo | corta acima acrescenta-se sinal +
uma constante
corta abaixo subtrai-se uma sinal -
constante
Corta na origem nao tem
corregao aditiva

(DUVAL, 1988, p.240).

1.5.1 Estudando o procedimento de interpretacao global das propriedades figurais

no esboco de retas

Com base na tabela formulada por Duval (1988, p.240), mostrada acima,
apresentamos um estudo que nos permite conhecer as variaveis visuais e quais sdo os
valores que cada uma delas pode assumir no esbo¢o de uma reta no plano cartesiano,
bem como a relagéo existente entre estes valores e as unidades simbolicas presentes (ou
ausentes) na expressao algébrica da reta. Este estudo nos ajuda a compreender o
esbogco de retas de maneira global e qualitativa pois estamos associando diretamente
elementos figurais do esbogo no plano a expressao algébrica da reta na forma y=ax+5b.
Sentido de inclinagao

A variavel visual sentido de inclinacdo pode se apresentar de duas maneiras.

Sentido de inclinagdo ascendente: considerando uma leitura do grafico no sentido
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da esquerda para a direta, as retas que possuem este sentido de inclinagdo percorrem do
3° ao 1° quadrante podendo passar pelo 2° quadrante, pelo 4° quadrante ou pela origem
dos eixos.

Sentido de inclinagao descendente: considerando o mesmo sentido de leitura do
grafico, as retas que possuem sentido de inclinagdo descendente percorrem do 2° ao
4°quadrante podendo passar pelo 1° quadrante, pelo 3° quadrante ou pela origem dos
eixos.

O sentido de inclinagao tem uma relagéo direta com a unidade simbdlica que Duval
chama de coeficiente, ou seja, com o valor que acompanha x e que, na expressao
algébrica esta indicado por ‘a’. Se este valor for positivo (ndo esta acompanhado do
simbolo -), a reta tera sentido de inclinacdo ascendente. Exemplos: y=x+1, y=x,
y=x—-1, y=05x, y=05x-2, y=05x+2,y=2x+3,y=2x-3,y=2x.

Caso o valor de ‘@’ seja negativo, vem acompanhado do simbolo - e a reta tem
sentido de inclinacdo descendente. Exemplos: y=-x+1, y=-x, y=—-x-1, y=-0.5x,
y=—05x-2, y=—05x+2,y=-"2x+3,y=-2x-3,y=-2x.

Angulos com os eixos

O angulo que a reta forma com o eixo x, esta também, diretamente relacionado ao
coeficiente ‘a’ da expressao algébrica. Se este coeficiente tem moddulo igual a 1(néo
aparece na expressao algébrica), o dngulo que a reta forma com o eixo X (e neste caso
com o eixo Y ou com uma reta paralela a ele) tem medida de 45°, indicado na tabela da
pagina anterior, na coluna Valores como partigdo simétrica. Exemplos: y=x+1, y=x,
y=x-1,y==—x+1, y=—x, y=—x-1.

Se este coeficiente for, em modulo, um valor menor que 1, o angulo que a reta
forma com o eixo X tem medida inferior a 45°. Exemplos: y=0.5x, y=0.5x-2,
y=05x+2, y=-05x, y=-05x-2, y=-05x+2.

Ja um coeficiente com valor maior que 1, em moddulo, indica um angulo entre a
reta e o eixo X com medida superior a 45°. Exemplos: y=2x+3, y=2x-3, y=2x,
y==2x+3, y=-2x-3, y=-2x.

Esse coeficiente é a medida da tangente do angulo formado entre a reta e o eixo X.
Posicao sobre o eixo

Se a reta intercepta o eixo das ordenadas acima do eixo das abscissas, a
expressao  algébrica apresenta uma constante ‘b’ positiva. Exemplos:
y=x+1,y=—x+1,y=05x+2, y=—05x+2,y=2x+3,y=-"2x+3.

Se a reta intercepta o eixo das ordenadas abaixo do eixo das abscissas, a
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expressao algébrica apresenta uma constante ‘b’ negativa. Exemplos: y=x-1,
y=—x-1,y=05x-2, y=-05x-2, y=2x-3, y=-2x-3.

Se esta interceptagéo for na origem, a constante vale zero e ndo esta explicita na
expressao algébrica, observamos, na verdade, a auséncia da constante ‘b’. Exemplos:
y=x,y=—-x, y=05x, y=-05x, y=2x, y=-2x.

Esta constante corresponde a ordenada do ponto de interseccdo da reta com o
eixo Y.

Esbog¢ando graficamente os exemplos

Com base no estudo feito, montamos uma arvore de possibilidades para as retas
exemplificando cada possibilidade e, na sequéncia, esbogamos graficamente cada um
dos exemplos, conforme pode ser visto na tabela e nas figuras 1.5 a 1.22 localizadas em
Anexo (p.133).

Encontramos um total de dezoito possibilidades de reta, seguindo os critérios da

classificagdo de Duval (1988, p.240): variaveis visuais e valores.

1.5.2 Estudando o procedimento de interpretagcdao global das propriedades figurais

no esbogo de parabolas que sao graficos de fungdes polinomiais do 2° grau

Interpretar as propriedades figurais de outras curvas nao é tdo simples quanto para
a reta, requer nogdes de limite e derivada, caso a forma da curva nao seja conhecida a
priori. Nocoes estas, que nao estdo contempladas entre os contelidos do ensino de Nivel
Médio.

Apesar disso, Moretti (2003) mostra como manter a relagao entre variavel visual de
representagdo e unidade significativa da escrita algébrica para a fungdo quadratica,
usando como recurso a translagado. Conhecendo a forma de uma curva podemos, a partir
de seu esbogo — usando propriedades da curva e a interpretacdo global das propriedades
figurais, proposta por Duval (1988) — chegar a representagao grafica de outras curvas

semelhantes, por exemplo, “as parabolas com equagbes gerais do tipo

y=ax2+bx+c,sendo a =0, becconstantes reais, podem ser esbocadas a partir de

deslocamentos de parabolas com vértice localizado na origem (y=ax®)” (MORETTI, 2003,

p.153). Isso possibilitard reconhecer quais modificagdes na expressao algébrica refletem
em modificagdes na expressao grafica da curva e vice-versa, o que contribuira para uma

melhor aprendizagem, pois:



35

As unidades significantes de um grafico correspondem aos valores de diferentes
variaveis visuais. O aluno que nao discrimina estas variaveis € como se fosse
cego para a conversao inversa aquela que se ensina habitualmente. Isto quer
dizer que ele tem poucas oportunidades para fazer uma “leitura correta” dos
graficos. (DUVAL, 2004, p.60).

O uso da translagao no esbogo do grafico da fungao polinomial do 2°grau

Usando alguns exemplos vamos verificar como obter o grafico de parabolas que

tém como equacido geral y=ax2+bx+0, sendo a,b,ce R, a=#0 a partir do

, ~ 2 % . , g ,
deslocamentos de parabolas com equagao geral y=ax", aeR , cujo vértice esta
localizado na origem do sistema cartesiano, conforme sinalizou Moretti(2003).

O coeficiente «

Observemos o grafico da parabola que tem como equagédo geral y=x
(azl,b:O,c:O)

Figura 1.23

Agora vejamos o grafico de y=-x" (¢ =-1b=0,c=0)
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Figura 1.24

Observemos entado, o que ocorre variando o valor do coeficiente a, permanecendo

comb=c=0

Figura 1.25
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Figura 1.26

g9=2¢

f(x)=-0 5%

Observando as duas figuras anteriores, notamos que o sinal do coeficiente a
determina se a parabola tera concavidade voltada para cima ou para baixo e que o valor
do coeficiente a esta relacionado diretamente ao tamanho da abertura da parabola. A
auséncia dos coeficientes b e ¢ determina parabolas centradas na origem do sistema
cartesiano, as quais conhecemos o esbogo utilizando o procedimento de ligacdo de
pontos oriundos de uma tabela de pares ordenados.

Diferentes parabolas com o mesmo coeficiente «

Modificagbes algébricas na equagao geral y = ax’ +bx+c podem fazer com que os

esbogos de parabolas que tém o mesmo coeficiente a sejam obtidos a partir de
. . . . ~ , 2 .
deslocamentos verticais ou horizontais (translagao) da parabola ¥ =ax" | ou seja, uma vez

. 2 ~ . .
conhecido o esbog¢o da curva Y =ax" | ndo precisaremos mais recorrer a uma tabela de
pontos para a obtencdo de outras parabolas com o mesmo coeficiente a, se usarmos
como recurso a translagao.

Vejamos exemplos nos quais a=1:
a) y=x’+8

Esta expressdo algébrica pode ser escrita, sem perda de generalidade como:
y -8 =x* ou ainda y-"8 = x*. Que ¢ obtida graficamente com uma translagao vertical de
oito unidades para cima da parabola y=x?, ou seja, € uma parabola com mesma

abertura desta, mas com novo vértice no ponto de coordenadas (0,8).
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Figura 1.27

16 f(x) = x*
gx)=x*+8

b) y=x*-5
De maneira analoga, podemos escrever esta expressdo, na forma y + 5 = x*, ou

ainda y-" 5= x2, obtida graficamente também como uma translagéo vertical de y = x?,

neste caso, de cinco unidades para baixo.

Figura 1.28

fo) =x2
g0 =x-5

c)y = x*+2x +1
Notando que a expressdo algébrica desta curva corresponde a um trinémio
quadrado perfeito e pode ser escrita como: y = (x+1)*, ou ainda y = (x -'1)2 , percebemos

que sua curva corresponde a uma translagéo horizontal da curva y = x*> de uma unidade
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para a esquerda.

Figura 1.29

Y] 00 =x2

ae) =x2+2x +1

d)y = x*- 6x +9
De maneira analoga a anterior, esta expressao algébrica também corresponde a
um trinbmio quadrado perfeito: y = (x-3)2 ou y-= (x -*3)2 e sua curva também pode ser

obtida a partir da translagéo da curva y = x*em trés unidades para a direita.

Figura 1.30

y f(x) =x*
15 gx) =x*-6x+9

Notamos que nos exemplos a e b, nos quais as expressdes algébricas tém

. . . ~ . . 2
coeficiente b nulo, as curvas podem ser obtidas por translacdes verticais da curva y =x".
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Por outro lado, nos exemplos ¢ e d nos quais b e ¢ sao valores reais diferentes de zero

mas, a expressao algébrica corresponde a um trinbmio quadrado perfeito, as curvas

podem ser obtidas por translagao horizontal da curva y = x?

Ressaltamos ainda que as formas y-*8=x*, y-"5=x>, y=(x—-"1e

2 ~ ’ . ~
y:(x— +3) de escrever as expressdes algébricas das curvas, favorecem a observagao

direta do vértice da parabola transladada, bem como o sentido do deslocamento da

translagao,ou seja, “‘tém um maior grau de congruéncia semantica com as translagoes ja

descritas”(MORETTI, 2003, p.155), 0 que ndo ocorre com as formas y—8=x", y+5=x",

y=G+1)?, y=(x-3)", nas quais os sinais + ou — podem dificultar a percep¢do do
sentido da translagao.

Observemos agora a equacgédo y = x’- 3x +7. Seu coeficiente b é ndo nulo e ela
nao representa um trinbmio quadrado prefeito.

Neste caso, Moretti (2003) assinala que é possivel transforma-la em um quadrado

perfeito aplicando operagdes de tratamento algébrico, a fim de que seja possivel esbogar
graficamente a curva usando ainda a translagdo da curva y = x*.
Vejamos:
y = x%- 3x +7
y = (x-1,5)°+ 4,75
y-4,75 = (x-1,5)
y-"4,75 = (x-"1,5)
Assim, a expressdo y = x°- 3x +7 & equivalente a expressdo y-"4,75= (x-"1,5)° e
torna-se visivel que sua curva pode ser obtida transladando a curva y = x’ verticalmente
em 4,75 unidades para cima e horizontalmente em 1,5 unidades para a direita ou vice-

versa conforme pode ser observado nas figuras 1.31a e 1.31b.



Figura 1.31a

f(x) =x*
g(x) =¥ +4,75
he) =x2-3x+7

-10.5 -9 -15 -6 45 -3 -1.5

45 6 5

Figura 1.31b

) =»
gx¥) =x*-3x+2.25
h(x)=x*-3x+7

45 8 75 g X
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Em todos os exemplos aplicamos operagdes de tratamento na expressao algébrica

~ 2 ~
e na translagdo da curva Y=X que resultaram na conversdo de cada uma das

expressoes algébricas nas representagdes graficas correspondentes.

As mesmas operagdes aplicadas nesses exemplos nos quais a curva usada como

. 2 . .
base foi a de ¥y =x", podem ser aplicadas em outros, nos quais a curva usada como base

. 2 . . . .
seja a de ¥y =ax"e, o coeficiente a assuma outros valores reais diferentes de 1.

Vejamos dois exemplos onde mostraremos em cada um deles a translagdo nos

dois sentidos:

1) a tem moédulo maior que 1: y = 2x* +12x +15



y = 2x2+12x+15
y = 2(x?+6x+7,5)
y = 2[(x+3)7-1,5]

y = 2(x+3)?-3
y + 3 = 2(x+3)?
y - 3=2(x - "3)?
Figura 1.32a
f(x) = 2
f g =2¢-3
h(x) =22 + 12x + 15
9
66 546
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|
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Figura 1.32b
f(x) = 2
g(X) =22 +12x + 18
f h(x) =22 + 12x + 15
g
66
2\\\
9 5 a 5 AN 9
} G
1 2
|
|
i
o

2) a tem modulo menor que 1: y = - 0,5x°+ 4x +5

42
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= - 0,5x%+4x+5
=-0,5(x*- 8x -10)
=-0,5[(x - 4)*- 26]
y=-0,5(x-4)% +13
y-13=-0,5(x - 4)
y-"13=-0,5(x -*4)?

Figura 1.33a
¥ f(x) = - 0,5%2
77777 a(x) =- 05X +4x- 8
L T h(x) =- 05 +4x +5
i
10 |
|
|
|
i
5+ |
|
e | 4B
= :
T T T T T \U ‘ " T
-20 -16 -12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 X
f T .
Figura 1.33b
¥ f(x) = - 0,582
gx) =-05x +13
h(x)=-05x +4x+5
4426
///
T T T T , T
-20 A =if2 -8 8 2! 16 20 X
f 5
-10
Consideragoes

Com base nos exemplos vistos, vamos destacar, de maneira geral, as percepgoes

adquiridas com o uso da translagao no esbogo do grafico da fungéo polinomial do 2°grau.
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Notamos que, quando na equacao geral os coeficientes b e ¢ sdo nulos e o

coeficiente a é positivo, temos parabolas com vértice na origem do sistema cartesiano e

concavidade para cima e que diferem da parabola ¥ = x* apenas na abertura, sendo esta
maior em parabolas cujo o valor de a tem mddulo menor que 1, e menor em parabolas
cujo o valor de a tem moddulo maior que 1. Se o coeficiente a for negativo, a concavidade
sera para baixo e, neste caso, teremos parabolas que diferem de y=-x> apenas na
abertura. Ou, podemos dizer ainda que para cada expressao algébrica com coeficiente ‘a’
negativo, a parabola sera simétrica em relagdo ao eixo X, a parabola de mesma

expresséo algébrica com ‘a’ positivo. Por exemplo, conhecendo o grafico de y =4x’, o

gréafico de y = —4x’, pode ser obtido por simetria do anterior em relagdo ao eixo X.

Ja em equacgdes nas quais somente o coeficiente ‘b’ € nulo, as parabolas com

. e « . P ~ 2
mesmo coeficiente ‘a’ diferem da parabola que tem equagao geral y=ax" apenas por
uma translacao vertical para baixo ou para cima no eixo Y, que € determinada pelo valor

real do coeficiente ‘c’.

Para os casos em que o membro ax’+bx+c da equagdo geral da parabola

representa um trinbmio quadrado perfeito, temos uma translacao horizontal da parabola

cuja equagao geral é y=ax’ (mesmo valor de a em ambas) para a esquerda ou para a
direita do eixo X.

Nos demais casos, nos quais ndao se tém estas particularidades, aplicamos
tratamento algébrico que corresponde a técnica de completar quadrados na equagao

geral, de modo a evidenciarmos as translagdes (horizontal e vertical) que deverao ser

. , ~ 2 .
feitas na parabola que tem equagédo geral y=ax" (com o mesmo valor de a) a fim de
obtermos o grafico da parabola cuja expressao algébrica nos foi fornecida. Para tanto é
necessario que o coeficiente a seja colocado em evidéncia antes de se completar o

quadrado na expresséo. Como exemplo nos reportamos as expressoes

y=2x"+12x+15 ¢ y=-0,5x"+4x+5 e suas respectivas representagdes graficas ja
vistas.
Agindo desta maneira, o ato de esbogar curvas que se baseia em uma tabela de

pontos € usado apenas para que se conhega a curva base, ou seja, aquela cuja

~ 2
expressao tem a forma y=ax". Para outras semelhantes, com mesmo valor para o
coeficiente ‘a’, o uso da translagédo como recurso favorece a uma relagéao mais direta entre
a expressao algébrica e o esbogo da curva no plano como um todo, conforme sugere

Duval (1988). Dessa forma, a curva nao € vista apenas como a ligagao de alguns pontos
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previamente determinados, tendo em vista que os procedimentos utilizados por Moretti
(2003) no esbogo de parabolas, levam a compreensao da conversdao da expressao
algébrica na representagao grafica da curva a medida que séo identificadas unidades
significativas pertencentes as duas formas de representacédo e as variagdes via
tratamento algébrico na expressao algébrica, possibilitam a identificagdo das variagbes de
deslocamento (translagdo) na representagao grafica. Dessa forma, a conversdo de um

registro em outro ndo se resume a uma simples codificagao.
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CAPITULO Il

Analise de Livros Didaticos

Esta andlise objetiva verificar como é proposto, em livros didaticos de ensino
médio, o esbogo de curvas. Pesquisamos, através de um banco de dados do FNDE?,
cada uma das escolas estaduais do Estado de Santa Catarina situadas na regido da
Grande Floriandpolis, gerenciadas pela 182 GERED® e formada pelos municipios de:
Aguas Mornas, Angelina, Anitapolis, Anténio Carlos, Biguagu, Floriandpolis, Governador
Celso Ramos, Palhoga, Santo Amaro, Sao Bonifacio, Sdo José, Sao Pedro de Alcantara e
Rancho Queimado, a fim de identificarmos o livro didatico de matematica adotado para o
ensino médio no ano de 2006.

A tabela seguinte relaciona as cole¢des adotadas com o numero total de escolas

que as adotaram.

Colecao/Autor(es) Numero de escolas que adotaram a

colecao

Matematica Aula por Aula 24

Barreto & Silva

Matematica 11
Dante
Matematica — Ciéncia e Aplicagdes 08

lezzi,Dolce,Degenszajn & Périgo

Matematica — Ensino Médio 05

Smole, Vieira & Kiyukawa

Matematica 04

Bianchini & Paccola

Matematica 02
Paiva

Matematica — Uma atividade humana 01
Longen

Faremos a analise das colecbes citadas nas trés primeiras linhas da tabela, por
serem essas as adotadas pelo maior numero de escolas.

Nesta analise, verificaremos se é apresentado e como é apresentado o esbogo

* Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacéo.
® Geréncia de Educacéo.
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de curvas das fungdes: polinomial do primeiro grau, quadratica, trigonométricas (seno e
cosseno), exponencial e logaritmica, segundo a classificagdo feita por Duval (1988), ou
seja, pesquisaremos a relagao que é feita entre a expressao algébrica (lei da fungao) e a
representacao grafica (esbogo do grafico) da curva, para cada uma destas fungdes, a fim
de identificar o tipo de procedimento usado na apresentacdo do esbogo de curvas em
cada obra:

(1) O procedimento por pontos

(2) O procedimento de extensdo de um tragado efetuado

(3) O procedimento de interpretagao global das propriedades figurais

2.1 COLECAO MATEMATICA AULA POR AULA

Esta colecao é formada por trés volumes. Cada um deles destina-se a uma série
especifica do ensino médio.

Nossa analise abordara o primeiro volume, dividido em nove unidades, pois nele
encontramos o estudo das funcbes que pretendemos analisar € o esbogo de suas
respectivas curvas nas seguintes unidades:
= Unidade 2: Funcbes
= Unidade 3: Fungé&o polinomial do primeiro grau
= Unidade 4: Fungédo polinomial do segundo grau (quadratica)
= Unidade 5: Funcio exponencial
= Unidade 6: Funcéo logaritmica
= Unidade 8: Trigonometria

A Unidade 2 apesar de ndo referir-se a nenhuma funcido especifica, merece
destaque por apresentar um tépico denominado Grafico Cartesiano que mostra a
associacao entre pares ordenados e pontos no plano cartesiano. Esse assunto é tratado
dentro do capitulo Pré-requisitos para o estudo de fungées. Isso nos da indicativos de que
o procedimento por pontos, do tipo (1) na classificagdo de Duval(1988), sera bastante
utilizado no esbogo do grafico das fungdes.

Destacamos também que o estudo das fungdes trigonométricas € revisto no
segundo volume dessa colegcdo, na unidade Retomando e aprofundando Trigonometria.
No entanto, como a parte da unidade referente as fungdes trigonométricas é apresentada
de maneira idéntica a do primeiro volume, tanto ao descorrer sobre o conteudo quanto

nos exemplos e exercicios, julgamos desnecessaria a sua analise.
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2.1.1 Unidade 3: Func¢ao polinomial do primeiro grau

No terceiro capitulo desta unidade — Grafico de uma fungdo do 1° grau -
encontramos os topicos: Representagéo grafica de uma fungéo do 1° grau e Construgéo.

O primeiro deles informa que a curva que representa o grafico de uma fungéo do
tipoy =ax+b,(a#0) € uma reta e o segundo mostra como esbogar graficos deste tipo de

funcdo em dois passos, seguido de exemplos de aplicagao:

A construgao do grafico de uma fungéo do 1° grau, y = ax + b, pode ser feita:
1°) Atribuindo-se alguns valores reais a x e obtendo-se valores de y, correspondentes,

organizando-os em uma tabela.
2°) Localizando no plano cartesiano os pontos (x,y) e tragando a reta que passa por eles.

(BARRETO; SILVA, v.1,p.84)

Figura 2.1

Exemplo

7 Vamos construlr o gmﬁco da fungao f: ER — JR deﬁmda por Y- 2X 4

";4. ¥;'—’4¢‘: 4’;;—8‘?:1 T y : _Pares (?)r'denados.
2 (- 1)—4—\—2—4——6! -
{ , 4 16 7'(_1r_6)

2 W-i=2- o= 0w
x5 0 o i 12 L3
o O b 4= 20 20
, . 52 6o

' 'QQ’pazsso

L Como o graﬁco da fungao do 1°‘ .
~grau é uma reta, observamos que
. sua,construgao‘pode ser feita com
_ base em ‘apenas dois pontos.

Note que o ponto em que a reta
_ intercepta o eixo & tem o valor de
: x igual 2 2, que € a raiz da fungao
ou zero da fungao

Este procedimento mostrado no exemplo é repetido em exercicios resolvidos.

Depois sao sugeridos exercicios propostos com enunciado e itens semelhantes.
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2.1.2 Unidade 4: Fungao polinomial do segundo grau (quadratica)

No caso da fungcdo polinomial do segundo grau, a citacdo do tipo de curva
(parébola) que representa o grafico destas fungdes € seguida de dois exemplos de
construgcado do grafico que tém o intuito de mostrar que a parabola podera ser de duas
formas: com concavidade para cima ou para baixo, sendo concavidade o assunto
subsequente. A parabola cuja expressdo algébrica € y=x’-2x-3, é um destes

exemplos e pode ser vista na figura :

Figura 2.2
ey
—2I'5
=1l 0
03
1) —4
e
e s
45

Para o caso em que a parabola tem concavidade para baixo, o exemplo
apresentado € a constru¢cdo da parabola que tem como expressdo algébrica
y=-x"+2x+3, que segue o modelo de construgdo andlogo ao de y=x>-2x-3:
construcdo de uma tabela de valores que representam pontos no plano cartesiano, cuja

jungao nos da o esbogo da parabola.

2.1.3 Unidade 5: Fungao exponencial e Unidade 6: Funcao logaritmica

No caso das fungdes exponencial e logaritmica, os exemplos visam diferenciar a
curva, cuja expressao algébrica possui como coeficiente a um numero real maior que 1
(a >1) daquela cujo o mesmo coeficiente tem valor real entre 0 e 1(0< a <1). Ligando este
fato ao crescimento ou decrescimento das fungdes. A figura seguinte ilustra esta

diferenciagdo com o exemplo de fungdes exponenciais, conforme apresentado no livro.
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Figura 2.3

1%caso A base é um ntimero real maior que 1: 2> 1

Exemplo: {(x) = 2* ou y = 2*

s ,}_’_i?j
2 4
- 2
.0 1
1
e
1

Fungio crescente

f2}%'éa$q A base é um niimero real, maior que 0 e menor que 1: 0 <a <1

X ’ 1% .
kExem’pIo:f(x) =~ (%j ouy= (_2_) .

- _ljx
. Yy s
2 o
1
! 2
0 L
= >
4 4

Para a fungao logaritmica a forma de apresentagéo é analoga.
Vale destacar que no final da unidade destinada ao estudo da fungdo logaritmica, é
citado o fato das fungdes exponencial e logaritmica serem inversas e que ha simetria

entre seus graficos, conforme ilustra a figura na proxima pagina:
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Figura 2.4

Comparando as inversas

As fungdes exponencial e logaritmica sio fungdes inversas.

Fungdo exponencial
Vi

Fungdo logaritmica

T Y. = logix

Dominio: D(f) =R Dominio: D(f) = R

Imagem: Im(f) = R} Imagem: Im(f) = R
a>1 0<a<1

0
er s graficos > e o ; 2e?
Observamos que os graficos de a* e log, x sdo simétricos em relacio a bissetriz dol
quadrantes.

No entanto, esta propriedade esta presente em apenas um dos exercicios
resolvidos e de forma implicita. E os exercicios propostos, da maneira como sao
enunciados, indicam que a resolucdo deve se basear nos exemplos onde a técnica
presente € a jungdo de pontos no plano obtidos via tabela, ndo sugerem a aplicagédo da
simetria.

Figura 2.5

Resolvido

Faca no mesmo plano cartesiano, o esbogo do gréfico das fungdesy = 10% e y =log,, x
' 10

46. Construir o esbogo do grafico cartesiano das seguintes fungdes:
a) y=log, x c)y=log, x
3
b) y =log, x d)y=Ilog, x
10
48. Esbocar o grafico cartesiano das seguintes fungoes:

a)y=log,x+1
b) y =log,(x-1)
c)y=log, x—1 (BARRETO; SILVA, v.1,p.197)
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2.1.4 Unidade 8: Trigonometria

O esbogo de curvas das fungdes trigonométricas, também se baseia em tabela de
pontos, mas os valores atribuidos a varidvel x nao sdo quaisquer, sao valores cujo 0 seno
€ 0 cosseno sao notaveis e pertencentes ao intervalo [0,211], estudados com maior énfase
nos capitulos anteriores da mesma unidade.

Vejamos mais detalhadamente o caso da fungdo seno. Para a fungédo cosseno a

forma de apresentagao é analoga.
Para mostrar como esbocgar o grafico da fungdo y=senx (figura 2.7), utiliza-se a

tabela de pontos(figura 2.6):
Figura 2.6

Para construir funci
nstruir o grafico da funcio seno, vamos fazer uso da seguinte tabela:

oa

Para esbogar o grafico de y=2senx, todo o processo é repetido novamente sem

que seja feita uma relagdo com a curva de y =senx, entdo ja conhecida.
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Figura 2.8

a)y = 2senx
Construimos a tabela e transferimos os valores para os eixos:

’_;
=

sen x Y= 2senx

0 y=2:-0=0

S1=09

a.|vlal o
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Na sequéncia do capitulo, s&do indicados exercicios propostos.

2.1.5 Consideragoes

Em todas as unidades identificamos capitulos ou sessbes destinadas a
apresentagao da curva e a orientagao quanto ao esbogo da mesma e, em todos os casos
o procedimento utilizado € o que Duval (1988) nomeia procedimento por pontos. Faz-se
uma tabela atribuindo valores a variavel x e calcula-se pela equagao algébrica da fungéo
os valores de y. Em seguida, localizam-se os pontos no plano cartesiano através dos
pares ordenados e, ligando-os, obtém-se a curva que € o esbogo do grafico da fungéo.

A Unica relagédo feita entre a expressao algébrica e a representagcdo grafica da
curva, foi a ligagdo do coeficiente a da expressao algébrica da fungdo polinomial do
segundo grau, com a concavidade da parabola representada no plano cartesiano. E do
coeficiente a da expressao algébrica das fungdes exponencial e logaritmica relacionado
graficamente ao crescimento e decrescimento das fungdes.

Observamos a repeticdo do uso do procedimento por pontos, mesmo se tratando

de curvas semelhantes.
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2.2Colecado Matematica

Esta colecao é formada por trés volumes, um para cada série do nivel médio de
ensino, dos quais nossa analise abordara dois.

Apresentaremos aqui um estudo do terceiro, quarto e quinto capitulos do primeiro

volume e, quarto, sétimo e oitavo capitulos do segundo volume. Capitulos esses,

destinados ao estudo das fungdes, as quais estamos investigando o esbog¢o de curvas.
2.2.1 Volume destinado a primeira série

Neste volume, o terceiro capitulo ndo trata de nenhum tipo especifico de fungéo,
mas merece nossa atencdo por trazer conceitos e nog¢des que serdo retomados nos
capitulos posteriores que estudam os tipos de fungdes. Nele, o esbogo do grafico é
tratado como um instrumento que auxilia na analise da variacdo de duas grandezas.

Existe a preocupacao em definir Coordenadas Cartesianas e Sistema de Eixos
Ortogonais, bem como de exemplificar a localizagdo de pontos no plano cartesiano,
conforme pode ser visto na figura seguinte:

Figura 2.9

22 guadrante i 1% quadrante q

32 guadrante 48 guadrante

Ha também um tépico dentro do capitulo que trata especificamente da construgao
de graficos por meio do procedimento por pontos (DUVAL, 1988). Observemos um dos
exemplos apresentados:



55
Figura 2.10

2 VamOS'CO-nStrUir o grafico da funcdo f: R — R dada por f(x) = 2x + 1.
.Como, neste caso, D = R, vamos escolher alguns valores arbitrarios de x:

Agora, o grafico & o conjunto

 de todos os pontos (x, y), com x
realey = 2x + 1, resultando na
reta da figura ao lado.

O quarto capitulo trata do estudo da funcao afim.

No tdépico deste capitulo que tem por objetivo o esbogo do grafico, inicialmente
prova-se analiticamente que o grafico da fungdo Afim & uma reta. Em seguida, fazendo
uso do axioma: “Dois pontos determinam uma unica reta”, sdo esbogados graficos de
fungdes afins, com o uso de tabelas contendo apenas dois pares ordenados que

representam dois pontos no plano, apesar do esbogo apresentar outros (Figura 2.11).

Figura 2.11

Funcdo afimcoma#0e b #0

f(x) = 2x + 1

Destacamos o grafico da fungdo f(x)=x+2, utilizado para exemplificar que

fungdes do tipo f(x)=x+b(onde o coeficiente angular é 1) tém como gréfico retas que
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sao translagdes da reta bissetriz do 1° e 3° quadrantes do plano cartesiano, representada
algebricamente pela equagdo f(x)=x. Todavia, esta translacdo é apenas apresentada
como uma caracteristica, ndo é utilizada como ferramenta para o esbogo da reta, cuja

construgao sendo precedida de uma tabela de pares ordenados (Figura 2.12).

Figura 2.12
Translacdo @a=1eb #0)

A seguir temos a construcao do grafico da transfacdo f(x)

= X + 2 no plano cartesiang|

Os exercicios propostos que envolvem o esbogo do grafico da fungdo afim
transitam tanto da expressao algébrica para o grafico quanto no sentido inverso, sendo
que em ambos os sentidos, a base é a ligagao de pontos no plano, a qual pode ser feita
via tabela de pares ordenados, para o sentido de conversao equagdo — grafico, ou
resolugdo de sistema de equacgdes, sendo conhecidas as coordenadas de dois pontos
pertencentes a reta, se o sentido de conversao for o inverso, ou seja, do grafico para a
equacao.

Vejamos alguns dos exercicios apresentados na figura 2.13:
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Figura 2.13

46. Dados os grafices das fungdes de R em R, ascrEa)

35, Construa, num sistema cartesizng ertogenal, o st
afuncho fix) = ax + b correspondente:

grafico das sequintes funcdes:

a) fixh =26+ 3 A fi) = =245 L b
b fx) = x + 3 e fi=—2=2x
_ 1
g i —?x-d fi f)=2+ 3
L , X |
- T 1 |
36, Faga o grifico de cada uma das seguintes fungdas: T l':ﬂ L !
a:ﬁx:'--;—x dfg=x—12 :
—34 |
b fix) = —ax &) flx) = —x !
c) fix) =5 f) fy= =3 |

O quinto capitulo do mesmo volume destina-se ao estudo da funcao quadratica.
Relativo ao esbogo do grafico, primeiramente define-se parabola, indica-se seus

elementos e afirma-se que o grafico de uma fungdo quadratica é uma parabola.

Consideremos um ponto F e uma reta d que ndo o contém. Chamamos parabola
de foco F e diretriz d ao conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de
Feded.

A reta perpendicular a diretriz que contém o foco chama-se eixo da parabola. O
ponto (V) da parabola mais proximo da diretriz chama-se vértice dessa parabola.
O vértice (V) € o ponto médio do segmento cujos extremos sdo o foco e a
intersecgéo do eixo com a diretriz.

O grafico de uma fungéo quadratica € uma parabola. (DANTE, 2004, v.1, p.128)

Esta afirmagéo é exemplificada pelo esbogo do grafico de f(x)=x’, realizado via

procedimento por pontos (DUVAL,1988), conforme figura:
Figura 2.14
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Na seqliéncia segue a prova analitica de que o grafico de f(x)=x> é uma
parabola e, separadamente sado estudados os graficos das fungcbes quadraticas cujas

expressoes algébricas tém as formas:
f(x) = ax’
f(x)=ax’ +k

f(x)=a(x—m)’

f(x)=a(x—m)* +k, em todos considerando a = 0.

Grafico da fungio definida por f(x)=ax’(a #0)

Sao apresentados exemplos de curvas cujas expressdes algébricas tém diferentes
valores para o coeficiente a e, por observacéao direta, sdo apresentadas as conclusdes a
cerca da influéncia do coeficiente a, no esbogo da curva, ou seja, na abertura da
parabola. Além disso, verifica-se também que todas as parabolas estdo centradas na
origem.

Seguem os exemplos apresentados:
Figura 2.15

a>0

Vale destacar dois pontos deste topico:
« Uma observagéo feita sobre a simetria de parabolas cujas expressdes algébricas

apresentam coeficientes « com mesmo valor absoluto que diferem apenas pelo sinal: “os
gréficos das fungbes quadraticas f(x)=ax’ € g(x)=a'x’, em que a € a' sS40 nimeros
simétricos, sdo simétricos em relacdo ao eixo x. Veja, por exemplo, os graficos de

f(x)=4x> e g(x)=—4x>:" (DANTE, 2004, v., p.130)
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Figura 2.16

« Uma generalizagao: “é possivel demonstrar que o grafico da fungao quadratica

f(x)=ax* (a#0) € uma parabola cujo foco é F (0,%) e cuja reta diretriz € a reta
a

horizontal y = —4L. (DANTE, 2004, v.1, p.131)
a

Com relagao ao primeiro ponto destacado, ressaltamos que apesar da simetria ser
comentada pelo autor, ambos os graficos sdo feitos via jungcdo de pontos no plano
cartesiano. A observacao deste fato nos leva a crer que a simetria ndo é utilizada como
ferramenta de construcdo, visto que pontos simétricos sdo destacados mais
expressivamente do que a simetria das curvas como um todo, levando-se a pensar que a
garantia da simetria entre as curvas depende mais do reconhecimento de alguns pontos
simétricos do que da simetria dos coeficientes a nas expressodes algébricas.

Quanto ao segundo ponto, € um resultado que auxilia a construgdo da parabola
geometricamente, podemos dizer que se trata de uma propriedade figural importante,
pois, sabendo a localizagdo do foco e da diretriz € possivel construir o grafico da funcao
f(x)=ax* (a#0), a partir da definicdo de parabola, sem a preocupagido de se
estabelecer pares ordenados que satisfagam a expressao algébrica a fim de encontrar

pontos que pertencam a curva.
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Grafico da fungio definidas por f(x)=ax’+k,(a#0)
Inicialmente é feita a comparagao de diversos graficos que tém como expressao
algébrica, leis de formagdo do tipo f(x)=ax’+k e comparados com o grafico de
f(x) = ax*, conforme a figura:

Figura 2.17

Utilizam-se graficos, mas o esbogo das curvas apresentadas ndo € aqui o ponto
principal, o foco do texto esta voltado para a forma do ponto de maximo ou de minimo que
é do tipo (0,k). Isso pode ser observado também nos exercicios que sao propostos neste
tépico, eles tém como tarefa indicar o vértice de parabolas deste tipo, ou identificar se
elas possuem valor maximo ou minimo. Todavia, observamos elementos diferentes no
esboco destas curvas. Ao invés do procedimento por pontos, o uso da translagao:

Repare que o gréafico de f(x)=ax’ +k € congruente ao gréfico de f(x)=ax’,
porém sua posi¢ao &€, em valores absolutos, k unidades acima ou abaixo, conforme k seja
positivo ou negativo. A parabola corta o eixo y no ponto (0,k). (DANTE, 2004, v.1,p.133)

Grafico da funcgéo definida por f(x)=a(x—m)*,(a #0)

Utiliza-se o procedimento por pontos via tabela para o esbogo de duas curvas
particulares e, a partir da observagao deste exemplo, séo feitas generalizagbes a respeito
do esbogo das curvas do tipo y=a(x—-m)*>, como um todo. Estas generalizagdes

apresentam elementos que auxiliam o esbogo de curvas sem o uso do procedimento por
pontos, pois dado idéia da concavidade, da forma e da posicdo da parabola no plano
cartesiano a partir de uma outra parabola, que esteja centrada na origem, desde que
ambas tenham o mesmo valor para o coeficiente « em suas expressodes algébricas.

Apesar do uso de uma tabela de valores que correspondem a pontos da parabola,
a idéia de translagao de curvas esta presente.

Vejamos o exemplo e as generalizagdes:
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Figura 2.18

De um modo geral, temos que:

e O gréfico de f(x)=a(x-m)*€ congruente ao grafico de f(x)=ax*, POrém sua
posicéo, em valores absolutos, € m unidades a direita ou a esquerda do grafico
de f(x)=ax’, conforme m seja positvo (m>0) ou negativo (m<O0),
respectivamente.

e se g>0, aconcavidade da parabola é para cima e ela tem um ponto minimo
(m,0); se a<0, a concavidade é para baixo e a pardbola tem um ponto
maximo (m,0).

e 0 grafico é simétrico em relagdo a reta x=m e essa reta é o eixo da parabola.

e & possivel provar que o grafico da fungdo quadratica y =a(x—-m)*, (a>0), e

m € R é uma parabola cujo foco é o ponto F(m,ij e cuja diretriz é a reta
4a

horizontal y= _ (DANTE, 2004, v.1,p.133-134, grifo nosso)
4a

Os exercicios propostos neste topico ndo tém como tarefa explicita esbocar os
graficos, mas, dada a equacéao algébrica, identificar os elementos: eixo, vértice, foco e

diretriz.

Grafico da fungio definida por y=a(x—m)* +k, (a+0)
No esbogo de graficos de parabolas, cujas expressdes algébricas tém esta forma, o
autor une as informacoes sobre translacdo apresentadas nos dois topicos imediatamente

anteriores. Notamos que ele apdia-se no recurso da translacdo a partir da curva
f(x) =ax’ e abandona o procedimento por pontos.
O exemplo apresentado mostra claramente o esbogo das curvas i(x) =2(x+3)* +1

e g(x)=2(x—23)’ +1 obtidas a partir da translagdo da curva f(x)=2x".
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Figura 2.19

O autor salienta ainda que, para este tipo de parabola, “o foco é o ponto F

(m,kJrLj , a diretriz € a reta horizontal y=k—4L e o vértice € o ponto V (m,k)”.
4a a

(DANTE, 2004, v.1, p.135)
2.2.2 Volume destinado a segunda série

Neste volume analisaremos o quarto, o sétimo e o oitavo capitulos, nos quais sao
apresentados os esbogos das curvas das fungdes trigonométricas, exponencial e
logaritmica respectivamente.

No quarto capitulo, o tépico que trabalha o grafico da fungdo seno, indica como
fazé-lo através do procedimento por pontos, sendo que os valores dados a variavel x
(abscissa dos pontos) sao notaveis e apresentados em capitulo anterior. Neste esbocgo, o
grafico é apresentado apenas para o dominio [0,217] e, depois, a fungdo é estendida para
todos os reais (f:R — R) e apresenta-se a curva, nestas novas condi¢oes.

Ainda no mesmo capitulo e de modo analogo, no tdpico relativo ao grafico da
fungcdo cosseno (y=cosx), € mostrado o esbogo desta curva, via procedimento por
pontos.

A figura 2.20 mostra o grafico da fungdo seno para o intervalo [0,211] com a

respectiva tabela de valores, conforme apresentada no livro:
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Figura 2.20

. BRI
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senx | 0 |05 |07 | 0% | i [ 09 1707 [ 05 | o
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No topico seguinte, o autor exemplifica fungdes que ele denomina “do tipo
trigonométricas” (DANTE, 2004, v.2,p.65). Os exemplos nos indicam implicitamente que
ele esta se referindo a soma de fungbes trigonométricas entre si, a translagdes de fungdes
deste tipo ou ainda a composi¢des de fungdes trigonométricas com fungdes lineares.
Observe os exemplos citados:

. f(x)=2+cosx, comxeR

o g(x)=sen2x,comx eR

d h(x) =tg x +secx, COmX¢%+kﬂ,60mkEZ.

o i(x) =1-cossecx, com x # kx, com k € Z.(DANTE, 2004, v.2,p.65)

Dentre os exercicios resolvidos apresentados neste topico, destacamos o seguinte,
que envolve o esboco das curvas:

8. Construa e analise os graficos das fungdes abaixo dando o seu dominio, sua
imagem e seu periodo. (Construa apenas um periodo completo).
a) f(x)=3-senx
b) f(x)=1+cosx (DANTE, 2004, v.2,p.65)
Vale destacar que as resolugdes apresentadas seguem o procedimento por pontos

(via tabela), mas, apresentam tracejados os graficos das fungbes f(x)=senx (na
resolugéo do item a) e f(x)=cosx (na resolugéo do item b). Com estes elementos, o autor

levanta questdes com o intuito de fazer o leitor observar e refletir sobre as mudangas que
ocorrem nos graficos das fungdes de cada uma das resolugdes. Observemos a resolugéo

apresentada na figura seguinte:
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Figura 2.21
Resolucéo:
a) y
0 0 3.0=0 0
T —
o 1 3.1=3 3
n 0 3-0=0 0
3n 5 T =
- 1 | 3-11=-3 3
2 0 3.-0=0 0

0 e PN
% 0 Y qe0= 1 1
n -1 |[1i=w=0| @
3n

S 0 14+0=1

. T
2n 1 T 1=2 2

D=R Im=[02,p=2r

O topico seguinte trata exclusivamente das fungdes que o autor denomina

Sendides do tipo y=a+b-sen(cx+d)

Nele sao considerados outros elementos na constru¢do do grafico. O autor
apresenta exemplos, faz consideragdes sobre os valores maximos e minimos de cada um

deles, e de como se obtém o periodo. Comenta também sobre simetria e translagao:

Além disso, é conveniente saber mais dois outros detalhes sobre as sendides:

e se b < 0 o grafico fica simétrico ao grafico com b > 0 (simetria em relagao
ao eixo x);

e se d # 0 o gréfico translada -d unidades. (DANTE, 2004, v.2,p.67, grifo

C
Nnosso).

Na sessdo de exercicios resolvidos deste topico, encontramos a repeticao deste
exercicio comentado acima, porém com a apresentacdo de uma outra forma de resolugcao
onde é possivel notar que o procedimento por pontos é substituido pelo calculo e reflexao
a cerca dos elementos: imagem e periodo da fungédo e verificagcdo se houve ou nao
translagdo horizontal. A figura seguinte detalha a resolugdo conforme apresentada na
obra:
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Figura 2.22

1. Construa e analise os gréficos das funcées abaixo, dando o seu dominio, sua imagem e seu periodo. (Cons-
trua um perfodo completo.)
a) fix) = 3 sen x b)f(x) =1+ cos x
Resolugdo:
a) fix) = 3-senx
Calculando a imagem, o perfodo e o valor da translagio horizontal do grafico, podemos desenhé-lo facil-

mente.
Imagem: f{}), 5 =3-1=3 y
o = 3(—1) = -3
Logo, Im(f} = [—3, 3] (dilatou verticalmente, mas n3o transladou). e f(x) =3 senx
Periodo: Py = —le = 2x (ndo mudou) 3

1l
Translagdo horizontal: d = 0 (ndo transladou)
Agora, basta esbogar o gréfico ao lado:
D=R,Im=[-33lp=2=n

2

=t e e e Y bl ¥ f-.'f.‘ .....

]
1

b)y=fx) =1+ cosx ;

Imagem: f(x) e =1+ 1=2
XY =1+ (=1)=0 y

Logo, Im(f) = [0, 2] (s6 transladou verticalmente; nao dilatou).
Periodo: p, = 12% = 27 (nao mudou)
Translagdo horizontal: d = 0 (n&o transladou)
Agora, basta esbocar o gréfico ao lado:
D=R,Im=[0,2],p=2n

Uma das preocupacdes visiveis do autor neste capitulo é elucidar conceitos nos
quais se aplicam as fungdes trigonométricas e apresentar resolugdes de exemplos que as
envolvam.

Vale destacar um exercicio resolvido que trata do movimento harménico simples —
uma das aplicagbes das fungdes trigonométricas. Nele, é apresentada a curva e solicitada
como tarefa a determinagdo da fungdo y(x) que a represente, ou seja, a expressao
algébrica ou lei de formacéao da fungao.

Também dentre os exercicios propostos encontramos tanto os que tém como tarefa
a construcao do grafico a partir da expressao algébrica quanto os que fazem o caminho

inverso:
35. Construa o grafico (um periodo completo) e dé o dominio, a imagem e o
periodo da fungéo g(x)=-2- senf. (Dante, v.2, p.68)
2

47. (UFG-GO) O grafico abaixo mostra a posigdo em fungédo do tempo de
uma particula em movimento harmoénico simples (MHS) no intervalo de tempo
entre 0 e 4 s. A equagao da posigdo em fungdo do tempo para este movimento
harmonico € dada por x = 4-cos(wt + o) . A partir do grafico, encontre A, @ e o .
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(DANTE, 2004, v.2, p.73)

O exercicio 35 pode ser resolvido pelo procedimento baseado na tabela de pontos,
mas o exercicio 47 que solicita o processo inverso, ou seja, a determinagdo dos
coeficientes da expressao algébrica, requer atengao sobre as modificagdes presentes na
curva quando comparada a curva x =cost para favorecer a uma interpretagao correta do
movimento descrito por ela que, segundo (DUVAL,1988), uma andlise pontual nao
favorece.

Analisaremos agora, o sétimo capitulo cujo assunto é fungéo exponencial.

Logo apés a definicdo de fungdo exponencial e apresentacdo de exemplos, temos
o tépico referente ao esbogo do grafico que segue o modelo do procedimento por pontos.

A figura seguinte mostra o exemplo apresentado:

Figura 2.23

Vamos analisar os graficos de duas fungdes exponenciais, a primeiracoma > 1 ea segundacom 0 <a < 1.

19 f(x) = 2% ouy = 2*
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A partir da observacdo dos exemplos, sédo feitas algumas conclusées sobre
crescimento, decrescimento, bijecdo e ainda: “o grafico € uma curva chamada
exponencial, que passa por (0,1); o grafico ndo toca o eixo x e ndo tem pontos nos
quadrantes Ill e IV” (DANTE, 2004, v.2, p.115), o que podemos dizer serem propriedades
figurais da curva.

Mais a frente é feita a observacdo de que “as idéias desenvolvidas no estudo da
funcdo exponencial f(x)=a" podem ser aplicadas em outras fun¢gées em que a variavel
aparece no expoente, como f(x)=2-3", f(x)=5"2, f(x)=5"-2" (DANTE, 2004, v.2,
p.116)

Aplica-se, entdo, a tabela de pontos para a construgdo do grafico da fungcao
f(x)=4"+1 e, a titulo de reflexéo, é posta a seguinte questédo: “0 que muda no grafico de
f(x)=4"+1 em relagdo ao grafico de f(x)=4"7?" (DANTE, 2004, v.2, p.116)

Na sequéncia o autor apresenta um tépico especial sobre a fungéo g(x)=a",
chamada de reciproca da funcdo exponencial ( f(x)=a") (DANTE, 2004, v.2, p.125) para

mostrar a simetria como caracteristica entre seus graficos. Como exemplos sao
mostrados no mesmo sistema de eixos os graficos de f(x)=2" e g(x)=2"" :(—j A

figura seguinte mostra estes esbocos:

Figura 2.24

Dentre os exercicios propostos encontramos os que solicitam o esbogo de graficos

de fungdes exponenciais e outras que também apresentam a variavel no expoente:

39. Construa o grafico das fungbes e confirme as observagdes feitas sobre as
fungdes exponenciais.

a) f:R — R’ definida por f(x)=3"
b) f:R — R’ definida por 7, :( 1 j
4
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43. Construa o grafico da funcdo f de RemRdefinida por f(x)=2""e
determine Im(f). (DANTE, 2004, v.2, p.117).

O oitavo capitulo apresenta o estudo da fungao logaritmica.
Com relagao ao esbogo do grafico, observamos que se da de forma analoga ao da

fungcdo exponencial: Conclusdes obtidas a partir de dois exemplos esbogados via

procedimento por pontos que podem ser observados conforme a ilustracao:

Figura 2.25

f(x) = log, x

f=tog, x|

Nos exercicios propostos que envolvem o grafico de fungdes logaritmicas, a tarefa

€ justamente esbogar o grafico.

79. Construa os graficos das fungdes logaritmicas e confirme neles as conclusdes
obtidas:
a) f(x)= logs X b) S(x) = logl X

3
81. Construa os graficos das fungdes:

a) f(x) = log, [gj b) f(x) =log,(x —1) (DANTE, 2004, v.2, p.148)

A simetria em relagéo a reta y =x para duas fungdes inversas vista em capitulo

anterior é retomada e mostrada graficamente para dois casos de fungdes logaritmicas

com suas respectivas inversas exponenciais, como podemos observar na figura 2.26:
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Figura 2.26

Como exercicio propde-se a construcdo dos graficos de f(x)=3" e g(x)=log, x,

no mesmo sistema de eixos.

2.2.3 Consideragoes

Identificamos o procedimento descrito por Duval (1988) como procedimento por
pontos, como sendo 0 mais presente entre os esbocos das curvas estudadas. Porém, em
alguns casos, propriedades figurais como simetria e translacdo estavam presentes, ora
como simples caracteristicas apresentadas, ora como ferramentas para o esbogco de
curvas.

Nos exemplos de esbogos de graficos de fungdes Afins, embora o procedimento
por pontos fosse o unico utilizado como ferramenta, destacou-se, como caracteristicas
dos graficos de fungdes cujas expressdes algébricas sao do tipo y=x+b, (a=1), o fato
de suas representagdes graficas serem translagbes da reta bissetriz do 1° e 3°
quadrantes do plano cartesiano, cuja equagéao algébrica é y = x .

No esbog¢o de parabolas que sao graficos de fungdes quadraticas, percebemos um
estudo dividido em casos. Para o caso mais simples, cuja expressao era do tipo y = ax’, 0
procedimento utilizado foi o de ligagao de pontos, mas para a obtengédo dos graficos de
parabolas cujas expressdes sdo do tipo y=ax’ +k, y=a(x-m)* € y=a(x—m)’ +k, foi
utilizada a translagéo vertical, horizontal e ambas respectivamente, de parabolas cujas
equagdes gerais s&o do tipo y =ax’.

Ao tratar das fungbes “do tipo trigonométricas” (DANTE, 2004, v.2, p.65), os

recursos de translagao e simetria sdo explorados inclusive em exercicios resolvidos e nos
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exercicios propostos encontramos os que propdem a obtencdo do grafico a partir da
expressao algébrica e vice-versa.

No caso das fungbes exponenciais e logaritmicas, o procedimento por pontos
(DUVAL 1988) é exclusivo como ferramenta no esbo¢o de suas curvas, apesar das
nogdes de translacdo e simetria serem colocadas de maneira implicita em algumas

questdes, incentivando o leitor (estudante) a refletir sobre o assunto.
2.3 Colegao Matematica — Ciéncia e Aplicagdes

Nesta colecao, o estudo de fungbes e graficos os quais estamos analisando, esta
presente nos volumes 1 e 2. Distribuido da seguinte maneira:

No primeiro volume, o capitulo dois trata de nogdes, definicbes e conceitos que
envolvem fungdes como um todo e, entre outros assuntos, traz a construgdo de graficos
de um modo geral. Os capitulos trés, quatro, seis e oito, destinam-se respectivamente ao
estudo das fungdes afim, quadratica, exponencial e logaritmica especificamente.

No segundo volume encontramos as fungbes trigonométricas abordadas no

capitulo cinco, dentre as quais nos voltaremos para as fungdes seno e cosseno.

2.3.1 Nogoes basicas de plano cartesiano e construgao de graficos

O segundo capitulo do primeiro volume apresenta um topico especifico para
apresentar o plano cartesiano e mostrar como localizar pontos no mesmo, a partir de
pares ordenados de numeros reais e, no topico seguinte, mostra o método denominado
por Duval (1988) de procedimento por pontos, passo a passo para a construgdo de
graficos, conhecendo a lei de formacgéo y = f(x) e o dominio da fungao:

1° passo: construimos uma tabela na qual aparecem os valores de x(variavel
independente) e os valores do correspondente y, calculados através da lei
y=1f(x).

2° passo: representamos cada par ordenado (a,b) da tabela por um ponto do
plano cartesiano.

3° passo: ligamos os pontos construidos no passo anterior por meio de uma
curva, que € o proprio grafico de fungdo y = f(x). (IEZZI, 2004, v.1, p.47)

S3o0 mostrados exemplos de aplicacdo do procedimento e, na seqliéncia sao
propostos alguns exercicios para que o método seja exercitado. A figura seguinte

apresenta um dos exemplos:
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Figura 2.27

2.3.2 Grafico da funcao Afim

Ao tratar do esbogo do grafico da fungao afim, no terceiro capitulo, o procedimento
por pontos é repetido, mas com a informacgao de que “o grafico da fungéo polinomial do 1°
grau, y=ax+b,comb+0, € uma reta obliqua aos eixos Ox e Oy.” (IEZZI, 2004, v.1,
p.69), a tabela fica restrita a dois pares ordenados correspondentes a dois pontos no

grafico. Estes dois pontos sdo bem caracteristicos: indicam onde o grafico intercepta os
eixos coordenados, conforme pode ser observado na figura:

Figura 2.28

uma régua:
a) para x = 0, temo

2.3.3 Grafico da fungao Quadratica

De modo analogo ao da fungédo Afim é mostrado o esbogo do grafico da fungao

quadratica: Informa-se que a curva € uma parabola e parte-se para dois exemplos com as
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duas possiveis posi¢cdes: concavidade para cima ou para baixo. A ilustracdo a seguir,

mostra o exemplo de constru¢cdo no qual a parabola apresenta concavidade para baixo:

Figura 2.29

Mais a frente, apds o estudo das raizes, do vértice e de outros elementos, é
apresentada uma nova forma de esbogar o grafico baseada nestes elementos (figura
2.30). No entanto, o procedimento ainda se baseia na ligagdo de pontos para a obtencéo
da curva, e continua nao contribuindo para uma identificagdo mais direta entre a

expressao algébrica da curva e seu esbo¢o no plano.

Figura 2.30

- Venos construir o

- Caicterfsiicas:

- ® conqyidade voltada para baixo, po

| © Intersicao com o ejxo y:
~ Como temos apenas dois p
~ Opcionaimente calcular mais a

| exemply:

e

Note Que fm = {y ERI y=-

2.3.4 Grafico das fungdes Exponenciais e Logaritmicas

Nos capitulos seis e oito, destinados ao estudo das fungdes exponenciais e
logaritmicas respectivamente, o procedimento para esbogo dos graficos se mantém.

Destacamos duas ilustragdes: uma onde duas fungbes exponenciais reciprocas sao
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esbocadas no mesmo sistema de coordenadas (onde a simetria existente pode ser
visualizada). E uma outra a qual mostra um exemplo de fung¢ao logaritmica esbogado no
sistema de eixos juntamente com a sua inversa, onde se aproveita da simetria das curvas,
apesar da tabela de pontos nao ser desprezada para nenhum dos dois esbocos.

Figura 2.31

‘ y= logzx

2.3.5 Grafico das fungoes Trigonométricas — Seno e Cosseno

Este assunto esta contemplado no quinto capitulo do segundo volume. Tanto para
o esbog¢o do grafico da fungédo seno quanto da fungédo cosseno, o procedimento utilizado é
de ligagao de pontos, via tabela, como nos casos das outras fungoes.

A figura seguinte ilustra o caso da fungao seno, sendo que, para a fungdo cosseno

segue analogamente.
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Figura 2.33

O que diferencia este processo do caso das fungbdes que analisamos anteriormente
€ que os valores da tabela séo retirados do circulo trigonométrico.

No caso de outras fungdes que envolvem seno ou cosseno modifica-se um pouco a
construcao da tabela de pontos. Os valores atribuidos primeiramente nao sdo, como nos
casos anteriores, os da variavel x, mas sim os do argumento da fungéo, porque é destes
que se precisa obter o valor correspondente ao seno ou ao cosseno facilmente, ou seja,
valores ja estudados e reconhecidos do circulo trigopnométrico. Se o processo for iniciado
pela primeira coluna da tabela, podera se cair em valores n&o tao simples de se obter o
valor do seno ou do cosseno. O processo, apesar de ja trabalhado no esbogo de outras
curvas, envolve, neste caso, sutilezas que devem ser percebidas apenas pela observagao
de exemplos, e despreza grande parte do trabalho, visto que para o esbogo do grafico
serao utilizadas apenas duas colunas da tabela (dos valores de x e de y) as quais formam
os pares ordenados que se transformardo em pontos no plano cartesiano. A figura
seguinte exemplifica a obtengcdo de uma curva sendide. No livro também sé&o
apresentados exemplos envolvendo cossendides que nao mostraremos aqui por serem

analogos.



Figura 2.34
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2.3.6 Consideragoes

O unico procedimento utilizado nos esbogos dos graficos das fungdes estudadas é
o procedimento por pontos (DUVAL, 1988) que inclusive € apresentado e exemplificado
antes do estudo das funcgdes especificas.

No caso da funcdo quadratica, os primeiros exemplos apresentam uma tabela de
valores quaisquer para a determinacdo dos pontos da curva. Porém, apds o estudo das
raizes, do vértice e demais caracteristicas, estes sdo os elementos que determinam a
escolha dos pontos para o tracado.

Destacamos a simetria entre as curvas das fungbes exponenciais e suas

respectivas inversas logaritmicas, apresentada como caracteristica destas curvas.

2.4 CONSIDERACOES SOBRE A FORMA DE APRESENTACAO DO ESBOCO DE
CURVAS NOS LIVROS DIDATICOS ANALISADOS

Constatamos que o procedimento dominante no esbogo de curvas das fungdes
afim, quadratica, seno, cosseno, exponencial e logaritmica € o que Duval (1988) nomeia
de procedimento por pontos.

A simetria é apresentada como uma caracteristica entre os graficos da fungao
exponencial e logaritmica nas trés colegdes, mas néo é utilizada como uma propriedade
figural que permite o tragado de uma curva, tendo por base o tragado da inversa.

Apenas o autor Dante (2004) se utiliza da translacdao no tragado de fungdes
quadraticas e de fungcdes sendides. Nestas ultimas, o autor apresenta exemplos onde o
esboco da curva é feito via tabela de pontos e posteriormente repete os mesmos

exemplos tomando por base a curva da fungdo y =sen x, se utilizando da translagéo e

de modificagbes de elementos da fungdo (periodo, imagem) para realizar o esbogo de
outras sendides, todavia ndo generaliza a utilizagdo desta forma de proceder, que
aparece restritamente em alguns exercicios resolvidos apresentados.

Dessa forma, apesar do uso da simetria e da translagao, ndo podemos dizer que o
procedimento utilizado pelos autores caracteriza-se como o que Duval (1988) nomeia
como “interpretacao global das propriedades figurais”, pois ndo se baseia no uso de
operagdes em um dos registros verificando as modificagdes em outro paralelamente a fim
de generalizar os resultados obtidos, ficando aquém da realizagdo de uma atividade de
conversdo, que em se tratando do esbogo de curvas, para se concretizar, precisa da

relacdo entre as variaveis visuais da representacdo grafica e as unidades simbdlicas



77
presentes na expressao algébrica, a fim de que sejam reconhecidas, em conjunto, as
modificagdes nos dois registros, conforme realizou Duval (1988) para o esbogo de retas,

apresentado no capitulo anterior.
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Capitulo Il

Uma abordagem diferente para o esbogo de curvas

Nos primeiros quatro topicos deste capitulo, descreveremos alguns conceitos
importantes que fardo parte de nosso estudo. Sao eles: translacdo, simetria, fungoes
pares e fungbes impares e fungéo inversa.

Posteriormente, apresentaremos uma abordagem do esbogo de curvas de algumas
funcbes que se servira desses conceitos e de uma curva a qual sera utilizada como base
para a obtencdo de outras que pertencem a um mesmo grupo, considerando
propriedades figurais especificas de cada grupo de fungdes.

Os grupos abordados neste estudo e que serdo definidos mais a frente, sdo das

fungdes dos tipos: sendide, cossendide, exponencial e logaritmica.

3.1 TRANSLACAO

Segundo Moretti (2003), o uso da nogao de translagdo no esbogo de curvas pode
contribuir para que seja mais perceptivel a relagdo entre a expressao algébrica e o
grafico, tanto no esbogo de parabolas conforme apresentado por ele, quanto no esbogo
de outras curvas. Vamos entdo verificar a nocdo de translacdo para posteriormente
aplica-la no esbogo das curvas integrantes da nossa pesquisa.

Em geometria analitica, podemos definir tanto a translagao dos eixos coordenados
quanto de figuras localizadas no plano cartesiano.

Observemos a nogao de translagao dos eixos:

Consideremos um par de eixos coordenados retangulares no plano, com origem
O. Se um novo eixo dos y for escolhido paralelo a OY, passando pelo ponto (a,
0), onde a pode ser positivo ou negativo, entdo o ponto P, cujas coordenadas
eram (x, y) em relagdo aos eixos originais, terd coordenadas (x — a, y) em relagao
aos novos eixos.(MURDOCH, 1971, p. 59)

Analogamente, podemos considerar que, se um novo eixo dos x for escolhido
paralelo a OX, passando pelo ponto (0, b), onde b pode ser positivo ou negativo, entdo o
ponto P, cujas coordenadas eram (x, y) em relagdo aos eixos originais, tera coordenadas
(x, y— b ) em relagdo aos novos eixos.

Dessa forma, concluimos conforme Murdoch (1971) que:

Se a origem for mudada para o ponto O’(a, b) e os novos eixos de coordenadas
sdo paralelos e tém as mesmas orientacdes dos respectivos eixos originais, as
novas coordenadas do ponto P(x, y) serdo (x,y’) onde x’=x—a, y’=y—b.



79

A mudanga dos eixos de coordenadas OX, QY para os eixos OX’, OY’ é
chamada de translacdo dos eixos e as equagbes acima relacionam as
coordenadas de um ponto arbitrario P em relagéo aos dois pares de eixos. (p.60)

Suponhamos por exemplo um sistema de eixos transladados, onde a origem O’
seja o ponto (-2,3). Em relagcéo ao sistema de origem O, o eixo OY foi transladado duas
unidades para a esquerda e o eixo OX, trés unidades para cima. Logo, qualquer ponto
tera abscissa aumentada em duas unidades e a ordenada subtraida de trés unidades no
novo sistema, o que pode ser constatado com o uso das equagbes de x’ e y’. Para
verificar, consideremos o ponto P de coordenadas (-7,12) no sistema de origem O. Nao é
dificil perceber (usando as equagdes de x' e y’) que no sistema de origem O’ suas

coordenadas serao (-5,9), conforme ilustra a figura 3.1.

Figura 3.1

No entanto, se ao invés de um unico ponto tomarmos uma curva, entdo todos os
pontos pertencentes a ela sofrerdo a modificacdo de suas coordenadas, quando
consideramos o sistema de origem O’.

Todavia, Moretti (2003) afirma que o efeito € 0 mesmo se optarmos por transladar a
curva em sentido contrario ao que usariamos para transladar os eixos € a opcéo de
transladar a curva pode parecer “mais natural” devido a questbes de congruéncia
semantica. Por esse motivo, optaremos em nosso estudo em considerar a translacao da
curva e nao dos eixos.

Assim, reportando-nos ao exemplo anterior, ao invés de transladarmos os eixos
poderiamos deslocar o ponto em sentido contrario, ou seja, duas unidades para a direita e
trés unidades para baixo e obteriamos as novas coordenadas (-5, 9) para o ponto,

mantendo o sistema de eixos. O processo ocorrera analogamente para uma curva, se
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considerarmos a translagédo de uma curva como sendo a translagdo conjunta, de todos os

pontos pertencentes a ela.
Para exemplificar, acompanhemos a translacdo da curva® y=\/; no plano

cartesiano de trés diferentes formas:

Figura 3.2 — fi: curva y = Jx , f2: curva y= Jx transladada uma unidade para a direita.

Figura 3.3 - fy: curva y = Jx , fs: curva y= Jx transladada uma unidade para cima.

£

% Quando dizemos a translagdo da curva y = Jx , estamos nos referindo a curva Cuja expressao algébrica

correspondente éy = Jx . Referiremo-nos diversas vezes a curva usando diretamente a expressao, por
questdes de praticidade.
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Figura 3.4 - f1: curva y = \/; fs: curva y = \/; transladada trés unidades para a esquerda
e duas unidades para baixo.

Nos exemplos vistos, observa-se que as curvas transladadas ndo mudam de
forma, apenas movem-se no plano, pois “uma translagdo tem por efeito, mover cada
ponto de uma figura pela mesma distancia, na mesma diregao [...] € uma transformacao
do plano, tal que a imagem de cada ponto (a,b) seja o ponto (a+h,b+k), onde h e k sédo
dados” (RICH, 2003, p. 317). Sendo assim, “‘uma translagdo fica definida quando se
conhecem trés caracteristicas deste deslocamento: a dire¢cado, o sentido e a amplitude”
(PUTNOKI, 1991, p.7).

A definicao apresentada por Rich (2003) é valida para curvas em qualquer plano,
inclusive no plano cartesiano. No entanto, se estivermos trabalhando uma translacdo no
plano cartesiano, para facilitar o nosso estudo, podemos considerar que uma curva C’
representa a translagdo de uma curva C se a imagem de cada ponto expresso na
equacao de C pelas coordenadas x e y for um ponto que, na equagédo de C’, tiver suas
coordenadas expressas por x-h e y-k ou, x+h e y+k que podera ser representado de
maneira unica, conservando o sinal ‘-’ e, segundo Moretti (2003), sendo semanticamente
mais congruente se usarmos as representagdes x-*hey- *k, conforme vimos no

capitulo |I. Seguindo essa notagdo, as expressdes algébricas das curvas que sé&o

translagbes de y=\/§ vistas nas figuras 3.2, 3.3 e 3.4 sao respectivamente:

y=vx-*1, y-"1=4x, y-2=Jx-"3.
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3.2 SIMETRIA

A simetria € uma transformacdao do plano do tipo reflexdo. Mas o que € uma

reflexao?

Uma reflexdo na reta m é uma transformagao do plano, tendo a propriedade de a
imagem de qualquer ponto S, fora de m, ser S’, onde m é o bissetor perpendicular
de SS’; a imagem de qualquer ponto O sobre m sera o proprio O. (RICH, 2003, p.
312)

A reflexdo de uma figura por simetria pode ser de duas formas distintas: “linear e
pontual” (RICH, 2003, p.313). Na primeira, a figura sera sua propria imagem, sob uma
reflexdo em uma reta, também chamada eixo de simetria. Na segunda, a reflexdo se da
por um ponto (digamos P), de maneira que a imagem de qualquer ponto Q da figura seja
Q’ tal que a distancia de P a Q sejaamesmade P a Q’.

Em nosso estudo consideraremos a simetria linear’ presente como propriedade
figural de algumas curvas, onde serdo considerados os eixos X e Y e a reta y = x como

eixos de simetria, bem como a simetria pontual a partir da Origem do sistema cartesiano.

3.3 FUNCOES PARES E FUNCOES IMPARES

Ao analizarmos os livros didaticos de ensino médio quanto a forma de apresentar o
esbogco de curvas, objetivo do nosso estudo no capitulo anterior, percebemos que o
dominio das fungbes analisadas é, em geral o conjunto R, ou, no caso das fung¢des

trigonométricas, em alguns momentos, considera-se o intervalo [-2xn,2nx] como tal. Em

ambos os casos, os dominios considerados sao simétricos, ou seja, para todo numero
real pertencente ao dominio da fungdo, temos que o seu oposto (ou simétrico) também
pertence a ele. Logo, é pertinente abordarmos os conceitos de funcao par e de fungao
impar como elementos de auxilio em nosso estudo.

Segundo Fernandez e Yossef (1994):

Uma fungao sera denominada par se para todo x do dominio ocorrer: f(x) = f(-x).
Isso significa que, numa fungéo par, valores simétricos do dominio tém mesma
imagem. (p.45)

Uma fungéo sera chamada impar se para todo x do dominio ocorrer: f(-x) = -f(x).
Dessa forma, toda fungdo impar associard a valores simétricos imagens
simétricas. (p.46)

Esses conceitos trazem, graficamente, duas caracteristicas importantes quando
nos remetemos ao esbogo das curvas de fungdes desses tipos: o grafico de qualquer
fungdo par apresenta simetria linear em relagéo ao eixo Y e o grafico de qualquer fungao

impar, apresenta simetria pontual em relagédo ao ponto (0,0) que é a origem do sistema

" Denominada também simetria axial por outros autores.
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cartesiano. Essas propriedades figurais serdo importantes ao tratarmos de esbogo das
curvas das fungcbes seno e cosseno, pois essas sao, respectivamente, fungao impar e

fungao par.
3.4 FUNCOES INVERSAS

Segundo lezzi e Murakami(1993) uma funcgéo inversa é definida assim: “Se f é uma
funcdo bijetora de A em B, a relagdo inversa de f € uma fungdao de B em A que
denominamos fungéo inversa de f e indicamos por f".”(p. 235)

Uma propriedade que surge como consequéncia dessa definicdo € que fungdes
inversas possuem curvas simeétricas em relagdo a reta y=x, bissetriz do primeiro e
terceiro quadrante, quando esbocgadas no plano cartesiano. Tomemos como exemplo as
fungcbes inversas de dominio e contradominio real definidas pelas leis

fi(x)=3x-1, fz(X)=XT+1- A figura 3.5a mostra a simetria entre suas curvas no plano

cartesiano em relacdo areta y=x.

Figura 3.5a — f,(x)=3x-1 fz(x):me

¥

Um outro exemplo de fungbes inversas sdo: f:R_—>R, f(x)=x’€e
f,:R, >R _f(x)=—/x. A figura 3.5b mostra a simetria entre suas curvas no plano

cartesiano em relagdo areta y=x.
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Figura 3.5b — f,:R_ > R_ f(x)=x%€ f,:R, > R_,f(x)=—/x

v

f 2

Esta propriedade nos auxilia no esbog¢o de curvas de fungdes logaritmicas, uma

vez conhecido o esbogo da sua inversa, a fungdo exponencial ou vice-versa. Sendo

assim, se conhecermos por exemplo a curva da fungdo f:R—>R’, y=2°, usando
simetria linear em relagédo a reta y = x, podemos esbogar o grafico da fungdo f:R, >R,
y=log,x, conforme veremos mais a frente. Desta maneira estaremos priorizando

propriedades da curva conforme preconiza Duval (1988) e nos distanciando sempre que

possivel da repeticdo do procedimento por pontos (DUVAL,1988, p. 236)

3.5 APROPOSTA

Como vimos no primeiro capitulo, Duval(1993) coloca como hipotese fundamental
que o estudante seja capaz de coordenar pelo menos dois registros de representacao de
um mesmo objeto para que possa compreendé-lo e além disso é através da atividade de
conversao que essa compreensao € verificada.

Duval(2004, p. 68) representa essa hipotese usando o seguinte modelo:
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Figura 3.6a
(conceito, objeto representado)
C
A

Representante de um > Representante de um
registro A registro B

1 3 2

Tratamento sobre Tratamento sobre

Observando o modelo de Duval, criamos um modelo que mostra especificamente
os tratamentos e os registros de representagao que utilizaremos em nossa proposta

voltada para o esbogo de curvas.

Figura 3.6b
(Curva)
Ca
N 4
Equagédo da curva em »  Esboc¢o da curva em
estudo estudo
3
1 2

Tratamento algébrico Aplicagdo de simetria,
na equacdo da curva translagdo (...) no
base. esbogo da curva base.

3.6 O ESBOCO DE CURVAS DO GRUPO DAS FUNCOES DO TIPO SENOIDE E
COSSENOIDE

Vamos abordar o esbogo de curvas das fungdes do tipo sendide que aqui
definremos, como sendo as fungdes que tém como equagdo algébrica
y= ta+bsen(kx + c), sendo a,b,k,ceR.

Nessa abordagem verificaremos quais modificagées nos coeficientes da expressao
algébrica da curva refletem em modificagées no esboco do grafico.

A funcdo f: R > R,y=senx ¢é a fungdo que associa a cada xR, um numero

y e R que corresponde ao seno de x. Esta fungéo é periddica de periodo 21 em todo o



86
seu dominio, mas vamos nos limitar, inicialmente a sua representacado utilizando apenas

os valores de x pertencentes ao intervalo [0,2n], como costumam apresentar os livros
didaticos de ensino médio. Assim, temos o seguinte esbogo da curvay = sen x, também

chamada sendide:

Figura 3.7

f(x) = sen(x)

> 2 0 2 Wﬂ 52 X
1

Para conhecermos esse esbogo inicial, trabalhando com alunos em nivel médio,
podemos recorrer ao uso da tabela de pontos conforme apresentam os livros didaticos. A
partir deste, conhecendo propriedades figurais da curva, faremos uso delas tanto para
conhecermos a curva a esquerda do eixo Y, quanto para as demais curvas do tipo
senodide.

Conforme visto anteriormente, a fungcdo seno € uma fungédo impar, pois, se

consideramos R como dominio, para todo x real: f(x)=-f(-x), ou seja,
sen(x)=-sen(-x). Logo, poderemos considerar a simetria em relagéo a origem do sistema
cartesiano e assim obtermos o grafico da fungdo seno no intervalo [-27,27], conhecendo

a representacdo grafica também a esquerda do eixo Y:
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Figura 3.8

f(x) = sen(x)

B “ami2 3 2 0 2 1\3:/2/n X
4

Essa curva servira de base no esbogo das demais curvas do grupo das sendides
aqui analisadas.

Analisaremos agora o esbogo de outras curvas deste grupo. Primeiramente em
exemplos onde variaremos os coeficientes um a um. Apds esta analise, partiremos para

exemplos onde todos os coeficientes sao valores reais nao nulos.

3.61 y=bsenx beR* b=1
Iniciaremos analisando o caso particular onde »=-1, ou seja, y =-senx .

Esta funcdo associa a cada x pertencente ao dominio da funcéo, o valor oposto ao
do seno de x. Entdo a funcdo assumira para cada valor do seu dominio, valores opostos

aos assumidos pela fungdo y=senx. Sendo assim, a partir do esbogo da curva
y =sen x podemos obter por simetria em relagdo ao eixo X, o grafico de

y = - sen x conforme ilustra a figura 3.9.
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Figura 3.9 —f: curva y =sen x, g:curva y =-sen x .

bl
f(x) = sen(x)

g(x)=-sen(x)

2 ami2 2 2 2 & 3m2 T X

Se considerarmos b # —1 e compararmos as curvas que tém diferentes valores de

b na expressao algébrica com a curva dey = sen x, perceberemos que este coeficiente

altera a amplitude do gréfico, ou seja, altera a distancia vertical entre os seus valores
maximos e minimos. Consequentemente influencia também na imagem da fungéo.

Enquantoy = sen x, tem por imagem os valores de y pertencentes ao intervalo [-1,1] e

amplitude igual a 2, y=2senx tem por imagem os valores de y pertencentes ao

intervalo [-2,2] e amplitude igual a 4 e y= %sen x tem por imagem os valores de y

pertencentes ao intervalo {—%ﬂ e amplitude igual a 1. Conforme podemos observar

nas figuras:
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Figura 3.10 —f: curva y =sen x, g:curva y=2sen x .

Y]
f(x) = sen(x)

g(x)=2sen(x)

om ani2 i T2 0 2 am2 T x

Figura 3.11 - f: curva y =sen x, g: curva y = % senx .

f(x) = sen(x)
9(x)=(0,5)sen(x)

f 1

/ 9 \ 0

on ami2 : 2 0 2 w\ 3m2 %w x
1

De um modo geral, y =b sen x tem por imagem os valores de y pertencentes ao

intervalo [-b, b] e amplitude 2b se b for um numero real positivo, ou tem por imagem os
valores de y pertencentes ao intervalo [b, -b] e amplitude |2b| se b for um numero real
negativo. Logo, a modificagao do coeficiente b, altera o tamanho do intervalo imagem,
mas preserva a simetria do mesmo.

Notamos que ha congruéncia semantica entre o coeficiente b da expressao
algébrica e a amplitude da curva, propriedade figural associada a ele.

Vale ressaltar que se o coeficiente b for negativo, a curva podera ser obtida

graficamente a partir da curva y = - sen x, ou a partir da curva que tem o coeficiente b
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oposto, neste caso usando simetria em relagdo ao eixo x, conforme apresentamos a

obtencgdo da curva de y = - sen x tendo por base a curva de y =sen x.
Para exemplificar vamos mostrar a obtengédo de y = -2 sen x a partir de y = - sen x

na figura 3.12. Em seguida mostraremos a mesma curva, mas obtida a partir de

y = 2 sen x, cujo coeficiente b é oposto na figura 3.13.

Figura 3.12 - g: curva y =-sen x, h: curva y = -2 sen x.

-mi2 ™2 3m2 2m

Figura 3.13 —t: curva y =2 sen x, h:curva y =- 2 sen x

-2 -3mi2 -T2 0 ™2 3mi2 au X

5}

3.6.2 y=+ta+senx acR*

Aplicando tratamento algébrico, podemos escrever a expressdo dessa curva da

seguinte maneira:
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y- *a=senx
A expressdo y - “a=sen x nos indica uma translagdo vertical da curva y = sen x,
neste caso, de a unidades acima do eixo X. Logo, o coeficiente a influencia na imagem da
funcdo e, deslocando a curva verticalmente, desloca também o seu intervalo imagem.
Assim, se a for um numero real positivo, resultara em uma translagdo de a
unidades para cima do eixo X da curva y =sen x e se a for um numero real negativo,
resultara em uma translacao de a unidades para baixo do eixo X, desta mesma curva.
Mantendo a mesma notagdo do coeficiente a na curva para o intervalo imagem, temos
que a imagem da curva deslocada sera [-1+a, 1ta].
Para exemplificar vejamos os casos onde a=1e a = -1.
A expressdo y = 1 + sen x pode ser escrita na forma y -*1 = sen x que evidencia a
translagédo vertical da curva no sentido para cima. O intervalo imagem desta curva é

[-1+1,1+1], ou seja, [0, 2].

Figura 3.14 —f: curva y =sen x, g:curva y-'1 =sen x.

Y]
f(x) = sen(x)

g(x)=1+sen(x)

f 1

/\ 0

B 32 : 2 0 m2 \si/z/Zw X
4

Caso analogo ocorre com y=-1+senx que pode ser escrita na forma

y- "1 =sen x evidenciando a translagdo vertical da curva no sentido para baixo, seu

intervalo imagem é [-1-1, 1-1], ou seja, [-2,0].
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Figura 3.15-f: curva y=sen x, g: curva y- "1 =senx.

Vi
f(x) = sen(x)

g(X)=—1 +sen(x)

3

2 WW 3

3.6.3 y=senkx keR*

A funcdo y = sen x é uma funcéo periddica de periodo 2.

“Dizemos que uma fungao é periddica se existe um numero real T# 0 tal que f(x +
T) = f(x). O grafico de uma fungdo peridédica se repete a cada intervalo de comprimento
IT|.” (FLEMMING e GONCALVES, 1992, p. 41)

No caso da fungdo seno, dizemos que a curva se repete a cada intervalo de
comprimento 21r.

A variavel k altera o periodo da curva. Vejamos o que acontece quando k = 2, ou

seja, com a curva y = sen 2x.

Figura 3.16 - f: curva y = sen x, g: curva y = sen 2x.

Vi
f(x) = sen(x)

g(x)=sen(2x)
3

2

g L !

m\ 0

B -3 - 0 W}\/\VW X
-
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Se compararmos a curva Yy =sen 2X a curva y =s8en X, veremosS que numa

mesma regido do plano cartesiano, conseguimos o dobro da curva, percebemos assim

que o periodo de repetigao foi reduzido a metade.

Para k = % (0,5) temos a curva y =sen %x, observemos na figura 3.17 as

alteragdes ocorridas ao modificarmos o valor da constante k de 1 para %

Figura 3.17 - f: curva y = sen x, g: curva y = sen %x.

f(x) = sen(x)
g(x)=sen(0,5x)

1
/\
T T 0 T T
o 3mi2 - e 0 2 Ww X
S -

~ 1. .
Em comparagdo a curva y =sen EX a curva y =sen x, o periodo dobrou. Para

uma mesma regido do plano cartesiano temos apenas a metade da curva.

De um modo geral, para determinarmos o periodo T de uma curva qualquer do

grupo das fungdes sendides, podemos usar a relagao: T=T|' Logo, 0 <k <1 resulta em

2m
um periodo maior que 21, enquanto k >1 resulta em um periodo menor que 2m. Se 0
valor de k for negativo, a alteragdo do periodo sera a mesma, porém teremos a curva

simétrica em relagao ao eixo X, aquela cujo valor de k for oposto.

364y=sen(x + c) ceR*
A variavel ¢ determina uma translagdo horizontal na curva, se a compararmos a
curva y =sen x.

Se ¢ > 0 teremos uma translacédo de c unidades para a esquerda e o sinal entre a
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variavel x e o coeficiente ¢ sera o sinal ‘+’.
Se ¢ < 0 teremos uma translacdo de c unidades para a direita e o sinal entre a
variavel x e o coeficiente ¢ sera o sinal ~-’.
Observamos que nao ha uma relagao direta entre o sinal do coeficiente e o sentido

do deslocamento da curva de y = sen x para a obtencao da curva de y=sen(x+c), pois,

o sinal ‘+’ nos remete ao lado direito do eixo X enquanto o sinal -’ nos remete ao lado
esquerdo devido a prépria convencao da posicao dos numeros na reta numérica o que
nao acontece nesta conversao. Sendo assim, esta transformacéo da expressao algébrica
na representagao grafica requer maiores cuidados no sentido de se diminuir os problemas
de congruéncia semantica.

Para tanto, como se trata de uma translagao, aplicaremos tratamento algébrico na

expressdo y=sen(xxc), conservando o sinal -‘ entre a variavel x e o coeficiente ¢ e

teremos: y=sen(x -“c), mesma forma aplicada no item 3.5.2, quando a translagdo é

vertical. Escrito dessa maneira o coeficiente ¢ apresenta sinal diretamente relacionado ao
sentido de deslocamento horizontal: se for negativo, a translagéo se dara para a esquerda

e se for positivo, para a direita.

~ T
Como exemplo, vamos observar a obtengdo das curvas de y=sen(x+5] e

y = sen(x-%) a partir da curva de y = sen x respectivamente conforme as figuras 3.18 e
3.19.

A expressdo y= sen(x+ %J pode ser escrita como y= sen[x - %j mostrando mais

~ T .
claramente uma translacao de Epara a esquerda do eixo Y.



95

Figura 3.18 — f: curva y =sen x, g: curva y = sen(x - %)

Vi
f(x) = sen(x)

g(x)=sen(x+%)

N o~

-2m -3 - 12 Q il i 2 T X

4

A expressao y =sen x-= pode ser escrita como y = sen x -+ | mostrando
Y 2 y 2

. ~ T . .
mais claramente uma translagéo de Epara a direita do eixo Y.

Figura 3.19 —f: curva y =sen x, g:curva y = sen(x - +%j

Y
f(x) = sen(x)

g(x)=sen(x-g)

f 1
m U
27”2 E o 0/512 \sn><n X

g

Essa forma de escrever a expressado algébrica da fungdo expde claramente o
sentido e valor numérico do deslocamento, desde que k=1, ou seja, desde que tenhamos
o argumento (xxc). Para as equacbes onde keR, k=1, deve-se aplicar tratamento
algébrico para que seja possivel determinar o valor e o sentido do deslocamento

horizontal (neste caso ndo aparente), mas sem alterar a expresséo:
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kxic=k(xi£J:k(x - ii}
|k| |K|
+

Logo, se keR,k=1, a translagdo horizontal da funcdo é dada por —3, agora

k|
aparente na expressao algébrica tanto no valor quanto no sentido do deslocamento.

Até aqui, a trajetoria desse topico apontou os procedimentos utilizados para
identificar as unidades cognitivas e as devidas variagdes para contemplar todas as
alteragcbes possiveis. Sao elas: variagdo da amplitude por modificagcdo do coeficiente b,
variagao do periodo por modificagao do coeficiente k, ambas provocando contragdes ou
expansoes na curva, alterando “elasticamente” o seu formato. Variagbes de deslocamento
por modificagbes do coeficiente a, na direcao vertical, e também do coeficiente ¢ em
conjunto com o coeficiente k, na diregéo horizontal.

Dessa forma, com a compreensao dessas modificagées garantimos que a atividade
cognitiva de conversdo seja contemplada ao esbogarmos o grafico de uma sendide

qualquer cuja equacdo tem a forma y= ta + b sen (kx £ c), processo no qual essas

variagdes estardo presentes.

Para o grupo das fungbes cossenoides, definidas como y = +a + bcos (kx+c),
basta considerarmos a curva da fungdo y=cosx, definida no intervalo [-27,27], como

base para o esbogo das demais curvas deste grupo, a qual podera ser conhecida com o

uso de uma tabela de pontos, no intervalo de [0,27] (figura 3.20) e, apds conhecida nesse
intervalo, pode ser obtida no intervalo [-27,27] usando a simetria linear em relagdo ao

eixo Y (figura 3.21).

Figura 3.20

Tt -T2 0 i ™ 12 27 5m/2
X
-1
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Figura 3.21

0
-7 .3Vﬂ 0 WU/Q %
-

Além do uso de uma tabela de pontos, uma vez que ja se tenha feito o estudo do

esbogo de curvas das fungbes do tipo sendides, a curva y=cosx pode ser conhecida

~ ~ T .
como a translagao da curva da fungao seno (y=senx ) em Eunldades para a esquerda no

. . ~ N - T
eixo X, ou seja, a curva da fungdo y=cosx corresponde a curva y=sen(x- EJ'

Podemos observar este fato comparando a curva g da figura 3.18 com a curva da figura
3.21.

De modo geral, as alteragcbes provocadas pela mudanga em cada um dos
coeficientes sdo analogas as do grupo das fungbes sendides. Destacamos apenas o fato
da fungdo cosseno ser par e por isso ter uma curva simétrica em relagado ao eixo Y e néao
em relagéo a origem como ocorre com a fungao seno, por ser uma fungao impar.

Vejamos agora como obter o esbogo de algumas curvas sendides e cossendides

tendo por base o esbogo das curvas y=senx e y=cosx respectivamente.

3.6.5 Esbogo de sendides do tipo y= +a + b sen (kx + c)a partir de y =sen x

Exemplo 1: y=1 + 2sen (ZX - g}

Primeiramente vamos aplicar tratamento algébrico em y=1+2sen[2x-gj a fim de

podermos identificar as modificagdes figurais da curva que estdo associadas aos

coeficientes da equagao algébrica, bem como a possibilidade do uso da translagao.
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y =1 +23en(2x-£j
2
y—1:23en(2x-2j

2
y—"1=2sen Z(X— +EJ
4
Partindo da curva y=senx, vamos modificar um a um os coeficientes dessa

~ , m , ~ -
expressao, a fim de obtermos a curva y— "1=2sen Z(X— * Zj, cuja expressao algébrica

apresenta os coeficientes a =*1,b=2,c=" % k = 2 ,observando suas propriedades

figurais.
Tendo por base a curva y = sen x, tragamos a curva y = 2sen x. Sabemos que o

coeficiente b altera a amplitude da curva. Neste caso, b = 2 alterara os valores maximos e

minimos da funcdo de 1 e -1 para 2 e -2.

Figura 3.22a - f1: curva y=sen x, f,: curva y=2sen x.

Y

3

2

-2m -3mi2 - -T2 0 2 3m2 T X

Partindo de y =2 sen x, esbogaremos a curva de y =2 sen(2x), expressdo na

qual observamos a alteracédo do coeficiente k do valor 1 para o valor 2 que implicara em

uma modificagao visivel graficamente no periodo da curva, de 21 para 1T, conforme

ilustra a figura 3.22b:
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Figura 3.22b — f,: curva y = 2sen x, f3: curva y = 2 sen(2x).

Y

3

2

-2m -3ny2 B 0 !

A expressdo da curva a qual queremos esbocgar evidencia uma translacdo de

Eunidades para a direita. Logo, a partir da curva y =2 sen(2x) chegaremos a curva

y=2sen 2(X—+ %) aplicando esse deslocamento.

Figura 3.22c —f3: curva y = 2 sen(2x), f4: curva y =2 sen Z(X— * g]

Y

3

2

Finalmente, para chegarmos ao grafico de y-'1=2sen Z(X_+Ej’ basta
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aplicarmos translagao vertical de uma unidade para cima a curva de y =2sen 2(X—+ %),

esse deslocamento pode ser observado na proxima figura.

Figura 3.22d — f4: curvay = 2sen 2[X—+ %) fs: curva y— "1=2sen 2(X—+ %)

Y

f5
3
/\ /\
2
1
0
- ;gn/ -3mi2 \\y -2 \

-3

2 \n/ 312 Yw X

2

Na figura anterior, f. representa a curva que tem por expressdo algébrica

y—"1=2sen 2(x—+EJ ou, na representacio em que foi enunciada,

y=1+2 sen(2x - gj obtida gradativamente a partir da curva de y = sen x ..

Exemplo 2: y=-3 + 1 sen(3x+£]
2 4
Aplicando tratamento algébrico na expressdo y=-3 + % sen(3x+%j, podemos

n - - T : - ~
escrevé-la na forma y-"3=— sen 3(x- —J cujos  coeficientes  séo:

12

N =

a="3. b=+ c=" " ek=3.
2 12

1
Tendo como base a curva de y=sen x, usaremos as curvas de: y = Esenx ,

1

Esen 3(x-'£], a fim de obtermos a curva de

y=%sen3x e y=
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y- 3= 1sen 3(X - lj . Conforme pode ser observado a partir nas figuras:

Figura 3.23a — fy: curva y=senx, f,: curva y=%sen X .

E]

om 2 -3m2 . 2 0 2

& 3m2 %ﬂ x

1 ~
No esbogo da curva y = Esen X , tendo por base y =sen x, notamos a redugéo
da amplitude. Os valores maximos e minimos que eram de 1 e -1 na curva base sao

agora % e -% respectivamente.

Figura 3.23b —f;:curva y = %sen x ,fs:curva y = %sen 3x .

No esbogo de y= 1sen 3x , o valor do coeficiente k foi alterado de 1 para 3,
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resultando na reducao do periodo de 21T para %T

Figura 3.23c —f3: curva y = %sen 3x , fs:curva y=%sen 3(X - %)

Y,

3

2

NN 7N NN SN/
o fM M 2 0 W M BWJZMW x

Para obter y= %sen 3(x-'%) , a partir de y= %sen 3x , aplicamos uma
translacdo horizontal de %unidades para a esquerda, uma vez que o argumento de f,

- T
era apenas x e em f4 passou a ser X - E

Para obtermos o graficode y- "3 = %sen 3[x - %) , falta apenas a aplicagéao de

uma translagdo vertical de 3 unidades para baixo na curva f,, conforme pode ser

observado na figura 3.23d.
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; 1 : - 1 T
Figura 3.23d —f4: curva y = — -~ Z | efsscurvay- "3=—sen3| x- —| .
g 4 y 2sen 3(x 12] 5 y 5 ( 12)

A sendide f;, éacurva y = - 3+%sen(3x+%}.
3.6.6 Esbogo de cossendides do tipo y= +a + b cos (kx + c¢)a partir de y = cosx

Exemplo1: y=2 - cos(2x+%j
Aplicando tratamento algébrico essa expressdo pode ser reescrita da seguinte

maneira: y- "2 =_cos Z(X - %j onde identificamos oS coeficientes:

a=2,b=-1,c="—ek=2.

=

Partindo da expressdo y=cos x e modificando um a um os coeficientes, até

~ _TT :
obtermos a expressdo y- 2 = -cos Z(X - Zj’ determinamos y = - cos X, Yy = - cos (2x)
- T . . . .
e y=-cos 2(x- quue nos indicam as curvas, as quais precisaremos esbogar para

representar y - *2=-cos Z(X - %) no plano cartesiano.

Partindo da curva y = cos x, nossa base para o esbogo de cossendides, tragamos
inicialmente y = - cos x e, notando a modificagao do coeficiente b de 1 para -1, temos que

acurva y = - cos X sera simétrica a curva y = cos x em relagédo ao eixo X.
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Figura 3.24a — fy: curva y = cos x, f: curva y = - cos Xx.

Y,

Modificando o coeficiente k obtemos a curva y = - cos (2x), a qual apresenta uma
redugao no periodo se comparada a curva y = - cos X , pois esta apresenta periodo igual
a 2m enquanto aquela apresenta periodo igual a 1, ou seja, dobrar o coeficiente k

implica em reduzir o periodo da curva a metade.

Figura 3.24b — f,: curva y = - cos X, f3: curva y = - cos (2x).

Y,

Comparando as expressbes algébricas y=-cos(2x)e y=-cos 2(x - %) e

possivel notar que suas curvas diferem no plano cartesiano apenas por uma translagao
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horizontal, isto &, y=-cos Z(X- %) difere graficamente de y=-cos(2x) por um
deslocamento de il unidades para a esquerda (figura 3.24c). Assim como, de modo
analogo, transladando a curva y=-cos Z(X--%j duas unidades verticalmente para

. + - TT ~ .,
cima, obtermos a curva y- "2 =-cos Z(X - Zj, translacao esta que se torna visivel na

expressao pela presenca do coeficiente a = 2 e que pode ser verificada na figura 3.24d.

Figura 3.24c —f3: curva y = - cos (2x), fs: curva y = - cosZ(x - %j

Y

3

2

Figura 3.24d — f4: curva y = - cosZ(x - %) fs: curva y - T2 =-cos Z(X - gj
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m
Exemplo 2: y=-1+ 2cos (3x-z)
Reescrevendo a expressao, aplicando tratamento algébrico temos:
y=-1+ 2003(3x - %)

y-1= Zcos(3x - Ej
4

y -1 =2cos 3(x- +l)
12

Nessa nova forma de escrever a expressdo reconhecemos os coeficientes:

a="1,b=2k=3ec= +%. Logo, tendo como base a curva y = cosx, esbogaremos as

curvas y=2cosX, y=2cos (3x) € y=2cos3|x-*| para entdo obtermos a curva
y y y 12

y-"1=2cos 3(X- +12jconforme ilustra a sequéncia de figuras 3.25a, 3.25b, 3.25c e

3.25d.

Figura 3.25a — f1: curva y = cos x, fo: curva y = 2 cos Xx.

Y,

3

A alteragao do coeficiente b de 1 para 2 provoca uma duplicacdo na amplitude da

curva, alterando seu intervalo imagem de [-1,1] para [-2,2].
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Figura 3.25b — f,: curva y = 2 cos x, f3: curva y = 2 cos (3x)

Y,

3

Valor 3 para o coeficiente k, reduz o comprimento do intervalo de repeticdo da

curva de 21T para 2“.

Figura 3.25¢c — f3: curva y = 2 cos(3x), f4: curva y = 2cos 3(x - *“j

LAAR AN

Vi

&

Eh\

Coeficiente ¢ =0 indica uma translacédo horizontal da curva. Neste exemplo temos

c=" % logo, o deslocamento é de % unidades para a direita.
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Figura 3.25d — f4: curva y = 2cos S(X - +11T2j, fs: curva y-"1 =2 cos 3(X - %)

Y

3

AN A
VY

Coeficiente a=0indica uma translacao vertical da curva. Neste exemplo temos

a =1, logo, o deslocamento é de 1 unidade para baixo.

Portanto a curva fs dessa ultima figura € o esbo¢co de y =-1 + 2003(3x - %)

3.6.7 Consideragoes

O esbogo de curvas das fungdes dos tipos sendide e cossendide aqui apresentado
buscou considerar propriedades figurais das curvas associando variaveis visuais das
mesmas(amplitude, periodo, simetria...) aos coeficientes das expressdes algeébricas,
procurando mostrar que tipo de alteracdes na curva eram provocadas por variacbes nos
coeficientes de suas expressoes.

Tentando se distanciar do que Duval (1988) nomeia “procedimento por pontos”,
informacdes sobre paridade das fungdes, o uso da translagdo como recurso e de uma
curva base para o esbogo das demais, foram de grande valia.

No caso das sendides o estudo pode ser resumido da seguinte forma:

Curva base: curva da fungao seno dada por f:[-27,27] > R,y =sen x.

Forma de obtencgao: tabela de pontos para o intervalo [0,21], simetria em relagao

a origem do sistema cartesiano para conhecé-la em [-211,0] obtendo-a em todo o intervalo

[-27,27].
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Curvas sendides escritas naforma y-~-a=b sen( kx - 'c) onde a,b,c,k sdao

numeros reais

Caracteristicas da curva base cuja expressado é y = sen x:

Coeficiente Expressao (unidades da escrita Curva (variaveis visuais)
algébrica)
b=1 O coeficiente ndo aparece. Amplitude 2, intervalo de imagem
[-1,1].
k=1 O coeficiente nao aparece. Periodo (comprimento do intervalo

de repetigdo da curva) igual a 21 .

a=0ec=0 Os coeficientes ndo aparecem. N&o ha translacgdes;

O ponto (0,0) pertence a curva;
A curva é simétrica em relagéo a
origem do sistema cartesiano.

Sendides em geral:

Coeficiente | Expressao (unidades da | Curva (variaveis visuais)
escrita algébrica)
Positivo: Amplitude 2b, intervalo imagem [-b, b].
Auséncia do sinal +;
Presenca do valor
numeérico desde que seja
diferente de 1.
b
Negativo: Amplitude |2b], intervalo imagem [b, -b], curva
Presencga do sinal -; simétrica em relagdo ao eixo X aquela que
Presenca do valor apresenta coeficiente b positivo.
numérico desde que seja
diferente de 1.
Positivo: Periodo (comprimento do intervalo de repeti¢cao
Auséncia do sinal +; da curva) igual a 2m
Presenca do valor 9 Kk
numérico desde que seja
diferente de 1.
k Negativo:
Presencga do sinal -; Periodo (comprimento do intervalo de repeti¢cdo
Presenca do valor . 21 .
o . da curva) igual a=—;
numerico desde que seja IK|
diferente de 1. Curva simétrica em relagéo ao eixo X aquela
que apresenta coeficiente k positivo.
Positivo: *a (presenca do Translag@o no eix9 Y de a unidades para cirpa
coeficiente com o sinal +). em.relagao a senoides onde a=0. Modificagdo
a do intervalo imagem para [-b+a,b+a] se b>0 ou
para [b+a,-b+a] se b<0.
Negativo: “a (presenca do Translagrg\o no eix9 Y de a unid_ades para bajxo
- . em relacdo a sendides onde a=0. Modificagado
coeficiente com o sinal -). . !
do intervalo imagem para [-b-a,b-a] se b>0 ou
para [b-a,-b-a] se b<0.
) +
Positivo: “c (presenca do | 1ransiacao no eixo X de || unidades para a
c coeficiente com o sinal +).
direita em relagdo a sendides onde c=0.
Negativo: “c (presenca do | Transiacao no eixo X de || unidades para a
coeficiente com o sinal -).
esquerda em relagao a senodides onde c=0.

109
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Para as cossenodides o estudo fica assim resumido:

Curva base: curva da fungéo cosseno dada por f:[-27,27] > R,y = cos X.
Forma de obtengao: tabela de pontos para o intervalo [0,21], simetria em relagao
ao eixo Y para conhecé-la em [-211,0] obtendo-a em todo o intervalo [-27,27]. Ou para

um estudo posterior ao das sendides, a curva da fungdo cosseno pode ser reconhecida

-
como sendo a mesma curva de y = sen(x - Ej .

sa . + + ~
Curvas cossenoides escritas naforma y-"a=b cos( kx - 'c) onde a,b,c,k sao

numeros reais

Caracteristicas da curva base cuja expressao é y = cos Xx:

Coeficiente Expressao (unidades da escrita Curva (variaveis visuais)
algébrica)

b=1 O coeficiente nao aparece. Amplitude 2, intervalo de imagem
[-1,1].

k=1 O coeficiente ndo aparece. Periodo (comprimento do intervalo
de repetigdo da curva) igual a 21T .

a=0ec=0 Os coeficientes ndo aparecem. N&o ha translagdes;
O ponto (0,1) pertence a curva;
A curva é simétrica em relacéo a
origem do sistema cartesiano.

Cossendides em geral:

Coeficiente | Expressao (unidades da | Curva (variaveis visuais)
escrita algébrica)

Positivo: Amplitude 2b, intervalo imagem [-b, b].
Auséncia do sinal +;
Presenca do valor
numérico desde que seja
diferente de 1.

b
Negativo: Amplitude |2b], intervalo imagem [b, -b], curva
Presencga do sinal -; simétrica em relagdo ao eixo X aquela que
Presencga do valor apresenta coeficiente b positivo.
numérico desde que seja
diferente de 1.
Positivo: Periodo (comprimento do intervalo de repeti¢céo
Auséncia do sinal +; da curva) igual a 21
Presenga do valor 9 kK
numérico desde que seja
diferente de 1.
k Negativo:

Presenca do sinal -; Periodo (comprimento do intervalo de repeticéo
Presenca do valor
numeérico desde que seja

da curva) igual alzTTlr .
diferente de 1.




" +
Positivo: "a (presenga do
coeficiente com o sinal +).

Translagéo no eixo Y de a unidades para cima
em relagdo a cossendides onde a=0.
Modificagao do intervalo imagem para [-b+a,b+a]
se b>0 ou para [b+a,-b+a] se b<0.

Negativo: "a (presenga do
coeficiente com o sinal -).

Translagéo no eixo Y de a unidades para baixo
em relagdo a cossenoides onde a=0.
Modificagdo do intervalo imagem para [-b-a,b-a]
se b>0 ou para [b-a,-b-a] se b<0.

. +
Positivo: "¢ (presenga do
coeficiente com o sinal +).

Translagéo no eixo X de unidades para a

direita em relagdo a cossenoides onde c=0.

Negativo: "¢ (presenga do
coeficiente com o sinal -).

~ . cl .
Translagéo no eixo X de unidades para a

esquerda em relagdo a cossenoides onde c=0.
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Essa forma de proceder, considerando as propriedades figurais da curva,

possibilita a sua visualizagdo como um todo, reforcando a relagdo entre o esbogo e sua

expressdo algébrica e ndo entre a curva e alguns pontos. Duval (2004) preconiza esta

forma de trabalhar o esbogo de curvas por ser ela a que favorece a conversao no sentido

inverso, ou seja, a compreensido de maneira qualitativa do que ocorre com seus

coeficientes e uma leitura correta do grafico. Além disso, é possivel ainda, a partir do

grafico se chegar a expressao algébrica (desde que sejam conhecidos alguns valores

numeéricos). Para exemplificar observemos o esboco:

Figura 3.26a

=211 -3mi2 an -mi2 0

T2 3mi2 2T x

A forma dessa curva nos lembra a curva da fungdo y=cosx, no entanto,

esbogando a curva da fungéo cosseno no mesmo plano, percebemos algumas diferengas.
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Figura 3.26b

o _ame /w Ail2 0 2 3 T

Se compararmos a curva g a curva y = cos X, percebemos que ha diferengas na

amplitude e no periodo, mas que nao ha deslocamentos, nem horizontais, nem verticais.

Em relagdo a curva y = cos x, a curva g apresenta o triplo da amplitude, que, na

equacao, é expressa pela modificagao do coeficiente b de 1 para 3.

A curva g apresenta também o dobro do periodo da curva y =cos x, que na

equacao é expresso pelo coeficiente k. A duplicagdo do periodo reflete na redugdo do

coeficiente k a metade. Logo, a curva g apresenta k =

N =

Como nao ha deslocamentos, os coeficientes a e ¢ continuam com valor zero e,
portanto, ndo aparentes na expressao algébrica.
Com essa analise e a presencga de valores numéricos nos eixos que nos indicaram

com precisdo os valores dos coeficientes b e k, podemos afirmar que a curva g tem por
~ o 1
expressao algébrica y = 3 cos Ex .

Todavia, nem sempre € possivel determinar com exatiddo os coeficientes, mas
uma analise qualitativa, observando o tipo de modificacdo, sem se preocupar com valores

exatos também é de grande valia. A curva da figura seguinte é um exemplo:
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Figura 3.27a

o ) T 2 0 2 T 32 77 x

Percebemos que a curva f é do tipo sendide ou cossenoide, pelo seu formato. No

entanto, esbogando a curva y = sen x e a curva f no mesmo plano, observamos algumas

diferencas.

Figura 3.27b

o ) B 2 0 2 I 32 S x

Comparando as duas curvas, observamos que o periodo e a amplitude sédo os
mesmos em ambas, mas f esta deslocada tanto verticalmente quanto horizontalmente em
relagdo a curva y=sen x. Além disso, elas ndo apresentam a mesma posicdo em
relacéo ao eixo X, estdo em posi¢des opostas, o que nos leva a concluir que o coeficiente
b dacurvafé-1.

O valor do deslocamento de fem relagédo a curva y = sen x de duas unidades para
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cima é facilmente percebido, no entanto o mesmo nao se pode dizer do deslocamento
horizontal, seria necessario mais algum valor de referéncia no eixo X para que
pudéssemos afirmar o valor desse deslocamento com exatidao, mas podemos estimar um
valor menor que T unidades para a direita.

Logo, uma possivel expressao algébrica para esta curva é vy - "3 =-sen (x - +c),
ou de maneira mais comum y = 3 - sen (x - ¢), onde ¢ em valor absoluto € menor que Tr.

Dizemos “possivel” porque poderiamos considera-la como do grupo das cossendides e

entdo determinar uma outra expressao algébrica equivalente para a mesma curva.
3.7 O ESBOCO DE CURVAS DO GRUPO DAS FUNCOES EXPONENCIAIS

Neste tépico abordaremos o esbogo de curvas das fungdes “do grupo das
exponenciais”.

A fungéo exponencial é definida como f: R — Rtal que y =a*, onde acR,-{1}.

Inicialmente podemos pensar nas fungdes “do grupo das exponenciais” como
sendo aquelas as quais a lei de formagédo tem a forma y=b + c-akX+d, sendo b,c,k,d
constantes reais e a < R, - {1}. Mas, por propriedades de potenciacdo as constantes c e d

podem ser aglutinadas em uma unica e a constante k pode ser unida a base a, de modo

que teremos apenas trés constantes:

y=b+c.a*d

y=b+c.-a%.ad

y=b+ c-ad-(ak)X
—_— I
M N

y=b+ M- N¥
Nessa outra forma de escrevé-la, temos apenas trés constantes, porém no plano

cartesiano, a representacdo sera amesmade y=b + c-a*d,

Em nosso estudo vamos considerar os tipos mais encontrados em livros didaticos,
as exponenciais simples com lei de formagdo na forma y=a*e outras cuja lei de

d e y=b+ a* sendo b, k, d constantes reais

formacao aparece na forma y = a, y = a**
e aeR,- {1}, as quais nomeamos integrantes “do grupo das fun¢des exponenciais”.
As curvas base para o esbogo de curvas desse grupo séo as da forma y = a*, onde

acR,a>1.
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Observemos os esbogos de algumas curvas base que podem ser obtidos com o

auxilio de uma tabela de pontos, conforme apresentam os livros didaticos.

Figura 3.28 —curvas f: y=2%, f,: y=3%, f3: y=5%,

Na figura é possivel notar que o ponto de coordenadas (0,1) pertence a todas as
curvas e que o valor da base influencia diretamente no crescimento da fungéo.

Conhecendo o esbogo das curvas y=a", onde acR,a>1, é possivel obter as
curvas cujas bases sao inversas, ou seja, 0 < a < 1 sem a repeticdo do uso de uma tabela

de pontos, pois elas apresentam simetria linear em relagdo ao eixo Y. Logo, a partir dos

esbogos das curvas base f;: y=2%,f,: y=3%, f3: y=5%, é possivel tragar as curvas

X X X
fary =(%) Y =(%] Y =(%] , conforme ilustram as figuras 3.29a, 3.29b e 3.29c.

X
Figura 3.29a —curvas f;iy = 2% e fpry= (%) .
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X
Figura 3.29b — curvas fy:y=3"e f5 y = (%) .

X
Figura 3.29c —curvas: fz:y=5% e fgiy = (%} .

A curva oposta a y =a”", definida como y=-(a*), aeR,a>1, também pode ser
obtida a partir da curva y = a*devido ao fato delas apresentarem simetria linear em
relacdo ao eixo X. Como exemplo a figura 3.30 apresenta as curvas simétricas y = 5*e

y =-(5%).
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Figura 3.30 — curvas: f,:y =5%e f,: y =-(5%).

3.7.1 — Exponenciais do tipo y = a“, ke R".

Conforme ja comentamos, o coeficiente k pode ser unido a base e, sendo assim

influencia no crescimento da curva. A figura 3.31 ilustra essa informacao para diferentes
valores de k, onde a base é a curva y =2*. Cada uma das expressdes algébricas das

curvas representadas na figura pode ser escrita de outra forma onde k, unido a base 2 por
propriedade de potenciagao, forma uma nova base.

23X = (23 )X = 8X

24X — (24)X — 16X

1 1
—X

22 =(22) = (V2)*
Logo, quanto maior for o valor de k, mais acentuado sera o crescimento da curva.

1
Figura 3.31 — curvas: f;:y = 25, f5:y = 2% f .y = 2% f oy =22

iy
4

T
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3.7.2 — O uso da translagao como recurso do esbo¢o de curvas das fungoes do

grupo das exponenciais

As expressodes do tipo y = a¥de y=b+a* (onde b e d sdo nimeros reais) no
plano cartesiano representam translagbes das curvas base y=a* pois, aplicando
tratamento algébrico é possivel escrevé-las nas seguintes formas:

y = a*" y=b+a*
y=ax-id y-*b=a*

Assim, temos os seguintes resultados:

a) Acurva y= a*" 9 éacurva y = a”transladada horizontalmente d unidades para a
esquerda.
*d

b) Acurva y=a*" © é a curva y = a*transladada horizontalmente d unidades para a

direita.

Entdo, conhecendo a curva y=a"e aplicando translagdo horizontal torna-se
possivel a obtengdo das curvas y=a*~ 9 e y=a*" "d

As figuras 3.32a e 3.32b ilustram estes resultados com translagdes horizontais

onde a curva base é y = 2*.

Figura 3.32a —curvas f;y=2" efgry=2%" 1.

1 unidade




119

A expressado algébrica y=2"+1 escrita como y=2*" "mostrou gque no plano

cartesiano ela representa uma translagdo da curva y=2em uma unidade para a

esquerda.

Figura 3.32b — curvas iy = 2% efyy = 2% .

1 unidade

3 2 & 0 1 2 3 4 X

+
A expressdo algébrica y=2*" escrita como y=2*" 'mostrou que no plano

cartesiano ela representa uma translagao da curva y = 2*em uma unidade para a direita.
Os pontos das curvas y =2*e y=2*"" bem como os pontos das curvas y =2"e

+
y = 2% ' que apresentam mesmo valor de ordenada possuem os valores das abscissas

diferindo de uma unidade a menos ou a mais respectivamente, apesar desse
deslocamento nao ser tado perceptivel devido a proximidade da curva com o eixo X, a

medida que o valor de x tende a numeros negativos cada vez maiores em maodulo.

c) y-"b=a"éacurva y=a*transladada verticalmente b unidades para cima.
d) y- b=a*éacurva y = a*transladada verticalmente b unidades para baixo.
Entdo, conhecendo a curva y = a* e aplicando translagéo vertical torna-se possivel a
obtengdo das curvas y- ‘b =a*e y- "b=a*.
As figuras 3.33a e 3.33b ilustram estes resultados com translagdes verticais onde a

curva base é y = 3".
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Figura 3.33a-curvas f,;y=3* ef,;y-"2=3".

A expressdo algébrica y =2 + 3* escrita como y- "2 =3 mostrou que no plano
cartesiano ela representa uma translagao da curva y = 3*em duas unidades para cima.

Figura 3.33b - curvas f,; y=3* efj1y-"2=3"

A expressdo algébrica y=3*-2 escrita como y- "2 =3* mostrou que no plano
cartesiano ela representa uma translagao da curva y = 3*em duas unidades para baixo.
Conforme a figura é possivel observar que os pontos da curva y-*2=3* que

possuem mesmo valor de abscissa que os pontos da curva y=3* apresentam seus

valores de ordenadas aumentados de duas unidades se comparados aos valores das
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ordenadas dos pontos de y=3*. Analogamente, os pontos da curva y- 2=3* que

possuem mesmo valor de abscissa que os pontos da curva y=3* apresentam seus

valores de ordenadas subtraidos de duas unidades se for feita a mesma comparagao.
Ambos, efeitos da translacao vertical.

Apesar de n&o ser tdo comum em livros didaticos, existem casos onde ocorrem as

duas translagdes, isto é, partindo de uma curva base y = a*pode-se chegar a uma curva
do tipo y-*b=a*""9. Um exemplo éacurva y=-2+ 53,

Aplicando tratamento algébrico, podemos escrever a expressdo algébrica
y=-2+5*%na forma y- 2= 5x-"3. Logo, a curva cuja expressdo é y- 2= 5x-"3
pode ser obtida a partir da curva base y = 5*com a aplicagdo de uma translagéo vertical

de duas unidades para baixo, seguida de uma translagao horizontal de trés unidades para

a direita, conforme apresentado na figura 3.34.

Figura 3.34 —curvas f;y = 5%, f,y- 2=5%ef;y-"2=5% 3.

Y

3 unidades

Na figura, a curva f; € a curva objeto do exemplo. Sua express&o algébrica pode

ser escrita como y=-2+5"'3, formato utilizado pelos livros e que apresentamos

inicialmente.
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3.7.3 — Consideragoes

Sobre o esbogo de curvas do grupo das fungdes do tipo exponenciais, vale

destacar alguns pontos-chave dos procedimentos:

Curva base: esboco das exponenciais y = a*onde acR,a>1.
y

Exponenciais do tipo y=a*onde acR,0<a<l: obtidas por simetria em
relagao ao eixo Y, a partir da curva da exponencial com base inversa.
Exponenciais do tipo y=-(a*)onde acR,-{1}: obtidas por simetria em

relagdo ao eixo X , a partir da curva y = a*.

Curvas cuja expressao pode ser escrita na forma y = a*~ 9: obtidas por

translagao horizontal de d unidades para a esquerda da curva base y = a*.

Curvas cuja expressao pode ser escrita na forma y = ax'+d: obtidas por
translagdo horizontal de d unidades para a direita da curva base y = a*.
Curvas cuja expressdo pode ser escrita na forma y - ‘b = a*: obtidas por
translacao vertical de b unidades para cima da curva base y = a*.

Curvas cuja expressio pode ser escrita na forma y - "b = a*: obtidas por

translacao vertical de b unidades para baixo da curva base y = a*.

i .
Curvas cuja expressio pode ser escrita na forma y-*b=a*" d4: obtidas

por translagdo vertical e horizontal da curva y=a*, onde o sentido do
deslocamento é dado pelo sinal que acompanha os valores de b e d. Sinal
positivo indica deslocamento para cima no caso de b e para a direita no caso
de d. Ja o sinal negativo indica deslocamento para baixo no caso de b e para
a esquerda no caso de d.

3.8 O ESBOCO DE CURVAS DO GRUPO DAS FUNGCOES LOGARITMICAS

Uma funcéo logaritmica é definida da seguinte forma f: R’ — R, tal que y =log, X,

sendo aeR’},a=1.

Neste tdpico abordaremos o esbogo de curvas que sao graficos de fungdes

logaritmicas e de outras que consideramos como sendo “do grupo das fungdes

logaritmicas” porque podem ser obtidas a partir de curvas de fung¢des logaritmicas que
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obedecem a essa definicao apresentada.
As fungbes do grupo das logaritmicas as quais abordaremos apresentam lei de
formacéo do tipo y = b + log,(x+d)onde a,b,deR, a>0,a=1.
Para iniciar, lembremos que a fungao exponencial foi definida como f: R »> Rtal

que y=a*, onde acR,-{1}. Se restringirmos o seu contradominio ao seu conjunto
imagem teremos uma fungéo que vai de Rem R, isto &, f. R > R’ tal que y=a",
onde a R, - {1}. Definida desta forma podemos dizer que a fungdo exponencial de base

a é a inversa da fungao logaritmica de mesma base e vice-versa.
Conforme vimos no tépico 3.4 FUNCOES INVERSAS deste capitulo, as curvas de

fungdes inversas possuem como caracteristica a simetria linear em relagéo a reta y=x.
Entdo, uma vez conhecida a curva de uma fungéo exponencial, podemos obter a curva da
funcéo logaritmica de mesma base, usando a simetria em relagédo areta y = x.

No tépico anterior vimos as curvas y=2*, y=3* e y=5"as quais sugerimos que
fossem obtidas com o auxilio de uma tabela de pontos. Agora elas nos servirdo como
curvas base para obtermos as curvas de y =log,X, y = log,x, y = log,x por simetria, onde
a reta y =x servird de eixo. Obteremos o esbogo de uma curva tendo por base um

esbocgo ja conhecido e uma propriedade de ambas, sendo desnecessaria a repeticdo do
procedimento que se apoia em uma tabela de pontos. As figuras 3.35a, 3.35b e 3.35c

mostram exemplos.

Figura 3.35a —curvas f:y = 2" ef,:y = log,x .

41y

3 y=x
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Figura 3.35b — curvas f,;y = 3* ef,: y = log,x .

Figura 3.35c —curvas f,: y = 5% e f: y = log.x .

tJ

2

Uma vez conhecidos os esbogos das curvas das fungdes logaritmicas de base a tal
que a>1, para esbogarmos as que tém base inversa e, portanto, pertencentes ao
intervalo (0,1), basta usarmos simetria em relacdo ao eixo X. Para exemplificar,

verifiquemos a obteng&o da curva y = log, x, obtida a partir da curva base y = log, x .
2
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Figura 3.36 — curvasf,: y = log,x e f,;: y = log, x.
2

v

3.8.1 — O uso da translagao no esbogo de curvas das fungdes do tipo logaritmicas

Consideraremos como fungdes do tipo logaritmicas as fungdes f:
R" - R, tais que y = b+ log,(x+d), sendo aeR’,a=1,bedeR.

O esboco das curvas dessas fungdes no plano cartesiano representam translacdes

das curvas das fungdes f: R’ -> R, tais que y =log, x ,sendo aeR’,a=1.
Se o coeficiente b for nulo, a lei de formacdo da fung&o sera y =log,(x+d) que
pode ser escrita na forma y =log,(x - *d), revelando uma translagdo horizontal para a

direita se tivermos *d, ou para a esquerda se tivermos ~d.
As figura 3.37a e 3.37b, apresentam exemplos de obtengao de curvas das fungdes

do tipo logaritmicas onde a translag&o horizontal foi utilizada como recurso.



126

Figura 3.37a — Obteng&o da curva f5: y = logs(x -* 2) por translagéo da curva f,: y = log,x .

v

X

Figura 3.37b — Obtengédo da curva f,:y=1logs(x-"2)por translagdo da curva

f,oy =log,x.

Caso o coeficiente d seja nulo, a lei de formagdo sera y = b+ log,x que pode ser
escrita na forma y- *b = log,x, indicando uma translagéo vertical que pode ser para
cima, se a expressao for da forma y- "b = log,xou, para baixo, se a expressdo for da

forma y- "b = log,x.
As figura 3.38a e 3.38b, apresentam exemplos de obtengao de curvas das fungdes

do tipo logaritmicas onde a translagao vertical foi utilizada como recurso.
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Figura 3.38a - Obtengé&o da curva f;3: y - "1 =log,x por translagdo da curva f,: y = log,x.

f. 1 unidade

S

s

Figura 3.38b - Obtengao da curva f;,: y - *1 = log,x por translagéo da curva f,: y = log,x.

f.

3 -

5
1 unidade 2

(%)

e

Vale destacar que, de modo semelhante ao que ocorre com as curvas

exponenciais, Os pontos das curvas y =log,xe y-"1=log,x , bem como os pontos das

curvas y =log,x e y- "1 =log,x que apresentam mesmo valor de abscissa possuem os
valores das ordenadas diferindo de uma unidade a menos ou a mais respectivamente,
apesar desse deslocamento néo ser tao perceptivel devido a proximidade da curva com o
eixo Y a medida que o valor de x tende a zero.

Existe ainda a possibilidade de ambos os coeficientes b e d serem ndo nulos € a

express&o algébrica da curva apresentar a forma y = b+ log,(x+d), que pode ser reescrita

na forma y-*b = log, (x -*d). Nesse caso, a obtengdo da curva se dara tanto por uma
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translacdo horizontal quanto vertical.
Apresentaremos um exemplo envolvendo a fungdo logaritmica onde a base é o
numero e (numero neperiano). Sua lei de formacdo € y = In x que significa y =log, x. A

inversa dessa fungdo é a exponencial de base e, cuja lei de formagdo é y = e*.

Usando a idéia inicial de nossa proposta, a curva y =e*pode ser obtida com o

auxilio de uma tabela de pontos. Conhecendo essa curva, podemos utiliza-la como base

para obter a curva inversa y = In x, aplicando simetria em relagédo a reta y = x conforme a

figura 3.39.

Figura 3.39 — Obtengdo da curva fg:y =Inx por simetria em relacdo a reta y = x, tendo

como base a curva f;:y =e*.

<
n
=

Conhecendo a curva y=Inx, podemos obter, por exemplo, a curva
y =1 +In(x+2), pois elas apresentam a mesma base e y =1 + In(x+2) pode ser escrita
como y - "1 =In(x - “2). Entao, utilizando como curva base a curva y = In x e tranladando-
a horizontalmente duas unidades para a esquerda e uma unidade verticalmente para cima
chegamos ao esbogo de y-*1=In(x-"2), ou seja, y =1+ In(x+2), conforme pode ser

observado na figura 3.40.
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Figura 3.40 — f;: y = Inx, f,:translag&o horizontal de f, (y = In(x-"2))e f;:y =1 + In(x+2).

1 unidade

3.8.2 — Consideragoes

Destacaremos aqui os pontos principais do esboco de curvas das funcdes do tipo
logaritmicas tais como: curvas base, simetria e o0 uso da translagdo como recurso.

A curva base para o esbogo de curvas das fungdes do tipo logaritmicas é a curva f:
R’ -> R, tais que y=log, x , sendo aeR’,a>1, obtida por simetria em relagéo a reta
y = x a partir da curva da fungédo exponencial de mesma base a.

As fungdes logaritmicas de base a tais que 0O<a<I1, podem ser obtidas por
simetria em relagéo ao eixo X, a partir das curvas das fung¢des logaritmicas cuja base a é
inversa, ou seja, a>1, entdo ja conhecidas.

O esbogo de curvas, cujas expressdes algébricas podem ser escritas na forma
y-*b= log,x, pode ser obtido por translagdo vertical da curva y =log,xde b unidades

nos sentidos para cima ou para baixo, conforme o coeficiente b seja acompanhado do

“

sinal “+” ou “-” respectivamente.

Ja o esbogo de curvas, cujas expressdes algébricas podem ser escritas na forma
y =log,(x - *d), pode ser obtido por translacdo horizontal da curva y=log,x de d

unidades nos sentidos para a direita ou para a esquerda, conforme o coeficiente d seja

“

acompanhado do sinal “+” ou “-” respectivamente.
Caso a expressdo possa ser escrita na forma y - *b = log, (x -*d), onde b e d sdo

nao nulos, a curva pode ser obtida por uma translacdo em duas etapas, uma na diregao

horizontal e outra na direcdo vertical, onde os sentidos dos deslocamentos sdo dados
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pelos sinais dos coeficientes b e d conforme visto anteriormente.

O uso da simetria bem presente como propriedade figural das fungbdes do tipo
logaritmicas e da translacdo como recurso, nos permitiu a realizacdo de um esbogo de
curvas mais distante, sempre que possivel, do procedimento por pontos, com o intuito de
direcionar o olhar para uma visao perceptora das modificagdes do esboco da curva
paralelamente as modificagbes da equagdo conforme preconiza Duval(1988), para que

ocorra a compreensdo desse objeto matematico.
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CONSIDERAGOES FINAIS

A andlise realizada em livros didaticos confirmou nossos indicativos de que a maior
parte desses livros que sao acessiveis tanto aos professores quanto aos alunos, propdéem
um esboco de curvas baseado em um procedimento pontual que desfavorece a leitura e
interpretacado correta das variaveis envolvidas e, segundo Duval (1988) ndo oferece
subsidios para o sentido da conversao inversa, ou seja, que vai do grafico a expressao
algébrica. Apesar de ja haver o uso de algumas propriedades figurais por parte de alguns
autores como constatamos em Dante (2004), essa forma de proceder ainda ndo aparece
nos livros de forma sistematizada e com generalizagbes, ficando restritamente
apresentada em alguns exemplos ou exercicios resolvidos.

Longe de ser um estudo fechado e concluido, nossa proposta procurou mostrar
uma forma diferente de abordar o esbogo de curvas, de maneira a favorecer a
compreensdao da curva como um todo a partir da conversao entre as formas de
representacao expressao algébrica e representagdo grafica considerando propriedades
de cada tipo de curva analisada e aplicando tratamentos especificos em cada forma de
representacdo: tratamento algébrico nas expressdes e deslocamentos no plano nas
representacoes graficas.

Fazendo um recorte em nosso objeto de pesquisa, optamos pelo esbogo de curvas
das fungdes seno e cosseno como representativas do grupo das fungdes trigonométricas
e pelas fungdes exponenciais e logaritmicas, para continuar um trabalho que ja existia
com relagdo a parabola, grafico da fungdo quadratica realizado por Moretti (2003), e que
Raymond Duval foi pioneiro em 1988, apresentando as diferenciagdes entre as maneiras
se tratar o esbogo de curvas, detalhando cuidadosamente o esbogo de retas.

Nosso estudo, norteado pelos escritos de Duval e Moretti, buscou em conceitos
como fungao inversa e fungdes pares e impares que as vezes sdo abordados apenas de
maneira algébrica, a simetria de curvas, uma propriedade geométrica de grande auxilio
para a realizagao dos esbogos no plano. E buscou também, nos conceitos de simetria e
translagcdo que podem ser tratados apenas como transformagbes geométricas em
disciplinas de desenho, uma relagdo com a algebra a medida que favorecem a
interligacéo entre a expressdo de uma curva e seu esbogo no plano para a compreenséo
desse objeto matematico.

Quanto ao uso da translagdo, cumpre ressaltar o padrdo que pode ser observado
em todos os grupos de fungbes: a soma de uma constante real as variaveis indica

deslocamentos horizontais e/ou verticais e, além disso, a convencio utilizada para
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expressar 0s sinais dessas constantes favorece a compreensdao do sentido das
translagbes diminuindo ou evitando possiveis problemas de congruéncia semantica.

Outra percepcao possivel na correspondéncia entre as unidades significativas da
escrita algébrica e as variaveis visuais da representagado grafica € com relagdo aos
coeficientes multiplicadores da variavel dominante (no caso x) cuja influéncia é direta no
formato da curva provocando expansdes, contracoes, etc.

Nossa pesquisa focou-se no estudo analitico de algumas curvas estudadas no
ensino médio. No entanto, outras curvas poderiam ser estudadas com o mesmo enfoque
sendo elas grafico de fungbes ou ndo. Citamos com exemplo elipses, circunferéncias e
hipérboles que também sé&o vistas no ensino médio e ndo foram aqui abrangidas. Ou
ainda, um estudo centrado no nivel superior poderia analisar o uso de propriedades
figurais no esbogo de sdlidos como esferas, paraboléides e cones, entre outros.

Nao tivemos a intencdo de atingir diretamente estudantes do nivel médio de
ensino, para tanto, um desdobramento possivel de nossa pesquisa seria a elaboracao de
sequéncias didaticas baseadas na forma aqui apresentada de conceber o esbog¢o de
curvas, onde softwares matematicos poderiam ser usados como ferramentas de aukxilio.

Ressaltamos que esta forma de abordar o esboco de curvas permite uma visao
mais completa do conjunto tragado/eixo, das propriedades especificas de cada grupo de
curvas e da percepgao das diferencas e semelhangas entre curvas de um mesmo grupo,
bem como da percepgdo em conjunto das modificagbes da expressao algébricas e do
esbogo grafico da curva, a fim de que essas duas formas sejam reconhecidas como
representacbes de um mesmo objeto, hipotese fundamental para a compreensao
(DUVAL, 1993).

Uma aprendizagem que garanta essas percepgdes permitira a aplicagdo desse
conhecimento em outras areas, favorecendo a compreensdo e a interpretacao de
situagcbes e fendmenos que podem ser representados pelo esbogo de curvas, de modo
que adquirir todo esse conhecimento ndo tenha um fim em si mesmo, mas sirva de

instrumento para a aquisicao de outros.
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ANEXOS



Tabela com a arvore de possibilidades de modificagcdes das variaveis
visuais e valores no esbogo de retas seguida da representagao grafica de

cada exemplo.

VARIAVEIS VISUAIS
Sentido Angulo Posicao exemplo
de com sobre
Inclinagao os Eixos o eixo
orta acima y=x+1
Particao simétri:<((;orta abaixo y=x-1
\ Corta na origem y =X
f\ Corta acima y=0.5x+2
O | Ascendente Menor que 45<Corta abaixo y=0.5x-2
E Corta na origem y = 0.5x
S Corta acima y=2x+3
Maior que 45°< Corta abaixo y=2x-3
Corta na origem y = 2Xx
Corta acima y=-x+1
Particao simétric<00rta abaixo y=-x-1
Corta na origem y = -X
Corta acima y=-0.5x+2
Descendent; Menor que 45°<Corta abaixo y=-0.5x-2
Corta na origem y =-0.5x
Corta acima y=-2x+3
Maior que 45° <Corta abaixo y=-2x-3
Corta na origem y=-2X
Figura 1.5

) =x+1
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Figura 1.6

Y| fx)=x-1

Figura 1.7

S

f(x)=x

Figura 1.8

Yy ()= 0,5x + 2




Figura 1.9

P f(X)= 0,5% - 2
2
0
6 4 2 Q 6 X
-4
Figura 1.10
4y f(x)= 0,5%
2
0
5 4 2 0 5 x
-2
-4
Figura 1.11
y f(x)= 2x+3
45
]
15
0
B 45 3 5 45 5 X
.5
3
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Figura 1.12

f(x)=2x- 3

-4.5

45

Figura 1.13

P

f(x)= 2x

Figura 1.14

f0=-x+1
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Figura 1.15
J f(=-x- 1
2
1
0
) 3 2 \ i 2 3 4 5 X
-1
-2
Figura 1.16
f(0)=-x
4 ] 2 4 X
Figura 1.17
(0= -0,5% +2
5 M ) 0 2 4 6
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Figura 1.18

S

)

f(x)=-0,5x- 2

-4
Figura 1.19
45’ f(x)= 0,5x
2
5 P 2 6 X
2
4
Figura 1.20
b f(x)=-2x +3
45
3
15
0
6 4.5 3 15 45 6
A&
-3
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Figura 1.21

Y fx)=-2x-3

-3

-4.5

Figura 1.22

Y| ()= - 2x




