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Resumo

Neste trabalho estudamos o sistema termoelastico linear em um dominio
limitado sob efeito de uma dissipacao linear localizada em uma vizinhanca da fron-
teira do dominio e obtemos que a energia decai exponencialmente. Também, estu-
damos o mesmo sistema em um dominio exterior com dissipagao linear localizada
proximo do infinito. Mostramos a estabilizacao da energia com taxa polinomial.
Para isso foi necessario como em [5] impor restri¢oes adicionais nos coeficientes de

Lamé do sistema.



Abstract

In this work we study the linear thermoelastic system on a bounded
domain in R™ with a linear dissipation localized in a neighborhood of part of the
boundary of the domain and we obtain the exponential decay of the energy. Also, we
study the same system in the exterior domain with some linear dissipations localized
near infinity. To prove that the energy decays to zero in a polynomial decay rate we

assume the same additional restriction as in [5] on the Lamé coefficients.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos o sistema termoelastico com uma dissipagao
linear localizada em parte do dominio. O trabalho é dividido em trés capitulos. No
primeiro capitulo apresentamos a notacao utilizada no decorrer de todo o trabalho e
ainda destacamos alguns conceitos e resultados béasicos sobre a teoria de semigrupos,
espacos de Sobolev e de Anélise Funcional.

No segundo capitulo, estudamos o seguinte problema de valor inicial

e de fronteira associado ao sistema termoelastico:

uy — a*Au— (b —a®)Vdivu+ VO +a(z)uy, =0  z2€Q, t>0
0 — NG+ div (uy) =0 reQ, t>0
u(z,0) = ug(x), w(z,0) =u(x) x €N

0(x,0) = bo(x) x €}

u(z,t) =0=0(z,t) r€ed, t>0

0
em um dominio limitado 2 do R".

O termo «a(x) uy representa uma dissipagao de energia no sistema. A
fungao a(z) que localiza o termo dissipativo é tal que a(z) > 0, a € L>®(Q), a(x) >
ag > 0 para x € w C 2, com w uma vizinhanca de parte da fronteira de (2.
Notamos que u(z,t) = (u'(x,t), --+, u"(z,t)) é um vetor de R" para cada (x,t)
fixado. Aqui Au = (Au'(x,t), ---, Au"(x,t)) é o operador Laplaciano de u, divu
¢ o divergente usual de u e V é o operador gradiente. A funcao 6 representa a
distribuicao da temperatura no dominio 2. Os coeficientes a e b estao relacionadoss
com coeficientes de Lamé i e A da Teoria de Elasticidade. De fato, temos a* =y e
b2 = A+ 2 com b? —a? > 0.

Para este problema apresentamos apenas um breve roteiro sobre o



estudo da existéncia e unicidade de solugoes fortes, usando o método de Faedo-
Galerkin, visto que uma prova andloga, para a equacao vetorial da onda sob efeito
térmico, ja foi feita detalhes em [20].

Assim, no capitulo 2 fazemos com mais detalhes a analise do decai-
mento exponencial da energia total desse sistema usando o lema de Nakao, e argu-
mentos da continuagao tnica.

No capitulo 3, estudamos o seguinte problema termoelastico

uy — a*Au— (b —a*)Vdivu+ VO + a(z)uy, =0  z2€Q, t>0
0, — N0+ divu, + Xg =0 reQ, t>0
u(z,0) = up(x), uz,0) =ui(x) z €

0(x,0) = Oo(x) x €}

u(z,t) =0=0(z,t) red, t>0

\
em um dominio exterior €2, isto é, 2 = R™ \ O com O um conjunto compacto do

R™ n > 2. Aqui X é a funcao caracteristica do conjunto

{xGQ/HxHZR}, R>0.

Neste problema, temos novamente que u = (u',...,u") com u' =

u'(t, ), Au= (Aul,. o Au™), ue = (u), .. ul), uy = (ufy, ..., ull), V é o operador
gradiente e divu é o divergente de u.

Assumimos que 0 ¢ Q e 9Q C Bg(0) = {a: € R*: |z| < R} para
algum R > 0. A fungdo a(x) que localiza a dissipagao é limitada e a(z) > 0 em
). Os coeficientes a e b estao relacionados com os coeficientes de Lamé da Teoria
de Elasticidade. A teoria de Elasticidade impoe que b*> > a? > 0. Neste trabalho
assumimos a condicao adicional que 4a® > b?.

Para este problema provamos, no capitulo 3, a existéncia de uma tnica
solucdo (u, ), usando a teoria de semigrupos. Também obtemos a estabilizacao da
energia total do sistema com taxa de % Também provamos a limitacao da norma
L? da solucao.

Destacamos aqui alguns trabalhos importantes com respeito ao sis-

tema termoeldstico. Dafermos [6] estudou o sistema termoeldstico unidimensional
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sem termo dissipativo e mostrou que a energia decai para zero. No entanto, nao
mostrou taxa de decaimento. Rivera [28] estudou o mesmo sistema que Dafermos e
mostrou que a energia decai exponencialmente, devido a influencia do efeito térmico.
Pereira-Menzala [25] estudaram o sistema termoelastico em alta dimensao e mos-
tram decaimento exponencial sob influencia de uma dissipagao. Racke [26], estudou
o sistema termoeldstico em trés dimensoes. Ainda, em [27] estudou problemas em
termoelasticidade. Em [3] Bisognin-Charao estudaram o sistema de elasticidade em
um dominio limitado com dissipacao localizada nao linear.

Em [5] Charao-Ikehata estudaram o sistema de elasticidade em um
dominio exterior. Sobre o estudo de estabilidade assintética para, problemas em um
dominio exterior também citamos os trabalhos de Ikehata [9], [10], [11], Ikehata-
Matsuyama [12] e Ikehata-Tanizawa [13] e Nakao [22]. Em Charao-Oliveira [23] foi
estudado a equacao da onda com dissipacao nao linear.

Para mais referéncias bibliograficas a respeito de problemas em dominio
limitado ou em dominio exterior pode-se consultar as referéncias dos trabalhos acima

citados.



Capitulo 1

Notacao e Resultados Preliminares

1.1 Notacao

1.

2.

. D%y

K indica o corpo dos ntimeros reais R ou o corpo dos niimeros complexos C.

la] = a1 +as+ -+ + a, para a = (g, a9, ,a,) € N*, neN.

olaly

= G g P @ = (ana0, - ), oy €N

. Se f:Q CR" — R ¢ diferenciavel, entao o gradiente de f, que serd denotado
0 0
por Vf, é definido como o vetor de R™ dado por Vf = —f, e ,—f )
0xy ox,,
. Se F(x) = (fi(x), fa(x), -+, fu(z)) é um campo vetorial de classe C*, definimos
o divergente de F(x), denotado por div F' como div F =V - F = Z gfl, onde
T
i=1
. . 0 0
V é o operador definido comoV = [ —, -+, — |.
0, oz,
, . . : — 0*f
. O Laplaciano de uma funcao f é definida como div (Vf) =V -V f = 9.2 ©
, x

=1 i

é denotado por Af.

=1 22

. |’VU||[2L2(Q)}" = Z ||VUiH%2(Q)7
i=1

. (h:Vu)=(h-Vu',h -Vu? - h-Vu),



ou

10. Dju = —,

11. |]Vui||2L2(Q) = / |Vu'(x)|*dx, com u' é a i-ésima componente do vetor
Q

u=(ul,u? ... u").

Neste trabalho também denotamos || Vu||* como sendo HVuH[QLQ(Q)]n e

[[u[|* como sendo [|u||?;2g)n-

1.2 Alguns resultados da teoria de semigrupos

1.2.1 Operadores lineares limitados

Os préximos resultados de semigrupos podem ser encontrados em Pazy

[24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

Definicao 1.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear entre X e
Y € uma aplicagio linear A : D(A) C X — Y, com D(A) o dominio de A um
subespaco vetorial de X. Dizemos que o operador linear é limitado se existe uma

constante C' > 0 tal que

[Aully < Cllullx, Vue D(A).

Definigao 1.2. Representamos por B(X,Y') a familia dos operadores lineares limi-

tados de X em'Y. A funcdo real ||-|| definida por

AT = NAlpxyy = swplAz]y < oo,
{zeX:] x <1}

¢ uma norma sobre B(X,Y).

Definigao 1.3. Seja A, uma seqiiéncia em B(X,Y) comn = 1,2,---. Dizemos
que A, € convergente se existir A € B(X,Y) tal que ||A,, — A|| — 0 quando n — oo

e escrevemos A, — A.



1.2.2 Semigrupos de classe ()

Definigao 1.4. Seja X um espago de Banach e B(X) a dlgebra dos operadores line-
ares limitados de X em X. Uma familia {S(t) } ¢ um Semigrupo de operadores
>0

lineares e limitados sobre X se:

(a) S(0)=1, com I operador identidade de X;

(b) S(t+s)=5S(t)S(s), Vt,seR".
Além disso, dizemos que o semigrupo {S(t) } € de Classe Cy se

>0

(c) lirgl+ I[S(t) = Iz|]| =0, VxelX.
t—
Proposigao 1.5. Se {S(t) } ¢ um semigrupo de classe Cy entdo ||S(t)|| é uma
>0
fungao limitada em qualquer intervalo limitado [0,T].

Demonstragao em Pazy [24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

Proposicao 1.6. Seja {S(t) } um semigrupo de classe Cy. Entao

t>0
1 t 1 t
o IS log SO _ .
t—o0 t t>0 t

e para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que

1S(#)]| < Me™, Vvt >0. (1.2)

Demonstragao em Pazy [24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

Definicao 1.7. Seja X espaco de Banach e seja {S(t) } semigrupo de classe Cy.
>0
O operador linear A : D(A) C X — X, definido por

— S(h)—1
D(A) = { r € X : lim Sth) =1 I:L’ existe } e Ar = lim Sth) =1 x, Vo €
h—0t h—0+
D(A), € chamado Gerador Infinitesimal ou simplesmente Gerador do semigrupo

{S(t) }QO.



Notamos que D(A) # () pois 0 € D(A).

Proposigao 1.8. Seja A o gerador do semigrupo de classe Cy, {S(t) } . Temos
>0

que

(i) Sex € D(A) et >0, entio S(t)x € D(A) e a fungio de RT — X, dada por:

t— S(t)x € diferencidvel e

—————= =AS(t)x = S(t)Az, x € D(A). (1.3)
(ii) Se x € D(A), entao
S(t)r — S(s)x :/ AS(T)xdr :/ S(7)Axdr. (1.4)

(iii) Sex e X et € R com t > 0, entdo

t+h

ims [ S(Hwdr = S()z. (1.5)

h—0 h J,
t
(iv) Para x € X, tem-se / S(T)xdr € D(A) e além disso,
0
¢
Stz —z—A / S(r)zdr. (1.6)
0

Demonstragao em Pazy [24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

Observacao 1.9. Notamos que o item (i) da proposi¢ao (1.8) diz que se x € D(A)

entao as fungdo u(t) = S(t)x € solugao do problema de Cauchy

iu =Au, t>0
dt (1.7)
u(0) ==z

com u € C(0,00; X) N C(0, 00, D(A)).

Assim, se queremos achar a solugdo de um problema do tipo (1.7)
em algum espaco de Banach X, devemos tentar verificar se A é gerador de algum

semigrupo de classe CV.



Proposicao 1.10. O gerador de um semigrupo de classe Cy é um operador fechado

com dominio denso em X.

Demonstragao em Pazy [24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

1.2.3 Caracterizacao dos geradores de semigrupos de classe

Co

Definicao 1.11. Seja A um operador linear em X, sendo X um espaco de Banach.
O conjunto dos numeros A € C, para os quais o operador linear \I — A € inversivel e
seu inverso € limitado e tem dominio denso em X é chamado Conjunto Resolvente
de A e é representado por p(A). O operador linear R(\, A) = (A — A)™! ¢ dito
Resolvente de A.

Teorema 1.12. Seja {S(t) } um semigrupo de classe Cy e A seu gerador. Con-

t>0
siderando ReX a parte real do niumero complexo X\, entdao, se Re\ > wy, sendo
log ||S(t
wo = tlim w, temos que X € p(A) e
R\ A)x = / e MS(t)x dt, Vo € X. (1.8)
0

Demonstragao em Pazy [24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

1.2.4 Teorema de Hille-Yosida

Um teorema importante que ajuda a decidir quando um operador

linear A é gerador de um semigrupo de classe C° é o:

Teorema 1.13 (Hille-Yosida). Seja X um espago de Banach. Para que um ope-
rador linear A, definido em D(A) C X e com valores em X seja gerador de um

semigrupo de classe Cy, € necessdario e suficiente que



(i) A seja operador fechado com dominio denso em X ;

(ii) Ezistam M e w reais tais que, para cada real X\ > w se tenha A € p(A) e para

cadan € N

M

[R(A,A)"| < m

Neste caso, o semigrupo {S(t) } satisfaz a condig¢ao ||S(t)|| < Me*t, t > 0.
>0

Demonstragao em Yosida [29].

Defini¢ao 1.14. Um operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo relativa-

mente a uma aplicacao dualidade 7, se

Re (Az,j(z)) <0, Vze D(A). (1.9)

Proposicao 1.15. Se A for dissipativo relativamente a alguma aplicagao dualidade,

entao

A=Az|| > A|z||, YA>0 e Vze D(A). (1.10)

Demonstragao em Pazy [24], Alvercio [7] ou Kreyszig [15].

1.2.5 Teorema de Lumer-Phillips

Um outro resultado importante que caracteriza quando um operador

linear A é gerador de um semigrupo de classe C° é o Teorema de Lumer-Phillips:

Observacao 1.16. No teorema abaizo € utilizado para facilitar a linguagem, a ex-
pressao A € G(M,w) para indicar que A € gerador de um semigrupo de opera-

dores lineares limitados de classe Cy, digamos {S(t) } , que satisfaz a condigao
>0

IS@)|| < Me*, t > 0. Quando w = 0 e M = 1 dizemos que {S(t)} é um

>0
semigrupo de contragoes.



Teorema 1.17 (Lumer-Phillips). Seja X um espaco de Banach e
A:D(A) C X — X um operador linear. Se A € G(1,0) entdo

(i) A € dissipativo relativamente a qualquer aplica¢ao dualidade;

(i) RO\ — A) = X, VA > 0.

Reciprocamente, se
(iii) D(A) € denso em X ;
(iv) A € dissipativo relativamente a alguma aplicagao dualidade;

(v) R(Ao— A) = X para algum g > 0;
entio A € G(1,0).

Demonstragao Brezis [4].

1.2.6 Operadores lineares nao limitados

Definicao 1.18. Seja H espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador
linear nao limitado. Dizemos que A é mondtono se

(Av,v) >0, Vv € D(A).

Definicao 1.19. O operador A € dito maximal mondétono, se A é mondtono e

ainda R(I + A) = H. Isto é, Vf € H,3u € D(A) tal que (I + A)u= f.

Proposigao 1.20. Seja A um operador maximal mondtono e H um espago de Hil-

bert. Entao,
(a) D(A) € denso em H;

(b) A € um operador fechado.

10



Com a ajuda do teorema de Lumer-Phillips (1.17) se pode provar

facilmente o seguinte resultado (Brezis [4] pg. 104).

Teorema 1.21. Seja A um operador mazximal mondtono em um espaco de Hilbert
H. Entao, para todo ug € D(A) existe uma unica fung¢ao

u € C*([0,00); H) N C ([0, 00); D(A))

tal que
d
Y Au=0 t>0
dt (1.11)
u(0) = uo.
Também,
du(t)

(@)l < Juoll ¢ 1

| = 1ol < w0

Demonstragao em Brezis [4] pg. 104.
O préximo teorema pode ser provado facilmente com ajuda do teorema

do ponto fixo.

Teorema 1.22 (Cauchy, Lipschitz, Picard). Seja X um espaco de Banach A :
D(A) € X — X gerador de um Semigrupo de classe C° e seja F : X — X uma
aplicacao globalmente Lipschitz, isto é:

|Fu— Fvl| < Lllu—v|, VYuvelX
com L > 0 uma constante.
Entao, para cada valor inicial ug € X, existe unico u € C ([0,00), X) tal que u é

solugao fraca de

du
— 4+ Au=F(u), t>0
dt (u) (1.12)
u(0) = wup.
Além disso, se ug € D(A) e X € reflexivo entao (1.12) tem uma unica
solugdo cldssica, isto é, u € C*([0,00), X)NC([0,00), D(A)), em D(A) com a norma

do grdfico.

A demonstracao é encontrada em Brezis [4], pg.104.
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1.3 Espacos de Sobolev

Os resultados da teoria dos espagos de Sobolev que relatamos a seguir

podem ser encontrados em [21], [1] ou [14].

Definicao 1.23. Seja 2 um aberto do R, m e Nep € R tal que 1 < p < 0. O
Espago de Sobolev, W™P(Q) ¢é definido por

Wra(Q) = {f € L(Q); D° f € I"(Q),%a € N",0< Ja| < m },
sendo D% a derivada no sentido distribucional.

O espago W™P(Q)) é um espago de Banach com a norma

SA L

ey = | 3 / D P da

la<m

A notacao H™(2) é usada para representar o espago W™P(Q), quando

p=2. O espago H™(2) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(f’ g)Hm(Q) - Z <Daf’ Dag>L2(Q)'

al<m

Definicao 1.24. Seja Q um aberto do R™. O espago Wy""(Q) € definido como
o fecho de C§(2) em W™P(Q). Analogamente, H*(2) € o fecho de C§°(Q2) em
H™(Q).

Um resultado importante e nada trivial da teoria de espacos de Sobolev
¢é o teorema do trago. Ele diz que para achar a solu¢ao de um problema de fronteira

com condigoes de Dirichlet, basta procurar em H}(<).

Teorema 1.25 (Teorema do Trago). Seja 2 um conjunto aberto limitado do R™

com fronteira bem reqular. Entao existe uma fungdao
Yo : H'(Q) — HZ(T)

12



que é sobrejetiva e Ker(v,) = H}(Q). Além disso, v,u = u |r se u € D(). A
fungao v, € chamada de funcao trago e y,u o trago de u sobre I'.

A demonstracao pode ser vista em Medeiros-Rivera [21] e Adams [1].

Proposicao 1.26 (Teorema da divergéncia e férmulas de Green). Seja Q2 C

R™ um aberto limitado com fronteira bem reqular. Entdao valem as sequintes formulas:

/Q<div F) (z)dr = /FF(x) p(z)dl,  Fe[H(Q)]", (1.13)

/Qv(x)Au(x) dr = —/QVv(x) - Vu(z) de, ve Hy(Q),ue H (Q), (1.14)

/Qv(:c)Au(:c) dx = /QAU(Q:) u(z) dz, u,v € Hy(Q) N H*(Q). (1.15)

onde Q C R™ é um aberto limitado com fronteira de classe C* e n = n(x) a normal

unitdria externa no ponto x € I'. A funcao F integrada sobre I' é no sentido da

fungao trago, isto é / F(z)-n(x)dl significa /(7 o F)(x)-n(x)dr.
r r

A demonstragao dessa proposicao pode ser vista em Kesavan [14] e ela

utiliza o teorema do trago.

Corolério 1.27 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 um aberto limitado do R™
el < p < oo. Entao, existe uma constante C, dependendo somente de ) e p, tal
que

lull o < CUIVUll . Yu € WeP(9).

A demonstragao pode ser encontrada em Brezis [4].
O proéximo resultado é muito usado para se provar a existéncia de

solugao de uma equacao eliptica linear.
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Teorema 1.28 (Lax-Milgram). Seja H espaco de Hilbert e a(u,v) forma bilinear

continua e coerciva sobre H. Seja f € H'. Entao, existe unico w € H tal que
a(u,v) = (f,v), Vve H.

A demonstracao pode ser encontrada em Brezis [4], pg. 84.
A justificativa de mais regularidade da solucao de um problema eliptico

obtido com a ajuda do teorema de Lax-Milgram (1.28) é dado pelo

Teorema 1.29 (Regularidade Eliptica). Sejam L um operador diferencial eliptico
de ordem 2m, m € N, definido em um aberto reqular Q@ C R™ e u € D'(Q2), sendo
D'(Q2) o espago das distribui¢oes. Seja u solugao de Lu = f, no sentido das distri-

buigoes, com f € L*(Q). Entdo, u € H*™(1).

A demonstragao pode ser encontrada em Agmon [2].
O teorema a seguir pode ser usado para passagem ao limite das solucoes
aproximadas via Método de Faedo - Galerkin para problemas de valor inicial e de

fronteira.

Teorema 1.30 (Teorema de Rellich). Seja Q aberto limitado do R". Entdo
H"™PHQ) estd imerso compactamente em HI(Q)), m € N. Além disso, se Q) for
aberto limitado com a propriedade do m-prolongamento, entao a imersdao de H™1(Q)
em H™(Q) é compacta.

A demonstracao pode ser vista em Medeiros- Rivera [21].

Proposicao 1.31. Sejam Vi e V4, espacos de Hilbert tal que Vi estd imerso conti-
d

nuamente em Vo. Seja, W(0,T) = {gb e LP(0,T;V)) : d—f € LP(O,T;Vz)}. Entao

W(0,T) estd imerso continuamente em C(0,T;V3).

Esta proposigao pode ser encontrada em Lions [18] e [19].
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Capitulo 2

O Sistema Termoelastico em um

Dominio Limitado

2.1 Introducao

Neste capitulo estudamos a existéncia, unicidade e estabilizacao de
solucoes fortes do Sistema Termoeléstico descrito abaixo, usando o método de Faedo-

Galerkin.

uy — a*Au— (0 — a®)Vdivu+ VOl +a(x)uy, =0  x€Q, t>0

0, — N0+ divu, =0 reQ, t>0

u(z,0) = up(x), uz,0) =ui(x) x € () (2.1)
0(x,0) = Oo(x) x €

u(z,t) =0=0(x,t) red, t>0.

Aqui u = u(z,t) = (u(z,t),u*(x,t),...,u"(x,t)), 0 = 0(x,t) e Q C
R*,n > 1, é um conjunto aberto limitado regular do R" sendo (ug,us,6y) as
condigoes iniciais do problema. A fun¢ao a = a(z) a : Q@ — Rt que localiza no
dominio o termo dissipativo a(x) u; é uma funcao de L*(€2). Também observamos
que Au = (Aul(z,t), -, Au™(z,t)), onde Au’ com i = 1,2,--- ,n é o operador
Laplaciano de u’. O simbolo V representa o operador gradiente e divu o divergente

usual de u. As constantes a e b, estao relacionadas com a teoria da elasticidade

15



e b* > a®> > 0. A funcio e a(z) é efetiva apenas em uma vizinhanga de parte da

fronteira de €2, que representamos como de modo usual por 0f2.

2.2 Formulacao Variacional

Supondo que (u(z,t),0(x,t)) é uma solugao regular de (2.1) em algum
intervalo [0, T e tomando o produto interno em R™, que aqui indicamos por “”,
da equagao uy — a*Au— (b* — a*)Vdivu + VO + a(z)u, = 0, com w € [H(Q)]" e

integrando com relagao a = € €2, temos

/utt-wdx - / a’Au - wdr — /(b2 —a®)Vdivu - wdz
Q 0 0 (2.2)

+/V9-wdx+/a(m)ut-wdx:0.
Q Q

Calculamos em separado alguns termos. Para isso, fazemos uso da

proposicao 1.26.

—/aQAu-wd:L‘:aQ/Vu-dex (2.3)
0 Q
pois, w € [Hy ()]

/ —(0* — a*)Vdivu - wdz = (b* — a?) / divu - divwdzx, (2.4)

0 0
onde,
/Vu-dex = Z/Vui-Vwidx
0 — Ja

com u' e w' as i-ésimas componentes de u = u(z,t) = (u'(x,t),v*(z, 1), ..., u"(z,1))
e w(x) = (w(z),...,w"(1)).

Com isso, substituindo (2.3) e (2.4) a equacao (2.2) fica

/utt-wdx + aQ/Vu-dex + (b2—a2)/dz’vu-divwdx
Q Q Q

+/V9-wdx+ /oz(x)ut-wdx =0, Yw € [H&(Q)]n
Q Q

Entao, escrevendo em termos de produto interno em L?(Q) temos
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(Utt s w)LQ(Q) + (12(VU, Vw)L2(Q) + (b2 — a2)(div u, div w)LZ(Q)

(2.5)
+(VO, w) 2 + (a(z)u, w)r2) = 0, Yw € [HE(Q)]™

Agora, multiplicando a segunda equagao de (2.1), 6, — A0+ divu, =0

por v € H}(€) e integrando em £, temos

/v@td:v—/vAOd.fc+/vdz’vutdz:O, Vv € Hy(S2).
Q Q Q

Da Férmula de Green, para v € H} () temos que

—/vA@dx = /VH-Vvda:
0 0

e
/vdivutd:z: = —/ut -Voudz.
Q Q
Assim obtemos que
/Htvdx—i-/V@-Vvdx—/ut-Vvdx:O, Vv € Hy (%),
Q Q Q
ou ainda,

(9,5, U)L2(Q) + (V@, VU)LQ(Q) — (Ut, VU)LQ(Q) = 0, Yv € H&(Q) (26)

Concluimos por (2.5) e (2.6), que (u, 0) devem satisfazer o seguinte

problema variacional, associado ao problema (2.1)

(wg , w) + a*(Vu, Vw) + (b* — a®)(divu, divw)
+(Vl, w) + (a(x)uy, w) =0, (2.7)
0y, v)+ (VO , Vv) — (uy, Vo) = 0,

para w € [H} ()], para v € H}(Q) e para t € [0, 00).
E claro, que se o par (u, ) é solugao classica de (2.1), entdo o par

(u, 0) é solugao de (2.7). Se o par (u,#) é solucao de (2.7) na classe,

17



w e L(0,00; [Hy () N H*(Q)]"),
uy € L>(0, 00; [Hy()]™),
uy € L>(0, 005 [L2(Q)]"),
0 € L*(0,00; H}(Q) N H?()),
0, € L=(0,00; L*(2)),

entao o par (u,#), é chamado de solucao forte da equagao (2.1) em [0, 00).

2.3 Existéncia, Unicidade de solucoes fortes

Teorema 2.1. Seja o uma funcgdo continua e limitada com a(x) >0 ¢.s. em Q e
(o, ur, 0o) € [Ho(2) N H*(Q)]" x [Hy ()" x [Hy(Q) N H*()).

Entao, existe um unico par (u, ) solugao forte de (2.1).

A demonstracao desse Teorema é muito similar a apresentada por
Cleuzir Da Luz [20], no capitulo 2 da sua dissertacdo de mestrado em 2005. Por
isso, apresentamos aqui apenas um roteiro da mesma, o qual é baseada no Método
de Faedo-Galerkin.

A prova é feita considerando-se os seguintes passos:
¢ Problema Aproximado

Lembramos aqui a notagao que (Vu, Vw) = Z(Vui, Vu'). Fa-

zendo no problema varacional associado (2.7)

u=um = gom(ty;
j=1

= Z R ()0
j=1

com { wj}oo uma base de [H&(Q) N Hz(Q)} n, { vj}oo uma base de Hj(Q), gjm(t)
j=1 Jj=1
e hj, (t) funcoes reais definidas no intervalo [0, 00) e satisfazendo adequadas condigoes

(2.8)

miciais em t = 0.
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Escrevendo

oo (0.] (0.)
Uy = E C; W, Uy = E dj w; € 6)0 = E €;U; (29)
j:l j:l j:l
com ¢, d; e e; constantes reais, j = 1,2,..., o problema aproximado associado ao

problema variacional (2.7) é

(u, w™) + a*(Vu™ , Vw™) + (b — a®)(divu™ , divw™)
+(VO™, w™) + (a(x)u, w™) = 0, (2.10)
O, v™) + (VO, Vo) — (4", Vo) = 0,
para w € [H} ()], para v € H} () e para t € [0, 00).
E necessdrio provar que existem funcoes v e # em algum espago tal

que

= Zgjm(t)wj — u(t)
= Z Rjm(t)v; — 0(1)

em algum sentido e que o par (u,f) seja solugdo de (2.1). O problema aproxi-
mado, (2.10) fica equivalente ao seguinte sistema linear de Equagoes Diferenciais

Ordindrias, para as funcoes g, (t) e hjn(t):

Z Ajig;‘lm(t) + Z Cjigim(t) + Z Djihjm(t) + Z Bﬂgjm Z jigim(t) =0,
j=1

Z P}zh/ + Z G]zhjm Z Zgjm = 7

j=1

9im(0) = ¢;, I1<j<m
93m(0) = d;, 1<j<m
h]m(O) :ej, 1 S]Sm

(2.11)
para 1 <i < m.
Com: Aj; = (w;, wy), Bji = (a(z)w;, wy), Cj =a*(Vw;, Vwy), Dji = (Vu;, wy),
Eji = (V*—a®)(divw;, dive), Fj = (vj, v), G = (Vv;, Vu;) e Hy; = (w;, V).
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O sistema (2.11) possui uma solugao global dada por
Y(t) =Yy, t20,
com A a matriz associada a (2.11).
Portanto as fungoes u™ : [0, 00) — [H&(Q) N HQ(Q)]n e
0™ : [0,00) — H}(Q) N H*(Q) dadas por u™ = igjm(t)wj e fm = ihjm(t)v]

sao solugoes do problema aproximado (2.10) no intervalo [0, co).

¢ Estimativas para as Solugoes Aproximadas
Usando que u™ = Z gim(t)w; e "= Z hjm(t)v; estao definidas

j=1
para todo ¢t > 0 e a definigdo da energia do problema aproximado (2.10) temos que

t 9 t
T / IVal) @z ds + / [907 200y ds = B(0),  (212)

logo,

Mas,
— 1 m||2 2 m||2 m2 2
En(0) = 5 {llut"lI” + a®[Vug' I + 16617 + (6 — a®)l|divug?|*} -

Se obtem que

{u™} limitada em L°°(0,o00; [HJ(2)]"),
{u} limitada em L°°(0, oo; [HJ(2)]"),
L>(0, 003 [L2(Q)]"),
{6™} limitada em L*(0,00; L*(Q)),
{6™} limitada em L?(0,00; Hy (L)),
{6} limitada em L>(0, 00; L*(£2)).

limitada e
{u?} limi m (2.13)

De onde, pelo Teorema Banach-Alaoglu-Boubarki ( ver Brezis [4] )
existem fungoes u € L>(0, 00; [Ha()]") e 6 € L>=(0,00; L2(Q)) N L*(0, co; H (£2))

com,
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us € L>(0, 005 [Hy ()]"), use € L>(0, 005 [L*()]") € 0; € (0, 00; L*((2)), tais que

u™ — u, fraco-x em L*(0,00; [Hy(Q)]"),
u™ — uy, fraco-x em L*(0,00; [HL(Q)]"),
ul — uy, fraco-x em L°°(0, oo; [L3(Q)]"),
0™ — 0, fraco-x em L>(0,00; L*()),

6™ — 0, fraco em L?*(0,00; Hy(f2)),

07 — 0;, fraco-x em L>(0,00; L*(Q)).

(2.14)

¢ Passagem ao Limite
Devido a linearidade do probema (2.10) fazendo limite com m — oo,

resulta que as fungoes u e 6 dadas em (2.14) satisfazem o problema variacional

(g, w) + a*(Vu, Vw) + (VO , w) + (a(-) u, w) + (b* — a®)(divu, w) = 0,
0y, v)+ (VO, Vv) — (uy, Vo) =0,

para toda w € [HY(Q)]" e v € HL(Q), no sentido de D' (0, 00).

Em particular, temos que

uy — a*Au+ a(z)uy + VO + (0* — a®)divu = 0,
975 — A9+dZUUt = O,

(2.15)

no sentido de D’((0,00) x Q).
¢ Regularidade:

A regularidade das solugoes (u, 0) se obtem utilizando o Teorema da
Regularidade Eliptica (1.29).
¢ Analise de condigoes iniciais:

As solugbes (u, ), satisfazem as condigoes iniciais do problema (2.1).
Para isso, se faz uso da proposigao (1.31).
¢ Unicidade de Solugoes:

E feita de modo padrio. Ver em Cleuzir [20).
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Definicao 2.2. Por estabiliza¢ao se entende como o comportamento assintotico da
energia E(t) do sistema, quando t — oo ou entao do comportamento assintdtico
das solugcoes do sistema, em alguma norma, quando t — oo. Neste trabalho se
estuda a estabilizagao em relagao a zero (funcao nula). Na estabilizagio € sempre

importante se obter a taxa para o comportamento assintotico.

Por exemplo, estudar tﬁnoo |lu(t)|| 2 € tli_I)noo 10() || 2() ou
th;nw [u(t)|| Lo (o) € thinw 10(2) ]| Lo (), mostrando taxas de decaimento explicitas, para
as solugoes do sistema (2.1).

De fato, o objetivo é estudar a estabilizagdo da energia E(t) do sistema

(2.1), que é dada por

Bt) = 5 Ll + @|Vul® + 01 + @ = a)ldivulP},  (216)

DO | —

ou

1
E(t) = 5/9 <|ut|2 +a? |Vul? + 62 + (b —a2)(dm>2) dz.

A energia E(t) é dada pela, soma das energias, Fi(t) e F(t) as quais, sdo dadas
por:

Energia cinética e potencial

1
Ei(t) = 5/ (|ut]2 +a* |Vul> + (b* — a®)(div u)z) dx, (2.17)
Q
energia térmica
1 2
Byt) = = [ 6% da (2.18)
2 Ja
Tomamos w = wu; ¢ v = 6 no problema Varacional associado (2.7)
Notamos que:
1d
(U, w2 = [ U - wpde = [ - —[ug - ug) do =
s [ e =28 |
—— w)*dr = —— ||lu
2dt Jo 24t "
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(Vu, Vug) 2 /Vu Vuyde = / |Vul*dr =
\ 2 di

1d (2.20)
2
th / [Vl dr =5 VIl
(a() ue , ue) 20 :/ a(z)uy - ugde =
0 (2.21)
/Q( al) )’ dz = IVa()udl’,
1
(divu, divuy) 2 = /divudivutd:v:/—i(dwu) dx =
0 2dt 2.2
1d (2.22)
= vl
(0r, 0) 2 Z/Qetedlli =
1d 1d ,
—— E——— = 2.23
/Qm(e)da; 2dt/g(6’)dx (2.23)
5 el
2dt ’
(VO, V) 2y = | VO (2.24)
(Ut, VG)LZ(Q) == (V@, ut>L2(Q). (225)

Substituindo (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22) na primeira equagao de
(2.7), resulta que

1d
0, )1
2dt 2 dat G IVl (99, ) (2.26)

1d
+ Vol wl” + + (0 = a®)5 lldivul]* = 0.
Substituindo (2.23), (2.24) e (2.25) na segunda equagao de (2.7), re-

e + a?

sulta que

55 WOIE + V6P — (6, u)szey =0 (227)

Agora, somando (2.26) com (2.27) temos
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Sl + @23 IVl + (99, w)se + [VaC)

1d, 5 , 1
+§E 1017 + IVO]]* — (VO, w)r2) + (> —a )2dt||alwu||2 =0,
ou seja,
d1
3 Ll + @ 17ul + 101 + 7 = a®ljdio ] } .
+ Vet wl” + Vo) =

De (2.16) a equagao (2.28) fica
d 2
—E(t) + [Va() uwl + [V6]* = o. (2.29)

Ou seja

dE( t) + /Oz(x)|ut|2 dr + / V0| dz = 0,

para todo t > 0.

Assim, para t > 0 e T > 0 a energia E(t), satisfaz a identidade

t+T d t+T t+T
—/ ds-/ / x)|u | dx ds +/ /|V9|2dxds
¢

t+T t+T
E(t) — Et+T) =/ /Oé(x)|ut\2dxds +/ /|ve\2dxds. (2.30)
t Q t Q

Em particular, observamos que a energia E(t) é uma fungao decres-
cente. Por isso, faz sentido estudar taxas de decaimento da energia total FE(t)

associada ao sistema (2.1).

Agora, definimos o subconjunto I'(zg) de I' = 092, para zo € R" fixado

de modo arbitrario:

[(x) = {x el (x—xo) -nz) > O} ,

onde 7n(x) é a normal exterior unitaria a {2 no ponto x € I' = 9.
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Seja, w C © uma vizinhanca em Q de I'(xg). Assim, w = QNW, onde
W é um aberto do R™ tal que I'(zo) C W.
A estabilizagao da energia E(t) serd estudada com a seguinte hipdtese

adicional na fungao o(x)

a(x) > ap sobre w (2.31)

para alguma constante g positiva.
Assim, o termo dissipativo a(z) u; na primeira equagao em (2.1), estd
localizado ou efetivo apenas em uma parte de €.

De fato, segue o seguinte resultado:

Teorema 2.3 (Estabilizacao). Sejam u = u(z,t) e 0 = 0(z,t) as solugoes do
problema (2.1). Seja, a € L*(Q2), a(x) >0 ¢.s. em Q, satisfazendo (2.31). Entdao,
existem constantes positivas C' e o, com C' dependendo da energia inicial E(0), tais
que:

E(t) < Ce™t, (2.32)

para todo t > 0.
Para provar esse teorema serd necessario, alguns lemas e estimativas

especiais sobre as solucoes u e 6.

2.4 Lema de Nakao

Para provar a estabilizacao da energia E(t) serd mostrado que FE(t)

satisfaz uma desigualdade do tipo:
Et) < C [Bt) - E(t+T)] . t>0, (2.33)

onde C' é uma constante positiva e T' > 0 é uma constante fixada adequadamente.
Entao, a propriedade de decaimento (2.32) seguird de (2.33) e do se-

guinte lema:
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Lema 2.4 (Nakao). Seja, ¢(t) uma fungdo nao negativa, em RY satisfazendo, para

t>0:
supp(s) < C [lt) = p(t+ 7)),

t<s<t+T

comT > 0 e C" > 0 constantes fizas. FEntdao, @ tem o sequinte comportamento
assintotico,

p(t) < Cp(0)e™, >0

para algum o > 0 fixo e C' > 0 constante.

2.5 Identidades de Energia

Para provar (2.33), também é necessario desenvolver, algumas identi-

dades de energia.

Lema 2.5. Sejam, u = u(x,t) e 0 = 0(x,t) as solugoes do problema (2.1). Sejam
h: Q — R", funcdo de classe C*(Q), m € Wh=(Q) e T > 0 fizado. Entdo as

sequintes identidades sao vdlidas, para todo t > 0:

t+T

/ /m x —|ulf/|2 + a® |Vu|2] drds =
+T
{/m Uy - udx] / /m -udzds
t+T
/ / Zaul amuzdgz:ds—/m VO - udxds
« Oy O
“r

—(* — a? / / ) (divu)? +divu[Vm(a¢)-u]} dx ds.

(2.34)
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ou?

+ (b* — a?) (div u)2] dlNds =

L |
[/ (h: Vu) - u dx]t+T /HT/ h:Vu) - a(x)u, dz ds

/HT/ Ven) [Jul? = o [Vul® — (¢ - a?) (divu)?] deds

t+T t+T
+/ / (h:Vu) - (V0) dvds + a® / / Z (Okhi) (Oiu; Oguj) dxds
¢ 0

i,5,k=1

t+T
2 _q? / /Z (O;hi) (Oiu; Oguj) duds. (2.35)

7 o [
[/ﬂ((x—xo)-Vu utdx] /t+T/ ((z — o) - V) - (@) do ds

N t+T
+5/ / |Ut|2 —a? |Vufr — (b — d?) (div uﬂ dx ds
t 0

t+T
+/ / [az IVul|® + (0 — a?) (divuﬂ dx ds
¢ 0

+/tt+T/Q((x—xo)-Vu)-Vdeds. (2.36)

oul?

+ (b* — a?) (div u)2] dl' ds =

T
/ / [— lue* + a® |[Vul* + (b* — a®) (div u)g] deds =
t 0

— [/Q ut«udx}z+T - /ttJrT/Q [VG + a(x) ut] ~udrds, (2.37)

onde n =n(x) € o vetor normal a x € OS).

Prova:

Para provar a equagao (2.34), basta multiplicar a primeira equagao de
(2.1) por m(z) - u, aqui representado por m - u afim de simplificar notagao e integrar

em [t,t +T] x )
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t+T t+T
/ /uttm-udxds—/ /a2Vum-udxds
t Q t Q

t+T T
—(bQ—az)/ / Vdivum-udxds—l—/ /V@m-ud:z:ds (2.38)
¢ Q ¢ Q

t+T
+/ /a(:v)ut -m-udzrds=0.
¢ Q

Calculando, alguns termos em separado:

t+T t+T t+T

/ /uttm udwds-/ /m— U - U dxds—/ /m]ut\dedS—
t+T

{/m— u - Uy dm} / /m|ut| dx ds,

isto é,

t+T d t+T t+T
(i) / /uttm-udde— [/ m—(u~ut)dx] —/ /m|ut|2dxd5.
t Q o dt ¢ ¢ Q
t+T +T 1 t+T
/ /a(:):) -m - udxds—/ /——a Ym|u|? dz ds = [/ —a(z) m|ul? dx} :
A 2di 02 )

isto é,
t+T 1 t+T
(ii) / / alx)u, -m-udrds = [/ —a(z) m|ul? dx} :
¢ Jo Q2 ‘

/div(Vu-mu)dx = /QAu-mudx —l—/QVu(mVu—l—uVm)dx =
jmu&udm —|—/Vu(mVu+uVm) dr =
/imuAudx +/ZVu(mVu) dx —|—/QVu~(uVm) dx,

isto €,

/muAudx —/m|Vu|2d$ —l—/uVu Vmdx —/dw(Vu mu)dr =
0

Q

m|Vu|2d:E +/uVu Vmdz.
Q

Para u escalar, mas como u ¢ vetorial,

n
Au-mu=mu-DNu= E mutAu

i=1
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assim,
—a2/ Au-mudr = —aQZ/muiAuidx =
Q — Ja
aQZ/m]VuiFdx +a22/VmuiVuidaz =
i=1 /9 i=1 7%
a2/m\Vu|2da: —i—aQZ/uiVuidex.
Q — Jo

Portanto,

t+T t+T i .
(iii) —a / /Au mud:vds-/ a? /m]Vu|2dx —i—Z/uZVu’dex
t Q = Jo

t+T t+T
/ /deum udrds = —(b* — a?) / /mquwudxds—

+T b
/ div (mudiv u) dv ds + (b* — a® / /dw (mu)divudrds =
t Q

4+
/ /dzv (mu)divudeds =

+T
/ divu(mdivu+ Vm - u) drds =

+T

ds

2

a2

~—

o)

{O

\
e}

m (divu)? + divu(Vm(z) u)} dx ds.

Portanto,

t+T
—(bz—az)/ /de m-udrds =

() 2 —a? /HT/ (divu)® + divu(Vm(z) - u)| drds.

Com (i), (ii), (iii) e (iv) a equagao (2.38) fica:

t+T T
{/ m(u - uy) dm} —/ /m|ut|2 dx ds
Q t t Q
t+T n o
—l—/ a’ [/ m|Vu|? dx ds —|—Z/ u’VuZde:c] ds
0 — Ja
t t+T =
2) / / [m (divu)® + divu(Vm(z) - u)] dx ds
¢ Q

+(v* —a
t4+T 1 t+T
—l—/ /m(a:)VGuda:ds—l— [/ —a(x)m]u\zdx} =0,
t Q Q 2 t
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assim,

t+T +7T

/ / — |2 +a2|Vu| dx ds = — [/m w - Uy dm}
4T
[ i |U‘2d$} —a/ /[ Ou om ] dx ds
" Ox; E)xj
t+T
+(b* —a / [m (divu)? + divu(Vm(z) u)} dx ds
0

?)
t+T !
/ /m(x)VGudx ds,
¢ Q

isto é,

t+T
/ /m(x) —|u,5|2 + a® \Vuﬂ dr ds =
t+T t+T
{/m Up - U dx} —/ /m(x) a(x)ug - u dr ds
t+T
—a? / / 8u, amuzalacds—/m Vo - u
= 8% Oz,

t-‘rT
—(b* — a? / / (div u)* + div u [Vm(z) u]] dx ds.

dz ds

Para provar a equagao (2.35), basta multiplicar a primeira equagao de

(2.1) por (h: Vu) e integrar em [t,t + T x §2

t+T t+T
/ /utt (h: Vu) da:ds—/ / a®’Vu (h : Vu) dx ds
—(b

t+T
2 — a? / / Vdivu(h:Vu)drds (2.39)

4T T
/ /V@ (h: Vu) d:zcds—l—/ / (h:Vu)dxds = 0.

Calculando, alguns termos em separado:
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t+T t+T n
/ /utt(h:Vu)d:vds:/ /utt (h-Vu')drds =
t+7T 1 t+T n
/ /dt [(h - Vu')u] dxds—/ / [(h-Vu')]drds =

Z/ [(h- Vud)ul]ld ——/HTn/z ui[(h - Vui)] do ds 4 0 =
Z/[(h-Vui)U?;]d ——/t+T Y /thut [(h - V)] do ds

t+T
/ /dwh |ut| )dxds =

+T
Z/ [(h - Vu')ul]d / /dw (h - |w|?) do ds.

+T
/ /utt(h : Vu)dr ds =

[Z/hVuut

(2.40)

+T
/ /dw (h - |w|?) do ds.

div(Vu'h - Vu') = Au'h - Vu' + Vu' - V(h - Vu') =
Au'h - Vul + Vui -V (Z hjpjui> = Au'h - Vu' + V' - (Z V(hjpjui)> =
j=1 j=1

Au'h - Vul +3 V' -V (hiDju') =
j=1
Auth -V + Y V- [hj .V (D) + Djuthj} ,

=1

isto é,

Au'h - Vu' = div(Vu'h - Vu') — Z [thui -V(Dju'") + Dju'Vu' - th] .

j=1

Portanto,
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Au - (h:Vu) :ZAuih-Vui:

=1
n

Zn:dw (Va'h - Vu') =Y [hjvui .V (D) + Djuivuivm] -

j=1
n

zn:dw ((h-Vu') - V) = 3 [V - V (Dju') + D' Vi Vi | =
= =1
Zdiv ((h . Vui) -Vui) — Z [thkukaDjui + Djukaukahj] ,

k,ji=1

isto é,
/Au (h:Vu)d /Zdw ((h-Vu') - Vu') do
n (2.41)
/ Z h; Dy’ Dy D’ da: + / > Dju' Dyl Dyl da.
Dk, ji=1 Ok ji=1
. , ou’
Lema 2.6. Se u € H}(R), entao Vu'(z) = 5 n(zx), V€ 08
n

Aplicando, o lema (2.6) a equagao (2.41) fica

dar

/AuhVu Z/hn
oN

n

/ Z thuDkDud:c+/ Z D Dyu! Dih? d: =
Q Q

k,j,i=1 k,j,i=1

_;/m(h.n)‘g;‘ dr + Z /Dku (h- V(Dyu')) da

k,j,i=1

/ Z D; uDku 'Dph’ dz.
Q

k,j,i=1

Portanto,

ar

Au-(h:Vu)d /h
I, =3 0
+ Z /Dku (h- V(Dku))dx—l—/ Z Dju! Dyu! Dil? d.

k,j,i=1 Qk]zl

(2.42)
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Calculando, alguns termos em separado:

div (Dyu' Dy u®h) = div (| Dy u?|* h) = div (h)| Dy u'|? + h - 2Dy u'V (D u?) =
div (h)| Dy u'|* + 2Dy u'(h - V(D u?)),

assim,
. . 1 . 1 ,
Dyu(h-V(Dru')) = édiv (R|Dy u'?) — §div (h)| Dy ut|?,
com isso,

Z/Dku (h-V(Dpu'))de =

ka 1

Z /—dw (h|Dyu'|?) dz — Z /Qidw (R)| Dy u'|* dz =
Z / ~div (h| Dy u'|?) dz —/ ~div (h)|Vul|? dz.

k,j,i=1

De onde, a equagao (2.42) fica

U

/Au (h:Vu)d Z/ (h-n) dr+2/§dw(h|Dku@|2)dx
o0 k=17

1
—/Qﬁdwth\de +/ Z D;u! Dyl Dy W de,

ngz 1

integrando, em [t,t + T] segue que

t+T t+T n
—/ /Au~(h:Vu)dxd5——/ / hn‘—
o0

t+T n t—l—T
Z/ —div (h| Dy u'*) dxds—/ / ~div h|Vul? dx ds

¢ k=1

t+T
/ Z D;u' Dy Dy b da ds,
Qk]z 1

dl’ ds

ou seja,
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a“ dTds

t+T t+T n
—/ /Au-(h:Vu)dxds:—/ / (h-n)
t Q t o9

1 t+1T N au 2 t+T
—/ / (h-n) — dFds—/ /—dz‘vhwu\?dxczs
00 02

t+T
/ / Z Dju' Dyu' Dyh? da ds.
Q

k,j,i=1

Portanto,

t+T t+1T " 2
—ag/ /Aw(h:Vu)dxds:—an/ / (hﬂ)‘a_u
B

t+T t+T
——a / /dwh|Vu|2dxds—|—a / / Z D;u' Dy’ Dy, b da ds.
Q

k,ji=1
(2.43)

dl'ds

Calculando, a seguir:

div (divu (h : Vu)) = divu - div (h : Vu) + Vdivu - (h : Vu),

assim,

Vdivu- (h : Vu) = div (divu- (h : Vu)) —divu - div (h : Vu),
com isso,

Vdivu- (h : Vu)dz :/div(divu-(h : Vu)) dx —/divu-div(h : Vu)dr =
Q Q

f divu(h : Vu)n(z)dl — / divu - div (h : Vu)dx.
o9 Q

Mas,

div(h:Vu):i (b - Vub) ZD (h? D; u')

=1 1,j=1
n n

S (D W Djul + 1 Dy Dyu’y = D Dyu' + Y W D; Dy,

i,j=1 1,7=1 1,j=1
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assim,

(b* — a®)divudiv (h : Vu) =

(b* — a®)divu Z D; W Dju' + (b* — a®)divu Z W D; Dju' =

ij:1 3,j=1

(b* — a? dwuZDhDu—i— —a ZDku ZDh]Du

i,0=1 i,7=1

(b* — a®)divu (V- h)divu + (b* — Z D; b Dyu® Dju’ =

i,5,k=1
n

(b% — a®)(V - h) (divu)? + (b* — a?) Z D; h? Dyu” Dju’.

irj, k=1
Ainda,
(h:Vu) = (h-Vu',h-Vu?, - h-Vu"),

com isso,
(h'Vu) —(h Vul -n,h-Vu?-n, - h-Vutn) =

ZhVu n—z h-n)Djui:(h'n)i:Djui:(h'n)dz’vu.
=1 i=1

Portanto,

Vdivu(h: Vu)drds =

t+T
(h n)(divu)*dlds + (b* — a® / /V h) (divu)? dz ds

t+T
+(b a2)/ /thﬂpkupudxds

i,5,k=1

(2.44)
Utilizando (2.40), (2.43) e (2.44) em (2.39), resulta
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T
/ /dw (h - |w|?) dz ds

dl'ds

[Z/ (k- Vu')ul]d
oul’

t+T n
—a—/ / (h-n)
B19) on

t+T t+T
——a / / div h|Vu|* dx ds + a® / Z Dju' Dyu' Dy W dx ds
ijz 1

t+T t+T
+(* — a? / / (h - n)(divu)*dlds + (b* / /V h) (divu)?* dz ds
e 08
2 — g2 / / Z D; b7 Dy u* Dud:vds

i,5,k=1

t+T t+T
/ /V@ (h: Vu) dxds—i—/ / (h:Vu)dxds = 0.

Assim,

JARER
[/ (h:Vu) - u d:c} /t+T/ h:Vu) - afz) uy do ds

t+T
/ / (V1) [luef — o [Vuf* - (b2—a)(dw( )?] da ds
t+T t+T
/ /h Vu) - (V0) dvds + a / / Z (Okh;) (Ouj Ok uj) dxds

i,5,k=1

T
2 _a? / /Z (0;hi) (Oyu; Opuj) dx ds.

i,j,k=1

2

+ (b* — a?) (dwu)2] dl' ds =

Onde n = n (z) é o vetor normal a = € 0.
Para provar a equagao (2.36), basta substituir  em (2.35) por (z—zy),

pois (2.36) ¢ apenas um caso particular da equagao (2.35).
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ou?

[ L
U T —20): V) utdx] /HT/ ((z — 70) : Vi) - () we da ds

/t+T/ (x — x9)) [|Ut\ —a? \Vu\ — (b* — a?) (dwu)ﬂ dr ds
/ v / x — ) - Vu) - (VO) du ds (2.45)

+T
/ / Z (O(2" — 2f)) (Ou; Okuy) dxds

i,j,k=1

t+T
—a? / / (2 — 28)) (0w ;) dxds.

i,5,k= 1

+ (b* — a®) (div u)2] dl’ ds =

Calculando em separado:

v.(x_mzzaa (x — ) Zag; Z_xo S -3 0=n,
j=1 Jj=1 Jj=1

assim,

t+T t+T
/ / Z (O (x—1x0) aujakujdxd:s_a/ / Z Ou? Opu? dx ds =

3,5,k=1 3,5,k=1

t+T
[Opu!] dz ds = a® / /Z|VuJ\Z]VuJ\dxds—

t+T t+T
/ /|Vu||Vu|dxds—a / /|Vu|2dxds
assim,

t+T t+T
(ii) a / / Z (O (2 — 20)) 05! Opt? dv ds = a? / /\Vu|2d:£ds

i,7,k=1

2_ g2 /t+T/ (2* — 25)) - (Ol O ) dx ds =

zgk 1

n
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t+T
2 _ a2 / /Z@u@kujdde—

i,5,k=1

t+T
2 _q? / /Zau Z@ku]dxds—

7,k=1

t4+T
2 _ a2 / /ZDU ZDu]dxds—

7,k=1

T
b2—a2)/ /divudivudxds:
¢ Q

+T
b’ —a?) / /(div u)? dx ds,
t Q
assim,

(b — a?) /:JFT/Q i: (0;(a* — 2F)) - (Ol opu?) d ds =

+T
b — ag)/ /(divu)2 dx ds.
¢ Q

Substituindo, (i), (ii), (iii) em (2.45) segue que:

[ L
U T —20): V) utdx} /HT/ (z — 70) : Vi) - () we o ds

t+T
/ / lue)* — a® |Vul> — (0% = d®) (divu) } dx ds
T t+T
/ / r—xg): Vu)- (V) deds +a / / |Vul? dx ds
+T
+(b* — a?) / / (divu)? de ds,
t Q

ou seja,

(i)

oul?

+ (* — a?) (dwu)2] dl’ ds =
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ou

o A RCERY [ o
[/ﬂ ((x — x,) - Vu) - utdeJrT + /tHT/Q ((z — @) - Vau) - () uy da ds
+g/tt+T/Q [|“t|2 —a® |Vu|* — (V* —d®) (div (u))ﬂ dr ds

+/t:/9 [aQ Vul? + (0 — a?) (div (u))ﬂ dz ds
+/t /Q((a:—xo)-Vu)-Vdeds,

2
+ (b* — a?) (div u)2] dl’ ds =

onde n =1 (x) é o vetor normal & z € 9.
Para provar a equagao (2.37), multiplicamos a primeira equagao de

(2.1) por u e integramos em [t,t + T x Q

t+T t+T t+T
/ /uttudq; ds —/ /aQVuudx ds — (b* — a?) / / V div (u) udz ds
v, I0 ¢ 2 ¢ Q
¥ £+
+/ /V@ud:pds—i—/ /a(x)ut-udxds:o.
t Q t Q

Calculando, alguns termos em separado:

(2.46)

d 2
a(u . ut) = U U+ UUy = ‘Ut’ + U Uy,

assim,

t+T T g t+T
/ /uttudxds = / / —(u-uy) dx ds —/ / |u,|? da ds. (2.47)
¢ Q t o dt ¢ Q
t++T t+T t+T
—/ /aQVuudmds:a2/ /VU'VUd!L‘dSZCLQ/ /|Vu|2dxds,
t Q t Q ¢ Q

assim,

t+T t+T
—/ /aZVuuddeZaQ/ /]Vu|2dxds. (2.48)
t Q ¢ Q
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t+T T
—(b? — a?) / / Vdivuudzrds = —(b* — a*) / / div (udiv w) dz ds
¢ Q Q

t+T t+T
+(b* — a?) / / divu - divudrds = / (div u)* dx ds,
¢ Q Q

assim,

t+T t+T
—(b? — a? / / V div uudzrds = (b* — a® / / (div u)*dxds.  (2.49)

Com isso, substituido (2.47), (2.48) e (2.49) em (2.46), segue que

t+T t+T t+T
/ / (u - uy d:vds—/ /|ut| dz ds + a / /|Vu|2d:p:17ds
t+T
/ /(dw u)? dxds—i—/ /VGudxds
+T ¢
+/ /oz(x)ut ~udrds =0,
¢ Q

entao,

T t+T t+T
/ /—|ut] dz ds + a® / /|Vu|2d:vds+ (b* — a?) / / (div u)* dx ds =
t+T t+T t+T
{/(u ut)dx} / /Vﬁudxds—/ / up - udxds,
Q

entao,

/HT/ — ul* + a® |Vul* + (b° = da®) (div u)Q] dr ds =

t+T
{/ udx} / /Vé’—i—a ut] udxds.
Q

2.6 Estimativas de Energia

Observamos, que em todas as estimativas que se seguirem, a letra C'

podera indicar diferentes constantes positivas.
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Seja, h : R* — R™ um campo vetorial de classe C! sobre (Q), tal que

h(z) = n(z), sobre  I'(xg)
h(x)-n(x) >0, sobre 0N (2.50)
h(xz) =0, sobre Q\w

onde n(x) é a normal unitaria exterior a {2 no ponto z € 92 e @, é um aberto do
R™ tal que & C W, I'(z9) C©NQ C Q. (a existéncia de um tal campo h aparece
em Lions [17]). O conjunto w foi definido na introducdo deste capitulo, w C Q
vizinhanca de T'(x), w = QN W onde W é um aberto do R™ tal que I'(xq) C W.

A primeira estimativa é dada pelo seguinte lema:

Lema 2.7. Seja T' > 0 fizo. Entao, existem v > 0 e 8 > 0 tal que as solugoes
u(z,t) e B(x,t) de (2.1) satisfazem a sequinte desigualdade:

/ Ey( )ds<C[E1(t+T) + E(t )]

[l

+T

+/ / [lu| + BM|Vul] |o(x) ue| d ds
Loy

+/ / [|u! +ﬁM|vu|} V0| dz ds,
¢ Q

onde M = sup |z — xzo| e FE1(t) € a energia associada a solu¢ao u(x,t) da primeira
9)

+ (b* — a*)(div u)2] dl'ds

equagao do sistema (2.1), isto é,

1
Ei(t) = 5/9 (\utIQ + a®|Vul® + (b? —a2)(divu)2) dr.

Prova:

Multiplicando (2.36) por —3, 3 > 0 e somando com (2.37) resulta que
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2
2 8u

_g [HT

_/ /agz T o) an
/t+T/ — we* + a® |[Vul* + (b - )(divu)Q] dr ds =

-3 {/ (t(jT—xo) Vu) - utdx} —ﬁ/t+T/ ((xr — x,) - Vu) - a(x) uy dx ds
—ﬁgtéT /Q lug)® — a® |Vul> — (b — )(dwu)]dmds
—6/%/ a® |Vul* + (b —a’) (dm)?] da ds

—ﬁ/ / T —x,) - Vu) - VO dz ds

t+T
_{/ uda:} / /V@—i—a Ut cudzds,

assim,

+ (b* — a®) (div u)2] dr ds

/tHT/Q [— ’w\? + a? ‘Vu|2 + (82 — a?) (div U)Q} di ds

—i—ﬂg /t+T/ [|Ut|2 —q? |Vu|2 _ (b2 o a2) (dz’vu)Q] d ds
t Q

+6/t+T/ [a2 |Vu|2 + (B —a?) (divu)2] Do ds —

-0 (/ ((xﬂ_ To) - V) - uy dq;}tﬂ B ﬁ/”T/ ((x — x,) - Vu) - a(z) u; dz ds
t+T

—5/ / v —x,) - Vu) - VO drds

+T
_{/ uda;} / /V9+a Ut cudrds
+ﬁ/t+T/ 3u
((x — z,)
£

—| + (b —d?) (div u)2] dl’ ds,
mas

on
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/HT/Q [— lug|” + a® [Vul> 4+ (b* — a?) (div u)Q} dx ds
+5g /t+T/ [|ut\2 —a? |Vu]2 — (b* — a?) (divu)z} dz ds
¢ Q
+5/t+T/ a® |Vul> + (0% - d?) (divu)ﬂ dx ds =
( ) /t+T/ [— ue® + a® | Vul> + (b* — a?) (div u)Q] dz ds
Q
+ﬁN/ / lue)® — a? |Vul> — (b* - a?) (divu)ﬂ dx ds =
(5——1) / o / ij dx ds
<1+5 B )/ / IVul|? )(divu)z] dx ds.

Logo,

(5——1) /HT/ZL;E dx ds
(1+5 5y )/ / Vuf* 4 (5~ a?) (divu)’] deds =

-0 {/ ((a:—xo)-Vu)-utdas} —6/t+T/((a:—xo)-Vu)-oz(x)utda:ds

4T
—ﬁ/ / r —1x,) - Vu) - VOdxds

—U udx} /HT/ YO+ afe)u| - udsds

+ﬂ t+T B . au , | 2
/ /89 T = o) [a + (b a)(dwu)]drds,

Agora, fixando um nimero ( tal que

on

2 2
—<f<——, n>3
n n—2
6>2 n=1
6>1 n=2

N N
escolhemos v := 2min {% -1, 1+p (1 — 5)} > 0.
Entao, de (2.51) obtemos
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t+T 1
7/ 5/ [|ut|2 + a®|Vul* + (b* — a?) (divu)Q] dx ds <
¢ Q

-8 M (z — 20) - Vi utI”— {/Qu-utdxlw

—ﬁ/t /Q[(a:—xo)Vu} [V@ + a(z) ut} dycds—/Q [VG + a(z)u | udeds

+§/tt+T/F[(x—xo)'U[ oul?

substituindo F;(t) no primeiro membro e uma vez que, M = sup |x — ¢, temos

an + (b* — a?) (div u)2] dl'ds,
z€)

t+T t+T t+T
’y/ Ei(s)ds < {/ ﬁMVuut} + [/u utdzv]
t Q t

/t+T/ [BM V) [VH + a(x )ut] dmds—k/Q[VHvL ofx) w] udz ds
! /t+T xO)Mﬁ[ 2
sy

t+T
+/ /a(:v)|ut| | +5M|vu|} dz ds
by t+T
+/ /|ve| [|uy+ ﬁM|W|} dz ds + [/ ﬁMVu-I—uut} ,
t Q Q

t

u ) ,
— <
877 + (b* — a®) (divw) ] dlds <

+ (b* — a?) (div u)2] dl'ds

assim,

y/tw Ei(s)ds < C [El(t Y T) + El(t)}

+15M/t+T/xo
[ / ul +6M|Vu|} ol ] do ds
/t+ / [ul + BM|Vul| V0] do ds.

2
—| 4+ (b* —a®)(div u)2] dl'ds+
Pois, usando a desigualdade de Poincaré (1.27), segue que
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{ / [5MVU —|—u} ut} - <

t

et + T [0t + T+ e+ DI | + lae@ V@l + u@]} <

{1
(e + DITatt + 7)) + s IVa(o)]} <
EUN+T2VMH732+uw>2%vwa}

C
C
C <

2 2 2
(et + TY2 + [ Vult + T[> + (47 - @) (divu(t + T))
3 [ 19 + 07 = @) adiou(o?] | =
C [El(t +T) + El(t)] .
U

Para a demonstracao do préximo Lema, serd necessario definir m =

m(z) € WH®(Q), uma fungdo satisfazendo as seguintes propriedades:

2
M, é limitada em ().
m
< < .
0<m(z) <1, em Q - (2.51)
m=1, em wNQQ.
m =0, em Q\w.

onde & aparece nas propriedades de h em (2.50).

A existéncia de uma tal fungdo m(z) ¢ mencionada em Lions [17].

Lema 2.8. Seja T > 0 fizo. Entao, existe v > 0 tal que as solugoes u(x,t) e 0(x,1t)

de (2.1) satisfazem a sequinte desigualdade:

T T
fy/ Ei(s)ds <C [El(t) + E(t+T) +/ / <|ut]2 + |u|2> dxds
! t+T ! v
+ / /\oz(x) Uy []u\ +Vu] dxds
tr 29
+/ /|ve| 1Vl + Ju] dxds],
t w

sendo, FE1(t) € a energia associada a solu¢ao u(x,t) da primeira equagdo, do sistema
(2.1).

45



Prova:

Usando a identidade (2.35) com h = h(z) satisfazendo (2.50), obtemos

que

Lo
U (h: Vu) - utdx} /t+T/ h:Vu) - a(z) u dz ds

t+T
/ / (V-h) |ut| —ad® |Vu]* — (1? — a?) (divu)ﬂ dx ds
+T t+T
/ / (h: Vu) - (V0) dzx ds + a* / / Z (Okhi) (O;u; Oguyj) dxds

i,j,k=1

T
2 —a? / /Z (0;hi;) (Oyu; Opuy) dx ds.

i,5,k=1

ou?

+ (b* — a?) (div u)2] dl' ds =

(2.52)

Estimando, alguns elementos em separado de (2.52)

N
Z (O;hi) (Oiuj Oguj) drds =
ij

/t+T /
t i\g,k=1

t+T N
/ / Z (0jhi) (Oiu; Oguj) deds <
t oNeY

Z7j7k:1

t+T N
/ Z |0;uj| |Okuj| do ds <
t &NQ

i k=1

wn
t+T N |(9¢u-|2 N laku'|2
C/t A(NZTJ + NZTJ dr ds <

ij=1 jk=1
N

t+T 1 X » 1 ) t+T )
C/t /a §;|Vuj| §Z|Vu]\ ddeZC’/t /@|Vu| dx ds,

Jj=1

2

Q

usando, h € C'(Q), h=0em Q\ @ e & C w, e ainda ||Vh| 2@ < C,
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{/Q(h:Vu).utdq:E”: [/Um (h, XN:VUJ) .utdx]HT <

N
C / > (b, Vi) - ude / Z|Vu3||ut|d$] <
oNQ oNQ

r t+T t+T

C / |Vu||u dx} <C [/ (Vul? + |ut|2dx] <
L/ &N t onQ

C _E1(t+T) +E1(t)] .

t+T
<C

Substituindo, estas duas estimativas em (2.52)

t+T
AR
o0

t+T

<C’[E1(t+T ) + Ei(t / / (h:Vu) - a(r)udrds

1 t+T

—/ /V-h lug)® — a® |Vul> — (b — )(dwu)ﬂ dx ds

t+T +T
/ / (h: Vu) - (V0) da:ds—i—(}/ /|Vu|2dxds<

t+T
C[El(t~|—T )+ Eq(t / /|Vu|oz )|ug| da ds
t+T

+ /|:|Ut| +a? |Vu| +(62—a)(divu)]dxds

tt+T a t+T
+/ / |Vu||V6’|dxds+/ /qu|2dxds] <
t oNQ t )

t+T
C|E(t+T +E1(t)+/ /qu]a(m) |ug| dax ds
¢ e

T
/ |Ut|2 +a® |Vul’ + (0> — a®) (div u)?] dxds

t+T
—I—/ / |Vu||V¢9\dxdsl§
oNQ

[El( +T)+E1(t)+/tt+ /Q|Vu|oz(x) | i dis

t+T
/ u,|* da ds

/t+T/m 2 |Vul? + (0” —a®) (divu)?| dads

t+T
—I—/ / |Vu||V¢9|d:Bds} :
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CL2

a_u + (b* — a?) (div u)2] dr' ds

_|_

3\

E

Q

_l’_
\
2

+
e}

Entao,



2
—| + (b* —a*) (div u)2] dl' ds <

t+T
I d |
t F(xo)

C[El(HT)JrEl() /HT/W“’O‘ () Jue| d ds (2.53)

t+T t+T
/ / || da:ds+/ / |Vu||V| dx ds
oNQ

+/tt+T/me o |vup +(b2—a)(dwu)]dxds].

Estimando agora:

+T
/ / m(z) [a* |Vul* + (b* — a?) (divu)?] dzds =

t+T +T
/ /m )|w|? do ds — {/m utuda:}
t+T t+T
/ /m utudxds—/ /m VO - udxds

s o' dm ) ) t+T .
/ /Z Ol DI (" ~a )/t /de“[Vm<fc)-u] dz ds.

t+T

t+T t+T 1
< {/ |utHu|d:c} < = {/ \ut|2+|u|2d:c} <
Q t 2 Q t

t+T

[/chwlh |ut|2de <C [El(t)+ El(t+T)],

~+

N Um utudaz}

N | —

t+T t+T T
(c) / /m(x)]ut|2dxds:/ /m(w)|ut|2dxd5§/ /|ut\2da:ds.
t Q t w t w

t+T t+T
/ /m utudde—/ /m r)ugudrds <

(d)
C’/ / x)|ug||u| dz ds.
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4T t+T t+T
(e) / /m(x)VQ ~udrds = / /m(x)ve cudrds < / / |u|| V0| dx ds.
t Q t w t w

t+T t+1T 2
/ / 8uA8m / /1 {|u|2m+m|VU|2} drds <
) e — Oz O’ ¢ Q2 m
t+T 1 t+T
C/ /|u|2da:ds+—/ /aQ\Vu|2dmds.
t w 2 t Q

/HT/ divu[Vm(z) - u] dxds =

t Q

/t+T/\/_dwu\/m Vm(z)  V2u

VRN
/t+T/ \F|dwu|

m(z) V2
(£52 " fponor dm) (e[ St

i
t+T t+T
/ / ) (div u)? dmds+ / /C’|u|2da:ds§

t+T HT
/ / — a?)(div u)? da:ds—i—C’/ /\u|2da:ds

Substituindo, (b), (c), (d), (e), (f) e (g) em (a), temos

] drds <

(8)

|u| dz ds <
1

t+T
/ / m(x) [a2 Vul> + (b — a?) (div u)z} dr ds <
! @ t+T t+T
C {El(t)+E1(t+T / /|ut|2dxds+/ /a x)|ug||u| dx ds
t+T t+T +T
/ /|u||V0|dxds+/ /|uy2dxds+ / / a®|Vul? dz ds

t+T +T
/ / — a®)(div ) dxds+/ /|u|2dxds} <
4T 4T
C’[El( +E(t+T)+ / /|ut|2dxds+/ /|u|2dxds
t+T +T
/ / ]ut|]u|dxds+/ /\uHV@\dwdS} <

t+T
+C {El(t)+E1(t+T +/ / |ut|2+ |ul } dx ds

T
/ / x)|ug| + |V«9|] |u|dxds} :
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ou seja,

/tt+T/Q m(x) [aQ |Vu\2 + (b* — a?) (divu)z} dr ds <

C [El(t)+E1(t+T)+/t+T/ [|ut|2—|— |u|2] dz ds (2.54)

t+T
/ / x)|ug| + \V@]] |u| dx ds] :

Substituindo (2.54) em (2.53) temos

t+T
/t /1"(950)

<0[E1(t+T)+E1(> /t+T/|Vu\oz ()|t | d s

T T
/ / || dxds—l—/ / \Vu|| V0| dx ds (2.55)
oNQ
/ / ]ut|2+ ]u| dxds
t+T
/ / ) || + |ve|] |u|dxds} .

Substituindo, (2.55) no lema 2.7 segue que

2
—| +(*—a?) (div u)2] dl’ ds

t+T

t+T
Ei(s)ds < C [El(t—l—T + By (t / /|Vu|a )|ut| dz ds

+T t+T
/ / \VuHVQ]dxds—Ir/ / |ug|® + \uy dxds
N

—|—/tt+T/w a(x)|ug| + |V6’|] |u|dxds—|—/+T/ |u|+ﬁM|Vu|} () ug| dx ds

jul + M|Vl | V6] dzds, < C [Ey(t) + Ey(t+T)

t+T/S; t+T
+/ / uf? + JuP] dxder/ /oz(x)|ut\ [Vl + ul] deds

[ 199) [u| + |vu|} dz ds} ,

t+T

-2

t+T
Ei(s)ds < C [El(t)+E1(t+T)+/ / [|ut|2+ |u|2} dz ds
LT thr ¢
—|—/ /oz(x)|ut| [\VUH— |u|} dxds+/ /|V9| [|u\ +|Vu|] dxds] :
t w t w
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Lema 2.9. Seja, (u,0) solu¢ao do problema (2.1), existe uma constante T > 0
dependendo de E(0), tal que

E(t) < C{E(t) —E(t+T)+/t+T/ [\ut|2+ W] dz ds

+T (2.56)
+ /t /wve (1] + ful] dxds},

para alguma constante positiva C' e para todo t > 0.

Prova:

E conhecido de (2.30) que

t+T t+T
/ / x)|u|* dx ds —|—/ /!V@\deds = E(t) — E(t+T),

pela desigualdade de Poincaré,

t+T t+T
/ /Hdeds < C/ /]V9|2d:cds < C|E(t)— E{t+1T)|.
¢ Q ¢ Q

Isto diz que,

/t+TE2(t)ds <C /t+T/Q|V9|2dxds < C[E(t) — B¢+, (@257

1
onde Fy(t) = = / 62 da.
2 Ja
Multiplicando, a equagao (2.57) por v e somado com a equagao do

lema (2.8), segue que

t+T

7/tt+TE1()ds—|—7/ E()ds<C[E1()+E1(t+T /HT/ (juel? + uf?) dads

t+T t+T
/ /\a ) \u\ —|—Vu dx ds +/ /!V@\ |Vul| + ]ul]] YA E,

ou seja,
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t+T t+T
’y/ E(s)ds < C [E(t) YE(+T)+ AE + / <]ut|2 + yu|2> dz ds
t

T Lagr”
+/ /|a(93) wl [[ul + V] d:cds+/ /ivm (1] + yu\H,
t Q t w

(2.58)

onde AE=E(t)— E(t+T).
No entanto, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade

de Poincaré e que (a + b)? < 2(a® + b?), temos a seguinte estimativa:

t+T
/ /|a(x) Uy | [|U| +Vu] drds <
t Q ) 1
t+T 1 4T 1
C {/ /|oz(x) ut|2 dxds] {/ / <|Vu|2—|— |u|2> dmds] <
t Q ' Q 1

CV2 [/HT/ () | d:pdsr [/HT/ |Vu|2dxds}§
CV2 [/HT/ o utIdeds] UHT/ dxds} <

VAT MHT/QM(Q;)uMms} VEG < C MHT/thdeds} B0s)
C [ /t . E(s) dsr VE(s) < CVTE(t) < CE(t).

Portanto,

~+

1

N,

IN

/tt+T/Q|Oz(:E) wy [\u! +Vu} drds < CE(t). (2.59)

Logo, substituindo (2.59) em (2.58), obtemos

t+T t+T
7/ E(s)ds <C[E( +E(t+T)+AE+/ / \ut|2+\u|>dxds
t

[ 1o (vl ).

Do fato que E(t) é decrescente segue que

(2.60)

TE(t) > /HT E(s)ds >TE({t+T).
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Entao,

t+T
TEt+T) <C {E(t)+E(t+T)+AE+/ /(|ut|2—l— |u|2> dz ds
t w

+/tt+T/w|ve| (174 +|uy)].

Somando E(t) em ambos os membros, e tomando 7' > 2C + 1 em (2.61), temos que

(2.61)

Et)+2QC+1)Et+T) <Et)+TEt+T) <
E(t) +C [E(t) FEE+T) + AE}

t+T t+T
e [/ /(|ut|2+ ul?) do ds +/ /\ve| (1Vul + Jul) dxds],
t w t w

assim,

E(t) < (C+1)E(t) — (C+1)E(t+T) +0[E()+E(t+T)+AE}

t+T t+T
+c/ / (jul? + [uf?) d:cds+/ /ive\ Yl + uf) drds| =

(C+1) [ (t) —E(t+T)]+C[E +Et+T)+AE]

t+T t+T

e / / el + Juf? d;z:ds+/ /1ve| Vel + Ju]) duds| <
t+T t+T

+C AE+/ / \ut|2+ | ) dz ds +/ /|v9| V| + \u|) dxds].

Portanto,

t+T t+T
E(t) < C [AE+/ /(|ut|2+ ul?) deds +/ /|ve| (1Val + Jul) dxds]
t w t w

Nas estimativas acima C', indica diferentes constantes positivas.

2.7 Estimativa Fundamental

Proposicao 2.10. Sejam u e 6 as solugées do problema (2.1) e T > 0 fizado pelo

Lema (2.9). Entao, existe uma constante C' > 0, tal que
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t+T t+T
/ / [[uf? + 1901 [|Vul + Jul]] deds < C {AE + / /\utﬁdwds} ,
t w t w

(2.62)
para todo t > 0.

Prova:
Supondo por absurdo, que exista uma seqiiéncia de solugoes

{(u”)neN, (Qn)neN} com dados iniciais {(ug), (ul), (96‘)} e uma seqiiéncia (t,)nen €

R, tais que

/:w/w (\un\2+ Vo™ [\u"| + \vun’D di ds

Tim - = o0. (2.63)
AE, +/ /|u?|2d:z:ds
tn w
Sejam,
tnAT
Ag:/ /(|u"|2+|V9”| [ + ]} dds (2.64)
tn w
e
1 tn+T
L,(t,) = ¥ {AEn + / / luf|? dz ds]. (2.65)
n tn w
Entao, de (2.63) temos
lim I,,(t,) = 0. (2.66)
"(x,t 4t 0" (x,t + 1,
Sejam v"(x,t) = LT ) (x,)\ +tn) w(x,t) = —(I)\ i ),
0 <t <T. Além disso, de (2.64) segue que
1 et n|2 n n n
v/ /w(|u 2+ V) [fu| 4 [9ur] ) deds = 1. (2.67)

para todo n € N.
Da estimativa do lema (2.9), de (2.66) e de (2.67), segue que
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R e R U E
3 (w'(w, t+ 1), 07, t+1,)) <
;E(<> (1) <
X {AE +/tn+T/ (g + a2+ V0] [|9u] + "] ) d:z:ds} -

C Lo+ T
)\2{AE —|—/ /|u?|2dxds}—|—()’—

ClL,(t,) +C < C.
Pois, por (2.66) I,(t,) é limitado. Assim, obtemos que
E@"(t), w"(t)) < C, isto é / (Jop[? + |V + |Vw"[?) do < C,
0

para todo 0 <t < T e para todo n € N, onde a constante C' > 0 independe de t e n.

Portanto,

[0 Ol 2@ < G V" Oz <C e Jw" (@)l 2@ < C (2.68)

para todo 0 <t < T e para todo n € N.

Mas da desigualdade de Poincaré e da estimativa (2.68), segue que

n 1 n
nwwmmmz/w@wmmzfﬁmuxﬂmwx
Q Q>\n

1
< 01/ E|VU"($,t+tn)|2dx :Cg/ |Vu™(z,t)|*dx < C,
Q \n Q
para todo 0 <t < T e para todo n € N.

Isto é, existe uma constante C' > 0, tal que

/|vn(:1:,t)|2 dx < C, (2.69)
0

para todo 0 <t < T e para todo n € N.
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Portanto, concluimos que:

v™ ¢é limitada em W1o°(0, T3 [L2(Q)]") N L>=(0, T; [Hy ()]™)
e (2.70)
w™ ¢ limitada em L>(0,T; L*(Q)),

para todo n € N.
Afirmacgao 1:
1
lim — [a(x) WM+ t) | =0 em LY((0,T) x Q). (2.71)

n—00 /\

Prova:

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

/ / / / ut t+t )
1
’ (t+t
[ [ M] [// |t ) ;ddt <
1
C tn+T 9 2
)\—QTHaHLoo(Q) / /a(:c)‘u?(s,x)‘ deds| <C )\2 ANE| <CyVI,.
n tn Q
Logo,
—/ / z)|up| dx ds < C\/I,(t,) — 0, (2.72)
quando n — oo.
O
Afirmacao 2:
: 1 n o 1
Jm 5 (ve (t+tn)> —0 em L ((o,T) x Q) (2.73)
Prova:

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
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1
2

/OT /Q ) vor (;5: t)

[ L] [ e fes

Cm/_ //‘V&"twfn, dxdtJ <

[ 1 tn+T 2
CoVT |~ /]VH"(s,x)\deds <
tn Q

AL
CoVT )\—2 ANE,| <
CVT,.
Logo,
1 T
)\—/ / VO™ (t +t,)| deds < C\/I,(t,) — 0, (2.74)
n J0 Q
quando n — oo.
0
Afirmacao 3:
T
/ / v:|* dx ds = 0. (2.75)
0 w
Prova:

De fato, por (2.66) temos que

tn+T
L(t,) = " [AE +/ /\U?deds] — 0,

assim,

tn+T
0 = lim /
n—oo tn w

2
ui (s) up (t + 1)

drds =

2 T

drds = lim//

n—oo 0 w
T
lim/ /|vf(t)|2dxdt _
n ;o 0 w
//|vt(t)|2dxdt,
0 w

o7
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pois v — v fraco-x em L?(0,T; [L*(Q)]").

O
Afirmacgao 4:
T
lim/ /w o] + (Vo (0)]] dedi = 0, (2.76)
n—oo 0 w
Prova:
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
/ /Vw )+ 190 (0] dedt <
(/ /|Vw"|2dxdt> (/ / |Vv"|2 + o7 ] da;dt) <
0 w
1 tn+T ) 2 1 tn+T ) 2
C )\—2/ /|V9 |*dx ds )\—2/t /|Vu |dedt] <
C’( > (/ /|VU”|2d:L‘dt> <
1 27
(}\2 AE) (/ /|Vv”|2dxdt)
<
C 5 <
C'— {AE—{—/ /|Vu”|2dxdt} < CVI, — 0.
O

Agora, passando ao limite de {(v”(t))neN, (w”(t))neN}. De (2.70)
segue que existem fungoes v(t) e w(t) e subseqliéncias das seqiiéncias v" e w™ que

continuao sendo denominadas por v" e w", sendo que

v™(t) — v(t) fraco x em Wh(0,T;[L*(Q)]") N L>=(0, T; [Ha(2)]™)
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w™(t) — w(t) fraco x em L*®(0,T; L*(Q)).

Assim, as fungoes v(t) e w(t) satisfazem:

ve W0, T; [LX()]") N L0, T [Hy()]") e w e L=(0,T; L*()).  (2.77)

v — a?Av — (b* — a*)Vdivv = 0,
(2.78)
wy — Aw + divy, = 0.
Pois, v™ e w” sdo solugoes do sistema (2.1).

De fato, usando que (u", 0™) satisfazem

up(t+t,) — a*Au(t + t,) + VO (t + &) + o) up (t + )
—(b* — a®)Vdivu" (t + t,) =0, (2.79)
07 (t +t,) — AO™(t + t,) + divuy (t +t,) = 0,

a qual, dividido por A, temos
N VO (t +t,) N a(x)up(t+t,)

An An
wi(t) — Aw™(t) + divvp(t) = 0,

Vi (t) — a?Avn(t)

— (b* — a®)Vdivv"(t + t,) = 0,

(2.80)
para 0 <t < T e para todon € N.

Passando o limite quando n — oo, obtemos das Afirmagoes (2.71) e

(2.73) que

vy — a?Av — (b? — a*)Vdivo™ = 0,
wy — Aw + divv, = 0.

Ainda, da afirmagcao (2.75) e da equagao (2.64), temos que

1 tn+T

= /(|un\2+ Vo) (| + (]} dwds = 1. (2.81)
n Jin w

Agora, pelas definigoes de v™(z,t) e de w™(z,t)
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1 tn+T
3z /(an”\2+ AaVe| (A0 + DaVe"| ) duds = 1,
n Jitn w
assim,
1 tn+T
~ /(A§|v"12+An\Vw"\ [m [yv”\ + |W”\H) drds = 1,
anda,
1 tn+T
IVl /)\i [’UH\Q + | Vw"| [!U"\ -+ \Vv"|” drds = 1,
n Jitn w
isto €,

to T
/tn /w [|vn|2—|— V™| [|v”| + |Vv"\” drds = 1.

Agora, aplicando o limite temos

tn+T tn+T
lim /\U"|2dxds+ lim / /|Vw"| [|v"! + |Vv”]] drds = 1,
n w n—oo tn w

n—oo t

ou seja, usando a equagao (2.76)

tn+T
/ /|U|2dxds = 1. (2.82)

Assim, como v(z,t) é solugao de

vy — a? Av — (b2 — a®)Vdiv (v) = 0, (2.83)

em 2 x [0,7). Entao também v; é solugao de (2.83) em Q x [0,T).
Mas (2.75) diz que v; = 0 g.s. em w x [0, 7). Logo, pelo Teorema de
Holmgreen (continuagao unica) em Lions [16] resulta que vy =0 em Q x [0, 7).
Assim, v(x,t) = f(z) em Q x [0, 7).

Portanto, voltando ao problema (2.83), temos que v é solugao de
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—a*Av — (1 — a®)Vdivv = 0, em (.

(2.84)
v=0, sobre I'=01.

v satisfaz as condicoes de Dirichelt sobre 0€2, pois v é limite de v™ que é solucao do
sistema (2.1) e portanto, pela unicidade do Problema de Dirichelt, resulta que v = 0
q.s. em (0,7) x Q. Contradi¢ao com (2.82).

Assim, a Proposicao (2.10) é valida.

2.8 Prova do Teorema de Estabilizacao

Pelo Lema (2.9) temos a seguinte estimativa:

t+T t+T
Elt) <C lAE + / / [ + [uf?] dods + / /ve [1Vul + Jul dxds] |
t w t w

para alguma constante positiva C' e para todo ¢t > 0.

Usando a Proposi¢ao (2.10) do fato que a(x) > ay > 0, sobre w segue

que

t+T t+T
Eit) < C {AE%—/ /[|u ? + |u|2} d:vds+/ /V9 |Vu| + |u|] da:ds] <

t+T
C’[AE—{—/ /|ut| dxds] <

t+T

C [AEJrC/ /a(:c)|ut\2dxds} <

. t t+T @ t+T
C {AE+C/ /a(:t)|ut|2d:vds+/ /|V9|2d:vds} <
t Q t w
C [AE+5AE] <

C AE.

Isto é,

E(t) < C AE, (2.85)
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para todo t > 0, com C' uma constante positiva independente de v e #. Mas
dependente dos dados iniciais.

Agora, como E(t) é decrescente temos que

sup E(s) < E{t)<CAE=C[E(t)—E(t+T)]

t<s<t+T

com T' > 0 fixado e dado pelo Lema (2.9) e t > 0 qualquer.

Portanto aplicando o Lema Nakao (2.4) obtemos que

para constantes positivas C' e o.
Completando a demonstracao do Teorema (2.3) de estabiliza¢ao ex-

ponencial da energia.
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Capitulo 3

O Sistema Termoelastico em um

Dominio Exterior

3.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o sistema termoelastico linear em um dominio

exterior, a saber, o seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

uy — a*Au— (0 —a*)Vdivu+ VO + a(z)uy, =0  z2€Q, t>0

0, — N0+ divu, + Xrb =0 re, t>0

u(z,0) = up(x), ux,0) =ui(x) r e (3.1)
6(z,0) = bp(x) r €

u(z,t) =0=6(z,t) red, t>0

0
sobre © é um dominio exterior, isto é, 2 = R™\ O com O um conjunto do R".

A norma usual de z € R" é denotada por |z|. O produto interno entre
dois vetores x e y em R" serd denotado por x - y.
Sobre a funcdo a(x) que localiza o termo dissipativo a(x) u; fazemos

as seguintes hipdteses:

(Hy) a € L®(Q), a(x) >0, e existem constantes ag > 0 e L > 1 tal que,
a(r) > ag
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para todo z € Q com |z| > L.

Assim, a fungdo a(x) é efetiva somente na bola B(0,L). Por isso dize-
mos que o termo dissipativo correspondente esta localizado préximo do infinito.

A fungao Xr = Xr(x) indica a funcao caracteristica do conjunto:
{x €Q/|x| > R} com R >> 1 um nimero fixado arbitrariamente.

Para o dominio exterior €2 sera assumido que,

(Hz) O = R™\Q é estrelado com respeito 0 ¢ Q , isto é, n(x)-z < 0
para todo = € 052, onde n = n(z) indica o vetor normal unitario exterior usual em
x € oS

Seja E um espaco de Banach. Sera denotado por E" o produto E X
. X E, n vezes. Também aqui o produto interno em L?*(2)" serd denotado por
(-, ) eanorma por || -||. A norma em H™(£)", o espago de Sobolev de ordem
m, serd denotado simplesmente por || - || gm(q).
Se u= (u',u? ..., u") € H(Q)" serd denotado ||Vul| por

2
[IVul]* = ZHVU 1" = Z

2,7=1

81;]

Também usamos a notagao: |Vu(x Z|Vu” ? para x € ().

Para, ug € H*(Q)", uy € LQ(Q) e 0y € L*(2) definimos

Lo = [|uol[mr (@ + [[ua]| + 1160l (3.2)

3.2 Existéncia e Unicidade

A energia associada ao problema (3.1) é definida por

1 1
E(t) = Er(t) + 3 / 0% de = 5/ [\ut|2 + a*|Vul* + (b — a*)(divu)*+ 0*| do
0 Q

similarmente como em (2.17) e (2.18) para o sistema termoeldstico em um dominio

limitado . O problema (3.1) tem natureza dissipativa porque,

/ / ) |ue(s, 2)|? dz ds +/ /XRHQd:EdS = E(0), t>0.
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De fato, da hipdtese que a(x) > 0 segue que a funcdo E(t) é ndo
crescente.

Essa identidade é obtida fazendo produto interno em L?*(f2) entre a
equagao para u em (3.1) e u; e também tomando-se o produto interno em L?*(Q) da

equacao para # com o proprio 6.

Teorema 3.1. (Ezisténcia): Seja a-) € L*(Q) uma funcgdo tal que, a(x) >0 em
Q. Seja (ug, uy, ) € HF ()" x L?(Q)™ x HI (). Entao existe uma tnica solugdo
(u, 0) de (3.1) na classe

(u, ) € C([0,00); Hy ()" x Hy () [)CH([0,00): LA()" x L*()).

Demonstracao:

A demonstragao desse teorema é feita usando teoria de semigrupos.

Consideramos em H'(f2) o seguinte produto interno,
(w, V) = (u,v) + a*(Vu, Vo) + (b* — a®)(divu, divv) (3.3)
cuja norma induzida é dada por
lullzn = llull® + a®[[Vul® + (b* — a®)||divull*. (3.4)

Em vista que ||div u||* é limitada, por ||Vu||?, resulta que essa norma
é equivalente a norma usual de H'(Q).

A primeira equagao de (3.1) é equivalente a
uy — a’Au — (b — a®)Vdivu + VO + a(z)u, + u = u. (3.5)

Assim, mostraremos primeiro a existéncia e unicidade de solugao glo-

bal para o problema
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uy — a*Au — (V¥ — a®)Vdivu + VO + a(z)u, +u =0, z€Q, t>0
0, — A0 + divu, + Xr0 = 0, t>0
uw(z,0) = ug(x), w(z,0) =u(x), x €}
0(z,0) = by(x), x €
| u(z,t) =0=0(x,t), xed, t>0.
(3.6)
Para isso, fazemos
u(t)
Ut) = | w(t)
0(t)
Entao,
; uy(t)
U(t) = EU(t) = ug(t)
0,(t)
Considerando o operador A dado por
0 —1 0
A= | —a?A - (1 — a®)Vdiv +1  a(z) \%
0 div —A + Xg
é facil ver que o sistema (3.6) pode ser representado na forma:
(U, + AU = 0
o (3.7)
U:(0) =Up = | g
0o

\

desde que seja definido em algum espago em que o trago de u e 6 sobre 02 se anule.

Para usar a teoria de semigrupos precisamos definir A sobre algum

subespaco de um espaco de Hilbert.

Assim, definimos

D(A) = (H}(@) 0 HA(Q) x HY(®) x (H(S) 0 H ().
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Também consideramos H = H}(Q) x L*(Q) x L*(Q). Entao H é um
espaco de Hilbert e
D(A) C H,

sendo esta inclusao densa devido as propriedade dos espacos de Sobolev.

Agora, queremos mostrar que A é um operador mondétono, isto é

(AU, U)y >0, VU € D(A),

sendo (-, ) o produto interno de H.

u

De fato, tomando U = | ¢ | € D(A), notamos que
0
—v u
<AU,U>H=< —a*Au — (b — a*)Vdivu + u +a(z)v + VO |, | v >

—AO + divv + Xg0 0 .
Usando a definicao de produto interno em H obtemos

(AU, Uy = (—v, u)yy — a*(Au, v) — (0> — a®)(Vdivu, v) (3.8)

+(u, v) + (a(x)v, v) + (VO,v) — (A0, 0) + (divv, 0) + (Xgf, 0).
Usando a férmula de Green e o produto interno sobre H!, definido em

(3.3), a equagao (3.8) fica

(AU, U)yg = (—u,v) — a*(Vu, Vo) — (0* — a*)(divu, divv)
+a*(Vu, Vo) + (b* — a®)(divu, dive) + (u, v)
+ (a(x)v, v) + (VO,v) + (VO,VO) — (v, VO) + (Xgl, 0) =
1Val)oll* + [IVelI” + [IvVXr0| [

Assim, A é operador mondétono em H.
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Observacgao 3.2. Na expressao anterior foi usado a Formula de Green

<Au, v) =— <Vu, VU) (3.9)
L2(Q) L2(Q)

com  um dominio exterior e u € H}(Q) N H?(Q) e v € HJ ().

As férmulas de Green, em geral, ( proposi¢ao 1.26) sao validas apenas
em dominios limitados.

Para justificar a validade de 3.9 com © dominio exterior e u € HyNH?
e v € H} é suficiente aproximar u e v por fungdes no mesmo espago mas com suporte
compacto. Para tais fungoes as formulas de Green sao validas. Logo, por densidade
segue a validade de 3.9.

A seguir queremos mostrar 4 é maximal monétono.

Para isso falta verificar que:
RA—-)XI)=H

para algum A > 0. Isto é, devemos mostrar que dado F' € H existe U € D(A) tal

que

(A— AU = F. (3.10)
Seja,
f
F = eH
h

Entao a equagao (3.10) é equivalente a
—v— Au f
—a*Au — (b — a®)Vdivu + u + a(z)v + VO— v | =
—NA0 + divv + X — M0
com f € Hy(Q), g€ L*Q), helL*N).
Assim, devemos provar que existe (u, 0) € H}(Q) N H?*(Q) e v €

H () tal que
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—v— Au = f
—a’Au — (1 — a®)Vdivu + u + alz)v + VO — Av = g (3.11)
—NAO + divv + XrO — N0 =

Para simplificar o sistema (3.11) tomamos v = — Au — f, da primeira

equacao e substituindo na segunda temos:

—a’Au — (0 — a®>)Vdivu + u + a(x) (= Au— f) + VO+ Nu + \Nf =
—A0 + div(—Au— f) + Xr0 — A6 =

ou

—a*Au — (V¥ — a®)Vdivu — da(z)u + VO +u + Nu = g - f+ az)f
—A0 — Ndivu + Xpb — N0 = h + div f

Assim, tomando F' =g — A f + a(z) f e G = h + div f, devemos

resolver o seguinte sistema para u e 6.

—a*Au — (P — a®)Vdivu + (1 + A = da(z))u + VO = (3.12)
—A0 — Ndivu + (Xr — M) = G |

Observagao 3.3. Do fato que g, h € L?, f € H', a € L™ seque que F,G € L*().

Para resolver o sistema (3.12) usamos o Teorema de Lax-Milgram 1.28
no espago de Hilbert: H = Hy x Hg

A forma bilinear que associamos ao sistema (3.12) é

u v
a(U,V)=a : = a*(Vu, Vv) + (b* — a®)(divu, divv)
0

h
+((T+ XN =Xa(-)u, v)+(VO,v)+(VO, Vh)+ (Xr — N)b, h) — Ndivu, h)

Assim:

a(-, ) HxH-—-R
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estd bem definida.

Devemos mostrar que a(-,-) ¢ continua e coerciva.

A continuidade é imediata, ela segue por calculos convencionais e

usando a desigualdade de Schwarz.

u

7

Para ver a coercividade, calculamos a(U,U) com U =

Isto é:

€ H.

a(U,U) = a?|Vul|? + (b* — a?)||div u]|? +/ (1 + A2 — )\a(x)) u’dr + (VO u)
Q

+|yv9||2+/ (XR - A) 0 dr — Ndivu, 6).
Q

Observacao 3.4.
2
u
U1, = = lfullZy + 161
H

Assim :

a(U,U) = a®||Vul]* + (b* — a®)|div u]]* + (1 + X*)[|ul]* = Ml vaul?

+(VO, u) + [ VO]* + VAR O = A|6]]* + A(u, VO) >

a?||Vul||? + (1* — a?)||divul]® + ||\/1 + A2 = Xa(-)ul)?
—(1 + NVOlul| + IVO]* + [[VXROII> — M0]]> >

| Vull? + (0* = a)[|div u|® + [[y/1 + X = Aa(-) ul]®

14+ A
SN 901 + i)+ V62 + VRO - Ale] =
2 2 2 2 . 2 2 1+)\ 2
a”||Vul]* + (b* — a®)||div ul|* + L+ A —)\a(a:)—T u® dx
Q
14+ A
+ (1= 252 ) U6 + Vo7 — Al -

1
a?||Vul||* + (b* — a?)||divul]* + / (5 + A% = Aa(r) — %) u? dx
Q

14+ A
# (1= 252 ) 1612 + IV RRol? = Al

Tomando A > 0 suficientemente pequeno tal que

>

Do >
AN,

1
5+ X = Allall -
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Obtemos

1
o(U.U) 2 a?|Vulf + (7 — a)divul® + |l
14+ A
# (1= 252 ) 1612 + IV Frol? = Al

Portanto, usando a definigdo de norma em H'()" temos que para

u
U:
1 14+
(0,02 §llulls + (1= 252 ) IV01 + VARG — Aol =
1+ A
s (1= 52 )90 + (1= AR = A+l —e | o7

onde Q(R) =QN {x € Q/||x|| < R} com 0 < € < 1 um nuimero a ser escolhido.

Agora, usando a desigualdade de Poincaré temos que

1A
5= 3 ) 17617+ (1= VRO + (e~ NloIF
1

1 A
~Cne [ [VoPds > {lull + (— S cRe) 161 + (e — V)61
Q(R) 2 2

1

1
Aqui, escolhemos € > 0 tal que Cre = 1 Com isso segue que
1 1 A 1
> Zlull2 -z 0|2 — =) 0%
o(0.0) 2 {llilly + (35 ) IV00+ (5 =) 1ol
Finalmente, também queremos \ satisfazendo

1 1
0<A 3.14
<A< mzn{4 SCR} (3.14)

Assim

1 1
> = 2 4= 2 25
d(U0) 2 Gl + FIVOP+ (g5 ) 161 >

C (Ilullz + 119012 + 1))

71



Logo, provamos que existe C' > 0 tal que
a(U,U) > C||U||3,, U €H.

A conclusao é que a(-, -) satisfaz as hipdteses do Lema de Lax-Milgram.

F U
Assim, dado ( ) € 'H existe tnico U = ( ) € 'H tal que
G 0

F
a(U,U) = V], vV en
G

com H = H}(Q) x H}(Q) e A > 0 um nimero fixado satisfazendo a condigao (3.13)

e a condi¢ao (3.14).

Equivalentemente, para V = eH:

a*(Vu, Vou) + (b — a?)(divu, divv) + (1 + X = da()u, v) + (VO v)
H(VO, V) + (Xa— D)0, h) — \divu, h) = (F, v) + (@, ).

Em particular isso vale para quaisquer v, h € D(f).

Portanto:

—a*(Au, V) p — (b* — a®)(Vdivu, v) . p + (1 + A2 = Xa(-))u,v) + (VO,v)
—(AO, h) + ((Xr — N)O,h) — NMdivu, h) = (F,v) + (G, h)

para quaisquer v, h € D(Q). Isto é:

(—a*Au— (b —a*)Vdivu + (1 + X2 = Xa())u + VO,v)
(=N + (Xgr — N0 — Ndivu, hy = (F,v)+ (G, h)
para quaisquer v, h € D(1).

Portanto concluimos que

{ —a?Au— (0* — a®)Vdivu+ (1 + X = da()u+Vl = F (3.15)

—AO+ (Xr— N0 — Adivu = G
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no sentido de D'(2).

Segue do Teorema (1.29) da Regularidade Eliptica que u, € H?(Q).

Logo, u,0 € H*(Q2) N H} () e satisfazem (3.15) no sentido de L*(12).

Com isso provamos que R(A — \) = H para A > 0 um ntmero satis-
fazendo (3.13) e (3.14).

Assim A é maximal monétono.

Entao o Teorema de Lumer-Philips (1.17) nos diz que A gera um
semigrupo { T(t)} N de classe C° sobre H. Portanto o problema (3.7) possui uma
unica solucao na fOtI'_Ii)la

Ut)=TH)Uy,  t>0.

Claro que o par de componentes (u(t),0(t)) de U(t) = | wv(t) | éa

tunica solugao fraca do problema (3.6).

Finalmente, notamos que o problema original (3.1) pode ser escrito

como:
Vi+ AV = F(V
' ) (3.16)
u 0
comV =1\ oy [eF(V)=]| u
0 0

Como A é gerador de semigrupo de classe C° e F' ¢ linear, em particular

globalmente Lipschitz sobre H, resulta da teoria de semigrupos (Teorema 1.22) que
Uo
a equagao (3.16) possui tnica solugao global Vem D(A)se Vo = | w; | € D(A),
0o
isto é, V € C([0,00), D(A)) N C*([0,00), H).
Se Vp € H entaoasolucao V' = V/(t) estd naclasse: V € C([0,00), H).
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Assim, o problema original (3.1) também possui unica solugao global:

u € C((0,00), Hy(Q) N H?(2)) N CH((0, 00), Hy(€2)) N C*([0, 00), L2(€))
6 € C((0,00), H(Q) N H2(Q)) N CY((0, 00), L2(Q))
se (ug,u1,00) € HYH(Q) N H(Q) x H3(Q) x HL(Q) N H*(Q).

A solugao (u, #) estd na classe:

u € C((0,
6 € C((0,

), H (€2)) N CH((0, 00), L*(2))
), L*(€)

se (ug,u1,0p) € HY (Q) x L*(Q) x H}(Q).

o
0

3.3 Estabilizacao da Energia

Teorema 3.5. (Decaimento da Energia): Sejam n > 2, ¢ 0 < a* < b* < 4a®.

Assumir as hipdteses (Hy) e (Hz). Se os dados iniciais satisfazem
(g, w1, 00) € Hy ()" x L*(Q)™ x H (),

entdo a unica solugao (u,0) de (3.1) satisfaz:

El)<CI(1+t)~",  Vvt>o.

||“|| < Cly

com C uma constante positiva que independe de t e dos dados iniciais (ug,u1,6p) €
Iy esta definido em (3.2).

A demonstracao, deste resultado depende de estimativas especiais.
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3.4 Lemas Técnicos
Para R > 0 denota-se:

Q(R) = Q[ \Br(0) = Q[ {z €R" : |z| < R}.

Lema 3.6. Ezxiste uma constante C'r > 0, Cg constante dependente de R, tal que

/ WP dz < CRl[Vol2, Vo e H\(Q)".
Q(R)

Lema 3.7. (Identidades da Energia): A solucdo fraca de (3.1) satisfaz as identida-

des,

t t
El(t)—i-/ /a(x) ]ut\zdxds—i—/ /ut-Vdeds:El(O), t>0. (3.17)
0 Jo 0 Jo

d
—Ei(t) + / o) |u* de + / u; - VOdr =0, t>0. (3.18)
d 2 2 2 2 _ 2 N2
—(up, ) — ||w]]? +a* | |Vu(z,t)|*de + (b° —a”) [ (divu)®dz
. Q Q (3.19)
+——/a(a:)\u|2dx —i—/u-V@dw—O, t > 0.
Prova:

Notar que (3.17), é obtido de (3.18) por integracao em (0,t). As provas
(3.18) e (3.19), sao obtidas usando os multiplicadores M(u) = u; e M(u) = u,
respectivamente sobre a primeira equagao de (3.1).

De fato, essas identidades sao obtidas de modo analogo ao caso de

dominio limitado ( ver Cap. 2 ).
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Lema 3.8. A solugdo u de (3.1) satisfaz

—E(t) —l—/a(x)|ut|2da: +/ IVO|? dx +/XR(92 dx =0, t>0. (3.20)
dt Q Q Q

// )| w2 dxds+/ /|V(9\2dxds+/ /X392dxds = E(0), t>0.

(3.21)

onde X € a funcao caracteristica de B(0, R)°.

Prova:
Multiplicando-se a segunda equagao de (3.1) por 6 e integrando sobre
() obtemos:
d 2
i ), —d:c + |V9| dx + ut Vodr + XRG dx = 0. (3.22)

Agora, somando (3.18) com (3.22) obtemos (3.20). Notar que (3.21), ¢ obtida de
(3.20) integrando em (0, t).

0]
Lema 3.9. A solu¢ao u do problema (3.1) satisfaz
1
a ), ¢ (h:Vu)dr + = /dwh [|ut| —a®|Vu(z)|* — (b* — a*)(divu)?*| dz
+Z [CL2 Dzhj DZU Dju + (b —a ) Dzhj Dku D]u] dx
1,5,k Q
1/ ou’ ,
—— h-n)la®|=—| + (b* — a®)(divu)?*| dT
K >[ S - atiow
—l—/a(aj)ut-(h : Vu) dx —i—/(h:Vu)V@d:E = 0.
Q Q
(3.23)
Com, h : Vu = (h-Vul,h-Vu?,---  h-Vu"), com u' a i-ésima
ou ou ou”
componente de u e n = n(z), j4 definida anteriormente e — = [ — -+, — |.
on on on
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Prova:

E obtida tomando produto interno entre a primeira equagao de (3.1),

com (h : Vu) e a seguir integrando sobre (2) ( ver Ruy-Ikehata [5] ).

Seja, ¢ : RT — R* dada por:

¢(r) =

LO./O
_—, T

Y — Y

{ao, 0<r<L,

,
com ag e L definidas na introducao sao constantes que localizam a dissipacao. Nota-
se que ¢ ¢ uma funcio continua e limitada, com derivada também limitada e ¢ (r) <
0, Vr e (0,+00).

Escolhendo h(z) = ¢(|z|)z = ¢(r)x, r = |z|, no Lema 3.9, segue

que:

/de'v (d(r)x)[Jue|* — a®|Vu(z)]* — (b* — a?)(divu)?] dx

+ (b* — a®)(div u)2] ds

+ Z / [(6° — a®)Dy(¢(r)x); Diu* Dju’ + a®Dy(¢(r)z); Du” Dyju*] dx

i k=179
+/Qoz(:17) u - ((p(r)z) - Vu) de + /Q(gb(r)x :Vu)VOdr = 0.

(3.24)

Notamos que:

div (6(r)a) = Y- 5 (6(r)) = 3 5 -0r)e + 3 5 -wo(r) =

8:162- -
=1 =1

¢ (r)lz| +ng(r) = r¢'(r) + no(r),

2

assim,

(i) div(p(r)z) =1 (r) +ng(r).
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Também notar que:

> L vt 4 3 () Dt =

7;7j7k:1

[z Vu(@)]? + o(r)|Vu(z)?,

logo, obtemos que

(ii) Z /a Di( )iDiv* Diudx = a /Q[gb/y)\:c:Vu(:c)F + o(r)|Vu(z)*| dx.

i,7,k=1

Agora, calculamos:

D;(¢(r)z); Dyuf Djut = D;¢j(r)z; Dyuf Dyju' + ¢;(r) Dz Dyu® D,

portanto,

n

> Di(¢(r)x); Dyu’ Dju' =

ijk=1
Zn: ¢(r)dy; Diu® Dyut + Z ¢(T) z; DyuF Djut =
i,5,k=1 i,9,k=1
(S0 (S 0] + 05 ot (5 o) -
k=1 i=1 ik=1 ij,k=1
o) (divu(a) + 2 Z vyt (1- V) —
o(r) (div u)*( ¢ff ZD F (z::lxi(x-vui)> _
o(r) (divu)*( qb?(f" ZDW (v (z: Vul)) =
o(r) (divu)(z) + qb?(f) (divu) (z: Vi) -z
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assim, concluimos que

i) Y /Q (1 — @) Dy((r)); Dyul* Dyt de —

1,5,k=1

/Q(b2 —a?) {gb(r) (divu)?(z) + ¢ (r) (divu) (z: Vu)- x| d.

r

Com isso, substituindo (7), (i7), e (ii7) em (3.24), obtemos:

d
El g o(r)ug - (x 2 Vu)dx
+§ /Q[nqb(r) + 1 (1)][|we]? — a®|Vu(z)|? — (b — a?)(divu)?] dx

2 + (b? — a®)(div u)2] dr
+ /Q(b2 —a?) {(b('r’)(dz'v u)® + @div u(z : Vu) - x} dx
+/Qa2 {qﬁ(r)Wu\z + @ |z Vu]2] dx

+/Qa(x) o(r)ug - (z: Vu)dr + /Q(¢(7“)3: :Vu)-Vodr = 0,

(3.25)

onde z : Vu(z) = (z - Vul(z), ...,z Vu"(z)).
Multiplicando (3.20) por k£ > 0 e (3.21) por v > 0 e em seguida somado

ambas, tem-se:

d d

k— E(t) +k/a(x) lug|? dw + k/ IVO]* dr + k/ AR dr + y— (ug,u)

—|Jw|]* + va? / \Vul>dz + v(b* — aQ)/(dz’v wde + 25 [ a(z)|uf? de
0

—i—’y/u-Vde = 0.
Q

Agora, somado este resultado com a equagao (3.25), e usando os fatos

que, n-z <0,V € 9Q e que ¢ (r) < 0, obtemos a seguinte desigualdade:
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t

' k k
# [P faw) | lufds + 5 [ ato)ufds

2 ng +re¢ / 2
+/Qa lv——Q +¢+T¢}WU| dx

(b* —a?) {’Y - M + 4 (divu)* dx (3.26)

(b* — a2)ﬂdz’vu(m :Vu) - xdx +7/ u-Vodx
r Q

di {/ngut Az Vu)dz + y(ug, u) + %/Qoz(x) lul? do + kE(t)}

+

S———

!

+ -

(6(r)z : V) - VO da +k:/ V62 da +k/XR92dx <
Q Q

alx) dpug - (x: Vu) dr

/7

devido ao fato que ﬂ]a: : Vul? > r¢ | Vul?.
r
Também devido ao fato que

|z : Vu| < r|Vul,

obtemos que

(v? — a2)§ Az V) < (B — a?)r|Vul.

Como ¢ < 0 segue que

!

-

(1? —a®) (2 : Vu) -z > (b — a®)re |Vaul.

= |

Portanto

/

(b* — aQ)(% \divul| (z: Vu) -z > (0* — a®)ré’ |divu| |[Vul,

2

b 1 b
Agora, pela desigualdade de Young ab < da? + o escolhendo ¢ = 3 + 2 © do fato

que ¢ < 0, segue que

(b* — a2)é]div ul(z: Vu) -z >

b1 (3.27)

(b —a®)r ¢ (% + %) (divu)® + a? <% — 5) ro |Vul?.

Substituindo (3.27) em (3.26) obtemos a seguinte desigualdade:
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% [/ngut-(x V) dz + (. u)+%/ﬂo¢(m)\u|2dx + l{:E(t)}

’ ]{} k
b [P B e 4§ [ ato) s

—l—”y/u Vo dx —|—/(q§(r)x:Vu)«V0dx —i—k/\V&Pdaz

Q

(3.28)
+a2/ﬂb n¢+7“¢ o+ ¢<% ;)}|VU|2dx

2
Q

Agora, deve-se estimar a integral / u - VOdx. Temos, pela formula
de Green, que

9]
‘ /u Vldz| = ‘ /deudx

Notar que para A > 0, A a ser escolhido,

7’ (b* —a?)
7/ 10| |divu|dx < ﬁ/ 0*dr + —)\/ \div u|? dx
a(r) 2M(b? = a?) Jor) 2 Q (3.30)

5 (b* — a?) .
mCR/Q|V0|2d$ + —)\/Q(dﬂ)u>2dl'

devido ao lema (3.6).

< 7/ 0] |div ] dz + 7/ 0] |div ] dz.
Q(R) |[z|>R
(3.29)

Também

7/ 0| divu|de < — - / e+ _GQ))\/(d' )2d
< e wu)’dx
le|>R 2M(02 — a?) Jig>r 2 Q

2 (b2
W—_G/XRQde +

_ 2
;“))\/(dwu)Z dx
2 Q
(3.31)
Substituindo as estimativas (3.30) e (3.31) em (3.29) e combinando

com (3.28), segue que
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%{/quut.(x;Vu)dx —|—7(ut,u)+%/goz(x) lu|? dx + k E(t)

’ l{,‘ k
# [P e+ [ ato) s

+/ ¢(x:Vu)-Vldx

Q
+a2/ [v nOrTd L cb( ;)}IVUWSC
Q
+<b2—a2)/£v—”¢;r¢ + ot e (; b) A} (divu)® d

Q
+(k—WCR) /|V9|2dx + ( _a2 ) /XRHde <

a(z) pu, - (x: Vu)de.

Q

(3.32)
A seguir estima-se
/ng(x : Vu) - Vo dz.
Temos
/¢ z:Vu)-Vldr| < /¢r\VuHV9|dx<Lao/ |Vu||VO| dx < 5
3.33

L? a?
a0/|V9|2dx + —/ Vul? da.

Substituindo (3.33) em (3.32), resulta que

% Uﬂmt.(az:vu)dx + (e, u)+%/ﬂa(m) ul? dz + k;E(t)]

I k k
+/Q {m/ﬁ;rﬁb _7+#} |y |? da +§/Qa(x)\ut]2dx

v [ [v—’w;”z" vosrd (540 )| IVuPde
+(62—a2)/£7 LRI € ;)kdwu) dr
Q

v L2 Qg 2 ’Y 2
" (k ICEGN /\2a2) / VR nm =) ) Jo =

_/Qa(x)¢ut~(a::Vu)d:c + T/Q]Vu|2dx + AV —a )/(dwu) dz,

Q

(3.34)

com A\ > 0 arbitrario.
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Usando a hipétese que 0 < a? < b? < 4a?, obtemos
b

0< 0 {n—Q—i——] < %[n—ﬂz] :%. (n>2)
a

Tomando v como em Charao-Ikehata [5], isto é

o b nog
2 a 2 na ao_i_bozoin—l +bozo (3.35)
= 2 T2 T2 T T T2 My '
tem-se v > 0 e
S P L] e (3.36)
— |n— — —. .
2 a) 7S 2
Agora, seja ¢; > 0, dado por:
nog
€1 = T — 7.
Usando a defini¢ao de v em (3.35), resulta que
(%)) bOé() (&%) b
== - —==(1-—=. 3.37
R R PR < 2a> (3:37)
Notar que €; > 0 pela hipétese b? < 4a?.
Usando, (3.36) e ( 3.37 ) segue:
, ng +r¢
ne +ro +koz(x) - —5 se |z < L.
2 7 2 T ) no+rd ap k
—_— =7+ —, se |z| > L.
2 2
Caso1l: |z| < L.
ne +re ng+re¢  nay ag bay ndé+rd  nag N
- = — _—— — = — €1 =
2 7 2 2 "2 ia 2 2 T
5 5 1=€

pois¢’zOseO§r§L.

Assim,

’ k
mb—;nb oy a2(37) >

para 0 < |z| < L.
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Caso 2: |z| > L.

ne + r¢ n ack né+rd  nay ap by
—_— fy —

2 2 2 2 4
nLao_Lao_nao ao_bao apk “
2 2 2 2 4 2
nLrozo Lgo na0+a0 +a_
or o 2 o
a0<nL L )
———-—=—n+k)4+a>a
2 T r

se k for escolhido tal que k& > n.

Assim,
né +reo ko(x

se |z| > L.

Portanto

’ k
ngtre k@) o oy
2 2

para x € €.

Novamente considerando os casos:
Casol: 0<r <L

Nessa regiao, tem-se

Qp b n ’ b
0=z —9 1— = ~ ) =
2 a+n +¢< 2)+T¢ (Qa)

b
%o -+ n =2 +a0<1—2>:

2 \a 2
apb o n
——+—=—n-—-—atay— -ay =
2% 2 2
20250

2 a '
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Caso2: r > L.

(&%) b b

Q24 9 (1——) ) =

5 a—i—n + ¢ 5 +r¢ 2a>

ag (b Lag n Lag [ b

Qo (b _9 _<1__)__ -

2 a+n + T 2 r (Qa

(7)) b Ln 2L Lb

e L T Pl e

2 \a T T ar

a (rb+nar —2ar —nal + 2al — Lb\

2 ar N
— L

% <Tar )(na+b— 2a)) >
— L

@u(na%—a—Qa):

2( arL)

Qo \T" —

0 = _ > 0.

R (na —a) >0

Desses dois casos concluimos que

Qo b n b
5 ( +n—2)+¢(1—§>+r¢ (2a) > 0

para todo r > 0.

Com isso, da escolha de v em (3.35) e €; em (3.37), tem-se

nqb—l—gb b\
2 “H‘b( 2a)_

n—1 b né ré r¢.  bro
p )ty Ty ety T =

2 da 2 4 2 2
(&%) b n ’
(2 — - = — ) >
€1+2< +n 2)+¢<1 2>+ ¢(2)_€1
Isto é,
ne +ro ' g b
Sy s g =212 3.39
oG za= (1o )20 ()

Yz € 2, onde r = |z, pois a < b < 2a.
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Agora, usado (3.38) e (3.39), em

(3.28), conclui-se que:

% {/quut~(ac:Vu)dx +y(uy u)+%/ﬁo¢(m) uf? da + k;E(t)}

61/ |, |? da +61a2/ |Vul?dz + e (b* — aQ)/(div (u))? dx
Q
Lo}

Q ()
i X2 d .
o _ _
T am e /Q RO A\ R o =y R T g

a(x) dug.(x : Vu)dr + %a

3
+A

alx

Q
v -

Definindo

) |ut|2 der < —
Q

a?) / (divu)? da.

Q

kt):/ggzﬁut'(x:Vu)dx + v

tem-se,

d
— G,

dt

(t) + 2e Ex (1)

7’ L2ag

(u, ) + %/a(:c) > dz + kE(#),

Q

72 2
-— 1 )| x
+ (k‘ 2)\(()2 — a2)) /Q pﬂ dl’

k
h—— 1 -2 0 dv + ~ 24y <
+( 2/\(b2—a2)CR 4/\a2> /Q|V | x—i-Q/Qoz(xHut] x <

a(x)

Q

A
oug.(x : Vu)dr + §a2

Lema 3.10. FEuxiste 3 > 0 tal que,

+ﬁ/

+C,

0

Prova:

d
2 O

(-

LOZ()/
Q

Xp0*dx ds < Gy(0),
Q

/ VO de + A(D?
Q

Vvt > 0.

—a?) /Q (divu)? da.

k t
d5+’y/ /|V9]2da:ds —1—4/ /a(m)ufd:cds
0 Jo

Usando, que |z|p(z) < Lag em R”, e de (3.42) segue,

( ) + 261 El(t)
72 C LZO[O
———(Cp— ——
2A(0% — a?) 4 a?

a(x) |w]|Vul dx + 54

2
Y 2
k— ——— Xr0°d
*( 2MW—wQ[;R v

p
) /|V6\2dx +E/(x(ﬁc) lu|* dx <
0 2 Ja

2/ |VO|?do + \(b*
Q
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Q

(divu)? d.

) / VO da

/ IVO|? dx
Q

(3.40)

(3.41)

—~

3.42)

(3.43)



Como, a(x) € L*(2), tomado Cy = L*a3||a(-)||e > 0 e usando que

—_

ab < =(a*+1?), tem-se:

\V)

1 2C;
Lao/a(x)|ut]|Vu]dx < 5/ [ngm( P o |ut]2—|— 0|w|2 i =

Q Q
k 2:3‘1<:[)|2 2 CO 2 k|< >| 2 2

Isto é,

d v’ 2
EGk( )+ 2e By (t) + <k_—2)\(b2—a2 )/XRH dx

2 L?a? k:

[ t|2 |w|2 do+ 2 /|ve|2dx " A(b?—a"’)/(dz‘vu)?dx-

Portanto

d o 2
— 2¢1 F T S X
dt Gk( ) + €1 1(t) -+ (k 2>\(b2 _ CL2)) /S; RG dx

2 2.9
04 L2og 9 k:/ 9

- Cp-=2 VO|*dx + — dr < 3.44

+(k; N = 2)C’R 4)\@2) /Q| |“ dx 1 Qa(x) |ug]* da < (3.44)

C0 1 u2 de + 2a? /yve|2dx + A(b?-ﬁ)/(dm)?@.

C
Agora, escolhendo A = %1 e k suficientemente grande tal que ?0 < %

resulta de (3.44) que

d 7 2
—G E — | [ X
5 Ok(t) + et Bu(t) + (k 2)\(b2—a2))/9 rO” dx

2 2.2
Y L ag 2 k/ 2
- - 0|“d — der < 0.
+(/<; O 61a2>/ﬂ\V| v+ 5 [ o) luPde < 0

Completando a energia E; tem-se que

(3.45)

— Gi(t) + e E(t) + (k - 230)3—2_(120 /QXR92 dx

L2
# (k- g On = et} [190Pas 45 [ ao)lufds <
€1a Q 4 Jo

—/Qde:— 0 dr + 2 0 de <
2 Jo Q(R) jo|>R

6—103/ IVO2 d + 6—1/2@926@
2 Q(R) 2 Ja
pelo lema (3.6).
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Portanto:

d v? L*a? ¢ )

— G(t Et k — — - = 0|°d

i Gir(t) + e1 E(t) + ( e1(b? _az)CR €102 9 Cr /Q|V |* dx
2

g €1 2 k 2
k————— — — Xgr0°d - dx <0.
—l—( 3N = a?) 2>/Q R x—l—4/ﬂa(x)|ut| r <
Agora, se necessario, aumentar k > 0 para que os nimeros
2 1202 2
k— 7—CR _Z%_a Crlelk— T sejam positivos.
€1( 2 )(

b2 — a?) a2 b2 —a?) 2
Em conclusdo tomando

2 2.2 2
0 Lo & 0 e\ 4Co
k A o B G o N " S
>m“’“°{< al?—a) P qa 2 R)( AN — a?) 2)’ a "
(3.46)

resulta que

d k
— Gi(t) + e E(1) +C’k/ IVO|* dx + Ck/ Xr6? dx + —/a(m) lu|* dz < 0.
(3.47)
Por fim, integrando (3.47) em [0, ¢], tem-se:

t t t
Gk(t)+el/ E(t)ds +Ck/ /]VH\deds + Ck/ /XRHde
0 0 Ja 0 Ja (3.48)
k

t
+—/ /&(x)\utIdeds < Gg(0).
4 Jo Ja

Observacao 3.11. A estimativa (3.48), € vdlida para solugoes regulares. Usando

argumentos de densidade, ela também € vdlida para solucoes fracas.

Lema 3.12. Eziste uma constante C' = C(k) > 0 tal que,

G (O)] < € (1ol By + a2+ 1160]12) (3.49)
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Prova:

De fato, usando novamente que |z||¢p| = |z|¢ < Ly tem-se da de-

finigdo de G(t) em (3.41):

1GL(0)] <

/gbul (2 : Vug)dxr + y(ug, u1) + z/oz(m) luol? dz + k E(0)] <
Q Q

2
Yle|oo 2
Q Q

C (Iluol s gy + a1 + 110011

A seguir prova-se que G(t) > 0 para todo t. Na verdade, tem-se

Lema 3.13. Com as hipdteses do Teorema (3.5) tem-se:

Gilt) > C/a(m)|ut|2dx L CLE(), Vi 0,
Q

para k> 1 suficientemente grande, com C' e C} constantes positivas.

Em particular,

Gult) >0,  Vit>0.

Prova:

Usando o lema (3.6), e assumindo (H;) tem-se:

(e, ) < Ll 2+ Sl < LB+ X (/ A e+ | |u]2da:>
\

2 z>L 0 QL)

E<t)+£/oz(m) lu|? do —i—%C’L/ |Vul?dr <
0

J

€ 20 o

g e 2 YeCL
—E(t) + — d E(t).
6<H@%ZM@M v+ 2L B

IA

Assim,




onde € > 0, é um numero real arbitrario. Também tem-se

b - (z: V) da </|x|¢|ut||Vu|dx <La0/ | - [Vl de <

Q
EAG —2|vu|2)
a Q 2 2

Assim

/¢ut x:Vu)dr < LTE() t > 0. (3.51)

De (3.50) e (3.51) segue,

/¢ut xz:Vu)dr < {Z %gL —l—ﬂ] E(t)+%/a(x) |u|? da.
0Jo

7 ug ,

€ a a
(3.52)

Da definigao de Gi(t) em (3.41), tem-se:
/qbut :Vu)dr —y(ug, u) = %/Oz(as) lu|?*dz + k E(t). (3.53)

Q
Combinando (3.53) com (3.52) resulta:
. v, €0 Lag e 2 gl 2
)+ |-+t —— | E@Q)+5— [ a@)|u*de > 5 [ a(z)|u]*dz +k E(t).
€ a 20 Jq 2 Ja

Agora, fixando-se ¢; > 0, tal que ¢; < ap. Também fixando k£ > 1

suficientemente grande tal que satisfaz (3.46) e

eC Lo
z+7 Ly 0

€ a? a

Co L
Assim, tomando: k; = k— [1 + %20 + ﬂ] >0en =7 [1 — i} >
€ a a g

k>

0, segue que
Gu(t) > ﬂ/a(x) 2 dz + ki E(t) > 0.
Q

Para todo ¢t > 0.

Isto prova o lema (3.13).
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Lema 3.14. Com as hipdteses do teorema (3.5) tem-se:

t
/ s)ds —|——/ /XRGdeds // (z)|u;|* dx ds
0 (3.54)

c. S
+ /O/vam dzds < Gk() £>0
e
(1+)E(1) < B(0) +%Gk(0), £>0, (3.55)

para k> 1 suficientemente grande.

Prova:

Notamos que (3.54) segue imediatamente de (3.48 ) e do lema (3.13).
Para provar (3.55) usamos o fato que E(t) ¢ uma fungdo decrescente

(ver lema 3.9). Com isso, obtemos da primeira parte (3.54) que

(1+t)E(t) =E({t)+tE(t) < E(t)+ /tE(s) ds

< E(0) + /t B(s)ds < E(0) + ~Gy(0).

Isso provou o lema (3.14).

Observagao 3.15. Notar que a estimativa (3.55) diz que a energia E(t) decai para

1
zero, com t — 00, na tara n pois G(0) € limitado conforme lema (3.12).

Lema 3.16. Nas hipdteses do Teorema (3.1) a solu¢ao u do sistema (3.1) satisfaz
Jull < Co

com C' constante independente dos dados iniciais.
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Prova:

Notar que

/|u|2dx < / lu|?dx +/ M|u|2dav <
Q Q(L) lz|>L &0

1
C’L/ |Vul*dz +—/a(m)|u|2dm <
Q o Ja

Gu(0) < C I2.

20 E(0) +

QpY1€1

Isso provou o lema (3.16).

3.5 Prova do Teorema (3.5)

Segue imediatamente dos lemas (3.14) e (3.16).
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