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Resumo

Neste trabalho investiga-se os aspectos combinatoriais e algébricos da identidade
de Sherman no caso genérico. Obtém-se féormulas para o calculo do niimero de classes
de equivaléncia de caminhos fechados nao periddicos sobre o grafo onde a identidade
estd definida e, com base nelas, uma nova prova da identidade é obtida. Ademais,
as possiveis relagoes da identidade com as algebras de Lie sao elucidadas. Neste
contexto, prova-se que a identidade de Sherman é uma consequéncia da identidade

de Witt generalizada de uma &algebra de Lie.
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Abstract

In this work the combinatorial and algebraic aspects of Sherman identity are
investigated. The generic case of the identity is considered. Formulas for the cal-
culation of the number of classes of equivalence of non periodic closed paths on the
graph where the identity is defined are computed. On their basis, a new proof of
the identity is obtained. Moreover, the possible relations of the identity with Lie
algebras are elucidated. In this context, we prove that Sherman identity follows from

the generalizad Witt identity of a Lie algebra.
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Introducao

Nosso objetivo nesta dissertacao serd o de investigar a estrutura matematica,
combinatorial e algébrica, da identidade de Sherman e propor solugoes para alguns

problemas ainda em aberto sobre o caso genérico desta identidade.

Na referéncia [22] Sherman menciona o caso nao trivial mais simples da identi-
dade. Essse caso, aparentemente mais simples, é considerado por ele para ilustrar

certos aspectos do caso geral, mais complicado.

Sherman coloca a questao de se determinar o possivel significado algébrico para a
identidade de Feynman, isto é, sua possivel ligacao com Algebras de Lie. O problema,
no entanto, nao foi resolvido por ele. Para tal, é necessario calcular expoentes que
aparecem na igualdade e dar-lhes o devido significado algébrico. Tais expoentes tém

importantes propriedades, relevantes para a existéncia da identidade.

Convém notar que na demonstracao geral da identidade de Feyman, por Loebl
[14], estas questdes nao sao consideradas. Seus métodos sdo outros e visam tao so-

mente provar formalmente a identidade para qualquer grafo.

Nossas contribuicoes para os problemas em aberto estudados compreendem basi-

camente todos os teoremas e corolarios que sao apresentados no decorrer dos capitulos.
Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma:
No capitulo 1, serao introduzidas defini¢oes basicas da teoria dos grafos. As iden-
tidades de Feynman e Sherman, juntamente com os problemas a serem investigados,

serao apresentadas.

No capitulo 2, os aspectos combinatoriais da identidade de Sherman serao investi-

gados em detalhe. O problema de contagem das classes de equivaléncia de caminhos



fechados nao periédicos sera resolvido. Com base na solucao, a identidade de Sher-

man sera provada.

No capitulo 3, trataremos da identidade e da férmula de Witt. Alguns resulta-
dos combinatoriais a respeito da férmula de Witt serao demonstrados empregando os
métodos do capitulo 2. Algumas defini¢oes e resultados basicos sobre algebras, rele-
vantes para entender o significado algébrico da identidade e féormula de Witt, serao

revisados neste capitulo.

No capitulo 4, abordaremos os aspectos algébricos da identidade de Sherman e
estabeleceremos sua ligagao com as algebras de Lie. Empregaremos os resultados do
capitulo 2 em conjunto com uma importante proposicao, devida a S. J. Kang e M.

H. Kim, [11] e [12], que generaliza a identidade de Witt.

Vaérios apéndices complementam os capitulos com informacoes adicionais rele-

vantes.



Capitulo 1
Definicoes e Resultados Basicos

Neste capitulo serao introduzidos conceitos referentes a teoria de grafos e definidos
elementos essenciais para enunciarmos as identidades de Feynman e Sherman. Também
apresentaremos os problemas que motivaram este trabalho e sua relevancia. As re-

feréncias basicas consultadas foram [5 — 7], [14], [21 — 23] e [24].

1.1 Grafos

Uma definicao simples e geométrica de um grafo é a seguinte:

Definicao 1.1 Um grafo G é um conjunto de pontos, chamados vértices, e linhas,
chamadas arestas, ligando pares de vértices. Uma aresta com extremos no mesmo

vértice € denominada laco.

Definicao 1.2 Um grafo G € conexo quando, dado um vértice de G, é possivel chegar
a qualquer outro vértice percorrendo arestas do grafo. Do contrdrio, o grafo terd mais

de uma componente e, por isso, € chamado de nao-conexo (ou desconexo).

Vi
{a) {b)

Figura 1.1: Exemplos de grafos: (a) conexo e (b) desconexo



Definicao 1.3 Um grafo é chamado de planar se € possivel tracd-lo no plano sem
que haja cruzamento de arestas. Do contrdrio, € chamado de nao planar. Os grafos
da Figura 1.1 sao planares. Um exemplo de grafo nao planar é mostrado na Figura

1.2. Isto estd provo.rln na referéncin [9/)]

2 Vi

Figura 1.2: Exemplo de grafo nao planar

Definicao 1.4 Um grafo enumerado e orientado é um grafo cujas arestas sao orien-
tadas e estao numeradas com numeros 1= 1,2, ... , A, distintos , onde A € o nimero
de arestas do grafo. A numeracdo e a orientacdo das arestas sao arbitrdrias, mas
fixadas para um grafo. A cada aresta i € também associado um parametro z;, real ou

complexo.

Figura 1.3: Exemplo de grafo enumerado e orientado

Definicao 1.5 Um caminho fechado sobre um grafo G enumerado e orientado € uma
sequéncia ordenada de arestas de G onde cada uma comega no vértice onde a anterior
termina sendo que a ultima aresta da sequéncia termina onde a primeira comeca.
Serao considerados apenas caminhos fechados sem retornos imediatos. Isso significa
que uma aresta, ao ser percorrida num sentido, nao € percorrida logo em sequida no

sentido contrdrio.

No texto, a expressao “aresta percorrida por p” serda empregada para referir-se a uma
aresta da sequéncia ordenada de arestas que define p. Uma aresta nao é necessaria-

mente percorrida seguindo a orientacao fixada para ela.
Definicao 1.6 Um grafo é chamado de drvore se nao tem faces interiores.
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Figura 1.4: Exemplo de grafo do tipo arvore

Na sequeéncia, grafos do tipo arvore nao serao considerados, pois nesse tipo de grafo

qualquer caminho fechado tem retornos imediatos.

Um caminho fechado sobre um grafo enumerado e orientado tem uma representagao

em termos de uma “palavra”, que definiremos em seguida.

Definigao 1.7 Seja G um grafo com A arestas e um caminho p sobre G. Representa-
se p por uma “palavra” que codifica a sequéncia ordenada de arestas percorridas por

p e sua orientacdo. Uma palavra tem a sequinte forma geral:

€i; g €;
DD .. D

2]

! (1.1)

onde i; € {1,2,... | A}, i; #ij11 e iy # 11, para algum (. Os indices iy, ... ,1; indicam

a sequéencia das arestas percorridas por p na ordem

TR A0 PR AU HEE S (1.2)
N N——— N——
les, | vezes  |ej,| vezes les, | vezes

Um expoente e;; indica, através do seu sinal, o sentido em que a aresta i; € percorrida
e lei,| € o nimero de vezes que isso ocorre. Se e;; < 0, a aresta € percorrida no
sentido contrdrio a sua orientagao. Se e;; > 0, a aresta € percorrida no sentido de
sua orientacdo. Em geral, |e;;| > 1. O caso |e;;| > 1 ocorre quando a aresta é um

laco.
Exemplo 1.1 No grafo da Figura 1.3, um exemplo de caminho fechado é:
p=D{'Dy'D;°Dy' Dy’ (1.3)

Definicao 1.8 O numero

l
N=> e (1.4)
j=1



€ chamado de comprimento da palavra ou do caminho que ela representa e | € o

comprimento da sequéncia Sy = (iy,...,1;).

Definicao 1.9 Um caminho p é chamado periodico quando existe um nimero g € N,

g > 1, tal que podemos escrever

p=(D;*D;>... D) (1.5)

(24

h=D;"D.?>.. D" (1.6)
nao € periodico.
Exemplo 1.2 Um caminho periddico no grafo da Figura 1.3 é, por exemplo,

p=D{'D;'D DI Dy Dyt = (D' Dy Dy)? (1.7)

Defini¢ao 1.10 Dado p da forma (1.1), o inverso de p €, por defini¢ao, o caminho

€q

p~t=D, D, " .D, " (1.8)

-1 . 11

Definicao 1.11 O grau de um vértice de G é o numero de arestas ligadas a esse
vértice. Havendo lagos no vértice, conta-se duas arestas para cada lago. Um subgrafo

de G que tem todos os vértices de grau par é chamado de admissivel. (Ver Figura

1.5)

G G, Gs G,

Figura 1.5: Subgrafos admissiveis de G: G1, G, G3. O grafo G nao é admissivel.

Definicao 1.12 Seja G, C G um subgrafo admissivel. Defina

I(Go) =[] = (1.9)

1€Gq



onde o produtorio € sobre todas as arestas de G e,

E(G) =1+ > I(G,) (1.10)

GaCGE

onde o somatdrio é sobre todos os subgrafos admissiveis G, C G. A funcio E(G) €

um polinomio chamado de polinémio de FEuler de G.

Exemplo 1.3 Para o grafo G da Figura 1.5, I(G1) = 2923, [(G3) = 2122 € I(G3) =
2123 € E(G) =1+ 2923 + 2120 + 2123

1.2 Sinal de um Caminho

Definicao 1.13 Um caminho p tem associado a ele um sinal dado por

s(p) = (=1)"® (1.11)
onde
Vip) =1+ % (1.12)

o p .

e o ¢ o numero de angulos 2w completos que um vetor tangente a p perfaz quando
0

a partir de qualquer aresta de p retorna a ela percorrendo p completamente uma

vez. Angulos contados no sentido hordrio sao positivos e, no sentido anti-hordrio,

neqativos.

Exemplo 1.4 Considere o grafo da Figura 1.6:

Zy

Z¢

VA Z2

7
Figura 1.6: Grafo orientado com 8 arestas e 7 vértices
Seja p o caminho fechado:
p = D{DyD3D;DiD¢ D7 Dy (1.13)
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Nesse caso,
T
N=— +_+§:0 (1.14)

Assim 21 = 0 e, portanto,
T
s(p) = (-1)'"0 = -1 (1.15)

Lema 1.1 Dado um caminho p periddico de periodo impar g, o sinal de p € igual ao
da palavra nao periodica associada. Se o periodo g de p for um niumero par, entdo o

sinal de p € negativo.

Demonstragao: Seja p = (h)? um caminho periédico com periodo g e

s(h) = (—1)z= 11 (1.16)

o sinal de h. Entao, o sinal de p é
s(p) = (=1)7 2! (1.17)

Como g é impar:

(1.18)

Se g é par, g- 21 ¢ um numero par. Logo ¢g- 21 +1 é impar e portanto s(p) = —1.
™ ™
|

Definicao 1.14 Seja p um caminho sobre um grafo G. Defina o “peso” associado a

p por
Wea(p) = s(p) - 1(p) (1.19)

onde I(p) estd dado como na equagio (1.9), porém, o produtdrio que define I(p) é

sobre as arestas percorridas por p.

Definicao 1.15 Dois caminhos p1 e py sdo equivalentes quando sdo permutacoes

. o €iq €i; o €i; 1€iq €ip_q

circulares um do outro, como em p1 = D;*... D;" epy = D;'D;*... D, ", ou
. ~ — —€; —€;
inversdo, tal como p;' = D, “..D. "

1
11 :

Caminhos equivalentes tém mesmo sinal
e peso W e constituem uma classe de equivaléncia. A classe de equivaléncia de um

caminho p serd indicada por [p].



1.3 A Identidade de Feynman

Com base nas defini¢coes anteriores, enunciaremos a seguinte proposicao, que esta-
belece uma identidade formal (ver Apéndice D, se¢ao D.1) relacionando o polinémio
de Euler com caminhos fechados nao periédicos sobre um grafo. A identidade recebe

o nome de Identidade de Feynman.

Proposicao 1.1 Seja G um grafo plano, conexo, finito, enumerado e orientado e

E(G) o polinémio de Euler de G. Entdo, tem-se a sequinte identidade formal

£(G) =T +wa(lp) (1.20)
i

O produtorio € sobre as classes de equivaléncia de caminhos fechados ndo periodicos,

sem retornos imediatos, sobre G.

Demonstragao: Ver referéncias [14], [21] e [23]. W

Segundo a referéncia [21], a identidade (1.20) foi primeiramente conjecturada pelo
fisico americano Richard Feynman (1918 - 1988), na década de 50. Por isso a
identidade (1.20) passou a ser também chamada de Conjectura de Feynman ou
Identidade de Feynman. Originalmente, a conjectura apareceu em notas de aula
redigidas por Feynman, mas publicadas somente em 1972 no livro “Statistical Me-
chanics. A Set of Lectures” [7], onde Feynman ja cita a referéncia [21] (de 1960), na

qual sua conjectura foi provada.

A identidade de Feynman é parte central do formalismo combinatorial desen-
volvido por Kac, Ward e Feynman para o Modelo de Ising em duas dimensoes, em
Mecanica Estatistica. O modelo de Ising e o formalismo combinatorial desse modelo
sao brevemente descritos no Apéndice A e, com maior riqueza de detalhes, nas re-

feréncias [5] e [7].

Em 1960, a Proposicao 1.1 foi demonstrada por S. Sherman, [21] e [23], no caso
em que o grafo G tem vértices de grau par, apenas, e no maximo de grau 4. Contudo,
na referéncia [14] M. Loebl mostrou que a Proposigao 1.1, valida para qualquer grafo

plano, é consequéncia direta do resultado de Sherman.

Na referéncia [21] Sherman também provou uma extensdo da identidade (1.20)

para o caso em que G é um grafo nao planar na forma de um toro. Recentemente,



em 2004, M. Loebl [14] generalizou o resultado para quaisquer grafos nao planares.
Porquanto nao trabalharemos com grafos nao planares, apresentaremos aqui o resul-

tado de Loebl. Neste ponto, convém ler o Apéndice B antes de prosseguir.

Definicao 1.16 Seja G um grafo conezo de genus (ou género) g > 0. Denote por

R(g) o conjunto de todos os vetores da forma (11,72, ...,724) onde r, € {0,1}. Defina

We(lp]) = (=1)" "W ([p]) (1.21)

onder € R(g) e a(p) = (K1, .., kag) € 0 vetor cuja componente ko;—1y1; € 0 nimero de
vezes que o caminho p percorre a ponte B;- (ver Apéndice B), j =1,2,i=1,2,...,9

e r-a(p) denota o produto escalar de r por a(p).

Proposicao 1.2 (M. Loebl) Se G é um grafo de genus g, entao

E(G) =27y (=) = wi(lp)) (1.22)
i

reR(g)

onde o produtdrio € sobre todas as classes de equivaléncia de caminhos fechados nao
periddicos de G, I € o vetor com as 2g componentes iguais a 1 e S(I —r) é o nimero

de i’s tais que o vetor I —r tem componentes (I —1)o; 1 = (I —1r)y=1,i=1,...,9.
Demonstragao: Ver referéncia [14]. B

Exemplo 1.5 No caso g = 1:

R(l) = {(070)7 (07 1)7 (17())’ (1’ 1)}
I—-r=(1,1)—re{(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}

e S(1,1) =1, $(1,0) =0, S(0,1) = 0 e S(0,0) = 0.

1.4 A Identidade de Sherman

Na referéncia [21], Sherman menciona o caso nao trivial mais simples da identidade
de Feynman (1.20). Nesse caso, o grafo G tem um tnico vértice e dois lagos. Esse caso
é considerado por ele para ilustrar certos aspectos do caso geral, mais complicado.
O caso de um unico vértice e uma tnica aresta é trivial, pois um unico caminho nao

periédico é possivel com [p] = {D*' D'} e s([p]) = +1. O grafo tem um tnico

10



subgrafo admissivel, o proprio grafo. Nesse caso, entao,

[T+ Wellp)) =1+

[p]

1+ > I(Gy)=1+2

(1.23)

(1.24)

Na referéncia [22], Sherman considera o caso em que G é um grafo com R arestas,

R > 1, e tem um tnico vértice (Figura 1.7).

23

Z

Figura 1.7: Grafo Gy orientado com R lagos

Neste caso, o polinomio de Euler estd dado por

R R
8<GR> =1+ Z [(Ga) =1+ Zzi + ZZiZj + ...+ 21%2223...2R

G.CGr i=1 i#j

pois todo subgrafo de G é admissivel, incluindo o préprio grafo.

Nao é dificil verificar que £(Gr) pode ser expresso da seguinte forma:

R

EGr) =[]+ =)

=1

Para R =1,

S(GR) = (1 —|—Zl)
e, para R = 2,

2
EGr) =1+xn+n+tan=][1+2)
=1

11

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)



Suponha, por inducao, que para R = k:

k k k
=1 1#£j i=1

Para R =k + 1, o grafo Gy passa a ter subgrafos admissiveis adicionais que cor-

respondem aos termos da soma

k k
Zpe1 + Z ZiZa1 + Z 2i2j%k+1 F oo+ 21220 2R (1.30)
i=1 itj

que deverdo ser adicionados ao polinémio de Euler em (1.29). Podemos reescrever

(1.30) da seguinte forma

k k
<1+Z’Zi+zzizj —|—...—|—z122...zk> X Zpi1 (1.31)

i=1 i£j

ou ainda, usando a hipdtese de inducao,

(H(l + Zi)) X Zg+1 (1.32)

i=1

Logo,
k k k+1

E(Grar) = [J+2) + [T+ 2) 2 = [J(1 + 2) (1.33)

i=1 i=1 i=1
provando (1.26).

Denotemos por m;, m; > 0, ¢ = 1,2,... , R, o nimero de vezes que um caminho
percorre a i - ésima aresta de Gg. Em geral, caminhos nao equivalentes podem
percorrer as mesmas arestas o mesmo numero de vezes. Por exemplo, os caminhos
p1 = DD po = DD, ps = DYDY e py = DDy percorrem as arestas 1 e
2 0 mesmo numero de vezes. Todos eles tém m; = my = 1. Porém estes caminhos sao
distintos. O caminho D{' DJ!, por exemplo, percorre as arestas 1 e 2 no sentido fixado
para as mesmas enquanto os demais fazem segundo outras orientagdes como estd
indicado nos expoentes das palavras. Ademais, o sinal de um caminho ou é positivo
ou é negativo. Por exemplo, s(p1) = +1, s(p2) = —1, s(ps) = —1 e s(ps) = +1.
Isso sugere a classificacao dos caminhos de acordo com o seu sinal e o nimero de
vezes que percorrem as arestas do grafo. Sejam N, (mq,... ,mg) e N_(mq,... ,mpg)
os numeros de classes de equivaléncia de caminhos fechados nao periédicos com sinal
positivo e negativo, respectivamente, que percorrem as arestas 1,2,... , R o nimero

de vezes myi,mo, ... ,mp, m; > 0, respectivamente.

12



Podemos, entao, expressar o produtério formal sobre caminhos na forma:

[TO+Wolph) =TT (12 sgmetmema (1 — s, N
[p] mi,... ,mrp>0

(1.34)
Substituindo os resultados (1.26) e (1.34) na identidade de Feynman (1.20) obte-

mos a seguinte identidade, que passamos a chamar de Identidade de Sherman:

R
[T (. agmyNetmoemal(q — g ppmyN=Cmome) = TT(14 z;) (1.35)

mi,...,mpr>0 i=1

Na referéncia [22], os fatores (1 + z;) aparecem com a poténcia 2, pois caminhos

inversos sao incluidos.

1.5 Motivacoes

Na referéncia [22], Sherman chamou atencao para certas semelhancas que exis-
tem entre a identidade (1.35) e outra identidade chamada de Identidade de Witt,
oriunda da teoria das Algebras de Lie. Esta identidade sera apresentada e discutida

em detalhes no Capitulo 3. Ver, por agora, as relacoes (3.2) a (3.6).

Sherman colocou o problema de se determinar o possivel significado algébrico da
identidade (1.35) e dos niimeros N, e N_ sem, contudo, resolvé-lo. Os nimeros N,
e N_ nao foram calculados explicitamente e a sua relagao com algebras nao foi eluci-
dada. Convém notar que na referéncia [14], onde Loebl demonstra a identidade geral

de Feynman (1.22), estas questoes também nao foram consideradas.

Nas referéncia [4], e mais recentemente na [6], estes problemas foram investigados
no caso nao genérico da identidade de Sherman, isto é, tomando-se z; = 25 = ... =

ZR — Z.

O objetivo do presente trabalho é investigar o caso genérico da identidade de
Sherman dada pela (1.35). A identidade, nesse caso, serd investigada em seus as-
pectos combinatoriais e algébricos. No capitulo 2 os expoentes N, serao calculados
explicitamente e sua ligacao com algebras de Lie sera estabelecida no Capitulo 4. Os
métodos empregados na solucao destes problemas, embora com bases nas referéncias

[4] e [6], apresentam modificagdes e simplificagdes cruciais para o tratamento do caso
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genérico da identidade de Sherman, combinatorialmente mais complicado.

Duas provas da identidade sao fornecidas. Embora a prova da identidade de Sher-
man ja ser contemplada pela Proposicao 1.1, julgamos importante apresentar aqui
provas desse caso especial, ja que elas aplicam e ilustram nossos resultados. Uma
delas, mais longa, a ser apresentada no capitulo 2, utiliza apenas as propriedades
combinatoriais dos nimeros Ny. A outra, a ser apresentada no capitulo 4, emprega
resultados oriundos da teoria das algebras de Lie e estabelece que a identidade de
Sherman pode ser entendida algebricamente como uma consequéncia de uma identi-

dade de Witt generalizada associada a uma algebra de Lie livre.

Cabe aqui fazer a seguinte observagao sobre as razoes e relevancia para o estudo
da identidade de Feynman, em geral, e a de Sherman em especial. O objetivo original
de Sherman e, mais recentemente, de Loebl, para provar a identidade de Feynman,
era generalizar o formalismo combinatorial do Modelo de Ising em duas dimensoes

(Apéndice A) para o caso de trés dimensoes, um problema ainda em aberto.

Nossa motivagao ao estudar um caso especial, porém nao trivial, da identidade de
Feynman foi, principalmente, o de elucidar o aspecto algébrico da identidade e con-
tribuir para uma melhor compreensao da estrutura mateméatica da mesma. Segundo
Sherman [22], o entendimento mais aprofundado deste aspecto algébrico no caso da
identidade de Feynman, pode ser importante na andlise do modelo de Ising em trés

dimensoes.

Uma continuacao natural das idéias e resultados apresentados nesta dissertacao
consistird em estende-los para o caso geral das identidades (1.20) e (1.22). Os re-
sultados do capitulo 2, em suas idéias principais, foram obtidos durante o Programa
Voluntario de Iniciagao Cientifica, desenvolvido no periodo de agosto de 2005 a setem-
bro de 2006, apresentados nas Jornadas de Iniciacao Cientifica do IMPA em novembro

de 2006 e na referéncia [1].
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Capitulo 2

A Identidade de Sherman.

Aspectos Combinatoriais

O objetivo principal deste capitulo é determinar os expoentes N4 na identidade

de Sherman

R
[T (e apmNetmma) (= g ppm)N-bmeome) — TT(1 4 2;) (2.1)

mi,...,mp>0 i=1

Vamos, em primeiro lugar, expressar a identidade de outra forma. Observe que
um produto igual ao do lado direito também ocorre no lado esquerdo da identidade.
Os caminhos com m; =1lem; =0set # j,1=1,2,..., R, tem sinal +1 ¢ N, =1,
N_ =0 e contribuem com o fator

R
[T+ (2.2)

i=1

A identidade de Sherman pode, entao, ser expressa na forma equivalente seguinte:

[+ zm gmyNelmimel (g — i) N=(memn) — (2.3)
S#S!
O produtorio é sobre todas as sequéncias S de valores de mq, ma, ... ,mp distintas

daquelas em

S = {(m1,ma,... , mpg)lm; =1,mj. =0, 1,j=1,...,R} (2.4)

Denote por G, um subgrafo de Gr (Ver Figura 1.7, pag. 10) com r arestas, r =

2,3, ..., R. Sejam iy, 1o, ...,1, as arestas de (G, em ordem crescente de sua numeragao.
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Podemos reescrever o produtério da equagao (2.3) na forma:

R
TTIT TT (2 2yt tmammand (1 27 gm0 tmiemin) = 1 (2.5)
G
onde o segundo produtério é sobre todos os subgrafos G, de Gr com r arestas,
r=2,3,..., R, e o terceiro produtorio é sobre as sequéncias de valores de m;,, m,,,...,
m;., em
S(G,) = {(mi,, miy, ... ,m;)my, >0,k =1,..,r} (2.6)

Os expoentes 04 (m;,,... ,m;.) e Ni(mq,... ,mp) sdo essencialmente os mesmos.
Adotou-se outra notagao pois Ni(my,... ,mg) em (2.3) é funcdo dos R argumentos
mi,... ,mg, que podem ser iguais a zero, com excecao de pelo menos dois deles.
Sejam my;,, my,, ... ,m;. os argumentos nao nulos em Ni(myq, ... ,mg). Considerando
apenas r argumentos nao nulos, chame Nyi(m;,, ... ,m;,) de 04(m;,, ... ,m; ), onde r
¢ o numero de arestas de Gy percorridas e que constituem um subgrafo G,.

Para cada subgrafo G, C G, podemos classificar todos os caminhos p sobre G,
de acordo com o seu comprimento N = m;, + ... + m; . Dessa forma, o terceiro
produtério em (2.5) pode ser expresso por:

i iy

IT  II  a+zim al)ietmamen) (g = gt g0 tmimien) - (2.7)
N=r

m; >0
mil +4.4+mi7‘ =N

Na secao 2.3 mostraremos que (2.7) é igual a 1, para cada r, provando a identi-
dade de Sherman. Na secao 2.1 derivaremos formulas para o cdlculo dos expoentes
0y (m;,, ... ,my;, ). O método de calculo baseia-se na andlise combinatorial do conjunto
das palavras que representam caminhos fechados que percorrem todas as arestas do

subgrafo G,.

2.1 Contagem de Caminhos

Um caminho de comprimento N que percorre todas as arestas de um grafo G, de

Gg (Figura 1.7) serd representado por uma palavra da forma

D DY DS (2.8)

0

onde a sequéncia
S = (J1, -, 1) (2.9)
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contém cada aresta de iy, 1o, ..., 7, de GG, pelo menos uma vez e satisfaz a condicao

Ik 7 Jkets Jrx € {in, i}, I # S (2.10)

A sequéncia informa quais arestas sao percorridas e em que ordem.

O simbolo Dj é chamado de bloco da palavra. O numero [ é chamado de
comprimento da sequéncia 5;. O comprimento do caminho é dado pelo ntimero
N = 22:1 lej. |, onde |ej, | é o nimero de vezes que o caminho percorre a aresta jj
no sentido dado pelo sinal de e, .

Fixado N, as palavras possiveis representando caminhos fechados que percorrem
todas as arestas de (G, estao associadas as particoes de N em r partes m;, > 0,
k =1,...,r, satisfazendo

N:mil +—+—sz

sendo m; o numero total de vezes que um caminho percorre a i-ésima aresta de G,
e, para a particoes de m;, em n;,_ partes, sendo n;, o numero de vezes que a aresta iy
aparece em S; e y n;, =1.

Por exemplo, no caso r = 2, | = 2k, k = 1,2,...,min{m;,,m;,} e n;, = n;,. Se
r>3,1=rr+1,.., N, pois um caminho percorre todas as arestas de GG, pelo menos
uma vez. No Apéndice C, fornecemos uma lista de todas as palavras para o caso
R=2e N =234

Em seguida, provaremos o seguinte resultado:

Lema 2.1 Dado G, C Gg, seja K.(I,m;,,... ,m;_ )o nimero de palavras de compri-
mento N = m;, +...+m;,, com os valores de l,m;,, ... ,m;_ fixados. Esse nimero, que
inclui palavras nao periodicas e periddicas, suas inversoes e permutacoes circulares,

estd dado pela formula

Ko(lymiy, o ymy, ) =20y H M, — 1 (2.11)

Sy ke1 \ T — 1

onde n;, € o numero de ocorréncias da aresta i, na sequéncia S;. A somatdria é
sobre todas as sequéncias S; de comprimento l. Convenciona-se que o simbolo de

combinacao se anula se n;, > m;, .

Demonstracao: Seja n;, o numero de vezes que a aresta 7; ocorre numa sequéncia

Sy = (J1, -, j1). O nimero
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m;, — 1
( - > (2.12)

conta o numero de partigdes de m;, em n;,_ partes positivas (Ver Apéndice D, Lema
D.1) de modo que o produto destes para k = 1, ..., 7, multiplicado por 2!, é o ntimero
total de palavras que se pode formar, representando caminhos que percorrem m;,
vezes a aresta i, ..., m, vezes a aresta ¢, de (G, de todas as maneiras possiveis
consoante a sequéncia S;. O fator 2! indica que hé duas possibilidades de sinal, + ou
—, para cada expoente numa palavra. Em seguida, soma-se sobre todas as possiveis
sequéncias S;, com mesmo comprimento [, observando, contudo, que na lista destas
sequencias pode haver algumas que podem ter n;, > m;, para algum ¢,. Por esta

razao, convencionamos que se uma sequéncia tem n;, > m;,, (2.12) ¢é igual a zero.
[ |

Exemplo 2.1 Casos N = 2,3,4. Parar = R = 2 e r = R = 3 as sequéncias
relevantes sao:

{52} ={(12),21)}

{S3}=4{(123),(132),(213),(231),(312),(321)}
{S4}={(1213),(1232),(1312),(1323),(2131),(2321),(2123),(2313),
(3121),(3212),(3231),(3132)}

Paraocasor = R = 2:

(a) N=2
my=my=1,1=2, {52} = {<1 2)7<2 1)}

—1 ~1
K21y =22% ™ e
{52} ny — 1 Ny — 1

=38

(b) N =3
mi :1, m2:2, [ =2: K2(271,2)
mi :2, mgzl, [ =2: K2<2,2,1)

(c) N=4
mlzl,m2:3,l:2: K2(2,1,3):8
m1:3,m2:1,l:2: K2(2,3,1):8



mi=2,mg=2,1=24: Ky(2:2,2) =8¢ Ky(4;2,2) = 32

Os resultados acima listados apresentam conformidade com o Apéndice C: note,

por exemplo, que K5(4;2,2) é o nimero de elementos nas classes de equivaléncia
Dy D3 Dy D}, [D{'D; D} DSY, DDy DY D} Y, (DY D3 Dy DfY) e
(D' D3 DDy,

Exemplo 2.2 Casor =R =3, N =4, m; =mo =1em3g =2, =3,4. Neste caso,

temos explicitamente:

gl
(54} -1 n2—1 TL3—1

Nesse caso, as sequéncias (1 2 13),(1312),(2131),3121)temn; =2e as
sequéncias (1232),(2321),(212 3), (321 2) tem ny = 2. Para estas sequéncias,

()
=0
1
Restam as sequéncias (1323),(2313),(3231),(3132) resultando:

Ki(4;1,1,2) =2 4 =64

Exemplo 2.3 Casor=R=3,1=3, N=3em; =my=m3=1.

As sequéncias relevantes sao as {S3}, ja listadas anteriormente. Obtemos
K5(3;1,1,1) = 2% .6 =48
O ntimero K3(3; 1,1, 1) é a quantidade de elementos nas classes [D; ' D3 D], [Dy ' D3?

D', [DF'Dy' DY, (DY DI DY, [DY'Dy DY, [Dy'DIDSY, [DY'Dy Dy e
[Dy' Dy D3

Teorema 2.1 O nimero IC.(I;my,...,m;,) de palavras ndo periddicas, mais suas

inversoes e permutacgoes circulares, € dado por:

Kol omi) = S w@2s SSTI| ¢ (2.13)

(51} k=1 ti, — 1




onde t;, € o numero de ocorréncias da aresta i, em Si e pu € a fungao de Mobius
g
(Ver Apéndice E).

Demonstragao: No conjunto das C,.(I; my,, ..., m;, ) palavras hd o subconjunto das

palavras nao periédicas, que inclui inversoes e permutacoes circulares. Vamos denotar

por KC(I;m;,, ...,m;,) o numero de elementos desse subconjunto.
As demais palavras incluem aquelas que sao periddicas, se houver, suas inversoes
e permutacoes circulares, tendo como possiveis periodos os divisores comuns de [ e

My, ey My, . Seja g um desses periodos. As palavras com esse periodo sao da forma

€i1 Ci2 €ja\g
(D;'D;2...Dj*) (2.14)
! €5 €; ej . ..y my;
onde = —, sendo D;* D ?...D”* uma palavra associada a particao L., —e
g g

com comprimento —.

O numero de palavras periddicas com periodo g mais suas inversoes e permutacoes
. ;- , [ mi, my, ~ S

circulares ¢ igual ao nimero K, | —; R de palavras nao periddicas, que as
9 9 g

formam. Portanto, podemos expressar o nimero K(I;m;,, ...,m;.) como:

[ my m;
. _ . 1 1r
Kr(lmiyyeymy,) = g Kr(=; ey —) (2.15)
) g 9 g
9|l7m117 3T,
onde a soma ¢ sobre os divisores comuns g de [ e m;,, ..., m;,.

Aplicando a Transformada Inversa de Mébius (Ver Apéndice E) a férmula (2.15)

resulta que

Ko (Lmgyy ymy, ) = Z ,u(g)lCr(E, My I A ) (2.16)

Substituindo (2.11) na (2.16) obtemos (2.13).

Exemplo 2.4 Casosr=R=2e N = 2,3,4.
(a) N=2

m1:m2:1,122

— p(DE(21,1) = Kp(2:1,1)

=8
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(b) N=3
my =1, mog=2,1=2: K3(2;1,2) = K5(2;1,2) =8
mi=2me=1,1=2 Ks(2,2,1) = K»(2:2,1) = 8

(c) N=4
my =1, myg=3,1=2: K5(2;1,3) = K5(2;1,3) =8
mq :3, meo = 1,[22: K2(273,1) :K2(2,3,1> =
m1:2,m2:2el:2:
22 2

Ko222) = Y nlg)Ka(Z:2.2)

o5 99’ g
= K5(2;2,2) — K5(1;1,1)
= K»(2;2,2) =8

onde K5(1;1,1) = 0 pois nao sdo possiveis palavras com [ = 1 no caso em que 7 = 2

No caso | = 4:

Ky(42,2) = ) M(Q)K2(—$ —,—)

gl4,2,2

= K5(4;2,2) — K»(2; 1, 1)
=32—-8=24
pois u(2) = —1.
Em conformidade com a tabela do Apéndice C, o nimero K5(2;1,1) é igual ao
niimero de elementos nas classes [D'D;'], [D{'D;']; K2(2;1,2) e K5(2;2,1) sdo

iguais ao ntimero de elementos em [D'DJ?], [D{'D5?] e [D2D5 ], [D*D5'], res-

pectivamente.

Da mesma forma, K(2;1,3) é o nimero de elementos nas classes [Di*Dy?] e
[D'D5?]. Analogamente, podemos interpretar K»(2;2,2) como o nimero de ele-
mentos nas classes de equivaléncia [D{?D5?] e [D;2D5?], e K5(4;2,2), o niimero de

elementos em [D;*DF'D DY, [DI' DD DY e [D Dy D DY,
Exemplo 2.5 Casor =R =3, N =3, m; =mg =mg = 1.

K3(3;1,1,1) = K3(3;1,1,1) = 48
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Como no Apéndice C, K3(3;1,1,1) é o nimero total de elementos nas classes
(D7 D D3, [Dy DYDY, (DD, DS, (D DYDY, [Dy Dy D3, [Dy Dy
D3], [D{' Dy Dyl e [Dy' Dy Dy,

Teorema 2.2 O numero 6 de classes de equivaléncia de caminhos fechados nao

periodicos de comprimento N > r que percorrem m;, vezes a aresta iy,...,m;, Vezes a

aresta i, de G, C Gg, satisfazendo m;, + ... +m;. = N, é dado por:

Oy, ooms) = Y #?("?,..., ";“) (2.17)

onde N
% 7 1 ? 20 " -1
F(He. ,77“)_5 z g (2.18)
g g a=r a {Sa} k=1 tzk 1
ser>3;e ser=2:
M/g 2 mll . 1 m'LQ _ 1
A , 92a
F(he M) =3 g (2.19)
g g a=1 a a—1 a—1
onde M = min{m,,,m;,}.
Demonstragao: Pelo teorema anterior,
l m; ms;,
’Cr(l,mil,...,mir) = Z M(g)’CT<§7 gl,...,7> (220)

gllymil ooy Mgy

onde K, estd dado por (2.11) O nimero K, ainda inclui permutagoes circulares e
inversoes que precisam ser eliminadas. Para eliminar as inversoes dividimos por 2.
Para eliminar permutagoes circulares dividimos a equagao (2.20) por [ e somamos
sobre os possiveis valores de [. Consideremos o caso r > 3. Dessa forma, somando
sobre | = r,..., N, obtemos o nimero 0(m;,,...,m;, ) de classes de equivaléncia de

caminhos nao periédicos:

K, ma, o,
o(m, ...,mir)zéz (miy, oy m,,) (2.21)

i1

1L e [ T
Q(m”)amw) = 527 Z M(g)2§ ngz (222)
l=r = gllmi,...;mi, {sé} k=1 ? -



Podemos reescrever a (2.22) somando, primeiro, sobre os divisores comuns de
m,,...,m;,. Fixado g, em seguida soma-se sobre os valores de [ que sao multiplos de
g. Sejam | = ag, e Dig _ ti,- Como !l =r,r+1,...,N, ser > 3, entao r <a< E,
mas, a menos que g = 1, nao é admissivel ter a < r pois todas as ares%as do grafo
devem ser percorridas. Logo, devemos ter r < a < —. O resultado (2.17-2.18) segue.

No caso em que r = 2, | é par e, para cada [, apenas a sequéncia da forma
(11820192...1119) é possivel com n; = n;, = 3" Tomando [ = 2a, a = 1,2,....M =

min{m;,, m;, }, segue o resultado (2.19).

Exemplo 2.6 Casosr =R =2, N =2,3,4.

(a) N=2
6(1,1) = F(1,1) =2

(b) N=3
0(1,2) = F(1,2)
0(2,1) = F(2,1)

2
2

(c) N=4
0(1,3) = F(1,3) =2
0(3,1) = F(3,1) _)2

022) =3, 0 (2 0) = #(10) - 37 (5-5)

Calculando, obtemos que F(2,2) =6 e F(1,1) = 2, donde segue que
0(2,2) =5

Conforme esté explicitado no Apéndice C, as cinco classes de equivaléncia que cor-
respondem a (2, 2) sao:
(D03, [DF2D3?), (D7D DY DFY, (D D5 DY DFY e (D7 D5 DY DF)

Exemplo 2.7 Casor = R =3, N =3, m;y = ms = mg = 1. Aplicando as férmulas

(2.17) e (2.18) obtemos
0(1,1,1) =8
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2.2 Calculode 0, e 6_

Nesta secao, consideraremos o sinal de um caminho e as classes de equivaléncia
de caminhos de acordo com seu sinal. Obteremos férmulas para o calculo do niimero
de classes de equivaléncia de caminhos fechados nao periédicos com sinal positivo,
6., e com sinal negativo 6_.

Considere o conjunto de todas as palavras possiveis (isto é, incluindo as nao
periddicas, as periddicas se houver, permutagoes circulares e as inversoes) de com-
primento N, N > r, sobre (G,. Examinando esse conjunto, por exemplo, no caso
r=R=2eN = 23,4 (ver tabela do Apéndice C) observa-se que para cada N,
metade de todas as palavras tem sinal positivo e a outra metade tem sinal negativo.

Se fixarmos os valores de m; e my tais que m; +my = N, verifica-se 0 mesmo na
lista das palavras que tém esses valores de m; e ms.

Vamos supor, no que segue, que essa propriedade de equilibrio dos sinais (PES)
¢é valida para todo N e para todo r quando se considera a lista completa de palavras.
Em geral, no calculo de 6, e 6_o equilibrio dos sinais se perdera quando tivermos
palavras periddicas que sao ou sé positivas ou s6 negativas, ja que essas deverao ser
subtraidas. Por exemplo, para N = 4, (ver lista no Apéndice C), todas as palavras
periédicas sao negativas.

Examinando a tabela do Apéndice C no caso N = 4, ha quatro palavras periédicas
que sao:

(Df'D3')? (Dr'D3')?
(Dy'D)* (DD, (223)

Observe que, para conta-las basta contar as palavras nao periddicas necessarias
para sua formacao que sao, nesse caso, as quatro palavras nao periédicas de compri-

mento N = 2: D'DS', Dy*DS*Y, DDyt e DyPD; ! Isso vale em geral.

As observagoes acima sao importantes na prova do seguinte resultado.

Teorema 2.3 Suponha que qualquer uma das condigoes abaixo € satisfeita:

(a) m;, +m;, + ... +my;, < 2r;

(b) mi,,miy, ... ,m;. sao todos iguais a um nimero primo impar;
(c) mi,,miy, ... , My, S$GO cOprimos;
(d) mi,,mi,, ... ,m;. nao sao todos pares;

(e) m; ,mi,, ... ,m; sao todos impares.

Entao, os numeros 04 satisfazem a sequinte relagao:
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9,(mil,mi2, ,ml-T,N) = 9+(mi1,mi2, ,miT,N) (224)

Demonstracao: Observamos que para facilitar os calculos na demonstracao, es-

creveremos N no argumento de 64, N =m;, + ... +m,, .

(a) Uma palavra tem comprimento m;, +m;, +...+m;, = N > r. Se N < 2r a
palavra nao pode ser periddica, pois para ser periddica, ela precisa ter um compri-
mento que é multiplo de r e ter um periodo g > 2, ou seja, seu comprimento precisa
ser N > 2r. Como nao existem palavras periédicas com comprimento N < 2r para
serem descartadas, entao no conjunto de todas as palavras de comprimento N < 2r,
metade das palavras tém sinal positivo e metade das palavras tem sinal negativo

mesmo depois de exclusao de permutacoes circulares e inversoes. Logo 6, = 6_.

(b) Se m;,, m;,, ... ,m;, sdo todos iguais a um numero primo fmpar m, entao 1 e m
sao os seus Unicos divisores comuns. Nesse caso as palavras periddicas tém periodo
impar g = m. Pelo Lema 1.1, o sinal de uma palavra periédica com periodo impar
é igual ao sinal da subpalavra nao periddica associada. O numero de subpalavras

associadas com sinal positivo é dado por
0.(1,....1,r) (2.25)

que é também o nimero de palavras periddicas positivas. Do mesmo modo, o ntimero

de subpalavras associadas com sinal negativo é dado por
0_(1,...,1,r) (2.26)

que é também o numero de palavras peridédicas negativas. Por (a) esses niimeros sao

iguais, implicando no resultado.

(c) Nesse caso, g = 1 é o tnico divisor comum de m;,, m;,, ... ,m;, . Entdo nao exis-
tem palavras periédicas associadas a esses numeros. Pela PES, segue que 6, = 6_.

(d) Sejam 1, gy, ..., g; os divisores comuns de m;,, m;,, ... ,m;_ e ki, ko a quantidade

,
dos m!s que sdo pares e impares, respectivamente.

Suponha que ks ¢ um numero par. Nesse caso m;, +m;, + ... + m;, = N é um
nimero par. Suponha que N > 2r. Denote por N1 = 2r, Ny = 2r + 2,...,0s niimeros
pares maiores ou iguais a 2r em ordem crescente. Considere as palavras periddicas

com perfodo g; e comprimento N = N;. Desde que g; ¢ impar, o sinal de uma
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palavra periddica é igual ao sinal da subpalavra nao periédica associada. O nimero

de palavras periédicas com sinal + é dado por
0y (0qj, ..., 045, 00) (2.27)
onde oy := N;/g;. Mas 6, = 6_ porque a; < 2r e pelo item (a). Isso implica que
O (miy, .. ,my, Ni)=0_(my, ... ,m;., Nq) (2.28)

Usando inducao vamos supor que o mesmo resultado vale também para N = Ns, ..., Ni.
Seja N = Nji1. Considere as palavras periddicas com periodo g; e comprimento
N = Njy41. Desde que g; é impar, o sinal de uma palavra periédica ¢ igual ao sinal
da subpalavra periddica associada. O nimero de palavras periddicas com sinal =+ é

dado por

Qi(alﬁj, ...,oz,n,j,ozkﬂ) (229)

onde a1 1= Nit1/g5. Mas 0 = 0_ pois ou g1 < 2r ou a1 = N que é par para

algum 6 =1,2,...,k . Isso implica que
9+(mi1, ,miT,NkJrl) = 9,(mi1, ey My Nk+1> (230)

Suponha que ky ¢ um nimero impar. Nesse caso, m;, + m;, + ... + m;, = N é um
nimero impar. Denote por Ny = 2r + 1, Ny = 2r + 3, ..., 0os numeros impares
maiores que 2r em ordem crescente. Comegando com N = Nj, considere as palavras
periddicas com periodo g; e comprimento N = N;. Novamente, desde que g; é impar,
o sinal da palavra periédica é igual ao sinal da subpalavra periddica associada. O

numero de palavras periddicas com sinal + é dado por
‘9:&(061’]', -~-705r,j7051) (231)

onde oy = Ny /g;. As subpalavras nao periédicas associadas tém comprimento Ni/g
que é um numero impar e Ny/g; < 2r. Entdo 6, = 6_ e o resultado segue. Suponha
que o resultado vale para N, ..., Ni.. Como no caso anterior, usando inducao, prova-

mos que a igualdade (2.24) é véalida para N = Ng,;.

(e) Desde que my,,m;,, ... ,m; sao todos impares, seus divisores comuns também
o sao. Vamos chama-los de 1, ¢y,...,g;. Suponha que r é impar. Nesse caso m;, +
My, +...+m; = N é um nimero impar. Denote por Ny > 2r, k = 1,2, ... os nimeros

impares em ordem crescente. Como antes, aplicando inducao, prova-se o resultado.
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Quando r é par, N é um numero par. Nesse caso deve-se aplicar inducao para a

sequéncia Ny > 2r, k= 1,2, ... de nimeros pares.
|

Interessa-nos, agora, obter uma férmula para 6, (m;,, ..., m;_), o nimero de classes
de equivaléncia de caminhos nao periédicos com sinal positivo, e 0_(m;,, ... ,m;.),

no caso em que Mm;,, ..., m;, sao todos pares.

Teorema 2.4 O numero de classes de equivaléncia de caminhos fechados nao periddicos

de comprimento N > r com sinal positivo que percorre m;, vezes a aresta iy,...,m;

r

vezes a aresta i, de G, C Ggr, my, + ... +m;. = N € dado por:

O (i, iy, o) = > @g(%,...,%) (2.32)

gi\mil yees Mg

onde a soma € sobre todos os divisores comuns impares g; de my,,....m;., p(g) € a

funcao de Mobius definida no Apéndice E e

G =

g (2.33)

onde F estd dado no Teorema 2.2. Se m;,,...,m; sao todos niumeros pares, entao

r

’rTLZ‘1 m,-Q m,-r
5 s 5 ) ey 5

) (2.34)

ef(milamiza 7mir> = e-l-(miumizu 7mir) - 94—(

Demonstracao: Primeiramente, suponha que todos os divisores comuns de m;,, ..., m;

T

sao impares. Nesse caso, os numeros m;,, ..., m;. se enquadram nas condigoes do teo-

rema anterior. Pelo Teorema 2.2,

O(miy,ymi) = Y @f{m7 m?) (2.35)

gi\mil seeny Mgy

onde a somatoria ¢é sobre os divisores comuns impares g; de m;,, ..., m;, .

T

Como 0 =0, 4+ 0_ e 6, =0_, pelo teorema anterior segue que 6 = 26,. Logo:

1 (9)
b= > 7]—" (2.36)

Gi Mg 5,

Se os numeros m;, , ...,m;, sao todos pares, novamente, 6, é dado por (2.36).De
fato, neste caso, os m;’s tém divisores comuns que sao numeros pares, mas pelo
Lema 1.1 palavras periédicas com periodo par tém sinal negativo. Entao, somente os

divisores impares sao relevantes para obter 6.
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A razao pela qual se deve ter um fator 1/2, também nesse caso, é que quando

consideramos o conjunto de todos as palavras possiveis representando caminhos, de

um dado comprimento, que percorrem m,,...,m;, vezes as arestas de G,, metade

tem sinal positivo e metade tém sinal negativo pela (PES). Para contar a metade

positiva, necessitamos do fator 1/2.

Vamos agora calcular §_ no caso par. Escreva:

0= > %?f+ > %?F

GilMig 5oy Gp|Mig 5oy

onde a segunda somatoria é sobre os divisores pares g, comuns de m;,, ...

Usando (2.36) segue que:

Gp|miy ey,

Agora, usando que # = 0, + 6_, segue que

0_=0.+ Y 1)

Gp|Miiy seeyMiy.

(2.37)

, My

r*

(2.38)

(2.39)

Agora, os divisores relevantes pares sao {2n} onde n sdo os divisores comuns

fmpares de m;,, ..., m;, . Para os outros divisores possiveis, 1(2/n) = 0, j > 2. Usando

que u(2n) = —p(n), a somatdria sobre os divisores pares é igual a
1(9) p2n) omy o omy
2L F= F(o,., 2
Z Z 2n 2n 2n
gP|mi17“'7mir {2”}‘mi1~-~7mir
- ¥ ((2n) }—<mi1 m%)
2n 2n’ 7 2n
-
1 p(n) m; m;
== el L
2 Z n 2n 2n
n mzil b 7m2ir
m; m;
— _9 (la ) ZT)
N2 2

provando (2.34).

Exemplo 2.8 Tabela de valores para 0 (m;,, m;,) e 0_(m;,,m;,) nos casos r = R = 2

e N=234

28



N=2|6.(,1)=1 0_(1,1) =1
0.(1,2) =1 0_(1,2) =1
N =3
0.(2,1) =1 0_(2,1) =1
0.(1,3) =1 0_(1,3) =1
N=4]|6,031)=1 0_(3,1) =1
0,.(2,2) =3 0_(2,2) =2

Tabela 2.1: Valores para 0, (m;,,m;,) e 6_(m;,,m;,)

No Apéndice C fornecemos uma lista de classes de equivaléncia contadas por 6.

nos casos acima.

Exemplo 2.9 Nocasor =R=3, N =3, m; =my=mg3 = 1:
0.(1,1,1) =4

0_(1,1,1) =4

2.3 Prova da Identidade de Sherman

Nesta secao a identidade de Sherman é provada através de argumentos combina-
toriais. Para isso, foram essencialmente utilizadas as relagoes entre 6, e _ obtidas
anteriormente. Para deixar a notagao mais simples usaremos nesta secao a notacao

my, ..., m, no lugar de m;,, ... ,m;

e

Teorema 2.5 Para cada r € {2,3, ... R},

IT I e gme)felmme Mg — g ge)f=tmmeN) — 1 (2.41)

T T
N=r m;>0
> m;=N

Demonstracao: Defina

Qz,r) =[] Q) (2.42)

N=r

onde z representa zi, 29, ..., 2,
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QN)= ][] F(m.N) (2.43)

m; >0
> m;=N
onde m representa mq, ..., m,, €
F(m,N) = (142 ... zmr)fe(mN)( _ pma | yme)6-(m.N) (2.44)

Vamos organizar o produtério (2.42) da seguinte forma:

Q) =T ew [Te) [T et (2.45)

O primeiro produtorio é sobre todos os niimeros primos p, o segundo é sobre todos
os pares N # 2, e o terceiro é sobre todos os nimeros fmpares nao primos. Como
2 ¢é primo, ele é incluido no primeiro produtorio. O segundo produtério pode ser
organizado da seguinte forma abaixo. Lembrando que sendo N’ um ntimero par e da

foram 27k, com j € N* e k fmpar, entao:

ITew)=T]1[e@n ]]]@2n) (2.46)

N'#2 jz1 p izl y/

com 2/p > 2, p primo, e n’ fmpar nio primo. Substituindo (2.46) na relacio (2.45)

obtemos

Q(z,1) = (Q1);20 - (Q2);20 (2.47)
onde

Q=0 =@ [] Q@) (2.48)

p j=1

(Q2);=0 = [ []Q@n) (2.49)
n' Jj=1
Afirmamos que (Q1);j>0 = (®Q2)j>0 = 1. Isso serda provado por inducdo em j,

aplicando os Teoremas 2.3 e 2.4.

L (Qi)jpo=1

Primeiramente mostraremos que os fatores com j =0 e 7 = 1 se cancelam.
As particoes de um primo p em r partes sao coprimas. Nesse caso, pelo Teorema
2.3,
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de forma que

Qp) = [ @—zm . 22mn)ieime) (2.51)

m; >0
> mi=p

Observe que os fatores com 7 = 0 foram cancelados. Dito de outra forma, as poténcias
21, ..y Zp S0 2mMy, ..., 2M, € ZQmi = 2'p. Vamos, agora, mostrar que Q(p), dado
pela (2.51), é cancelado por fatores associados a Q(2p), onde j = 1.

Temos que:

Q2p) = |] Fla,2p) (2.52)
a; >0
> a;=2p
Consideremos, primeiramente, o caso em que r é par.
Nesse caso, o conjunto dos a; 's, cuja soma é 2p, pode ser decomposto em trés

subconjuntos que sao os seguintes:

e {a;}; tal que os nimeros a; sdo naturais pares;
e {a;}> tal que os nimeros a; sdo naturais impares;

e {a;}3 tal que os niimeros a; sao naturais que tém paridade distinta.

Note que para o caso em que r é par, o conjunto {a,}3 apresenta em igual quan-
tidade nimeros pares e impares. Observe ainda que se r = 2, {a;}3 nao ocorre, pois
nao seria possivel obter uma soma par. Esse caso foi analisado na referéncia [6].

Portanto, no caso em que r é par e r # 2, obtemos:

Q(2p) = [ Fla.2p) [] Fla.20) [] Fla,2p) (2.53)

{a:i}1 {ai}2 {a;}3

Fazendo a; = 2m; obtemos para o primeiro produtoério que:

[ Fla.2p) = J] (1+zm . z2me)feCGman @ — ofm | p2me)f=Cm2) (2 54)

a;t1 m; >0
o} o

Nesse caso, pelo Teorema 2.4:

0_(2m,2p) = 0, (2m,2p) — 0, (m, p). (2.55)
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Desse modo:

[T Fla.2p) = J[ (0= am gZmn)fe@man(q — gim | 2mey=0etme) (2 56)

r
ai b1 m; >0
{ai} ey

Para os outros dois produtérios obtemos, também, que

[[ Fla.2p) = J] (1 = 2f...20er) (o2 (2.57)
{ai}2 {ai}2

II Fla.p) = J] (1 —zim..zm)0+(), (2.58)
{ai}s {ai}s

pois pelo Teorema 2.3, nesses casos,

0. (a,2p) =0_(a,2p). (2.59)

Reunindo os resultados (2.58), (2.57), (2.56) e (2.51), concluimos que

Qp) - Q(2p) = H (1-— zfml zfmr)@(m,p)x

m; >0
> mi=p

22m, 22m,\ 04 (2m,2p) 2mq 2my\ —04 (m,p)
[T a—zm 2 (1 — z2ma., z2mr) X

(2.60)
m; >0
> m;=p
— 2" 2ar)0+(a,2p) — lm 2ar)0+(a,2p)
(1 Ry e 2y ) (1 21 2, )
{ai}2 {ai}s
Simplificando,
2m er m,
Q(p) - Q(2p) = H (1 —zf . zf )9+(2 2p) o
Zmibjgp
(2.61)

H (1— 27 zf“T)eJr(“’zp) H (1— 27 zf“r)9+(“’2p)
{ai}2 {ai}s
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Fazendo 2m; = a; no primeiro produtoério obtemos que

H (1— zmel... zmeT)‘ng(Qm’zp) = H (1 — 2201, 2ar)b+(a2p)

m; >0 .
> ':LZ':]) {al}l

(2.62)

Pode-se, agora, reunir os trés produtorios num sé que inclui todos os casos:

Q(p) - Q(2p) = H (1-— zf‘”... zfar)@(a,?p)

> a;=2

Segue-se, entao, que:

@iz =T TT 00 stsmes [Lee

a; >0 j>2
> oa;=

(2.63)

(2.64)

Denote por ((Q1);>2 o lado direito de (2.64). Comparando este tltimo resultado

com o lado direito da (2.48) verifica-se que todos os fatores com j = 0e j = 1 se

cancelaram, isto é, as poténcias de zq, ..., z, sao da forma 2aq, ..., 2a,, e E = 2%p.

2a;

Por isso, indica-se

(Ql)jzo = (QI)JZZ

Suponha, como hipétese de indugao, que

(Q1)j22 = (Q1)j22

onde

Ql e = H H (1 N Z%z’lm.“ Z?“c_lar)9+(2m_2a,2m_1p) H Q(QJP)

a;>0 j>x
3 2% — 2a —2x—1)

ou seja, todos os fatores até j = x — 1 se cancelam. Provaremos agora que,

(Q1)jzz = (Q1)j2211

Procedendo como na (2.53), fazemos a seguinte decomposi¢ao:

= H F(2° 'a,2%p) H F(2° 'a,2%p) H F(2° a, 2%p)

{ai}1 {ai}2 {a;}3

Analisemos o primeiro produtério onde

H F(2°'a,2%p) =

{a:}1
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[T (12 a2ty ladoyq e 27 a0 (2 a2n) (9 70)
{a:i}1

Fazendo a; = 2m; :

H F(2°m,2%p) =

{a;i=2m; }1

[T @+ agme g2 Gom2mio g pftm im0 (25m2) (2.71)

T T
{ai=2m;}1

Pelo Teorema 2.4:
0_(2°m,2%p) = 0, (2°m, 2%p) — 0, (2" 'm, 2" 'p) (2.72)

Logo,
H F(2%m,2%p) =

{a;i=2m; }1
[T =z 2 mnfe@mn) g drm | 2ime =0 @m0 (9 73)

{ai=2m;}1

ou ainda,

H F(2°a,2%p) =
{aih1

[T (1= e 2oy @ a2l e 2 ey =0e @ 2a200) (9 74

{a:}1

Analogamente:

H F(2$_1a,2$p) =
{ai}2

[T (1 =z 2oyt @il — e 2 er) =00 @7 2a20) (9 75)

{a;}2

H F(2°a,2%p) =
{ai}s
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[T (1= e 2oyt @il (g e 2 er) =00 @ 2e20) (9 76)

{a;}3
Logo,

1

Q)= I (—a )R ET B e L e e

a; >0
> 2z—2ai:2z—1p

(2.77)

Desse modo,

2:L'71a1 2171(17« 9 21720172171
Ql jrz = H H (1—2’1 e 2 ) +( p)X

a; >0
> 22— 2a'z 2T — lp

[T e oG lazm g e 2 ery=0e@2e20) T Q(27p)

> Qacfilz(_):?xp j>z+1
(2.78)
Simplificando,

(Q1)jza = H H (1-— Z%Ial . zfmar 6+(277a,2"p) H Q(27p) (2.79)

a; >0 j>x+1
> 2= a =2%p

completando a induc@o. Concluimos que (Q1);>0 = 1.

Considere, agora, o caso em que r é impar. Como no caso anterior temos (2.51).
Agora analisaremos Q(2/p) para j = 1.

Como r é impar, é possivel a seguinte decomposicao:
e {a;}; tal que os nimeros a; sdo naturais pares;
e {a;}3 tal que os nimeros a; sdo naturais que tém paridade distinta.

Note que em {a;}3 a quantidade ¢ de niimeros impares deve superar a quantidade
d de nimeros pares tal que ¢ — d seja um multiplo de dois. No entanto, quando d > ¢
nao ha restrigoes para a quantidade d de ntimeros pares.

Assim podemos reescrever QQ(2p) como:

=[] F(a,2p) [] Fla.2p) (2.80)

{ai}1 {a:}3
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onde

[ Fla.2p) = T (1425 . zm)ls @21 — ot L g0r)0= (o) (2.81)
{aih ai>0
> a;=2p

Usando o Teorema 2.4:

H F((L’ 2p) = H (1 o Z%2m1 222mr)9+(2m,2p)(1 . Z%ml szr)_9+(m’p)

r

e R e e
{aih
(2.82)

[ Fla.2p) = T (125 . z20)0e(e) (2.83)

{ai}ii a; >0

> a;=2p
Pela (2.51),
Q) = [T (1 —=fzpry o) (2:84)
{ait
Entao,

Q) Qe = L0 -0 . wypsom T[(1 - . 2oy
{ai}1 {a;}3

— H (1— 22 . Z?ar)0+(a,2p) (2.85)

Portanto, os fatores com j = 0 e 5 = 1 se cancelaram, isto é, as poténcias de
21, ..., Zr que permanecem sao da forma 2aq, ..., 2a,, e Z 2a; = 22p.
Suponha agora, por hipétese de inducao, que todos os fatores até j = x — 1 sao

cancelados, e

(Q1)jse = H [T -2 o2 @2 Q@) (2:86)

a; >0 j>x
3 2T 2a —ox— lp

Provaremos em seguida que,
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(Q1)jzz = (Q1)j2211 (2.87)

Procedendo como antes,

Q2'p) = [[ F@'a,2°p) [ F(2""a,2p) (2.88)
{ai}1 {ai}s

onde

H F(2* 'a,,2°p) =

{a:}1

[T (e e 22ty @ a2y a2 a0 @7 e2) () 89)
{ai}a

Fazendo a; = 2m; :

H F(2"m,2%p) =

{a;=2m; }1
H (14 2Fm | p20me)6e(@m2%p) (] _ p2%m1 | p20me)6-(27m.2%p) (2.90)
{ai=2m; }1
Pelo Teorema 2.4,
0- (mea 2xp) = 9+(2xm7 pr) - 9+(2x—1m’ 2x—1p) (291)

Logo,

H F(2°m,2%p) =

{a;=2m; }1

2z+1lm, 22+l 0+ (2*m,2%p) 2%m 2%m, 79+(2z_1m,21_1p) _
H (1—2 wezn M) (=2 ™ 22 ™)

{a;=2m; }1
H (1 . Z%zal Zgwar)9+(2$—1a72xp)(1 . Z%z—lal ng—lar>_0+(2x—2a72:c—1p)
{ai}
(2.92)
Analogamente,

I1 Fta.2%p) =
{ai}s
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T

(1= zm | p2en)0e (@ a2 _ 2 lar 27 hary =04 (220,277 1p) (2.93)
Reunindo os resultados (2.93) e (2.92), obtemos,

Qp) =[] (Q—ae 2o @ a2 (g e 2 ey =027 a2 )

a; >0
> 29:_1111-:2957)

(2.94)

que implica

szla 2171(17« 9 21720172171
(Q1)j>z = H H (I1—2y "z )0 P) x

a; >0
3 27— 2a —ox— lp

T x x—1 T x—1 z—1, x—2 x— 1
H(l . Z% ar Z? ar)9+(2 a,2 p)<1—Z% ar 2 ) 04 (27 2a,2 H H Q 2]

a; >0 p j>x+1

> ZIflai:QIp
(2.95)

Simplificando, obtemos:

@Qjse= ] -z 2@ e T 1] Q@p) (2.96)

a;>0 p j2z+l
> 22_10,1-:2119

Comparando o lado direito da (2.96) com a (2.86), concluimos que

(Q1)jzz = (Q1)j2211 (2.97)

II-(Q2)jZO - 1

Temos que

QQ j>0 = H Q H Q(Zjn /) (298)

j>1
onde o primeiro produtério é sobre os ntimeros impares nao primos.

Primeiro analisaremos o caso em que r é par. Da (2.43),

I Flan (2.99)

a; >0
Ya;=n’

Sendo r par e n ' fmpar, a; € {a;}3, apenas, onde {a;}3 é conjunto dos naturais

de paridade distinta, salvo que a quantidade ¢ de niimeros impares deve superar a
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quantidade d de nimeros pares e ¢ — d nao pode ser um multiplo de 2. No entanto
nao podemos ter ¢ =d e d > ¢, pois a soma seria par.

Logo, pelo Teorema 2.3:

[ Fla.2n’) = JT (1 — 23 ...220m) o) (2.100)
{ai}s {ai}s

Considere agora o produto Q(2n ’). Como na (2.53) decompomos o produto na

forma:

Q2n') =[] Fla,n") [] Fla.2n") ] F(a,n") (2.101)

{aihs {ai}t2 {ai}s
onde {a;}1,{a;}2,{a;}3 sdo definidas como na (2.53)

Aplicando o Teorema 2.3, procedendo de maneira andloga ao caso ((Q1)j > 0,

Qn"QEen") = [ (—zu. 2 (2.102)

a; >0

= ’
a;=2n

(@i >0=][ew".Qen)[[Q@n")

Jj22

= H H (1 — z%al._.zfar)e-r(azn " H H Q(Zjn /) (2.103)

a;>0 n' j>2
a;=2n"'
Provamos, assim, que todos os fatores com j = 0 e j = 1 se cancelam, isto é, as
poténcias de z1, ..., z, que permanecem sao da forma 2aq, ..., 2a, com Z 2a; = 2°n .
Analogamente ao caso anterior utiliza-se inducao para mostrar que os demais
fatores se cancelam de forma que obtemos (Q)2)j>0 = 1, no caso r par. Por esta
razao, nao repetiremos o calculo.

Analisaremos agora o caso em que r é impar. Nesse caso,

Qn') =[] Fla.n’) ] Fla.n") (2.104)
{ai}2 {ai}s

tal que {a;}3 possui uma quantidade ¢ de nimeros impares e uma quantidade d de

numeros pares com ¢ > d e de forma que ¢ — d nao é multiplo de 2. Aplicando o
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Teorema 2.3, temos:

Q(n') = H (1 — 2201, pRar)0+(an ) H (1-— zfal...zfar)(’*(“’"/)

o P 2.105
= H (1 — 2201, pRar)0+(a2n ) (2.105)
a; >0
ai:2n/
Por outro lado,
Q2n’)y =[] Fla.2n") I F(a,2n")
{aih {ai}s
_ a ar\04+(a,2n’) _a ar\04+(a,2n")—04(2,n')
—{rywzs...zr PrEn (1 = o o )oe2n )0k (5 (2.106)
Qg1
X H (1+ 2?1...z,‘fr)9+(“’2”l)(1 — zfl...sz)9+(a’2”')
{ai}s
onde aplicamos o Teorema 2.4.
Simplificando,
Q(2n') = H (1-— zf“l...zf‘l’”)9+(“’2”,)(1 — zfl...zf’”)_9+(%’"/)
{ai}1
X (1— z%“l...zzar)a““gn )
{gs (2.107)
— (1= 2z @on D) TT (10— 2t zpr) =0 5D
ST tah

No segundo produtério, como a; é par, podemos substituir a; por 2a; e absorver
o produtorio no primeiro.

Dessa forma:

Q2n')y= [ =@ -—zu. e — o ger)0len’ (2.108)

a; >0
ai:2n/
[§
QnHQEen") = J[ =@ —zu. 2 (2.109)
a; >0
a;=2n /

Portanto,
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(@2)520 = H [T - zfm sz T Q@2/n ) (2.110)

a; >0 7j>2
Za =2n '

Prova-se, por indugdo, que (Q2);>0 = 1. Novamente, o calculo é idéntico aquele
feito para (Q1);>0 = 1 e, por isso, ndo o repetiremos aqui.

Portanto (Q1);>0 = (Q2)j>0 = 1, 0 que prova a igualdade (2.41).
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Capitulo 3

A Identidade de Witt

Na referéncia [23], Sherman chama a atengao para certas semelhangas que existem

entre a identidade

R

[T 4z — )™ =T+ ) (3.1)

mi,e..,me>0 il
e a identidade de Witt, que motivaram nosso trabalho. Por esta razao, dedicamos
este capitulo ao estudo dos aspectos combinatoriais e algébricos desta identidade,
descoberta por W. E. Witt no contexto das algebras de Lie [25].

A identidade de Witt consiste na seguinte relacao formal envolvendo as variaveis

21y .y ZR:

[T @—zmagmMomemn =1 -3 ", (3.2)

onde

M(my,...,mp) = % Z () (m1>!...(;nR)! (3.3)

sendo N =mq + ... + mg > 0 e p a fungdo de Mobius, definida no Apéndice E.

Um caso especial desta identidade, também chamada de identidade de Witt, é

obtido tomando-se z; = ... = zg na (3.2):
(1—2MMN) =1 _ Ry (3.4)
N=1
onde .
N
M(N) =5 > nlg)Ro (3.5)
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satisfaz
M(N)= > M(my,..,mp) (3.6)

m; >0
m1+4..+mR:N

De fato, o membro direito de (3.6) é igual a

DR SRIC) &) _
m1+,747,1f51?R:N Nglml,...,mR <?1>'<%)|
N
(g)’

g

= S ulo) NV ST (3.7
N I T ]

g|N m; >0 —
mi+..4+mp=N g

Pelo Teorema Multinomial [3], a segunda somatéria é igual a R provando a
igualdade (3.6).

As relagoes (3.3) e (3.5) sdo chamadas de férmulas de Witt. As férmulas de
Witt tém intimeras aplicacoes em analise combinatéria e algebra. Para um estudo

recente onde estas aplicagoes sdo mencionadas ver a referéncia [16].

3.1 Propriedades Combinatoriais

A férmula (3.5) também recebe o nome de Polinémio do Colar, de acordo com

a referéncia [16]. A razao para este nome é dada pela seguinte proposigao:

Proposicao 3.1 Considere um colar com N contas pintadas com cores escolhidas de

um conjunto de R cores distintas, com N > R. Seja m;,, M, ...,m;,, uma parti¢ao de

R
N, ou seja, m;, +my,+...+m;, = N em; > 0, onde m; € o numero de contas pintadas
com a i-ésima cor 1 =1,..., R. O numero de coloracdes nao periodicas possiveis das
N contas associadas a particao acima € dado pela formula (3.3). Levando-se em

conta todas as particoes, o nimero total é dado pela (3.5).

Demonstracao: Empregaremos os métodos de contagem do capitulo anterior. Seja
r < R o nimero de cores distintas com as quais o colar sera pintado. Vamos indica-
las por iy,179,...,%, € respectivamente, por m;, > 0,..., m; > 0 o numero total de
contas pintadas com cada cor. Vamos representar uma coloracao do colar por uma
“palavra”da forma

DD D)) (3.8)

Ji a
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onde S; = (j1,J2, -, Ji), com jx # Jrs1, Ji # J1, Jr € {i1,%2,...,0,}, é a sequéncia
arbitraria das r cores na coloracao. Cada cor aparece pelo menos uma vez numa
sequéncia. O expoente e; é o nimero de contas adjacentes pintadas com a mesma
cor j. Portanto, e; > 0.

Numa sequéncia, uma cor i aparece n; > 1 vezes. s expoentes respectivos
formam uma particao de m;. Além disso, a soma de todos os expoentes é igual a
N. Denote por 0.(m;,,...,m;, ) o numero de coloragoes nao periddicas associadas a
M,y ..., my,.. O célculo de 6. é andlogo ao de # no Teorema 2.2 e, por isso, nao o

repetiremos aqui. O resultado é o seguinte:

() - iy m;,
96 My ey My, ) = —F g aeey 3.9
(i, ) Z i . (3.9)
glmiy e mi,,
Ser =2,
- M/ Min 4 Miy _ 4
]—"( —) - g (3.10)
g g a=1 a a—1 a—1
onde M = min{m,,,m;,}.
Ser >3,
i i ~ 1 - s
f(ml,..., mr) -y - g (3.11)
g 9 a=r a {Sa} k=1 nik -1

Comparando estes resultados com as férmulas (2.18) e (2.19) do capitulo 2, nota-se
que (3.10) e (3.11) diferem daquelas pela auséncia dos fatores 2—; e %, respectiva-
mente. Isso se deve ao fato de que todos os expoentes numa palavra (3.8) serem
positivos. Além do mais, o sentido fixado (anti-hordrio) das sequéncias evita in-
Versoes.

Consideramos, em primeiro lugar, o caso r = 2.

Sem perda de generalidade, suponha m;, < m;,.

Chame 24 — A ¢ 2
g g

S ()(2) em

= B. Temos que
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Aplicando a identidade obtida na referéncia [3],

obtemos

AB

RGR

f(A,B)ziA<A+B_1 ) _A+B-1!

A AlB!

Portanto, no caso r = 2, e lembrando que A+ B = —,

g

N
p(g) <? - 1)!

e 9 (B (),
’2 g g

glmiy
N
1 <_>!
_ = g
=% > o) 7m; Y,
glmilvmig g ° g
; N
No caso r > 3, é conveniente definir — = Aj,.. ,";T =A,, g
I= ) F(A, .. A)

A;>0

A+ 4 Ap=M

Em seguida, subtitua (3.11) em (3.16):

a=r {Sa} A;>0 =1 n; — 1

S S |

Ap+.

A Ar=M

Aplicando o Lema D.2 do Apéndice D, obtemos

onde

eyl (M)
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



¢ o numero de sequéncias em {S,}. Este ultimo resultado foi derivado na ref. [6].

Nesse caso, podemos escrever

+Z% ( M—-1 ) (_1)a+r (320)

onde

Moy M1 o L M o (=1
Za< )(—1) —MZ< )(—1) Y. (3.22)

do que resulta
1 — o
_ 1\t - M
=7 2_(=1) ()y (3.23)
j=1
Pela referéncia [3], sabemos que os niimeros de Stirling do segundo tipo S(M, 1) estao

definidos pela férmula

S(M,r) = & S (-1 < ]: ) (r — k)M (3.24)

Fazendo r — k = j, nessa féormula, obtemos:

S(M.r) = 5 Yo (-1y* ( ' ) ()" (325)

J

Dessa forma,

[= TM' S(M,7) (3.26)

Os numeros de Stirling do segundo tipo satisfazem a seguinte relagao (ref. [3]):

M
Z I A =l S(M,r) (3.27)
A;>0

Ai+..+Ar=M
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Comparando (3.26), (3.27) e (3.16) concluimos que:

1 M!

Retornando a notagao anterior, entao:

plg) 1
Qc(mil,... ,mir) = Z ( >E
g

(3.29)

S 1(9) 7 e
V2

glmiy seemi,.

Logo, O.(mi,, ... ,m;,) = M(my,, ... ,m;.).

Podemos estender os resultados (3.15) e (3.29) de modo a incluir as R cores, pois
as cores ausentes no conjunto {i, ..., ¢, } tem m; = 0 e nesse caso 0! = 1. Em seguida,

somamos sobre todas as partigoes possiveis de N para obter a (3.5) de acordo com a
(3.6).
[ |

Exemplo 3.1 Caso N = 4, R = 2, com m, igual ao nimero de contas brancas e
my o0 nimero de contas pretas. Pela férmula (3.3) temos M(1,3) = 1, M(2,2) =1
e M(3,1) = 1. As coloragdes nao periddicas possiveis sao mostradas na Figura 3.1.

Uma coloragao peridédica é mostrada na Figura 3.2.

O QO O

(b) (c)

Figura 3.1: Coloracoes nao periodicas

Figura 3.2: Coloracao periédica
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O numero total de coloracoes nao periédicas, portanto, é 3. Esse niimero também

estd dado pela férmula (3.5), como pode ser verificado.

Outra interpretacao combinatorial para as féormulas de Witt, é estabelecida pela

seguinte proposicao:

Proposicao 3.2 Seja Gr o grafo orientado com R arestas e um unico vértice, como
mostrado na Figura 3.3. O numero de caminhos fechados ndao periddicos distintos de

comprimento N que percorrem m; > 0 vezes a aresta i, ¢ = 1,2,..., R, é dado pela

formula (3.3).

Figura 3.3: Grafo Gy

Demonstracao: Seja r , r < R, o nimero de arestas efetivamente percorridas por
um caminho. Sejam elas 41,12, ..., %, € my, > 0,....m; > 0 o numero total de vezes
que cada uma delas é percorrida. Vamos representar um caminho por uma palavra
da forma (3.8) onde S; = (j1,...,J1), com jx # Jr+1, Ji # j1, Jr € {i1,..., 0}, é a
sequencia das arestas percorridas pelo caminho no sentido anti-horario indicado pela
orientacao das arestas. O expoente e;, e; > 0, Vj, é o nimero de vezes que a aresta
J, na sequéncia, é percorrida. Numa sequéncia, uma aresta i € {iy,...,7,} aparece
n; > 1 vezes. Os expoentes com j = ¢ formam uma particao de m; e 22:1 ej, = N.
A partir daqui a contagem das palavras nao periddicas é exatamente a mesma da
proposicao anterior, fornecendo os mesmos resultados. Por isso, nao a repetiremos

aqui.
[ |

Analogias com a identidade de Sherman: Esta ultima proposicao permite esta-
belecer um estreito paralelo da identidade de Sherman com a identidade de Witt. Em
primeiro lugar, note que as duas identidades referem-se ao mesmo grafo. Segundo, os
expoentes N1 na identidade de Sherman e M na identidade de Witt contam cami-

nhos fechados nao periédicos que percorrem o grafo. Podemos considerar a identidade
de Sherman mais geral no sentido de que leva em conta caminhos nao periédicos que
percorrem as arestas do grafo em todos os sentidos, e nao apenas o anti-horario como

faz a formula de Witt, e seus respectivos sinais.
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3.2 Aspectos Algébricos da Identidade de Witt

A identidade de Witt foi descoberta por W. E. Witt em 1937 , na referéncia
[25], no contexto das algebras de Lie livres. Esta identidade ¢ geralmente citada nos
tratados sobre dlgebras de Lie. Ver, por exemplo, as referéncias [8], [9], [10] e o artigo
[22].

Em especial, seguiremos de perto a exposicao das segoes iniciais da referéncia [2].
Para entendermos a ligacao da identidade de Witt com &algebras introduziremos, em

primeiro lugar, algumas defini¢oes basicas.

Definicao 3.1 Sejam Vi e Vs espacos vetoriais no mesmo corpo K, com mesma
adi¢ao e multiplicacao por escalar. A soma direta de Vy e Vs, indicada por Vi @& Vs,

€ o conjunto dos elementos da forma vy @ vy, satisfazendo as sequintes condicoes:

(1) a(vy ® vy) = (avy) ® (ave), Ya €K
(ZZ) (Ul —|—U}1) D (UQ +w2) = (’Ul @Ug) + (U}l @’LUQ) s \V/thl € ‘/1, \V/UQ,UJQ < ‘/2

A soma direta V7 @ V5 é um espago vetorial com respeito as operacoes de adicao
e multiplicagao por escalar definidas em Vi e V, e dim (V) @ Vi) = dim Vi + dim Vs
O elemento neutro em V; @ V5 é o elemento 0; @ 0, onde 0; e 0y sdo os elementos

neutros de V; e V5, respectivamente.

Definicao 3.2 Seja I um conjunto enumerdvel qualquer. Um espago vetorial V' I-
graduado € um espaco vetorial que pode ser escrito como a soma direta de subespacos

vetoriais indexados pelos elementos de I:

V=V (3.30)

el

Definicao 3.3 Uma dlgebra A no corpo K € um espago vetorial onde estd definida

uma multiplicacao entre os elementos:

x:(AA) — A (3.31)

(z,y) — w*y

A dlgebra é chamada de associativa se
(Ixh)xw=1x(hxw) ,VIihweA (3.32)

Do contrario, a dlgebra é dita nao associativa.
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A dlgebra é chamada de comutativa se
hxw=w=xh, VhweA (3.33)

Do contrdrio, € nao comutativa.

Definicao 3.4 Uma dlgebra N-graduada é uma dlgebra que tem uma decomposi¢ao

como soma direta

A=A, (3.34)

neN
tal que
Anx Ay C A (3.35)

Os subespagos A,, sao ditos homogéneos de grau n. Dado v € A, o grau de v
¢ indicado por gr(v) e gr(v) = n se v € A,. Os subespagos A, nao sao fechados
em relagao a multiplicagdo. Portanto, os A, nao sao sub-dlgebras, mas subespacos

vetoriais.

Definicao 3.5 (/flgebms de Lie) Uma dlgebra de Lie sobre o corpo K é um espago
vetorial £ com um produto
L] x L — £ (3.36)
(z,y) — [z, y]

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. [$7y] = _[y7$]7 V:l:,y € £

2. Identidade de Jacob:
[z, [y, 2] + [z, [, y]] + [y, [2,2]] =0, Va,y,z€ £

3. Bilinearidade
[0 + by, 2] = alz, ] + by, 2]
[z,ax + by] = alz,x] + bz,y], Vx,y,z€ £, a,beK

Em geral, [-, -] ndo é associativo, isto é, [z, [y, ]| # [[z, ], 2]].
Definigao 3.6 Seja X = {a;|i € I C N} um conjunto nao vazio. Defina:

X=X

X" = {ailaiQ sy, Q4 S X} (337)

onde o0s elementos de X™ sao construidos por justaposi¢cao associativa dos elementos

de X. Se X ={a,...,a,}, entao X™ tem r" elementos.
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Definicao 3.7 Seja
X =Jxn (3.38)
n>1
e A o espago vetorial sobre o corpo K (R ou C) gerado linearmente por X*, ou seja,

X* € base de A . Defina em A a multiplicagdo x da sequinte forma:

(Z aivz-) * (Z ﬁjwj) = Z a; Bvw, (3.39)

i€l jed i€l
JjeJ

onde o, 3; € K, v;,v; € X* eI, J CN. A dlgebra A, assim construida, é chamada

de uma dlgebra associativa livre sobre o corpo K gerada livremente por X.

Denote por A, o subespaco de A gerado linearmente pelo elementos de X™. A
algebra A é uma algebra graduada com respeito a soma direta dada pela adicao usual

de vetores:

A=P A, Avx Ay C A (3.40)

n>1
Proposicao 3.3 A partir de qualquer dlgebra associativa A com multiplicacdo *
pode-se sempre obter uma dlgebra de Lie definindo-se em A outra multiplicacao pela

qual o produto de dois elementos x, y € A € indicado por [z,y] e definido por:
[,y =x*xy—y*xx, Vazye A (3.41)

Demonstracao: Ver referéncia [15]. W

Na élgebra A gerada pelo conjunto X defina a relagao (3.41). Com esta operagao,
A torna-se uma &algebra de Lie, que denotamos A~. De acordo com a teoria basica
das algebras de Lie, A~ tem uma subalgebra de Lie L que é isomorfica a algebra de

Lie gerada por X da seguinte forma. Defina:

Y, =X
Y, = {[[ o [ain aiz]v Qg - ']ain—1]ain]}
Y= Jva (3.42)

Seja L o espago vetorial sobre o corpo K ( R ou C ) gerado por Y. Defina em L o

comutador [. ,.] como segue:
[ Z a,;V;, Z ﬁjwj} = Z Oéiﬁj [’UZ‘, wj] (343)
icl jeJ iel

jed
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onde o, B; € K, v;, w; € Y. A algebra de Lie L é chamada de algebra de Lie

livre gerada por X. Elementos de L sao chamados de polinomios de Lie.

Seja L, o subespaco vetorial de L gerado por Y,,. A algebra de Lie L é também

uma algebra graduada com respeito a soma direta dada pela adi¢ao usual de vetores:

I — @ L, (3.44)

n>1

satisfazendo [L,, L,] € Ly, 1m, no sentido de (3.43).

Defina o grau de a; como sendo gr(a;) = 1 e, se v € Y,,, gr(v) = n. Polinomios
de Lie em L,, sao combinacoes lineares de elementos com mesmo grau n, por isso sao

chamados de polinomios homogéneos e os subespacos L,, de subespacos homogéneos.

Proposicao 3.4 (Witt) Seja L uma dlgebra gerada pelo conjunto finito X com r

geradores. Denote por dim L, a dimensdao de L,. Entao

1 n
dim L, = — d)rd 4
im n%}u( )r (3.45)
H(l —g™)dimin — 1 _pg (3.46)
n=1

Demonstracao: Em cada L, seja

{fnlufnZ;---afnln} (347)

uma base ordenada onde [,, = dim L,,. Uma base para L é

{f11, f12s s fiins fo1, fo2y ooy Jotgs ooy Sty fr2s ooy Jrtys oo} (3.48)

Vamos renomear e denotar os elementos dessa base por

91,92y -5 Gi--- (349)

Um teorema fundamental da teoria das algebras de Lie, o Teorema de PBW

(Poincare, Birkoff e Witt), afirma que o conjunto de todas as palavras da forma

9ir Yis---Yig (3.50)
onde i; < iy < ... < 7,4, formam uma base para a édlgebra associativa 4 gerada por
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X =A{a,...,a, }.

Ha l; elementos g; de mesmo grau d. Cada g; contribui com d para o grau total da
palavra (3.50). Cada g; pode ocorrer k > 0 vezes em (3.50). Se g; ocorre k; vezes na
palavra, entao contribuira com grau k;d para o grau da palavra. A funcao geradora

para a contribuigao destes k; elementos de grau d para o grau total de (3.50) é

1
1+2%+ 2%+ .. = 3.51
+ 2+ 2™+ T (3.51)

Portanto, a funcao geradora para a contribuicao dos l; elementos de grau d é

(i o) i ). i o) = (ix’“d)ld — (ﬁ)ld (3.52)

k1=0 ka=0 1=

Considerando a contribuicao de todos os subespacos [y, obtemos

I1 (1 jwd)ld (3.53)

d>1

Segundo o Teorema de PBW, esta funcao geradora deve ser igual a funcao geradora

para as dimensoes dos subespacos A,,. Portanto,

g(l_lxd>ld:§:r”$” (3.54)

n>0

Assim,

H(l—lxd>ld: 1—17“x (3.55)

d>1

Desta ultima relacao segue a identidade

H(l —ahl =1 —ra (3.56)
d>1
que é conhecida como Identidade de Witt.

Aplicando-se logaritmo para isolar l4:

log(J (1 = 2%)«) = log(1 — ra) (3.57)

d>1

> log(l—a?)t = "lylog(l — a%) = log(1 — rz) (3.58)

d>1 d>1

Subtituindo as relagoes
n N

log(l—rx):—zr ’

n
n>1

(3.59)
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em (3.58) obtém-se:

Suy ey

n

d>1  k>1 n>1

Fazendo dk = n o lado esquerdo de (3.61) fica igual a :

D) DTy 5 SE

k>1 d>1 n dn

Entao,

d

SN =3

n dn @

e obtemos, no sentido das séries formais de poténcias,

P = Zd.ld

din
Equivalentemente,
n
n— — (n
= Z d lz
din
ou seja,
r" 1
— = —n
d
dln

denominada Formula de Witt.
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Capitulo 4

A Identidade de Sherman.
Aspectos Algébricos

No capitulo anterior estudamos os aspectos combinatoriais da identidade de Witt.
Vimos que esta identidade tem varios elementos em comum com a identidade de Sher-

man.

Algebricamente, a férmula de Witt (3.5) fornece as dimensoes dos subespagos
homogéneos de uma algebra de Lie livre gerada por R geradores, ou ainda, por um
espaco vetorial de dimensao R, no sentido da Proposicao 4.1, adiante. Uma inter-
pretagao algébrica para a férmula (3.3) também é possivel. E natural, entao, per-
guntar se é possivel uma interpretacao analoga para os expoentes na identidade de

Sherman.

A solucao baseia-se na proposicao seguinte, devida a S. J. Kang e M. H. Kim nas
referéncias [11] e [12] que generaliza a férmula da dimenséao e a identidade de Witt

para o caso de algebras de Lie livres geradas por espacos vetoriais graduados.

Proposicao 4.1 (S. J. Kang e M. H. Kim) Seja

25y = {(i1, s ip)|in, oy i = 1,2,3, ...} (4.1)

V= B Vi (4.2)

(K1 yoerskr) € ZT

um espago vetorial ZZ,-graduado sobre o corpo K, com subespagos Vi, . .y, cuja

dimensao € dada por

dim ‘/(lﬁ,...,kr) = d(k‘l, R k‘r) < o0 (43)

95



para todo (ki, ..., k.) € ZZ,. Seja

L= Lk, . k) (4.4)
(k1,ekr) € 2T

a dlgebra de Lie livre gerada por V. Entao, as dimensoes dos subespagos L. k,)

sao dadas pela formula generalizada de Witt
. wg) K
dim Lk, k) = Z < o —) (4.5)
ol (hrok g’ g

A somatoria € sobre todos os divisores comuns de kq, ..., k. e p € a funcao de Mobius.

A funcao W, chamada de funcao de particao de Witt, ¢ dada por:

Wkiynk)= Y ||_1 ﬁ Air, oonyiy )it (4.6)

sET (k1,....kr) 01 yeenyipr=1

onde os expoentes s;,. ;. Sao as componentes de s € T e

T(kl, ,]C ) {8 = (S“, i >|S“7 i € Zzo,

> i (it endy) = (k1 )}, (4.7)
i1 yin=1
|s| = Z Sileensiy (4.8)
i1,eir=1
€ o0
8! = H Sil,...,ir! (49)
01 5eensir=1

Além disso, a formula generalizada de Witt satisfaz a sequinte identidade, chamada

de identidade generalizada de Witt :

[T @@=z afytmbon i =1— f(z, .., %) (4.10)
(K1, kir )€ 22
onde
f(z1, e, 2p) = d(ky, ..., k)2 2k (4.11)
(kl, ..,kT)E A%
Defina a funcao
9(z1, ey 2p) = W(ky, ..., k)2 2k (4.12)
(K1, kir)E 27



Entao,

679('21 ..... zr) =1 f(Zh ceny Z,,,) (413)

Demonstragao: Ver referéncia [11] para o caso r = 1 e [12] para o caso geral. W

Observacao: Na equagao (4.7), a igualdade

[e.9]

| > s (i in) = (k1 k) (4.14)

deve ser entendida no sentido de que

o0 o0

Z Szj...iril = k?l, ey Z Sil...irir == k’r (415)

Exemplo 4.1 Consideremos o caso r =2 e k; = 2, ky = 3.

Explicitamente temos

<2512‘2>1+ <Z$2¢2>2+... =2 (4.16)
io=1 i2=1

<§:Si11>1+ <§:si12>2+,,,:3 (4.17)

i1=1 i1=1
Em seguida precisamos determinar os varios s;;, que simultaneamente satisfazem

(4.16) e (4.17). As solugbes possiveis sao
S1 = (511 = 1,512 = 1,0,0, )

So9 = (0,0, ,0,823 = 1707 )

T(2, 3) = {81, 82}

Nesse caso,

(Isa] = 1)!
31!

52| = 1!

W(2,3) = d(1,1)*1d(1,2)2 + ( d(2,3)"

SQ!

Por (4.8) e (4.9), |s1] =2, s1! =1 e |s2| =1, s3! = 1. Logo,

W(2,3) = d(1,1)d(1,2) + d(2,3)
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O célculo da fungao de partigao de Witt via relagao (4.6) pode ser longo e tedioso.
Em alguns casos, uma férmula geral para W pode ser obtida através das funcoes ge-

radoras f e g.

Exemplo 4.2 Na proposicao, consideremos o caso r = 2 e seja V' tal que os sube-

spacos V(k, k,) tém dimensao
d(ky, ko) =1 Vki ke >1

Nesse caso,

e
f(21722): Z Zlk122k:2

k1, ko=1
= 2122 Z Zlkl_lekQ_l
k1, ka=1
= 2122 Z Zlal 22(12
a1,a2=0
= 212’2( Z Zl(ll) ( Z 22a2>
a1=0 a2=0
2179
= 4.18
= =)(-=) %)
onde usamos que Z 2= (1—-2)""
a=0
Pela férmula (4.13)
e 9IE1R2) = 1 — f(z, 25) (4.19)
Portanto,
— 2122
e 9(z122) — 1 _
(]_ — Zl)(l — ZQ)
1-— 21 — 292
= 4.20
(1—21)(1 —Zg) ( )
e entao,
1-— 21 — 292
gz, z) =1 ( ) 421
g<zl ZQ) n (1 — Zl>(1 — 22) ( )
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Em seguida, determinaremos a funcao de particao de Witt. Temos que

—g(z1,29) =In(1 — 21 — z5) — In(1 — 2z1) — In(1 — 29) (4.22)

onde .
21+ 2
ln(l—Zl—Zg)——Z< ! N2>
N=1
P D
N=1 ki >0 kil k!
0<ky+ko=N
= (k1 + k2)! kr ko
=— 2z 'z (4.23)
k; (kv + ko)kil kot 0 72
kp+hko>1

Convém, agora, expressarmos este tltimo resultado como:

I SE S L
1 2
ko=1 kQ k1, ko=1 (kl + kQ)k'l' kg'

0 k
y4
111(1—21—22):—5 ]{1;

1
ki1=1 1

[e.e]

ki + ko)!
=In(1—2z)+In(1—2)— Z (k1<+1k2)k21)! kQ!zlklekQ (4.24)

k1, ko=1

LOgoj
e 22, (4.25)
kl,kz2:1 (ky + ko)ky! k! ™ 2

Comparando com a (4.12), obtemos

(k1 + ko)!

ki, ko) = 4.26
Wik, k) (k1 + ko)ler! oo (4.26)
Pela Proposicao 4.1 segue que
H (1 — 2/t zf2)MbLk2) — 1 _ Z 2 2,2 (4.27)
k1, ka=1 k1, ka=1
Definimos
(1)
1 — .
Mki k) = = D7 pld) o (4.28)
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onde N = ki + ks.
Por (4.18),

o 1 . .
H (1— Zlk122k2)M(k1,k2) _ 21— 22 (4.29)
k1 kp—1 (]_ - Zl)(l — 2,'2)

Por 1ltimo resulta que

(1 —21)(1 — 29) H (1 — zfrzf)MbLk) — 1 _ 5 5 (4.30)
k1, ko=1
ou ainda,
H (1 — 2tz )Mk — 1 _ 5 — 5 (4.31)
k1, ko >0
kq+kg>1

Um célculo similar permite estender este resultado para o caso de r varidveis

L1y eeey Rpe

Um dado importante que este exemplo mostra é que a identidade de Witt (4.31) é
uma consequéncia da identidade generalizada de Witt (4.27). Algo semelhante ocorre

com a identidade de Sherman, como provaremos adiante.

4.1 Interpretacao de / como uma dimensao

Nesta segao aplicaremos a Proposicao 4.1 aos resultados combinatoriais obtidos

no capitulo 2.

Comparando a férmula (4.5) com a férmula (2.17), é imediata a semelhanga entre
ambas. Vamos, portanto, interpretar a (2.17) como sendo uma férmula que fornece
as dimensdes dos subespagos homogéneos de uma &lgebra de Lie L da forma (4.4).
Nesse caso, a funcao de particao de Witt é conhecida explicitamente e dada pelas
férmulas (2.18) ou (2.19).

A préxima etapa consiste em determinar as dimensoes (4.3) dos subespagos veto-
riais que geram L. Estas podem ser obtidas por inversao das relagoes que advém da
férmula (4.6). Contudo, é possivel calcular uma férmula geral para estas dimensdes.
Vamos deriva-la a seguir.

No que segue, empregaremos a seguinte notacgao:
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A=1,..,q, k=(k,....k), |kl= Zk (4.32)

onde:

g=—-1+ f[(k:Z +1) (4.33)

Ademais, p(\, k) denotara o conjunto de todos os a; € {0,1,2,...}, i =1,...,q, e

vetores l; = (li1, lio, ..., l;) cujas componentes satisfazem
0<lij<ky, Vj=1.,r, Vi=1.,¢e Y ;>0 (4.34)

Convencionamos que W (l;) = 0 se l;; = 0 para algum j. Nos demais casos, W é

a funcao de particao de Witt.

Teorema 4.1

Ikl q aa‘
d(ky, k) =Y (DM H (4.35)
A=1 p(\ k) j=1
Demonstragao: Pela (4.11) temos que
d(kr, oo k) = seees 2 4.36
( 1y ) kl'kr‘8ZflaZ7]frf(Z1 Z ) 21=...=2p=0 ( )
e pela (4.13),
1 ak1+~~~+kr
d(kiy k) = — o) nd
(ks ooy ) kl!...krlﬁzfl...ﬁsze A==z =0 437

O resultado segue aplicando-se a férmula de Faa di Bruno generalizada obtida
por G. M. Constantine e T. H. Savits em [19] e [20](ver Apéndice F), que fornece a

derivada multipla de uma funcao composta. [ |

Exemplo 4.3 Calculo de d(2,2), no caso r = R = 2. Nesse caso, k; = ky = 2,
|k| = 4, ¢ = 8. Para aplicar a férmula do Teorema 4.1, precisamos determinar o
conjunto p(\, (2,2)) para todo A = 1,2,3,4. A lista completa de todos os vetores
1< (2,2) 60 = (0,1), 1, = (L,0), Iy = (1,1), Iy = (0,2), Is = (2,0), lg = (2,1),
I = (1,2) e lg = (2,2). Em seguida, determinamos os valores de ay,...,ag > 0 que

satisfazem
8

8
Zai:)\ (& Zazlz:(272)
i i=1

A lista de valores é dada na tabela seguinte:
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A ar Qs as a4 as ag ar as
1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0
2 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
0 2 0 1 0 0 0 0
3 2 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
4 2 2 0 0 0 0 0 0
Tabela 4.1: Célculo de d(2,2): valores de ay,...,ag > 0

Usando a convencao adotada para W, obtemos
1 2
d(2,2) =W(2,2) — §W(1, 1)

De modo analogo, podemos calcular as seguintes expressoes:

N = 1 1) = W1, 1)
N =3 d(1,2) = W(1,2)
d(2,1) = W(2,1)
N =4 d(1,3) = W(1,3)
d(3,1) = W(3,1)
d@ﬂﬁﬂﬂlm—%Wﬂﬂﬁ
N=5 d(1,4) = W(1,4)
d(4,1) = W4, 1)
d(2,3) = W(2,3) — W(1,1)W (1,2
d(3,2) = W(3,2) — W(1, )W(2,
N=6 d(1,5) = W(1,5)
d(5,1) = W(5,1)
ﬂz®:W@A)IWLUW@$—%W@%2

a¢m:wm@yJWLnW@n—%W@n2
d@&:Wﬁa—W@UW@m—W@mW@D+gWLW

Exemplo 4.4 Vamos considerar explicitamente o caso r = R = 2. Nesse caso, pelo

Teorema 2.2,

dim L, my) = 0(m1, ma) Z #9) <77;1 77;2> (4.38)

glmy,m2
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v M4 Mia 4
W(ﬁ@) _ f(ml m) N2 g g (4.39)
9’9 I N 01

Desta ultima relacao obtemos os seguintes valores:

W(1,1) = W(1,2) = W(2,1) = W(1,3) = W(3,1) = 2
W(2,2) = 6, W(1,4) = W(4,1) =2, W(2,3) = W(3,2) = 10
W(L,5) = W5, 1) = 2, W(2,4) = 14, W(3,3) = 8_:

0(1,1) = 0(1,2) = 0(2,1) = 0(1,3) = 6(3,1) =2, 0(2,2) =5
0(1,4) =0(4,1) =2 6(2,3) =0(3,2) = 10

6(3,3) = 28

d(1,1) = d(1,2) = d(2,1) = d(1,3) = d(3,1) = 2

d(2,2) = d(1,4) = d(4,1) = 2

d(3,3) = 14

Pela Proposicao 4.1, ¢ satisfaz a identidade generalizada de Witt:

H (1 — 2 zye)0lmme) — 7 _ Z d(my, mg)z" 25" (4.40)
mi,mo=1 mi,ma=1

onde d(my, ms) é dado, em geral, pela férmula (4.35) com W definido com em (4.39).

Os primeiros coeficientes sao listados acima.

Aluz da proposicao 4.1, associamos aos caminhos que percorrem o grafo da Figura
1.7, com duas arestas, uma algebra de Lie graduada. Seus subespacos homogéneos
da forma (4.4), com r = 2, tém suas dimensdes dadas pelos nimeros 6. Esta dlgebra

é gerada por um espagco vetorial da forma (4.2), com r = 2, sendo as dimensoes dos
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subespacos V(g k,) dadas por (4.35) onde os W's sao dados pela (4.39). Analoga-

mente, para o caso r > 3.

4.2 A Identidade de Sherman e Algebras de Lie

Definicao 4.1 Sejam aq, ..., a, numeros pares € sy, ..., S, inteiros positivos quaisquer.

Defina os nimeros

Play, ... a,) = “;gp)yf(?, Z—) (4.41)
p p D

onde a somatoria € sobre todos os divisores comuns pares de aq, ...,a, e F € dado pela
formula (2.18) e pela (2.19). Defina também:

F(S1, .y Sr) se 0s s; nao sao todos pares

— 1 r .
W(s1, ... 87) = F (81,0 Sp) — Z —77(ﬂ S—) se 0s s; sao todos pares
k|S1,y...,Sr

(4.42)

Se os a}s nao forem todos pares, P = 0.
A ligagao entre os resultados do capitulo anterior com o teorema acima ¢é esta-

belecida pelo seguinte resultado:

Teorema 4.2 Os nimeros 0 (m;,,...,m;,) estio dados pela formula generalizada de
Witt ()
H\g My iy,
0, (ms,,...,ms) = —W(——) (4.43)
e gm,zm' g g9 " g
SRR 7S

onde a fungdo de particio de Witt W estd dada pela (4.42). A somatéria € sobre

todos os divisores comuns g de my,,...,m;,..

T

Demonstracao: No capitulo 2, obtivemos a férmula, reproduzida a seguir, por
conveniéncia, para o numero 0, (m;,,...,m; ) de classes de equvaléncia de caminhos
fechados nao periodicos, positivos, que percorrem m;,,...,m;. vezes as arestas iy, ..., o,

de G, , respectivamente. Esta féormula tem a seguinte forma geral:

O (i, i) = > “;?i>f<”;fl,..., ";) (4.44)

Gil Mg yeeey My,

onde a somatoria é feita sobre todos os divisores impares comuns g; de m;,,...,m;

gy
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Se os numeros m;, ,...,m;. nao sao todos pares, seus divisores comuns impares sao

todos os divisores possiveis. Nesse caso, definimos:
W<m’i17"'7mir) :f(mil,...,mir) (445)

No caso em que m;,,...,m;, sao todos pares, vamos reescrever o lado direito da

relagdo (4.44) na forma:

3 @}—<%’“"%)_Z M(!Jp)]_-<m,m’%> (4.46)
glmay iy, 9 9 o meeme, 9P 9p 9y

onde a primeira somatoéria é sobre todos os divisores g comuns de my;,,...,m;. € a

segunda ¢ sobre todos os dividores pares g, comuns de m;, ,...,m;

e

No caso em que m;,, ..., m;, sao todos pares, queremos determinar W tal que:

(e

O (miys i, N) =Y ﬁgflvv(fgév.“,fgl) (4.47)

g‘mil ooy Mgy

Impondo que o lado direito de (4.47) seja igual a (4.46) segue que:

Z 1(g) P__(mil . mir) _ W(”:;“ i %)} =P(mi,,....,m;,)  (4.48)

glmiy s,

onde P esta dado pela (4.41)

Aplicando a férmula inversa de Mébius (ver Apéndice E) em (4.48) obtemos:

F(miyyeoimi,) = W(mgyyomy) = Y 179(’”“ o ) (4.49)

Portanto,

W(mil, ...,mir) = f(mil, ...,mir) — Z

glm’il yeees TG

P(mhwwnm) (4.50)

T

Finalmente, defina W (m;,,...,m;,) como na (4.42), reunindo os resultados (4.45) e
(4.50), obtemos (4.43).

Tendo em vista o resultado (4.43) e sua semelhanga com (4.5)da Proposigao 4.1,
vamos, na sequéncia, interpretar 6, como sendo a dimensao de uma algebra de Lie L

da forma (4.4). As dimensdes dos subespacos V{z,,..x,) do espaco V' que gera L estao
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dadas pela férmula (4.35) tomando-se W como na (4.42).

Exemplo 4.5 A seguir estao listados os valores de W e d, para o caso R = r = 2
com N =23,4,5,6.

W(1,1) = W(1,2) = W(2,1) = W(1,3) = W(3,1) = W(1,4) = W(1,5) = W(5,1) = 2

W(2,2) =7, W24 =W@a2) =15 W(23)=W3E2) =10, W(3,3)= ?
d(1,1) = d(1,2) = d(2,1) = d(1,3) = d(3,1) = d(1,4) = d(1,5) = d(5,1) = 2

d(2,2) =5, d(2,4)=d(4,2)=9, d(2,3)=d(3,2)=6, d(3,3) =12

Com base na Proposicao 4.1, obtemos a seguinte identidade:

Teorema 4.3 Os numeros 0 (m;,,....,m;.) dados por (4.43) satisfazem a seguinte

tdentidade generalizada de Witt :

H (1 — 2 i1 Zmzr)9+(m¢1 ..... mi) — 1 _ f(Zl, 727«) (451)
My ey My =
onde -
[z, 20) = Z Ay s oy, )2y e 2 (4.52)
m; mg,. =1

e o0s coeficientes sao dados pela formula (4.35) com W dado pela (4.42).

A identidade de Sherman é uma consequéncia da identidade generalizada de Witt

(4.51). E o que provaremos em seguida.

Corolario 4.1

[T @z )@= ) =1 (4.53)

Demonstragao: Defina

Zo(21, 0 2) = (L4 270 g ) O (migemi) (4.54)



Z_ (21,00 2) = (1 = 2]"0 i ) O (mig e (4.55)

Z7 (21, 20) = (1 — 270 g )0 (migeemi) (4.56)
Segue que
Z, 2 Z(22,..,2Y)
Z, = = . 4.57
" Z_ Z—(Zla ,ZT) ( )
e usando, (4.51) e (4.52),
e 1— f(21..27)
Z oy ) = 4.58
H +(Zlv ) Z ) 1 — f(zlzr) ( )

Por outro lado,

H Z(n, oz =27 ][] 2 Hz Hz— (4.59)
----- ) )
onde (1), (2), (3) e (4) indicam produtérios em que (1) Zmi <21, (2) myyy e, my,

sao todos fmpares, (3) m;,, ..., m;, sdo de paridade distinta e (4) m;,, ..., m;. sdo todos

pares. Pelo teorema 2.3, nos casos (1), (2) e (3),

Nesse caso,

ki >0
- Hz_ (1= f(=2, 0 22))7 (4.60)
4
onde usamos a relacao (4.51). Da mesma forma, entao,
H ZT = H Z_ (1_f(zlv‘”azv?))_1
My ey mg,. =1 My ey mg,. =1
1— f(Zla 7Zr)

(4.61)
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Multiplicando (4.58) por (4.61) prova-se a identidade (4.53), seguido-se a identidade

de Sherman.
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Apéndice A: O Modelo de Ising

O modelo de Ising, proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado
Ernest Ising, tinha como objetivo estudar um dos fenomenos mais importantes em

matéria condensada, as transigoes de fase em materiais ferromagnéticos.

O modelo de Ising em duas dimensoes é definido sobre um grafo planar quadrado
A, com N x N vértices, imitando atomos regularmente arranjados como num cristal
em duas dimensoes. Para cada vértice i de A sao atribuidos dois possiveis estados

(chamados de spins) o; onde 0; = +1 ou g; = —1.

No modelo de Ising, a energia de interagao entre duas particulas, localizadas no

i-ésimo e j-ésimo vértice é dada por:

(A.1)

B —Jo,0; se i,j sao vizinhos préximos (v.p.)
ij = . .
0 se 1SS0 nao ocorre

onde J é uma constante que da a medida da forca da interacao entre as particulas

do sistema.

Portanto, no modelo de Ising a energia depende somente do curto alcance das
interacoes.
, . . 2 ~ . . .
Como A tem N? vértices, existem 2V configuracdes distintas para os spins e logo,

oN? configuragoes o = (07, ...,0n2). A energia de cada configuragao o é dada por:

EU =—-J Z 0,035 (AQ)

v.p.€0

onde a somatoria é sobre os vizinhos préximos na configuragao.

De acordo com a mecanica estatistica, todas as grandezas fisicas relevantes para
descrever o sistema e sua dependéncia com a temperatura é dada pela funcao de
partigao Z(():

Z(B) =) e (A-3)

g

1
onde # = T k é a constante de Boltzmann e T é a temperatura do sistema. A
somatoria é sobre todas as configuracoes o dos spins.
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Informagoes sobre o comportamento global do sistema, como as transicoes de
fase, ocorrem como singularidades naquelas grandezas fisicas. Quantidades impor-
tantes que sao relevantes para entender a fisica do sistema de muitas particulas sao
definidas em termos de I?V—f ou suas derivadas no limite N — oo, chamado limite

termodinamico.

Um problema basico é encontrar uma férmula fechada, ou seja, uma expressao
analitica para % Isso foi feito com sucesso por Larz Onsager em 1943 para o
modelo de Ising em duas dimensoes. O problema permanece em aberto em trés di-
mensoes. A técnica por ele empregada é conhecida como formalismo algébrico, que
consiste em expressar a fungao de particao em termos de matrizes. Em seguida,
analisa-se sua diagonalizacao. O célculo é demasiado complicado, porém mostrou a
existéncia de uma transicao de fase no sistema, a uma temperatura critica chamada

de temperatura de Curie.

Na década de 50, Kac e Ward desenvolveram uma formulagao combinatorial para
o modelo de Ising em duas dimensoes e, pretendiam chegar ao mesmo resultado de
Onsager mediante essa formulagao. Suas idéias foram complementadas por Feynman,

pela introducgao no formalismo da identidade que recebe o seu nome.

Vamos reescrever a funcao de particao como:

Zn(E) =D > [ (A.4)

o1==+1 on==1 v.p.

J
com K = +ﬁ' Notando que o;0; = &1, segue que

X917 = K = cosh K + sinh K (A.5)
onde cosh K e sinh K sao as fungoes cosseno e seno hiperbdlicos, e

[[e" =@ —w) =[]0+ oiou) (A.6)

v.p.

onde u = tanhK e x = 2N(N — 1).

Teorema A.1 Seja A o conjunto de todos os grafos admissiveis G de A. Entdo:

En() =2V (1 —ut) VO (143 Io(w)) (A7)
GeA
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Demonstracao: Referéncia [5]. W

Aplicando a identidade de Feynman a (A.7), obtemos
ZN(U) = 2N2(1 — 'LL2>7N(N71) H[l + Wp(u)] (A8)
()

O passo seguinte no formalismo combinatorial consiste em provar a seguinte férmula.
A demonstracao é bastante longa e por isso serda omitida. Veja, por exemplo, as

referéncias [5] e [7].

Teorema A.2

1 2 2m
F(K) = ][+ W,(u(K))] = —2/ / dz dyln f(z,y; K) (A.9)
. 872 Jo Jo
onde
(cosh2K)? — (sinh 2K)(cos x + cosy)
K) = A.10
f(z,y; K) cosh? 2 ( )
Deste resultado seque que
InZy(K) 1
—r —1n2+2(1—ﬁ> In(cosh k) + F(K) (A.11)

71



Apéndice B : O Genus de um Grafo

Consideramos a familia de superficies mostradas na Figura B.1, indicadas por S,

SENGY
SeNCIER,

Figura B.1: Familia de Superficies

onde S ¢é a esfera, S; ¢ o toro, Sy é o 2-toro,..., S, € 0 g-toro. O nimero g é chamado

de genus ou género da superficie que indica o nimero de “buracos”em 9.

Definicao B.1 O genus de um grafo é a primeira superficie na sequéncia Sy, Si,...,Sg,

sobre a qual o grafo pode ser desenhado sem que haja cruzamento de arestas.
Proposicao B.1 Todo grafo tem um genus.
Demonstragao: [24]. W

Proposicao B.2 Se um grafo G tem genus g entao G pode ser desenhado sem cruza-

mento de arestas sobre toda superficie S, com genusn > g.

Demonstragao: [24]. W
Exemplo B.1: O grafo da Figura B.2 é uma grafo nao planar de genus g = 1. Este

resultado estd provado na referéncia [24] Isso significa que ele pode ser desenhado

sobre um toro sem cruzamento de arestas, como mostra a figura abaixo:

<A )
)

Figura B.2: Exemplo de grafo no toro
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Um resultado importante da topologia algébrica afirma que uma superficie S,
pode, em geral, ser construida a partir de poligonos. Por exemplo, o toro Sy pode ser
obtido a partir de um retangulo colando-se duas laterais para formar um cilindro, em
primeiro lugar, e, em seguida, colando-se a bordas do cilindro. Outras consideragoes
sao possiveis.

Na referéncia [14] M. Loebl da a seguinte prescricdo. Uma superficie S, é cons-
tituida a partir de um poligono By com 4g¢ lados e poligonos adicionais chamados
de “pontes” indicados por B;, 1 =1,....,9, 5 = 1,2. Colando-se os lados desses
poligonos, seguindo um determinado esquema definido em [14], obtém-se S,.

De acordo com o esquema desenvolvido por Loebl, um grafo de genus g tera seus

vértices em B, e arestas nas pontes B]’
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Apéndice C: Casos R=r=2e R=r=3

ClCasor=R=2

No caso r = R = 2, o conjunto de todas as palavras de comprimento N = 2,3,4
¢é dado pela tabela abaixo. Nesse caso, o sinal de uma palavra e do caminho por ela

representado esta dado pela formula

(_1)N+s+k+1 (Cl)

onde N é o comprimento da palavra, s é o nimero de expoentes negativos e k ¢é
o numero de pares (12) na sequéncia So;, = (12...12). Esta férmula foi obtida na

referéncia [1].

N =2, D'Df'(+) DF'DY (+)
DY'Dy(-) Dy'Dy(-)
Dy'D3Y(-) Dy'DYY(-)
Dy'Dy'(+) Dy' Dy (+)
N =3, Df'Df?*(-) D*Dy'(-) DF'Dy*(-) DF*Dit(-)
D'Dy*(+) DDy (+) DD (+) DDy (+)
Dy DS (+) DDy (+) Dy 'D*(+) DD (+)
Dy 'Dy*(-) D’Dy'(-) Dy 'Di*(-) DF*Dit(-)
N =4, D'Df(+) DDy (+) D?D3*(+)
Df'Dy?(—) DDy (—) D?Dy*(-)
Dy'DSP(-) D°Di(-) D’Dy*(-)
DDy (+) D°Dyt (+) D*Dy*(+)
DD (+) DD (+) D3?D*(+)
D;°Dit(-) D;'Dy?(-) D;*Di*(-)
DF*Di(-) DD (-) DF*Di*(-)
Dy’ Dyt (+) Dy Dy (+) D;*Di?(+)
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D+1D+1D+1D+l(

D 1D+1D+1D+1<+
D+1D 1D+1D+1<+
D' DI'DII DI (+
DY'D3' D Dy (+
D7Dy DI Dy (—

D+1D+1D+1D+1(

DI'DIDIYD (+
D+1D+1D 1D+l(+
D+1D+1D+1D 1<+

Dy 1D 1D+1D+1(
Dy 1D+1D 1D+1(
Dy 1D+1D+1D21(
DM D;'DIYDI (—
DHD 1D+1D21(

D+1D ID 1D+1<
DI'DI'DIYDTY (—
D lD 1D+1Dii-l(
D+1D+1D D 1(
D 1D+1D 1D+1<

)
)
)
)
)

)
)
)
)
)

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

1
DD DD (+
D;'DIYDyY DT (—

No que segue, listamos as classes de equivaléncia. Os indices p, + e — em [ |,

[ ]+ e] ]- indicam uma classe de caminhos periddicos, positivos e negativos, respec-
tivamente.
Para N = 2:

(D' D3, = {D{'D3', D' DY, Dy Dyt Dy Dyt
(D' Dy'- = {D{'Dy', Dy ' DY, D' Dy, Dy D'}

Para N = 3:

[D+1D+2] _ {DTID;27D;2DT17D2_2D1_17D1_1D2_2}
(DD = {D{'Dy?%, D;* DY, DI D, DY D?}
[D+2D;-1] _ {D+2D;l, D+1D1‘r2’ D_1D1_2, D—QD—l}
[D+2D2 1]+ — {D+2D2 ,D 1D1+2’D+1D1 ,D 2D+1}

Para N = 4:

DD, ={D'DJ? DD, D;*Dit, DDy}
DI'Dy®|. = {D{'Dy?, D;° Dy, DYDY, D' D3 %}
Df?D;y?, = {D*Dy? DS*Dy* Dy*Dy?, D2 Dy %}
Df?D;y? = {D{*Dy* D;*Dy*, Df* D%, D? D3}
D+3 +1]+ — {Di&-3D;-17 D;—lDiHi, D2_1D1_3, D1_3D2_1}
D°Dy'- = {D’Dy", D, Dy?, D' Dy ®, D D3}

2
1

[
[
[
[
[D°D
[D{*Dy

2

(DI D3 D D3], = {D{" D3 D' DI, Dy D Dy DY, Dy Dy Dy Dy

)



Di'Dy'Dr'Dy '}

[D'DF' D' D3 = {Dy'Dy' D' DY, D' DY DS DY, DD DY DS
DI'DI'DI'DYY, Dy DY Dy DY, DYDY DY DY
Dy'DI' D' DY, DT Dy D Dy Y

(D' Dy DI D3 = {Df'Dy ' D' DY, D' DY Dy DY, DYDY DY Dy
D;'DI' DYDY, Dy DY Dy DY, DY DY DY D
Dy'Dy'Dy' DY, DI DS DI Dy 'Y

(D7D DI DY - = {Dy' Dy DI DY, D DT Dy DY, DY DS DY Dy
Dy'Df'DI'DYY, Dy DY DYDY, DY DY DY DS
DD Dy DT, DD DI Dy Y

[D;'D3' DDy, = {Dy'Dy' D' DY, D' Dy Dy DY, Dy D Dy D
DI'Dy D' Dy}

C2Casor=R=3e N=3

Nesse caso (e para r > 3), a férmula do sinal de um caminho, derivada na re-
feréncia [6], é dada por
(—1)N++s+T+1 (C.2)

onde N é o comprimento da palavra, s é o nimero de expoentes negativos , T
¢ o nimero de subsequéncias da forma (123...r) na sequéncia S; = (ji, j2, .-, j1) €
l=r,r+1,...,N.

Por exemplo, a sequéncia
(12123213232312)
pode ser decomposta como
(12)(123)(2)(13)(23)(23) (12)

Entao, nesse caso, T'=17.
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r=R=3

Classes de equivaléncia:

DHDHDH( )
Dy D DI (+)
D+1D 1D+1 (+)
D+1D+1D3 1(+)
-)
-)
-)
)

[Df' Dy DYy ={Di' D' Dy, D3 Dy ' DT, Dy Dy ' Dy, D3 DY DY,
Dy'Dy' Dy, D' Dy DI}
(D7D DY = D' Dy Dy, Dy Dy DY, D Dy Dyt DY DYDY
Dy'DY'Dy', Dr'Dy' D3}
[Df'Dy' DY) ={Di' D' Dy', D3 Dy DT, Dy Dy ' Dy, Dy DI DY,
Dy'Dy'Dy', D' Dy DI}
(D' Dy DY = {D;' D' Dy, DY Dy DY, DYDY Dy, D3 Dy DY,
Dy'Dy' Dy, D' Dy D'}
[Dr'Dy' D3y ={Di' D' Dy, D3 D3 DY, DY Dy ' Dy, Dy DY Dy,
Dy'DY' Dy, D' Dy DI}
(DT D3 DYy ={Dy' Dy Dy, DY Dy DY, DY DY Dy, D3 Dy Dy
Dy'DY' Dy, Dy Dy D'}
[Df'Dy' D3y ={Dy' D' Dy', DY D' DT Y, Dy D' Dy, Dy Dy DY,
Dy'Dy'Dy, DDy Dy}
[Dr'Dy' DY ={D;' Dy Dy, DYDY DY, DY DY DY, Dy Dy Dy
Dy'DY' Dy, Dr'Dy' D'y
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Apéndice D: Séries Formais de Poténcias e

Alguns Lemas Combinatoriais
D.1 Séries Formais de Poténcia

As séries formais de poténcias constituem uma das ferramentas mais empregadas
em combinatéria algébrica enumerativa onde, de modo geral, seus coeficientes enu-
meram elementos de um conjunto como, por exemplo, as particoes de um nimero
ou as dimensoes dos espagos vetoriais como nos capitulos 3 e 4. Informagoes mais
detalhadas sobre séries formais e suas aplicagoes podem ser obtidas nas referéncias
[17] e [18].

Defini¢ao D.1 Seja (b,)n>0 uma sequéncia de nimeros reais. Uma série formal de

poténcias € uma expressao da forma

D bna" = by + bix + by’ + A bpa” (D.1)

n>0

definida pela sequéncia dada. A série também € chamada de func¢ao geradora da

SEeqUENCLa.

No contexto das séries formais de poténcia, interessam apenas os coeficientes, nao
sendo relevantes os valores da variavel x. Nesse contexto, elas podem ser derivadas,

integradas, somadas termo a termo e multiplicadas como se fossem polindmios.

Duas séries formais sao iguais se e somente se para todo n, o coeficiente de x™ é

0 mesmo em ambas as séries.

Um polinémio pode ser representado por uma série formal de poténcias. Por

exemplo:

1+x+3x3:anx”

n>0

ondebgp=1,b=1,b=0,b3=3¢eb,=0,Vn >4

Em muitos casos de interesse é possivel representar explicitamente uma série for-
mal de poténcias por uma fungao. Nesse caso, a série formal associada é, por definicao,

aquela definida pelos coeficientes de Taylor da funcao. Por exemplo, se escrevemos

F(z) = Z by (D.2)

n>0
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1
— F®)(0) onde F™(0) é a n-ésima derivada de F'(x) calculada em 2 = 0.

entao b,, =
n!

1
Por exemplo, a série formal definida pela sequéncia (—') é gerada pela funcao
n./ n>0

er.

Produtorios infinitos de poténcias sao definidos em termos de séries formais. Por

[oe)

exemplo, o produtorio H(l + 2™) é, por defini¢ao, a série formal anx" definida
n>0 n>0

pelos coeficientes b,, obtidos multiplicando-se os fatores no produtério e somando-se

os coeficientes com a mesma poténcia z".

As identidades de Witt, Sherman e Feynman, discutidas nessa dissertacao, devem
ser entendidas de acordo com as séries formais de poténcia. Por exemplo, considere-

mos a identidade de Witt

i(l — MV =1 - Ry (D.3)
onde .
M(N) =< > ulg)R" (D4)
g|N

No lado direito temos um polinémio que é uma série formal definida pelos coefi-
cientes by = 1, by = R, b, = 0, V n > 2. A identidade estabelece que a série formal
de poténcias em z, a que corresponde o produtério no lado esquerdo, esta definida

pelos mesmos coeficientes.

Séries formais de poténcias da forma geral

Z b(na, ..., ng)ayt... ok (D.5)

ni,...,nE>0

sao definidas da mesma forma.
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D.2 Alguns Lemas Combinatoriais

Nesta se¢ao serao provados alguns lemas combinatoriais usando séries formais de

poténcias.

Lema D.1 O numero de parti¢oes possiveis de um numero N € N, N > 2, em «

partes ay, as, ..., aq, NGO nulas e positivas, tal que

N=a;+as+ ...+ aq (D.6)
ex(a) = ( o ) (D7)

Demonstracgao: Para provar este resultado, observe, primeiramente, o seguinte:

((]1 + q2)2 — q1+1 + q1+2 + q2+1 + q2+2 (D8)

(ql + q2)3 :q1+1+1 + q1+1+2 + q1+2+1 + q2+1+1
+ q1+2+2 + q2+1+2 + q2+2+1 (Dg)

+ q2+2+2

Em (D.8), os expoentes de ¢ indicam parti¢oes de N = 2,3, 4 em duas partes nao
nulas e positivas que sao: 1 + 1, para N =2,14+2e 2+ 1 para N =3 e, 2+ 2 para
N =4.

Da mesma forma, em (D.9), os expoentes de ¢ indicam parti¢oes de N = 3,4,5,6
em trés partes nao nulas positivas quesao 1 +1+1para N =3; 1 +1+2, 1 4+2+1,
2414+ 1paraN=4;14+24+2,2+1+2,24+2+1para N =05;e 2+ 2+ 2 para
N = 6. Para que todas as partigoes possiveis de N em « partem ocorram, é preciso
incluir todas as poténcias de ¢ no lado esquerdo de (D.8) e (D.9).

Os exemplos acima sugerem, entao, que consideremos a fungao
Gla)=(¢"+¢* +¢*+..)° (D.10)

como funcao geradora das particoes de N = 2,3, ... em « partes nao nulas.

Formalmente,

LI > (D.11)



Portanto,

N
YN =——1=—— (D.12)
fea] l—q I—q
Logo,
G(a) = a — = Z en(a) - ¢V (D.13)
(I—q* &=

onde cy(a) é o numero de particoes de N em « partes nao nulas positivas. Para

calcular ¢y (), precisamos da série binomial de Newton: dado k € R,

(1+z)F = ian(k) st = f: ( g ) -z (D.14)

n=0 n
onde
an(k)=1,se n=0 (D.15)

e,sel <n<k,

an() = B B = (2= 1)) (D.16)

n!

Subtituindo k = —a e x = —¢ em (D.14) obtém-se:

1 S n
IR SCICOREY) (D.17)
Mas, de acordo com (D.16)
an(—a) = (—a)(—a — 1);1~'~ (—a—n+1) (1) ala+1)- -7-1‘(04 +n—1)
' ' (D.18)
De forma compacta,
ala+1)--(a+n—-1) 1-2:3---(a—1)-a-(a+1)---(a+n—1)
n! N 1-2:3---(a—1)-n!
_(a+n-1)!
B (D.19)

. a—1
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Assim escreve-se (D.17) como:

(1_1q)a ZZ(—l)”-(n+a_1 ) (=" =) ( Nl ) ¢V (D.20)

a—1 N L a—1

onde fizemos n +a =N
Multiplicando (D.20) por ¢*:

() o

frd a—1

Portanto,

G(a)zi(N‘l ) g (D.22)

N=«a a—1

Conclui-se, desse modo, que o numero de parti¢oes de N em « partes nao nulas é

en(a) = ( Nl ) (D.23)

a—1

Lema D.2 Seja N > « enq,...,n;, n; > 0, uma particao de o. Entao,

l my 1 N1
Wgwg(”i—l)_(a—l) (D'24)
m;=N

Demonstracgao: Na prova do lema anterior, derivamos o seguinte resultado:

a

() .

Neo a—1

Tome @ = ny +ny + ... + g, n; > 0. Entao,

¢ g 7" g
(1—q) (1—qgm (1-q)"(1—q)m (D.26)

Usando (D.25), em cada fator, resulta

> m1—1 m > ml—l m
) <n1—1 )q =Y (nl_l )ql

mi=ni mp=ny
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:i S ﬁ(mi_1>qN (D.27)

Comparando (D.27) com (D.25), termo a termo, obtemos o resultado. Observamos

que no texto a férmula (D.24) serd usada impondo-se uma convengao que permite ter
(D.24) com m; > 0. [

83



Apéndice E: Funcao de Mobius

No que segue, o simbolo a|b indicard que a é divisor de b.

Definicao E.1 A funcao aritmética indicada por pu(n), denominada Fung¢do de Mébius,

€ definida por:

1 se n =1,
p(n) = 0  se p?ln, sendo p um ntimero primo (E.1)

(=1)" se n = pips...pr, onde p; sdo primos

Definicao E.2 Sejam f e g duas funcoes aritméticas de uma varidvel relacionadas

da sequinte forma:

fn) = g(d) (E.2)

din

onde a somatoria € sobre todos os divisores d de n. A relagao (E.2) pode também ser

fm=>"9(%) (E:3)

din

expressa na forma

A funcao f € chamada de Transformada de Mobius da funcao g.

Teorema E.1 (Férmula Inversa de Mébius) Sejam f e g duas fungdes aritméticas,

sendo que f € a transformada de Mobius de g. Entao:
n
g(n) = Zu(d)f(g) (E.4)
d|n

Reciprocamente, a inversa de (E.4) é a (E.2).A relagao (E.4) é denominada Férmula

ou Transformada Inversa de Mobius.

Demonstracao: Ver referéncia [13]. W

Os resultados acima podem ser estendidos naturalmente para fungoes aritméticas de

k variaveis. Nesse caso, se

flngom) = > g(%%) (E.5)

dni,...,ng

temos

gy ) = Y M(d)f(%,..., %) (E.6)

dni,...,ng

onde as somatorias sao sobre todos os divisores comuns de nq, ..., ny.
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Lema E.1 Suponha que f e g estao relacionadas como:

gy = 3 P ()

Entao

f(ng,...,ng) = Z ég(%,,%)

A reciproca € verdadeira.

Demonstracao: Reescreva a relacao (E.7) na forma
s N
G PR} = F<—,7—>
(1, s ) E () d d

onde

PR ) (B ) (2

d’7d
Portanto, usando (E.5):

d d

ou seja,

(ny + ... + ) f(ng, ..,ng) = Z (E—l—...jL@)g<E oy —

Logo,

Seguindo o caminho inverso, prova-se a reciproca.
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Apéndice F: Formula de Faa di Bruno

A férmula de Faa di Bruno fornece a derivada miltipla de uma funcao composta,
sendo o caso m = 1 e r = 1 o mais conhecido. Em trabalhos recentes ([19] e [20]),

esta férmula foi generalizada para m e r quaisquer.

Seja v = (v1,...,0.), L = (ls,...,1;) e 2z = (21, ..., 2-). Defina

V| :ZW (F.1)

DY —0\V| F.3
F 0202 (F:3)

I<vse ; <y, 1=12 ...,r (F.4)
Sejam F(y1, ..., ym) ¢ GM (21, ..., 2),....GT™ (2, ..., z,) funcdes reais e
H(z) = F(GY(2),...,G"™(2)) (F.5)

Proposicao F.1 (Fdérmula de Faa di Bruno Generalizada)

R DI CEID I ) fi e "9

<AL v p(,A) a=1 J

onde
q q
p(r,\) = {(a1,...,ag 11, ..., 1;) : |a;| >0, Zai =\ Z la;|l; = v} (F.7)
i=1 i=1

Neste congunto ly, ..., 1, € a lista de todos os vetores que satisfazem | < v com || > 0,

e

q= —1+ﬁ(ys+1), (F.8)
Além disso a; = (a1, ..., Qi) €
F(y) = D)F(y), GY(2) = DGO (2) € Go(2) = (GL(2), .., GI(2))

Demonstragao: Ver referéncias [19] e [20]. W
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Interessa-nos o caso especial da férmula em que m = 1, GM(2) = —g(2),
9(2) = > Wky, . k)2t 2l (F.9)
k1
Convencionamos que W (ky, ..., k) = 0, se algum k; = 0, e

H(z) = e 9% (F.10)

No caso especial em que m = 1, ay,...,a, sao nimeros naturais. Para esse caso,

interessa-nos obter uma férmula para

ol
D'H(0)=D" = ———— ¢ 9% F.11
? ( ) z azlyl...az,’l:T ¢ z1=...=2r=0 ( )
Temos que em z = 0,
F)\ =1 € Gl]. (O) = —ZJ‘WUJ) (F12)

Substituindo esse resultado na férmula de Faa di Bruno (F.6) e dividindo o resultado

por v! = 14! ... vl resulta em :

1 olv! o) - f:(—l)A - M (F.13)

vl 0.0z Z1=..=z= ;@

A=1 p(v,\) J
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