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RESUMO

A presente pesquisa contempla uma proposta de seqiiéncia
didatica para o estudo das Funcdes Trigonométricas com o uso do
software GeoGebra baseada na teoria de Registros de Representagdo
Semidtica de Duval. Tal teoria prioriza para a aprendizagem matematica
as operacdes entre as representagdes semidticas de um mesmo objeto
matemadtico, com prioridade para a operacdo de conversdo por se tratar
de uma operacdo que pode ser efetuada por representacdes entre
sistemas semidticos distintos, como aqueles aqui tratados: os sistemas
discursivo, simbdlico e grafico. O GeoGebra, que é um software de
geometria dindmica, permite que tais operacdes semidticas possam ser
evidenciadas principalmente entre os sistemas simboélicos e graficos. A
proposta de seqiiéncia didédtica foi elaborada na forma de oficinas
oferecidas a um grupo de alunos do ensino médio.

Palavras-chaves: Funcgodes Trigonométricas, Registros de

Representagao Semidtica, GeoGebra.



ABSTRACT

This study investigates a proposed teaching
sequence for the study of trigonometric functions using the
GeoGebra software based on the Semiotic Representation
Records theory of Duval. This theory gives priority to learning
math operations among semiotic representations of the same
mathematical object with a priority for the conversion, having
in mind the fact that it is an operation that can be done through
representations of different semiotic systems, such as those
covered here: the discursive, symbolic and graphic systems.
GeoGebra, which is a dynamic geometry software, allows such
semiotic operations to be evidenced mainly between symbolic
and graphics systems. The proposed teaching sequence was
developed in the form of workshops offered to a group of high
school students.

Keywords: Trigonometric Functions, Semiotic Representation
Records, GeoGebra
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1 - Introducio

O autor do presente trabalho € Licenciado em Matemaética
pela UFSC desde 2003. Durante sua graduacdo foi pesquisador de
iniciacdo cientifica junto ao Gru]i‘)o de Estudos de Informdtica Aplicada a
Aprendizagem de Matemdticas (GEIAAM). Teve 14 os primeiros
contatos com o uso das novas tecnologias para o ensino de Matematica.

Neste ambiente de pesquisa pensava-se em como introduzir
o computador nas aulas de Matemdtica de maneira a promover um
ensino diferenciado daquele praticado usualmente no quadro negro e
papel. Além disso pretende-se deixar um pouco de lado o papel passivo
dos alunos nas aulas de Matemadtica, para permitir-lhes que formulassem
hipéteses e testd-las em um ambiente informatizado.

Junto com outros estudantes, participou da elaboragdo de
um software educacional para o ensino da classificagdo de poligonos
chamado POLY 2000. Seu trabalho de conclusdo de curso teve como
tema a elaboracdo de outro protdtipo de software para o ensino de
Volumes de Sélidos de Revolucio.

Apbs sua formatura, ingressou no magistério como docente
de ensino fundamental, médio e superior. Desde o inicio, pode perceber
nos alunos de graduacio e naqueles que estavam concluindo o ensino
médio que muito do conhecimento que possuiam sobre funcdes era
simples memorizacio de férmulas e regras das quais ndo tinham idéia da
16gica conceitual.

Hoje trabalhando como professor do Departamento de
Formacdo Geral do Instituto Federal de Santa Catarina (IFSC) campus
Florian6polis, encontrou o mesmo tipo de dificuldade vivida pelos
alunos dos cursos superiores e entre aqueles que estavam concluindo o
ensino médio integrado.

No caso de fungdes trigonométricas, via que os alunos
sabiam o formato comum dos graficos, mas ndo conseguiam perceber as
transformagdes que o grafico sofria ao se alterar um pardmetro qualquer

! GEIAAM - A motivagdo do grupo de estudos estava na observacdo das dificuldades
apresentadas pelos alunos das disciplinas de Matemadtica. Desta forma professores do
Departamento de Matemadtica da UFSC juntamente com outros professores desenvolveram
projetos de pesquisa e extensdo, com o objetivo de detectar as causas e apontar a¢des utilizando
das novas tecnologias da informagdo e comunicagdo para minimizar estas dificuldades. Mais
informacdes disponiveis em: http://mtm.ufsc.br/geiaam/
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da fungdo, ou até mesmo a relacdo que havia entre o seu grifico e o
circulo trigonométrico.

Em conversa com professores de Matematica mais antigos
da instituicdo, constatou-se que o assunto fung¢des trigonométricas,
ministrado na segunda fase dos cursos técnicos integrados ao ensino
médio’, ndo era mais aprofundado devido 2 falta de tempo. Em vista das
dificuldades dos alunos e do problema de ordem cronolégica nos cursos
integrados, concluiu-se que seria interessante oferecer uma oficina
extra-curricular que abordasse as funcgdes trigonométricas com a
utilizacdo do software GeoGebra, que é o foco da elaboracdo dessa
dissertacgao.

Desta maneira, iniciou-se a pesquisa envolvendo o ensino
das fungdes reais seno e cosseno de forma que pudessem perceber as
relacdes e as transformagdes de registros que sdo feitas ao estuda-las e
explora-las.

Ao perceber quantos registros de representacdo semidtica
estdo envolvidos no estudo de tais funcdes, chegou-se a conclusdo que
as idéias de Duval para o ensino de Matemadtica, vinham ao encontro das
necessidades da pesquisa e dos seus objetivos.

Ainda, ao mirar-se o presente cendrio educacional junto
com os interesses dos estudos desenvolvidos durante a graduagdo do
autor da presente pesquisa, percebeu-se que os objetivos das aulas e a
forma de interagir com seu publico t€m mudado. Uma vez que,
conforme Pretto (2002), o mundo nos dltimos anos passou por grandes
transformagdes tecnoldgicas, de tal modo € possivel acompanhar
qualquer catastrofe ou evento ao vivo por meio de um computador
conectado a internet, ou até mesmo em um celular. Essas mudancas tem
reflexos em diversos campos, como economia, politica e na educagdo.

Neste quadro de transformagdes, a sociedade adotou novas
formas de se organizar e muitos dos seus elementos bdsicos foram
afetados e, a0 mesmo tempo, afetaram os seus valores e a sua cultura.
Manuel Castells traz a idéia da Network Society, a Sociedade em Rede,
que movimenta dinheiro, real ou virtual, produtos, cultura e
conhecimentos. Com base nas redes, estrutura-se, entdo, a denominada
sociedade da informagdo, que potencializa essas modificacdes e

2 S0 cursos voltados aos estudantes que possuem a formacdo no Ensino
Fundamental. O termo integrado significa que o curso garante tanto a formacdo do
Ensino Médio quanto a formagdo técnica profissional. Assim, ao concluir o curso o
formando recebe o diploma de Técnico de Nivel Médio.
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estabelece uma nova ordem, com conseqiiéncias ainda ndo plenamente
identificadas.

Preto (2002) lembra que o governo brasileiro tem
demonstrado interesse por esses assuntos e procura oferecer novos
recursos, principalmente aos sistemas de comunica¢do e informagdo e
aos sistemas educativos. Ha grandes projetos federais, estaduais e até
mesmo municipais, a fim de dotar o sistema publico de ensino com um
ferramental tecnoldgico capaz de proporcionar a escola publica as
condi¢gdes necessdrias para o desenvolvimento de experiéncias
inovadoras nessa area.

Para chegar a esse ponto ¢é preciso pensar sobre
metodologias que permitam a reflexdo e o pensamento critico dos
envolvidos neste processo escolar. Uma ferramenta tecnoldgica pode
representar um ganho significativo para as interagdes entre professores e
alunos.

Considerando tudo isto, acreditou-se que o GeoGebra, por
ser um ambiente que une os recurso de Geometria Dindmica (DGS) com
aqueles dos sistemas de comando algébricos (CAS) poderia ser utilizado
para implementar uma seqii€ncia diditica para o ensino das fungdes
reais seno e cosseno. A escolha do GeoGebra se deve ao fato de que
tanto os DGS e os CAS foram estudados, anteriormente, pelo autor do
presente trabalho. Contudo, ficava insatisfeito com a estaticidade dos
graficos apresentados nos CAS e com a auséncia dos registros
algébricos de muitos DGS.

Em virtude dos estudos feitos para preparacio da
dissertagdo, percebeu-se que os recursos oferecidos pelo GeoGebra
poderiam ser empregados na aprendizagem das fungdes trigonométricas,
com base na teoria de aprendizagem de matemdtica dos registros de
representacdo semidtica, desenvolvida por Duval. Deste modo,
elaborou-se os seguintes objetivos.

1.1 - OBJETIVO GERAL
Apresentar uma possibilidade de uso do software
GeoGebra como ferramenta diddtica para o estudo das funcdes seno e

cosseno tendo por base a teoria de aprendizagem matemdtica dos
registros de representacio semidtica de R. Duval.
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1.1.1 - Objetivos Especificos

e Pesquisar as dificuldades que os estudantes
possuem para compreensdo das fungdes trigonométricas;

e Refletir sobre os registros de representacdo
semidtica no ensino e aprendizagem de matematica;

e FElaborar uma seqiiéncia didatica com a
utilizacdo dos recursos disponiveis no software GeoGebra,
baseada nos preceitos de Duval, para compreensdo das fungdes
seno, cosseno.

Ao debrucgar-se sobre os objetivos, percebeu-se que era
necessdrio construir um roteiro a fim de organizar tanto os trabalhos
assim como a sua apresentacao na dissertagao.

O trabalho ficou organizado de tal forma que no segundo
capitulo o leitor encontrard uma andlise epistemoldgica do contetdo
escolhido como tema da pesquisa, assim como as principais dificuldades
para o ensino das fungdes trigonométricas apoiando-se em um estudo
sobre obstdculos diddticos e epistemoldgicos do ensino das fungdes
trigonométricas.

J4 no terceiro capitulo hd uma explanacio da teoria de
registros de representacdo semidtica de Duval. Enquanto que no quarto
capitulo, fez-se uma pesquisa sobre a utilizacdo dos recursos e do
potencial que as TIC possuem para o ensino de Matemadtica.

O quinto capitulo consiste na elaboracio, experimentacao,
andlises e validacdo da proposta de seqiiéncia didética.

1.2 Encaminhamentos

Diante do problema de pesquisa e seus objetivos dividiu-se
a pesquisa em trés etapas.

A primeira delas consistiu num estudo bibliografico a fim
de conhecer as discussdes ja feitas em torno do tema da pesquisa:

1. obstaculos epistemoldgicos e diddticos do ensino
das fungdes trigonométricas e levantamento
histérico do desenvolvimento destas fungdes;

2. teoria de registros de representacdo semidtica de
Duval;

3. contribui¢do das novas tecnologias da informacao
e comunicacdo para o ensino de Matemadtica e o
software GeoGebra.

17



Inicialmente, foi importante estudar as dificuldades do
ensino deste assunto e, em paralelo, o surgimento e a elaboracdo do
conceito das fungdes trigonométricas, além da trigonometria que € a sua
precursora. Tudo isto para perceber quantos detalhes foram
desenvolvidos para se chegar a atual forma de apresentacdo do assunto e
buscar as dificuldades dos estudantes para compreender o assunto. Esta
andlise também se fez necessario pelo fato de que muitas das
dificuldades que os alunos enfrentam foram as mesmas que antigos
pesquisadores levaram anos, ou até mesmo séculos para superar.

Ao se deparar com a complexidade que envolve o ensino da
trigonometria foi possivel estabelecer um panorama das concepgdes e
dificuldades dos alunos, além da forma que se desenvolveram os
conceitos envolvidos ao longo da histdria.

Tais dados foram de grande valia para a confirmacio de
que a teoria de Registros de Representacdo Semidtica de Duval serviria
como referencial tedrico para elaboracdo da seqiiéncia diddtica com
intuito de superar os desafios para o ensino. Por este motivo, dedicou-se
um capitulo exclusivamente a esse referencial tedrico.

Por dltimo, em virtude do interesse particular do autor do
trabalho investigou-se bibliograficamente o uso das tecnologias da
informacdo e comunicacio (TIC). Este estudo abordou a utilizagcdo dos
recursos e do potencial que estas ferramentas possuem para o ensino de
Matemadtica. Durante este ciclo, procurou-se por pesquisas que
abordavam o uso das TIC, assim como a busca por um software que
atendesse as expectativas e anseios observados ao longo das leituras
anteriores. Depois de muita pesquisa e testes, percebeu-se que o
GeoGebra possufa diversas caracteristicas que iam ao encontro dos
interesses e objetivos da pesquisa.

Tendo fundamentado e estudado o campo em que se
pretendia atuar, deu-se inicio a segunda fase que consistiu na elaboragéo
e experimentacdo da seqii€ncia diddtica. As atividades propostas foram
elaboradas a partir dos estudos feitos na primeira etapa.

Quanto a experimentacdo, seguiu-se a idéia de Artigue
(1988) que a resume em uma fase de realizacdes das sessdes de ensino
com os alunos, dentro ou fora de sala. Além disso, foram coletados
dados obtidos por meio da observacdo, questiondrios, entrevistas
individuais ou em pequenos grupos realizadas a qualquer momento do
ensino, e até mesmo apds o seu término. No caso, entregou-se fichas
com proposta de trabalho em cada uma das aulas e registrou-se todas as
conclusdes dos alunos nestes documentos e em arquivos do préprio

18



GeoGebra. Este software possui uma ferramenta que registra todos os
passos da construcdo do usudrio e possibilita revé-los depois de
construidos.

Apds a experimentacdo deu inicio a dltima etapa, que por
meio dos dados levantados inicia-se o processo de validagdo das
hipéteses iniciais com base no confronto da andlise antes e apds da
aplicacdo da seqiiéncia didatica.

19



2 - OBSTACULOS E HISTORIAS DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

Atribui-se a Brousseau o fato de que pesquisas em torno de
obstaculos epistemolégicos envolvam: identificacdo de erros comuns,
busca de obstdculos na histéria da matemdtica e o confronto dos
obstdculos histéricos com os obsticulos de aprendizagem, com
caracteristicas epistemoldgicas. Com base nos estudos feitos por Costa
(1997) e Lindger (2000), pretende-se levantar as principais dificuldades
de ensino das fungdes trigonométricas.

Por esse motivo, nesse capitulo, primeiramente explorarou-
se o conceito de obsticulos epistemoldgicos, em seguida a historia e
evolugdo da trigonometria e, por fim, foram elencados os principais
obstédculos para o ensino das funcdes trigonométricas.

2.1 - OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

Ao falar de obstaculos ndo ha como deixar de pesquisar
sobre Gastén Bachelard, uma vez que é o responsdvel pelo
desenvolvimento desta idéia. Ele elaborou tal conceito dentro de um
periodo de construg¢des revoluciondrias.

Em sua pesquisa Gomes (2006) percebe que o
conhecimento cientifico ndo possa ser concebido como um
aperfeicoamento do conhecimento comum, na verdade a elaboracdo
daquele se di com a ruptura deste. Bachelard (1996) afirma que o
processo de aprendizagem se dd pela desconstru¢do de um
conhecimento anterior, muitas vezes construido empiricamente.

Ou seja, a idéia de ruptura parte da necessidade de
desconstruir o senso comum de que ciéncia € um conjunto de
conhecimentos fechados que os alunos devam incorporar. Na verdade,
acredita-se que o aluno aprenderd caso surjam situagdes que exijam a
substituicio de um conhecimento estitico e fechado por outro mais
dindmico e aberto.

De acordo com Bachelard (1996), os obstiaculos
epistemoldgicos podem ser acomodagdes ao ja conhecido, que podem
ser entendidos como anti-rupturas. Para compreender melhor anti-
rupturas encontra-se em Gomes (2007) uma idéia que vai ao encontro
disso: os obstaculos “preenchem a ruptura entre o conhecimento comum
e o conhecimento cientifico e re-estabelece a continuidade ameacgada
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pelo progresso do conhecimento cientifico”. Eles podem surgir como
um contra-pensamento ou até mesmo “paragem’ do pensamento. Ainda
nesse mesmo sentido Costa (1997) o associa as resisténcias do
pensamento ao proprio pensamento.Desta forma, conclui-se que o
conhecimento comum pode se tornar um obstdculo ao conhecimento
cientifico que é um pensamento mais abstrato.

O conceito bachelardiano de obsticulos epistemoldgicos
contribui muito para forma de encarar o erro. Um equivoco cometido
por um estudante era considerado como uma heresia ou anomalia que
deveria ser combatida. A partir de entdo, o erro passa a ser considerado
um “mal” necessdrio a Ci€ncia, uma vez que um conceito cientifico
pode ser reelaborado a partir dos erros ou limitagdes dentro de certos
problemas.

Ao tratar da natureza dos obstaculos Bachelard(1996) diz
que eles ndo sdo algo

“externo, como a complexidade e a fugacidade
dos fendomenos, nem de incriminar a fragilidade
dos sentidos e do espirito humano: é no amago
do préprio ato de conhecer que aparecem, por
uma espécie de imperativo funcional, lentidoes e
conflitos. E af (...) detectaremos causas de inércia
as quais daremos o nome de obsticulos
epistemoldgicos.” (Bachelard, 1996, p.17)

Acrescenta-se ainda, o fato de que muitos docentes nio
consideram o conhecimento adquirido pelos educandos, além de
acreditarem que a aquisi¢do de um novo conhecimento se dd por adi¢do,
isto é, a compreesdo se da através de meras repeticdes. Além de que
alguns conhecimentos ndo cientificos, muitas vezes, satisfazem a
curiosidade.

Logo, pode-se dizer que o conhecimento cientifico é
elaborado a partir da desconstru¢do de conhecimentos prévios que se
mostram fragilizados diante de certos acontecimentos, ou seja, € preciso
contradizer o passado. O que se pensava que era verdadeiro e correto
torna-se um impedimento para conhecer o novo. Nesse sentido
Bachelard aponta que a principal preocupagdo dos professores deveria
ser transformar a cultura prévia dos estudantes, uma vez que ndo sdo
compativeis os novos conhecimentos e o saber ji enraizado. Mostrar os
motivos da evolugdo para o aluno é uma das formas de conseguir uma
aprendizagem mais efetiva. Sendo assim, Gomes (2007) acredita que
seja preciso possibilitar a criacdo de um ambiente dialético entre
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varidveis experimentais oportunizando a substitui¢cdo dos saberes ditos
estdticos e fechados, pelos conhecimentos abertos e dindmicos.

O papel atribuido ao professor segunda a visdo de
Bachelard passa daquele que transmite cultura para alguém que
contribui para a mudanca da cultura, auxiliando na supera¢do dos
obstéaculos epistemoldgicos formados pelo dia-a-dia.

Para Bachelard (1996). “a nogdo de obsticulo
epistemoldgico pode ser estudada no desenvolvimento histérico do
pensamento cientifico e na pratica da educacdo”. H4 um grande nimero
de obstaculos epistemoldgicos que, independente de sua natureza,
necessitam ser identificados e retificados. Segundo Lopes (1993)

os obsticulos e entraves ndo devem ser
compreendidos apenas como algo falho ou como
aspectos pontuais de alunos com dificuldades;
eles sdo importantes a aprendizagem e para que

z

esta ocorra satisfatoriamente é necessdrio que
haja, além de questionamentos e criticas, ruptura
entre conhecimento comum e cientifico,
construindo este e desconstruindo aquele (Lopes,
1993, apud Gomes, 2007).

Porém, Gomes (2006) afirma que Bachelard em seus
estudos jamais tocou nos obstdculos epistemoldgicos da Matematica,
por considerar uma ciéncia extremamente regular, que ndo ocorrem
periodos de estagnacido ou erro.

Contrariando a idéia de auséncia de obstdculos nessa
ciéncia, surge Brousseau(1983) como um pesquisador em educacio
Matemadtica que revé o conceito de obsticulos para Matematica, crendo
que podem existir dificuldades comuns encontradas por diversas pessoas
que possuam a mesma concepg¢do errdnea de um conceito matematico.

Na visdo de Brousseau(1983), os erros sdo frutos de
conhecimentos que anteriormente se validaram por meio da solucio de
certos problemas, e que neste momento, se mostram limitados, falsos e
até mesmo ndo adaptdveis ao novo contexto.

Gomes (2007) caracteriza os obsticulos com base nas
idéias de Duroux as quais foram retomadas por Brousseau. Segundo este
ponto de vista, acredita-se que um obstdculo serd um conhecimento, ndo
a falta dele. O conhecimento que pode se tornar um obstdculo fora
validado pelas respostas satisfatérias obtidas ao enfrentar contextos
especificos, porém em outras situacdes ele fornecera solucdes falsas. Ao
se mostrar falseado, ele oferecerd resisténcia a tais contradi¢des e ao
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estabelecimento de um conhecimento mais elaborado. Sendo assim, €
importante identificar estes saberes anteriores e incorporar o processo de
rejeicdo ao novo saber, uma vez que a inexatiddo ainda se manifesta.

Tendo em vista o conceito de obsticulos epistemoldgicos,
tomado como referéncia para a elaboracdo da presente pesquisa,
pretende-se na préxima secdo explorar o desenvolvimento ao longo da
histéria da trigonometria e do conceito de fungdes. Tal estudo se faz
necessdrio uma vez que percebeu-se que Bachelard(1996) enfatizava a
importancia de relacionar os obstdculos epistemoldgicos tanto com o
desenvolvimento histérico do conceito a ser ensinado, assim como na
prética educacional.

Desta maneira, a préxima secdo dedica-se ao estudo da
histéria da evolugdo da trigonometria e do conceito de fungdo.

2.2 - A ELABORACAO DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS —
UM OLHAR HISTORICO

Costa (2003) justifica a pesquisa na Histéria da Matemadtica
pelos professores da drea com a crenga de ser importante conhecer o
surgimento de um conceito e sua se transformacao ao longo do tempo.
Também, cré que tal estudo contribui para evidenciar alguns obstdculos
epistemoldgicos do processo de construgdo do saber matemdtico em
questdo. Ou seja, a andlise dos obsticulos enfrentados pelos
matemadticos, no passado auxilia na compreensio das dificuldades dos
atuais estudantes. Destaca ainda, que a prépria compreensdo da
evolugdo do conceito nessa ciéncia pode ser ampliada ao se analisar os
erros dos alunos.

No caso do presente trabalho, foi necessdria a compreensao
do conceito de Trigonometria. Atualmente, pode-se encontrar defini¢des
desta drea da Matemadtica em diciondrios como o Aurélio:

Trigonometria: Ramo da matemdtica que trata do
calculo dos elementos de um tridngulo plano
pelos dados numéricos, e da aplicacdo dessas
funcdes ao estudo das figuras geométricas.
(Dicionario Aurélio, extraido de:
http://www.dicionariodoaurelio.com/dicionar
i0.php?P=Trigonomettria

Na Wikipédia, € possivel encontrar uma outra definigéo:
Trigonometria: (do grego trigonon "tridngulo” +
metron "medida") € um ramo da matemadtica que
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estuda os tridngulos, particularmente tridngulos
em um plano onde um dos angulos do triangulo
mede 90 graus (tridngulo retdngulo). Também
estuda especificamente as relagdes entre os lados
e os angulos dos triangulos; as fungdes
trigonométricas, e os célculos baseados nelas. A
abordagem da trigonometria penetra outros
campos da geometria, como o estudo de esferas
usando a trigonometria esférica.(Wikipédia:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria)

Lindiger (2000) define trigonometria pela propria origem
da palavra “(‘tri’ = trés, ‘gono’=angulo e ‘metria’=medida)”, ou seja,
um campo da matemadtica que tinha relagdo com resolu¢@o de problemas
que envolvem medidas de tridngulos.

Costa (2003) a difere de trés maneiras. A primeira como
sendo uma ciéncia analitica, cuja origem estd no século XVII, apés o
desenvolvimento do simbolismo algébrico. A segunda forma a vé€ como
parte da geometria que colaborou inicialmente para o desenvolvimento
da Astronomia, que surgiu nos trabalhos de Hiparco no século II a.C.,
apesar de ja existirem trabalhos mais antigos que a usavam. O dltimo
foco se debruga sobre o estudo das medidas dos tridngulos, cuja origem
estd entre o segundo e o terceiro milénio antes de cristo.

Segundo Lindeger (2000), como uma das necessidades
iniciais era o estudo dentro da astronomia e como os astronomos da
época tinham noc¢fo de que a terra era esférica, entdo, durante muito
tempo se desenvolveu a trigonometria esférica. Essa trata da resolugado
triangulos esféricos, enquanto que a trigonometria plana trata da
resolucdo de tridngulos no plano.

Apesar de ndo aparecer mais nos curriculos escolares,
Lindegger (2000) lembra que a trigonometria esférica até hoje ¢é
fundamental para estudos em

“Astronomia Matemadtica, bem como para a
Geodésia, a Navegacdo Ocednica, a Navegacio
Aérea, Mecanica de Satélites Artificiais,
Transmissdo de Radio de Grande Alcance, o
Célculo de Trajetéria de Misseis
Intercontinentais, o Cdlculo do Aquecimento
Solar em Arquitetura, etc...” (Lindegger, 2000, p.
42)
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Apesar da importincia inicial da trigonometria esférica, é
importante frisar que, para desenvové-la, foi necessdrio primeiro
organizar a plana, apesar de seus primeiros estudiosos ndo usarem esta
nomenclatura.

Como o foco dessa dissertacio estd na elaboracdo da
seqiiéncia didética para o ensino das funcgdes trigonométricas definida
no conjunto dos Reais, o esfor¢o foi para explorar mais seu surgimento,
com uma passada rdpida pelas raizes dessa ciéncia, desde as tabelas de
sombras (séc. XV a.C.) até a expansdo das funcdes em séries. Segundo
Costa (2003) esse estudo permite passar pela origem da dlgebra e da
andlise onde se encontra o embrido dessas duas outras dreas na origem
das funcdes trigonométricas.

2.2.1 Os primeiros estudos envolvendo trigonometria

Segundo Boyer (1974), a origem desse ramo da
Matemadtica estqd relacionado com os estudos em astronomia,
agrimensura e navegacdo. Essa pesquisadora traz como primeiros
exploradores dessa drea os egipcios e os babilonios. Esses dois povos a
utilizavam de maneira rudimentar para o cilculo de raizes entre nimeros
e lados de tridngulos semelhantes. Boyer (1974) afirma que vem dos
egipcios o Papiro Ahmes, também conhecido como Papiro Rhind, que
data de aproximadamente 1650 a.C. Nele estdo presentes 84 problemas,
sendo que em quatro deles mencionam o seqt de um angulo. Ahmes nao
deixou claro o significado da palavra seqt, mas Costa (2003) ao analisar
0 contexto presente em suas notacdes sobre uma pirdmide regular
acredita ser a atual cotangente do angulo VMG.

B L
Figura 1: Piramide Regular e a relaco seqt
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Segundo Boyer (1974) este é o problema 56 utilizava da
razdo entre o apotema da base desta piramide e a sua altura para manter
a inclinacdo das faces, algo importantissimo para construcdo de
pirdmides. Para isso, os egipcios adotaram o conceito seqt que consiste
na razdo entre o afastamento horizontal e a elevacdo vertical. Veja
através da figura 1.

Por volta de 1500 a.C., também surgiu no Egito a idéia de
utilizar a sombra projetada por uma vara vertical associada a seqiiéncias
numéricas, que foram relacionadas com horas do dia, os famosos
relégios de sol. Costa (2003) acredita que este era um esboco rudimentar
para o surgimento futuro das fungdes tangente e cotangente.

Enquanto os egipcios se ocupavam do célculo em torno de
distancias e alturas de pirAmides, os contemporaneos babildonios eram
mais atraidos pela astronomia. Este interesse se pode estar relacionado
com suas raizes religiosas. Sendo assim, Lindegger (2000) afirma que
devido a influéncia mistica o desenvolvimento da astronomia,
inicialmente, também fora de responsabilidade de sacerdotes. E, para
estudar os astros, desenvolveu-se um campo da matemdtica como
ferramenta da astronomia, que mais tarde ficaria conhecida como
trigonometria.

Mas tal dedicagdo ia além da religido, pois seus estudos
nessa drea contribufam também para controle do calenddrio além das
épocas de plantio e da colheita. Costa (2003) diz ser praticamente
impossivel estudar fases da lua, pontos cardeais e estagdes do ano sem
usar tridngulos, um sistema de unidades e uma escala.

Lindegger (2000) concorda com o fato de que estudar e
registrar as posicdes dos astros permitia prever as estacdes do ano
facilitando o plantio, colheita, estocagem, para enfim formar um
calenddrio.

Segundo Costa (1997) Os babil6nios foram grandes

astronomos e influenciaram os povos posteriores.
Eles construiram no século 28 a.C., durante o
reinado de Sargon, um calenddrio astrolégico e
elaboraram, a partir do ano 747 a.C, uma tabua
de eclipses lunares. Este calenddrio e estas tdbuas
chegaram até os nossos dias (Smith, 1958, apud,
Costa, 1997).

Outra contribui¢do importante dos babildnios trazida por
Boyer(1974) é o sistema numérico sexagesimal, dando como um dos
motivos da escolha a facilidade em dividir o circulo em seis partes
iguais com uso de uma corda cujo comprimento € igual ao raio.
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Algo que havia em comum na matemadtica de egipcios e
babilonios eram as fra¢cdes de numerador 1, o que indica que os
conhecimentos elaborados desses dois povos possuiam alguma relagéo.

Na China antiga, no reinado de Chéu-pei Suan-king,
aproximadamente 1110 a.C., na medicdo de distancias, comprimentos e
profundidades utilizava-se freqiientemente os tridngulos retangulos.
Indicando que este povo também possuia uma trigonometria rudimentar,
como pode ser percebido através de pequenas evidéncias nas quais estdo
presentes algumas relagdes trigonométricas e o conceito de angulo,
porém ndo se encontra os procedimentos de cdlculos e as suas devidas
unidades de medida.

Costa (2003) encontra uma passagem traduzida da
literatura chinesa: “O conhecimento vem da sombra, € a sombra vem do
gn6m0n3”. Mostrando que os chineses ja conheciam um pouco sobre a
trigonometria plana primitiva.

2.2.2 - A contribuicao dos Gregos

No mundo Ocidental, os gregos seguiram os conhecimentos
desenvolvidos pelos egipcios, € em pouco tempo evoluiram estes
saberes ultrapassando seus precursores. Como na Grécia a Matemadtica
se desenvolvera muito, esse povo passou a servir de preceptor a muitas
outras nacoes.

Costa (2003) afirma que o historiador Herédoto atribui aos
gregos a nomeacdo de gndmon ao relégio de sol. Esses reldgios
reforcam a idéia de que a trigonometria foi importantissima para os
estudos astrondmicos daquelas épocas. O gndémon consiste em um
vareta fincada perpendicularmente no chio, através da observacdo dos
limites de comprimento de sua sombra ao meio dia, era possivel medir a
durac@o do ano, do dia e até mesmo das estacdes. Isto pode ser visto
através da figura extraida do artigo de Costa (2003).

3 Gndmon: conhecido como reldgio de sol, era feito com uma simples vara que era
enfencada perperdicularmente no chdo, a sombra projetada servia para saber a hora
e até mesmo a duragao das estagOes.



A A ] N
Solsticio Equindcio de  Solsticio de verdo
de inverno

Primaverae g, mnra minima

Qutono : 2

. Sombra Maxima e
“ -
Figura 2: Representacio do relégio de sol (gnomon)

A contribuicio dos gregos no desenvolvimento da
trigonometria se deu juntamente com o desenvolvimento de sua
geometria. Dentre os gedmetras gregos, pode-se destacar Thales de
Mileto (625 a.C. — 546 a.C.) que estudou semelhanca de tridngulos que
pode ter dado bases ao estudo de trigonometria, além do seu discipulo
Pitagoras (570 a.C., 495 a.C.), o qual descobriu o seguinte teorema:

“(...) em todo tridngulo retdngulo a drea do
quadrado construido sobre a hipotenusa ¢ igual a
soma das dreas dos quadrados construidos sobre
os catetos.”’(Eves, 1995, apud Lindegger, 200, p.
44)

Tal descoberta foi fundamental para mais tarde desenvolver
a relacdo fundamental da trigonometria:

sin?(x)+cos?(x) =1

Além do seu teorema, Boyer(1974) afirma que a escola
pitagorica se envolveu no estudo de escalas musicais com razdes entre
ndmeros inteiros,
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Conta-se que Pitdgoras observou que quando os
comprimentos de cordas vibrantes podem ser
expressos como razdes de numeros inteiros
simples, como dois para trés (para a quinta) ou
trés para quatro (para quarta), os tons
harmoniosos. Em outras palavras, se um corda
produz a nota d6 quando tocada, entdo uma
semalhante com o dobro do comprimento
produzird o d6 uma oitava abaixo, e os tons entre
essas notas sdo emitidos por cordas cujos
comprimentos  sdo  dados  por  razdes
intermedidrias: 16:9 para ré, 8:5 para mi, 3:2 para
fa, 4:3 para sol, 6:5 para 1d e 16:15 para si, em
ordem ascendente. Aqui temos talvez as mais
antigas leis quantitavas da actstica — talvez as
mais antigas leis quantitavas da fisica (Boyer,
1974, p.38)

Pode-se pensar que isto contribui mais tarde para o
desenvolvimento da lei de intervalos musicais é um prendncio para o
surgimento dos estudos das funcdes seno e cosseno do futuro
osciloscopio para estudo sonoro.

Hipiscles, por volta de 180 a.C., apresenta uma amostra
documentada da contribui¢do grega para a trigonometria — “De
ascensionibus”. Conforme Boyer(174), ele dividiu um circulo em 360
partes iguais. E mais tarde tal idéia foi generalizada para qualquer
circulo por Hiparco.

Em torno de 200 a.C. Eratéstenes de Cirene (276 -196
a.C.), contemporineo de Arquimedes (287-212 a. C.) e Aristarco de
Samos (310-230 a.C.), resolveu um dos problemas mais desafiadores da
época: Calcular o raio da terra e o comprimento de sua circunferéncia.
Boyer (1974) conta que ele utilizou de semelhanga de tridngulos e raizes
trigonométricas, além de resolver outro problema surgido ao longo desta
solucdo: organizar e sistematizar relagdes entre comprimentos de cordas
sobre um circulo e angulos determinados por essas. Para calcular estas
distancias, Lindegger (2000) conta que Erastétenes observou que

ao meio dia, no dia de solsticio de verdo, o Sol
brilhava diretamente para dentro de um poco em
Siene (hoje Assua), no Egito. Ao mesmo tempo
em Alexandria, também no Egito, tomada como
estando no mesmo meridiano e 5000 estddios ao
norte de Siene, verificou-se que o Sol langava
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uma sombra indicando que a distancia angular do
Sol ao zénite era um cinquentavos de um circulo
(7 12°). Isso forneceu um comprimento da
circunferéncia terrestre de 250.000 estadios,
correspondente a 25.000 milhas ou 37.000
quilometros.”(Lindegger, 2000, p. 47)

Foram de fundamental importancia também o
conhecimento de angulo e como medi-lo. Infelizmente o seu tratado
sobre a medi¢@o da terra se perdera, de maneira que atualmente pode-se
encontrar informagdes apenas através de escritos de outros como os de
Ptolomeu e Heron.

Boyer (1974) atribui a Aristarco a resolugdo do problema
da distancia relativa do Sol e da Lua, assim como seus tamanhos. Para
tanto, utilizou da trigonometria disponivel na época, ou seja, as mesmas
relagdes de cordas de Erastétenes. Concluiu que a distancia da Terra ao
Sol estd entre 18 e 20 vezes a distincia da Terra a Lua. Além de que,
antecipou Copérnico em mais de 1,5 milénio ao assumir o universo
heliocéntrico afim de calcular estas distancias.

Uma outra contribui¢do dos gregos segundo Boyer (1974) é
a idéia de Hiparco de Nicéia(180 a.C. — 125 a.C.) que, influenciado
pelos babildnios, dividiu a circunferéncia em 360 partes, e chamando
cada parte de arco de 1 grau. Além disso, ele dividiu cada arco de 1 grau
em 60 partes obtendo o arco de 1 minuto. Sua trigonometria era
fundamentada em uma tnica funcao trigonométrica, onde relacionava
o arco de uma circunferéncia de raio qualquer com sua respectiva corda
(crd). Lindegger (2000) lembra que esta funcdo ji era utilizada
anteriormente por outros astrénomos de forma ndo sistematica.

Hiparco elaborou, por interpolacdo linear, a primeira tabela
trigonométrica com os valores das cordas para angulos de 0° a 180°.
Resolveu associar a cada corda de um arco o Aangulo central
correspondente, o que representou um grande avango na Astronomia e,
por isso, ele recebeu o titulo de Pai da Trigonometria. Também
observou que “num dado circulo a razdo do arco para a corda diminui
quando o arco diminui de 180° para 0° (COSTA, 2003, p. 65).
Lindegger (2000) afirma que Aristarco ji havia percebido essa mesma
relacdo. O que em linguagem moderna, segundo Costa (2003), seria:

lim 2% =
x—0 X
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Hiparco foi responsdvel pela transicio da astronomia
babilonica para a trigonometria de Cldudio Ptolomeu (Klaudius
Ptolemaios). Ptolomeu(83 d.C — 161 d.C) produziu a mais importante
obra da trigonometria da Antiguidade a “Syntaxis Mathematica”,
também conhecida como Almagesto, que em drabe quer dizer a maior
obra da época. Composta por treze volumes era considerada a Colecio
Maior de Astronomia, enquanto que a juncdo das obras de Euclides,
Autolico, Ipsicle e Aristétels formavam a Cole¢do Menor de
Astronomia.

Boyer (1974) aponta o Almagesto como um marco no
estudo de astronomia perdurando até Copérnico. Na verdade Ptolomeu
na sua produ¢do procurou organizar todos os conhecimentos difundidos
no periodo e grande parte de sua obra esta baseado nos estudos de
Hiparco, cujos livros se perderam. Com a sobrevivéncia do Almagesto
foi possivel encontrar suas tabelas trigonométricas além dos métodos de
construcao.

De acordo com Lindegger (2000) uma das contribui¢des
originais de Ptolomeu foi uma teoria do movimento de cinco planetas,
sendo que outros astronomos, dentre eles Hiparco, s6 haviam coletado
informagdes através de observacdes.

O desenvolvimento da trigonometria estd presente nos
capitulos dez e onze do primeiro volume, onde apresenta uma tabela de
cordas e como esta fora formada. Ndo se encontra em seu contetido
relacdes como seno ou cosseno, na verdade se encontra 14 € a relagado crd
X, ou melhor dizendo, corda do arco Xx.

Boyer (1974) afirma que a fungdo corda é definida como
sendo o comprimento da corda correspondente a um arco x de uma
circunferéncia de raio 60. Na tabela de Ptolomeu encontrava-se trés
colunas:

(...) a primeira listando os arcos, a segunda, o
comprimento da corda correspondente a cada
arco e a terceira que dava o aumento médio de
crd x correspondente a um acréscimo de um
minuto em x. Esta coluna era usada para
interpolagdes, isto €, para achar o valor de crd x

se x estivesse entre duas entradas na coluna de
arcos. (Costa, 2003, p.66)
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Figura 3: A funcio “crd (x)”

Através da figura 3 elaborada por Lindegger (2000)
percebe-se que a “funcdo corda” tem relagdo com a atual relagdo seno,
uma vez que:

crd(@) _ sin(%j & crd(a)=2r Siﬂ(%)

2r

A tabela do Almagesto, segundo Boyer(1974), era mais
completa que a de Hiparco, pois possuia angulos de meio em meio grau,
de 0° a 180°, utilizava da base 60, dividindo a circunferéncia em 360
graus. O didmetro foi fracionado em 120 por¢des, e cada por¢dao em 60
partes (fracdes sexagesimais), que ficou conhecida como “partes
minutae” na sua primeira versao latina de 1155. Tudo isso possibilitava
uma grande variedade de cdlculos envolvendo medi¢cdes em astronomia,
uma vez que as medicdes topogrificas, tanto gregos como romanos,
recorriam a Geometria Euclidiana.

Na verdade Costa (2003) acredita que mais do que a
trigonometria, o Almagesto contribuiu para possibilitar a descrigdo
quantitativa de fendmenos, podendo fornecer predi¢des confidveis.

2.2.3 - Os Hindus e a relacao Jiva

A queda do império romano com as invasdes bdrbaras
levou a Europa a uma crise no século IV. Assim o centro de cultura
passou a se deslocar para a India que langou um conjunto de obras
chamado Siddhanta, que significa sistemas de Astronomia, 0s quais
foram responsdveis por uma revolug@o na trigonometria da época.
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Segundo Costa (2003) o texto que chegou até os atuais
pesquisadores é o Surya Siddhanta, que, segundo os hindus, fora
produzido pelo Deus do Sol (Surya). Apesar de ndo apresentar muitas
justificativas e provas, por se tratar de um texto produzido em versos em
sanscrito por um Deus, nele se encontra um estudo diferente daquele
feito por Ptolomeu. Boyer (1974) afirma que agora esse estudo baseava-
se na relagdo entre a metade da corda e a metade do angulo central
correspondente, chamada por eles de jiva. Desta maneira foi possivel
visualizar um triangulo retangulo dentro da circunferéncia.

C/2

Figura 4: A relacao jiva sobre a circunferéncia

Lindegger (2000) afirma que a adocdo dessa outra relacio
se deve ao fato de que para aplicar a fun¢@o corda era necessario dobrar
o arco antes de usd-lo na tdbua de cordas. Sendo assim era mais fécil
criar uma tdbua em que o proprio arco fosse a varidvel independente.
Pode-se nesse caso comparar a definicdo de jiva com a atual relagdo
seno baseando-se na figura 4, como ja feito anteriormente para funcdo
corda, veja:
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0=2= jiva% =sino
2 2

7
sin@ =42

r
sin@ ==

2r
=sinf = crda

2r

Ou seja a corda dividida pelo dobro do raio do circulo é
igual ao seno da metade do angulo central.

Costa (2003) lembra que os hindus introduziram as
principais relacdes trigonométricas e aperfeicoaram as tabelas,
principalmente as de interpolacdo linear e quadratica. Ainda apresenta
também Aryabhata que calculava semi cordas usando o sistema decimal
em 500 d.C. Além disso, este povo demonstra algumas identidades
como, por exemplo, a relacdo fundamental sen?0 + cos? 6 = 1 feita
verbalmente por Varahamihira em 505 d.C.

2.2.4 - Contribuicoes de Arabes e Persas

Entre os séculos VIII e XI houve um grande avango na
economia, em ciéncias e nas artes pelo império muculmano ou 4rabe.
Um dos motivos de sua expansdo foi devido a substituicdo da lingua
grega pela drabe como lingua internacional. A utilizacdo dessa nova
lingua permitiu a preservacdo de obras antigas que posteriormente foram
traduzidas e difundidas por intelectuais mulgumanos.

Lindegger (2000) cré que a influéncia desse império
comegou pela Escola de Bagdad. Surgida no século IX teve como figura
principal o principe sirio Mohamed-ben-Geber, conhecido como Al
Battani (aproximadamente 850 a 929 d.C.), ou Albategnius, que
traduzido nas linguas latinas significa Ptolomeu de Bagdad. Seus
estudos basearam-se no Almagesto e na Siddhanta, o que levou a
influenciar os arabes na adoacdo da trigonometria hindu.

Tal adogdo ficou ainda mais forte quando Al Battani
provou que a relacdo jiva era vdlida para qualquer tridngulo retangulo
independente da medida da sua hipotenusa a partir da ado¢do de um
circulo trigonométrico de raio unitdrio.
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Desta maneira, Costa (2003) afirma que Al Battani pode
construir uma tdbua de senos com angulos partindo de Y de grau até
90°, variando de % em Y4, isto para resolver o problema de célculo da
altitude do sol que era de seu interesse.

Apés Al Battani, Costa (2003) destaca o trabalho de
organizacio e sistematizacdo de provas de teoremas trigonométricas em
980 por Abu'l Wéfa.

Outro destaque de Lindegger (2000) data de 1250 que € o
primeiro trabalho em que surgiu a trigonometria plana o que levou a sua
desvinculacdo da astronomia e passando a ser reconhecida como uma
ciéncia por si propria. Isto gracas ao tratado sobre quadildteros do
astronomo persa Nasir ed-dén al-Tis1. Tal foco de estudo seria retomado
no século XV na Europa por Regiomontanus que estabeleceu a
trigonometria como um ramo da Matemaética.

Ap6s o declinio da escola de Bagdd quem se destaca € o sul
da Europa, principalmente a cidade de Toledo a partir de 1085 ao ser
libertada por cristdos do dominio mouro. Assim o século seguinte
destacaram-se os tradutores como Platdo de Tivoli, Gerardo de
Cremona, Adelardo de Bath e Robert de Chester. Desta forma a
matemadtica drabe e grega (a parte conservada) estava a disposi¢cdo dos
interessados dentro da Europa.

Uma interessante curiosidade destacada por Boyer(1974) é
quanto a traducdo da palavra “jiva”, meia corda em sanscrito, para seno
atribuida por alguns a Gerardo de Cremona e por outros a Robert
Chester.

Na verdade o que ocorrera é que devido as mudancas
dindmicas da lingua, os drabes passaram a escrever “jiba”, devido a
prondnica semelhante do j e v na lingua &rabe. Além disso,
coincidentemente a palavra sinscrita “jiba” tem as mesmas consoantes
da palavra drabe ‘“jaib”, que significa bafa ou enseada. Como os
tradutores do drabe para o latim desconheciam o sanscrito, acreditavam
que lidavam com tabelas de “jaib”, traduzindo-a para tabelas de sinus,
que em lingua latina também significa bafa ou enseada.

Como exemplo do uso dos conhecimentos drabes pode-se
citar o rei Alfonso X de Castela, que de acordo com Costa(2003),
solicitou em 1250 aos estudiosos de Toledo que traduzissem os livros de
Astronomia e modernizassem as tdbuas trigonométricas contidas neles.
Tal trabalho fora concluido em 1254 e batizado como Tébuas Afonsinas
e Os Libros del Saber de Astronomia. Juntos foram muito tteis para

35



preservacdo da cultura astrondmica na Peninsula Ibérica além do
desenvolvimento da arte de navegar pelos Lusitanos no século XV.

2.2.5 - A Trigonometria na Europa

No século XIV, Costa (2003) da destaque ao fato de que a
Escola de Filosofia Natural do Merton College de Oxford e a Escola de
Paris concluem que a matematica € a principal ferramenta para o estudo
de fendomenos. Neste momento pela primeira vez foram expressas as
nog¢des de quantidades varidveis através de funcdes.

Em paralelo ao desenvolvimento da trigonometria, desde o
século XI vinha se desenvolvendo o conceito de fung@o. Nicole Oresme
(1323 -1382) é lembrado por Boyer (1974) pelo seu “Treatise on the
configuration of Qualities and Motions”, onde introduz a representacao
grifica além da nocdo da funcionalidade entre varidveis utilizando um
estudo sobre velocidade e tempo, contribuindo para futura consolidacio
do conceito de funcdo, através da sua representacio grafica.

A invengdo dos logaritmos e demonstrag¢do de teoremas por
Napier (1550-1617) mostra que a Trigonometria de Regiomontanus
(1436-1475) presente na sua obra “De Triangulis” ndo se diferencia
muito do que existe hoje. O seu tratado sobre tridngulos era composto de
5 livros contendo um estudo completo de trigonometria, incluindo novas
tdbuas trigonométricas aperfeicoando aquela feita por George
Peurbach(1423-1461), seu mestre. De acordo com Boyer (1974)
Peurbach ja havia dado grande contribui¢cdo ao traduzir diretamente do
grego o Almagesto e corrigindo os erros acumulados pelos copistas nas
tradugdes e calculos.

A obra de Regiomontanus foi responsdvel pela introducio
da tangente na trigonometria européia. Lindegger (2000) atribui também
a ele uma primeira demonstra¢io para a Lei dos Senos. Gracas a seu
trabalho foi possivel desenvolver também a trigonometria esférica e
plana.

Com a inveng¢do da imprensa, a cultura pode-se divulgar
por diversos cantos, ndo tendo mais apenas um povo que a dominava,
como foram os babilonios, gregos e drabes. Esse difusdo e o crescimento
dos estudos em torno da matematica foram alavancados pelo
Racionalismo do século XV.

O primeiro trabalho impresso em trigonometria foi “a
‘Tabula Directionum’ de Regiomontanus, publicado em Nuremberg
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certamente antes de 1485, pois a segunda edicdo data deste ano, em
Veneza”(Costa, 2003, p.63).

Essa pesquisadora afirma que as seis fungdes
trigonométricas foram subentendidas pela primeira vez como razdes e
fungdes dos angulos por Joachim Rhaeticus (1514-1576) em Leipzig em
1551 na sua obra “Canon Doctrinae Triangulorum” apesar de ndo
atribuir nomes para seno, cosseno ou cossecante. Rhaeticus retomou o
trabalho de Regiomontanus aperfeicoando sua tdbua trigonométrica,
aumentando a precisdo para onze casas decimais, além de que os
angulos variavam de minuto em minuto para arcos do primeiro
quadrante. J4 para os arcos menor do que 1° ele fez este cdlculos de 10
em 10 segundos de arco.

Boyer (1974) afirma que Rhaeticus foi o primeiro a
organizar a tdbua trigonométrica em semiquadrantes, dando o cosseno,
seno e tangente de arcos até 45° e o restante utilizava da igualdade sen x

=Cos (Z X)
5

A Viete (1540 — 1603) é atribuido, de acordo com Boyer
(1974), a adicdo do tratamento analitico a trigonometria em 1580.
Utilizando pioneiramente letras para representar coeficientes gerais,
contribuindo também para o progresso da Algebra. Também lhe ¢é
atribuida a idéia de decompor tridngulos obliquos em tridngulos
retangulos a fim de calcular todos os seus lados, conforme estd na sua
obra “Canon Mathematicus”.

Um outro notdvel no desenvolvimento da trigonometria foi
Oughtred que em 1657 elaborou um trabalho que desenvolvia este ramo
simbolicamente. Porém como a dlgebra estava pouco desenvolvida, ndo
houve grande aceite pela comunidade cientifica, até que Euler exercesse
sua influéncia neste sentido no século XVIIIL.

John Wallis (1616-1703) d4 um importante passo ao definir
férmulas por meio de equacdes ao invés das usuais proporgdes e por
passar a estudar também séries infinitas. Desta forma Sir Isaac Newton
(1642-1727) pode também contribuir com a trigonometria através de
seus trabalhos com séries infinitas. Expandido arcsen x em séries e, por
reversdo pode deduzir a série para sen x. Entdo mais tarde Kastner, em
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1759, foi o primeiro matematico a definir as fungdes trigonométricas de
nimeros puros4.

Lindegger (2000) reforca o fato de que neste momento a
investigacdo em torno de fungdes trigonométricas se tornou mais
enfatica do que aquelas feitas para solugdo de tridngulos, uma vez que
ela se revelou mais ampla e ttil do que inicialmente imaginava-se.

Por dltimo, vale destacar Thomas-Fanten de Lagny que em
1710 evidenciou pela primeira vez a periodicidade das fungdes
trigonométricas, em 1710.

2.2.6 - Trigonometria e Analise Matematica

Finalmente em 1748 a trigonometria toma a sua forma atual
com Euler (1707-1783). Ele usa de um circulo com raio unitdrio para
definir as fun¢des aplicadas a um nimero qualquer, € ndo mais para um
angulo. Sendo assim

A transicdo das razdes trigonométricas para as
fungdes periddicas comecou com Viéte no século
XVI, teve novo impulso com o aparecimento do
Célculo Infinitesimal no século XVII e culminou
com a figura de Euler. (Costa, 2003, p. 64)

Boyer (1974) destaca como uma importante idéia de Euler
foi a cria¢do da fun¢do E, conhecida também como fun¢do de Euler. Tal
funcdo associa cada ponto de uma circunferéncia de raio unitdrio com
centro na origem dos sistema cartesiano a um nimero X.

Assim dado x € R, a ele se associa um ponto P, da
circunferéncia:

P=E(Xx)=(a,b) / a2+b%2=1

Costa(2003) lembra que pode-se associar:

4 Na andlise dimensional , uma quantidade adimensional é uma quantidade sem uma unidade
fisica e, portanto, um nimero puro. Esse nimero é normalmente definido como um produto ou
a razdo de quantidades que possam ter as unidades individualmente, mas estes anulam na
combinacdo. Grandezas adimensionais sdo amplamente utilizados nos campos de matemdtica ,
fisica , engenharia e economia , mas também na vida cotidiana (fonte: wikipedia).
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a=cosXx € b=senx

E assim definir:

f:R —> R /f(x)=sen (X)
g:R = R/ g(x)=cos (x)

Segundo Boyer (1974), Euler possibilitou encontrar seno e
cosseno de qualquer valor de x, abrindo as portas para que a Andlise
Matemadtica passasse a estudd-las mais profundamente e aplicar estas
fungdes a outros campos das ciéncias fisicas.

Em 1748, surge a obra chave da Andlise Matemadtica -
“Introduction in Analysin Infinitorum” — onde o seno deixou de ser uma
grandeza e adquiriu o status de nimero obtido pela ordenada de um
ponto de um circulo unitario, ou o nimero definido pela série:

. x3 XS x7
sinx=x——+—-——+
3 53
Ou ainda que:
ix _ —ix ix ix

. e e
smsze COS X =

Onde i é a unidade imagindria, inserindo também as
fungdes seno e cosseno no campo dos nimeros complexos.

2.3 — AS DIFICULDADES DO ENSINO DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

Inicialmente, neste capitulo fez-se um levantamento do
conceito de obsticulo epistemologico em busca de detectar as
dificuldades do ensino das funcdes trigonométricas. Dada a necessidade,
fez-se também uma pesquisa da evolucdo das fungdes trigonométricas.
Para concluir o capitulo, apresenta-se agora as principais dificuldades
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para o ensino das funcdes trigonométricas com base no trabalho de
Costa (1997).

2.3.1 Obstaculos Epistemolégicos das Func¢oes Trigonométricas

Devido ao foco da pesquisa estar nas fungdes
trigonométricas, refletir-se-4 primeiro sobre o conceito de funcfo.
Segundo Costa (1997), tal conceito ao longo do tempo teve
transformagdes na forma, no conteido e até mesmo em sua defini¢o.

As primeiras idéias de funcionalidade foram encontradas na
Antiguidade, em tabelas sexagesimais de quadrados e raizes quadradas.
Usando a descrigd@o do sentido de variagdo (diretamente proporcional ou
inversamente proporcional) fez-se um estudo qualitativo do movimento
durante a Idade Média, pois ndo havia até entdo uma descri¢do ou
andlise quantitativa de tal fendmeno.

A nocdo de varidvel dependente e independente surgiu
gracas as representacdes graficas, de Galileu (1564-1642) que introduziu
os nimeros para as representacdes grificas e a Descartes (1596-1650)
que as definiu a nocdo de varidvel dependente.

Costa (1997) considera como um dos obsticulos
epistemoldgicos da evolugdo do conceito de funcio a separagdo que era
feita entre grandezas e numeros, desde Euclides. Isto provocava
obstaculos quanto a homogeneidade, propor¢do e incomensurabilidade.

Desde os gregos até a idade média que a relagdo entre
grandezas ou quantidades era expressa por propor¢des, que mascara a
relacdo funcionalidade que havia entre duas “varidveis”. Isto ocorre
devido ao axioma de Eudoxo que, segundo Costa (1997), trazia o
principio da homogeneidade o qual dizia que era possivel apenas se
comparar elementos de mesma natureza. Ou seja, era impossivel
estabelecer uma relacdo entre um didmetro e uma area uma vez que
pertencem a dimensdes e naturezas diferentes.

A escola Pitagérica levou a numerizacio do mundo e
futuramente ao desenvolvimento do conceito de fungdes. Porém seus
seguidores  encontraram  um  obsticulo ao  descobrir a
incomensurabilidade, pois quando tentavam expressar razdes entre
grandezas descobriam que algumas delas ndo podiam ser comparadas
com uma unidade de medida (incomensuravel). No estudo das funcdes
reais trigonométricas, Costa (1997) aponta um obsticulo semelhante,
queéo T.
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A separacdo entre nimeros e grandezas, que caracterizava a
forma de pensar na antiguidade levava a teorias separadas para nlimeros
e grandezas, uma vez que

as relagdes de grandezas ndo pudesse ser
necessariamente expressas por relagdes de
nimeros, devendo-se, portanto, tratd-los
diferentemente. Tanto ¢é verdade que, nos
‘Elementos’ existem livros reservados as
proporgdes entre nimeros € outras as entre
grandezas, com os teoremas demonstrados para
cada caso.(Costa, 1997, p. 70)

A unificacdo entre grandezas e nimeros se faz necessdrio
para que se possa estabelecer relacdes entre duas varidveis para o
desenvolvimento do conceito de funcdo. Uma vez que este conceito
exige saber como um elemento se comporta de acordo com a variacio
do outro.

Outros dois pontos importantes apontados por Costa (1997)
tanto para o desenvolvimento do conceito de fungdes quanto das
fungdes trigonométricas € a conceituagdo de dependéncia e de variacio.
Historicamente percebe-se que primeiro expressou-se a dependéncia
entre um arco e a corda correspondente e depois a que ha entre um
angulo e o seno.

Costa (1997) acredita que um estudante terd facilidade para
compreender dependéncias, variacdes e periodicidades das fungdes seno
e cosseno, mas dificilmente relacionard tudo isto com o conceito de
funcgdes.

Esta pesquisadora afirma que a idéia difundida por muitos
professores e livros sobre fungo ser um caso particular de relacdes néo
seja tdo importante quanto a idéia de como estas podem ser importantes
para formar modelos matemdticos de situacdes as quais necessitam
expressar a dependéncia entre diferentes varidveis. Para o aluno
compreender melhor o conceito de fungdo é possivel, segundo esta
autora, explorar a variacdo e a dependéncia dentro do estudo das fun¢des
trigonométricas.

Estes sdo alguns dos obstdculos inerentes ao estudo das
fungdes, Costa (1997) traz também alguns especificos da Trigonometria.

O primeiro deles € quanto ao surgimento do estudo da
Trigomentria na vida dos estudantes estd atrelado a Geometria, mais
especificamente ao problemas envolvendo tridngulos retdngulos nio
tendo caracteristicas funcionais. Para chegar até o estudo das fungdes
trigonométricas € necessdrio primeiro estender as definicdes das
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relacdes trigonométricas do tridngulo retangulo para o ciclo
trigométrico, introduzir o conceito de arco e angulo orientado, relacionar
isto com o sistema de coordenadas cartesianas e estabelecer a
correspondéncia entre cada ponto da reta real com os respectivos seno e
cosseno.

Indo ao encontro da idéia de Brousseau, para iniciar o
estudo das fungdes trigonométricas o aluno precisa inicialmente
desconstruir o fato de que seno e cosseno eram relagdes uteis para
solucionar problemas envolvendo tridngulos e seus angulos internos
medidos em graus. A partir de agora seno e cosseno podem ser
desassociados dos tridngulos e existem para qualquer nimero real, ou
seja, passasse a medir o argumento(angulo) em radianos.

Ao definir funcgdes seno e cosseno Costa (1997) lembra que
sai do quadro geométrico e parte-se para o quadro funcional através da
introducdo de diversos registros de representac¢do, ou seja, a forma em
que a trigonometria havia sido estabelecida para os alunos precisa ser
mudada para que se possa desenvolver este novo estudo.

Um outro obsticulo encontrado é quanto a origem e
orientacdo dos arcos sobre o circulo trigonométrico. Se compara-lo ao
funcionamento de um reldgio, algumas de suas regras vao de encontro
com aquelas aprendidas hd muito mais tempo pelos estudantes e que
historicamente também surgira primeiro. Primeiro pode-se pensar
quanto a origem do arco, que no ciclo fica no ponto (1, 0) ja nos relégios
eles se encontram no (0, 1). Também pode-se falar quanto a orientacdo
dos arcos, uma vez que o sentido positivo do ciclo € oposto do reldgio.
Como o reldgio e o seu funcionamento é um conhecimento antigo, ja
que se encontra o tempo todo em seu cotidiano, sendo estudado muitas
vezes desde as séries iniciais, até mesmo para o estudo da tabuada do
cinco, o conhecimento de seu funcionamento pode vir a afetar a
compreensdo pelo aluno do ciclo trigonométrico.

Junto com o ciclo trigonométrico, soma-se o fato de que
como se viu historicamente é muito mais simples marcar um angulo
central qualquer e trabalhar com um tridngulo is6sceles e a corda
determinada por este. O tridngulo retdngulo dentro de um circulo de raio
1 foi uma evolug@o que levou muitos anos para se chegar, talvez este
também seja um das dificuldades encontradas por alguns alunos.

J4 quanto a conceituagdo de angulo, que na vida escolar é
definido primeiramente através da geometria precisa também ser
modificado. E preciso que o estudante visualize o 4ngulo sempre em
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uma circunferéncia, ou seja, o angulo central além da necessidade deste
ser orientado e ter a possibilidade de incluir voltas.

Desta maneira o conceito de dngulo que o aluno possui e a
forma com que o utilizava na solu¢do de problemas com tridngulos
retangulos pode-se tornar um obstidculo ao aprendizado dos angulos
trigonométricos.

2.3.2 — Obstaculos Didaticos das Funcoes Trigonométricas

Segundo Costa (1997), os obstaculos de ordem didética, no
caso do ensino de fungdes trigonométricas podem estar relacionados
com o conceito que o aluno possui sobre fungdo pois, muitas vezes, fora
estudado apenas de maneira quantitativa, sem fazer andlises qualitativas
ou estabelecendo relagdes com a geometria analitica.

Para minimizar os efeitos deste obsticulo, Costa (1997)
aconselha os professores a relembrar o assunto func¢des retomando
alguns conceitos importantes para o desenvolvimento do novo estudo,
como por exemplo a simbologia, a defini¢do dos conjuntos Dominio e
Imagem além das formas que uma fungdo pode ser representada.

Também ¢& necessdrio pensar sobre os registros de
representagdo semidtica envolvidos no estudo destas fungdes, na forma
de definir e medir dngulos. Isto se deve ao fato que um mesmo objeto
matemadtico pode ser representado através de diferentes registros de
representagdo, o que segundo Costa (1997) pode vir a se tornar um
obstdculo para compreensio destas fun¢des. Um exemplo dos diversos
registros de representacdo pode ser observado através da figura abaixo.
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1. Registro Algébrico 3. Registro Gréfico

RN
f(x)=cos(x)

2. Registro por meio de tabela de
correspondéncia

A

X f(x)=cos(x)
/6 0,866 .
/4 0,707 Por meio do ciclo trigonométrico
/3 0,5 '
/2 0 b
2m/3 -0,5 T
m -1 ( os
5T/4 -0,707 IrY
3m/2 0 S &
1111/6 0,866 i /
om 1 i

Figura 5: Alguns registros da Fung¢io f(x)=cos (x)

Comparando o estudo das fungdes trigonométricas com o
de outras fungdes percebe-se que aquele apresenta um registro
suplementar em relacdo aos outros que € o circulo trigonométrico.
Segundo Costa (1997) aponta a fundamental importincia deste registro
para observar a ligacdo existente entre os nimeros reais (dominio da
fun¢do) e os pontos do ciclo.

Como se verd no proximo capitulo, a relacio e a conversao
entre estes miultiplos registros de representacdo semidtica € de
fundamental importincia para a compreensdo do conceito das func¢des
trigonométricas. Caso o aluno nido domine estes diferentes registros e
consiga fazer a passagem de um para o outro, conforme os ideais de
Duval, pode-se dizer que o aluno ndo compreendeu o conceito de fungdo
trigonométrica.

Um outro obsticulo de ordem didatica envolve o conceito
de angulo, o qual muitas vezes € visto de uma tnica maneira, o que pode
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impedir uma melhor compreensdo da definicio de arco e angulo
trigonométrico.

No caso o estudante precisa desenvolver uma visdo
dindmica de angulo, além de incluir angulos negativos e maiores que
360°.

Quanto as unidades de medida, Costa(1997) acredita que os
diferentes sistemas de medidas, decimal para arco, raio e comprimento e
o sexagesimal para o angulo central pode se tornar um obsticulo
também, uma vez que, historicamente o sistema sexagesimal fora
adotado primeiro para medir todos esses elementos.

Além de que, tradicionalmente o curriculo brasileiro
trabalha inicialmente apenas angulos medidos em graus e suas
subunidades (minutos e segundos). O estudante ao iniciar seu estudo em
torno do circulo trigonométrico se depara com diversas novidades em
torno de 4ngulo: o radiano, o irracional 77, a conversdo do comprimento
da circunferéncia para determinar quantos radianos tem o angulo de uma
volta além da transformacdo de graus para radianos e vice-versa. Tudo
isso muitas vezes constitui-se em outros obstdculos a serem enfrentadas
por professores e estudantes.

3 - Registros de Representacao Semiética

Neste capitulo apresentar-se-4 parte da teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, uma vez que ela serd
utilizada na busca por respostas para o problema dessa dissertacdo. Aqui
serdo mostrados alguns elementos dessa teoria que servem para
compreender um pouco mais a maneira que se dd a apreensdo de um
conceito matemdtico segundo Duval, além de quais registros estdo
envolvidos no estudo das fun¢des trigonométricas seno e cosseno.

Procurando atender ao objetivo principal desse trabalho,
verificou-se que para oportunizar o ensino de um conceito através de
uma atividade em matemadtica é necessario observar alguns componentes
desse processo. Dentre eles Godoy (2004) destaca dois, sendo o
primeiro o prdprio conteido que possui estratégias préprias de como
alcancar seus resultados e de validd-los. Nesse caso procurou-se
apresentar no capitulo anterior algumas dificuldades do ensino das
fungdes trigonométricas seno e cosseno.

A segunda componente € de ambito cognitivo nesta
procura-se observar a forma com que o individuo tem acesso a um dado
conhecimento de matemadtica. Assim toma-se como referéncia a teoria
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de registros de representacdo semidtica de Raymond Duval a qual sera
apresentada neste capitulo.
Godoy (2004) enfatiza as duas formas de aquisi¢cdo do

conhecimento matematico defendidas por Duval (1993)5
(...) as aquisicoes funcionais relativas aos
sistemas organicos, disponiveis ao individuo
desde seu nascimento, como a audicio, a visdo, o
tato e a memdria; e as aquisicdes funcionais
relativas aos sistemas semioticos, estes ultimos
ndo usados somente para se comunicar, mas
também para organizar e tratar as informagdes.
(Godoy, 2004, p.3)

A teoria de registros de representacdo semidtica de Duval
contribui muito para a Educacdo Matemadtica, pois reflete sobre a
aquisi¢cdo de conhecimentos pelos estudantes de Matematica.

Portanto € preciso perceber se a atividade proposta oferece
0s recursos para que o estudante entre em contato com as diferentes
representagdes semidticas do conceito das fungdes trigonométricas e
suas conseqiientes conversdes. Também € interessante levantar quais os
elementos destas representacdes sao necessarios considerar no processo
de ensino-aprendizagem.

E importante frisar que é préprio da atividade matemética
mobilizar simultinea ou alternadamente vérios registros de
representagdo semidtica. As mudancas de registros de representagao,
assim como um tratamento, sdo de grande importincia para o ensino e a
aprendizagem das fungdes trigonométricas seno e cosseno.

E perceptivel nos textos de Duval e de outros pesquisadores
que usam sua teoria como referéncia a grande importincia atribuida ao
uso dos registros de representacdo semidtica através do fato de que a
Matemdtica utiliza de diversas formas de representacdo. Uma vez que
ndo € possivel acessar diretamente o0s objetos matematicos,
diferentemente de outras Ciéncias, eles ndao siao tocaveis ou observaveis
através de instrumentos.

Sendo assim Duval (2003) afirma que um objeto
matemadtico necessita de diversas representacdes devido ao fato de que
ndo possuem existéncia fisica e ndo sdo perceptiveis diretamente. Essa

>DUVAL, R. Registres de representation sémiotique et fonctionnements
cognitif de la pensée. Annales de didactique et Sciences Congnitves, vol. 5.
IREM-ULP, Strasbourg, 1993, pp. 37-65.
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questdo estd intimamente ligada ao funcionamento cognitivo do
pensamento, uma vez que diversos registros precisam ser mobilizados
para que os objetos matemdaticos ndo sejam confundidos com suas
representagdes, e talvez sendo reconhecidos em cada uma delas.

Dada a necessidade de pesquisar sobre a teoria de Duval,
talvez seja interessante buscar uma defini¢do para representagdo. Godo
(2004) referencia na mesma definicio tomada por Duval (1999)":
“alguma coisa que se tem, (para alguém), no lugar de alguma outra
coisa”. Tal defini¢cdo para Duval (1999) € suficiente para diferenciar
representacdo do objeto que ela representa.

Buscando ainda no diciondrio Michaelis encontra-se:

(...) 2 Descrever, pintar, reproduzir a imagem de;
retratar:  (...)4 Significar, simbolizar: (...)S
Aparecer numa outra forma; figurar como
emblema, imagem ou simbolo de alguma
coisa(...)

A utilizacdo de simbolos, grificos, tabelas e até mesmo
lingua natural é apontado por Duval (2003) como maneiras de
representar um objeto matematico. Ele lembra ainda que as
representagdes distintas trazem consigo conteidos diferenciados.
Quando um estudante consegue efetuar tratamentos e conversdes de
uma representacio, acredita-se que ele tenha compreendido um conceito
e as caracteristicas de cada uma das suas representacdes.

Segundo Duval (2004) utilizou-se o termo representacdo
em trés ocasides distintas: Em um primeiro momento por Piaget, por
volta de 1924 a 1926, que significava “evocagdo de objetos ausentes”.
De 1955 a 1960, tratado como “codificacdo de uma informacao” por
Broadbent. E por ultimo, ressurgiu acompanhado de outra palavra:
semidtica. Isto aconteceu em torno de 1985 em trabalhos que tratam da
aquisicio de conhecimentos matemdticos e problemas suscitados
durante o processo de aprendizagem matematica.

Para compreender melhor Duval é preciso apresentar
também o conceito de sistema semiético. Na sua obra de 2004 ele
afirma que um sistema semidtico é composto de signos que possuem
convengdes e regras proprias de formacdo. Ja os signos estdo no lugar de
algo; € algo que designa, denota ou representa alguma coisa a alguém
sob algum aspecto.

® DUVAL, R. Registros de Representacio e Educacdo Matematica. Curso na
PUC-SP. Sao Paulo, 1999.
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Dentre os muitos sistemas de representagdo semidtica,
Duval (2004) aponta que os sistemas semiéticos de representacido
cumprem as trés atividades cognitivas inerentes a toda representacio:

1. Formar uma marca ou um conjunto delas que se
identifiquem como uma representa¢do de alguma
coisa;

2. Transformar representacdes com uso das regras
préprias do sistema, a fim de obter outras
representagdes que possam ter vantagens, em
comparacio com as representagdes iniciais, quanto
ao ganho de conhecimento;

3. Conversdo de representagdes entre os diversos
sistemas de representacdo, de forma que as outras
representagdes  permitam  explicitar  outras
significa¢des relativas aquilo que € representado.

Como exemplos de sistemas semiéticos podem ser citados
a linguagem natural, as linguagens simbdlicas, as representacdes
graficas e as figuras geométricas. Observe que todas cumprem a fungao
de representacdo, pois, além de comunicarem, os registros destes
sistemas permitem as operacdes cognitivas de tratamento e conversdo. A
partir deste momento procurar-se-4 compreender melhor essas
operacdes propostas por Duval.

Moretti (2002) lembra que a variedade e a possibilidade de
transformag@o apresentam algumas vantagens: economia de tratamento,
a complementaridade de registros e a conceitualizacdo que implica a
coordenacdo dos registros de representagdo”.

Com relacdo a economia de tratamento percebe-se que
muitos limites de uma representacio podem ser superados quando se
utiliza outras representacdes para solucionar um dado problema, ou
ampliacdo da compreensdo de um dado conceito.

Retomando o objetivo do presente trabalho percebe-se que
a intencdo de Godoy (2004) quanto a necessidade de diferenciar a nocao
cientifica e as suas representacdes semidtica (representacio ‘“versus”
representado) se faz necessdrio aqui.

Sendo assim a definicdo de Duval (1993) da palavra
representacdo € bastante importante dentro de matemadtica, porém acaba
ficando marginalizada dentro dessa ci€ncia. De maneira geral é mais
utilizada através do verbo representar

Uma escritura, uma notacdo, um simbolo
representam um objeto matemdtico: um ndmero,
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uma funcdo, um vetor,... Do mesmo modo os
tracos e as figuras representam objetos
matemdticos: um segmento, um ponto, um
circulo... Isto quer dizer que os objetos
matematicos ndo devem ser jamais confundidos
com a representacdo que se faz dele. De fato,
toda confusdo acarreta, em mais ou menos longo
termo, uma perda de compreensdo e 0s
conhecimentos adquiridos tornam-se rapidamente
inutilizdveis ao longo de seu contexto de
aprendizagem: seja por ndo lembrar ou porque
permanecem como representacdes “inertes” que
ndo sugerem nenhum tratamento. A distin¢do
entre um objeto e sua representacio €, portanto,
um ponto estratégico para a compreensdo da
matemadtica (Duval, 1993)

Duval (2003) afirma que “ndo se deve jamais confundir um
objeto e a sua representacdo”. Desta maneira acredita que seja
fundamental se ater nessa diferenca e entdo procurar compreender como
os estudantes compreendem os objetos matemdticos e suas possiveis
respectivas  representacdes. O  conhecimento das  diferentes
representagdes ¢ ttil para que possam escolher qual a mais adequada
para resolucdo de problemas.

Além disto lembra também sobre o fato de que os
aprendizes frente a atividades em Matematica lidam somente com
representagdes semidticas dos objetos matematicos, contribuindo para
gerar a confusdo entre os objetos matemadticos e suas representagdes:

“Para os sujeitos, uma representacéio pode apenas
funcionar como representacdo, isto é, lhes dar
acesso ao objeto representado, quando duas
condigdes  forem  preenchidas: que eles
disponham ao menos de  dois sistemas
semidticos  diferentes para  produzir a
representacdo de um objeto, de uma situa¢do ou
de um processo e que eles possam converter
“espontaneamente” um sistema semidtico em
outro” (DUVAL, 1995 apud BRANDT, 2005, p
74..

A escolha de um registro de representacio depende,
segundo Duval (2003) da natureza do sistema semidtico, uma vez que

" DUVAL, R. Sémiésis et pensée humaine :registres sémiotiques et apprentissages
intellectuels. Suisse: Peter Lang, 1995.
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ela deva permitir a formacdo indentificivel de uma representacio, a
conversdo e o tratamento. Além de que a formacdo desta representacio
pode utilizar da lingua materna, desenhos, figuras ou férmulas com a
simbologia da prépria da ciéncia.

Em busca de compreender a confusao existente entre objeto
e representacdo Duval(2004) evoca duas operacdes cognitivas
exploradas por Duval. A primeira delas a “semidse” que significa
producio e a apreensio de uma representacdo. A segunda a “noésis” que
¢ a apreensdo conceitual do objeto. Acredita-se que as duas sdo
constituidas por atividades cognitivas diferentes, sendo possivel tanto
examind-las como relaciond-las entre si.

Dentre das trés atividades cognitivas ligadas a semidse,
Duval (2003) constata que somente duas sdo privilegiadas no ensino.
Sao elas a formaciao e o tratamento, deixando de lado a conversido de um
sistema de representacdo a outro ou a utilizacdo simultanea de vérios
registros de representacdo, como se isto fosse claro para a maior parte
dos alunos. Na verdade o que se tem observado é que os sujeitos
comumente nao reconhecem o mesmo objeto através de diferentes
sistemas semidticos de representagdo.

Porém chegar a um ponto onde possa se converter e tratar
as diversas representacdes ndo € algo tdo simples, na verdade um ponto
de bloqueio da aprendizagem, conforme Duval (1993) consiste na
incapacidade de fazer conversdes entre os diferentes registros de um
mesmo objeto.

Desta forma, a operagdo de conversao também dever ser
privilegiada visto que ela ndo ¢é nem trivial nem cognitivamente neutra
colocando tanto a questdo do papel da semidsis no funcionamento do
pensamento quanto o das condigdes de uma diferenciacdo entre
representante e representado. A complexidade da conversio de
representagdes s6 pode ser compreendida desde que os sistemas
semidticos sejam vistos por relacdo as representagdes ou, mais
exatamente ao par (conhecimento, representacao).

Pecebe-se entdo a importincia das operacdes de conversao
e tratatamento, entdo explorar-se-4 um pouco mais a seguir estes dois

3.1 - TRATAMENTO DE REGISTROS DE REPRESENTACAO
SEMIOTICA

Antes de discutir esta operacdo é importante lembrar que os
estudos de Duval apontam a importancia de se prever quando pretende-
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se elaborar uma seqiiéncia diddtica: a diversidade de sistemas de
representagdo, a utilizagdo e tradugdes mutuas de um no outro sistema
de representagfo; a andlise de desenvolvimento de conhecimentos e 0s
obsticulos encontrados nas aprendizagens fundamentais relativas ao
raciocinio. Este tltimo ja fora feito no capitulo anterior.
Brandt (2005) acredita que todo esse trabalho seja
fundamental devido a trés fendmenos:
a) da diversidade de registros de representacao
semidtica que pertencem a sistemas de
representacio muito distintos entre si e
como conseqiiéncia, possuem questdes
especificas de aprendizagem; b) da
diferenciagdo entre representante e
representado e também da diferenciagdo
entre forma e conteido de uma
representacdo semidtica; c¢) da coordenagdo
entre os diferentes registros de representacio
semidticas disponiveis(p.73).

Focando inicialmente na operacdo de tratamento, procura-
se em Duval (2003) o significado desta e encontra-se que ‘“os
tratamentos sdo transformacdes de representagdes dentro de um
mesmo sistema semidtico”. (p.16). Sendo assim aponta-se exemplo de
operagdes de tratamento, a resolucdo de uma expressdo numérica sem
mudar o registro de referéncia em que estio representados os nimeros,
ou ainda alteragdes na equacido de uma pardbola usando a técnica de
completar quadrados para encontrar suas coordenadas do vértice. Veja
abaixo.

a) Resolver a expressdo numérica 23 —3.44+9:3— 2
23-3.4+9:3-2° =

23-34+9:3-32=

23-12+3-32=

26—-44 =-18
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b)
f(x)=3x2+12x+11

F(x)=3(x2+4x)+11
Fx)=3[(x+2)2—4]+11
F)=3(x+22—-12+11
f(x)=3(x+2)2-1

=V =(=2,-1)

Nos exemplos anteriores conforme Moretti (2002)
ocorreram modifica¢des no interior do mesmo registro que pertence ao
sistema semidtico envolvendo um tnico registro de representacéo, o que
caracteriza a aplicacdo da operacdo de tratamento de registro de
representagdo semiotica.

Assim pode-se dizer que o ato de transformar uma
representagdo no interior do préprio registro em que estd formada de
acordo com as proprias regras, segundo Duval (2003), consiste o
fendmeno de tratamento de uma representagao.

Para atentar sobre a diferenca que existe entre o tratamento
e a conversdo apresenta-se um exemplo de conversio da seqiiéncia
diditica em que diante do registro algébrico de uma funcio
trigonométrica é possivel indicar a imagem e o periodo das fungdes seno
e cosseno de maneira simbdlica a partir da sua notagdo algébrica. Veja
no exemplo:

X Im:[_1?3]
y=1+4+2cos| - | &
2 P=4r

Figura 6: Fun¢do Trigonometrica: Imagem e Periodo

3.2 - Conversao de Registros de Representacao Semiética

Além do tratamento de registros, Duval (2003) indica
também outro tipo de operacdo cognitiva que acompanha o processo de
aprendizagem matemadtica intitulado por ele como conversio:
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“As conversdes sdo transformagdes de
representacdes que consistem em mudar de
registro conservando 0S mesmos objetos
denotados: por exemplo, passar da escrita
algébrica de uma equacdo a sua representacdo
gréfica”. (p.16)

Duval (2003) afirma que a conversdo € necessdria para a
compreensdo de um conceito e pode enfrentar o fendmeno de
congruéncia ou de ndo-congruéncia entre as representagdes de um
mesmo objeto que se originam de sistemas semidticos diferentes. Tendo
em vista este fato, a seguir sdo apresentados alguns exemplos de
conversdo, voltadas especificamente ao estudo da trigonometria e que
estardo presentes na seqiiéncia didatica:

a) Circulo Trigonométrico e Tabela de Senos e cossenos.

Neste caso faz-se a conversdo do registro geométrico
(circulo trigonométrico) para um registro algébrico organizado sobre
tabela de seno e cosseno.

. X cos(x) sen(x)

o 6 0,866 05

4 0,707 0,707

i T 3 05 0,866
/ 1 2 0 1

P i 2m/3 -0.5 0,866
ol / m -1 0

' 5r/4 0,707 -0,707
+—] 3m2 0 -1
1111/6 0,866 05
21 1 0

Figura 7: Conversao entre os valores de seno e
cosseno do circulo trigonométrico e uma tabela

b) Circulo Trigonométrico e grafico das fungdes seno e
cosseno.
Aqui o aluno devera fazer uma conversio do registro
geométrico (circulo trigonométrico) para um registro grafico, o qual
neste caso serd auxiliado pelos recursos do software GeoGebra.
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.24

Figura 8: Circulo trigonométrico e o grafico das fungdes seno e cosseno

¢) Utilizando a tabela de senos e cossenos elaborada a
partir do circulo trigonométrico o estudante, em algum momento, terd
uma atividade de conversdao. Nesta, ele tomard os valores como
coordenadas de pontos (X, sen(x)) ou (X, cos(x)) e representd-lo-as
graficamente para observar a forma das fungdes seno e cosseno.

d) Uma outra conversdo que serd feita pelos estudantes
durante a seqiiéncia diddtica € aquela que toma a forma algébrica de
uma fungdo seno e a representa graficamente, como pode ser visto na
ilustragdo abaixo.
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f(x) =1 + 2 cos(2 x)

Figura 9: Registro gréfico e algébrico da funcao

Tendo apresentado os exemplos, observe agora que em
todos hd mudanga de registro, pois cada uma das formas de
representagdo (escrita algébrica, representacdo grifica e geométrica)
possui regras préprias de transformacfo, internas ao sistema semidtico.
Entretanto, em cada um dos exemplos o objeto matematico € conservado
mesmo havendo a mudanca de registro.

Concordando com este fato, Moretti (2002) acrescenta que
o termo conversdo € associado por Duval com o ato de transformar um
objeto matemadtico representado em um sistema semidtico em outro
sistema semidtico, coordenando-os pelo sujeito que a faz. Lembra
também que € possivel manter parte, ou até mesmo, toda a representacdo
inicial. Duval (2003) alerta que a conversdo ndo € um processo simples
ou puramente conceitual, na verdade ele pode ser congruente ou nio
congruente.

Para Duval (2003) o ato de converter ndao se resume a
simples codificagdo. Na verdade ela exige uma apreensdo global e
qualitativa a qual ndo € possibilitada pela codificacdo. Brandt (2005)
atribui a esta habilidade algumas a¢des como, por exemplo, associar na
representagdo os coeficientes (positivos ou negativos, maior, menor ou
igual a 1) de uma fun¢do com os pontos de intersecdo com eixos ou com
a inclinacdo. Desta maneira ela acredita que ao se estabelecer estas
relacdes as varidveis cognitivas especificas do funcionamento de cada
um dos registros estdo sendo articuladas. Ou seja, consegue-se
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manipular ambos os registros de representacdo no que diz respeito as
unidades de significado.

3.2.1 Congruéncia semantica

Segundo Silva (2008) as variacdes de congruéncia e nio-
congruéncia sdo fendmenos que se manifestam mais intensamente nas
operagdes de conversao.

Duval (2003) afirma que esse fendmeno possa explicar os
sucessos ou os insucessos dos alunos frente a problemas que necessitem
mudangas de sistema semidtico de representacdo. Uma vez que os
alunos tém mais sucesso em problemas que envolvam conversdes
congruentes.

Ao se efetuar uma passagem de um registro de
representagdo (de partida) para outro de forma natural, isto é, a
representacdo do inicial € transparente a final, diz-se que na conversio
ocorreu o fendmeno de congruéncia. Porém quando o registro de partida
impde maior dificuldade de pensar ou visualizar a representacdo do
registro de chegada, diz-se, entdo, que na conversdo ocorreu um
fendmeno de ndo congruéncia.

O fendmeno de congruéncia ou ndo congruéncia é
explicada por Duval (2003) ao afirma que quando diante de dois
registros de representagdo em que houve uma conversio duas situagdes
podem ocorrer:

Ou a representagdo terminal transparece na
representacdo de saida e a conversdo estd
proxima de uma situagdo de simples codificagdo
— diz-se entdo que hd congruéncia —, ou ela ndo
transparece absolutamente e se dird que ocorre a
ndo-congruéncia. (p.19)

Duas representagoes semioticamente diferentes
representam, ao menos parcialmente, o mesmo conteido, quando
obedecem a trés critérios de congruéncia:

(1°) Possibilidade de uma correspondéncia “semantica”
entre os elementos significantes: A cada unidade significante simples
de uma das representacdes, se pode associar uma unidade significante
elementar. (2°) Univocidade seméintica terminal: a cada unidade
significante elementar da representacio de partida, corresponde uma
unica unidade significante elementar no registro de representacdo de
chegada. (3°) Organizagfo de unidades significantes: As organizacdes
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respectivas das unidades significantes das duas representagdes
comparadas, conduz a apreender as unidades em correspondéncia
semantica segundo a mesma ordem nas duas representagdes (desde que
tenham o mesmo nimero de dimensdes). (DUVAL, 2004, p.53)
Duval (1993) busca detalhar mais tal fato através de trés
condicdes necessdrias para que duas representacdes sejam congruentes:
a) correspondéncia semantica  entre unidades
significantes que as constituem;
b) mesma ordem possivel de apreensdo destas unidades
nas duas representacdes;
c) conversio de uma unidade significante da
representagcdo de partida a uma s6 unidade significante
na representacdo de chegada.

No ensino e aprendizagem da matemadtica, os fendmenos de
ndo congruéncia sdo mais comuns nas conversdes entre 0s registros que
os de congruéncia. Apesar das dificuldades encontradas, ¢é
imprescindivel que ocorram as conversdes nos dois sentidos, pois a
aprendizagem requer uma coordenacdo dos distintos registros de
representacdo que um dominio de conhecimento mobiliza, uma vez que:

“Na  matemdtica a  especificidade das
representacdes consiste em que elas sdo relativas
a um sistema particular de signos, a
linguagem, a escrita algébrica ou aos gréficos
cartesianos e elas podem ser convertidas em
representacdes equivalentes num outro sistema
semidtico, podendo  tomar  significacdes
diferentes pelo sujeito que as utiliza” (Brandt,
2005, apud Duval, 1995, pag 68).

A congruéncia ou ndo congruéncia entre dois registros de
representagdo pode tornar a atividade de conversdo mais ou menos
complexa. Além do mais, os registros de representacdo podem ser
congruentes num sentido e no o serem no sentido inverso. E o caso, por
exemplo, das funcdes: pode-se ter congruéncia na passagem da
linguagem algébrica para o grafico cartesiano e ndo ter congruéncia na
passagem inversa.

3.3 APRENDIZAGEM MATEMATICA SEGUNDO DUVAL
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Conforme visto um objeto matematico € acessivel somente
através de suas representacdes, porém, o objeto ndo pode ser confundido
com sua representacdo. Procurando compreender como se di a
apreensdo de um objeto matematico pelos sentidos humanos, §é
interessante observarmos a hipdtese de Duval onde a compreensado
(integral) de um conteddo conceitual repousa sobre a coordenacdo de ao
menos dois registros de representacdo e esta coordenacdo manifesta-se
pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de conversao.

Cada registro de representacdo utilizado para representar
um objeto deixard evidente alguma caracteristica ou propriedade do
objeto, as quais ndo estardo tdo evidentes em um outro registro. Como
diz Moretti (2002): “.. de um ponto de vista cognitivo uma
representacdo € parcial em relacdo aquilo que ela quer representar, de
um registro a outro ndo sdo os mesmos conteddos de uma situagdo que
sdo representados”. (p.347)

Tendo explorado a teoria que fundamenta a elaboracdo da
seqiiéncia didatica proposta nessa dissertacdo, passar-se-4 no préximo
capitulo a registrar o estudo feito em torno das TIC e a busca por um
software que fosse adequado a proposta de ensino aqui desejada.
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4 - INSERCAO DAS NOVAS TECNOLOGIAS DA
INFORMACAO E COMUNICACAO NO ENSINO

De acordo com Cotta (2002) a continua transformacio
tecnoldgica do mundo tem levado, cada vez mais, o computador para os
diferentes espacos e meios em que as pessoas exercem atividades.
Talvez assim o ambiente escolar também possa se tornar um lugar no
qual seu puablico tenha contato, manuseie e se aproprie de
conhecimentos utilizando ambientes gerados pelas novas tecnologias.
Surgem assim novos paradigmas educacionais que propdem mudancas
razodveis sobre este ponto de vista até mesmo nas aulas de matematica.
Sugerindo atividades e metodologias que possibilitam a construcdo e a
apropriacdo de conhecimentos por parte dos alunos.

Cotta (2002) afirma que se tem adotado a utilizagdo da
informdtica como alternativa a metodologia tradicional como um
recurso para a melhoria dos resultados do ensino da Matemadtica nas
escolas. Por outro lado, 0 mesmo autor lembra que é utdpica a idéia de
abandonar por completo a metodologia tradicional por outras baseadas
no uso de novas tecnologias de uma hora para outra, na verdade isto
pode vir a ocorrer de maneira lenta gradual afim de que os professores
se adaptem aos poucos a nova ferramenta e compreendam as novas
metodologias a serem adotadas. Talvez isso acontega assim uma vez que
a metodologia dita tradicional esteja impregnada na formacdo dos
professores e permeia grande parte da sua atuacdo em sala durante toda
sua carreira docente.

Segundo Gil & Menezes (2004) ao se falar dos novos
meios tecnolégicos comunicativos (MTC) tinha-se a impressdo de estar
se referenciando a um conjunto de materiais e/ou mdquinas que ao
serem aproveitadas no ensino podem promover maior motivacdo além
de ser um facilitador da aprendizagem pelos alunos.

Observa-se também assim que uma nova tecnologia passa a
pertencer ao rol de ferramentas disponiveis ao uso dos professores e
alunos criando esperangas e expectativas por ambas as classes. Isto pode
ser percebido quando a televisdo passou a ser oferecida como recurso
dudio-visual para complementacdo das informagdes na sala de aula. O
mesmo aconteceu com a introducdo dos computadores nas escolas,
porém o que se observou em seguida, em ambos os casos € que ndo
ocorreu uma

(..outilizacdo  sistemdtica,  organizada e
enriquecedora no processo de ensino e de
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aprendizagem. Na grande maioria dos casos
muitos professores entusiastas as
experimentaram mas depois parece ter ocorrido
algum desdnimo ou apatia que os fez retornar aos
meios tradicionais. (Gil & Menezes, 2004,
p.141)

Gravina e Santarosa (1998) lembram ainda que o processo
de apropriacio dos MTC no ensino procura se desvincular das
caracteristicas das prdticas que valorizam a transmissdo do
conhecimento e na capacidade de reproduzi-lo, sem que demonstrem um
verdadeiro entendimento.

Cotta (2002) concordando com ambos os pesquisadores
anteriores também percebeu que a adaptagdo e a introdugcdo de novas
metodologias que utilizam as novas ferramentas se fazem necessdrias.
Isto pelo fato de que a simples introdu¢do do computador nas escolas,
como ji ocorrera em muitas delas ndo € sindnimo de mudancga na
atuacdo docente.

Sendo assim analisando tais pesquisas observa-se que a
simples introducdo dos MTC no ambiente escolar provoca inicialmente
um entusiasmo, mas em pouco tempo os professores acabam voltando a
velha prética. Tal ocorréncia se deve ao fato, segundo Gil & Menezes
(2004), de que muitos dos materiais adotados ndo possuam em sua
génese preocupacdes educativas. De acordo com estes pesquisadores é
necessdrio criar aplicativos e metodologias com fins educacionais.

Assim em busca dessa mudanga surgiram nos ultimos anos
vérios softwares educacionais que possibilitam aos alunos o trabalho
com diversos conceitos da prépria Matemdtica sem a necessidade de
conhecimentos da linguagem de programacdo. Estes, sem divida, se
compdem possivelmente em um ambiente de aprendizagem, no qual é
possivel trabalhar com uma perspectiva que incorpora a producio e
re-elaborac¢do de conhecimentos relacionados a contetidos especificos da
Educagao Matematica.

Busca-se, por meio de tais ambientes informatizados,
permitir aos  sujeitos envolvidos assumir papéis menos passivos na
busca por novos conhecimentos com o saber matematico.

Gravina & Santarosa(1998) afirmam que nessa nova
situacdo o ensino de Matemadtica busca inserir o estudante em situagdes
semelhantes ao ‘fazer Matemdtica’: experimentar, interpretar,
visualizar, induzir, conjeturar, abstrair, generalizar e enfim demonstrar.
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Os alunos, nesse caso, podem agir de maneira diferente da
tradicional apresentagdo do conhecimento, baseada na transmissdo de
‘fatos’ ordenados, através de definicbes e propriedades. Assim eles
raramente se engajam em acdes que desafiem suas capacidades
cognitivas, sendo-lhes exigido no midximo a memorizacao e repeticdo, e
conseqiientemente ndo sdo autores do sentido dado ao conhecimento.

Gil & Menezes (2004) lembram que a idéia ndo se trata de
substituir meios que ja provaram serem capazes de promover o ensino
pelo uso de software educativo. Na verdade consiste em aproveitar o
melhor possivel as caracteristicas destes meios que podem se tornar num
dado momento mais adequado que outros meios mais “convencionais”.

Ao se comparar a pritica de ensino tradicional com a
pratica do profissional de pesquisa dessa drea do conhecimento fica
claro o quio inadequada é tal abordagem. O conhecimento dentro das
pesquisas em Matemadtica € elaborado a partir de muita investigacio e
exploracdo. A etapa final desse trabalho € a escrita formal e organizada
dos resultados obtidos.

Porém Cotta (2002) afirma que para chegar a tal mudanca
na pratica dos professores € preciso pensar inicialmente sobre as
transformacdes que a informdtica acarreta no processo ensino-
aprendizagem e conseqiientemente a reorganizacdo das estratégias
pertinentes ao uso dessa tecnologia. Assim, esta pesquisa enfatiza a
utilizacdo do ambiente dindmico e interativo na construgdo de
conhecimento, visando aplicacdes no campo da Educacdo Matematica.

Vilarreal (1999) destaca também a visualizagdo e a
possibilidade de experimentacdio que oS meios computacionais
permitem. Segundo essa pesquisadora, os conceitos centrais de Célculo
estdo presentes em muitas idéias intuitivas desenvolvidas desde a
infancia relacionadas com problemas de movimento, ou seja, seu estudo
poderia ser feito através de uma abordagem experimental. Mas também
¢ importante a visualizagdo para constru¢do de conceitos importantes,
como da prépria derivada. Assim, a experimentacéo e a visualizago sdo
fundamentais para o estudo desta drea do conhecimento, e é algo
possivel dentro dos ambientes computacionais.

Ainda ¢é destacada a importincia da utilizacdo dessas
ferramentas como uma forma de mediar e reorganizar “os processos de
criacdo, de busca e armazenamento de informacdo e o estabelecimento
de relagdes humanas”. O computador neste caso pode se tornar mais do
que uma ferramenta de auxilio na atividade, mas em uma ferramenta que
transforma essa atividade.
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Desta forma o computador ndo estd no foco do estudo, mas
¢ uma “‘janela” através da qual os estudantes poderao olhar as atividades
e a0 mesmo tempo serem mediados por esta ferramenta.

Somou-se a esse fato, a vontade pessoal de diferenciar as
aulas por meio de outras formas de lecionar conteidos de funcdes,
sendo o computador e os softwares de geometria dindmica entendidos
como meios pelos quais se podem impulsionar formas diferenciadas de
exercer a pratica docente.

Baseando-se nos preceitos de Duval para compreensdo de
um conceito em Matematica iniciou-se uma pesquisa por um aplicativo
que corroborava com esta teoria e que colaborasse para o ensino das
fungdes trigonométricas. Sendo assim, no préximo tdpico buscar-se-4
apresentar alguns dos tipos de softwares hoje disponiveis e suas
principais caracteristicas, além de procurar justificar a escolha dos
softwares de Geometria Dindmica e em particular o GeoGebra.

4.1 OS SOFTWARES PARA O ENSINO DE MATEMATICA

Inicialmente ¢é interessante trazer uma defini¢do para
software educativo, Gil & Menezes (2004) afirmam que dentre as
diversas defini¢cdes que se depararam todas possuiam algo em comum:

programas informdticos concebidos para a
finalidade (especifica) de serem utilizados como
meio didactico de forma a facilitarem o processo
de ensino e de aprendizagem. (p.142)

Cota (2002) concorda com esta definicdo ao afirma que
softwares educativos sdo programas que apéiam func¢des educativas.

Em busca de alcancar os objetivos pretendidos, Gil &
Menezes (2004) acreditam que o uso destes programas deve ser
condicionado as caracteristicas do software, adequando-o ao contexto e
integrando-o as outras atividades envolvidas no ensino. Conciliado a
utilizacdo do software educativo com o ambiente de aprendizagem de
acordo com alguns critérios:

® tipo do software (a escolha de um programa deve
ser de acordo com um dado objetivo uma vez que
outro aplicativo possibilitard diferentes situagdes
de contexto educativo);

e conciliar atividades que utilizem o computador
com outras sem a sua intervengao;
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e considerar a acdo do aluno como o elemento
central do ambiente de aprendizagem:;

e pensar como serd a intervencdo do professor;
deixar claro os objetivos que se pretende atingir.

Ao ler a opinido de De Campos (2008) sobre o uso das TIC
para o ensino de Matemadtica percebe-se que sua idéia é consonante a de
Cota (2002). Pois ele também acredita que o uso do computador possa
gerar beneficios ao ensino de Matemdtica desde que seja feita uma
selecdo de programas e metodologias adequadas a fim de tirar um
melhor proveito das TIC.

Como fora visto anteriormente, a utilizacdo destes novos
meios para o ensino da Matemadtica permite que o aluno aproveite um
ambiente onde se faz algo semelhante a pesquisa na drea de matemdtica,
onde

z

o conhecimento € construido a partir de muita
investigacdo e exploracdo, e a formalizagdo ¢
simplesmente o coroamento deste trabalho, que
culmina na escrita formal e organizada dos
resultados obtidos (Gravina & Santarosa, 1998,

p-2)

Aprofundando-se um pouco mais sobre como se podem
desenvolver as pesquisas em Matemadtica e comparando-a com o seu
ensino Cotta (2002) percebe que historicamente o desenvolvimento
dessa ciéncia partiu de acdes sobre objetos concretos, que se
generalizam em esquemas. J4 em uma etapa mais avancada do seu
desenvolvimento comegou a se dar a partir de agdes sobre objetos
abstratos que se generalizam em conceitos ou teoremas.

Esta “evolucdo” da ciéncia é comparada entdo com a
elaboragdo de conhecimentos matematicos pelas criangas, que em um
dado momento de suas vidas podem utilizar-se de palitos e organiza-los
de diferentes formas (tamanhos, espessuras, cores, texturas). Porém ao
contarem tais palitos se deparam com uma situagdo, a quantidade
independe da forma em que estdo dispostos. Através das acdes concretas
de ordenar e contar constrdi o conceito de nimero natural.

Um pesquisador de Matemadtica, em um estiagio avangado
de pensamento formal, também usa de objetos de investigacdo para
identificar particularidades ou regularidades que podem ser
generalizadas. Testando em seguida suas conjeturas em novos casos,
finalmente aventura-se na tentativa de demonstragao.
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Um das diferencas entre a forma de desenvolvimento de
um conceito por uma crianca € um matemadtico profissional consiste na
natureza dos objetos: de fisicos passam a abstratos. Gravina &
Santarosa(1998) créem nessa diferenciacio, mas reforcam o fato de que
ambos possuem uma ‘“‘concretude”, que é dada pela representacio
mental, figural ou simbdlica, a eles associada, e € sobre estes objetos
que sdo aplicadas as a¢cdes mentais.

Estd claro que Lira (2008) concorda com esta idéia ao
afirmar que no ensino de muitos conceitos em Matemadtica exista

“um grande abismo entre a maneira como as
idéias envolvidas em matemadtica avancada sio
construidas cognitivamente e apresentadas em
uma ordem dedutiva. Isto nos adverte que
simplesmente apresentar uma teoria matematica
como uma seqiiéncia de defini¢des, teoremas e
provas (....) pode mostrar a estrutura légica da
matemdtica, mas falha no objetivo de permitir o
funcionamento psicoldgico da mente humana em
desenvolvimento”. (Tall, 1991, apud Lira 2008)8.

Levando em consideragado a série de dificuldades que foram
apresentadas nos capitulos anteriores para compreensdo das funcdes
trigonométricas (seno e cosseno), parece que um curso deste tipo pode
ndo ser tdo légico e dedutivo para os alunos. Aquilo que parece, as
vezes, tdo claro e simples para os professores, e pode ser deduzido e
demonstrado de maneira 16gica, é algo muito mais complexo do que se
podia imaginar.

Alguns dos problemas neste caso envolvem a manipulacio
e utilizacdo de abstracdes para compreender o comportamento das
fungdes trigonométricas, como por exemplo, a associagdo dos pontos do
circulo trigonométrico com os pontos do plano cartesiano.

De acordo com Gravina & Santarosa(1998) no ensino de
Matemadtica, é fundamental a transicio da natureza dos objetos pelos
alunos nos quais eles aplicam as a¢des. O mundo que os cerca é cheio
de objetos concretos para iniciarem sua aprendizagem, de maneira mais
espontanea, nessa drea do conhecimento. Porém ao se defrontarem com
a necessidade de elaborar conceitos mais complexos e abstratos
necessitam da ‘“concretizacdo mental”, que nem sempre € simples,

$ TALL, David(Ed.), Advanced Mathematical T hinking. Kluwers Academic Publishers.
Netherlands. 1991.
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mesmo para o matemadtico profissional. Nesse nivel de aprendizagem
muito pouco tem cardter intuitivo e muitas vezes € preciso elaborar
conceitos que dependem muito da acdo mental por parte do aluno.

Os ambientes informatizados possuem potencial frente aos
obstaculos inerentes ao processo de aprendizagem. E a possibilidade de
"mudar os limites entre o concreto e o formal" (Papert, 1988 apud
Gravina & Santarosa,1998)°. Também pode-se pensar que o computador
permite

“( ... ) criar um novo tipo de objeto - os objetos
‘concreto-abstratos’. Concretos porque existem
na tela do computador e podem ser manipulados;
abstratos por se tratarem de realizacdes feitas a

partir de construgdes mentais.” (Hebenstreint
1987, apud Gravina & Santarosa,1998, p. 3)'0:

Caso exista a possibilidade de manipulacio de objetos
fisicos, Gravina & Santarosa(1998) mostram que a sua transposi¢ao para
ambientes informatizados apresenta algumas vantagens como por
exemplo o fato de poder realizar varios experimentos em pouco tempo,
diferentemente da manipulacdo concreta. Assim a a¢do pode favorecer
ainda mais o processo de investigacdo e abstragdo, com a conseqiiente
construgdo de conceitos e relagdes.

Porém em sua pesquisa Gravina & Santarosa(1998)
pereceberam que durante muito tempo um dos poucos ambientes
computacionais que permitiam que o aluno aprendesse da maneira até
aqui pensada foi aquele baseado na linguagem LOGO, onde o estudante
podia aprender fazendo algo, explorando e investigando. Enquanto que a
grande maioria das ferramentas disponiveis era do tipo “instrucio
programada por computador”’, os quais ainda hoje podem ser
encontradas, que apesar de poderem usufruir de

uma boa interface e explorar os recursos de
hipermidia (som, imagem, animag¢do, texto nao
linear) nada mais que oferecem aos estudantes a
leitura de defini¢des e propriedades e aplicagdo
destes em exercicios praticos (tipo tutorial) ou
testar e fixar ‘conhecimentos’ através da
realizacdo de exercicios protétipos e repetitivos,
que no maximo avancam em grau de dificuldade

° PAPERT, S. Logo: computadores e educagdo. Editora Brasiliense, 1988.
' HEBENSTREINT, J. Simulation e Pédagogie, une recontre du troiséme type.
Giv Sur Yvett: Ecole Superieure d’Eletricité, 1987.
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(tipo pratica de exercicios). (Gravina &
Santarosa,1998,p. 2)

Essas autoras lembram que tais recursos muitas vezes
acabam por atrair uma boa parte das classes docente e discente, porém
apenas o computador, como jd também fora afirmado por Cotta(2002),
ndo é garantia de mudanga. Uma vez que o visual atraente dos recursos
tecnoldgicos podem apenas colaborar com o modelo de escola que
privilegia a transmissao do conhecimento.

Gravina & Santarosa (1998) mostram que historicamente o
conhecimento matemadtico tem sua representacdo feita através de
sistemas estdticos, como pode-se perceber nos livros, ou em uma
cldssica aula de quadro e giz. Essas autoras créem que esta caracteristica
de estaticidade pode dificultar a compreensdo de um conceito, uma vez
que ele se resume, para muitos, em um conjunto de simbolos e palavras
ou desenho a ser memorizado.

Dessa maneira, ndo se surpreendem com o fato de que os
alunos ndo consigam aplicar aquele conceito, ou teorema, em uma
situacdo diferente das apresentadas pelo livro ou pelo professor.

Lira (2008) em sua pesquisa busca também justificar o uso
das TIC no ensino através dos chamados objetos digitais de
aprendizagem. Procurando por uma definicdo para eles encontra-se o
Learning Technology Standards Committee (LTSC) que acredita ser
qualquer entidade, digital ou ndo-digital, que pode ser utilizado e re-
utilizado, ou até mesmo referenciado e que apdie a aprendizagem
amparada por uma tecnologia. Ele cita alguns exemplos de
aprendizagem apoiada como os ambientes de aprendizagem interativa,
sistemas de instrucio inteligentes computacionais e os ambientes de
aprendizagem a distancia.

Quanto aos objetos de aprendizagem o LTSC(2005)
apontam alguns como os recursos multimidias, aqueles com contetido
instrucional, os softwares instrucionais, recursos de alguns softwares ou
até mesmo pessoas, organizacdes, ou eventos que sdo referenciados
durante a aprendizagem apoiada por tecnologia.

Sendo assim Lira(2008) acredita que um estudo com
elementos geométricos pode ser feito utilizando-se material concreto a
partir de diversos materiais, porém as abstracdes necessdrias, passando a
um nivel mais complexo, seriam apenas empiricas sendo limitadas pela
textura, peso e maleabilidade do material utilizado. Enquanto que no
computador
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(...) as abstracdes sobre objetos representados na
tela sdo, a0 menos, pseudo-empiricas, pois atuam
sobre representacdes dos objetos. Os objetos
digitais permitem verificar facilmente as
antecipacdes referentes aos conceitos em foco,
se elas estdo corretas bem como o retorno caso
ndo estejam, ou seja, existe mais facilidade para a
construgdo do pensamento operatério. O sujeito
faz hipéteses sobre a configuracdo espacial das
figuras geométricas e tem a possibilidade de
verificar rapidamente a hipdtese criada.
(Lira,2008, p. 58)

Percebe-se que sua idéia estd de acordo com o fato de a tela
do computador ser um facilitador da abstracdo para o estudante. Lira
(2008) reforca esta idéia ao citar a pesquisa de Fagundes (1986)"
baseada na utilizagdo da linguagem LOGO. Nesta pesquisa a
pesquisadora observa que ao utilizar tais objetos de aprendizagem a
elaboragdo do conhecimento estd baseada na ac¢do de representar aquele
objeto.

Em busca de elaborar uma seqiiéncia diddtica que
possibilite ao aluno ter contato com o “fazer matematica” e que também
possa manipular estes objetos abstratos que muitas vezes sdo Vistos
através de representacdes estdticas pesquisou-se sobre os diferentes tipos
de aplicativos oferecidos pelas TIC, as quais sdo apresentadas adiante.

Tal pesquisa € justificada por Cotta (2002) ao afirmar que
para alcangar resultados positivos com o uso das TIC no ensino da
Matemadtica € necessdrio observar de antemdo o tipo de software que se
pretende utilizar. Uma vez que a selecdo de qual software é o mais
adequado depende da forma como este se insere nas praticas de ensino,
das dificuldades dos alunos identificadas pelo professor e por uma
andlise das situagdes realizadas com alunos para os quais o
software & destinado. E o professor quem vai propor o uso de
ferramentas informatizadas capazes de criar as situa¢des favordveis a
aprendizagem dos conceitos e a superacdo das dificuldades dos
alunos.

Sendo assim a partir das leituras e pesquisas feitas, e
observando o referencial tedrico percebeu-se que o mais interessante

" FAGUNDES, Léa da Cruz. Psicogénese das Condutas Cognitivas da Crianga
em Interagao com o Mundo do Computador. Tese de Doutorado. Universidade
de S3o Paulo. 1986. Sdo Paulo.
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seria buscar um software que unisse caracteristicas dos softwares
algébricos e de geometria dindmica. Sendo assim encontrou-se o
software GeoGebra, que mais adiante serd explicado de maneira mais
detalhada.

Nos proximos tépicos vamos observar o que sdo estes
softwares algébricos simbdlicos e de geometria dinAmica.

4.1.1 Os Softwares de Computacao Algébrica e Simbdélica (CAS)

De acordo Kozakevich (2009) um sistema de computacio
algébrica e simbdlica CAS (Computer Algebra System) é um software
capaz de manipular simbolicamente expressdes matemadticas e realizar
calculos numéricos. A tarefa, em geral considerada tediosa ou dificil, de
manipulacio e remanejamento algébrico sobre equacdes ¢é feita
automaticamente por estes softwares. E importante frisar que o
tratamento simbodlico sobre expressdes Matemadticas feitas por um CAS
€ muito superior quando comparado com uma calculadora. Cada um dos
diferentes sistemas deste tipo tem suas proprias especificidades e
capacidades, embora o principal prop6sito seja 0 mesmo: a manipulacio
simbdlica. Outras ferramentas computacionais como geracdo de
gréficos, programacio sdo disponibilizados por tais aplicativos. Entre os
softwares mais populares sio mencionados por Kozakevich (2009):
Maxima, Maple, Mathematica, Matlab e MathCAD.

Eles podem ser utilizados para simplificar fungdes
racionais, fatorar polindmios, achar solu¢des de equacdes, integrar e
diferenciar em forma simboélica e até plotar graficos de fungdes. Um
exemplo da grande capacidade de realizar cdlculos extensos e tediosos é
apontado por Kozakevich (2009) ao mostrar que a fungao

nz )c2+yz+z2

Jy2+ 22
\/x2+y2+Z2

sin

f=

E solucdo da seguinte equagio diferencial
o* + o* + o* +n? i fl+ i
ax* ) L ay?ox? | | 9z%0x2 ox?

68



Pensando na teoria de registros de representacdo semidtica
de Duval, no caso dos CAS, o usudrio apenas pode utilizar dos seus
recursos dando entrada através de expressoes algébricas. As devidas
transformagdes em outras expressdes, ou no caso em graficos que € um
dos interesses da presente pesquisa, sdo apresentados como resultado
final. Desta maneira a conversdo se d4 através do software em um
sentido s6. Uma vez que ndo é possivel manipular graficos ou desenhos
e observar as conseqiientes mudancgas que hd nas suas representacdes
algébricas.

4.1.2 Os Softwares de Geometria Dinamica (DGS)

Pesquisando um pouco mais se encontra um outro recurso
das TIC que sdo os chamados Softwares de Geometria Dindmica (DGS)
que antes fora citado rapidamente. Esses ambientes de aprendizagem
permitem que instincias fisicas assumam um cardter dindmico. O que
pode influir sobre os processos cognitivos de acordo com Gravina &
Santarosa(1998), em particular com respeito as chamadas concretizacdes
mentais.

Nesse ambiente informdtico os objetos matemdaticos passam
a ter representacdes mutdveis, diferente dos tradicionais ambientes
"lapis e papel" ou "giz e quadro-negro". Tal dinamismo € permitido
através da manipulacido direta sobre os objetos presentes na tela do
computador. Por exemplo: em geometria os elementos de um desenho
sdo manipuldveis (o centro e o raio de uma circunferéncia, a reta e os
pontos pelos quais ela fora definida); no estudo de funcdes de primeiro
grau as suas respectivas representacdes grificas sdo objetos
manipuldveis permitindo descrever a relacdo de
crescimento/decrescimento entre os coeficientes e suas respectivas
representagdes algébricas.

Como exemplo destes, Gravina & Santarosa (1998) citam o
CabirGeométre e o Sketchpad os quais foram desenvolvidos
especificamente para se fazer construcdes em Geometria. As
construgdes podem ser feitas utilizando-se ‘“régua e compasso
eletronicos”, oferecendo também uma interface de menus de construcio
em linguagem cldssica da Geometria. O usudrio faz seus desenhos a
partir de propriedades geométricas que definem os objetos. Arrastando-
se os elementos que os compdem, estes se transformam, mantendo as
relacbes geométricas que caracterizam a situacdo. Logo para um
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conceito é possivel se associar diversos desenhos que se movimentam
sem perder as propriedades em estudo.

Dessa maneira o estudante pode agir em um contexto
abstrato sobre objetos matemdticos, porém com o suporte da
representacdo na tela do computador. Além de que, Gravina & Santarosa
(1998) afirmam que a diversidade de desenhos favorece a concretizagdo
mental, “ndo existindo mais as situagdes prototipicas responsaveis pelo
entendimento inadequado”.

Segundo Kokol-Voljc(2007) o DGS € um tipo de programa
para fazer “geometria dindmica”, que do ponto de vista diddtico € uma
ferramenta bastante apropriada para o desenvolvimento de conceitos
geométricos, em particular, conceitos de Geometria Euclidiana. Suas
principais caracteristicas sdo:

¢ um modelo dindmico diferente da estaticidade do
tradicional ambiente 14pis e papel (quadro e giz),

e possui uma opg¢do de gravar uma seqiiéncia de
comandos na forma de um “novo comando’;

e possibilita a visualizacdo do movimento do objeto
matematico.

O uso dos DGS foi alvo de diversas pesquisas ao longo da
ultima década focadas no seu uso e nas mudangas promovidas no ensino
e aprendizagem de geometria, dentre estas Kokol-Voljc(2007) cita
Hoyles & Jones (1998)"%, Kokol-Voljc (1999)"* e Laborde (2003)"*
dando suporte ao uso positivo destes aplicativos.

Pode-se trazer dois DGS para exemplificar, um deles € o
Geometer’s Sketchpad (http:/www.dynamicgeometry.com) e o Cabri
Geometry, que j4 oferece uma versao tridimensional — Cabri3D.

Cruz (2006) acrescenta que este é um tipo de ambiente
computacional que permite aos alunos construirem figuras, realizarem
investigacdes sobre  propriedades e conceitos matemadticos,
manipulando o objeto e seus elementos dinamicamente na tela do
computador, além de identificarem especialmente as caracteristicas das
figuras geométricas.

ZHOYLES C. & JONES K. Proof in dynamic geometry contexts. In: Perspectives on the
Teaching of Geometry for the 21st century — An ICMI, C. Mammana & Villani (eds.) (cap. 4,
secdo II, p. 121-128), Kluwer Academic Publisher, 1998.

13 KOKOL-VOLIC, V. Ndynamische Geometrie-Software und mathematische
Begriffsbildung. In: Neubrand, Michael (ur.) 1999.

'* LABORDE C. The design of curiculum with technology: lessons from projects based on
dynamic geometry enviroments. Artigo, Came Symposium, Reims, 2003.
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Estes aplicativos permitem trabalhar com a geometria de
maneira interativa, onde o usudrio pode explorar movimentando e
manipulando de acordo com sua prépria vontade a figura construida.
Desta maneira, muitos usudrios podem se sentir livres e estimulados a
explorar a representacdo geométrica de um elemento Matemadtico ali
representado, “ndo como uma colecdo de regras formais prontas
e acabadas em si mesmas, mas como uma ciéncia dinidmica e
passivel de manipulacido”(Cruz, 2003).

Porém neste caso, a maioria dos software faz manipula¢io
Unica sobre o desenho, ou seja hd apenas tratamento de registros
semidticos, enquanto a conversdo € algo raro neste tipo de software.

Ao considerar os CAS e os DGS chegou-se a conclusdo que
um software ideal para proposta de ensino deste trabalho precisaria unir
caracteristicas destes dois sistemas. Pesquisando por algo assim
encontrou-se 0 GeoGebra, o qual serd apresentado no tépico seguinte.

4.2 - Geogebra

Pensando sobre algumas das consideracdes feitas neste
capitulo Markus Hohenwarter cria o GeoGebra durante suas pesquisas
ao longo do seu mestrado. Ele é um software gratuito de matemética
dindmica que retine recursos de geometria, dlgebra e célculo. Segundo
seu criador, muitas pesquisas demonstram os beneficios da introducdo
das tecnologias da informacdo e comunicagdo (TIC) para a
aprendizagem de matemdtica, porém o processo de sua introdug@o nas
salas de aula é um processo lento. E necessirio mais do que o
fornecimento destas novas tecnologias para as escolas e seus
professores, € preciso que sejam feitas experi€ncias substanciais com o
uso destas ferramentas.

O Geogebra é um software livre opensource que pode ser
utilizado inteiramente pela internet. Markus Hohenwarter em 2002 o
apresentou como tema da sua dissertacdo de mestrado na universidade
de Salzburg, Austria. Sua idéia ao desenvolvé-lo era unir as facilidades
dos softwares de geometria dindmica (DGS) e o poder e os recursos dos
softwares computacionais algébricos (CAS), ou seja, juntar as principais
caracteristicas de outros pacotes que tratam de geometria, cdlculo e
dlgebra separadamente, veja na figura.
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Figura 10: Janela algébrica e geométrica do GeoGebra

No mesmo ano da conclusio de seu mestrado o GeoGebra
foi publicado na internet e rapidamente varios professores da Austria e
Alemanha o usaram e imediatamente entraram em contato com
Hohenwarter para compartilhar da empolgacdo que sentiam ao utiliza-lo
em sala de aula.

Naquele ano de 2002 seu criador recebeu em Roneby,
Suécia, o prémio da European Academic Software Award. Inspirado
pelas experiéncias relatadas, ele sente-se encorajado a continuar o
desenvolvimento do GeoGebra entdo conclui seu Phd abordando
aplicagcdes pedagdgicas do seu software nas escolas Austriacas. Em
2006 Hohenwarter se torna professor visitante da Florida Atlantic
University (FAU) e inicia seu trabalho com treinamento de professores
em um projeto da National Science Foundation’s Math and Science
Partnership.

Ap6s sua publicagdo na internet, o criador da ferramenta foi
convidado por universidades Européias e Norte-Americanas a participar
de conferéncias acadé€micas para dar palestras e oferecer workshops no
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GeoGebra. Assim muitos pesquisadores interessados passaram a utilizar
o Geogebra em seus projetos e indicd-lo no suplemento de seus livros
textos.

Com a ajuda de voluntérios, o GeoGebra atualmente j estd
traduzido em 35 linguas diferentes. Segundo Hohenwearter (2007) o
www.geogebra.org recebe 300 mil visitas mensalmente de 188 paises
diferentes e estima que mais de 100 mil professores ao redor do mundo
o utilizam.

Segundo seu criador ele (www.geogebra.org) € um
software que estd rapidamente ganhando popularidade pelo mundo,
principalmente pela Europa e América do Norte.

A manutencdo de sua popularidade ndo poderia ser
sustentada por uma unica pessoa, assim Hohenwarter estabeleceu o
férum online dos usudrios de Geogebra
(http://www.geogebra.org/forum/viewforum.php?f=19) e também um
local para guardar materiais livres e sugestdes de uso do software,
batizado como GeoGebraWiki
(http://www.geogebra.org/en/wiki/index.php/Main_Page).

Devido ao grande nimero de possibilidades que o software
permite, ji se pode observar que algumas universidades o estdo
inserindo em seus programas de formagao de professores.

De acordo com Hohenwarter(2007) antecipadamente ao
sucesso da sua criagdo demonstrou-se que os pacotes de softwares nao
comerciais potencialmente impactavam sobre o ensino/aprendizagem da
matematica, seus professores e suas aulas.

Esse sucesso € ainda mais ampliado devido ao seu auto-
suporte oferecido através do forum de usudrios além da biblioteca online
com materiais de ensino interativo utilizando o préprio software.

Hoje ja traduzido para diversas linguas, ele € um aplicativo
JAVA que pode ser baixado gratuitamente ou rodar diretamente pela
internet através do seu “WebStart” independente de sistema operacional,
podendo rodar até mesmo virtualmente, podendo ser usado sem limites
de licencas comerciais. Neste casso basta acessar o site
http://www.geogebra.org e clicar em “web start”.

Ao conhecer o GeoGebra muitos se perguntam como uma
ferramenta desta € gratuita. Preiner (2008) trds uma provavel resposta a
esta questdo apresentada em um artigo dos préprios desenvolvedores:

“GeoGebra é um software livre porque eu
acredito que a educagdo deveria ser gratuita. Esta
filosofia ajuda a convencer professores a tentar

73



usar esta ferramenta em suas aulas, mesmo que
nunca tenha antes utilizado das TIC como
recurso. Além disso faz com que alguns deles
traduziram o software para outras linguas,
disponiblizam seus préprios materiais na internet
(...) e respondem a perguntas dos usudrios do
férum (...) — de graca, é claro” (Edwards e Jones
2006 apud Preiner, 2008, , pag. 36)"

Uma outra importante vantagem desse aplicativo € a
possibilidade de se criar ambientes de aprendizagem interativos e poder
salva-los como pdginas da internet, possibilitando ambientes
experimentais que podem ser compartilhados por professores e
estudante através do GeoGebraWiki.

A utilizagdo desse tipo de software nas atividades de ensino
permite que novos métodos sejam introduzidos. Muitos tépicos podem
ser explorados de maneira diferente da forma tradicional. Em particular
destaca-se a simultaneidade da presenca do registro grafico e do
algébrico que esta ferramenta permite manipular, possibilitando uma
melhor visualizacio de diversos conceitos pelo estudante. Assim
professores e alunos deixam de se preocupar apenas com as técnicas
podendo também observar mais o significados envolvido nos diversos
conceitos, além de sua conversio em diferentes registros de
representagdo semiotica.

Porém € importante lembrar que para sua utilizacdo €
necessdrio formular propostas de seqiiéncias didaticas, as quais podem
ser encontradas em discussdo em cursos de especializagdo, como
oferecido pela PUC-SP em um curso de extensdo denominado
Matemdtica Dindmica'. Segundo a pdgina de divulgacdo o curso tem
como objetivo desenvolver habilidades para ensinar contetidos de
Geometria e Algebra incorporando novos recursos tecnolégicos, no caso
do presente curso o software adotado também é o GeoGebra, por ser
opensource e de livre acesso.

'3 Edwards,J.-A.andJones,K..Linkinggeometryand algebrawithGeoGebra.
MathematicsTeaching,194:28—30, 2006

' Matemdtica Dindmica é um curso de extensdo oferecido pela Faculdade de
Matemdtica, Fisica e Tecnologia da PUC-SP na modalidade online. A proposta do curso
é permitir que os professores tenham contato com estratégias de ensino e aprendizagem
com o uso de programas computacionais especificos e também a teorias e pesquisas que
ddo suporte a essas estratégias e servem de base para a prética docente. As inscri¢oes e
informacgdes do curso foram extraidas da pagina:
http://cogeae.pucsp.br/curso.php?cod=280509&uni=D&tip=RE&le=E&ID=6
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Preiner (2008) afirma que se por um lado o Geogebra
permite visualizar conceitos matematicos tdo bem quanto a criagdo de
um material instrucional, por outro ele permite elaborar atividades
centradas na aprendizagem ativa através da experimentacio, exploraciao
assim como a descoberta de um conceito matematico.

4.2.1 Design do Geogebra

Normalmente hd dois tipos de softwares educacionais
matemadticos concentrados em dois campos diferentes — geometria e
dlgebra. Por um lado hi os DGS que permite o usudrio criar e
dinamicamente modificar constru¢des Euclidianas. Propriedades
geométricas e relacdes entre objetos usadas dentro de uma construcio
sdo mantidas de acordo com as manipulacdes feitas entre os objetos.
Alguns destes programas mesmo que providos das caracteristicas
algébricas aparecendo as equacgdes das linhas e cOnicas, raramente o
usudrio pode modificar diretamente sobre estas equacdes.

J4 os CAS que especializam-se na performance sobre
algebra, geometria analitica e cdlculo. Usando as equagdes dos objetos
geométricos, um CAS pode decidir sobre a posicdo relativa entre eles, e
apresentar suas representacdes graficas. Muitos destes sistemas permite
esta representacao a partir de equagdes explicitas e implicitas, porém em
geral as representacdes geométricas nao podem ser diretamente
modificadas pelos usudrios.

Preiner (2008) aponta o GeoGebra como uma tentativa para
aproveitar as caracteristicas destes dois tipos de softwares, oferecendo as
duas formas de representacao de um objeto: os componentes numéricos
algébricos sdo apresentados através de coordenadas, de equagdes
explicitas, implicitas ou a sua forma paramétrica, enquanto que mostra-
se os componentes geométricos correspondentes a solucao.

No GeoGebra ambas representacbes podem ser
modificadas pelo wusudrio. De uma forma pode-se modificar a
representacdo geométrica manipulando-a diretamente com o mouse,
concomitantemente a representacio algébrica € transformada
dinamicamente. J4 de outra maneira, a representacdo algébrica pode ser
alterada usando-se o teclado, assim automaticamente o software
automaticamente ajusta a representagdo geométrica.

Por um lado, o GeoGebra possui todas as ferramentas
tradicionais de um software de geometria dindmica: pontos, segmentos,
retas e secdes conicas. Por outro lado, equagdes e coordenadas podem
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ser inseridas diretamente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didética
de apresentar, a0 mesmo tempo, duas representacdes diferentes de um
mesmo objeto que interagem entre si: sua representacdo geométrica e
sua representacgdo algébrica.

Segundo Sangwin (2007) o GeoGebra foi desenvolvido
focando o uso nas escolas secunddrias, e no nivel superior para
demonstragdes, leitura e exploracéo entre funcdes e respectivos graficos.

Um recurso diferente deste software € a possibilidade de
gravar a construcio feita pelo usudrio e depois ver todos os passos feitos
por ele. Tal recurso proporcionard uma andlise a partir de todas as
construcdes feitas pelos alunos. Sendo que € possivel observar cada um
dos passos da sua construcao, ndo somente o seu fim.

Considerando todo o estudo feito ao longo dessa
dissertag¢do passa-se para fase final que € a elaboragdo, experimentacdo e
andlise da seqiiéncia didatica proposta que segue no préximo capitulo.
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5 -PROPOSTA DE OFICINA PARA O ESTUDO DE FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

Continuando o trabalho neste capitulo apresentar-se-d a
proposta de seqiiéncia diddtica a qual foi elaborada a partir de uma
andlise bibliografica especifica para formar a fundamentacio tedrica a
qual foi feita nos capitulos anteriores. Tudo isto para solidificar os
objetivos do trabalho.

Serd apresentada a seqiiéncia didética e as condigdes de
experimentacdo: o perfil dos sujeitos da pesquisa, o numero de
encontros e outros elementos. Além disso, serd apresentada uma pré-
andlise e uma pds-andlise em torno das atividades propostas e aplicadas
além da conclusdo do trabalho.

5.1 PANAROMA GERAL DA SEQUENCIA DIDATICA

A proposta de seqiiéncia didatica procura proporcionar aos
alunos condicdes de compreender e aprofundar o entendimento das
funcdes reais seno e cosseno.

Os encontros foram feitos em horarios extra, uma vez que o
curso tinha formato de oficina extra-curricular. As atividades foram
feitas em dupla, com registros feitos pela dupla nas fichas e no software
GeoGebra.

Foram cinco encontros que iniciavam por volta de 12h e
terminavam as 13h e 20min. Tal hordrio fora proposto por se tratar de
um entre-turno, muitos alunos passam o dia todo na escola e ficam no
hordrio do almoco na escola, outros vem apenas para aulas da tarde ou
da manhd. Entdo este hordrio ja é bastante comum para oficinas extra-
curriculares no IFSC ou horérios de atendimentos pois atende os alunos
dos dois turnos. Em todas as aulas os estudantes tiveram como material
de trabalho as fichas de atividades, ldpis, caneta, o software GeoGebra e
um computador para cada equipe. Antes de iniciar a atividade de cada
dia era feita uma breve discussdo entre o professor e os alunos a fim de
verificar as estratégias tomadas para solucionar as atividades do dia
anterior. Ao todo foram cinco encontros.

O aplicador da seqiiéncia € o préprio professor pesquisador
que também € professor da turma.

5.1.2 Os sujeitos participantes

77



Os sujeitos que participaram da oficina sdo nove alunos da
5% fase do curso técnico integrado ao ensino médio de eletronica do
IFSC campus Floriandpolis. Eram cinco meninos e quatro meninas com
idades entre 16 e 18 anos Todos eles ja haviam estudado o conteddo da
oficina na 2% fase do curso e o estavam aplicando agora nesta fase no
estudo da disciplina de Eletricidade.

A seguir hd um quadro do roteiro geral de atividades e dos
respectivos assuntos contemplados:
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Encontro

Assunto

Tipo de Atividade

Objetivo

Duracao

1-a

Fungdes
Trigonométricas

Pré Avaliacao

Verificar a compreensdo e
quantos os alunos lembram dos
estudos anteriores em torno do

assunto.

30 min

1-b

Fungdes

Atividades no Geogebra

Revisar alguns conceitos
envolvendo o contetddo de
fungdes: Definicdo, Dominio,
Imagem, Periodo. Compreender
os comandos do GeoGebra a
partir do estudo das fungdes de
primeiro e segundo grau.

50min

Circulo
Trigonométrico

Conversio de Angulos Para graus e
Radianos. Construcao de um circulo
Trigonométrico. Determinacdo de
Seno e Cosseno de vdrios angulos.

Compreensdo do circulo
trigonométrico, da medida de
arcos em graus e radianos.

1h
20min
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Func¢do Seno e
Cosseno -
Dominio e Periodo

Construcdo de um gréfico ponto a

seus periodos, dominios e imagens.

ponto das funcdes y=sen(x) e
y=cos(x). Comparando com estas
funcdes. Verificar relagdo entre o

pardmetro a, b e m das fungdes
y=a+bsen(mx) e y=a+bcos(mx) e

Compreensdo do periodo,
dominio e da imagem das
funcdes reais seno e cosseno.

1h
20min

Func¢do Seno e
Cosseno - Imagem

Verificar relacdio entre o parametro a,

Comparando com estas funcdes.

b e m das fun¢des y=a+bsen(mx) e
y=a+bcos(mx) e seus periodos,
dominios e imagens.

Compreensdo do periodo,
dominio e da imagem das
funcdes reais seno e cosseno.

1h
20min

Pés-Avaliagao

Comparando com estas funcdes.
Verificar relacéio entre o parametro a,
b e m das fun¢des y=a+bsen(mx) e
y=a+bcos(mx) e seus periodos,
dominios e imagens

Verificacdo da compreensio do
assunto abordado na oficina e
quanto cada aluno aprofundou

seus conhecimentos

1h
20min
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5.2 ANALISE PRELIMINAR DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

A seqiiéncia aplicada acompanhada da andlise a pré-
elminar serd apresentada neste momento. Essa examinacdo é feita a
partir da teoria de registros de representacdo semidtica de Duval e das
possiveis dificuldades que os alunos possam encontrar e que foram
levantadas no capitulo sobre obsticulos do ensino das fungdes
trigonométricas.

E notdvel que se buscou em todos os encontros mobilizar
simultaneamente ou alternadamente varios registros de representacdo
semidtica como prediz a teoria de Duval. Logo pode-se dizer que foi
dado grande importincia as mudangas (tratamentos e conversdes) de
registros afim de promover o ensino e a aprendizagem das funcdes
trigonométricas seno e cosseno.

5.2.1 Encontro 1 — Pré-Avaliacao e Estudo do GeoGebra

No primeiro momento far-se-4 uma avaliacdo inicial onde
se buscara verificar o conhecimento dos alunos em relagdo as fungdes
trigonométricas.

Nesta como se pode ver no anexo 1 hd questdes com estudo
de graficos (identificando dominio, imagem, periodo) assim como sua
construgdo e identificagdo  dos mesmos elementos a partir da
representagdo algébrica das referidas funcdes.

Observando minuciosamente, percebe-se que a primeira
questdo desta, como se v€ no Anexo 1, pede para representar
graficamente as funcdes dadas algebricamente. Neste caso, segundo a
teoria de registros de representacdo semidtica, ha conversées do registro
algébrico para o registro grafico. Também na mesma questdo solicita-se
para determinar o dominio, o periodo e a imagem das funcdes. Desta
forma o aluno podera fazer de duas maneiras:

e A primeira delas é a mesma forma que ele devera
resolver a questdo 2, s6 observando a expressio
algébrica determinar estas caracteristicas;

e A segunda forma seria determind-las a partir do
esbogo do gréfico.

E interessante notar que na questio trés e quatro sdo
questdes semelhantes as duas primeiras, porém hd uma conversdo de



registros no sentido oposto, atendendo aos preceitos de Duval quanto a
apreensdo de um objeto Matematico.

Finalizada a pré-avaliacio nesse mesmo encontro se
oportunizard o primeiro contato com o ambiente do GeoGebra na
oficina, onde os estudantes terdo a possibilidade de conhecer suas
ferramentas e como utiliza-las. Para isso serd utilizada a ficha B que esté
no anexo 1 e outras atividades que serdo propostas no quadro. Nesse
momento serdo tratado de maneira dialogada os conceitos de fungao,
dominio, imagem, contra-dominio e periodo.

Tal retomada de conteido é de fundamental importancia.
Uma vez que uma das dificuldades que os alunos apresentam para
compreender este assunto € o fato de ndo recordarem muitas desses
conceitos como foi visto no capitulo sobre os obstdculos para o ensino
das funcdes trigonométricas

Para isto far-se-a um estudo em torno das fungdes de 1° e 2°
grau, onde se analisard dominio, imagem, pontos de interseccio a partir
de um grifico dado e também através da sua representacdo algébrica.
Portanto o aluno fard conversdes dos registros algébricos para gréficos e
simbdlicos, graficos para simbélicos e algébricos, simbdlicos para
algébricos e graficos, da mesma maneira que se procurou verificar na
pré-avaliacdo. Também serd dado o conceito de periodicidade através da
andlise gréfica de algumas funcdes esbogadas no quadro.

5.2.2 Encontro 2 — Circulo Trigonométrico

O segundo encontro consiste na idéia de Brousseau vista no
capitulo sobre obstdculos. Ela consiste em iniciar o estudo das fung¢des
trigonométricas através da descontrucdo da crenca que os alunos
possuem de que as relacdes trigonométricas servem apenas para
solucionar problemas envolvendo tridingulos retangulos. Acredita-se que
ao definir e construir o circulo trigonométrico no ambiente 14pis e papel
e em seguida no GeoGebra, possa-se ampliar a visdo dos alunos para
esse tema, ao observarem de onde vem as fungdes periddicas.

Assim como se pode ver na primeira ficha da 2* aula que
consta no anexo 2, primeiramente se explorard o conceito do circulo
trigonométrico no ambiente 14pis e papel. No final desta ficha ha uma
proposta de discussdo em torno da afirmacao:

O ponto P tem coordenadas (cos o, sen a.).

Tal discussd@o tem como objetivo auxiliar os alunos a

perceberem a conversdo de registro do ponto P inicialmente
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representado graficamente sobre o circulo trigonométrico para um
registro algébrico que indica suas coordenadas.

Na segunda ficha desta mesma aula passa-se para o
ambiente informatizado com uso do GeoGebra para constru¢do de um
circulo trigonométrico dindmico. Como se pode observar na ficha h4
uma série de instrucdes afim de auxiliar o estudante nessa construcao.

Da mesma forma que serd feito no ambiente lapis e papel,
buscar-se-4 fazer com que o aluno compreenda que o ponto P
pertencente ao circulo trigonométrico tem coordenadas (cos a, sen o),
sendo o a medida do arco. Ou seja, procurar-se-a fazer com que o aluno
faca novamente uma conversdo do registro grafico para a linguagem
natural, j4 que se pede para ele transcrever sua compreensao quanto as
coordenadas do ponto P.

Ainda na mesma ficha, pede-se para que o aluno preencha
uma tabela que indica arcos com medidas em radianos e seus
respectivos seno e cosseno utilizando o circulo trigonométrico do
GeoGebra. Aqui haverd uma manipulacio, que no ambiente ldpis e
papel € impossivel de ser feita, do circulo trigonométrico afim de se
descobrir o valor de seno e cosseno dados diversas medidas de arcos.
Tal manipulacdo promovera algumas mudancgas de registros veja a
seguir

Arco em Indicacdo na tabela do valor
Radianos do seno e cosseno do arco
correspondente

A 4

Reposicionamento do

raio de acordo com a Verificagio das
medida do arco .| coordenadas do ponto
>
P

Figura 12: Mudancas de registro no circulo trigonométrico

A medida de angulo e suas devidas conversdes para graus e
radianos, como fora apresentado anteriormente é uma das dificuldades
para o estudo das funcdes trigonométricas por esse motivo se dedicou
esta tabela com medidas em radianos enquanto que o software indica a
medida do arco em graus.
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Ainda neste encontro os estudantes terdo a oportunidade de
construir um grafico ponto a ponto dos pontos de coordenadas
representadas na tabela. Com isto eles poderdo observar a forma que o
grifico tem (sendide e cossendide). Mas como fora visto no capitulo
sobre as dificuldades do ensino deste assunto, a constru¢do de um
grafico ponto a ponto ndo é suficiente para o aluno compreender a
dependéncia que existe entre a medida do arco em radianos indicado
sobre o circulo trigonométrico, o valor do seno (ou cosseno) e o formato
do grafico desta fung¢do.

Para “driblar” entdo este obsticulo, propde-se fazer algo no
GeoGebra que também seria impossivel no ambiente ldpis e papel. Criar
um ponto A de coordenadas medida do arco & e y do ponto P do
circulo trigonométrico, ou seja, valor do seno do respectivo arco. E
entdo pede-se para movimentar o ponto P sobre o circulo trigonomérico.

Neste caso o aluno poderd observar através do registro
algébrico na aba de objetos do GeoGebra que o ponto P tem as
coordenadas x e y dadas em funcdo da medida do arco sobre o circulo
trigonométrico, assim primeiramente hd uma conversio de registros do
gréfico para o algébrico.

Além disto ele poderd observar que o ponto A se
movimenta sobre o plano cartesiano, passando sobre todos aqueles
pontos ja marcado por ele anteriormente. Ou seja em um tnico
movimento o aluno estd coordenando trés registros da funcfo
trigonométrica: circulo trigonométrico, a medida numérica do arco e do
respectivo seno e cosseno, € a representacdo grafica desta fungdo.
Talvez assim possa-se extrapolar a dificuldade de perceber a
dependéncia existente entre medida do arco, valor do seno e cosseno e o
formato do gréfico.

5.2.3 Encontro 3 e 4 — Funcées Trigonométricas e suas principais
caracteristicas

Estes dois encontros foram preparados para se estudar o
periodo, a imagem e o dominio (aqui chamado caracteristicas) das

fungdes do tipo y = a+bsen(mx)e y=a+bcos(mx). Neste caso

os alunos serdo incentivados a observar as transformagdes que ocorrem
entre os coeficientes a, b e m destas fungdes, o formato dos gréficos e
suas respectivas caracteristicas. Ou seja, haverd nessas aulas uma
manipulacio de vdrios registros de representacdo desse objeto
Matematico.
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Como se pode observar nas fichas dos anexos 3 e 4 os
alunos analisardo gréificos destas fungdes e registrardo simbolicamente
suas respectivas imagens. Também construirdo graficos a partir de suas
representagcdes algébricas e perceberdo qual sua imagem. Utilizando o
modo de arrasto sobre o grafico, poderdo perceber as devidas alteracdes
que ha sobre o registro algébrico dessas fungdes, assim como o registro
simbdlico de sua imagem.

E importante lembrar que foram deixadas duas aulas para
este estudo afim de se respeitar o ritmo de cada grupo, acredita-se que
alguns levardo mais tempo para resolver algumas das tarefas, deixando-
se assim uma aula extra para terminarem tudo e na ultima todos juntos
fazerem a pds avalia¢@o cuja andlise segue abaixo.

5.2.4 Encontro 5 — Pés-Avaliacao

Nessa pds avaliagdo, a qual pode ser lida no anexo 7,
buscou-se avaliar a contribuicio da oficina para uma melhor
compreensdo do aluno quanto as fungdes trigonométricas. Para isto
elaborou-se uma avaliagdo bastante semelhante a pré-avaliacdo, afim de
observar a evolu¢io do aluno com esta oficina. E importante frisar que
as fichas de cada aula também servirdo de apoio para observar tal
evolucdo.

Desta maneira quanta a andlise da pds-avaliacdo pode-se
repetir a feita na pré-avaliacdo, onde buscou-se articular diferentes
registros de representacdo semidtica das fungdes reais trigonométricas
Seno e cosseno.

5.3 Pés-analise das atividades propostas

A partir de agora serd descrito o processo de aplicacdo da
oficina de funcdes trigonométricas. Pretende-se analisar os resultados
coletados, especialmente, durante a o trabalho realizado junto a turma de
alunos de 5% fase do curso técnico integrado ao ensino médio de
eletronica do IFSC campus Floriandpolis. Tal andlise serd baseada tanto
pelos principais avancos quanto pelos entraves encontrados com o
desenvolvimento das atividades.

A escola referida estd localizada na regido central da
cidade e envolve um publico bastante variado de alunos, oriundos de
diferentes partes da cidade, tanto do centro quanto da periferia da
cidade.
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Seu cendrio é um pouco diferente da maioria das outras
escolas publicas: professores com boa qualificacdo, com carga hordria
determinada para planejamentos e atendimento a alunos, o ingresso dos
alunos € feito através de um teste de selecdo que. No semestre 2010-1 o
curso de eletrdnica que esta turma cursa teve um indice de 15 candidatos
por vaga. Sua estrutura fisica, possui uma grande diversidade de
laboratérios ligado ao curso e outros como de informatica, fisica,
quimica e biologia, matemética e outros.

O contato com a escola se deu de maneira direta, uma vez
que, o autor dessa dissertacdo € professor da referida instituicdo. A
proposta de oficina e seus objetivos foi apresentada junta a reunido do
grupo da Matemdtica e levada a chefe de Departamento. Ambos a
apoiaram, uma vez que estava se implantando a idéia de oferecer cursos
extra-curriculares de Matemdtica avancada e bdsica para os alunos da
institui¢do. Em todos eles a procura é grande, superando as expectativas
do grupo.

A proposta de oficina fora oferecida a esta turma de alunos
pelo proprio professor de Matematica, que € o autor dessa dissertagdo.
Ela foi apresentada como parte da dissertacio de mestrado onde os
objetivos e a metodologia de desenvolvimento das atividades foram
deixados desde o primeiro contato. Dos doze alunos da turma, nove se
prontificaram de imediato a participarem da mesma, os outros alegaram
que ja possuiam atividades marcadas para o hordrio em aconteceria a
oficina.

A aplicacdo da oficina totalizou, como previsto, cinco
encontros realizados durante uma unica semana, todos os dias
comecando as 12h e terminando as 13h e 20 min. Esse grupo era
formado por nove alunos adolescentes, com idade média de dezesseis
anos.

A andlise dos resultados serd feita a partir de cada
atividade, destacando as dificuldades encontradas, os avangos e as
contribui¢des verificadas com o seu desenvolvimento.

5.3.1 Primeiro dia — Pré-Avaliacao e apresentacio do GeoGebra

Os alunos compareceram ao primeiro encontro
entusiasmados e ansiosos para conhecerem o software que iriam utilizar.
Um pouco deste entusiasmo pareceu diminuir quando viram que a
primeira atividade a ser desenvolvida era uma pré-avaliacdo, talvez por
a encararem como uma prova. Mas mudaram logo de idéia a partir do
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momento em que fora dito que esta pré-avaliacdo serviria apenas para
saber o quanto eles lembravam de fungdes trigonométricas e depois
perceber se a oficina contribui para uma melhor compreensido delas.

Sendo assim se iniciard a andlise de cada uma das questdes
da pré-avaliacdo. Na primeira questdo que consistia em converter o
registro algébrico das funcdes para seus registros graficos, trés alunos a
deixaram em branco. Outros quatro apenas desenharam no maximo dois
grificos mostrando apenas o formato da curva, sem destacar pontos de
médximo ou minimo, periodo, imagem e dominio. Outros dois também
desenharam no maximo dois graficos e indicaram de maneira
incompleta, ou errdnea, suas caracteristicas. A figura abaixo é um
exemplo desta incompletude, e a partir dela ainda é importante lembrar
o fato de que todos que desenharam o grafico apenas esbocaram um
ciclo dele, ou seja, um s6 periodo.

a) y = sen(x)

o

b 7/,« c) y= 2COS(X)

d) y = —cos(2x)
b) ¥ =4+ sen(x)

h Flguréivi3: Questdo 1 da Pré-Avaliacio

Na segunda questio em que a partir do registro algébrico da
funcdo o participante deveria identificar todas as caracteristicas das
fungdes todos os alunos a deixaram em branco ou responderam que nao
eram capazes de resolvé-la.

Na terceira questdo onde o estudante deveria a partir do
registro grifico de uma funcdo identificar as suas caracteristicas
constata-se que trés alunos a deixaram em branco, quatro acertaram
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apenas a imagem, um acertou a imagem e o dominio e um acertou a
imagem e o periodo.

Na ultima questdo em que pedia-se para esbocar um grafico
com todas as caracteristicas informadas simbolicamente observa-se que
quatro pessoas a deixaram em branco, um deles desenhou algo parecido
com uma pardbola que nio atendia a nenhuma das caracteristicas
solicitadas e quatro desenharam um grafico de uma fungéo peridédica em
que o dominio e a imagem estavam de acordo com o solicitado.

Assim concluiu-se que a turma naquele momento nio
lembrava mais do assunto fungdes trigonométricas, apesar deles mesmo
afirmarem que estavam utilizando na disciplina de eletricidade. Um
deles até gritou na hora que viu os grificos — “Um fasor!”. Assim, de
acordo com a teoria de Duval, os envolvidos neste estudo ainda nao
compreenderam o objeto Matemdtico por completo, uma vez que
reconhecem alguns de seus registros, mas possuem grande dificuldade
na passagem de um para outro registro, acabando por confundir a
prépria representaciio com o objeto matematico.

Apoés a entrega de todas as pré-avaliacdes, foi feita uma
explanagdo apresentando inicialmente um retorno da atividade feita,
mostrando-lhes as respostas e discutindo o que haviam pensado.

Em seguida de posse da ficha que segue no anexo 2,
iniciou-se a revisdo de alguns conceitos considerados importantes para
um melhor entendimento do assunto da oficina: Dominio, Imagem,
Periodo de fungdes, definicdo de fungdo. Também se retomou o assunto
fungdes de primeiro grau e seu coeficiente angular e linear com apoio do
GeoGebra. Os estudantes entenderam rapidamente os comandos e logo
estavam respondendo as perguntas desta ficha. Quanto as resposta pode-
se dizer que na pergunta c, das quatro equipes formadas, trés equipes
responderam corretamente informando que o grafico era uma reta e que
o coeficiente a alterava a inclinacio desta reta, que ele era chamado de
coeficiente angular da reta. Uma dupla apenas escreveu que era sempre
uma reta e ndo percebeu a relagdo entre este coeficiente e a inclinacio
da reta.

J4 na pergunta d) que se referia ao parimetro b daquela
funcdo as mesmas trés equipes afirmaram ser o coeficiente linear, o qual
faz um “deslocamento linear” no grafico, indicando o ponto de corte no
eixo y. A mesma equipe que ndo havia percebido a relacdo do
coeficiente a e a inclinagdo da reta, ndo percebera a relacdo entre o
pardmetro b, o deslocamento linear e a coordenada de ponto de corte do
eixo y.
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Na terceira pergunta que tinha por objetivo compreender a
fungdo arraste do GeoGebra, todas as equipes conseguiram completa-la
com éxito. E notdvel a facilidade que compreenderam os comandos e
construgdes do GeoGebra, neste exercicio especifico eles marcaram um
ponto A sobre o eixo x que possuia ordenada (y) fixa igual a zero. Ou

wover )
! » Arraste um ojeto selecionado (Esc)

) Objetos Livres x
O cy=4er3
S0 d:y-0.06% -x+4
23 Obietos Dependentes
@ A=(15.88,0)
i-G B=(8,0)
-G F=(1588,3.88)
-G P=(15.38,252.04)
123 Objetos Auiares

=6 /6] s

@ Enrava: | 2 ~la ~ | Camando ¥

seja, este ponto A poderia ser transladado para direita e para esquerda
sobre este eixo, alterando somente o valor da abscissa.

Figura 14: Parabola dindmica no GeoGebra - Funcao Arraste

Desta maneira eles construiram um segundo ponto B que
possuia sempre a mesma abscissa de A e a ordenada era resultado do
valor numérico de um polindmio de 2° grau dado o valor da abscissa do
ponto A. Ao mexer o ponto A sobre o eixo X, este ponto B percorria
uma trajetéria no formato de uma pardbola, os quais os estudantes
puderam comparar esta trajetéria com o grafico das mesmas fungdes ao
inseri-las algebricamente e pedir para tragar o respectivo grafico.

Este é um exercicio interessante, pois o aluno pode
manipular diretamente a representacdo grifica de um ponto, algo
impossivel no ambiente ldpis e papel, observar as transformagdes
instantaneamente no registro algébrico tanto do ponto que percorre a
trajetéria parabdlica quanto do ponto A. Na figura 14 € possivel
observar uma das constru¢cdes do aluno. Facilmente responderam as
perguntas solicitadas.

Todos ficaram um tanto empolgados com a facilidade de
uso do software € com 0s seus recursos.
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5.3.2 Segundo dia — Circulo Trigonométrico e o Grafico

Como foi visto no capitulo sobre as dificuldades de ensino
deste assunto, um dos problemas encontrados € quanto a compreensao
de alguns elementos importantes que envolvem o estudo do circulo
trigonométrico e a conversdo das coordenadas de seus pontos para o
gréfico e vice-versa. O primeiro deles consiste na orientacdo do angulo e
a medida do arco em radianos. Entdo antes de comecar a preencher as
fichas foi relembrado de maneira dialégica no quadro branco essas
questdes iniciais. Os alunos ndo apresentaram dificuldade em relembrar
e auxiliar os colegas a tirar algumas ddvidas sobre esta representaciao
das funcdes trigonométricas.

Apds esta discussdo foi entregue a primeira ficha do
segundo encontro, que segue no anexo 3. Ela consistiu numa atividade
em que o participante deveria compreender a interpretacdo matemdtica
que pode ser feita sobre os pontos sobre o circulo trigonométrico. Desta
maneira, como solicitado, todos os alunos fizeram o desenho de um raio
até o ponto P marcado, e calcularam as suas coordenadas. Em todos os
casos, utilizaram a escala para marcar 0,5 para abscissa do ponto P. J4
para determinar a ordenada deste ponto trés equipes usaram do teorema
de Pitdgoras, como mostra a digitalizacdo da ficha de um grupo na
figura 14. Enquanto que uma dnica dupla utilizou a relacio tangente de
60°, que mediram utilizando um transferidor.

Em seguida fora dada a ficha B deste dia que consta no
Anexo 2, onde os alunos tiveram a tarefa de construir um circulo
trigonométrico dindmico no GeoGebra. L4 estavam todas as orientacdes
necessdrias para esta construcdo. Todas as equipes as seguiram e
concluiram o circulo trigonométrico facilmente.
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Figura 15: Cicuid Trigonométrico - Segundo Encontrov

e @

Arquivo  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
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I2) Chjetos Livres
(23 Ohjetos Dependentes
@ A=(0,0)

@ B =(0.5,0.87)
~@a=1
- ey =1
s o =160.02°

B

~ia

| Comando .. ~
| ||

) Entrada: Hz

Figura 16: Circulo Trigonométrico no GeoGebra



Na figura 16 ha um circulo trigonométrico onde se pode
observar o registro grafico dindmico do mesmo com a mensura¢ido do
arco em graus. Na aba a esquerda todos os registros algébricos e
simbdlicos dos objetos presentes ali. Assim desta maneira o aluno pode
coordenar diferentes representagdes semidticas de um mesmo elemento
matemadtico: no circulo trigonométrico (representacdo algébrica e
gréfica), as coordenadas do ponto B (algebricamente e graficamente), o
valor de seno e cosseno do arco representado (simbolicamente,
algebricamente e graficamente).

Esse software possibilitou que os alunos movimentassem o
ponto B dinamicamente, podendo observar os valores de seno e cosseno
alterando a medida que se move o ponto B sobre o circulo, ou ainda
inserir algebricamente uma medida de arco desejada para descobrir os
valores de seno e cosseno deste. Algo que no ambiente 14pis e papel,
como na ficha 1 dessa mesma aula, era impossivel de se fazer.

Os estudantes ficaram admirados da facilidade foi construir
este circulo e como € interessante observar toda a transformacdo de uma
maneira dindmica, olhando para o registro grifico e o algébrico e as
mudancas que ocorre em cada um ao mesmo tempo.

Quanto as perguntas da ficha 2 da 2* aula, pode-se dizer
que todos os alunos preencheram a tabela trigonométrica corretamente,
da mesma forma que todos também responderam que a abscissa do
ponto P € o cosseno do arco marcado, assim como a sua ordenada é o
seno do mesmo arco.

Quanto a constru¢do do grifico ponto a ponto viu-se nos
arquivos salvos no GeoGebra de cada equipe que ocorreu de maneira
simples e que observaram facilmente o formato do grifico que se
pretendia chegar. Onde o valor do seno ou cosseno era dado em funcio
do arco. E possivel observar esta construcdo na figura 17 onde estd a
construgdo de uma das equipes.

Quanto as respostas da pergunta 8 quanto a trajetéria do
ponto A(a,”’x de P”) ao girar o ponto P no circulo trigonométrico pode-
se destacar a resposta de uma equipe: “Ele passard por todos os pontos
formados por (a,cos o) formando uma cossendide”. Duas equipes
responderam algo semelhante, enquanto que duas equipes cometeram
um pequeno equivoco ao afirmar que formard uma sendide.

Acredita-se que tal confusdo é dada devido a disciplina de
eletricidade onde todas as curvas com este formato sio chamadas de
sendides. Uma das equipes escreveu ainda que assumia o formato de um
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fasor, evidenciando assim a comparacdo que eles fazem com a disciplina

de eletricidade.

Atquivo Editar Exbir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

]2l [[elo) (4]

3 Objetos Livies
5 A=(0,0)
5 B=(0.52,05)
9 €=(0.79,071)
5 D=(1.05,087)
3 E=(157,1)
9 F=(2.09,0.87)
-0 G=(236,0.71) a,
9 H=(2.62,05)

2 1=(m,0)

9 K=(3.93,-0.71) o

~ @ J=(3.67,-05) =632

Deslocar Eixos
Arraste a drea de trabalha ou 05 eixas (Shift + Arraste)

E

2 L=(4.19,-0.87) g 0
I M=(aT71,-1)

2 N- (576, 0.5
2 0=(55,0.71)
9 P=(524,-087) o8
9 Q=(628,0)

® Entrada;

(m)(=]26/28> (=] EE

2 ~la v | coma

Figura 17: Circulo Trigonométrico

Sendo assim para responder a pergunta 8 hd a coordenagdo
de vdrios registros de representacdo da fun¢io y=cos(x):

coordenada algébrica de cada um dos pontos,

a representacdo sobre o circulo trigonométrico,

a representacdo grafica do caminho percorrido
pelo ponto de coordenada A(a,”x de P”)

a representacdo grafica inserida através de
comando algébrico da fun¢do y=cos(X).

a representacdo algébrica inserida através de
comando algébrico da fun¢do y=cos(x).

Na pergunta 9 obteve-se o mesmo tipo de resposta da
pergunta 8, porém referindo-se a funcdo seno, da mesma forma que
existe uma coordenacdo de diferentes registros de representacdo
semidtica envolvido.

Na questdo 10 todos estudantes fizeram o esbogo dos
graficos corretamente. Na figura 18 hd um exemplo de um esboco de
gréfico feito por uma das equipes. Apenas uma das equipes ndo fez nos
gréficos a indica¢@o dos valores maximos e minimos.
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Figura 18: Esboc¢o do Grafico das Funcdes Seno e Cosseno
5.3.3 Terceiro e Quarto dia — Funcio Real seno e cosseno

Como fora planejado, trés equipes precisaram do terceiro e
quarto encontro para fechar todas as atividades e apenas uma terminou
tudo no terceiro dia. Apesar de terem sido dispensados do quarto
encontro esta dupla veio nesse dia para auxiliar os colegas a terminar
aquilo que faltava concluir.

As fichas preparadas para estes dois encontros, como fora
dito anteriormente, tinham por objetivo aprofundar a compreensio
quanto as caracteristicas (dominio, periodo e imagem) das funcdes reais
Seno e cosseno.

Como o estudo proposto nas duas fichas sdo bastante
semelhantes, pretende-se fazer uma andlise simultdnea dos resultados
registrados nas duas fichas.

Quanto as respostas dadas pelas equipes na pergunta 1 da
primeira ficha deste dia (Anexo 3) pode-se dizer que quanto ao formato
do grifico as equipes disseram que ele tem formato de uma “sendide”.
Tal resposta ja fora comentada anteriormente, acredita-se que hd uma
grande influéncia da disciplina de eletricidade.

Na mesma ficha, ainda na pergunta 1 notou-se que quanto
ao dominio e a imagem da funcdo seno, todos responderam
corretamente o dominio ( conjunto dos reais) e a imagem da funcdo trés
equipes responderam corretamente — [-1,1]. Uma equipe indicou como
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imagem da func¢éo seno [-1,0]. Em relacdo ao periodo desta fun¢éo, duas
equipes responderam 6,28, uma respondeu 277 e uma respondeu 6.

E interessante notar que para responder estas perguntas as
equipes precisaram observar o objeto Matemdtico representado em
diferentes registros na tela do computador e responder no papel as
caracteristicas solicitadas. Como por exemplo, para o periodo e imagem,
eles observavam na representacdo grafica os pontos que indicavam isto e
procuravam descobrir os valores através da representacio algébrica dos
objetos presente na aba esquerda do GeoGebra. Todo estes registros
pode ser observado na figura 17.

A mesma coordenacdo de registros foi necessdria para
responder aos itens 1.5, 1.6 e 1.7 da primeira ficha el1.2, 1.3 e 1.4 da
segunda ficha (Anexo 6).

Nesse caso para melhor compreender modificacio
provocada pelas alteracdes dos coeficientes a, b e ¢ das funcdes da
forma y=a+bsen(cx) e y=a+bcos(cx) utilizou-se o recurso de criar
parametros (a, b e ¢) do GeoGebra gerando fun¢des genéricas com estes
parametros. Desta maneira o aluno ao alterar o pardmetro b, arrastando
apenas o seu cursor, coordenava ao mesmo tempo a representagdo
grifica de maneira dindmica observando a transformacdo sobre a
amplitude de onda, além de alterar dinamicamente também a
representacdo algébrica da mesma curva presente na aba esquerda.

Ao alterar o parAmetro a eles faziam a mesma coordenagdo
de registros, porém observavam o deslocamento linear do gréfico. E da
mesma forma ao modificar o pardmetro c, podiam coordenar estes
registros e observar a mudanga dindmica no periodo da funcio.

Desta maneira analisando as respostas do item 1.5 da ficha
1 viu-se que todas as equipes indicaram as imagens das fungdes
corretamente. Porém uma equipe deixou em branco o questionamento c,
e as outras trés equipes indicaram que a imagem era proporcional ao
coeficiente b. Da mesma maneira que todas as equipes marcaram
corretamente a imagem das fungdes cosseno do item 1.2 da ficha 2.

Quanto a questdo 1.6, referente ainda a imagem da funcdo,
todas as equipes responderam corretamente aos itens a, b e c. No item d
que perguntava quanto a imagem das func¢des da forma y=a+sen(x)
obteve-se as seguintes respostas:

* [-La]
e [a+l,a-1]
e Ja-l,a+1]
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Sendo assim pode-se dizer que trés equipes conseguiram
criar um esquema genérico para determinar a imagem a partir do
registro algébrico destas funcdes. Apesar da primeira equipe indicar de
maneira incorreta este esquema, ela acertou, assim como todas as outras
trés, as imagens das fungdes solicitadas no item e. Inclusive da funcdo
y=a+bsen(x), onde todas as equipes indicaram Im=[a-b,a+b].

Na letra ¢ do exercicio 1.2 da segunda ficha que perguntava
que tipo de alteracdo provocava o pardmetro b, vale destacar a seguinte
resposta:

“As imagens se tornam o préprio valor que foi multiplicado
por cos(x)”.

Acredita-se que assim como as outras equipes, eles
compreenderam que as func¢des do tipo y=bcos(x), terdo como imagem
[-b,b], pois como esta equipe falou, a imagem ‘“‘se torna o valor que se
multiplicou”.

Ainda no item 1.3 da segunda ficha todas as equipes
concluiram que a imagem das funcdes da forma y=a+bcos(x) tem
imagem:

Im(f)=[a—b,a+b]

J4 no exercicio 1.7 da primeira ficha e 1.4 da segunda ficha,
que exploravam o periodo dessas fungdes, todas as equipes afirmaram
no que tais funcdes sdo periddicas. Também indicaram corretamente o
periodo de cada uma das funcdes nestes exercicio.

Na pergunta c do 1.7, obteve-se as seguintes respostas:

e  “O periodo é metade do valor multiplicado”

13 Z 4 2” 2
e “O periodo serd —

c
e “O periodo foi divido por tal nimero”
e “Diminui de acordo com o numero que foi
multiplicado”
Assim no item d, trés equipes indicaram como periodo da

T
fungdo y=sen(kx), ke R*, P:T, e uma uUnica deixou indicado

27.X . Da mesma maneira fora indicada no item d do exercicio 1.4 da
segunda ficha, por todos, que o periodo das fungdes y=cos(kx), ke R*,

L 2z
tem periodo igual a P=7 .
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E por tltimo todas as equipes indicaram que o dominio
dessas fung¢des € o conjunto dos niimeros Reais.

Assim percebeu-se entdo que as equipes obtiveram sucesso
quanto a compreensio das caracteristicas das funcdes reais seno.

5.3.4 Quinto dia — Pés-Avaliacao

Comparando a ficha da Pés-Avaliagdo (Anexo 7) com a de
pré-avaliacdo (Anexo 1) percebe-se que os quatro primeiros exercicios
sdo idénticos, envolvendo as mesmas passagens de registros de
representagdo semidtica. Isto para poder realmente comparar o aluno
com ele mesmo, antes e depois da participacio da oficina.

Sendo assim no primeiro exercicio ji foi notdvel a
diferenca quanto a compreensdo dessas fungdes. Todos os alunos
esbocaram grificos, antes a maioria os deixou em branco. Analisando
mais afundo, percebe-se que um dos alunos que teve problema de
freqiiéncia, ndo teve éxito na indicacdo das caracteristicas das fungdes,
apesar de saber o formato dos graficos. O seu companheiro de trabalho
ao longo da oficina também apresentou dificuldades para indicar a
imagem daquelas fungdes. Enquanto todos os outros estudantes
acertaram por inteiro a questdo, indicando tanto a imagem como o
periodo corretamente assim como seus graficos.

Ja na questdo 2 que pedia apenas para indicar o periodo e a
imagem das funcdes indicadas algebricamente de forma direta, ou seja,
fazendo a conversdo da fungdo indicada algebricamente para suas
caracteristicas na forma simbdlica observou-se que os mesmo dois
alunos possuiram grandes dificuldades para resolvé-la, indicando
incorretamente todas as respostas. E da mesma forma que na anterior,
todos os outros 7 alunos acertaram por completo esta questdo.

Na quest@o 3 onde a partir do registro grafico de um funcao
periddica o aluno precisava indicar algebricamente a sua imagem e
periodo verificou-se que todos alunos acertaram a imagem da fungéo e
apenas um deles cometeu um equivoco ao indicar o seu periodo.

Na dltima questdo em que a partir das caracteristicas dadas
de uma fun¢do periddica pedia-se para desenhar seu grafico, percebe-se
que o mais dificil para os alunos foi acertar o seu periodo, ji que o
periodo era 6,28 e o dominio de [-6,4]. Como neste intervalo ndo cabia
uma quantidade exata de periodos, cinco alunos acabaram deixando de
lado essa informac@o e desenharam graficos como os indicados na figura
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Figura 19: Grafico da Funcao

J4 os outros quatro conseguiram fazer este grifico que
atendesse a todas as caracteristicas solicitadas. Um grafico interessante
foi construido por uma aluna, que é de uma onda periddica, mas devido
aos tragos horizontais ndo poderia ser considerado uma fungdo. Este
pode ser visto na figura 20. Acredita-se novamente que tal formado de
onda seja influencia das disciplinas do curso de eletronica.

-2,%6

c

e
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Figura 20: Grafico da Funcao 2

A questdo 5, que era a questdo que vinha além da pré-
avaliacdo feita, consistia em uma avalia¢do da oficina sobre o olhar dos
participantes. Primeiramente o item 5.1 perguntava se os alunos
achavam que agora estavam melhor compreendendo as fungdes
trigonométricas seno e cosseno. Todos os nove alunos responderam que
sim.
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No item 5.2 o qual questionava quanto ao uso do
computador no ensino de Matematica todos os alunos escreveram que
sim e justificaram usando as seguintes expressoes:

¢  “hd maior dinamicidade”

e “agiliza e facilita a compreensdo”

e “facilita o entendimento de grificos (...) mais
prético e dindmico”

e “fica dindmico e de facil compreensdo”
“entender de outra maneira (...) despertar mais
interesse”

e  “este programa(...) da resultados visiveis”

Ou seja, todos os alunos gostaram de ter participado da
oficina com o uso do software e notam que esta ferramenta pode auxilid-
los na compreensdo de contetidos.

J4 na pergunta 5.3 quanto a necessidade de oferecer
oficinas extra-curriculares de Matemadtica no IFSC mais uma vez todos
responderam que sim, dentre os assuntos solicitados surgiram: Anélise
combinatéria, Estatistica, Derivadas e Integrais, Conteidos dos
vestibulares e Matemdtica Financeira.

Esta resposta ¢ interessante uma vez que pela primeira vez,
depois de alguns anos, ofereceu-se trés oficinas ditas de Matemdtica
Avancada — Matemdtica Financeira, Oficina de Demonstragdes e
Problemas Olimpicos e esta de Trigonometria. Todas foram oferecidas
para todos alunos do IFSC e a procura foi altissima, logo as turmas
foram fechadas. O nimero de inscri¢do foi tdo alto, que daria para
formar quatro ou cinco turmas. Tal dado foi levado até a direcdo de
campus, e acredita-se que serd dado continuidade ao projeto das oficinas
extra-curriculares.
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6 —- CONSIDERA COES FINAIS

Na oficina realizada algumas coisas ficaram claras, as quais
podem ser bons indicativos para realiza¢do de outras, ou até mesmo
criagdo de novas.

Primeiramente ficou evidente a aplicacio de uma
ferramenta computacional deve ser aliada a uma metodologia proposta;
uma vez que a ferramenta por si s6, ndo garante a eficicia no processo
de ensino. Confirmando a idéia de Gil & Menezes (2004) a escolha de
um software educacionais deve ser condicionado se suas caracteristica
adequam-se ao contexto procurando integrar seu uso as outras atividades
envolvidas no ensino. Tal procura deve focar nos objetivos que se
pretende alcancar uma vez que outro aplicativo possibilitard diferentes
situacdes de contexto educativo.

No caso do Geogebra foi percepetivel que ele tornou-se um
laboratério que possibilitou aos estudantes participarem de uma situagio
de ensino de Matemdtica semelhante ao ‘fazer Matematica’:
experimentaram, interpretaram, visualizaram, induziram, conjeturaram,
abstrairam, e generalizaram.

Desta forma os alunos puderam agir de maneira diferente
da tradicional apresenta¢do do conhecimento, baseada na transmissio de
‘fatos’ ordenados, através de definicdes e propriedades. Muitos se
encontraram em acdes que desafiaram suas capacidades cognitivas, indo
além da memorizacdo e repeti¢do, tornando-se autores do sentido dado
ao conhecimento.

O ambiente em que os estudantes ingressaram permitiu a
manipulacdio de objetos abstratos. Concordando com Gravina &
Santarosa(1998) eles puderam perceber que tais abstracdes possuem
uma “concretude”, que pode ser manipulada através das suas diferentes
representacoes.

Desta forma acredita-se que pode-se contornar a
dificuldade que existe quanto a manipulagdo e utilizacdo de abstracdes
para compreender o comportamento das fungdes trigonométricas, como
por exemplo, a associa¢do dos pontos do circulo trigonométrico com 0s
pontos do plano cartesiano.

E no caso do ambiente informatizado, conforme Gravina &
Santarosa(1998) as vantagens desta manipulacdo ficaram evidentes
como por exemplo o fato de poder realizar varias manipulagcdes em
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pouco tempo, diferentemente de um grafico construido no ambiente
lapis e papel.

Um outro ponto importante € o fato do GeoGebra, por ser
um ambiente que une os recurso de Geometria Dindmica (DGS) com
aqueles dos sistemas de comando algébricos (CAS) possibilitou a
manipulacdo dindmica dos diferentes registros de representacdo
semidtica.

E importante frisar que a idéia aqui ndo é levantar agora
uma bandeira para substituicdo dos meios que ji provaram serem
capazes de promover o ensino pelo uso de software educativo. Na
verdade consiste em aproveitar o melhor possivel as caracteristicas
destes meios que podem se tornar num dado momento mais adequado
que outros meios mais “convencionais”, ou um ofercer suporte ao outro.

Um outro ponto evidente é o fato de que o aluno precisa se
envolver ao mdximo com as atividades propostas, caso contrdrio ele
responde qualquer coisa, e ndo observa todos os detalhes disponiveis na
tela, ndo explora os diversos recursos disponiveis. Acredita-se que
problemas envolvendo constru¢des dindmicas no GeoGebra despertou
bastante o interesse dos alunos.

O suporte técnico é algo fundamental também. E preciso ter
um laboratério com um nuimero de computadores coerente com O
nimero de alunos. No caso do IFSC, o laboratério de Matematica esta
com maquinas bastante desatualizadas e muitas ndo tinham o software
instalado corretamente. O que muitas vezes deixou os alunos
desanimados, pois houve dias em que seus computadores ndo ligavam
para iniciar as atividades.

Quanto ao uso em duplas (ideal) ou trio (devido ao nimero
reduzido de computadores) € bastante interessante pois, como Zuchi
(2005) também percebeu, os alunos podem discutir os problemas,
organizar os dados, procurar estratégias de resolugdes e ambos
conseguem interagir com o Geogebra.

A seqiiéncia diddtica em um ambiente computacional
obteve um bom indice de aprovacdo entre os alunos participantes. Era
perceptivel o quanto gostavam de interagir com o software, mostraram
grande motivacdo e interesse na resolucdo das atividades propostas. Isso
pode ser obsevado através da avaliagcdo feita no dltimo registrada na
ficha de pds-avaliagdo.

Na observacdo realizada em classe evidenciou-se vdrias
dificuldades daquelas ja estudadas no capitulo de obstdculos no ensino e
aprendizagem das fung¢des trigonométricas. Alguns desses obstaculos ja
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tinham sido observados: a indicacdo de um tridngulo retdngulo dentro
do circulo trigonométrico, a orientagdo dos arcos e a interpretagdo das
relacdes trigonométricas como uma funcio cujo dominio é a medida do
arco em radianos.

A metodologia baseada na teoria de Registros de
Representacdo Semidtica de Duval aliada ao uso do GeoGebra auxiliou
muito para que os alunos superassem tais obstdculos, isto pode ser
concluido a partir da comparagdo dos resultados obtidos na pré-
avaliacdo com todas as atividades desenvolvidas naquela semana junto
ao Geogebra e o ambiente ldpis e papel e até mesmo com a pds
avaliacdo.

Acredita-se entdo que este trabalho possa servir de apoio a
elaboragdo de novas seqiiéncias diddticas com apoio computacional afim
de ultrapassar outros obsticulos de conteddos especificos da
Matemdtica. Uma vez que o software GeoGebra é uma excelente
ferramenta que oferece o recurso de manipular os diferentes registros de
representacdo semidtica de um mesmo objeto matematico.

Fonte das figuras
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Fig 3.: LINDEGGER, LUIZ R. DE M. — Construindo os conceitos
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PUCSP, Sao Paulo 2000, p. 48
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ANEXO 1 - Encontro I

Ficha A - Ficha de Pré-Avaliacao

Pré-Avaliacao

Inicialmente agradeco sua pré-disposi¢@o para participar da 1* oficina de
estudo de matematica com o GeoGebra.

A presente pré-avaliacdo tem como objetivo observar o quanto vocé ja
conhece das fungdes reais trigonométricas seno e cosseno. Para isto serdo observados
sua compreensdo quanto ao grafico destas fungdes, além do seu dominio, periodo e
imagem. Pedimos para registrar a0 mdximo suas idéias, mesmo que ndo tenha certeza
quanto a precisdo do resultado.

Esta atividade faz parte da pesquisa de dissertacdo de Mestrado de José
Roque Damasco Neto (Prof. Z¢é Roque) e podera ser util para criagdo de outras
oficinas como esta que vocé estd participando.

1) Desenhe um esboco do grafico das fungdes reais dadas abaixo.
Em cada um dos casos aponte, seu dominio, imagem e periodo.

a) y = sen(x)

b) y =4+ sen(x)
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c) y=2cos(x)

d) y=—cos(2x)

2) Sem fazer um esbogo do gréfico, vocé é capaz de determinar o
dominio (D(f)), o periodo (P) e a imagem (Im(f)) das fungdes
abaixo? Em caso afirmativo indique-os.

a) y=cos(x)

b) y =—-3+cos(x)

3) Indique o periodo, a imagem, e o dominio das fun¢des
representadas graficamente.
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0.5

4) Desenho o gréfico de uma fung¢do cujo periodo seja 4, seu
conjunto imagem Im(f)=[-2,3] e seu conjunto dominio D(f)=[-
6,6].

Ficha B: Revisao de conceitos com o Geogebra

OFICINA DE TRIGONOMETRIA
OBJETIVO:
Nesta aula retomaremos o estudo de funcdes (defini¢do, gréficos,
imagem, dominio, periodicidade) a partir da pré-avaliacdo feita no
primeiro encontro.

1° Momento

Retorno da pré-avaliacio.

2° Momento
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1) Funcao — Definicoes

1.1) Definicao de Funcio

1.2) Definicao de Dominio

1.3) Definicao de Conjunto Imagem

1.4) Definicao de Periodicidade

ATIVIDADES

1) Vamos compreender alguns comandos do GeoGebra e
relembrar conceitos de fungdes com o GeoGebra. Construa o
que se pede.

a) Crie as varidveis a e b, com valores minimo -10 e maximo +10.

b) Crie a funcdo y=ax+b

¢) Verifique o que acontece com a fun¢do ao alterar o pardmetro a.
Como € o grifico desta funcdo? O que vocé pode dizer sobre o
parametro a?

d) Agora altere apenas o parametro b, o que ocorre com o grafico

da funcdo? O que vocé pode dizer sobre este parimetro?

111



2) Conhecendo a funcao arraste.
Crie um ponto A sobre o eixo x. Depois crie um ponto P que
tenha a mesma abscissa de A e a ordenada y=x2, onde x também

€ a abscissa de A.

Faca alteracoes sobre a coordenada y, e observe o grafico ao
alterar a posicao de A.
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ANEXO 2 - Encontro 2
OFICINA DE TRIGONOMETRIA

Ficha 1
OBJETIVO:

Nesta aula buscaremos relembrar o conceito de circulo trigonométrico e
as fungdes trigonométricas associada a ele.

Conceito de Circulo Trigonométrico no papel.

Para tal voc€ precisa inicialmente lembrar o conceito de circulo
trigonométrico. Veja a seguir:

Circulo Trigonométrico € um circulo de centro na
origem do plano cartesiano e raio igual a uma
unidade.

1) Considerando o ponto P pertencente a circunferéncia abaixo,
marque no plano cartesiano suas projecdes (coordenadas x e y)
e trace o raio da circunferéncia até o ponto P.

Y

'
N
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2) Observe que ao fazer esta marcacdo vocé€ formou um triadngulo
retangulo, onde um dos catetos estd sobre o eixo X, e o angulo
formado com eixo x e o raio desenhado por vocé. Utilizando o
desenho acima, calcule, usando os conhecimentos seus de
trigonometria do tridngulo retdngulo, as coordenadas x e y do
ponto P. (DEIXE OS CALCULOS AQUI REGISTRADOS)

Tendo feito seus célculos verifique se a seguinte afirmativa é verdadeira
e discuta com os colegas e o professor orientador da turma suas
conclusdes.

O ponto P tem coordenadas (cosa, sena.).
Ficha 2
OBJETIVO:

Nesta aula buscaremos relembrar o conceito de circulo trigonométrico e
as fun¢des trigonométricas associada a ele.

OBS: Nao esqueca de salvar toda construcao que vocé
fez no GeoGebra identificando o nome do arquivo
com o nome da dupla.

Conceito de Circulo Trigonométrico no GeoGebra.
Vocé ja percebeu que:

Circulo Trigonométrico € um circulo de centro na
origem do plano cartesiano e raio igual a uma
unidade.
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2) Vamos entdo construir este circulo no GeoGebra.
Primeiramente construa uma circunferéncia de centro na origem
e raio 1.

3) Marque um ponto P sobre a circunferéncia.

4) Trace o raio (segmento de reta) até o ponto P.

5) Peca para medir o angulo formado pelo eixo x e o segmento
marcado no sentido anti-horario.

6) Observe na aba dos objetos as coordenadas do ponto P, e
responda as seguintes perguntas:

- O que representa a abscissa x do ponto P dado o angulo formado

pelo segmento OP e o eixo no sentido anti-hordrio.

- O que representa a ordenada y do ponto P dado o &ngulo formado

pelo segmento OP e o eixo no sentido anti-hordrio.
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7) Utilizando o seu circulo trigonométrico do GeoGebra, e
considerando o dngulo em radianos, preencha a tabela abaixo.

Angulo a em sen( & ) cos()
Radianos

0

z/6

z/4

z/3

z/2

27/3

37/4

57/6

V4

17/6

57/4

47/3

37/2

117/6

17/4

57/3

27

8) Com o auxilio da tabela acima podemos formar pares
ordenados da forma (@&, sen&) assim como (&, cosQ).
Desta maneira marque todos os pontos formados no plano
cartesiano do GeoGebra. Dica — Utilize a entrada algébrica
indicada e utilize uma cor para todos os pontos cujo y é sen
e outra cor para aqueles em que y é cos & . Faca um arquivo
para os pontos (& , sen & ) e outro para os pontos (& , cos & ).
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9) Agora crie no GeoGebra um ponto genéricos de coordenadas
A(a, “x de P”’) onde vocé colocou as coordenadas (¢,
cos @ ). Gire o ponto P sobre o plano cartesiano e veja o que
acontece com o ponto A. Habilite o rastro do ponto A.

10) Analogamente ao anterior, crie um ponto B(& , “y de P”) onde
vocé colocou as coordenadas (& , sen & ). Gire o ponto P sobre
o plano cartesiano e veja o que acontece com o ponto B.
Habilite o rastro do ponto B.

11) Se vocé ligasse estes pontos, como seria o formato do gréifico
em cada um dos casos, faca um esbogo destes graficos no
espaco abaixo, indicando os valores mdximos e minimos que
cada um dos gréaficos atingem.
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ANEXO 3 - Encontro II1

OFICINA DE TRIGONOMETRIA

OBJETIVO:

Nesta aula buscaremos compreender melhor o dominio, a imagem e o
periodo das fungdes trigonométricas (seno e cosseno).

1) Fungdo f(x)=sen(x)

1.1) Para iniciar pegue o arquivo com os pontos de coordendas
(¢, senx) da tabela da aula anterior € no proprio
GeoGebra pega para tracar o grafico da fungdo y = sen(x) (
ndo esqueca, no GeoGebra y = sin (x)). O que vocé
percebeu?

1.2) Qual a imagem e o dominio da fung¢do f(x) = sen(x)

1.3) Qual o periodo da fung¢éo?
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1.4) Agora vamos compreender melhor as funcgdes
f(x)=a+b.sen(cx), e as transformag¢des que a fungdo
f(x)=sen(x) sofre com alteracio dos valores dos
coeficientes a, b c. Para isto crie no GeoGebra os seletores
a,bec.

1.5) Alterando o valor do seletor b, apresente na tela o grafico
das seguintes funcdes

y = sin(x)
¥ = sin(x) y = Lsin(x)
y = 2sin(x) ?
y = 3sin(x) y= Esin(x)
y =4sin(x) 1
y =10sin(x) y =78
y= 1 sin(x)
8

Observando os gréficos, pense e responda:

a) Qual a imagem da fun¢do y = sen (x)

b) Indique ao lado de cada fun¢@o acima, a sua imagem.

¢) Comparando com a fungdo y = sen (X), o que aconteceu com a
imagem das funcdes cosseno ao serem multiplicadas por um nimero?

1.6)

Alterando o valor do seletor a, observe na tela o grafico das
seguintes funcdes:
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y = sin(x) y = sin(x)

y =2 +sin(x) y =—2+sin(x)
y =3+sin(x) y =-=3+sin(x)
y =4 +sin(x) y =—4+sin(x)
y =10+ sin(x) y =—10+sin(x)

Observando os gréficos, pense e responda:

a) Qual a imagem da fun¢fo y = sen (x)

b) Indique ao lado de cada func¢fo acima, a sua imagem.

¢) Comparando com a fun¢do y = sen (x), 0 que aconteceu com a
imagem das fung¢des cosseno ao serem adicionadas a um nimero?

d) Qual a imagem da funcdo y = a+sen(x)?

e) Sem construir o grafico, vocé é capaz de indicar a imagem das
seguintes funcdes:

y = 3sen(x)

y =2+ 3sen(x)

y =—4+10sen(x)
y =a+bsen(x)

f) Confira suas respostas anteriores usando o GeoGebra.
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1.7) Alterando agora o valor do seletor c, observe na tela o
gréfico das seguintes fungdes:

y = sin(x)
y =sin(x) y= sin(%
y =sin(2x)
y = sin(4x) y =sin %
y = sin(8x)
y =sin(16x) y =sin %
y =sin ij
16

Observando os gréficos, pense e responda:

a) As fungdes trigonométricas do tipo seno sao periddicas?

b) Caso seja periddica, qual o periodo da funcdo y = sen ( x )? Considere
7T = 3,14 . Neste, caso indique também ao lado de cada um das fungdes
acima o seu periodo T.

¢) Ao multiplicarmos o argumento x (angulo) por um nimero, o0 que
aconteceu com o periodo da func¢do?

d) Caso seja periddica, qual o periodo da fungdo y = sen (kx), sendo
ke R
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e) Qual o dominio das fun¢des seno?
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ANEXO 4: Encontro IV
OFICINA DE TRIGONOMETRIA

OBJETIVO:

Nesta aula buscaremos compreender melhor o dominio, a imagem e o
periodo das fungdes trigonométricas (seno e cosseno).

1.8) Por iltimo vamos compreender melhor as fungdes
f(x)=a+b.cos(cx), e as transformacgdes que a funcio f(x) =
cos(x) sofre com alteracdo dos valores dos coeficientes a, b
c. Para isto crie no GeoGebra os seletores a, b e c.

1.9) Alterando o valor do seletor b, apresente na tela o grafico
das seguintes funcdes

y =cos(x)
y = cos(x) y= lCos(x)
y =2cos(x) f
y =3cos(x) y= gcos(x)
y =4cos(x) 1
y =10cos(x) y= ZCOS(X)
_1 cos(x)
o

Observando os gréficos, pense e responda:

a) Qual a imagem da fun¢do y = cos (x)

b) Indique ao lado de cada fun¢@o acima, a sua imagem.
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¢) Comparando com a fungdo y = cos (X), 0 que aconteceu com a
imagem das funcdes cosseno ao serem multiplicadas por um nimero?

1.10)  Alterando o valor do seletor a, observe na tela o grafico das
seguintes funcdes:

y = cos(x)

y =2+cos(x)
y =34 cos(x)
y =4+cos(x)

y =10+ cos(x)
y =cos(x)
y=-2+cos(x)
y =-34+cos(x)
y =—4+cos(x)
y=—10+cos(x)

Observando os gréficos, pense e responda:
a) Qual a imagem da fun¢@o y = cos (x)

b) Indique ao lado de cada fun¢@o acima, a sua imagem.

¢) Comparando com a fun¢do y = cos (x), 0 que aconteceu com a
imagem das funcdes cosseno ao serem adicionadas a um nimero?
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d) Qual a imagem da funcdo y = a+ cos (x)?

e) Sem construir o grafico, vocé é capaz de indicar a imagem das
seguintes funcdes:

y =3cos(x)

y=2+3cos(x)

y=—4+10cos(x)

y=a+bcos(x)

f) Confira suas respostas anteriores usando o GeoGebra.

1.11)  Alterando agora o valor do seletor c, observe na tela o
gréfico das seguintes fungdes:

y = cos(x)
y = cos(x) y = COs %
y =cos(2x)
y = cos(4x) y = Cos %
y = cos(8x)
y =cos(16x) Yy =COS %
y =C0S ij
16

Observando os gréficos, pense e responda:

a) As funcdes trigonométricas do tipo cosseno sdo periddicas?
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b) Caso seja periddica, qual o periodo da fun¢do y = cos ( x )? Considere
7T = 3,14 - Neste, caso indique também ao lado de cada um das fungdes
acima o seu periodo T.

¢) Ao multiplicarmos o argumento x (angulo) por um nimero, o que
aconteceu com o periodo da func¢io?

d) Caso seja periddica, qual o periodo da funcdo y = cos (kx), sendo

ke R”

e) Qual o dominio das fun¢des cosseno?
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ANEXO 5: Encontro V
Pés-Avaliacao

Inicialmente agradeco sua participacdo da 1*
oficina de estudo de matematica com o GeoGebra, além de
sua importante contribui¢do para minha pesquisa em torno
do uso de novas ferramentas computacionais para o ensino
de Matematica.

A presente pds-avaliacdo tem como objetivo
observar o quanto a oficina contribui para vocé
compreender melhor as fungdes trigonométricas seno e
cosseno. Para isto serdo observados sua compreensao
quanto ao grafico destas fungdes, além do seu dominio,
periodo e imagem.

Como voceé ja sabe esta atividade faz parte da
minha pesquisa de dissertacao de Mestrado e podera ser util
para criagdo de outras oficinas como esta que vocé esta
participando.

1y

Desenhe um esbogo do gréfico das funcdes reais dadas abaixo.
Em cada um dos casos aponte, seu dominio, imagem e periodo.

a) y = sen(x)

b) y =4+ sen(x)

c) y=2cos(x)

d) y=—cos(2x)

2)

Sem fazer um esbocgo do grafico, vocé é capaz de determinar o
dominio (D(f)), o periodo (P) e a imagem (Im(f)) das fungdes
abaixo? Em caso afirmativo indique-os.

a) y =cos(x)
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b) y =—-3+4cos(x)

X
= 2 —
c)y sen(zj

X
d y=-3+2 -
)y sen(zj

3) Indique o periodo, a imagem, e o dominio das seguintes
funcdes.

A

4) Desenho de gréficos dados periodo, imagem e dominio e pontos
de maximo.
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5) Avaliacdo da Oficina — Apenas algumas perguntas sobre sua
opinido quanto ao oferecimento destas oficinas extra-
curriculares de Matemdtica no IFSC.

5.1) Voceé acha que estd melhor compreendendo as fun¢des
trigonométricas?

a) Sim
b) Nao

5.2) Voce que o computador deve ser usado no ensino de
Matematica? Por qué?

5.3) Vocé pensa que o IFSC deva oferecer outras oficinas extra-
curriculares de Matemdtica? Caso afirmativo, quais assuntos voc
deveriam abordar?

3
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