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Resumo

Dada uma variedade Riemanniana M e uma funcdo de Morse f de-
finida em M, definimos os espacos modulares dos fluxos do campo vetorial
gradiente negativo de f e investigamos a colagem de trajetdrias desses es-
pacos. Além disso, estudamos a orientacdo e uma compactificacdo trivial
para os espacos modulares. Associamos a funcdo de Morse f um com-
plexo que consiste dos grupos livres gerados pelos pontos criticos de f e
um operador de bordo contando linhas de fluxo orientadas. A homologia
deste complexo, chamada Homologia de Morse, coincide com a Homologia
Singular de M.
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Abstract

Given a Riemannian manifold M with boundary and a Morse func-
tion f defined on M, we define the moduli spaces of flow lines of the
negative gradiente flow and gluing for the moduli spaces. We study the
orientation and a canonical compactification to the moduli spaces. We as-
sociate to a Morse function f a Morse complex that consists of chain groups
generated by the critical points of f and a boundary operator counting ori-
ented flow lines. The homology of this complex, called Morse Homology,
is isomorphic to Singular Homology of M.
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Introducao

A idéia central da Teoria de Morse é relacionar a topologia de uma
variedade diferencidvel M com a estrutura de pontos criticos de uma fun-
cdo real diferenciavel definida em M. Podemos perceber isso ao estudar
a desigualdade de Morse a seguir que faz uma ligacdo entre topologia e
analise

ch—Ch_1+Cch_o— -+ (=1)¥cy = bp—bp_1+bp_g— -+ (—1)Fb,, Vk (1)

no qual by, denota o k-ésimo nimero de Betti, ou seja, by = dim Hk(M, R)
e ¢ denota o namero de pontos criticos de indice k de uma funcio de
Morse.

Uma quest3do classica sobre essa desigualdade e que contribui para
o desenvolvimento da teoria de Morse é a famosa conjectura de Poincaré.
"Se uma variedade n-dimensional M tem os mesmos nimeros de Betti que
uma n-esfera, entdo M pode ter uma funcio de Morse com exatamente dois
pontos criticos e ser, portanto, homeomorfa a S™ ?". Isso foi provado para
n = 4 por Freedmann e para n > 5 por Smale usando o famoso Teorema
do h-cobordismo'. Na prova deste teorema, precisamos da garantia de
existéncia de uma funcdo de Morse definida em M e este &€ um dos motivos
da sua importancia no desenvolvimento da teoria de Morse.

Durante a década de 1990, varias abordagens para a Teoria de Morse
surgiram. A abordagem de Floer e Salamon é via a Teoria do indice de Con-
ley. Schwarz considerou o negativos da equacdo do gradiente (motivado
pela Teoria de Floer) como a secdo de um fibrado de Banach apropriado
sobre o conjunto das curvas em M. E ainda é possivel estudar a homologia
via sistemas dindmicos, estudando as Intersecdes de variedades instaveis e
estaveis, como faremos adiante.

Se uma funcdo f: M — R de Morse estd definida em M, ao con-
siderarmos o fluxo do gradiente negativo associado a f, podemos definir
as variedades instaveis e estdveis. Thom primeiro reconheceu que a de-
composicdo de M em variedades instaveis produz uma decomposicdo em

!(Teorema do h-Cobordismo de Smale) Seja M™*! uma variedade com-
pacta com bordo. Se OM = M U MZ tal que M; é simplesmente conexa e um
retrato de deformacdo de M, entdo M é difeomorfa a M; x [0,1] e M7 é difeomorfa
a M2.
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xvi Introducédo

célula que é homologicamente equivalente a unido de finitas alcas da forma
H} = B* x B"*, na qual B™ denota a bola fechada em RM+1. Con-
tudo, em geral, esta decomposicdo pode ndo ser um CW-complexo para o
qual podemos computar grupos de homologia. Na década de 1950, Smale
percebeu que podemos impor uma condicido & métrica Riemanniana a fim
de obter a CWe-estrutura desejada. A hipétese sobre a métrica é chamada
condicdo de Morse-Smale e diz que se f & uma funcdo de Morse, entdo
as variedades instaveis U, e estaveis Sg sdo transversais para todo par de
pontos criticos « e 8 da funcdo f. Isso justifica o fato de assumirmos por
toda a dissertacdo que o campo gradiente é Morse-Smale.

A definicdo dos Complexos de Morse considera as cadeias como os
grupos abelianos livres C, gerados pelos pontos criticos de uma funcdo
de Morse f cujo campo gradiente satisfaz a condicdo de Morse-Smale. A
Homologia de Morse é a homologia dos complexos (C,,d), no qual 0 é o
operador de bordo. Essa formulac3o é devida a Thom, Smale e Milnor. O
mais importante teorema da Teoria de Morse é que a Homologia de Morse
é isomorfa & Homologia Singular para M variedade compacta.

Com o objetivo de construir os grupos de homologia acima cita-
dos, organizamos esta dissertacdo em trés capitulos, tais que no capitulo
1 discutimos as idéias basicas da Teoria de Morse, passando antes pela
teoria de variedades e homologia singular. No capitulo 2, estudaremos
inicialmente os espacos modulares dos fluxos em variedade sem bordo,
buscando compactifica-los aléem de orienta-los. Definiremos os complexos
de Morse para variedades sem bordo e um operador 0 que provaremos
satisfazer 99 = 0. Esse operador, que chamaremos operador de bordo,
permitira definir os Grupos de Homologia de Morse para variedades sem
bordo e concluiremos que H,.(M, f) ~ H.(M). No capitulo 3, genera-
lizaremos para variedades com bordo o trabalho feito em variedades sem
bordo. Poderemos calcular usando a homologia de Morse a homologia
singular absoluta H, (M), relativa H.(M,0M) e absoluta H,(OM) para
o bordo de M.



1 Definicées e Resultados Basicos

Neste capitulo, fixaremos notacdo e terminologia além de apresen-
tarmos rapidamente resultados fundamentais a respeito de Variedades Di-
ferenciaveis, Grupos de Homologia e Teoria de Morse. Para os leitores
interessados, as referéncias [7], [8], [10], [11], [13] e [14] apresentam uma
discussdo mais detalhada dos conceitos aqui referidos.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Considere H" = {(x1,...,%,) € R"; 2, > 0} um subconjunto do
espaco euclidiano R™. O bordo de H™ é R"~! x {0} C R", denotado
por 9H™. Um conjunto M serad dito localmente euclidiano com bordo
se para todo p € M existe uma vizinhanca U C M homeomorfa a um
aberto de H™. Ao homeomorfismo ¢ : U — U C H" chamaremos sis-
tema de coordenadas, designado abreviadamente por (U, ¢) e as fun¢Ges
{z1,...,2,} tais que ¢(p) = (z1(p),...,2n(p)), com p € U denominare-
mos funcdes coordenadas.

Defini¢ao 1.1: Uma estrutura diferenciavel num espaco localmente
euclidiano com bordo M de dimens3o n, € uma colecio de sistemas de
coordenadas C = {(U;, ¢;); ¢ € I} que satisfaz as seguintes propriedades:

D1 {U; :¢ € I} é uma cobertura aberta de M, ou seja, M = U, U;;

D2 As funcdes de transicdo ¢; o ¢j_1 sdo difeomorfismos entre abertos de
H™;

D3 A cole¢do C & maximal: se (U, ¢) & um sistema de coordenadas tal
que pop; ' e ¢; 0! sdo difeomorfismos entre abertos de H", entdo
(U, ¢) €C.

Uma variedade diferenciavel n-dimensional com bordo é o par (M,C)
consistindo de um espaco topolégico M, segundo contavel e localmente
euclidiano com bordo juntamente com uma estrutura diferenciavel C. O
bordo de M consiste dos pontos p € M tais que p € o 1(OH™) e o
interior de M ¢é definido como int(M) = M\OM.
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Observacao 1.1: Chamaremos apenas variedade diferenciavel sem
bordo (ou apenas variedade diferenciavel), as variedades diferenciaveis com
bordo M tais que OM = .

Observagao 1.2: O segundo axioma da enumerabilidade garante im-
portantes propriedades para variedades, por exemplo, a paracompacidade
que implica na existéncia de particdes da unidades, como veremos adiante.

Chamaremos de atlas (diferencidvel) uma colecdo de sistemas de
coordenadas satisfazendo as condicdes D1 e D2 acima. A existéncia de
um atlas maximal, isto &, satisfazendo D3, pode ser demonstrada uma vez
que se tenha encontrado uma colecio sistema de coordenadas satisfazendo
as duas primeiras condicbes. A estrutura diferenciavel C da variedade M
induz de maneira natural uma topologia no conjunto M. Basta dizer que
A C M é aberto em M se ¢;(ANU;) & um aberto de R™ para todo i € I.
Essa topologia coincide com a topologia subjacente de M.

Ezxzemplo 1.1: Seguem alguns exemplos de variedades diferenciaveis im-
portantes.

1. O intervalo real [0,1] C R e o disco unitario D? = {z € R?%;|z| < 1}
sdo variedades diferenciaveis com bordo tais que 9([0,1]) = {0,1} e
OD? = {x e R?;|z| = 1};

2. A k-esfera é o conjunto

n+1
Sk={ze R"H;Zx? =1}
i=1

Sejam n = (0,,...,0,1) e s = (0,...,0,—1). Uma estrutura dife-
renciavel trivial para S* & obtida considerando C a colecdo contendo
(S¥ —n,p,) e (S* — s,ps), tal que p, e ps sdo as projecdes estere-
ograficas para n e s, respectivamente.

3. Sejam M™ e N™ variedade diferenciadveis com estruturas A =
{(Us, pi) Yier € B = {(Vj,%j)}jes, respectivamente. Entdo, o
produto cartesiano M x Ntem estrutura natural de variedade di-
ferenciavel m + n-dimensional gerada pela colecio C = {(U; x

Vi, (@i, ¥5)) }ijyerxa

4. O cilindro S' x [0, 1] € uma variedade com bordo.
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5. O 2-toro é tal que T? = S! x S!, portanto uma variedade diferen-
ciavel, pelos exemplos acima.

6. Considere o conjunto X = R"*! — {0} e a relacdo de equivaléncia
em X tal que p ~ ¢ <= I\ € R* e ¢ = Ap. O conjunto quociente
(munido da topologia quociente) tem uma estrutura diferenciavel

gerada pela colecdo {(U;, ¢;)}74 dada por

@ Ul‘ — Rn,
T Ti—1 Ti41 Tn+1
Spi([xlw"axn-i-l]):(_a"'7 ’ Yoy )
Zq Zq X Zq
no qual U; é a imagem de {(x1,...,2n11) € X;2; # 0} pela aplica-

cdo quociente 7 : X — X / ~. Chamaremos o conjunto quociente
com essa estrutura diferencidvel de espaco projetivo de dimensio
n e denotaremos por P".

Convém notar que se M é uma variedade diferencidvel com
bordo, entdo int(M) é uma variedade sem bordo tal que dim(M) =
dim(int(M)), uma vez que todos os pontos interiores de M possuem
vizinhancas homeomorfas a pontos interiores de H™ e, portanto, homeo-
morfas a abertos de R™. E, além disso,

Teorema 1.1: Se M é uma variedade diferencidvel com bordo k-
dimensional, entdo OM é uma variedade diferenciavel (k-1)-dimensional
sem bordo.

Demonstracdo. Ver referéncia [11]. |

Aplicagoes Diferenciaveis

Podemos estender varias nocdes naturais do Calculo Diferencial e

Integral para variedades diferencidveis k-dimensionais. A nocdo de diferen-
ciabilidade & um exemplo.
Defini¢cdgo 1.2: Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensdo m
e n, respectivamente. Diremos que ¥ : M — N & uma aplicacido dife-
renciavel se, existem sistemas de coordenadas (U, ¢) de M e (W, ¢) de N
taisquep e U, ¥(p) € We poWopt:¢p(U) — o(W) & uma aplicacio
diferenciavel® entre os abertos ¢(U) C R™ e p(W) C R™.

INesta dissertacio, a menos de mencio explicita em contrario, suave e diferen-
ciavel sao sinonimos de classe C°°
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Exemplo 1.2: Considere M como o elipséide

{E2 y2 22

2ptas!
e seja S? a esfera. Segue f : S2 — M tal que

flz,y,z) = (az, by, cz)

é uma aplicacdo diferenciavel entre as variedades.

A definicdo acima n3o depende da escolha dos sistemas de coorde-
nadas envolvidos. Sejam dados outros sistemas de coordenadas (Uy, ¢) e
(W1, 1) para M e N, respectivamente, entdo

proPogr! =(prop )o(poPog ) o(podr)

Cada um dos fatores entre parenteses a direita € um difeomorfismo de
classe C'*°, portanto, a composicdo ¢ o ¥ o (bfl também é C'°.

1.1.1 Vetores Tangentes e Derivadas

Defina o conjunto F(M) = {f : M — R; f diferenciavel em M}.
Observe que se f,g € F(M) segue que f+g € F(M) e fg € F(M),
donde F(M) & um anel comutativo.

Defini¢ao 1.3: Seja M uma variedade diferenciavel e seja p € M. Um
vetor tangente a M em p é uma funcdo real v : F(M) — R que satisfaz
as seguintes propriedades:

o v(af+bg)=av(f)+bv(g);

o v(fg)=v(f)g(p)+f(p)v(g);
para todos f,g € F(M) e e para todos a, b € R.

O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p serd denotado
por T,M. Segue que T,M é um espaco vetorial sobre R que chamare-
mos de espaco tangente a M em p, considerando as seguintes operacdes
definidas para todos os vetores v, w € T,M e Va € R

(v+w)(f) = v(f) +w(f)
(av)(f) = av(f)
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Ezxzemplo 1.3: Seja (U, ) um sistema de coordenadas com funcdes co-
ordenadas z1,...,2,. Em cada ponto p = ¢(z), com x € U segue que os
vetores a%h« dados por

0 o Of ot
Ers (f) = T(P)

Vf e F(M)eie {l,...,n}, sdo elementos de T,M. Além disso, se
v € T, M entdo

o) = Y i) @)

no qual a1,...,a, : U — R. de fato, {%‘m}{izlw’n}é base de T, M e,
portanto, ’
dim(Tp, M) = dim (M)

Definig¢ao 1.4: Seja f: M — N uma aplicacdo diferenciavel. A deri-
vada de f em p € M é a aplicagdo v € T, M +— dfy,(v) € Ty, N tal
que

dfp(v)(g) = v(go f), Vg € F(N)

Defini¢cao 1.5: Uma funcdo suave v : (a,b) — M é chamada uma
curva suave em M. O vetor tangente a curva v em t € (a,b) é o vetor

d
dy| — T, oM
’y<dr’t) €

no qual 2| € Ty(a,b) é dado por %|t(f) = f'(t), Vf € F(a,b). Deno-
t
taremos o vetor tangente a y em ¢ por v/ (¢).

Seja f : M — N uma aplicacdo diferenciavel entre as variedade
diferenciaveis M e N, e p € M. Para calcular a derivada df, considere
uma curva suave v : (a,b) — M tal que y(t,) = p para algum ¢, € (a,b).
Segue que f o~ : (a,b) — N é diferenciavel e

df'y(tn)(’y/(tO)) =(f OV)I(tO)’ to € (a,b)

ver referéncia [8].
O conceito de subvariedade advém de considerar alguns tipos es-
peciais de aplicacdes diferenciaveis. De fato, sejam M e N variedades
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diferenciaveis e f : M — N aplicacio diferencidvel, diremos que f é uma
imersdo quando a derivada df;, : T,M — T}, M é injetiva para cada
p € M, ou seja, p é regular paratodop € M. Se f: M — N for uma
imersdo e um homeomorfismo de M sobre o subespaco f(M) C N (com
a topologia induzida), f sera dita um mergulho. Uma subvariedade M de
uma variedade N é um subconjunto M C N com a topologia induzida
pela de N e dotado de uma estrutura diferenciavel? tal que a aplicacdo de
inclusdo i : M — N é um mergulho.

Fibrados Tangente e Cotangente

Seja M uma variedade diferenciavel, e p € M. Seja T, M o con-
junto dos funcionais lineares definidos em 7, M. Chamaremos T, M de
espaco cotangente a p de M. Considere a colecdo de todos os vetores
tangentes a M, isto &,

TM = UpeMTpM

considere também a colecdo de todos os funcionais lineares nos espacos
tangentes a M, isto &,

T*M = UMP

no qual ambas as unides sdo disjuntas, e as seguintes projecdes

m:TM — M, m(v)=p se veT,M,

™ T*"M — M, m(r)=p se TeT,M.

Sejam (U, ¢) € C um sistema de coordenadas com fun¢des coorde-
nadas x1,...,7,. Defina ¢ : 7 1(U) = R e ¢* : (7*)"1(U) — R*"
por

P(v) = (@1 (m(v), -+ 2n (7)), d1 (), . .., dn(v)),

5*(7) = (xl(ﬁ*(T))7 o T (T(T)), T (%) <3i))

Considere as seguintes colecdes maximais

C={(="'U),9): (U,p) eC}

2Essa é a Gnica estrutura diferencidvel com essas propriedades, ver referéncia [8]
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C ={((=)""(U),¢") : (U,p) €C}
Segue que C e C* sdo estruturas diferenciaveis sobre TM e T* M, respec-
tivamente. Ver referéncia [14].

Defini¢cao 1.6: Seja M uma variedade diferenciavel. Diremos que os
conjuntos TM e T*M com as estruturas diferenciaveis acima sio os fibra-
dos tangente e cotangente, respectivamente, associados a M.

Por fim, se ¢ : M — N é uma aplicacdo diferenciavel entre M
e N, entdo as derivadas de 1 nos pontos de M definem uma aplicacio
diferenciavel entre os fibrados tangentes,

dip: TM — TN
dados por di)(v) = dipr(y(v), Vv € TM

1.1.2 Transversalidade

Sejam M, N variedade diferenciaveis e S C N uma subvariedade.
Dada f: M — N uma funcdo diferenciavel, estudaremos condicdes sob
as quais a imagem inversa f~1(S) € uma subvariedade de M.
Definicao 1.7: Diremos que f é transversal a S no ponto p € f~1(S)
quando
dfy (TyM) + Ty () S = Ty N

Se f for transversal a S para todo p € f~1(S), f sera dita transversal a S.

Proposi¢ao 1.1: Seja f : M — N uma func3o diferenciavel, transversal
a uma subvariedade S C N. Entdo, ou f=1(S) = 0 ou f~1(S) & uma
subvariedade de M, cuja codimensdo em M é igual & codimensdo de .S em
N. Neste caso,

TAf1(9)} = dfy Ty S, vp e fTH(S)

Demonstracdo. Ver referéncia [7] [

Definicao 1.8: Se N,S C M s&o subvariedades de M tais que T, N +
T,S =T, M para todo p € NN S, diremos que N e S sdo transversais.

Proposi¢cao 1.2: Sejam N, S C M subvariedades de M. Se N e S sdo
transversais e N NS # (), entdo N N S é uma subvariedade de M cuja

dimens3o é
dim(NNS) =dim N + dim S — dim M.
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Demonstracdo. Segue da Proposicdo 1.1, uma vez que N e S sdo trans-
versais se, e somente se, ¢ : N < M & transversal a S para todo
p€i t(S)=NnS, noqual i é a inclusdo. [ ]

1.1.3 Campos Vetoriais e Curvas Integrais

Seja M uma variedade diferenciavel, considere T'M o fibrado tan-
gente de M e 7 : TM — M a aplicacdo projecio.
Defini¢gao 1.9: Um campo vetorial ¢ sobre uma curva v : [a,b] - M
é uma aplicagdo ¢ : [a,b] — T'M tal que 7o & =~. Um campo vetorial
X em M é uma aplicacdo X : M — T M tal que mo X = I),.

Denote por X(M) o conjunto dos campos vetoriais suaves definidos
em M. Note que X(M) & um espaco vetorial sobre R e um médulo sobre
o anel F(M). Se X & um campo vetorial em M e p € M, entdo X (p)
(que sera denotado simplificadamente por X,,) € um elemento de T, M.
Se f € F(M), entdo X f denotard uma funcdo real em M dada por

(X)) = Xp(f), Vpe M

Defini¢dgo 1.10: Sejam X e Y campos vetoriais suaves em M. Ent3o, o
campo vetorial [X,Y] tal que

[X7 Y]p(f) = Xp(Yf) - Yp(Xf)
é chamado Colchete de Lie de X e Y.

Lema 1.1: O colchete de Lie tem as seguintes propriedades:
(i) [X,Y] é um campo vetorial suave em M;
(i) [aX +0bY,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z], Va,b € R;

(iii) Se f,g € C®(M), entio [fX,gY] = fg[X,Y] + f(X(9))Y —
g(Y(f)X

(iv) [X,Y]=-[Y, X].
Demonstracdo. Ver referéncia [16]. |

Definig¢dgo 1.11: Seja X um campo vetorial suave em M. A curva suave
v :(a,b) — M & uma curva integral de X se

Y (t) = X(v(1)) (1.2)
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para todo ¢ € (a,b).

Teorema 1.2: Seja X um campo vetorial de classe C*° na variedade
diferenciavel M. Para cada p € M existem a(p), b(p) € RU {f+oo} com
a(p) < b(p), e uma curva suave

T+ (a(p), b(p)) = M
tal que
1. 0 € (a(p),b(p)) e 7(0) = p;
2. 7p € uma curva integral de X;

3. Se pu: (¢,d) - M & uma curva suave satisfazendo as condicbes (1)
e (2), entdo (c,d) C (a(p), b(p)) & k= Ypl(c.a)-

Demonstracdo. Segue dos teoremas de existéncia e unicidade de solucdes
para equacdes diferenciais do apéndice A. |

Dado um campo vetorial X, para cada t € R, defina o conjunto
Dy ={p € M;t € (a(p),b(p))} S M

e a aplicagdo ®; : Dy — M tal que @.(p) = ,(t). O préximo teorema
resume algumas propriedades da aplicacdo ®,.
Teorema 1.3: Seja X um campo vetorial na variedade diferenciavel M.

1. Para cada p € M, existe uma vizinhanca aberta V. C M de p e um
e > 0 tal que a funcdo (t,q) — Di(q) de (—¢,e) x V em M esta
definida e é C* ;

2. D, é aberto para cada t;
3. Upso Dt = M,

4. Sejam s,t € R. Entdo, o dominio de &, o ®; est4 contido em (mas,
em geral, ndo igual) Ds+. Contudo, o dominio de ®;0®; é D4 no
caso em que s e t possuem o mesmo sinal. Além disso, no dominio
de @, o ®; teremos

(I)s o (I)t = (bs-‘,-t

Demonstracdo. Ver referéncia [14]. [
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Defini¢cgo 1.12: Seja X um campo vetorial em M. Diremos que X é
completo quando D; = M, t € R.

Segue que se X é completo, as aplicacdes ®; : M — M formam
um grupo cuja operacdo é a composicdo de fun¢des chamado grupo a
I-pardmetro de X que é tal que ®o(p) =p e O5(Pi(p)) = Pst+(p).
Proposi¢cao 1.3: Seja M uma variedade diferenciavel compacta e X €
X (M), entdo X & completo.

Demonstracdo. Ver referéncia [14]. [ |

1.1.4 Meétrica Riemanniana

Defini¢ao 1.13: Uma métrica Riemanniana na variedade diferenciavel
M é a uma func3o que associa a cada p € M um produto interno positivo-
definido g, no espaco tangente 7,M. Uma métrica Riemanniana® é
suave se para todo campo suave de vetores X : M — TM a funcio de
valores reais p — g,(up, up) € uma funcdo suave em M.

As fungdes ¢g;; : U C M — R dadas por g;;(p) =
<a%(q), %(q))p = g;ji(p), Yp € M sdo chamadas representacées locais
da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas ¢ : U € M — R™.
Tais funcdes sdo suaves (ver referéncia [7]). Uma variedade diferencia-
vel munida de uma métrica Riemanniana serd chamada uma variedade
Riemanniana.

Exemplo 1.4: Considere S C R3 uma superficie e seja ¢ : U C R? —
U C S uma parametrizacio local. Defina

_9¢ 99 _ 99 0¢ 96 8¢
Bp) = (G0 g0 Fe)=(50. 50, Cm)= (5.5

A matriz definida por

(29 )

é chamada primeira forma fundamental para ¢ e define uma forma bili-
near simétrica posivita-definida. Segue que a primeira forma fundamental
define uma métrica em S (ver referéncia [16]).

3Trabalharemos nesta dissertagio apenas com métrica Riemannianas suaves as
quais, por simplicidade, serao chamadas métricas Riemaniannas
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A fim de provar que toda variedade diferenciavel admite uma métrica
Riemanniana, precisaremos inicialmente recordar alguns fatos a respeito de
particbes da unidade. Considere a colecdo {A, }acx de subconjuntos de
M; entdo { A, }ae sera dita localmente finita quando dado p € M, existir
um aberto W), da variedade tal que p € W}, e W, N A, # () somente para
um nimero finito de «. Dada uma funcio f : M — R, definimos o suporte
de f como o conjunto supp f = {x € M; f(x) # 0}. Dado = ¢ supp f,
f se anula em todos os pontos de uma vizinhanca aberta de x.

Defini¢ao 1.14: Seja M uma variedade diferenciavel. Uma particdo da
unidade sobre M é uma colecdo {f,; o € A} de funcdes f, € F(M) tais
que

(i) 0< falz) <1,V €M eVaeA,;
(ii) A colecdo de subconjuntos {suppfa}aca € localmente finita;

(iii) Yaep falp) =1, Ype M.

Uma particdo da unidade {f4}aca € dita subordinada a uma co-
bertura {U;};cr de M se para cada i € I existe um a € A tal que
supp fo C U;.

Lema 1.2(Existéncia de Particées da Unidade): Seja M uma
variedade diferenciavel e C = {U;};c; uma cobertura aberta de M. Entdo
existe uma particdo da unidade {f,}oca subordinada a cobertura C.
Observacao 1.3: A existéncia de Particdes da Unidade s6 é possivel
uma vez que a variedade diferencidvel M é um espaco topolégico segundo
contavel.

Proposicao 1.4: Toda variedade diferenciavel tem uma métrica Rie-
manniana.

Demonstracdo. Pelo lema anterior, existe {fq}aca uma particdo da uni-
dade em M subordinada a cobertura {U; };c; das vizinhang¢as coordenadas.
Segue que {U;};cr tem um refinamento localmente finita e { f,, }oca € uma
familia de funcdes que satisfaz

(i) fa =0, Vpe M;
(i)) falp) =0, Vp € M\Us;
(ii)) Ypenfalp) =1, VpeM



12 Cap. 1 — Definicdes e Resultados Basi

Em cada U, C M, defina uma métrica riemanniana g, induzida pela
métrica do R™ pondo que

9i(p; u,v) = (z}(p).u, zi(p).v)

Obtemos uma métrica riemanniana g em M tal que

9(piu,v) }:ﬁ )-gi (P u,v)

uma vez que, por exemplo,

9(p;u,u) E:ﬂ )-9i(pyu, u) >0
pois fi(p) > 0 e g;(p;u,u) > 0 para todo « tal que p € V, |

1.1.5 Conexdo Afim e Derivada Covariante
Defini¢cao 1.15: Uma aplicagdo (X,Y) € X(M) x X(M) — VxY €
X(M) tal que
(i) Vx(aY +bZ) =aVxY +bVxZ, Va,b € R;
(i) Vx(fY)=X(f)Y + fVxY,Vf e F(M).
(iii) VixygvZ = fVxZ+gVvZ,Vf, g€ F(M);
é chamada uma conexdo afim da variedade diferenciavel M.
Teorema 1.4: Dada uma variedade diferenciavel M, existe uma conex3o
afim V definida em M.

Demonstracdo. Ver referéncia [16] |

Denote por X(v) o conjunto dos campos vetoriais suaves ao longo
de uma curva suave v : I — M. Seja M uma variedade diferenciavel
munida com a conexdo afim V. Para cada curva v : I — M, a conexdo
V determina um dnico operador

D
71X = X0)
denominado derivada covariante (ver referéncia [16]) ao longo de + tal

que
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(i) Z(aX +bY)=aZX +b2Y,Va,be R, VX,Y € X(v);

(i) 2(fX)=4X + fOX, vfe F(I), VX € X(v);

i) se X € X(M), entdo a restricdo X, := X o~y de X ao longo de ~y
vy g
satisfaz _;tX’Y =V pnX.

Defini¢dgo 1.16: Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao

afim V. Um campo vetorial U sobre uma curva v : I — M é dito paralelo
se BY.(t) = 0 para todo t € I.

Teorema 1.5: Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo
afim V. Seja v : I — M uma curva em M e v, € T, M. Entdo,
existe um Gnico campo de vetores paralelo V' € X(v) tal que V (¢,) = v,.
Chamaremos V' de transporte paralelo de v, sobre ~.

Demonstracdo. Ver referéncia [16] [

Uma conex3o afim V na variedade Riemanniana (M, g) é dita com-
pativel com a métrica quando

X(Y,Z) =(VxY,Z) + (Y, Vx Z),
e simétrica se
VxY - VyX =[X,Y]

VXY, Z € X(M).
Teorema 1.6 (Levi- Civita): Dada uma variedade Riemanniana (M, g),

existe uma Gnica conexdo afim V em M satisfazendo as seguintes condi-
cdes:

(i) V é simétrica;
(i) V & compativel com a métrica g.
Demonstracdo. Ver referéncias [16] [

Observagao 1.4: A conexdo afim dada pelo teorema anterior é cha-
mada conexdo de Levi-Civita em M. Doravante, se M é uma variedade
diferenciavel Riemanniana, V sempre denotara a conexdo de Levi— Civita
associada.
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Defini¢cgo 1.17: Seja f : M — R uma funcdo suave na variedade
Riemanniana M. O gradiente de f, denotado por V£, & o (nico campo
vetorial suave tal que

(V£ X)=Xf VX € x(M)

Ezemplo 1.5: Considere S C R3 uma superficie e f : S — R uma
aplicacdo diferenciavel. Se E, F e G s3o o coeficientes da primeira forma
fundamental para uma parametrizacdo ¢ : U C R? — S, entdo o Vf em

¢(U) & dado por

vf_ qu_,va fvE_fu,F
 EG — F? EG — F?

Em particular, se S = R? x {0} C R? com coordenadas z,y, temos
Vf = fwel + fy62

tal que {e1,e2} é a base candnica de R?.

¢1L + ¢1) .

Defini¢cgo 1.18: Seja f : M — R uma funcdo suave na variedade
Riemanniana M. A Hessiana de f é a forma bilinear H/ = X(M) x
X(M) — R tal que
HI(X,Y)=Y(X[) = (VyX)f
Segue que H7 & simétrica, uma vez que
HI(X.Y) =YX~ (VyX)f
=YXf—(VxY -XY+YX)f
=XYf - (VxY)f
= H/ (Y, X)
Lema 1.3: A Hessiana HY de f é tal que
HI(X,Y) = (Vx(Vf),Y)
Demonstracdo. E consequéncia da definicdo do gradiente de f e do fato
de H' ser simétrica, ou seja,
HI(Y,X)=YXf~ (VyX)f
= (Vx(V/f),Y)
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tal que da pendltima para a altima linha usamos a compatibilidade da
conex3o de Levi-Civita com a métrica Riemanniana M. |

1.1.6 Formas Diferenciais

Defini¢ao 1.19: Seja V um espaco vetorial real n-dimensional. Diremos
que uma aplicacdo k — multilinear w : V x --- x V. — R & alternada
quando

W1,y Uiy ooy Uy U) = —W(UL, ooy Uy e, Uiy e, Uk,

Vi,jed{l,....k}, i#j

Denotaremos o conjunto das aplicacdes k — multilineares al-
ternadas por A¥(V) e convencionaremos que A°(V) = R. Note que
AY(V) = V*, o espaco dual de V, uma vez que todo funcional linear
em V & uma aplicacdo alternada por vacuidade. Segue que A*(V) é um
espaco vetorial real com as operacdes usuais de soma de funcdes e de
produto escalar por funcdes. Se w € A¥(V'), chamaremos w de k-tensor
alternado.

Definicao 1.20: O produto exterior entre os elementos w™, ..., wi €
AL(V) &

wh (vl) ceowh (vk)
wh /\.../\wi’“(’ul,---;vk) = det

wi(vy) . wi ()
Proposicao 1.5: Seja V um espaco vetorial real n-dimensional tal que
B ={e1,...,e,} &€ uma base para V e Bx = {w!,... ,w"} & a base dual

de B do espaco V*, entdo
B={w' A Aw*;1<i; < <ip <n}

é uma base para o espaco vetorial A*(V), cuja dimens3o & portanto (})
(se k >n, A¥(V)=0).

Demonstracdo. Vemos que w™ A --- A w' € A¥(V), para 1 < i; <
-++ < i < m uma vez que a funcio determinante é uma func3o alternada.
Suponha

E ail,,,ikw“ A Awh = 0, iy .0y € R
1y <o <ip
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Para (eju ...,e,.) €V x -+ x V segue da defini¢do de produto exterior,
ja que w'(e;) = 05, que

— E U S ik (p. Y =
0= Qiy iy W A Aw (6J17"'763k) _a'.]1~~~]k
i1 <--<ip

Logo, os elementos de B sdo linearmente independentes. Dado o € A¥ (V).
Defina
7= Z alei, .. e Jwh A Aw'

i< <ig

Portanto, n € A*(V) e n(ei,,...,ei,) = aleq,...,e; ) tal que 1 <
i7 < +++ < i < n, ouseja, n = « tendo em vista que « e 1 sdo
k—multilineares. [ ]

Definicdo 1.21: Sejam a = Y i, ,w A--- Aw € AF(V) en =
S njqwt A Awlt € AY(V). O produto exterior o A1) é

A= D D i gt A AW AW A AW € ARTH(V)
11 Bk J1e--1

tal que Wt A -  Aw' AwiL A+ Awlt éa (k+ )-forma dada por

Wil(vy) . wil(uggg)

WA AW AW A AWl (o, vpgr) = det w'k (v1) w'k (v y) (1.3)
’ w/l(vy) . wl(uggy)
Wity) oo Wl ey

Considere o conjunto de todos os tensores alternados de um espaco
vetorial V'

AV) = i AF(V)
k=0

com produto exterior para A(V) definido acima. Segue que A(V) tem
estrutura de R-algebra chamada dlgebra exterior de V.

Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimensional e T,M os es-
pacos tangentes, Vp € M. Podemos definir o conjunto A¥(T,M) dos
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k-tensores alternados em T}, M e o fibrado exterior k-dimensional Ay (M)
por
Aw(M) = | AMT,M)
peM

Seja (U,y) um sistema de coordenadas de M. Temos que
{aim‘p,...,afn p} é uma base para T, M para cada p € U. Seja
{dz1lp,...,dzm|p} a base dual correspondente para 7M. Segue que
Ak(TpM) tem uma base dada por {dzi, [, A--- Adzi, |ptigii< - <ip<m-
Decorre que, para w, € A*(T,M), devemos ter

“p = Yo Wi )zl A Adi
1<i1 < <ip<m

Definicao 1.22: Diremos que uma aplicagdo o : M — A (M) cuja
composicdo com a projecdo candnica de A (M) em M é a identidade &
uma k-forma diferenciavel se as fun¢des w;,. ;. : U — R s&o diferencia-
veis para cada sistema de coordenadas (U, )

Denotaremos o conjunto das k-formas diferenciais de uma varie-
dade diferenciavel M por Q¥(M). Em outras palavras, como uma forma
diferencial € uma secdo do fibrado Ay (M), consequentemente Q% (M) é o
espaco das secdes do fibrado Ay (M).

1.1.7 Orientacado de Variedades

Seja M uma variedade diferenciavel conexa n-dimensional. Uma
vez que A, (T,M) & 1-dimensional, ¥p € M, segue que A, (T,M) -0
tem duas componentes conexas. Uma orientagcdo em 1, M é a escolha de
uma componente conexa de A, (T,M) — 0. Seja O a 0-secdo do fibrado
exterior n-dimensional A (M), isto &,

0= [J{0e A, (T M)}

peEM

Como A, (T M)—0 tem duas componentes conexas, resulta que A}, (M) —
O tem, no maximo, duas componentes (ver referéncia [14]).

Defini¢ao 1.23: Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Di-
remos que M é orientavel quando A} (M) — O tem duas componentes.
Uma orientacao de uma variedade orientavel M é a escolha de uma das
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duas componentes de A% (M) — Q. Se uma orientacio é fixada em uma
variedade orientavel, esta é dita orientada.

Considere M uma variedade diferenciavel orientada e seja vy, ..., v,
base de T, M com base dual 41,...,6,. Diremos que a base vq,...,v, é
orientada ou positiva se 61 A --- A §,, pertence a orientacdo de M. Sejam
M e N variedades diferenciaveis n-dimensional orientavel, e ¢p : M — N
uma aplicacio diferenciavel. Diremos que 1) preserva a orientacdo se dv
manda bases positivas dos espacos tangentes de M em bases positivas dos
espacos tangentes de V.

Numa variedade diferenciavel n-dimensional M a orientabilidade é
equivalente a existéncia de uma colecdo C = {(U;, ¢;);i € I} de sistemas
de colecdo em M tal que

8{EZ‘
y;

M= |J Vv e det (-—) >0 em UNV (14)

(Ui,pi)eC

tal que (U;z1,...,2n), Viyt,...,yn) € C. Além disso, existe w €
Q™ (M) tal que wy, # 0, ¥p € M (ver referéncia [14]).

Variedades Unidimensionais Orientadas

Comecemos observando um importante fato a respeito da natureza
das variedades diferencidveis 1-dimensionais.
Teorema 1.7: Toda variedade diferencidvel compacta, conexa 1-
dimensional é difeomorfa ou a [0,1] ou S*.

Demonstracdo. Ver referéncia [4]. [ |

Se M é uma variedade diferenciavel 1-dimensional com bordo, como
dim OM = 0, segue que o bordo M é constituido por pontos isolados.
Se M, além disso, for compacta, dim dM = 0 possui um namero finito
de pontos isolados. Visto que M contém uma unido difeomorfa a uma
unido disjunta de segmentos [0, 1], entdo OM deve conter um nimero par
de pontos. Considere o caso particular do intervalo compacto M = [0, 1]
com a orientacdo usual de R'. Em z = 1, o vetor normal apontando
para fora € 1 € R! = Ty(M), enquanto que em x = 0, o vetor normal
apontando para fora ¢ —1 € R! = T7(M). Consequentemente, diremos
que a orientacdo de T1(OM) é +1 e a orientacdo de To(OM) & —1. Logo,
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Ty (OM)+To(0M) = 0. Isso & um fato geral e esta resumido na proposicdo
a seguir.

Proposicao 1.6: A soma dos nimeros de orientacdo dos pontos de
bordo de qualquer variedade diferenciavel 1-dimensional compacta com
bordo é zero.

Demonstracdo. Ver referéncia [11]. [

Nuamero de Intersegao

Sejam M, N e S variedades diferenciaveis orientadas sem bordo tais
que M é compacta, S é subvariedade fechada de N e dim X + dim S =
dimY. Se f : M — N étransversal a S, entdo f~*(S) possui um namero
finito de pontos, cada um dos quais com um niamero de orientacdo +1
induzido pela orientacdo de M.

Definicao 1.24: O nimero de intersecdo I(f,S) é a soma dos ni-
meros de orientacdo de f~1(S).

Se M é uma subvariedade compacta de NV transversal a S tal que
dim X + dim S = dimY, podemos definir I(M,S) = I(i,S), no qual
i: M < N é ainclusdo. Neste caso, I(M,S) é calculado contando os
pontos de X NS com sinal, positivo quando a orientacdo de M e S esta
de acordo com a de N, negativo caso contréario.

1.2 Homologia

Nesta secdo discutiremos brevemente conceitos a respeito de Homo-
logia Singular. Muitas das afirmacdes sdo enunciadas sem demonstracio,
ao leitor interessado é sugerida a referéncia [13], na qual sdo encontradas
as provas dos teoremas.

Considere I = [0, 1], o intervalo unitério fechadoe I = I'x---xI o
produto cartesiano de n fatores I chamado n-cubo unitério. Por definico,
1° serad o espaco constituido de um (Gnico ponto.

Defini¢ao 1.25: Um n-cubo singular no espaco topolégico X é uma
funcdo continua T : I — X.

Denotemos por Q.,,(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto
de todos os n-cubos singulares em X. Se o € Q,,(X), entdo existe uma
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Gnica representacdo de o como combinacdo linear finita com coeficientes
inteiros de n-cubos singulares em X.

Defini¢ao 1.26: Um n-cubo singular T : I — X é degenerado se
existe um inteiro i, 1 < i < n, tal que T'(x1,...,x,) ndo depende de z;.

Seja D,,(X) o subgrupo de @Q,,(X) gerado pelos n-cubos singulares
degenerados e defina C,, (X) = Q,(X)\D,(X), o grupo das n-cadeias em
X. Segue que Cy,(X) & um grupo livre abeliano gerado pelo conjunto dos
n-cubos singulares ndo-degenerados. Como consequéncia, consideraremos
apenas os n-cubos singulares ndo-degenerados.

1.2.1 Operador Bordo

Dado : I — X um n-cubo singular, para todo i = 1,...,n defina
os seguintes (n-1)-cubos

AT 1" P X
BT : "' > X
tais que

AiT(]}l, e ,Jﬁn_l) = T(]}l, e ,.137;_1,0,.137;, . ,xn—l)

BT(x1,...,xpn-1)=T(x1,...,2i—1, 1, Z4,...,Tp_1)

Como dissemos acima, C,(X) é o grupo abeliano livre gerado pelo
conjunto dos n-cubos singulares ndo-degenerados, portanto para definir um
homomorfismo em C,,(X) é suficiente defini-lo numa base de C,,(X), por
exemplo, no conjunto dos n-cubos singulares ndo-degenerados.
Defini¢ao 1.27: Seja T : I™ — X um n-cubo singular ndo-degenerado
n > 0. O operador definido tal que

é chamado operador bordo.

Observagao 1.5: O operador bordo pode ser estendido para um homo-
morfismo.
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Proposi¢gao 1.7: O homomorfismo 9, : Cp,(X) — C,(X) satisfaz a
seguinte equacdo
On-10, =0 (1.5)

Como 9 é um homomorfismo, estdo bem definidos os seguintes
subgrupos de C, (X)

Zn(X) =ker 0, = {u € Cp(X); 0 (u) = 0}, (n>0)
chamado grupo dos n-ciclos singulares
By (X) = imOp11 = Opt1(Cry1 (X)), (n=0)

chamado grupo dos n-bordos.
Note que da equacdo 0,-10, = 0 segue a seguinte inclusdo
B,(X) C Z,(X). Logo, podemos definir

Definiggo 1.28: Seja X um espaco topolégico. O grupo abeliano
H, (X) é denominado grupo de homologia singular n-dimensional de
X.

1.2.2 Homomorfismo Induzido

Seja f : X — Y uma funcio entre espacos topolégicos. Dado um
n-cubo singular ' : I — X, defina f4(T) = foT que induz naturalmente
um homomorfismo

fa i Cn(X) = Cu(Y), n=0,1,2,...,

Do fato que fyu(A;T) = A;(f¢T) e f4(B,T) = Bi(fxT) segue que fyu
comuta com o operador bordo?, ou seja,

8n,of# :f#oan

Consequentemente, fu leva Z,(X) em Z,(Y) e B,(X) em B,(Y) e
induz uma homomorfismo entre os grupos quocientes

f*Hn(X)%Hn(Y)a n205172a"'a

4quando isso ocorre, dizemos que f ¢ uma fungdo (aplicagdo) de cadeias
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Defini¢ao 1.29: Sejam f,g : X — Y funcbes continuas entre os es-
pacos topoldgicos X e Y. Diremos que f e g s5o homotépicas e denota-
mos por f =« g se existe uma funcdo continua F': X x I — Y tal que
F(z,0) = f(z) e F(x,1) = g(x) para todo z € X

Teorema 1.8: Sejam f e g funcdes continuas de X em Y. Se f e g sdo
homotdpicas, entdo os homomorfismos induzidos f. e g., de H,(X) em
H,(Y) sdo iguais.

Teorema 1.9: O namero de intersecdo é invariante por homotopia, ou
seja, sejam f e g funcdes homotépicas, entdo I(f)=I(g).

Funcgao de Cadeia e Homotopia de Cadeia

Defini¢gao 1.30: Uma complexo cadeia K = {K,,0,} é uma sequén-

cia de grupos abelianos K, n = 0,4+1,4+2,..., e uma sequéncia de ho-
momorfismos 0, : K,, — K,,_1 tal que
On—10, =0

para todo n € Z.
Dado um complexo cadeia K = {K,,, ,,}, podemos definir

Zn(K) = ker 0,
By (K) = im0 41
Logo, B, (K) C Z,(K) C K, e, naturalmente, definimos
Hn(K) = Zn(K),/ Bn(K)
chamado o grupo de homologia n-dimensional de K.
Defini¢ao 1.81: Sejam K = {K,,0,} e K' = {K},,0,} complexos

cadeias. Uma funcdo cadeia f : K — K’ consiste de uma sequéncia de
homomorfismos f,, : K,, — K/, tal que

,fn—lan - 87/qfn
para todo n € Z.

Teorema 1.10: Se 0 — X i> Y % Z — 0 & uma sequéncia exata curta
de complexos cadeia e funcdes cadeia. Entdo, a seguinte sequéncia longa

I H(Y) S Hy(2) S Ho (X)) D H (V) 2
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é exata.

Definicao 1.32: Sejam f,g: K — K’ funcdes cadeia. Uma homoto-
pia de cadeia D : K — K’ entre f e g é a sequéncia de homomorfismos

Dy K, — Kl

tal que
,fn — gn = 717,+1Dn + Dn—lan

para todo n € Z. Diremos que duas funcdes cadeia f e g sio homotoépicas
em cadeia se existe uma homotopia de cadeia entre f e g.

Proposicao 1.8: Sejam f,g: K — K’ sdo funcdes cadeia. Se f e g sdo
homotdpicas em cadeia, entdo

fo= g Ho(K) — Ho(K')

para todo n € Z.

Tipo de Homotopia

Defini¢ago 1.33: Sejam X e Y espacos topoldgicos. Diremos que X e Y
possuem o mesmo tipo de homotopia se existem duas funcdes continuas
f: X —>Yeg:Y — X tais que gf é homotdpicaa Ix : X — X e fg
é homotépica a Iy : Y — Y. As funcdes f e g sdo ditas equivaléncias
homotaoépicas.

Teorema 1.11: Se f : X — Y & uma equivaléncia homotdpica, entdo
fe i Hy(X) - Hy(Y), n=1,2,... & um isomorfismo.

Defini¢ao 1.34: Um espaco topoldgico X é contractil a um ponto
se existe uma funcdo continua F': X x I — X tal que F(z,0) = z e
F(z,1) = z, para todo z € X e z, & um ponto fixo de X.

Definig¢ao 1.35: Uma subconjunto A de um espaco topolégico X é re-
trato de deformacdo de X se existe uma funcio continuar : X — A com
r|a = ida e uma fun¢do continua F': X x I — X tal que F(z,0) =z e
F(z,1) = r(z) para todo z € X.

Se A é retrato de deformacdo de X, segue que a funcdo inclusdo
i: A — X & uma equivaléncia homotépica. Além disso, o homomorfismo
induzido i, : H,(A) — H,(X) é um isomorfismo.
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1.2.3 Homologia Relativa

Considere um espaco topoldgico X e seja A um subespaco de X.
Sei: A — X denota a inclusdo de A em X, decorre que o homomorfismo
induzido iy : C),(A) — C,(X) € um monomorfismo. Logo, C,(A) é o
subgrupo de C,,(X) gerado pelos n-cubos singulares ndo-degenerados em
A. Defina o seguinte grupo

Cn(X, A) = Cn(X),/Cn(4)

denominado o grupo das cadeias n-dimensionais do par (X,A). Uma
vez que 0, (Cr(A)) C Op—1(A), podemos induzir um homomorfismo no
quociente

9l Cp(X,A) = Cr1(X, A)

De forma semelhante a definicdo dos grupos de homologia, defini-
mos o grupo dos n-ciclos de (X, A) para n > 0 por

Zn(X,A) =ker 0, = {u € Cp(X, A); 0, (u) € C,,(A)}
e para n > 0 o grupo dos n-bordos
Bn(X, A) = Z'man+1 = 8n+1(Cn+1(X, A))

Pode-se verificar que 0,0,+1 = 0, segue que B,(X,A) C Z,(X,A) e,
portanto, podemos definir o grupo de homologia relativa n-dimensional tal
que

Hy(X,A) = Z,(X, A) /Bn(X, A)

Sequéncia Homolégica Exata do Par (X,A)

Comecemos indicando os homomorfismos i, : Hy(A) — Hp(X)
induzido pela inclusdo i : A — X e j. : H,(X) — H,(X,A) induzido
pelo epimorfismo jy : C\,(X) — C,(X, A) que associa a cada u € C,,(X)
a classe [u] € (X, A).

Definiremos um homomorfismo entre H,,(X, A) e H,,_1(A). Dado
u € H,(X,A), escolha v € C,(X,A) tal que v &€ um representante da
classe de homologia u. Segue que existe v’ € C,,(X) tal que j3(v') = v, ja
que jy é epimorfismo. Considere 9, (v") € C,—1(X), decorre que 9(v') €
Crn—1(A) e, além disso, 9(v') &€ um ciclo. Defina o operador 9. tal que
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Ox«(u) é a classe de homologia de 9(v’). De fato, J. esta bem definido e
ndo depende da escolha dos representantes v e v'. O homomorfismo 9(v')
serd chamado operador bordo do par (X,A).

Dispondo dos homomorfismos indicados acima, podemos considerar
a seguinte sequéncia infinita de grupos e homomorfismos para o par (X, A)

IS Ha (X, A) 2 Ho(A) 5 Hoy(X) 25 Ha(X,A) 25

chamada sequéncia homoldgica do par (X, A). Consequentemente, sempre
que houver uma sequéncia de espacos

A— X — (XA
induzindo uma sequéncia exata de cadeias
0= Cn(A) = Cp(X) = Cp(X,A) =0

resulta numa sequéncia exata homoldgica.
Teorema 1.12: A sequéncia homoldgica de qualquer par (X, A) é exata.

Demonstracdo. Ver referéncia [13]. [

1.3 Teoria de Morse

Ao tratar da Teoria de Morse, a observacido fundamental a ser feita
diz respeito a intima relacdo entre os pontos criticos de uma funcdo definida
numa variedade M e a topologia de M. Em outras palavras, cada ponto
critico corresponde a alcas adicionadas a variedade.

Considere M uma variedade Riemanniana e seja g a métrica Rie-
manniana. Seja f : M — R & uma func3o real suave definida em M.
Definimos o conjunto

Cr(M, f)={a € M;df(a) =0}

Diremos que aw € M é um ponto critico de f quando o € Cr(M, f).
Defini¢dgo 1.36: Um ponto critico « € M é dito ser ndo-degenerado
se a hessiana H] : T,M x T, M — R & n3o-singular.

Defini¢cao 1.37: Sejam M uma variedade diferenciavel e f : M — R
uma funcdo suave. Diz-se que f € uma funcdo de Morse se todos os
pontos criticos de f sdo ndo-degenerados.
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Exemplo 1.6: Na figura abaixo, temos a funcdo altura f definida no
toro T!. Segue que os pontos «, 3, v e 1 sd0 0s pontos criticos de f.

z
Y
x
Exemplo 1.7: Seja P? o plano projetivo. Sejam a,, ..., a, € R distintos
entre si e ndo-nulos. Defina f : P2 — R por
2 2
2 aa?
=0 %j
[xoyxlny] — J272j
Zj:[) Ty

Portanto, f & uma fun¢do de Morse com pontos criticos x = (1,0), y =
(0,1) e z=(-1,0).

Teorema 1.13: Dada uma variedade diferenciavel M, existe uma funcio
de Morse f : M — R definida em M.

Demonstracdo. Ver referéncias [3] |
Lema 1.4(Lema de Morse): Sejam f : U — R uma funcdo de

Morse definida em U C R"™ aberto e « € M um ponto critico ndo-
degenerado de f. Entdo, existem abertos V, W C R™ e um difeomorfismo
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C®E:V,—WcecomaeW CU,0eV e&(0) =« tal que
FEW) —fl@)=—yi— = +vip + -+

Yy = (y1,...,yn) € V.

Demonstracdo. Seja a = 0 e f(a) = 0. Escolha W C U bola aberta tal
que 0 € W. Podemos escrever

n

fl@) = aij(z)ziz;

ij=1

tal que a;;(z) = fol(l — 1) 8.5,»2827 (tz)dt. Entdo, Vo € W, A(z) = [a,;] €
simétrica e f(z) = (A(z).z,7) e A, = A(0) = §[524-(0)].

Como 0 & um ponto critico ndo-degenerado, A, é simétrica inver-
sivel = M(x) = Aj1A(x) = A(z) = A,M(x) e M(0) = I. Podemos
escolher o raio de W tdo pequeno que Vx € W = A(z) = A,B?*(x),
B:W —R". Uma vez que 4, e A(z) sdo simétricas

A(z) = A,B*(2) = (B*)*4, =
= B?(x) = A, (B*(x))*A, = A;'B*(2)A, A, ' B*(2)A, =
— (478" (@)A,)

Se o raio de W for suficientemente pequeno, temos que B(z) =
ASIB*(2)A, = A,B(x) = B*(x)A,, logo

A(x) = A,B?*(z) = A,B(x)B(x) = B*(z)A,B(z) =

f(z) = (A(z).z,z) = (B*(x)Ap,B(z)x,x) = (A, B(x)z, B(z)x)

Defina
w: W —R"
x+— B(x).x
Derivando ¢ temos que
0, _ 0B

¢(a)w = 5 (@) = S (@) + Blayw
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Sex =0= ¢0)v =B0)v =v= ¢(0) =1 Pelo Teorema da
Fungdo Inversa, podemos escolher W tal que ¢ : W — V = (W) é
difeomorfismo.

Seja ¢ = !

: V. — W, segue que

f(g(y)) = oy y Z Ai5YiY;

1,7=1

Como A, é simétrica, A, é diagonalizavel. Além disso, desde que
A, é inversivel, os autovalores \; # 0. Decorre que existe uma base {v;}
de R™ tal que

0 | # k;
(Ao oy =40 77 (1.6
+1, respectivamente se \; > 0 ou A < 0;
Portanto, concluimos que
&) = (Aoy, y) = (4o. Zyzvuzijj>
(1.7)
= Z Yiy; (Aovi, vj)
ij=1
=yl = Y Vi
|

Observagao 1.6: O indice de Morse do ponto o é definido como
() := k que aparece no lema anterior.

Ezemplo 1.8: Osindices de Morse no exemplo 1.6 sdo (o) = 2, u(8 )
u(y) =1e p(n) =0, e para o exemplo 1.7, temos p(z) =0, u(y) =

() = 2.

Coroldrio 1.1: Seja f : M — R uma funcdo de Morse definida em
M variedade Riemanniana. Entdo, Cr(M, f) € um conjunto de pontos
isolados. Se M é compacta, entdo Cr(M, f) € um conjunto finito.

Considere a funcdo de Morse f : M — R definida na variedade
diferencidvel compacta M. Definiremos os seguintes conjuntos de M,
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Va,be M, a < b:

M** ={pe M;pe f'([a,b])}
M®*={peM;pe f'(a)}

Mo

-—-—-a

Ma

Lema 1.5(Lema da Deformagdo): Seja M uma variedade Rieman-
niana compacta e sejam a,b valores regulares de f : M — [a,b] tal que
a < b. Considere que n3o existe valor critico ¢ tal que a < ¢ < b, ent3o:

MY = M x [a,b].

Demonstracdo. Seja U uma vizinhanca de f~!([a,b]). Considere o se-
guinte campo V definido em M:

0, se p € X\U,;
V(p) = (1.8)
a(p)%, se pc U,
talque e C®, 0< a(p) <le
1, Vpe M»b
alp) = P (1.9)
0, Vpe M\U

Perceba que Vf é o gradiente de f com respeito a métrica Riemanniana
ge
IVFDIP = 9(VFip),VIPp) =< VPp),Vp)>p
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Entdo, Jp; : R x M — M (C*) tal que ¢y, : M — M é dife-
omorfismo, Vt, € R, uma vez que M é compacta. Defina §: R — R,
B(t) = f(¢e(p)), p € M. Logo,

B(t) = (Vf(ee(p), V(e (p)) = alee(p)) = B'(t) =1
quando ¢;(p) € M*?, ou seja, B(t) =t +kesepc M®
B(0) = f(eo(p)) = f(p) =a= B(t) =t +a
Como p_a : M — M é difeomorfismo e
flep-a(p)) = Bb—a) = (b—a)+a=b,

verificamos que @y _4|ara 1 M@ — MY & difeomorfismo.

Defina as seguintes funcdes
®: M — M x [a, D]
p = (p) = (Pa—s(r) (0): f(1))

U M x [a,b] — M*°
(p,t) = ¥(p,t) = ¢i—alp)

Consequentemente,

Do V(p,t) = ‘I’(Sﬁt—a(p))
= (Pa—f(or o) (Pi—a(®)), fpr-a(D)))
= (Pa—t(i—a(p)), 1))
= (p,t)

o ®(p) =¥ (@a s (), f(0)
= 0f(p)—a(Pa—t(p)(P))
=p
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Teorema 1.14: Seja M uma variedade diferenciavel compacta e f :
M — [a,b] uma funcdo de Morse. Suponha que exista um danico valor
critico ¢, a < ¢ < b, tal que u(f~1(c)) = \. Entdo, existe uma \-célula,
ou seja, um mergulho de um disco D* em M com e* C M — f~(a) tal

que e* N f~1(a) = de*, e existe um retrato de deformacdo de M sobre
fl(a)ner.

Demonstracdo. Ver referéncias [10] [

O k-ésimo nimero de pontos criticos de uma fun¢do de Morse f :
M — R & o nimero v, = vi(f) de pontos criticos de indice k, 0 < k <
ndim M. Diremos que f tem tipo (vo, ..., V).
Teorema 1.15: Seja M uma variedade diferencidvel compacta n-
dimensional e f : M — [a,b] uma funcdo de Morse do tipo (v1,...,vn).
Entdo, M tem tipo homotépico de um CW-complexo® finito com exata-
mente vy A-células.

Demonstracdo. Ver referéncias [10] [

Agora, seja g uma métrica Riemanniana em M. Considere o fluxo
do gradiente negativo ¢ de uma funcdo de Morse f

RxM—M

tal que

61 g 9lta) = ~VIO(Ee),  6(0,) = idu

Defini¢cao 1.38: Sejam M uma variedade diferenciavel compacta e f :
M — R uma funcio de Morse e & € M um ponto critico de f. Definimos
o conjunto estavel:

So = {x € M] lim ,(x) = o)
e o conjunto instavel:

Uo = {x € M| Jim_o1(a) =}

no qual ¢;(x) := ¢(t, ).

5

ver referéncia [13] e [10]
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Observacao 1.7: De fato, prova-se que U, e S, sdo subvariedades de
M, chamadas variedades instavel e estavel, respectivamente. Além disso,
o indice de Morse de f é tal que pu(a) = dimT U, (ver referéncia [6]).

Defini¢cao 1.39: Se a,3 € M s3o pontos criticos de uma funcio de
Morse, defina M («, 5) = U, N Sg, 0 conjunto dos pontos = € M tais que

Jim ale)=a e Jim o) = 5

Defini¢ao 1.40: Diremos que um campo vetorial gradiente V f satisfaz
a condicdo de Morse-Smale se as variedades U/, e Sg se intersectam
transversalmente, para todo «, § € Cr(M, f).

Ezemplo 1.9: Sejam M (na figura a seguir) difeomorfa a esfera e f :
M — R a funcdo altura. Ent3o f admite quatro pontos criticos «, (3,
v e, tais que p(a) = pu(B) = 2, p(y) =1 e p(n) = 0. Segue que o
campo vetorial gradiente —V f é Morse-Smale, uma vez que as variedades
instaveis e estaveis se intersectam transversalmente

g

Teorema 1.16: Seja f uma funcdo de Morse e g uma métrica Rieman-
niana na variedade fechada M. Entdo V9 f pode ser aproximado por um
campo vetorial gradiente X = VY[ satisfazendo a condicdo de Morse
Smale.

Demonstracdo. Ver referéncia [5]. |
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Exzemplo 1.10: Considere o 2-toro T? no R® como indicado na figura
abaixo com métrica induzida pela métrica de R3 e seja f : T2 — R a funcao
altura. Sabemos que f possui quatro pontos criticos tais que u(a) = 2,
w(B) = p(y) =1 e pu(n) = 0. Vemos que o campo vetorial gradiente
—V f ndo é Morse-Smale, pois U, e Sg ndo se intersectam transversalmete.
Contudo, uma pequena perturbacio, indicada na figura abaixo, elimina os

fluxos entre 3 e 7, donde o campo —V f & agora Morse-Smale.
z
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No caso de um fluxo de Morse-Smale, M (« 3) € uma subvariedade
de M. Se M («, 8) # 0, vem da teoria de transversalidade:

dim M (e, f) = dim U, + dim Sg — dim M
= pa) + (n—pu(B)) —n (1.10)
= p(a) — p(B)



2 Homologia de Morse

Neste capitulo estaremos interessados em definir grupos de homo-
logia de Morse para variedades compactas e sem bordo. Estudaremos ini-
cialmente os espacos quociente de espacos de fluxos, os chamados espacos
modulares buscando técnicas para orienta-los, uma vez que tal orientacdo
serd peca chave na definicio do operador de bordo 0.

Comecemos lembrando que, dada uma f : M — R funcdo de
Morse, podemos considerar o fluxo ¢ do gradiente negativo da funcio de
Morse f

¢ RxM— M

tal que 5

&(ﬁ(ta J,‘) = —Vf((b(t,x))

Sejam «, 8 € Cr(M, f), definimos também as linhas de fluxo ou trajetérias
v : R — M partindo de « e chegando em 3 tais que 7/ (t) = =V f(y(t)) e
lim; oo y(t) = @ € limy_, o ¥(t) = . Perceba que existe uma ac¢do livre
natural de R sobre as linhas de fluxo. Como M(«, /) € o conjunto de linhas
de fluxo entre « e f3, existe uma ac3o livre de R sobre M(«, 3). Além
disso, assumindo M compacta, temos que o espaco quociente pela acdo
tem estrutura de variedade diferenciavel cuja dimensdo é u(a) — u(3) —1*.

Defini¢ao 2.1: O Espaco Modular dos fluxos de « para 5 é
M(a, B) = M(a, ) /R

Cada € M(a,ﬁ) é chamada trajetdria ndo-parametrizada

Defini¢cao 2.2: Uma Trajetoria Quebrada Nao-Parametrizada li-
gando « e 3 consiste do seguinte:

e um n > 0, o nimero de componentes;

e uma (n+1)-upla de pontos criticos a,, aq, ..., a, tais que a = a,
e 8 = o, s30 0s pontos extremos;

e para cada i com 1 < ¢ < n, uma trajetéria ndo-parametrizada z; €
M(a;—1, ;) é a i-ésima componente da trajetéria quebrada.

! Toda esta discussdo pode ser encontrada em [12]

35
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2.1 Colagem de Trajetérias

Seja M uma variedade Riemanniana fechada, assuma que o campo
—Vf & de Morse-Smale e sejam «, 8 € Cr(M, f). Em geral, o espaco
modular /\;l(a,ﬂ) ndo é compacto. Contudo, podemos investigar uma
compactificacdo candnica para M(a, B), considerando as trajetérias que-
bradas entre o e . Convém notar que para u(a) — u(3) = 1, M(a, B)
é compacta, pois trata-se de um conjunto finito de pontos. Comecemos o
seguinte conceito de compacidade.
Defini¢ago 2.3: Um subconjunto K C /\;l(a,ﬂ) é dito compacto até
trajetérias quebradas, se V sequéncia {pi}ren C K, 3 pontos criticos
a =g, 0,...,0 =f, 3 trajetérias 7 € /\;l(aj,l,aj), j=1,...,1, tal
que pr — (%, ...,2") quando k — oc.

A convergéncia aqui significa, por definicdo, a convergéncia com
relacdo a distancia d induzida pela métrica Riemanniana emMem M das
trajetdrias pi para a unido das trajetdrias 7, ou seja,

Ve > 0,3k, e N,Vk > ko :pp CU(FU---UZY

no qual U.(A4) a e-vizinhanca de uma conjunto A. Diremos que a sequéncia
pi converge para uma trajetoria quebrada (z',. .., x') de ordem I.
Teorema 2.1(Compacidade): Se a condicdo de Morse-Smale é satis-
feita, entdo o espaco modular dos fluxos /\;l(a,ﬂ) é compactificavel e as
trajetérias quebradas possuem ordem no maximo p(a) — p(8).

Demonstracdo. Ver referéncia [5]. |

Dadas trajetérias a(t) e b(t) nas variedades estavel e instavel, res-
pectivamente, de um ponto critico o € Cr(M, f), podemos, sob certas
hipéteses, colar a(t) e b(t) e obter uma trajetéria que ndo passa por «.
Disso trata o préximo teorema.

Teorema 2.2: Assuma que a condicdo de Morse-Smale estd satisfeita
e escolha pontos «a, 8,7 € Cr(M, f) cujos indices sdo, k + 1,k k — 1,
respectivamente. Ent3o existe uma nimero real positivo T, e uma funcio

#:M(a75) X [TO,OO) XM(B,’)/)—)M(OZ,’}/), (u, T, v) = u#rv

tal que
u#rv — (u,v)  se T — oo
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Consequentemente, nenhuma sequéncia em M(f, Y)I\UF[T, ,00)V CONVErge
para (u,v).

Demonstracdo. Ver referéncia [5]. [

Como consequéncia dos altimos dois teoremas, podemos explicitar
a compactificacdo para o espaco modular dos fluxos M(a, B), que é feita
adicionando a M(a, 8) as trajetérias quebradas de ordem 2,..., u(a) —
1(B).
Coroldrio 2.1: Seja M uma variedade diferenciavel fechadae f: M —
R funcdo de Morse tal que o campo gradiente negativo satisfaz a con-

dicdo de Morse-Smale. Denote por ./\;l(a,ﬁ)k o conjunto das trajetérias
quebradas de ordem k, ou seja,

M(a,ﬁ)k: U M(ayrl)xM(ﬁ,T‘z)X“'X/\;l(m,ﬁ)

r1,...,rk €CT(M, f)

tal que «a,71,72,...,7%, 8 sdo distintos. Entdo, a compactificagdo de
M(a, B) é dada por

M(Oé,ﬁ):./\;l(a7ﬁ) U M(aaﬁ)k

k=1,...,u(c)—p(B)

Para os propdsitos adiante, convém destacar o caso em que a e 3
sdo tais que os indices de Morse sdo k+ 1 e k— 1, respectivamente. Segue

que o bordo de /\;l(a,ﬂ) é dado por
OM(a,8)= |  Mla,r)x M(r,B)

reCri(M,f)

Sera interessante trabalhar com este bordo orientado, uma vez que o
mesmo permitira definir operadores nos grupos livres gerados pelos pontos
criticos de f.

2.2 Orientacdo de M(a, 3)

Como trabalhamos em dimens3o finita, a orientacdo de M(a, )
pode ser induzida pelas orientaces das variedades instavel e estavel. Seja
« € M um ponto critico de uma funcdo de Morse-Smale definida numa
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variedade diferencidvel M compacta e orientavel. Ent3o, a variedade insta-
vel U, é orientavel. Fixe uma orientacdo no espaco T,U,. Uma vez que a
variedade instavel é contractil, a orientacdo de T, U, induz uma orientacdo
em U,. Por outro lado, o espaco T, U, & uma fibra do fibrado normal da
variedade estavel S, que é também contractil. Em suma, a orientacio de
T.U, induz uma orientacdo no fibrado normal de S, que pode ser fixada
de tal forma que o niimero de intersecdo de U, NS, & +1. Dizemos que
S, & coorientavel.

Escolha uma orientacdo [T,U,| para T,U, em todo ponto critico
«. Ent3o, todas as variedades instaveis estdo orientadas e as variedades
estaveis estdo coorientadas. Se o fluxo é de Morse-Smale, é possivel ori-
entar o espaco M (a, 5) como a intersecdo de U, e Sz. Com efeito, para
cada z € M(a.f) temos a seguinte sequéncia exata

0= ToM(a,b) 5 ToUy 5 NuS, — 0 (2.1)

O espaco T, M(a,b) & orientado como segue: seja wq,...,w; em
T,U, tal que suas imagens 7(w;) € uma base orientada de NS, e seja
v1,...vq4 base qualquer de T, M (a,b). Entdo, os vy, ...vq foram uma base
orientada de T, M (a,b) se

i(vl), veuy i(vd),wl, sy Wy
é uma base orientada de T,.U,.
Visto que M («, 3) esta orientado e seja [M(«, 3)] uma orientacio,

podemos orientar o espaco modular dos fluxos declarando que M(a, B)

é uma orientacdo para M (o, 3) quando
Ma, )] = [M(@. 8)] V4] (2:2)

ou seja, para orientar M(a,ﬁ) basta considerar uma base positiva de
M(a, 3) e ignorar o sentido de V f.

Exemplo 2.1: Considere M a variedade mostrada na figura a seguir
juntamente com a orientacdo nela fixada. Sabemos que «, 3, v, e 1) sdo os
pontos criticos da func3o altura definida em M. Pela sequéncia 2.1, temos
que a orientacdo de M(a, B) coincidecom V f e /\;l('y, B)é—Vf. Entdo, a
equagdo 2.2 nos da que [M(a, B)] = +1 e [M(v, )] = —1. Para M(5,7)
temos duas componentes conexas, uma cuja orientacdo coincidindo com
Vf e aoutraiguala =V f.
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Alternativamente, para « e 3 pontos criticos de uma funcdo de
Morse-Smale, podemos orientar M(a, B) usando técnicas que n3o depen-
dam de argumentos baseados no fato que a dimensdo de M(«, 3) é finita.
E importante ressaltar que uma abordagem mais criteriosa exigiria um cui-
dado maior com as afirmacdes relacionadas as variedades definidas a seguir
bem como os espacos de Banach considerados. Faremos apenas uma dis-
cussdo, em linhas gerais, dos principais resultados envolvidos objetivando
garantir uma orientacdo para a variedade M(a, 3).

Definicao 2.4: (i) Dada uma curva v : (—o0,00) — M tal que

im0 =
Jim (1) =6

defina o operador

By = [ (1 9 R)

— 00

(ii) Seja P(«, ) o conjunto curvas tais que

P(a, B) :{fy : (—00,00) = M;
lim y(t) =a, lim () =8 e E(y) <oo}

t——o0
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(iii) Seja

={¢:( ) = T'M;
f() ’Y(S)M7 hm f —0}

o espaco tangente a P(a,8) no ponto 7 e TP(a,) =
Uv Tyep(a,) P, B) o fibrado tangente.

Defina o campo
X:Pla,B) — TP(a, P)

dado por
X()=7+Vf(y)

Desejamos provar que 0 é um valor regular de X, donde segue que
X~1(0) = M(«a,) & uma subvariedade diferencidvel de M com di-
mensdo u(a) — p(B). Além disso, estaremos interessados em provar que
X~1(0) = M(a, B) & orientavel.

Antes de atacar o problema, considere a derivada do campo X em
cada v € P(a, 8):

VeX(y Z (v; +V£5)0 —v€<Z'VJ >+D€(vajaj),
j=1 j=1 Jj=1
ou seja,
VeX(7) =Vey + VeV(y) = V58 + VeVi(y)
Para fixar notaco, ponha
F’)’ = VX(,-Y) : TWP(a7ﬁ) — TWP(a7ﬁ)

tal que
Fy (&) = V5§ +VeVE(y)

Agora considere os seguintes espacos
L (v) = {5 ]R—>M§()6TS)M/ (s)]?ds < 0o}
Wh2(y) = {€ € L*(7); V()€ € L*(7)}
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Desta forma, consideraremos o operador linear F, definido em
E i Wh? = L2 (9)

Convém observar que tanto W2 quanto L?(v) sdo espacos de Banach
o0

com as normas [|€]| = [0 (|€]% + |VE|?) ds e ||€]] = [T €(s)|?ds, res-

pectivamente.

Teorema 2.3: Se f : M — R & uma fungcdo de Morse com pontos
criticos o, B € M e v : R — M & uma curva suave tal que

lim vy(s) =a e lim ~(s) =4,
§——00

§—00

entdo F, é um operador de Fredholm e

ind(F,) = u(a) - u(B).

Se, além disso, o fluxo do gradiente € Morse-Smale e « satisfaz v/ =
—V f(v), entdo F, é sobrejetor.

Lema 2.1: Seja £ € X () um campo vetorial sobre uma curva 7. Exis-
tem constantes finitas ¢ > 0 e T > 0 tal que:

e’} e’} T
241 |VeP) ds < F.£12d 24
/ﬂo(m |VER) ds C</oo' € s+1T|5| )

Demonstracdo. Seja X(s),..., Xn(s) uma base ortonormal de T’ M,
Vs € R tal que VX, (s) = 0, tal base existe e pode ser definida pelo
transporte paralelo de uma base X (¢,),..., X, (t,) para algum t, € R.
Seja (&1,...,&n) € R as coordenadas de £ nesta base. Ent3o:

O=F Zl (6&X,)

-y [_vs(gyxy) +6,Vx,VI()]
(v + 52 )+ Zau,@]
(d@ iy auufu)

p=1

N
Il
—

[
NE

v=1

I
MS

v=1
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no qual a, = (X.(5),Vx,Vf(1(s))- Logo, au,
HY(X)(s), X, (s))

Na base X,,(s) podemos escrever o operador F, como

Fe) = E 4 Aecs)

tal que A(s) € R™*™ é a matriz simétrica cujas entradas sdo a,,,. Perceba
que
A, = lim A(s) Ag = lim A(s)

§—00 §—>—00

representam a Hessiana de f nos pontos z,y € M. Como f é funcdo de
Morse, A, e Ag sdo ndo-singulares.
Dado ¢ € X(v), considere a sua Transformada de Fourier:

Cliw) = = ooe*i‘“s s)ds
ww)—ﬁ/m £(s)d

Definimos o operador

Fot = % +Aaf s WHA(R,R?) — LA(R,R™),
S

donde vem

F.é =n <= (iwl 4+ A,)E(iw) = 7j(iw), weR
Consequentemente, (1 + |w|2)|€(iw)|? < k|A(iw)|?. De fato,

[l = {iw + Aok, iw + Aaf)
= WIEJ +iw (€, Aag) — iw(Aa, €) + [Aat]®
= w?le]* + |Aag?
Pois, A, € simétrica. Assim, |n|? = w2|¢2 + |Aaé|? > (w? + 22)|¢|?, para

X =inf \;. Logo, 3k € R tal que (1 + |w|?)|€(iw)|? < k|7)(iw)[2. Como a
transformada de Fourier é uma isometria, segue da desigualdade anterior

€[22 = / (1+ [wf?)[éPdw < & / 72w = )12,

— 00 — 00
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ou seja,
I€lT2 < el B ()17

Seja £ € X(v) tal que £(s) =0 para =T < s < T. Para T grande,
teremos que a estimativa acima sera preservada, isto &,

[ (e e )

sef(s)=0para —-T <s<T
Considere agora a estimativa para F, em [—1, T

||F()|\—/ d _/i <‘%2+ <d£ A§>+|A5|2>

2
- |A5|2> ds
S

ds

ag
ds

e portanto,

T d£2 5 2
/T<|£|2+}£ )ds<k/ <|5|2 % e

Escolha uma funcdo 8 : R — [0, 1] tal que 5(t) = 1 para [t| < T
e B(t) = 0 para |t| > T + 1. Entdo com a constante c¢ suficientemente
grande, tem-se:

€lhwns < 18ElIwee + (L= BEllwre
k[|ﬁe||L2 B (890 + 1 F (1L mg]nw}

a3
k[llﬂflm +2| P

+1BF& e + 111 - 5)F’Y£||L2‘|
L2

<3k [muzq_T_LTHD ; ||F75|L2<R>]
(2.5)
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ou seja,
1€llwr2 < e(lF5 (€l L2 + 1€l L2j-7,17)

tal que ¢ = 3k. |

Lema 2.2: Sejam X, Y e Z espacos de Banach e suponha que o ope-
rador linear limitado F' € L(X,Y) e o operador compacto K € L(X, Z)
satisfazem a seguinte estimativa:

zllx < c([[F(@)]ly + 1K (2)]2)
para todo « € X. Entdo F tem imagem fechada e dimkerF < co.
Demonstracdo. Ver referéncia [1]. |

Logo, pelo lema anterior, F, tem imagem fechada e dim ker(F,) <
00. Resta provar que im(F,) tem codimensdo finita e que ind(Fy) =
ind(y) — ind(z). Para tanto, denote por:

D(s,t): T,Y(t)M — TW(S)M
como a solucdo do operador diferencial linear V,§ + V¢ VF(y) = 0. Vale
dizer que se v satisfaz 7' = —V f(7), entdo ®(s,t) = dp>~t) (v(t)). Entdo
£ € kerF, < £(s) = ®(s,t)E(t) para s,t € Re & € L?(). Com base

nisso, defina:

E'(s)={¢e T7(S)M;t££noo(1)(t’s)£(s) =0}

E*(s) = {€ € Ty M; lim D(t,5)&(s) = 0}

Logo £(s) converge para zero quando s — oo se &(s) € E®(s) N
E"(s), donde conclui-se que & € kerF, <= {(s) = ®(s,t)E(t) e &(s) €
E*(s) N E"(s) de maneira que

dimker(F,) = dim(E* N EY)

Igualmente procedemos com o kernel do operador adjunto de F,

FfW? — L2, Fin= -V +V,VF(y)
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considerando o operador
\I’(S,t) = (I)(t, S)* : T’y(t)M — T’y(s)M
Segue que
dimker F¥ = dim(E*® + E*)*
Assuma que ~y(s) satisfaz a equacdo do fluxo fora do intervalo [—T,T].
Neste caso,
E(s) = T,Y(S)Z/{a, Vs <
ES(S) = T,Y(S)S@, Vs> T

e como (s, t)E“*(t) = E™*(s) segue
dim E*(s) = p(a), dim E%(s) = n — u(pB)

para todo s € R. Concluimos que

ind(F,) = dim(ker F,) — dim(ker F)
=dim(E° N EY) + dim(E* + E¥) —n
=dim E" +dim E® —n
= (@) — u(B)

Por fim, se o fluxo do gradiente de f é de Morse-Smale e ~(s)
satisfaz a equacdo do fluxo, entdo E"(s) + E°(s) = T )M para todo
s € R donde, neste caso, F, é sobrejetivo e fica assim provado o teorema.

Logo, temos que 0 é um valor regular para X', consequentemente
o conjunto X~1(0) é a imagem inversa de uma submersdo, portanto, é
uma variedade diferenciavel. Além disso, a aplicacdo X : L?(y) — L?(v)
é uma aplicacdo de Fredholm, uma vez que V., = F, & um operador de
Fredholm para toda v € P(«, 3). Da teoria para aplicacdes de Fredholm
desenvolvida no apéndice B, segue que X~(0) = M(a, 3) é variedade
diferenciavel orientavel. Por fim, M(a,ﬁ) é novamente orientada tal que

[M(a, B)] = [M(a DIV ).
2.3 Homologia de Floer

Seja Cr(M, f) o conjunto de pontos criticos de uma funcido de
Morse f e seja Cri(M, f) o conjunto dos pontos criticos de f com indice
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k. Defina C. o grupo abeliano livre sobre os geradores o € Cr(M, f),

pontos criticos de f:
C, = @ Za
a€eCr(M,f)
é possivel escrever C, = &C}, no qual

Ck = @ Zo

a€eCri(M,f)
Ja vimos que os espacos modulares sdo orientaveis. Além disso,
para p(a) = ke p(B8) = k — 1, U, N Sp é uma variedade diferenciavel
orientada e 1-dimensional. Consequentemente, M(«, ) € um conjunto

de pontos orientados.
O operado bordo 0 : C, — Cj_1 é descrito por

d(ar) = > m;f;
Bi€Cri_1(M,f)
no qual a € Cri(M, f), B; € Cri—1(M, f) e
mi=#UsNSs)/R= > nz
EM(a,B)

tal que m; € Z e # denota a soma algébrica dos pontos orientados de
U, NS, R e nz denota o sinal de Z. Esta soma estd bem definida devido
a compacidade da variedade M.

Proposigao 2.1: Seja a € Cri(M, f) e B € Cry_o(M, f) , entdo vale
0 seguinte:

(i) O conjunto
Bog = {(u,v);u € M(a,7),v € M(y,),7 € Cri(m, f)}

de trajetérias de ordem dois entre o e 8 correspondem precisamente
aos fins de componentes conexas ndo-compactas de M(q, 3);

(i) Duas trajetérias quebradas (u,v) e (u,v) correspondendo a mesa
componente conexa M*(a, 3) sdo chamadas cobordantes. Temos
que os sinais satisfazem

NyNy + Ngng =0
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Demonstracdo. Ver referéncia [5]. [
Teorema 2.4(Operador de Bordo): Op_10x =0, Vk € Z.

Demonstracdo. Pela definicdo do operador de Bordo e do conjunto B,z e
pela proposicdo anterior, segue que

Bt = Y ( DD nn)ﬁ

BECTK_2(M,f) ~vE€CTKL_1(M,f) ue M(a,y) vEM(~,B)

- ¥ ((z (@B, )3

,BECrk_g(M,f) u,v)EB

= § E N Ny, + Nty N, | B

BeCri_2(M,f) M) (a,)
=0

Ezemplo 2.2: Para o exemplo 2.1, temos que 0:(r) = v e 01(y) =
n—mn =0, donde 0;02(a) = 0.
Alternativamente, podemos provar que 92 = 0 investigando a ho-
mologia de M. Com efeito, considere os valores criticos ¢; < --- < ¢y <
- < ¢, e escolha a3 < --- < an—1 valores regulares de f tais que
ay € (ex—1,cy). Defina os seguintes conjuntos

M = fHay), W = f(ax-1,ay))

Fixe as vizinhancas de p,, p,, de V,, V,,, respectivamente. Segue que
a variedade diferenciavel M admite a seguinte decomposicdo M = V, U
Wiy .UWrU---UV, tal que WANWA~! = M*. Consequentemente,
existe o cobordismo (W?; M*, MA~1)

A fim de calcular a homologia de M usando a decomposicdo em
alcas, é particularmente interessante analisar a homologia do cobordismo
(WAL g WA= ML MA=1), Sejam cy, cayq niveis criticos e assuma
que f~exn) = {q1,---,¢-} e f~Hear1) = {p1,...,ps}. Logo, pela
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equivaléncia homotépica,

(WA M) = | (D2 (ai) x Dy ~Nai), 0D (a:) x Dy~ (ai) U 3
i=1
(2 6)
logo os grupos de homologia H.(W?*, M*~1) sdo ndo-triviais somente
nas dimensdes * = 0,\. Para cada ¢; € Cry(M, f) existe uma classe
[DXMg;)] € Hyx(WA, M*~1) e o conjunto {[D}q1)],-..,[D)(q,)]} gera
Hyx(W*, M*~1). A funcio excisdo

e (WX UWAL WwA-1y o (WA, A1
induz um isomorfismo
e, = H\(W*UWAL WA~ — Hy(WH, M1
Defini¢cao 2.5: Para cada valor critico cy, defina os grupos livres
CA(M, f) = H\(W UWA"L WA
e considere C(M, f) = Ci(M, f).

A sequéncia exata assoaada a sequéncia de espacos
WA N W)\-i-l U W)\ N (W)\-i-l U W)\’ WA),
MM S WA L (A wAh
induz um operador bordo
Q: Hypy (WML Uuwr W) — Hyx(Whuwr—t w1
tal que
Hap (WML uwr why & gy ()
b
HA(WA MY =5 Hy(WAuw A=t wit
(2.7)

Como Hyp (WML U WA W é gerado por
{ID)t ()], (D3 (po)]} e HA(WH U WAL WA 1) por
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{[DXMq1)],---,[DXgq)]}, o operador bordo pode ser explicitamente
calculado. Uma vez que 9[D)1(p;)] = [S)(p:)], e [S)(pi)] € M?, as
funcdes i : M* — Wr e j: W — (W* M*~1) induzem o seguinte
diagrama comutativo que descreve a imagem do operador bordo

(92 (pi)]
i
Haor(WMTUWA, W) &5 Hy g (WA M) 5, H\(M™)
i (2.8)
O\ Hy\(W?)
b s
H\(WruWwAt wA—1) & g (wh, M1

Com o objetivo de calcular o operador bordo, provaremos o seguinte
lema

Lema 2.3: Considere i : N < M?* uma subvariedade diferenciavel fe-
chada A-dimensional com [N] € Hx(N) uma orientacdo para N. Seja
h:N — (WA M*~1) a funcdo induzida por i. Entdo, o homomorfismo
hi: Hy(N) — Hy\(W*, M*~1) é tal que

MIND) = 371 (h()-N) 1D (00

Demonstracdo. Assuma r = 1 e q; = q. Uma vez que Hy(W?*), M ~1 ¢
gerado por [D2(q)], logo h.([N]) = k.[D)(q)], k € Z. Se N.Sy(q) = 0,
note que k = 0 porque N pode ser retirado da alca h). Considere o retrato
de deformacio

s (MY, MY = Sy(q)) — (M1 U Dy(q), M1 U D (g) — {a})
induzida pela colagem da alca hy a W*~! e a inclusdo

f: (MY uDNg), MM U DMNg) — {q}) ~ Ha(S*) = (W, M 1)

, segue das propriedades homolégicas o seguinte diagrama
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Hy(N)
ivdha \
Hy (M) - Hx\(M*, M* — S,(q))
Je 4 4 re
HANW?) = H\(M*'uDy(q), MM U D) (g) — {q})
I ar ~
Hy(WA, M) Hx(SY) = (D2 (q), 0D (9)])

O espaco (M*, M* — S,(q)) & homotépico ao fibrado normal v
de Sy(q) em M*. Temos que existe um isomorfismo t, : H,(Sy(q)) —
Hy(M», M* — Sy(q)), logo Hx(M*, M* — Sy(q)) é gerado por t.(1).
Alem disso, 7.([N]) = I(Sy(g).N)t.(1). A imagem t.(1) & uma classe
(D,dD) no qual o disco D & uma A-disco tal que Sy(q).D = 1 em M™.
Consequentemente, para D = D) (q) segue que (f o7).(t.(1)) = [D}(q)]

|
Coroldrio 2.2: Fixe as bases {[D)M'(p1)],...,[D)*1(ps)]} e
{[D2(q1)), ... [D2(ar)]} para os grupos Hyypri(WH U WA, WH)

e Hyxy (WA U WAL WAL respectivamente.  Portanto, o bordo
0 Hypn(WMLu WA W) — Hy (WA u WA W?) é dado pela
matriz

aij = Sp(qj)Sa(pi)

Demonstracdo. Como 9[D)1(p;)] = [S2)(p:)] € Hx(M?) segue do dia-
grama 2.8 que sua imagem é

T

(o)« (D (p)]) = (for)([S2(pi)]) = D I(S(g;)-Sa(pi))[D)(g5)]
j=1

(2.9)

|

Teorema 2.5: C.(M, f) = {C,0} é um complexo de cadeia e, para todo
A, existe um isomorfismo de grupo

H\(C,) ~ Hy\(WA UL A1
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Demonstracdo. A identidade 02 = 0 segue do seguinte diagrama

Hyp(wroady 95 gy i)

lex +ig
Hywrowr—1 wr=1) &, g (w)
+i1
Hy(w™, MA—1) 2, Hy_q (M 1
1ex 1o
HA(WAUwA—11WA—1> o, H/\_l(W)\_l)
)
Hy_(wA—1 U wA—2, wi-2

(2.10)

O isomorfismo segue do fato que os A-ciclos estio em (W?* U
WAL WAL, assim Cy = Hy(WA U WA=2 WA—2), [

Defini¢cao 2.6: Seja M uma variedade Riemanniana e f uma funcio de
Morse-Smale. Entdo, o Complexo de Morse é dado por (Cx(M, f),0).
Neste caso, definem-se os grupos Z(M, f) = {z € Cx(M, f); 0z = 0}
e Bp(M,f) = {z € Cx(M, f);z = 0w, w € Cky1}. Desta maneira,
defina os grupos de Homologia de Morse:

Hy(M,f)=H,(M, [),2) = ———
W 1) = (M. 1).2) = 52
Exemplo 2.3: Ainda no exemplo 2.1, veja que
ker 92 = Z(a + f), im(03) =0
ker 01 = Zr, im(0a) = Zry
ker 9y = Zn, im(01) =0
donde
Z, sek=0,2;

Hi (M, f) =
k1) {O, sek=1ouk>2

Exemplo 2.4: Considere o espaco projetivo P2 com a funcdo de Morse
definida no exemplo 1.7 cujos pontos criticos s3o x, y e z. Temos que
O2(x) =2y
d(y)=0
80(2) =0
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donde
0, sek>2;
Hk(Maf): Z?a Sek:l;
Z, sek=0

Os exemplos anteriores ilustram um fato geral bastante relevante
da Homologia de Morse. Temos que a Homologia de Morse coincide com
a Homologia Singular, como nos sugere o préximo teorema.

Teorema 2.6: Hi(M, f) ~ Hy,(M,Z), Vk € N.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [12]. Dare-
mos aqui uma motivacdo geométrica. Considere uma triangulacdo (M, h)
de M. Construimos uma funcdo de Morse f cujos pontos criticos sdo
os baricentros dos simplexos e uma métrica g tal que o campo gradiente
negativo é Morse-Smale. Saindo de cada baricentro na k-face existe uma
linha de fluxo para o baricentro em cada (k-1)-face no bordo da k-face. As
orientacdes das variedade estaveis sdo escolhidas tais que a orientacdo das
linhas de fluxo coincida com o sinal na definicio do operador simplicial de
bordo. Entdo, as cadeias simpliciais e de Morse s3o idénticas e o teorema
segue imediatamente.



3 Homologia de Morse em Variedades com Bordo

Consideraremos M uma variedade diferencidvel com bordo. Dese-
jamos construir complexos de Morse que computem a Homologia Rela-
tiva H,(M,0M), a Homologia Absoluta H,(M) e a Homologia Absoluta
H,(OM) para o bordo M. Estes complexos serdo formados pelos pontos
criticos interiores de uma funcio de Morse f juntamente com os pontos cri-
ticos de bordo dessa mesma func3o. Inicialmente estudaremos a natureza
dos pontos criticos de bordo bem como a dimensdo do espaco M(a, §)
uma vez que poderemos ter dim M(«, 8) # pu(a) — pu(B). Além disso,
investigaremos a compactificacdo para M(«, 3). Por fim, definiremos os
operadores de bordo a fim de construir grupos de homologia de Morse para
a variedade M.

Considere M uma variedade diferencidvel compacta orientavel tal
que OM # () e seja f : M — R uma funcdo de Morse cujo campo veto-
rial gradiente V f é tangente ao bordo 9M. Podemos dividir o conjunto
Cr(M, f) dos pontos criticos da funcdo f em pontos criticos interiores e
pontos criticos de bordo, isto &,

Cr(M°, f)={aeCr(M,f);a € M°}
Cr(OM, f)={a e Cr(M, f);a € OM}

Os pontos criticos de bordo podem ainda ser divididos em dois tipos. Se
a € Cr(OM, f), o vetor normal n a M & um autovetor de H' que
pertence a Tl ou ToS, .

Definicao 3.1: Seja o € Cr(OM f) um ponto critico de bordo. Diremos
que « é instavel de bordo se o vetor normal 1 tem um autovalor negativo
associado. Do contrario, diremos que « é estavel de bordo.

Denotaremos por Cr*(9M, f) o conjunto dos pontos estaveis de
bordo e Cr*(OM, f) os pontos instaveis de bordo. Consequentemente, o
conjunto Cr(M, f) dos pontos criticos de f é tal que

Cr(M, f)=Cr(M°, f)UCr*(0M, f)UCr®(0OM, f)

Exemplo 3.1: Considere a variedade diferenciavel com bordo M ilustrada
pela figura abaixo. ldentificamos em M quatro pontos criticos, a saber,

33
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a, B, e p. Temos que p(a) = pu(B) =2, u(y) =1 e p(p) = 0. Veja que
BeCIOM,[f)epe Cy(OM, f) 3

(07

3.1 Espacos Modulares M (o, 3)

Perceba que se o € C°(OM,f) e p € C“(OM, f), teremos
Uy, Sp C OM, ou seja, M(a,8) C OM. Neste caso, assumiremos que
Uy, Sp sdo transversais como intersecdo em OM

Nessas condicbes, os conceitos de espacos modulares e trajetérias
quebradas sdo naturalmente estendidos para o caso em que a variedade di-
ferenciavel M considerada possui bordo n3o vazio. Portanto, dados pontos
criticos o, B € M quaisquer, defina M(a, 5) = U, N Sp € 0 espaco quo-
ciente

M(a, B) = M(e, B) /R

Alem disso, seja z € M(a,8) = M(a, 8),/R, diremos que Z & uma
trajetéria ndo-parametrizada. E, a n-upla

(Z1,. .. En) € M(t, 1) X -+ X M(ap_1, )

é denominada uma trajetéria quebrada.

Observacao 3.1(Dimensao de M(a,)): Visto que a dimens3o de
M(a, B) ndo é em geral igual a () — (), é conveniente explorar alguns
espacos importantes obtidos pela intersecdo U, N Sg. Evidentemente, se
a,f € C(M°, f), entdo dimM(a, 5) = p(a) — p(B). lgualmente, se
a € C(M° f)e B € C(OM,f), teremos U, C M° e Sg C M =
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M(a,8) C M, e

dim M(a, B) = (@) + [n — p(B)] —n = p(a) — pu(B)

Quando « € C"(OM, f), B € C*(OM, f), as variedades U,, Sp € M
implica que M(«, 8) C M, donde

dim M(a, ) = p(@) + [n — p(B)] = n = p(a) = p(B)
Considere também os fluxos em OM e defina M(a, ) = M(a, 3) NOM.
dim M(a, 8) = (u(@) = u(B)) + (n = 1) =n = p(e) — p(B) =1

Por fim, se « € C*(OM, f), B € C*(OM, f), teremos U, C OM e Sz C
M = M(a,b) C M

dim M(a,b) = p(a) + [n — (b)) — n = p(a) — p(d)

E, para a € C*(OM, f), B € C*(OM, f), segue Uy, C M e Sz C OM =
M(a, f) C OM, entdo

dim M(a, ) = (u(e) = 1) + (n = p(B)) = (n = 1) = p(a) — p(PB)

Se a € C5(OM, f), 8 € C*“(OM, f) ja sabemos que M(a,) C IM.
Portanto, a dimensdo de M (q, §) fica:

dim M(av, B) = p(e) + (n — p(B)) — (n = 1) = p(e) — p(B) +1

Atente para um importante detalhe, podem existir espacos M («, 3) tais
que p(a) = u(B). Em outras palavras, no bordo de M, no caso em que
« seja estavel de bordo e ( instavel de bordo, podem existir trajetérias
ligando pontos criticos de mesmo indice.

3.1.1 Orientacdo para M(q, f3)

Para definir os complexos de Morse precisamos orientar a variedade
M(a, B), e para tanto, devemos supor M orientada, donde segue (como no
capitulo anterior) que U, esta orientada e Sg esta coorientada. Igualmente,
temos o espaco dos fluxos M(a, 3) orientado, exceto no caso em que
a € Cri(OM, f)e p e Cr*(OM, f), no qual perdemos a transversalidade
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em M. Sea € Cr*(OM, f)e 8 € Cr*(OM, f), consideraremos a seguinte
sequéncia:

0= ToM(a, B) 5 Tolho = NSz LR — 0 (3.1)

no qual R é identificado com a direcdo normal ao OM em x € OM. Escolha
J+1 vetores em NS tais que wy, . . . ,wj,w;+1 fomem uma base orientada
para N, Sz na qual os j primeiros sdo imagens de 7 e g(w;11) = 1. Ent&o,
uma base vy, ...,vq para T, M(«, 3) sera dita positiva se a seguinte base

i(v1),...,4(va), w1,. .., wj

é uma base para T,U,,.
Exemplo 3.2:

Estamos interessados também em orientar as variedadades instaveis
contidas no bordo M, isto &, seja « € Cr(OM, f) e Told,, defina

Tolly = Toldy N To(OM)

Logo, se o € Cr*(OM, f), entdo Tolhy = Tl € a orientacio para Tl
é escolhida como antes. Se, em vez disso, & € Cr*(9M, f), orientamos
T.U, usando a convencdo da direcio para fora na orientacdo do bordo.
Consequentemente, nos dois casos temos que T, esta orientada, donde
segue que U, no bordo OM esta orientada.

3.1.2 Compactificacao de M (o, 3)

Devemos inicialmente observar que se M tem bordo, podem existir
trajetérias quebradas que n3o sio limite de sequéncias de trajetdrias no-
quebradas. Por exemplo, se a € Cr(M°,f), B € Crs(OM,f) e v €
Cr*(OM, f), e (Z1,Z2) é uma trajetéria quebrada entre « e y passando por
(3, vemos que ndo pode existir uma sequéncia de trajetérias ndo-quebradas
ligando « e v convergindo para 8, uma vez que a € Cr(M?, f) donde
Uy C M°e~ e Crt(OM, f) donde Sg C OM. Além disso, como estamos
interessados no caso em p(a) — pu(B) = 2, convém notar que as trajetérias
quebradas entre o e v podem possuir mais do que duas componentes,
como mostra o lema a seguir.

Lema 3.1: Suponha que o e 7y sdo pontos criticos com indice k e k-2,
respectivamente. Entdo uma trajetoria quebrada em M (a, ) tem ou 2
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ou 3 componentes, ou seja, assume uma entre as seguintes formas:
(21, 22) € M(a, B) x M(B,7)

ou
(%1, %2, %3) € M(a, B1) x M(B1, B2) x M(Ba,7).

No primeiro caso, 3 deve ser um ponto critico interior tal que u(8) = k—1.
No segundo caso, (31 e B2 devem ambos ser pontos criticos de bordo tais
que 81 € Cr*(OM, f), Bz € Cr(OM, f) e pu(B1) = u(B2) = k — 1.

Demonstracdo. Se uma trajetéria quebrada tem duas componentes, o
ponto critico intermediario deve ser interior, pois ndo existe ponto critico
de bordo [ tal que

Jm gi(a) =5 e lim ¢(y) =5

para trajetorias interiores pela discussdo dos casos acima. Se existem
mais de duas componentes, entdo alguma componente é tal que a €
C*(0OM, f), B € C*(OM, f), pois somente uma tal componente pode unir
pontos criticos de mesmo indice. Contudo, ndo pode haver mais de trés
componentes porque duas componentes adjacentes de uma trajetéria que-
brada ndo podem ambas partirem de pontos criticos em C*(9M, f). W

Embora possamos observar algumas mudancas se M & uma va-

riedade com bordo, permanece verdade que M(a,ﬁ) é variedade 1I-
dimensional com bordo e o nimero de trajetérias quebradas entre « e
B ainda é par. O préximo teorema garante uma compactificacio para o
espaco M(a, ).
Proposigcao 3.1(Compacidade): Seja M uma variedade com bordo
e f: M — R uma funcido de Morse. Se a condicdo de Morse-Smale é
satisfeita, entdo o espaco modular dos fluxos /\;l(a,ﬂ) é compactificavel
para o, 8 € Cr(M, f).

Demonstracdo. Ver referéncia [12] [

Observagdo 3.2: Para o caso em que pu(a) = k+1e p(f) =k —1,
temos que se {7;} & uma sequéncia em M («,7), entdo, ou {7;} converge
para uma trajetéria em M, ) ou converge para uma trajetéria quebrada

(%1, %2) € M(ev, B) x M(B,7)
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tal que 8 € Crg(M°, f) ou
(%1, &2, 3) € M(a, B1) x M(B1, B2) x M(B2,7)

tal que 51 € Cri(OM, f), B2 € Crit(M, f).
Consequentemente, temos provado que /\;l(a,ﬁ) tem a seguinte
compactificacdo

Miap) =#epu( U s x e

BeCrE(M®,f)

M(a, 1) x KB, B) x M(ﬁ2,v>)

B1ECTE (DM, f),B2€Cr (M, f)

que é uma variedade com bordo (ver referéncia [12]).

3.2 Os Complexos (C, ), (C,9) e (C,0)

Temos por objetivo definir os Complexos de Morse, a fim de cons-
truir a Homologia de Morse para variedades com bordo. Como existem trés
tipos diferentes de pontos criticos, podemos formar trés grupos abelianos
livres gerados pelos pontos criticos de f, ou seja,

G = P 2a
acCr(Me, f),u(a)=k

Ci(M, f) = D Za
aeCrv(OM,f),u(a)=k

CR(M, f) = D Za

aeCrs(OM, f),pla)=k

Exemplo 3.3: Baseado no exemplo 3.1, temos os seguintes grupos:

Cg(M,f):ZO[ Cf(Mmf):Z’Y Cg(M’f):O
C3(0M, f) = 7B Cl(OM, f)=0 Co(OM, f)=0
C;(anf) =0 Cf(anf) =0 Cg(anf) =1Zp

Observe que se a € Cr*(0M, f) e u(a) = k, resulta que U, é
k-dimensional e U, NOM é (k-1)-dimensional. Se estivermos interessados
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em definir complexos de Morse no bordo OM, precisamos ignorar a linha
de fluxo partindo de « para o interior de M, ou seja, para o fluxo no bordo,
u(a) = k — 1. Consequentemente, para construir o complexo C, de OM,
colocamos
Ck(Ma f) = Clz(Ma f) D CIngl(va)
Exemplo 3.4: Para a variedade M considerada, temos
(72:0 01:Zﬁ Cozzp

Uma vez que discutimos a orientacdo das variedades instaveis no
bordo, podemos associar sinais a trajetérias pertencentes ao espaco 0-
dimensional M?(a, B) das trajetérias no bordo. Defina

B0, ) = S sng(@)

FeM?(,B)

isto €, a soma algébrica dos sinais das 7 trajetdrias em MP(a, B). Visto
isso, estamos prontos para definir o operador 0 : C, — Cj_1 tal que

da= Y  #M’(a,5:)b;

Bi€Cl

Interpretando a decomposicio de C' como a soma direta entre C*

e C*, podemos escrever 0 com a seguinte matriz 2 x 2
[ 5]
u u

Veja que a matriz acima tem como entradas homomorfismos 0¥ :
CY — C*, x,y = u,s. A definicio destes operadores é trivial como vemos
nos seguintes exemplos:
Ezxzemplo 3.5: Considere os complexos de Morse definidos anterior-
mente. Se u(a)—u(B8) = 1, entdo os espacos M (v, 3) sdo O-dimensionais,
donde podemos definir a soma algébrica #/\;l(a,ﬁ) dos sinais associados
as trajetérias. Logo, ficam bem definidos os seguintes operadores:

95 :CR(M, f) — C¢_1(M, f)
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tais que

Oga= > #Mla,B)b;
Bi€Cri_1(Me,f)

Ba= > #M(a,B)B;
BieCri_, (OM.f)

Oya= Y #M(B)Bi
Bi€Cri_1(Me,f)

Ota= Y #M BB

Bi€Cry_,(0M,f)

Observagao 3.3: Consideraremos duas aplicacdes diferentes entre
=u .

C¥(M, f) = C(M, f), por exemplo, a saber 0, e 0¥, de maneira que a

primeira conta trajetérias no bordo OM e a segunda conta trajetérias em

M.

Igualmente, é possivel construir as somas C2(M, f) ® Ci(M, f),
CR(M, f) ® Ci(M, f), definir, respectivamente, os seguintes operadores
Ok, Or a partir de matrizes associadas a cada soma.

Definicio 3.2: Em Cy. = Cy(M, f) = CR(M, f) & Ci(M, ), defina
0 : Cr — Ci_1 tal que:

5 a;  —0y0;
0= { 2% 9% — 0103 }
Em C, = Cn(M,f) = OCYM,f) @ C(M,f), defina

d: Cr, — Cj_q tal que:
. a° R
0= [ _oi00 o — onor ]

Observagdo 3.4: Veja que os operadores envolvidos nas definicdes de
8, O e d levam em conta a dimens3o dos espacos modulares em quest3o.
Por exemplo, o operador 8u considera trajetérias no bordo de M ligando
pontos criticos cujos indices sdo iguais. Logo, a composicdo 8;‘52 consi-
dera trajetdrias cuja diferenca entre os indices dos pontos criticos é 1. Por
isso, é possivel compor 8;‘52 na definicdo de um operador entre os grupos
livres C3 (M, f) e Ci_y (M, f).
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Exemplo 3.6: Considerando a variedade M do exemplo 3.1, temos se-
guintes grupos:

Cy = Za C‘lzZ'y Co="17Zp
Cr=Za®ZpB C1 = Zy C,=0
Queremos provar que os pares (Cy,dz), (Ci,0) e (Ci,dx) sdo

complexos. Para tanto, considere os seguintes lemas:
Lema 3.2: Para os operadores 0 e O definidos acima, temos:

(i) —020% 4 0L0:0° =0
(i) —0°203 — 0202 + 010302 = 0
(iii) —030% + OLIY + 9U0:0% = 0
(iv) =0 — 050 — 920¢ + 040y + 040,0¢ =0
Demonstracdo. Ver referéncia [12] [

Lema 3.3: O operador O tem quadrado nulo. Logo, em termos das suas
componentes, valem as seguintes identidades:

(i) 9:0: +0r9; =
(i) 920* + 9*9* =0
(iii) 0305 + 0103 =0
(iv) 030" + 0Lor =0
Demonstracdo. Ver referéncia [12] [

Proposi¢do 3.2: Os pares (C,01), (Ci, i) e (Ci, D)) sdo complexos,
ou seja,

(i) 92=0
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Demonstracdo. Ja sabemos que 92 =0 pelo lema anterior. Computando

5 ‘
0° temos,
o _quAs 0 _quAs
[30 —050, } [50 =050, }:
o s u 98 o s u 98
99 0;—070; || 07 05— 040,
[ 0po%08 5%, (OB Jononor soraioton ]
09091 8509 dUBS 89 —820UBS + DII5 — G5OUDS — OUDS BT + DL 6 0L

Mas 9299 — 040392 = 0 pela primeira das identidades do Lema 3.2.
Para a entrada

— 000305, — 020305 + 04030105, = —050405, + 040,0;, + 030,010,
= (=0%0% + 8;‘8_3 + 8}1‘8_583)8_5 =0
tal que para primeira linha usamos 939" + %93 = 0, consequéncia de
0? = 0 e na Gltima usamos a terceira identidade do Lema3.2. Temos ainda

que 9209 + 0302 — 9¥950° = 0 pela segunda identidade do Lema3.2.
Por fim,

— 0200, + D20; — D3040, — OLOL0% + 0105040,
— 0L, — LT + D00, — D10, + 0

5010 =
(~ 020y — O+ 20 — O50% + 0105005 = 0
usando as identidades 0305 = —J%0% e 0505 = —0o%03, além da dltima

identidade do Lema 3.2. Consequentemente, todas as entradas da matriz
de 0? sdo nulas, ou seja, 9> =0
Computamos agora 02,

9% 0y 9 9y _
—0,07 =0y — 0y || —0n0¢ =0y —0,0¢ |

—0835 0002 + 0U03 00 + 0502050 —05020Y + Lol + oLos + 950U 0Y + 850050
No entanto,

9°9° — 9950° =0
pois & uma entrada de 92 = 0. A outra entrada da primeira linha &

0% — OO — D050
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que é zero pelo Lema3.2. A primeira entrada da segunda linha
~0,0200+0,,0,07 + 9,0, 0,07
= —050°0° — D3020° + D30V 050° (3.2)
= 05(—020° — 0202 + 9“0:0°) = 0
pela segunda identidade do Lema3.2. Por fim, a dltima entrada,
—050°0% + MO + OL020Y + 09 O + 029 050" =
— TR0 — DO — TN + L0 + OO0 (3.3)

= 03(~000 — Y — D000 0% + L0, =
pelo dltima identidade do Lema3.2 |

Definicio 3.3: Sejam os pares (C, 1), (Ci, 9x) € (Ci, Ji) complexos-
cadeia como definido acima. Defina os seguintes grupos de homologia de
Morse para variedades com bordo:

(i) H.(M) = H(C,0) = ker(d)/im(0)
(i) H.(M) = H(C,d) = ker(d)/im(d)
(iii) H.(M) = H(C,d) = ker(9)/im(d)

Exzemplo 3.7: E facil verificar que a definicdo acima nos leva aos seguin-
tes grupos de Homologia de Morse para a variedade M do exemplo 3.1:

Hy(M) =0 Hy(M) =0 Hy(M) =17
(M) =12 Hl(M):O ﬁl(M):O
H,(M)=17 H,(M)=17 H,(M)=0

De forma semelhante ao que aconteceu com a Homologia de Morse
para variedades sem bordo, a Homologia de Morse para variedades com
bordo coincide com a Homologia Singular, como nos mostra o préximo
teorema.

Teorema 3.1: Os complexos (Cy, d)) e (Cy,Jx) determinam, respecti-
vamente, as homologias absoluta e relativa, isto &, a menos de isomorfismos
temos
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A demonstracdo pode ser encontrada em [12]. Em linhas gerais,
por exemplo, para calcular H, (M), escolhemos f cujos pontos criticos de
bordo sdo todos instaveis e assumimos ainda que exista uma vizinhanca
V de OM tal que nenhuma trajetéria partindo de M\ V que entre em V.
Logo, o complexo C' & o complexo de Morse dos pontos criticos interiores
de f e a situacdo é analoga aquela do capitulo anterior.

3.3 Sequéncia Exata para os Grupos de Homologia . (M), H.(M)
e H.(M)

Podemos associar aos grupos de homologia definidos acima uma
sequéncia exata. Comecemos por definir as seguintes aplicacdes

i:C—C, j:C’—>C’ e p:é—>C’

dadas por

. |0 —o¥ |1 0 . | og o
B I R L P=1o0 1
Segue dos lemas 3.2 e 3.3 que i e j sdo fun¢des cadeia, enquanto p satisfaz

p0d = —0p.
Proposicao 3.3: Para toda variedade M, existe uma sequéncia exata

o (M) I Ho (M) 25 H (M) = 7o) 2
no qual as funcdes i, i, e p. sdo induzidas pelas funcdes i, j e p.
Demonstracao. Para verificar a exatiddo, introduza o seguinte grupo E

E=C@C=(cac)Pcrac)

c=[2 0
p 0
Segue que €2 = 0 visto que pé = —0p. Consequentemente, a seguinte
sequéncia exata longa

e a funcio é

S H(E) 25 B(M) 25 BM) 2 H(E) 25 .,
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resulta da sequéncia exata curta
~ i =37 A
C—>E=C
no qual i é a inclusdo e j é a projecdo. O operador bordo na sequéncia exata

longa & p.. Resta agora identificar H(E) com H, (M) para concluirmos a
demonstracio.

Defina
k:C—E I:E—C
por
T e
k{x]_ —9%y I f :{e—ag’h]
y y g g—0¢h
h

As funcdes k e [ sdo funcdes dg cadeig. A composicio lk: C — C éa
identidade e a composicdo kl : £ — FE é cadeia-homotépica a identidade,
ou seja,

—0gh
W-r=| /7000 | _ep oy pe
—h
no qual

e 0
f1_|-h

D g |~ 0
h 0

Segue que k. e [, s3o isomorfismos mutuamente inversos entre H(M) e
H(E).

Finalmente, & necessario verificar que j, = jiks € %, = kuiyp. A
primeira das identidades é verdade porque é verdade no nivel de cadeias,
ou seja,
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E a segunda porque as correspondentes funcdes cadeias 7 e ki sdo cadeia-
homotdpicas, ou seja,

—05y

R Osx 4+ 050%y
(kz z) { Y } _ouy
-y

—05y 0

Oty + 050ty
—03y

L —Y | 0

_ (¢D+ Dd) x}

em que D = Di, donde segue ki —i = é¢D + DO. [ ]

—
<



Consideracoes Finais

Comecemos destacando a importancia da hip6tese de compacidade
sobre M. Isto nos permitiu, por exemplo, garantir a existéncia de linhas
de fluxo do campo gradiente negativo convergindo para singularidades do
campo, fundamental para a definicio dos espacos modulares. Tais espacos
foram responsaveis por assegurar que os operadores de bordo O estavam
bem definidos, ja que estes consideravam a soma algébrica dos sinais asso-
ciados as trajet6rias em M(a, 3). Por fim, a identidade 82 = 0 no opor-
tunizou definir os grupos de homologia de Morse H. (M, f), H.(M, f),
H,(M, f) e H.,(M, f), cada um em seu contexto.

Durante este trabalho, tivemos a oportunidade de passear pela to-
pologia e andlise. Por exemplo, quando provamos o lema da deformacio
assumimos a existéncia de uma f : M — R funcdo de Morse tal que ndo
existe valor critico ¢ satisfazendo a < ¢ < b e concluimos que os conjuntos
M®** e M® x [a,b] possuem a mesma topologia . Percebemos também
que os grupos de homologia de Morse H.,.(M, f), H.(M, f), H.(M, f) e
H. (M, f) independem da escolha da métrica Riemanniana e da funcio de
Morse em M, o que garantiu a validade dos seguintes teoremas:

Teorema 3.2: Hy(M, f)~ Hy(M,Z), Vk € N.

Teorema 3.3: Os complexos (Ck, k) e (Ck, 0x) determinam, respecti-
vamente, as homologias absoluta e relativa, isto &, a menos de isomorfismos
temos

H.(M, f) = H.(OM)
H (M, f) = H(M)
H,(M, f) = H,(M,oM)

Além disso, convém observar que enquanto investigdvamos uma
orientacdo para o espaco dos fluxos M(, 8), lidamos na prova do Teorema
2.3 com técnicas nas quais a hipétese de dimens3o finita é desnecessaria.

Podemos encontrar em [12], o contetdo do capitulo 3 revisitado sob
o contexto da Homologia de Floer. Neste ponto de vista, as provas dos
lemas 3.2 e 3.3 consideram os espacos modulares como produtos fibrados
e os teoremas de colagem s3o provados com técnicas mais sofisticadas.
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68 Cap. 3 — Homologia de Morse em Variedades com Bordo

Ainda a respeito dos teoremas de colagem, vemos em [9], provas da
compacidade do espaco M(a, B) e da independéncia de fun¢do e métrica
com técnicas cuja generalizacdo para dimens3o infinita é imediata. Em [5],
o teorema de compactificacdo é consequéncia do fato que —Vfe —VVf
sdo localmente conjugados®. Em [1], a identidade &? = 0 para variedades
sem bordo é provada via Indice de Conley sem explorar a compacidade de

M(a, B).

ITeorema de Grobman-Hartman
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A Teoremas de Existéncia e Unicidade

Fixe Q@ C R™ um aberto e I C R um intervalo. Dadas fi,...,f, :
Q x I — R continuas, considere o seguinte sistema de equacées dife-
renciais:

d

) = ful@a (), 22(8), . 2 (t):1)

d

=2 () = falar(B), 22(), .. 2 (t):1)

t (A1)

dx,

C (1) = Fal (1), 72(0), - 201
no qual x1,...,xz, : I — Q sio funcdes desconhecidas da variavel t.
Escreva X (t) = (x1(t), z2(t),. .., zn(t);t),t € T e F(X,t) =

{f1(X,1), f2(X,1),..., fn(X,t)}, suponha F : Q x I — R"™ continua
tanto em X quanto em t definida num aberto Q ¢ R™®*!. Entdo o
sistema (A.1) pode ser escrito na forma de uma equac3o vetorial

dX
= = F(X.1) (A.2)

Seja (210,220, --,Zno;to) € Q x I, dada uma equacdo diferencial

4X — F(X,t), o problema de valor inicial para £X = F(X,t) con-

siste em determinar um conjunto de funcées x1,...,xz, : I — € satis-
fazendo (A.1) para algum intervalo I tal que z;(to) = x;o.

A.1 Condicao de Lipschitz

Definicao A.1: Uma fungio vetorial F': Q x I — R™ é dita satis-
fazer a condicado de Lipschitz em X para uma constante k se

|F(X1,t) — F(X2,t)] < k[X1 — X
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Vie I,VX1, X5 € Q.

Lema A.1: Uma funcio vetorial F':  x I — R" satisfaz a condicdo
de Lipschitz em X se e somente se suas componentes f; : Q x [ — R
também satisfazem, ou seja, existe k; tal que

|fi(X1,t) — fi(Xa,t)] < ki X1 — Xo

Vie I,VXq,Xs € Q.

A.2 Teoremas de Existéncia e Unicidade de Solucdes

Enunciaremos agora, referenciando a demonstracdo, os teoremas de
existéncia e unicidades de solu¢Bes para equacdes diferenciais. Seja
(Xo,t0) € Q x I fixado, defina a regido (n+1)-dimensional R tal que
| X —Xo| <bel|t—t,] <a.

Teorema A.1(Unicidade): Seja F' : Q x I — R™ continua e
satisfazendo a condicdo de Lipschitz em X em alguma vizinhanca do
ponto (X,,t,). Entdo, pode existir no maximo uma solucio de

dX
— =F(X,t

= F(X,1)

tal que X (t,) = Xo,.

Demonstracdo. Ver referéncia [15] |

Teorema A.2(Existéncia): Seja F' : Q x I — R™ continua e
satisfazendo a condi¢do de Lipschitz em X na regido (n+1)-dimensional

R. Seja M um limitante superior de | F'| em R. Ent3o existe uma solucdo
X (t) de (A.1) definida no intervalo

b
t—1, gh: i s
| | mm(a M)

Demonstracdo. Ver referéncia [15] |



B Forma Local das Aplicacdes de Fredholm

Uma aplicacdo linear limitada L : U — V entre espacos de Banach! &
Fredholm, se os subespacos vetorias ker(L) C U e Coker(L) C V sdo
de dimens3o finita. Consequentemente, os conjuntos im(L) e ker(L)
sdo fechados e admitem completamentos topolégicos de modo que
valem as seguintes decomposicdes:

U=U,0F , V=V,¢&G

no qual F' = ker(L) e V, = Im(L). Observe que L|y, : U, = V, é
um isomorfismo.

Defini¢ao B.1: O indice de um operador de Fredholm L : U — V
é dado por

ind(L) = dim(ker(L)) — dim(coker(L)) B.1
=dim F — dimG. (B-1)

E de particular interesse o caso em que dip, é um operador de Fredholm,

comp:U—V.

Defini¢ao B.2: Seja N C U uma vizinhanca de 0. uma aplicacdo

diferenciavel ¢ : N — V & denominada aplicacdo de Fredholm se para

todo ponto x € N, o mapa diferencial dp, : U — V é um operador
de Fredholm.

Um fato digno de menc3o na teoria de Fredholm é que o indice de um
operador de Fredholm é um invariante homotépico no espaco de ope-
radores de Fredholm: F(U,V) ={L : U — V;L é Fredholm} com
a topologia induzida pela norma. Segue disso que ind(dy,) independe
de x € N (desde que N seja conexa), e por isso denota-se ind(y).

Suponha que ¢ : N — V & uma aplicacdo de Fredholm tal que dy, :
U — V n3o é sobrejetiva, isto &, coker(dp,) # (). Denote por ¢ :
N — V, a composicido de ¢ com a projecdo sobre o primeiro fator de

INeste apéndice, alguns conceitos de Anélise Funcional serdo assumidos sem
mencdo, indicamos a referéncia [17] para o leitor interessado em revisa-los.
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V=V,®G, V, =Im(p,). Neste caso, dy! : U — V, é sobrejetiva.
Mas entdo, pelo teorema da func3o implicita em espacos de Banach,
existe um difeomorfismo f : Z, — f(Z,) C N, Z, C U vizinhanca de
0, que tal ¢’ o f = dip,. Dizemos entdo que ¢’ & equivalente a direita
ady,.

Temos ent3do o seguinte:

Proposi¢cao B.1: Uma aplicacdo de Fredholm ¢ : U — L é local-
mente equivalente a direita a uma aplicacdo da forma

P:U,xF—V,xG

(@,y) — (dpo(x), h(z,y))
tal que h = mg o ¢, me € a projecdo V — G e dh, = 0 (uma vez que
dg, = dp,).
Coroldrio B.1: Seja Z(p) = ¢~ 1(0) C U. Entdo, Z(p) = h; 1,
sendo o mapa h, : F' — G definindo por h.(y) = h(0,y).

B.1 Orientacdo de Subvariedades de Nivel de uma Aplicacao
de Fredholm

Sejam V e W espacos de Banach e ¢ : V. — W uma aplicacdo de
Fredholm. Se ¢ € W & um valor regular da aplicacdo ¢, diz-se que o
conjunto M. = ¢~ !(c) & uma subvariedade de nivel da aplicacdo ¢.
Sejam U; e U; espacos vetoriais de dimens3o finitas n; e ns, respecti-
vamente, e T : U; — Us uma aplicacdo linear ndo-sobrejetiva. Ent&o,
T induz uma aplicacdo linear o : A™U; — A™2U,. Se ny = ns,
entdo op(x) = det(T)x, Vo € A™U;. Alternativamente, podemos
definir orientacdo sobre um espaco vetorial U de dimens3o n fixando
uma base para o subespaco A™(U)(isomorfo como espaco vetorial a
R). Se det(T') # 0, diz-se que as orientacdes de U; e Uy sdo T-
compativeis. Para fixar uma orientacdo em U; é suficiente fixar uma
Us. Observe que or € (A™U7)* @ A™U; = R.

Vejamos agora o caso em que tem-se uma aplicacdo diferenciavel
f U — U Se ¢ € Uy é um valor regular, é possivel discu-
tir a orientabilidade da variedade diferenciavel M, = f~!(¢) com
base no que foi dito acima. Para cada p € Uy, tem-se o elemento
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oq, € (A"U)* ® AU, = R. Ao definir o fibrado de linha real
& = (A™Up)* ® AUy = R sobre Uy, fica claro que £ é trivial se,
e somente se, existe uma se¢do s : Uy — £ tal que s(p) # 0, para
todo p € U;. Se isto ocorrer, entdo M. é orientdvel e uma orientacdo
é determinada por uma secdo n3o-nula de &.

Se V, W s3o espacos de Banach e f : V — W é uma aplicacdo de
Fredholm, como visto na secdo 1, a imagem inversa, M. = f~1(c), de
uma valor regular ¢ € W de f admite um modelo de dimens3o finita

h: ker(df) — coker(df)

Isto significa que M. = h~1(0), com dim ker(df) e dim coker(df)
finitos.

Assim, temos o seguinte:

Proposicao B.2: Sejam V e W espacos de Banache f : V —
W uma aplicacdo de Fredholm. Sejam n = dimker(df) e m =
dim coker(df). Entdo, dado uma valor regular ¢ € W de f, temos

que M. = f~1(c) & uma variedade orientavel se, e somente se, o
fibrado & = (A" (ker(df)))* ® A™((coker(df))) sobre V & trivial.
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