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“It is reasonable to hope that the relationship between computation
and mathematical logic will be as fruitful in the next century as that
between analysis and physics in the last.”*

@McCarthy 1963, p. 69.
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Convencoes Adotadas

Cada capitulo ¢ estruturado em segdes e subsecdes.

O sistema de referéncias cruzadas aqui utilizado é comum em textos
16gicos e matematicos. Na numeracéo das proclamacdes! s6 é dado o niimero
da secdo e o ntimero da proclamacdo. A referéncia a uma proclamacao, den-
tro do mesmo capitulo, se d4 pelo nimero da secdo em que ela estd contida
e o seu nimero na se¢do, e, em um capitulo externo, é incluido o nimero
do capitulo. Por exemplo, o teorema 2.1.1 refere-se ao primeiro enunciado
enumerado da primeira se¢do do capitulo 2 e, dentro do capitulo 2, 0 mesmo
enunciado é referenciado por 1.1. A numeragado da secdo € precedida do sim-
bolo § e s6 é dado o niimero desta. A referéncia a uma sec¢do, dentro do
mesmo capitulo, se dd pelo simbolo de se¢do “§” e pelo niimero da segéo,
e, em um capitulo externo, € incluido o nimero do capitulo. Por exemplo, a
secdo §2.1 refere-se a se¢do 1 do capitulo 2 e, dentro do capitulo 2, a mesma
secdo é referida por §1.

Indicamos o final de provas de teoremas, possuindo um ou mais pari-
grafos, pelo simbolo “0O”.

Toda argumentag@o presente nos capitulos seguintes faz uso de procla-
magdes elaboradas e um tanto especializadas. Tais proclamacdes sdo
necessdrias para conduzir e fundamentar a teoria dos sistemas légicos pro-
postos.

Quando queremos falar de um dado objeto devemos utilizar o seu
nome, e, quando queremos falar do seu nome, devemos escrevé-lo entre aspas
simples. Por exemplo, na frase “Pernambuco é um estado brasileiro”, esta-
mos falando do Estado de Pernambuco, e, na frase “ ‘Pernambuco’ possui
10 letras”, estamos falando do nome do Estado de Pernambuco, o qual, neste
caso, é escrito por ‘Pernambuco’.

Os simbolos, as siglas, as notagdes e as abreviaturas utilizadas estio
descritas em suas respectivas listas.

]Deﬁnig()es, lemas, teoremas e outros enunciados enumerados.



Resumo

Os principais sistemas relacionados a Légica Classica sdo apresenta-
dos.

Outrossim, faz-se uma elucidagdo da Logica Proposicional Cléssica,
da Légica Quantificacional Classica, da Logica Equacional Cléssica, da Lo-
gica Descritiva Cléssica e da Logica das Descri¢des Indefinidas, a fim de pos-
sibilitar uma visao inteligivel e holistica das mesmas. Para cada uma destas
l6gicas sdo fornecidas uma linguagem, uma semantica de valoragdes e um
célculo de sequentes.

Buscamos dar um tratamento geral aos diversos aspectos semanticos
e sintdticos, seguindo a perspectiva universal para a construcdo de ferramen-
tas tteis ao estudo e ao desenvolvimento de l6gicas. Dentre estes aspectos
estd uma abordagem do método dos tablds por confutagdo que abstrai as ca-
racteristicas essenciais desse método em uma generalizac@o cujas instancias
podem ser aplicadas a uma grande variedade de 16gicas. Neste trabalho, tal
abordagem € aplicada na construcao de um sistema de tablos para a Ldgica
Proposicional Classica e para a Légica Quantificacional Classica. Também é
dado um conceito geral de semantica, o qual corresponde a uma ampla classe
de l6gicas, e através do mesmo ¢é definido satisfabilidade e relacio de conse-
quéncia. Similarmente, expomos condi¢des gerais de correcdo e completude
dos célculos de sequentes com respeito as semanticas das l6gicas dadas.

Outras contribuicdes sdo um tratamento minucioso de algumas
questdes sintaticas relevantes das diversas linguagens formais, tais como um
estudo acurado da instanciacdo e da substitui¢do, sua aplicagdo para um
estudo dos esquemas e das regras concernentes a equivaléncia e a impli-
cacdo, apresentacdo das listas de teoremas, e algumas provas dos conside-
rados mais importantes aos niveis da ldgica cldssica proposicional, quantifi-
cacional, equacional, descritiva cldssica, e das descri¢des indefinidas.



Abstract

The main systems related to Classical Logic are presented.

Moreover, an elucidation of Classical Propositional Logic, Classi-
cal Quantificational Logic, Classical Equational Logic, Classical Descriptive
Logic and Logic of Indefinite Descriptions is done, in order to enable the
reader a holistic view of them. For each of these logics, are given a language,
a semantics of valuations and a sequent calculus.

We aimed to give a general treatment of the various syntactic and se-
mantic aspects, following the universal perspective for the construction of
useful tools for the study and development of logics. Among these aspects
there is an approach to the tableau method by refutation, which takes away
the essential characteristics of this method in a generalization whose instances
can be applied to a wide variety of logics. In this work, this approach is
applied in the construction of a tableau system for Classical Propositional
Logic and Classical Quantificational Logic. Is also given a general concept
of semantics, which corresponds to a large class of logics, and through it the
satisfiability and the consequence relation are defined. Similarly, we present
general conditions of soundness and completeness which a sequent calculus
should fulfill in order to be a correct and complete with respect to a semantics
of a given logic.

Other contributions area a detailed treatment of some relevant syn-
tactic issues of the various formal languages, such as an accurate study of
instantiation and substitution, the application of concerning ideas of the re-
placement for a study of rules concerning to the implication, and lists of the-
orems , and some proofs of them, considered important to the levels of classi-
cal propositional logic, quantificational, equational, classical descriptive and
indefinite descriptions.



Capitulo 1

Introducao

A Légica € a ciéncia e a arte do raciocinio. O raciocinio é uma forma
de processamento simbdlico de informacdes que busca tornar explicitas for-
mas de conhecimento que antes estavam implicitas. Enquanto ciéncia, esta
possui uma metodologia prépria, que, em geral, prioriza as manifestacdes
do raciocinio que surgem no dmbito de contextos linguisticos organizados.
Enquanto arte, busca a modelagem de sistemas formais que representem fiel-
mente formas de raciocinio ainda nio captadas em toda a sua plenitude. Este
trabalho trata da natureza da Logica e busca deslindar precisamente o seu
significado, elucidando os elementos necessarios para se formar uma visdo
inteligivel e holistica desta.

Este capitulo introduz algumas motivagdes para o estudo da Légica
e o escopo da mesma, a delimitacdo do tema, os objetivos especificos, as
referéncias basilares, alguns trabalhos relacionados, e, por fim, a estrutura
desta dissertacdo.

§1. Algumas Motivacoes para o Estudo da Loé-
gica

O estudo, conhecimento e cultivo da Légica revelam ferramentas bem
importantes para construir argumentos corretos nas diversas dreas do conhe-
cimento com as quais ela se relaciona intimamente, tais como a Matematica,
a Filosofia, a Linguistica e as Ciéncias Informaticas'.

Neste trabalho, o termo ‘Ciéncias Informaticas’ designa as seguintes dreas de conhecimento:
Ciéncia da Computacdo, Engenharia da Computagdo, Processamento de Dados, Sistemas de
Informagéo, Tecnologia da Informacio e afins.



Toda a Matematica faz uso, em sua expressdo linguistica, de conceitos
puramente logicos; é fundamental entender a Légica em detalhes para com-
preender as bases elementares da Matemdtica. A Ldgica € um dos campos
da Filosofia, e, por lidar com raciocinios e argumentos, € titil para a reflexao.
Existe um ramo de pesquisa em Linguistica que se interessa por formas de
captar especificacdes em linguagem natural e representd-las na Légica For-
mal, a fim de que possam ser processadas computacionalmente.

Similarmente, as Ciéncias Informéticas possuem suas raizes na Légica
e fazem amplo uso da mesma, no que concerne, por exemplo, a Arquitetura
de Hardware (portas 16gicas, design digital), Engenharia de Software (especi-
ficagdo e verificagdo de sistemas), Linguagens Formais e de Programacao (se-
mantica, 16gica de programacio), Banco de Dados (Algebra Relacional), Al-
goritmos (complexidade computacional), Inteligéncia Artificial (provadores
automadticos de teoremas), dentre outras; Além disso, varios dos fundadores
da moderna Ciéncia da Computacdo foram ldgicos, tais como Kurt Godel,
John von Neumann, Alonzo Church, dentre outros.

Essa relagdo ilustra o quio vasto é o campo de atuacdo da Ldgica,
mas ndo estd no escopo deste trabalho tratar de todos esses assuntos. Em
vez disso, trataremos da apresentacdo dos principais conceitos envolvendo os
sistemas légicos classicos, a fim de que essa elucidagdo promova um maior
esclarecimento dos leitores interessados na Légica, independentemente do
Seu uso.

Logo, a conscientizac¢@o sobre a importincia da Légica e a familiari-
dade com seus principios norteadores sdo fundamentais para o conhecimento
atento e aprofundado dos diversos ramos relacionados.

§2. O Escopo da Légica

Como uma primeira aproximacdo, podemos dizer que a Logica € a
ciéncia e a arte do raciocinio correto. Enquanto ciéncia, ela estuda as mani-
festacdes da razdo operativa em todos os contextos linguisticos possiveis, nas
linguagens escrita e falada. O estudo de tais manifestagdes na vida quotidi-
ana, sem nenhuma idealizacdo, € feito por um ramo desta ciéncia dito Logica
Informal. Um estudo idealizado de tais manifesta¢des, lancando mao de lin-
guagens formais e métodos matematicos, € feito pelo ramo dito Ldgica For-
mal ou Simbdlica. O objeto da Automatizagdo do Raciocinio ou Programagdo
em Logica abrange a Ldgica Formal, e dd uma énfase especial ao estudo das
rotinas racionais da Légica Formal expressaveis em algoritmos.

Segundo nossa a acepcao sobre o assunto, subdividimos o ensino de
Logica Formal em trés niveis: elementar, intermedidrio e avangado.



(1) Logica Elementar
Um contetido elementar sobre Légica normalmente € utilizado em cur-
sos basicos deste assunto para verificar se um argumento € correto ou
ndo. Normalmente os resultados apresentados s@o proposicdes enun-
ciando que uma dada colecdo de férmulas acarreta uma férmula em
algum sistema de 16gica a nivel proposicional ou quantificacional.
Segundo [1], este nivel é denominado de logica cldssica de primeira
ordem, cdlculo cldssico de predicados de primeira ordem com igual-
dade ou logica elementar cldssica. As provas sdo feitas sem utilizar
outros resultados de indu¢@o e operadas de maneira primdria e simples
com conectivos e quantificadores, dispensando requisitos.

(2) Logica Intermediaria
Exposi¢do de resultados avancados sobre sistemas ldgicos cujas
provas envolvem indu¢do matemadtica e conhecimentos adicionais so-
bre conjuntos.

(3) Ldgica Avancada
Exposi¢do de resultados mais avangados sobre sistemas logicos
e provas de resultados envolvendo uma série de outros recursos
matematicos, como, por exemplo, aspectos de teoria da computabili-
dade, teoria das categorias, dentre outros.

Convém, por oportuno, ressaltar que este trabalho faz uma apresen-
tacdo intermedidria dos principais sistemas relacionados a Logica Classica.

§3. Delimitacao do Tema

Este trabalho é fundamentado na pesquisa bibliografica que detectou
algumas imperfeicdes, fraquezas e lacunas nos materiais didéticos que tratam
da apresentacdo da Légica. Alguns destes defeitos basilares para a formu-
lacdo da situacdo-problema do trabalho sdo elucidados a seguir:

(i) Falta um consenso a respeito dos conceitos de instanciacdo e substitu-
icdo, os quais sdo ideias distintas, com aplicagdes e resultados diferenci-
ados.

(i) Uma falta de cuidados no uso de teoremas envolvendo equivaléncia e

igualdade pode provocar erros graves?.

2Considerando como hipéteses T’ F t=wuel F P(x||t), entdo, sob certas restri¢des,

temos, como concluséo, I" F P(x||lu). Isso ndo significa que ¢ sempre pode ser trocado por u
em P. No caso dessas hipéteses, a restri¢do é que x ndo pode estar no escopo em P de nenhuma
varidvel livre em I' e em ¢,u. Observamos entdo, que, as leis de substituicdo da igualdade
e da equivaléncia, que sdo tratadas com maiores detalhes adiante, possuem restricdes a serem
seguidas.



(iii) Também existe uma depreciac¢do dos assuntos considerados elementares,
os quais sdo tratados de forma superficial e insuficientemente pratica’.

(iv) Estes livros carecem de listas expressivas de teoremas elementares no
nivel dos sistemas 16gicos estudados.

(v) A apresentacdo de alguns conceitos na literatura relacionada utilizam um
nimero excessivo de parénteses, como, por exemplo, em [4].

(vi) Alguns autores, tais como [5], [6] e [2], fixam uma linguagem quando
definem conceitos uteis para a apresentacdo da semantica de uma certa
Logica. Tal abordagem obriga que diversas ideias semanticas sejam as-
sociadas a uma dada linguagem, o que é desnecessario.

Diante das motivacdes destacadas em §1 e das imperfeicdes citadas
anteriormente, o tema norteador desta dissertacdo € a elucidacdo dos prin-
cipais sistemas relacionados a Légica Classica. Tais sistemas sdo listados a
seguir:

» Légica Proposicional Classica.

* Légica Quantificacional Cléssica.
* Loégica Equacional Cléssica.

* Logica Descritiva Classica.

* Lobgica das Descri¢oes Indefinidas.

Para cada uma destas Logicas sdo fornecidos uma classe de lingua-
gens, uma semantica de valora¢des e um célculo de sequentes.

§4. Objetivos do Trabalho Proposto

4.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho € realizar uma andlise intermedidria de
alguns sistemas relevantes da Légica Formal. Esta andlise consiste de uma
elucidac@o acurada e detalhada dos sistemas l6gicos LPC, LQC, LEC, LDC
e LDI, a fim de conhecer melhor a natureza, as funcgdes e as relagdes entre os
mesmos.

4.2 Objetivos Especificos

Em conformidade com a delimita¢do do tema, apresentado em §3, os
objetivos especificos deste trabalho sdo:

¢ Realizar um estudo acurado e detalhado, com todos os resultados con-
sequentes, da instancia¢do e da substituicdo, aplicando este conheci-

3Referéncias como [2] e [3] ndo possuem a exposi¢ao de resultados elementares de Légica.



mento para uma andlise de certos aspectos especificos da equivaléncia
e da igualdade.

» Aplicar ideias concernentes a substituicdo para um estudo de regras
concernentes a implicagdo, assim generalizando as leis 16gicas conhe-
cidas comumente como modus ponens e modus tollens.

e Listar leis consideradas importantes, aos niveis da légica classica
proposicional, quantificacional, equacional, descritiva cléssica, e das
descri¢des indefinidas.

* Tratar, com certa mindcia, as questdes sintdticas relevantes das diversas
linguagens formais.

¢ Dentro do tépico de logica quantificacional, realizar um estudo deta-
Ihado dos assim chamados quantificadores tipicos, os quais refletem a
maioria dos contextos em que tais quantificadores sio utilizados.

e Dar um tratamento geral a diversos aspectos semanticos e sintdticos,
seguindo a perspectiva universal para a construcio de ferramentas tteis
ao estudo e ao desenvolvimento de 16gicas.

O referencial teérico norteador do trabalho é apresentado a seguir.

§5. Estudo Bibliografico

Os fundamentos de Légica foram estudados nas referéncias [2], [5],
[71, [8], [9], [10], [11] e [12]. Elas sdo consideradas “portais” para o apren-
dizado dos conceitos basicos de Ldgica.

Os fundamentos sobre Teoria dos Conjuntos foram estudados em [6],
[13], [14] e [15].

Para os sistemas 16gicos apresentados na se¢@o §3.2, as seguintes re-
feréncias foram consultadas:

» Lobgicas Paraconsistentes ( [16], [17] e [18]).
» Logicas Paracompletas ( [18] e [19]).

As ideias utilizadas na defini¢do de semantica de valoragdes também
encontram-se descritas em [20], que considera a nogdo de veracidade de
uma férmula em uma interpretacdo de forma altamente intuitiva para varios
propdsitos, mas apresenta uma defini¢cdo formal para o desenvolvimento do
que ele denomina theory of truth. Em [2], uma semantica proposicional e
uma semantica de primeira ordem sdo apresentadas.

Uma exposicao mais detalhada sobre os conectivos nou e nem, apre-
sentados na pagina 44, encontra-se em [21], [22] e [23].

O método dos tablos por refutacdo foi estabelecido em [24]. Seus prin-
cipais precursores foram Beth [25] e Hintikka [26]. Trata-se de um processo
algoritmico capaz de provar uma tese especifica através do fracasso de uma



interpretacdo que satisfaca a negag@o dessa tese, apés uma busca exaustiva.
O trabalho apresentado por Smullyan [24] também inspirou muito do que foi
realizado posteriormente sobre o método de provas por tablos. Alguns melho-
ramentos e corre¢des desta edi¢do foram publicados na versao em portugués
apresentada em [27]. De modo similar, o0 método direto é também um algo-
ritmo que prova uma tese especifica de forma direta, isto €, sem negé-la. O
método dos tablos por prova direta, sem refutacdo, € apresentado em [28], e
é citado na secéo §8.2 desta dissertacao.

Verbetes, defini¢des de termos 16gicos relevantes, e elucidagado de sig-
nificados foram consultados em [8], [29] e [30]. Formulacdes de teoremas
fundamentais da Légica elementar também encontram-se em [8] e [20].

§6. Trabalhos Relacionados

Este trabalho apresenta trés aspectos que podem ser comparados a ou-
tras dissertagdes:

* A andlise de um assunto especifico, ou seja, um estudo pormenorizado
de cada parte de um todo, para conhecer melhor sua natureza, suas
func¢des e relagdes.

* A preocupagdo em escrever um contetido tedrico que possa beneficiar
os préprios estudantes de Légica.

* A preocupagdo em generalizar as ideias norteadoras do trabalho.

O trabalho critico e abrangente apresentado por [10] analisa a Historia
da Computagdo. Ele mostra o nascimento da Computacdo juntamente com
as ideias e conceitos que possuem suas raizes na Grécia antiga. Segundo o
autor desse trabalho, “um dos objetivos foi produzir um trabalho diferente das
teses que se apresentavam, muito pragmaticas, na UnB*, voltadas 4 producdo
de um software™.

Em [31], Russell faz uma série de consideracdes racionais a respeito

de um assunto especifico, ou seja, ele analisa a natureza da matéria.

§7. Consideracoes Relevantes

No dizer sempre expressivo de [32], uma possivel classificagdo dos
estilos de pesquisas realizadas em Ciéncia da Computagdo sdo: “Apresen-
tacdo de um Produto”,“Apresentacdo de algo Diferente”, “Apresentacio de
algo Presumidamente melhor”, “Apresentacdo de algo relativamente melhor”

“4Universidade de Brasilia.
STrecho de uma mensagem eletronica enviada por Cléuzio para a autora desta dissertagio.



e “Apresentacdo de uma Prova”. Esse tltimo estilo consiste na existéncia de
provas matematicas, de acordo com as regras da Légica.

Ainda segundo [32], esses estilos podem ser classificados em trés tipos
bdsicos:

* Pesquisas formais, em que € exigida a elaboracdo de uma teoria e uma
prova formal de que essa teoria € correta. A Légica Formal serd a
grande ferramenta de trabalho do pesquisador que opta por essa linha;

* Pesquisas empiricas, em que uma nova abordagem apresentada € com-
parada com outras através de testes aceitos pela comunidade. Os méto-
dos estatisticos serdo a grande ferramenta de trabalho do pesquisador
que opta por essa linha.

» Pesquisas exploratérias, em que ndo se consegue provar uma teoria nem
apresentar resultados estatisticamente aceitos. Mas entram aqui os es-
tudos de caso, as andlises qualitativas e as pesquisas exploratérias em
dreas emergentes. A argumentagdo e 0 convencimento sao as principais
ferramentas do pesquisador.

Similarmente, [33] apresenta trés paradigmas bésicos de pesquisa que
os trabalhos em Ciéncia da Computac¢do podem seguir: o tedrico, o empirico
e o estético.

No primeiro paradigma existe um argumento e ele é teérico. O es-
pago do problema € uma teoria, a dissertagdo é uma proposicdo, e as provas
demonstram que a dissertacio segue os axiomas descritos na sua teoria. Tais
argumentos sao tipicos dos trabalhos mais matemadticos e formais da Ciéncia
da Computacio.

Considerando os aspectos acima, ressaltamos que este trabalho se trata
de uma pesquisa formal. A parte pragmatica do trabalho se refere principal-
mente a construcdo de provas.

E importante para a Ciéncia da Computacio que existam trabalhos
neste sentido formal, em oposi¢c@o aos trabalhos pragmadticos relacionados a
construgdo de sistemas. Desta forma eles podem servir de apoio e referéncia
para estudantes e pesquisadores que possam se interessar por esta drea.

A seguir apresentamos a forma como o trabalho € estruturado.

§8. Estrutura do Trabalho

Os aspectos a serem abordados neste trabalho foram discutidos de
forma sucinta nas secdes anteriores. A organizacdo a seguir fornece uma
visdo geral e estruturada do modo como o tema sera tratado.

A sequéncia da apresentacdo obedece a ordem cronoldgica de desen-
volvimento do tema em questao. Optou-se aqui por uma ordem de complexi-



dade do assunto, para uma melhor compreensdo dos aspectos e das caracte-
risticas dos sistemas l6gicos apresentados.

De acordo com [6], a teoria dos conjuntos ocupa uma posicio funda-
mental na construgdo da matematica, e seus conceitos sdao usados nos discur-
sos da matemadtica pura e aplicada, e, portanto, em todas as ciéncias dedutivas
relacionadas a ela. Em particular, a teoria dos conjuntos é usada considera-
velmente nas discussdes técnicas de Logica. O propésito do capitulo 2 €
apresentar um nicleo minimo, a respeito da teoria dos conjuntos, essencial
aos capitulos posteriores, embasados na Logica Cléssica.

O capitulo 3 € introdutdrio. Ele apresenta nogdes gerais sobre sistemas
16gicos e em seguida os classifica quanto a profundidade e quanto & forma de
raciocinio. Continuando, elucida de forma genérica as ideias de semantica e
célculo de sequentes, as quais serdo aplicadas posteriormente para a Légica
Proposicional Cléssica, a Légica Quantificacional Classica, a Légica Equa-
cional Classica e as Logicas Descritivas.

Conforme [34], quanto maior a expressividade de uma linguagem for-
mal, maior também ¢é a complexidade da manipulacdo desta linguagem. O
capitulo 4 dé inicio ao estudo da Ldégica Cléssica, a partir do estudo das lin-
guagens proposicionais. Apresenta, pois, a Logica Proposicional Cldssica. A
expressividade desta 16gica € limitada, mas a mesma é fundamental para este
assunto.

No capitulo 5, sobre a Légica Quantificacional Cléassica, sdo apresen-
tadas as propriedades cldssicas de certas variagdes internas em férmulas, ex-
pressas pelos quantificadores.

O capitulo 6 discorre sobre a Indugdo Matematica. Este conceito pos-
sui um papel muito importante neste trabalho, pois permite a realizacio de
provas mais complexas. Os principios de indugdo tratados neste capitulo sd@o
constantemente aplicados nos capitulos posteriores.

O capitulo 7 apresenta os resultados gerais de corre¢do e completude
de um célculo de sequentes com respeito a uma semantica de valoragdes. Tais
resultados serdo aplicados nas légicas especificas tratadas neste trabalho.

O capitulo 8 traz uma apresentagado geral do método dos tablds, de uma
forma independente da aplicacdo do mesmo para uma logica especifica, jun-
tamente com provas gerais de corre¢do e completude dos sistemas de tablds
com respeito as semanticas de uma dada logica.

Os capitulos 9 e 10 apresentam diversos resultados de Légica Proposi-
cional Classica e Logica Quantificacional Cldssica, respectivamente, que sao
tratados via indu¢do matemdtica.

O capitulo 11 aborda sucintamente uma versao da Légica Equacional
Classica. Esta Légica estuda todas as propriedades da igualdade e as suas
possiveis interacdes com os conectivos e com os quantificadores.



Nos capitulos 12 e 13 sdo apresentadas, respectivamente, as Ldogicas
das descri¢des definidas e indefinidas.

Finalmente, no capitulo 14, além das conclusdes obtidas, discutimos
brevemente algumas perspectivas de desenvolvimento para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Teoria Ingénua dos
Conjuntos

Apresentamos, de forma intuitiva' e concisa, um compéndio das ideias
basicas e relevantes sobre Teoria dos Conjuntos consideradas fundamentais
para o desenvolvimento deste trabalho: conjuntos, relacdes, fun¢des, nimeros
finitos e infinitos, cardinais e ordinais.

Exposi¢des mais detalhadas sobre Teoria dos Conjuntos podem ser
encontradas em [15], [14], [6] e [13].

§1. Sinais Légicos Basicos

Os sinais 16gicos listados a seguir sdo tteis para a exposicdo dos re-
sultados apresentados neste capitulo. Um estudo mais detalhado dos mesmos
serd feito nos capitulos seguintes.

“z ndo é par” pode ser reescrito, simbolicamente, por “—par(z)”.
. —

“Se x é par, entdo 3z é par” pode ser reescrito por “par(z) — par(3z)”.
LA

“3 > 1e 8 > 3” pode ser reescrito por “3 > 1 A8 > 3.
eV

“z & par ou x é impar” pode ser reescrito por “par(x) V fmpar(z)”.

!ntuitiva porque faremos uma abordagem direta e imediata. Algo mais conciso e modesto
que as exposi¢des de Paul Halmos em [14] e de Machover em [6].
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* &

“3x € par se, e somente se, x € par” pode ser reescrito por
“par(3x) +» par(x)”.

3

“Existe pelo menos um nimero que € par” pode ser reescrito por
“Ja par(x)”.
oV
“0 quadrado de um nimero par também € par” pode ser reescrito por
“Vz (par(z) — par(z?))”.
|
“Existe no maximo um ndmero que € par e € primo” pode ser reescrito por
“Jx (par(z) A primo(z))”.
o
“Existe um tnico nimero que € par e é primo” pode ser reescrito por
“Jlx (par(z) A primo(x))”.

§2. Teoria Elementar

Intuitivamente falando, um conjunto € uma cole¢io definida e ttil para
reunir ou agrupar objetos que possuem uma propriedade em comum, e, além
disso, &, por si préprio, interpretado como um tinico objeto.

2.1 Exemplos.

* O conjunto de mdveis de uma casa.

* O conjunto dos nimeros naturais.

* O conjunto dos mestrandos em Ciéncia da Computac¢do na UFSC.

2.2 Notacao. (Conjuntos especiais)

* N= conjunto dos nimeros naturais, {0, 1,2,3,...}.

* Z= conjunto dos nimeros inteiros, {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}.

* Q= conjunto dos niimeros racionais, {m/n:m € ZAn € Z An # 0}.
* R= conjunto dos nimeros reais.

2.3 Notacao. Neste capitulo, conjuntos sdo usualmente denotados pelas le-
tras latinas maitsculas A, Be C.

A defini¢do de um conjunto pela enumeragdo de seus elementos con-
siste em separar os elementos por virgulas e colocéd-los entre chaves. Por
exemplo, A = {a, b, c}.

Se um conjunto € definido através da enunciacdo da propriedade
que seus elementos devem possuir, entdo se emprega uma letra, a qual
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representa um objeto qualquer, a propriedade, e, como sinal de pontu-
acdo, a barra vertical (]), a qual pode ser lida como “tal que”. Por exem-
plo, se A é o conjunto dos alunos da UFSC que sdo mulheres, entdo
A = {x | z é aluno da UFSC A z é mulher}. Como um outro exemplo, se B
é o conjunto dos elementos x que pertencem a A tal que x é aluno de gradu-
acdo, entdo B = {z € A | x é aluno de graduagio}.

2.4 Definicao.

Os objetos de um conjunto sdo chamados de membros ou elementos deste
conjunto. Assim, tais elementos pertencem (€) a este conjunto e este conjunto
possui (3) seus elementos?.

2.5 Exemplo.

Seja A = {3, 5, 10}. Pela defini¢do acima temos que:
*3€A5€cA 10 A

s 6& A

+ A>3,A55, A5 10.

« AF6.

2.6 Definicao.
cx,yc A=z e ANy € A
sz, y,z€ A=z c ANye ANz € A

2.7. (Igualdade de Conjuntos)
Dois conjuntos sdo iguais, A = B, se eles contém os mesmos elementos.
Caso contrdrio, sdo diferentes, ou seja, A # B.

2.8 Exemplo. Seja A = {3,5,10}, B = {10,3,5} e C = {10, 3, 1}. Entdo,
A=B,A#CeB#C.

2.9 Defini¢ao. (Subconjunto e Superconjunto)

A é dito um subconjunto de B (ou A estd contido em B) se
Va(z € A— x € B). Notamos isso por A C B. Dizemos também, neste
caso, que B é superconjunto de A (ou B contém A), e notamos isso também
por B D A.

2.10 Defini¢do. (Subconjunto Préprio e Superconjunto Préprio)

A € dito um subconjunto proprio de B se A C B AN A # B. Notamos isso
por A C B. Dizemos também, neste caso, que B é superconjunto prdprio de
A, e notamos isso também por B D A.

2.11 Notacdo. O conjunto que nio possui elementos, ou seja, -Jz(x € A),
¢ dito conjunto vazio. Notamos isso por &.

2Em caso contrario, um ou mais elementos nio pertencem a este conjunto (¢) e este conjunto
ndo possui certo(s) elemento(s) (Z).
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2.12 Proposicio. @ é subconjunto de qualquer conjunto, ou seja, & C A3.

2.13 Definicao. (Colecao de Conjuntos)

A é dito ser uma colecéo de conjuntos se as seguintes condi¢des forem satis-
feitas:

* A é colegdo.

* VB(B € A — B é conjunto).

2.14 Definicao. (Unido e Intersecao de uma Colecio de Conjuntos)

Dada uma cole¢do A de conjuntos, definimos, nas cldusulas abaixo, a unido
dos elementos de A, notada por | J A, e a interse¢do dos elementos de A,
notada por (] A:

s UA={z|3B(B€ ANz € B)}.

* Se A+ I, entdo (VA= {z|3B(B€ ANz € B)}.

2.15 Exemplo.

Seja A = {{1,3,7},{3,9,7},{7,3,10}}. Pela defini¢éo acima temos que:
« UA=1{1,3,7,9,10).

* NA={3,7}

2.16 Definicao. (Conjunto-Poténcia)
O conjunto das partes de um conjunto A é o conjunto de todos os subconjun-
tos de A. Notamos isso por p(A).

2.17 Exemplo.
Seja A = {1,2,3}.
p(A) = {2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}.

2.18 Definicao. (Conjuntos Disjuntos)
Dois conjuntos A e B sdo disjuntos se AN B = &.

2.1 Operacoes Fundamentais com Conjuntos

2.19 Definicao. (Uniao)
A unido de Ae B, AU B, é o conjunto dos elementos que estio em A ou em
B,ouseja, AUB = {z|x € AV z € B}.

2.20 Definicio. (Intersecao)
A intersecdo de A e B, AN B, é o conjunto dos elementos que estio ao
mesmo tempo em A e em B, ouseja, AN B = {z|]xr € ANz € B}.

2.21 Definicao. (Diferenca)
A diferencga entre A e B, A — B, é o conjunto dos elementos que estdo em A
e ndo estdo em B, ou seja, A — B = {z|xr € ANz ¢ B}.

3Que pode ser provado através da exploracio da veracidade vécua.
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2.22 Proposicoes.
i) AnBCA.
(il) ANBCB.
(iii)) AC AUB.
(ivy BC AUB.

As seguintes proposi¢des sdo equivalentes:

2.23 Proposicoes.
(i) ACB.

(il) AnB=A.

(i) AUB = B.

Destacamos algumas proposi¢des que envolvem a opera¢do de unido:

2.24 Proposicoes.

(i) Elemento Neutro da Unido: AU =g UA = A.
(ii) Comutatividade: AU B = BU A.
(iii) Associatividade: AU (BUC) = (AUB)UC.
(iv) Idempoténcia: AU A = A.

E que, similarmente, envolvem a operacdo de intersecdo:

2.25 Proposicoes.
(i) Elemento de Absor¢io da Intersecdo: AN@ =20 NA=0.
(ii) Comutatividade: AN B = BN A.
(i) Associatividade: AN (BNC)=(AnB)nC.
(iv) Idempoténcia: AN A = A.

2.26 Proposicao.
(i) An(AUB)=A.

(i) AU(ANB)=A.

2.27 Proposicao.

i) SeCCAeC C B,entioC C AN B.
(ii) SeACCeBCC(C,entio AUB C C.

§3. Relacoes e Funcoes

Relacgdes entre um ou mais objetos sdo importantes para a especifi-
cacdo de diversas entidades matemadticas. As mesmas estdo implicitamente
presentes em frases incompletas a serem preenchidas por nomes de um ou
mais objetos. Um exemplo de tal frase ¢ “... é paide ...”.
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Temos, por exemplo, segundo algumas tradigdes religiosas, que José
¢é pai de Jesus e Addo € pai de Abel, ou seja, José relaciona-se com Jesus
segundo a relacdo de ser pai, e Adao também relaciona-se com Abel segundo
a mesma relagdo.

Podemos considerar também relacdes entre n objetos para qualquer
nimero natural n > 0. Por exemplo, um ponto P pode estar ou ndo entre
dois pontos ) e R. Assim, temos a relacdo de estar entre, que € uma possivel
relagdo envolvendo trés pontos.

Para modelar matematicamente relagdes em geral, faz-se dai
necessdrio o conceito de fupla (ordenada), que é um agrupamento de um
ou mais objetos no qual a ordem ¢ relevante. Consideraremos também, na
defini¢do abaixo, o caso da lista ordenada vazia.

3.1 Definicdo. (n-tupla, tupla)

Seja n um ndmero natural. Uma n-tupla é uma lista ordenada de n objetos
Z1,...,Z,. Notamos a mesma por (x1,...,z,). Paracadai € {1,...,n},
dizemos que x; € o :-€simo termo da tupla zy, ..., z,, ou a sua ¢-ésima coor-
denada. Uma fupla é uma n-tupla, para algum nimero natural n.

3.2 Proposicao.
Se n é um nimero natural, entdo
(X1, ) =YLy Yn O T1 =YL A oo ATy = Yn-

3.3 Defini¢do. (Par Ordenado, Tripla, Quadrupla, Quintupla e Séxtupla)
Um par ordenado é uma 2-tupla. Da mesma forma, definimos tripla (orde-
nada), quddrupla (ordenada), quintupla (ordenada) e séxtupla (ordenada),
como sendo, respectivamente, uma 3-tupla, 4-tupla, 5-tupla e 6-tupla. Dado
um par ordenado (a,b), dizemos que a é a sua primeira coordenada ou
abscissa, e b € dito a sua segunda coordenada ou sua ordenada. Dada uma
tripla ordenada (a, b, ¢), dizemos, da mesma forma, que a é a sua primeira
coordenada ou abscissa e b é a sua segunda coordenada ou sua ordenada.
Dizemos também, com respeito a esta tripla, que ¢ é a sua terceira coorde-
nada ou sua cota.

O par ordenado (a, b) ndo deve ser confundido com o conjunto {a, b},
também denominado par ndo-ordenado, cujos elementos sdo a e b. Por exem-
plo, os conjuntos {a, b} e {b, a} sdo sempre iguais, mas os pares ordenados
(a,b) e (b, a) sdo iguais se, e somente se, a = b.

A relagdo de ser pai pode, pois, ser matematicamente modelada pelo
conjunto {(z,y)|z é pai de y}. Neste exemplo, segundo algumas tradi¢des
religiosas, temos que os pares ( José, Jesus) e ( Addo, Abel) sdo elementos
desta relagdo.
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3.4 Definicao. (Relacio)

Um conjunto de pares ordenados € dito uma relacdo (bindria). Um conjunto
de n-tuplas, onde n é um ndmero natural, € dito relacdo n-dria ou n-ddica.
Um conjunto de tuplas é dito uma relacdo poliddica.

3.5 Definicao. (Aridade de uma Relac¢io)
Se R ¢ uma relagdo n-dria, dizemos também que n ¢é a aridade de R.

3.6 Definicao.
Seja R uma relagdo poliddica. Se (z,y) € R, notamos isto, abreviada-
mente, por zRy. Se (x1,...,x,) € R, podemos notar isto também por
R(x1,...,Tp).
3.7 Definicao.

Seja R uma relagdo poliddica. Dizemos que x ndo estd relacionado com y
em R, e notamos isto por z Ry, se ~(xRy).

3.8 Definicao. (Produto Cartesiano)

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, notado por
A x B, é o conjunto dos pares ordenados tal que o primeiro componente
pertence ao conjunto A e o segundo componente pertence ao conjunto B, ou
seja, A x B={{(z,y)|lxr € ANy € B}.

3.9 Definicao. R ¢ dito ser uma relacdo em Ase R C A x A.
3.10 Definicdo. R ¢ dito ser uma relagdo de A em B se R C A x B.

Uma relagdo bindria R de um conjunto A em um conjunto B, é um
subconjunto do produto cartesiano A x B.

3.11 Defini¢ao. (Tipos de Relacoes Notaveis com respeito a um certo con-
junto)

Sejam R uma relacdo e A um conjunto. Uma relagdo R num conjunto A é

o reflexivaem A =Vz(zr € A — xRx).

o irreflexivaem A = Va(x € A — —(xRx)).

* simétricaem A = VaVy(x,y € AN xRy — yRx).

* assimétricaem A = VaVy(z,y € AANzRy —y Rzx).

* antissimétrica em A = VaVy(z,y € ANzRy AyRz — x = y).

* transitivaem A = VaVyVz(z,y,2 € AN xRy ANyRz — xRz).

e linear* em A = VaVy(z,y € ANz # y — xRy V yRx).

3.12 Exemplos.
* Relacdo Simétrica: a relagdo de ‘igualdade’ em um certo conjunto; relacio
de ser irmdo no conjunto dos seres humanos.

4Uma relagdio linear também pode ser dita conexa ou tricotémica.
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* Relacdo Assimétrica: a relagdo de ‘ser menor’ no conjunto dos nimeros
reais; a relagdo de ‘inclusdo prépria’.

e Relacdo Antissimétrica: A relacdo de ‘inclusdo’ na cole¢@o de todos os
conjuntos € antissimétrica na cole¢@o de todos 0s conjuntos pois o primeiro
conjunto estd contido no segundo e o segundo estd contido no primeiro,
entdo eles sdo iguais.

* Relacdo Transitiva: a relacdo de ‘descendéncia’ no conjunto dos seres hu-
manos.

* Relacdo Linear: a relacdo ‘menor’, <, no conjunto dos nimeros naturais.

3.13 Escolio. Toda relacdo assimétrica é antissimétrica por vacuidade, mas
o contrdrio nunca é verdadeiro.

3.14 Definicao. (Relacio de Ordem (parcial))

R € uma relagcdo de ordem (parcial) em um conjunto A ou uma ordem (par-
cial) em A se R é uma relacdo, R € antissimétrica em A e R € transitiva em
A.

3.15 Definiciio. (Relaciio de Ordem (parcial) Estrita’)
R é ordem (parcial) estritaem A se R é ordem em A e R € irreflexiva em A.

3.16 Definicao. (Relacio de Ordem (parcial) Reflexiva)
R é ordem (parcial) reflexiva em A se R é ordem em A e R é reflexivae A.

3.17 Notacao.

¢ Se R é uma ordem estrita em algum conjunto A, notamos R também por
< < b .

* Se R é uma ordem reflexiva em algum conjunto A, notamos R também por
3 j b .

3.18 Defini¢do. (R-minimo de A)

a é R-minimo de A se Va(z € ANz # a — aRzx).

3.19 Exemplo. Se < ¢é a ordem estrita padrdo no conjunto N, entdo 0 € o
<-minimo de N.

3.20 Definicao. (R-maximo de A)
a é R-méximo de A se Va(x € AAx # a — xRa).

3.21 Definicao. (Elemento R-Minimal de A)
a é R-minimal de A se Vo (x € ANz # a — —(zRa)).

3.22 Definicao. (Elemento R-maximal de A)
a é R-maximal de A se Vaz(z € A Az # a — —(aRx)).

50u, irreflexiva.
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3.23 Definicao.

Se A possui um R-elemento minimo e este for tinico, notamos 0 mesmo por
m}%n(A), e, se R estd implicito, podemos notar isto também por min(A).

Se A possui um R-elemento maximo e este for inico, notamos 0 mesmo por
m}gx(A), e, se R estd implicito, podemos notar isto também por max(A).

3.24 Fato. Se R é uma relagdo antissimétrica em A, entdo A possui no md-
ximo um R-elemento minimo e no mdximo um R-elemento mdximo.

3.25 Definiciao. (Boa Ordem)
R éboaordemem A se Ré ordemem A e
VB C A(B # @ — B possui um R-elemento minimo em A).

3.26 Fato. Se R é boa ordem em A, entdo R é linear® em A.

3.27 Definicao. (Boa Ordem Estrita)
R é boa ordem estrita em A se R é boa ordem em A e R € irreflexiva em A.

3.28 Definicao. (Colecio Bem Ordenada)
(O, R) é uma colecdo bem ordenada se O é uma colecdo e R é uma boa
ordem em O.

3.29 Definicao. (Colecao Estritamente Bem Ordenada)
(O, <) é uma colecdo estritamente bem ordenada se O é uma colegio e < é
uma boa ordem estrita em O.

3.30 Definicao. (R-sucessor de um dado elemento b em A)
b é R-sucessor de a em A se
a,b€ ANaRbAVz(x € ANz #aNx #b— —=(aRx A zRD)).

3.31 Definicao. (R-predecessor de um dado elemento b em A)
a é R-predecessor de b em A se
a,b€ ANaRbAVz(x € ANz #aNx #b— —=(aRx A zRD)).

3.32 Proposicao. b é R-sucessor de a em A <+ a é R-predecessor de b em A.

3.33 Definicao.
Seja (O, <) uma colegdo estritamente bem ordenada. n é um elemento
=<-limite em O se n ndo possui <-predecessor em O.

3.34 Definicao.
Seja (O, <) uma cole¢do estritamente bem ordenada.
Entdo liin(’) = {n € O | néelemento < -limite em O}.

5Conexo.
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3.35 Notacdo. Se (O, <) é colecdo estritamente bem ordenada e ndo houver
motivo para confusdo, entdo notaremos limO por lim O.
<

3.36 Definicao. (Minorante)
a é R-minorante’ de b se aRb.

3.37 Definicao. (Majorante)
b é R-majorante® de a se aRb.

3.38 Proposicio. a é R-minorante de b <+ b é R-majorante de a.

3.39 Leituras. ( Leituras alternativas para a Rb)
e aminorabem R,

* a R-minora b,

e g éum minorante de b em R,

e g éum R-minorante de b,

e bmajora a em R,

* b R-majora a,

e b éum majorante de a em R,

* béum R-majorante de a.

3.40 Definicdo. (Dominio de uma Relacfo)
O dominio de R ¢ a colecdo de todos os elementos que minoram algum objeto
em R, isto é, D(R) = {z|Jy(zRy)}.

3.41 Definicao. (Imagem de uma Relacao)
A imagem de R é a colecdo de todos os elementos que majoram algum objeto
em R, isto é, Z(R) = {y|3z(zRy)}.

3.42 Definicio. (Campo de uma Relacio)’
O campo de R é a cole¢do de todos os elementos que minoram ou que majo-
ram algum objeto em R, isto é, C(R) = D(A) UZ(A).

3.43 Definicao.
Seja R uma relagdo. x é dito um argumento de R se x € D(R). E z é dito
um valor de R se x € Z(R).

70u seja, a R-minora b.
80u seja, b R-majora a.
90 conceito de campo é exposto com mais detalhes em [13].
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3.44 Definicio. (Cota Inferior e Cota Superior)
. {B C A,
Sejam

R uma relagdo em A.
* aé R-cota inferior de B em A seVx(x € BAx # a— aRx)".
* bé R-cota superior de B em A seVx(x € BAx # b— xRb)!.

3.45 Exemplo.

Seja A = p(N).

Seja B = {{0,2,4},{0,2,9},{0,2,4,9}}.

O conjunto {0, 2} é C-cota inferior de B em A.

3.46 Exemplo.

Seja A = p(N).

Seja B = {{0,2,4},{0,2,9},{0,2,4,9}}.

O conjunto {0, 2,4,9, 10,11} é C-cota superior de B em A.

3.47 Definicao.

Sejam {B C 4,
R ordem em A.

* B é R-limitado inferiormente em A se B possui uma R-cota inferior em A

* B ¢é R-limitado superiormente em A se B possui uma R-cota superior em
A.

* B é R-limitado em A se B é R-limitado inferiormente em A e B ¢
R-limitado superiormente em A.

3.48 Exemplo.

* A colegdo (2,400) é limitada inferiormente em R.

* A colegdo (—oo, —3) é limitada superiormente em R.
* A colegio (2, 3) é limitada em R.

3.49 Definicao. (Infimo e Supremo)
Sejam {B <4,
R uma relag@o.

Definimos abaixo R-infimo e R-supremo de um subconjunto de um con-
junto.
e aé R-infimo de B em A se a é R-cota inferiorde Bem A e

Vz(z é R-cota inferior de B em A A x # a — zRa)'.
* bé R-supremo de B em A se b é R-cota superiorde Bem Ae

Va(z é R-cota superior de Bem A Az # b — bRx)".

104 R-minora qualquer elemento de B distinto de a.
1y R-majora qualquer elemento de B distinto de b.
124 ¢ uma das maiores R-cotas inferiores de B em A.
13p ¢ uma das menores R-cotas superiores de B em A.
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3.50 Notacao.
B C A, - . -
Se . ~ entdo adotamos as seguintes notagdes:
R é uma relagdo,
* Se existe um tnico a tal que a é R-infimo de B em A, entdo podemos notar
a por inf(B,A), e, se R e A estdo implicitos, podemos notar a também
R

por inf(B)".
* Da mesma forma, se existe um tnico b tal que b é R-supremo de B em
A, entdo podemos notar b por sup(B, A), e, se R e A estdo implicitos,
R

podemos notar b também por sup(B).

3.51 Exemplo.

Considere o intervalo de reais (0, 2), isto é, o conjunto de nimeros reais entre
0 e 2, excluindo os nimeros 0 e 2.

Temos, neste caso, que o superconjunto implicito de (0, 2) é a cole¢do R de
todos os reais, e a relagdo implicita é a relacdo de ordem padrdo em R, dai no-
tamos o <-infimo de (0, 2) em R simplesmente por in f((0,2)) ou inf(0,2),
e também notamos o <-supremo de (0,2) em R por sup(0, 2). Neste caso,
temos que:

* an(ov 2) =0

o sup(0,2) = 2.

3.52 Definicao. (Fecho Transitivo)
Sendo R uma relagio, R’ é a menor relagio transitiva que contém R'.

3.53 Exemplo. Seja R = {(0,1),(1,3),(3,4)}.
Temos que R! = {(0,1),(0,3),(0,4),(1,3),(1,4),(3,4)}.

3.54 Definicao. (Relacao de Equivaléncia)
Uma relagdo R em um conjunto A é dita uma relagcdo de equivaléncia em A
se R é uma relacdo reflexiva, simétrica e transitiva em A.

3.55 Definicao. (Classe de Equivaléncia)
Seja R uma relagéo de equivaléncia, entéo [x]gr = {y | xRy}.

3.56 Teorema. [z|r = [y|r sss zRy.

3.57 Definicao. II é particao se:
(i) II é cole¢@o de conjuntos nao vazios,
(i) VAVB(A,BeIll-A=BVAAB=0).

3.58 Definiciio. II é parti¢do de A se IT é parti¢do A (JII = A.

14Neste caso, temos que in.f(B) é a maior das R-cotas inferiores de B em A.
I5Neste trabalho, definida a fungdo de sucessdo em sistemas de Peano, a relacdo de ordem
correspondente € o fecho transitivo da sucessao.
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3.59 Notacgao. A e B denotam colegdes de conjuntos.

3.60 Definicao.
A é cadeia'® se VBYC(B,C e A~ BCCVCCB)eACB.

3.61 Definicao. A ¢ cadeia em B se A é cadeiae A C B.

3.62 Definicdo. (R-cadeia)
A é R-cadeia se Vav¥b(a,b € ANa#b—aRbV bRa)".

3.63 Definicao.
A é <-cadeia sss < é ordem reflexivaem A e
Vavb(a,b e A—a <bVb=<a).

3.64 Definicao. A é <-cadeia em B se A é <-cadeiae A C B.

O Lema de Zorn seré utilizado na prova da completude para uma 16-
gica L.

3.65 Lema. (Zorn) Primeira versdo
Se A é uma colegdo de conjuntos na qual cada cadeia é limitada superior-
mente, entdo A possui um elemento maximal.

3.66 Lema. (Zorn) Segunda versdo

Seja < uma ordem reflexiva em A.

Se cada =<-cadeia em A é limitada superiormente em A, entdo A possui um
<-elemento maximal.

Informalmente podemos dizer que uma func¢do € uma relacdo em que
cada argumento corresponde a um unico valor, ou seja, para cada argumento
ela associa um tunico valor. Por exemplo, a relacdo entre pais e filhos ndo é
fun¢do, pois um pai pode ter mais de um filho.

3.67 Definicao. (Funcao)

f € dito ser uma funcdo se as seguintes condigdes forem satisfeitas:
» f érelagdo,

o VaVy Vyo (e fyr A xfy2 — y1 = ya).

3.68 Definicio. (Aplicacdo de uma funcdo a um argumento)

Se f é fungdo e x é um argumento de f, notamos por f(z) o valor de f
correspondente a .

160y seja, uma cadeia é uma colecio de conjuntos, em que dado dois conjuntos, um estd
contido no outro. Essa definicdo geral para cadeia é com respeito a relacdo de inclusdo, mas ela
pode ser generalizada para a definicdo de R-cadeia que veremos posteriormente.

17Se Cadeia for definida como uma relagdo irreflexiva, entdo é necessdrio exigir que, para
quaisquer dois elementos diferentes, ou o primeiro minora o segundo ou o segundo minora o
primeiro.
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3.69 Proposicao. f é funcéo, x € D(f) I— y = f(x)ssszfy.

3.70 Definicao. (Funcéo de A em B)

f é dito ser uma funcdo de A em B, e notamos isso por f : A — B, se as
seguintes propriedades forem satisfeitas:

e f € uma fungdo;

* D(f) =4

+ I(f) C B.

Dizemos também, neste contexto, que B é o contradominio de f.

Existem mais trés variantes desta definicao, dadas abaixo:

3.71 Definicao. (Funcio Parcial de A em B)
f é dito ser uma fungdo parcial de A em B, e notamos isso por f : A)—~ B,
se f é uma funcio AA D D(f) A Z(f) C B.

3.72 Definicao. (Transformacio de A em B)
f é dito ser transformagdo de A em B, e notamos isso por f : A B, se f é
fungdo AN A C D(f) N f(A) C B.

3.73 Definicao. (Aplicacdo de A em B)
f € dito ser aplicacdo de A em B, e notamos isso por f: Ao B, se f é
fungdo A f(A) C B.

Existem certas propriedades notdveis sobre fungdes, a saber.

3.74 Definicio. (Funcio Injetiva)
f € uma funcdo injetiva se
V.Zle‘g(Il,ZCQ S D(f) N1 ?é Ty — f(d?l) 7é f(IQ))

3.75 Proposicao.
f éinjetiva sss V1V (21,22 € D(f) A f(z1) = f(x2) = 21 = x2).

3.76 Definicao. (Funcao Injetiva de A em B)
Dizemos que f é uma funcdo injetiva de A em B, e notamos isso por

f:A g, B, se as seguintes condicdes forem satisfeitas:
G f:A— B.
(>i1) lewcg(ml, ro € AN 7é XTo — f(iL‘l) 75 f(l‘g))

3.77 Proposicao.
Fr:A™ Be
f: A= BAVZVag(z1, 20 € AN f(x1) = fae) = 21 = x2).
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3.78 Definicao. (Funcao Sobrejetiva de A em B)
Dizemos que f € uma funcdo sobrejetiva de A em B, e notamos isso por

b . - o
f: A B, se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:
G f:A— B.

(i) Vy e Bz € A,y = f(x).

3.79 Proposicao. As seguintes proposicdes sdo equivalentes:

G) f: A2 B.
(i) f:A— BAZ(f)=B.

A Teoria das Categorias generaliza a ideia de fung@o através do con-
ceito de morfismo, bem como as ideias de injetividade e sobrejetividade. Ela
possui fortes associagdes com a Ciéncia da Computagdo. Mais detalhes po-
dem ser obtidos em [35], [36] e [37].

3.80 Definicao. (Funcao Bijetiva de A em B)
Dizemos que f é uma funcdo bijetiva de A em B, e notamos isso por

bij inj sobre . <
f:A— B,se f: A—> Be f: A — B. Dizemos também, neste caso,
que f é uma correspondéncia biunivoca entre A e B.

3.81 Definicao. (Equipoléncia entre dois conjuntos)
Dizemos que dois conjuntos A e B sdo equipolentes, e notamos isso por
A =~ B, se existe uma bije¢io de A em B.

3.82 Definicio. (Aridade de uma funcio)

A aridade de uma fungdo é o nimero de argumentos ou operandos tomados.
Uma funcdo undria mapeia um argumento, uma fun¢do binaria mapeia dois
elementos, uma funcdo terndria mapeia trés elementos e uma fungdo n-aria
mapeia n argumentos.

3.83 Definicao. (Funcao Identidade)

Seja A uma colecio.

A colecdo I4 = {(z,z) | € A} é chamada de identidade em A e é notada
por I 4.

3.84 Definiciao. (Funcio Escolha)
f é uma fungdo-escolha'® de A, se, para cada B # @ tal que
B C A, f(B) € B.

18 A fungiio-escolha depende do dominio em questio.
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3.85 Definicdo. (Funcio Caracteristica'®)
Considere as colegdes A e B tais que A C B. A fungdo caracteristica de A
com respeito a B é a fungdo f onde

fA—{0,1}
r—1l,serxe A
x—0,sexd A

3.86 Definicao. (Familia de Conjuntos)
A é dito ser uma familia de conjuntos indexada por I se A é uma funcgio de I
para uma colecdo de conjuntos. Neste caso, notamos A também por (A;);c;.

3.87 Exemplo.
Seja I = {1,2,3}.

A T —{{1},{1,2},{1,2,3}}
1— {1}
25 {1,2}
3 {1,2,3}

Podemos notar A por ({1,...,4})icf1,2,3}-

3.88 Definicao. (Unido e Intersecao de uma Familia de Conjuntos)
Seja (A;)icr uma familia de conjuntos.
UA;, =U{A4li e I}.
iel
Se I # @, entdo (A; = {Aili € I'}.
icl
3.89 Proposicao.
Se (A;)icr € uma familia de conjuntos, entdo:
e UA;i={z|FiieInzeA)}
=
* Sel# @, entdo (A, ={x|Vi(ie [ -z € A;)}.
el

3.90 Exemplo. Conforme o exemplo 3.87, temos que:
* UA’L = {17233}

i€l
« NA; ={1}.

icl

19Também conhecida por Fungio Indicadora.
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3.91 Definicio. (Sucessao Induzida)
Seja R uma boa ordem estrita em A.
s é a sucessdo induzida por R em A se as seguintes condi¢des forem satis-
feitas:
(i) s: Ay A
(i) Vz(x € D(s) + Jy(z < y)).
(iil) VaVy(z € D(s) = (z < y <> s(x) < y)).

3.92 Proposicao.
¢ < é boa ordem estrita em O,
Se ¢ * s ¢ asucessdo induzida por < em O,
* a€D(s),
entdo s(a) é o unico <-sucessor de @ em O e a é o Gnico <-predecessor de
s(a) em O.

§4. Cardinais e Ordinais

Existem duas generalizacdes dos niimeros naturais, que foram desco-
bertas pelo matematico alemdo Georg Cantor em [38], que sdo os nimeros
cardinais e os nimeros ordinais. Os primeiros sdo utilizados para medir
o nimero de elementos de um dado conjunto. Para conjuntos finitos, esta
medida é dada pelos nimeros naturais, os quais sd3o um caso particular dos
nimeros cardinais. Para conjuntos infinitos esta medida é dada por niimeros
cardinais que nio sdo nimeros naturais.

Os segundos sdo utilizados para rotular cada um dos elementos de
uma cole¢do bem ordenada, sendo que, quando tal colecgdo € finita, os rétulos
utilizados sdo os préprios nimeros naturais, e, quando tal colecdo € infinita,
os rétulos utilizados sdo nimeros ordinais que nao sao nimeros naturais.

4.1 Definicdo. Se A é um conjunto, notamos o niimero de elementos de A,
também chamado de cardinalidade de A, por ‘#(A)’.

4.2. Lei Basica da Cardinalidade
Se A e B sdo conjuntos, entdo #(A) = #(B) sss A ~ B.

Os nimeros cardinais que ndo sdo nimeros naturais, também chama-
dos de niumeros cardinais infinitos, sdo notados, sucessivamente, por
Ng, Ny, No, ... onde Ny € o nimero de elementos do conjunto dos nimeros
naturais, 8; € o menor cardinal que majora Ry, Ny € o sucessor de N, 20,

20 Aleph, R, é a primeira letra do alfabeto grego.
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4.3 Exemplos.

#({8,5,6}) = 3.
#({16,7,9,4,8}) = 5.

« #(N) = No
#(9) =

o # (colegao de problemas computaveis)= Nj.

* # (colegdo de problemas ndo computdveis)= #(R).

Os conceitos de problemas computdveis e ndo computaveis podem ser vistos
com maiores detalhes em [39, 40].

Os niimeros ordinais ditos finitos sdo os proprios nimeros naturais.
O primeiro ordinal infinito, isto é, ndo finito, € notado por w. Os ordinais
infinitos sdo notados, em ordem crescente, segundo a sequéncia abaixo

wwtlLw+2,...,w+w=w?2)
w2w2+1l,w2+2,...,w2+w(=w.3)

Wy w2 w3 ww(= w?)
w,..,w oWl wh L wY, e assim por diante.
4.4 Exemplo.

Dado o conjunto {8,5,9,4} com a boa ordem 8 < 5 < 4 < 9, entdo, con-
forme esta ordem, podemos rotular os elementos deste conjunto por:

e 8—=0
e 5—~1
* 912
e 43

4.5 Exemplo.
Dado o conjunto dos niimeros naturais N, considerando a ordem padrdo, cada
ndmero natural € rétulo de si préprio, isto é:

*e 0—0
e 1—1
e 22
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4.6 Exemplo.

Considerando novamente o conjunto dos niimeros naturais N, com a ordem
alternativa 0 < 2 <4 < ... <1 <3 <5 < ..., cada nimero natural €
associado a um nimero ordinal de acordo com a seguinte sequéncia:

* 0—0

* 21

e 42

e l—w

e 3 w+1

e S w+2

Em Teoria dos Conjuntos existem diferentes maneiras de construir
nimeros cardinais € nimeros ordinais. Adotaremos, neste trabalho, a cons-
trucdo devida a John von Neumann, apresentada, por exemplo, em [6, 13, 15],
da qual expomos, a seguir, os fatos essenciais.

4.7 Definicdo. Um dado conjunto é dito ser tramsitivo se as seguintes
condigdes forem satisfeitas:

(i) A é uma colegdo de conjuntos.

(i) VB(Be A— B C A).

4.8 Exemplo. Se A = {{@,{@}},2,{2}}, temos que A é um conjunto
transitivo, pois todos os seus elementos sdo também seus subconjuntos.

4.9 Notacdo. «, 3 e y representam ordinais.

4.10 Definicao. (Nimero Ordinal)
Dizemos que o é um niimero ordinal se as duas seguintes cldusulas forem
atendidas:
(i) « € um conjunto transitivo.
(i) ‘€’ é uma boa ordem em A.

4.11 Exemplo.

Nem todo conjunto transitivo € bem ordenado pela relacdo de pertinéncia.
Se A = {{9,{9}},{{9}},2,{2}}, entdo temos que A é um conjunto
transitivo. Temos também que {&, {2} } e {{D}} sdo elementos de A, mas
nenhum deles pertence ao outro, dai A ndo € bem ordenado pela relacio de
pertinéncia, logo A nio é um ordinal.

4.12 Definicao.
Dados dois ordinais « e 3, dizemos que o < 3 (pela ordem padrdo), se
a € B
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4.13 Proposicdo. Se o é um nimero ordinal, entdo oo = {§|5 < a}.

4.14 Definicdo. Dizemos que « é um ordinal limite se o ndo possui um
€-predecessor.

4.15 Definicao.

Os ordinais finitos sdo definidos sucessivamente pelas seguintes clausulas:
* 0=0w

« 1={0}

« 2=H0,1}

*n+1={0,...,n}

4.16 Definiciao. (Conjunto Finito e Conjunto Infinito)
Um dado conjunto é dito ser finito se existe um ordinal finito o tal que A ~ «;
em caso contrdrio, tal conjunto € dito ser infinito.

4.17 Definicao. (Nimero Cardinal)
A € dito ser um niimero cardinal se A € um ordinal finito ou \ é um ordinal
limite.

4.18 Proposicao. Todo conjunto estd em correspondéncia biunivoca com um
unico nimero cardinal.

4.19 Definicao.

A e u cardinais,

A e B conjuntos disjuntos tais que #(A) = Ae #(B) = pu.
Entdo A + = #(AU B).

Sejam

4.20 Definicao.

A e p cardinais,

A e B conjuntos tais que #(A) = A e #(B) = u.
Entdo A x u = #(A x B).

Sejam

4.21 Proposicao. Sejam A e p cardinais.
* Se A < pe p é cardinal infinito, entdo A + p = p.
* Se A < p, A # 0 e pu é cardinal infinito, entdo A.pu = p.



Capitulo 3

Introducao a Logica Geral

Este capitulo apresenta uma visdo holistica das defini¢des e con-
vencdes acerca de 1dgicas, ndo se atendo a uma légica especifica.

Ele fundamenta a argumentacido das demais logicas apresentadas no
restante deste trabalho. Trata-se, portanto, de um contetido que fornece os
conceitos gerais que serdo aplicados nos capitulos posteriores, de acordo com
as caracteristicas de cada l6gica considerada.

§1. Linguagens para a Logica

Uma Logica ou Sistema Logico é definida em duas etapas:

* A primeira etapa estabelece uma ou mais linguagens formais para essa
l6gica através da exposicdo de um alfabeto e de uma gramatica, com o
propésito de alcangar as suas expressdes significativas.

* A segunda etapa estabelece uma teoria associada a estas linguagens, a fim
de verificar quais expressodes significativas sdo verdadeiras ou nio.

O funcionamento da razdo operativa estd essencialmente ligado a
obtencao de frases condicionalmente verdadeiras a partir de frases hipoteti-
camente verdadeiras, deste modo, a compreensdo e uso de pelo menos uma
linguagem parece ser imprescindivel.

Podemos classificar as linguagens em dois tipos bdsicos:

» Linguagens naturais ou informais — correspondem as linguas usadas ha-
bitualmente pelos seres humanos para a sua comunicagdo quotidiana, tais
como o portugués, o inglés, dentre outras. A sua descri¢do necessita, em
geral, de livros com centenas de paginas, pois as regras de suas gramaticas
sdo complexas e numerosas.
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» Linguagens artificiais ou formais — as suas regras gramaticais sdo sim-
ples e, em geral, em pequeno numero; algumas, especialmente aquelas
utilizadas pela l6gica, detém um poder expressivo compardvel ao das lin-
guagens naturais.

Uma linguagem artificial é definida em duas etapas:

* escolha de um conjunto ndo vazio de sinais (em geral, graficos), chamado
de alfabeto, a serem usados na construg@o de suas expressoes significativas;

* enunciacdo de uma (em geral pequena) colecdo de regras (isto é, uma
gramdtica) destacando, entre as expressoes da linguagem, quais sdo sig-
nificativas.

Em uma linguagem natural tais etapas ocorrem de um modo bem
mais complexo. Todas as linguagens naturais modernas, em sua versao es-
crita, também possuem um alfabeto. Os sinais deste alfabeto formam ex-
pressdes significativas bdsicas, ditas palavras desta linguagem. Algumas
destas palavras s3o nomes para objetos reais ou imagindrios, possuindo
fungdes andlogas aos fermos de uma linguagem formal para a légica. A
colecdo de todas as palavras utilizadas por uma linguagem natural é dita vo-
cabuldrio, o qual pode existir implicita ou explicitamente. Neste dltimo caso
pode haver uma publicacdo oficial, editada por alguma instituicdo mantene-
dora das normas desta linguagem, contendo uma relacdo completa de todas
as palavras constantes do seu vocabuldrio. Finalmente, certas sequéncias de
palavras de uma linguagem natural formam outro tipo de expressdes signi-
ficativas, ditas frases, as quais correspondem, grosso modo, as formulas de
uma linguagem formal utilizada por alguma légica.

Para um estudo das regularidades presentes nas diversas formas de
raciocinio, bem como dos possiveis algoritmos correspondentes, as lingua-
gens formais sdo as mais adequadas, devido a sua simplicidade inerente.

1.1 Notacdo. L é dita uma linguagem formal.
1.2 Definicao. Um alfabeto é uma cole¢@o nio vazia de sinais.

1.3 Definicio.

Uma samblagem' é uma sequéncia finita de sinais. Uma samblagem em um
dado alfabeto € uma sequéncia finita de sinais deste alfabeto. A lista vazia de
sinais é dita a samblagem vazia; notamos isto por ‘A’.

1.4 Definicao.

Dadas duas samblagens u e v, a concatenacdo de u e v, notada por u + v, €
a samblagem obtida justapondo-se, da esquerda para a direita, preservando a
ordem original, os sinais de « com os sinais de v.

Termo também conhecido, na lingua inglesa, por “string”.
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1.5 Definicao.

Se u e v sdo samblagens, especificamos a seguir o que entendemos por iniciar
uma samblagem e por terminar uma samblagem.

* w inicia v = existe uma samblagem v’ tal que u + v’ = v.

* u termina v = existe uma samblagem ' tal que v’ + u = v.

* u inicia propriamente v = u # A e u inicia v e u # v.

e y termina propriamente v = u # A e u termina v e u # v.

1.6 Exemplo.

Sejam p1, . .., p, letras sentenciais em LPC, a qual serd apresentada em 4.
Seja ‘) p; — Apy’ asamblagem v e seja )p;’ a samblagem w.

Podemos dizer, pela definigéio acima, que ‘)p;’ inicia ‘) p1 — Aps’, ou seja,
u inicia v.

Seja ‘— A po’ a samblagem w. Dizemos entdo, neste caso, que w termina
v, porque existe uma samblagem u concatenada com w que resulta na sam-
blagem v.

Ainda pela defini¢do anterior, podemos dizer que a samblagem vazia, A, ini-
cia e termina a samblagem v, pois:

cv+A=v=)p = Apa.

s A+v=v=)p; = Apo.

1.7 Definicao. (Samblagens Significativas)

As samblagens significativas de uma linguagem formal em uma dada l6gica

sao samblagens de um dos dois tipos bésicos:

* termos — sd@o nomes de objetos do universo de discurso, na linguagem for-
mal considerada;

* formulas — sdo afirmagdes ou assercdes, na linguagem formal considerada,
acerca de objetos do universo de discurso.

Todos os sistemas logicos, os quais serdo definidos em §2, com ex-
cecdo das ldgicas proposicionais, possuem linguagens suficientemente ricas
cujas samblagens significativas sdo termos e férmulas.

1.8 Notacdo. Adotaremos como convencdo, em todo este trabalho, as
seguintes referéncias para as listas de letras abaixo, seguidas ou nao de plicas
ou subindices, com respeito a uma linguagem formal para uma légica:

e t,u,v —referem-se a termos em L;

* PQ,R,S —referem-se a formulas em L;

o I'J A, p —referem-se a colegdes de formulas em L.
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§2. Sistemas Logicos

Definimos um sistema l6gico ou logica em duas fases:
Fornecemos uma gramadtica, a qual especifica as linguagens formais deste
sistema. Cada uma destas linguagens formais possui a sua colecio prépria
de férmulas.
Para cada uma destas linguagens formais, fornecemos uma feoria, a qual
especifica, dentre as férmulas do sistema, quais devem ser consideradas
absolutamente verdadeiras?, e, para cada contexto de férmulas supostas
hipoteticamente verdadeiras, quais sdo verdadeiras neste contexto.

Quanto a profundidade do raciocinio envolvido, existem sistemas 16gi-

cos concebidos para diferentes niveis, a saber:

Logica Proposicional — estuda relacdes simples entre férmulas, as quais
correspondem a expressdes tais como ‘se—entdo’, ‘e’, ‘ou’, ‘ndo é verdade
que’, dentre outras.
Logica Quantificacional — além das relagdes citadas acima, estuda o com-
portamento de certas variacdes de referéncias feitas no interior das férmu-
las. Tais varia¢des correspondem as expressoes do tipo ‘para todo’, ‘para
cada’, ‘para algum’, ‘existe pelo menos um’, ‘nenhum’, dentre outras.
Logica Equacional — além do que € feito nos dois niveis acima, lida com a
equivaléncia de referéncias. Corresponde as expressdes do tipo ‘é igual a’,
‘é idéntico a’, dentre outras.
Logica Descritiva — além do que € feito nos niveis anteriores, lida também
com especificacdes, ambiguas ou ndo, de objetos do universo de discurso.
Trata expressdes do tipo ‘um objeto x possuindo a propriedade P’, ‘o ob-
jeto x possuindo a propriedade P’.
Teoria dos Conjuntos — € o substrato comum em que se baseia toda a
matematica tradicional, e geralmente estuda as propriedades comuns em
colecdes.

Quanto a forma do raciocinio envolvido, existem, entre outros, os

seguintes sistemas lgicos:

Logica Cldssica — é o sistema 16gico que serve de base implicita para quase

toda a matematica; até meados do século XX era praticamente o Gnico

sistema existente, e ainda hoje, no século XXI, é considerado um padréo

de raciocinio correto. A Légica Classica possui, entre outros, os seguintes

principios, formulados originalmente por Aristételes:

* Toda férmula ou a sua negacdo é verdadeira, ou seja, ndo hd uma terceira
condicdo possivel. Este é dito o principio do terceiro excluido.

% Uma férmula e a sua negac¢@o ndo podem ser ambos verdadeiros. Este é
dito o principio da ndo contradicdo.

2Veracidade absoluta e veracidade relativa sdo definidas em 2.6.
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% Uma férmula verdadeira é sempre verdadeira, e uma férmula falsa é
sempre falsa; ou seja, o valor veritativo de uma férmula com respeito a
uma dada interpretacdo € estavel e permanente. Este é dito o principio
da identidade.

» Logicas Paracompletas — sdo 16gicas que ndo respeitam o principio do ter-
ceiro excluido e onde ‘P V —P’ ndo é sempre verdadeiro. Uma Légica
Paracompleta especial, a qual tem sido extensivamente estudada, e que
talvez seja a Unica que rivaliza seriamente, em importancia, com a Ldgica
Classica, é a Logica Intuicionista.

» Logicas Paraconsistentes — ndo respeitam o principio da ndo contradicio,
e, por isso, sdo ideais para lidar com contradigées. Nas mesmas, uma dada
contradi¢do ndo acarreta qualquer férmula, isto é, ‘P — =P — )’ ndo é
sempre verdadeiro.

e Logicas Nado Reflexivas — sdo aquelas que ndo respeitam o principio da
identidade. Nelas pode acontecer de uma férmula nao implicar a si prépria,
ou seja, ‘P — P’ ndo é necessariamente uma tese.

» Logicas Relevantes — sdo aquelas que interpretam a implicagdo de uma
forma mais estrita, na qual é suposto haver algum tipo de relacionamento
estrutural ou causal entre o antecedente e o consequente de uma implicagdo
considerada verdadeira.

» Logicas Ndo Monoténicas — sdo aquelas nas quais o acréscimo de novas
premissas pode invalidar conclusdes ja obtidas. Até o ano de 1970, pratica-
mente s6 eram conhecidas as Légicas Monotonicas. As Ldgicas Indutivas
sdo um dos géneros mais importantes destas logicas.

» Logicas Modais — sao aquelas que estudam as possiveis variacdes da ve-
racidade ou falsidade ao longo de certas entidades denominadas mundos.
O valor veritativo de uma férmula pode variar ao longo dos mundos. Duas
das principais ideias estudadas por tais 16gicas sdo a necessidade e a possi-
bilidade.

Os sistemas que divergem da Logica Cléssica sdo ditos deviantes,
como, por exemplo, as Légicas Paraconsistentes, Paracompletas, Nao Re-
flexivas, Relevantes e Nao Monotdnicas. As Logicas Modais podem erigir-se
tanto sobre a Légica Classica (quando neste caso a enriquecem em expres-
sividade), como sobre algum sistema deviante.?

Ap6s definir as linguagens de um dado sistema 16gico, a segunda
etapa para defini-lo completamente consiste em fornecer uma relacdo entre
colecdes de formulas e férmulas do mesmo, que preserve a ideia de veraci-

3Nio hd uma distingio completamente nitida entre o que é deviante e o que é complementar
a Logica Cléssica, pois € possivel, em muitos casos, fazer conviver no mesmo sistema, formas
deviantes e cldssicas de negacdo, de implicag@o, e assim por diante. Assim sendo, certos sis-
temas, que poderiam ser classificados, a principio, como deviantes, podem possuir extensoes
conservativas que sdo complementares a Logica Classica.
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dade.
Existem trés vias bdsicas para isto:

* A via sintdtica parte de certos objetos formais iniciais e regras que
fornecem, de um modo em geral mecanico, novos objetos a partir de uma
lista finita de objetos formais j4 obtidos. Para as 16gicas usuais, existem
trés caminhos para isto:

% por cdlculos axiomdticos ou sistemas de Hilbert — os objetos formais sdo
formulas, as formulas iniciais sdo ditas axiomas e as regras associam
listas finitas de férmulas a férmulas;

* por cdlculos de sequentes — os objetos formais sdo pares ordenados, di-
tos sequentes, cujo primeiro componente ¢ uma colecido de férmulas e
cujo segundo componente é uma férmula; os sequentes iniciais repre-
sentam inferéncias consideradas verdadeiras a priori e as regras asso-
ciam listas finitas de sequentes a sequentes;

* por dedugdo natural — os objetos formais sdo drvores de formulas, onde
algumas folhas podem estar marcadas; as folhas ndo marcadas repre-
sentam premissas de uma inferéncia e a raiz representa a conclusio da
mesma inferéncia; as drvores iniciais representam inferéncias conside-
radas verdadeiras a priori, e as regras associam listas finitas de tais ar-
vores a novas arvores de férmulas.

* A via semdntica baseia-se em um dominio veritativo, isto €, em uma
colecdo de rétulos representando diferentes gradacdes de verdade e fal-
sidade, e em uma colecdo de fungdes, denominadas valoragédes, apresen-
tando certas propriedades bdsicas, que podem variar de logica a 16gica, as-
sociando férmulas a valores veritativos (elementos do dominio veritativo).

* A via da automatizacdo baseia-se em algoritmos cujas entradas sao se-
quentes e cujas saidas sdo possiveis respostas que avaliam cada sequente
considerado. Para as 16gicas usuais, existem trés métodos basicos:

* 0 método da resolucdo — a partir de um processamento simboélico ini-
cial, obtém-se uma lista de formulas normalizadas ditas cldusulas. Tal
lista é sucessivamente ampliada através de uma regra especial, dita re-
gra da resolucdo, visando a derivacdo da cldusula vazia. Se a mesma
for encontrada, o sequente inicial é considerado correto.

% 0 método dos tablds — a partir de uma arvore de férmulas inicial, obtida
em geral pela negacdo da conclusdo do sequente inicial, é realizada uma
expansao sucessiva da mesma, visando ao fechamento de todos os seus
ramos. Se isto for conseguido, entdo o sequente inicial é considerado
correto.

% o método dos sequentes de Gentzen — a partir do sequente inicial
¢ construida uma 4arvore de sequentes especiais, ditos sequentes de
Gentzen. O objetivo € obter o fechamento de todos os seus ramos e,
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entdo, se isto for conseguido, o sequente inicial é considerado correto.

Por qualquer uma das vias acima citadas, uma légica define uma re-
lagdo de consequéncia entre colecdes de formulas e férmulas nesta 16gica.
Tal relagdo de consequéncia exprime tanto a verdade absoluta como a ver-
dade relativa da 16gica considerada, definidas a seguir.

2.1 Notacao. No restante deste trabalho, a ndo ser que seja dito explicita-
mente o contrario, £ é um dado sistema l6gico ou ldgica.

2.2 Definicao.

Seja L a colegdo de todas as féormulas de L.

Uma colecéo I' de formulas em L é um subconjunto de L, ou seja, I' € p(L).
Uma féormula P de L € um elemento de L, ou seja, P € L.

A relacdo de consequéncia de £, notada por ‘If’, relaciona colecdes de for-

3

mulas em £ com férmulas em £, dai temos que lf’ € um subconjunto de

(L) x L, ou seja, F= C p(L) x L.

2.3 Notacao.

Notamos por ‘If’ a relag@o de consequéncia definida em L. Esta expressao
¢é usada para denotar a relagdo de consequéncia em £ de um modo geral,
quando ndo sdo dados maiores detalhes a respeito de como tal relagdo € es-
pecificada, e também quando tal relacdo de consequéncia é obtida por uma
via sintdtica. Usamos também a expressao alternativa I? para denotar a re-
lagdo de consequéncia em £, quando esta é especificada através de uma via
semantica.

2.4 Definicao. (Sequente)

Se L é a colegdo de todas as férmulas de £, entdo um sequente em L é dito
um elemento de p(L) x L, ou seja, é um par ordenado (I, P), onde I" é uma
colecdo de formulas em £ e P é uma férmula em £. Dizemos, neste caso, que
as formulas de I' sdo as premissas deste sequente e P € dito a sua conclusdo.

2.5 Definicao. (Sequente Correto)
Um sequente (I', P) em L € dito ser correto em L se (I', P) € IT Notamos

isto também por I |f P. Usamos também a expressio ‘T' |7 P’ para denotar
o sequente (I, P), se este for correto.
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2.6 Definicio. (Veracidade de uma férmula em uma légica )

‘T IT P’ significa que P é verdadeiro em L se todas as férmulas de I" também
o forem. SeI' # @, T IT P’ exprime a veracidade relativa de P em L
dependendo de T". Por outro lado, ‘@ IT P’ exprime a veracidade absoluta

de P, ou seja, que P é verdadeiro em L. Neste caso, dizemos também que P
é uma tese de L.

2.7 Leituras. ‘T’ IT P’ pode ser lido de uma das seguintes formas:
* “T"acarreta P em L.

e “De T, em L, afirma-se P”.

» “P é consequénciade I’ em L.

o “Péteoremadel em L.

2.8 Notacao. Se L estd implicita, podemos prescindir da indicagdo da lgica
envolvida, notando ‘T’ IT P’ simplesmente por ‘T’ l— P’. Mais algumas
notacoes:

cl=P=gl-P;

« P,... P lz P={P,..., P} |+ P;

« I,Pl-Q=TU{P}|FQ;
«Ty,....,T,P,... b lzQ=T,u...uT,u{p,....,P} = Q.

2.9 Definicao.

T' é trivial em L se T If P, para toda férmula P em £.% Uma férmula P é
dita trivial em L se { P} é trivial em L.

2.10 Definiciao. (Esquema)
Um esquema em L é uma colecdo de sequentes em L. Os elementos de um
esquema em L sdo ditos serem os seus exemplares ou instdncias.

2.11 Exemplo.
Exemplo geral de esquema em uma légica £:

{P If PV Q| P,Q sdo féormulas em L}.
Alguns exemplares deste esquema:

- Pl=PVvQ,

« P5Q(P=Q VR

2.12 Definicio. (Esquema correto)

Um esquema é dito correto em L se todos os seus exemplares forem corretos
em L.

4Se £ for a Légica Classica e I for trivial em £, I' também € dito inconsistente em L, pois,
neste caso, I }7 Pel }f -P.
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2.13 Definicio. (Aplicacao)

Uma aplicagdo em £ é um par (3, (), onde ¥ é uma lista finita de sequentes
em L e ( é um sequente em L; os elementos de X sdo ditos serem hipdteses
da aplicacdo, e ( é dito ser a conclusdo da aplicacdo.

2.14 Exemplo.
Exemplo geral de aplicacdo em uma légica L:

<<F1 lfpla---arn L P7L>5<P|TQ>~

Exemplo de uma aplicagdo especifica:

P.Ql- R, PQl=5, PQI-RAS.

Que de modo prético pode ser notado assim M.
PQ lfR, s

2.15 Definicao. (Aplicacao correta)

Pl I—P,;

VTR
todas as suas hipdteses em £ implicar na correcio de sua conclusdo em L.

Uma aplicagio —*

em L é dita correta em L se a correc¢do de

2.16 Definicao. (Regra)
Uma regra em £ é uma colegdo de aplicacdes em L.

2.17 Exemplo.

{ w | T € colegdo de férmulas e P, () sdo férmulas em LPC}
T PAQ

Todo esquema pode ser visto também, grosso modo, como uma regra,
que associa uma lista vazia de sequentes a cada sequente deste esquema.

2.18 Definicio. (Regra correta)
Uma regra em L é dita ser correta em L se todas as suas aplica¢des forem
corretas em L.

2.19 Definicao. (Lei)
Uma lei em £ é um esquema em £ ou uma regra em L.

2.20 Definicao. (Lei correta)
Uma lei é dita correta em L se esta for um esquema correto em £ ou uma
regra correta em L.

O ideal, para uma dada légica, estd na obtencdo de descri¢des sintati-
cas, semanticas e computacionais da mesma, e na demonstracao da equiva-
Iéncia de todas estas descri¢cdes. Assim, na pesquisa das propriedades desta
16gica, pode-se usar as ferramentas mais adequadas em cada caso.
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Segundo [2], no tratamento de sistemas l6gicos nds devemos fazer
uma distingdo entre sintaxe e semdntica. Questdes sintiticas sdo puramente
formais e se preocupam com expressoes da légica £ enquanto sequéncias de
simbolos, independentemente de qualquer interpretacdo. A semdntica, por
outro lado, estd preocupada com o significado e o sentido que expressdes de
L recebem quando os simbolos que ocorrem nas mesmas sao interpretados
de alguma forma.

Segundo [30], as inferéncias dos métodos sintiticos dependem de re-
gras que consideram apenas a estrutura das férmulas, e ndo a sua interpre-
tacao.

Ao longo de todo este trabalho, a via sintdtica preferencial serd o
método dos célculos de sequentes, a via da automatizagao serd o método dos
tablds, e a via semantica serd detalhada em §3.

§3. Semantica de Valoracoes

Nesta secdo expomos uma abordagem geral sobre semantica de va-
loragdes para sistemas ldgicos, de acordo com a qual, através de alguns
componentes previamente dados, uma semantica completa para uma légica
¢ fornecida.

Esta abordagem é aplicada para 16gicas especificas nas secoes §4.2,
§11.2,8§12.4 ¢ §13.2, a fim de definir uma semantica de valoragdes para LPC,
LQC, LEC, LDC e LDI, respectivamente.

A seguinte pré-defini¢do apresenta os cinco componentes essenciais
que uma valoragdo semantica deve conter a fim de especificar a satisfabili-
dade, a validade e a relacdo de consequéncia da semantica de uma légica.

3.1 Pré-Definicao.

Para diversas 16gicas £, consideram-se conhecidos os seguintes tipos de ob-

jetos, os quais especificam uma semdntica de valoracdes para L:

* uma colegdo de valores veritativos de £, os quais sdo valores de veracidade
ou valores de falsidade, atribuidos as formulas em L.

» uma subcolecdo da anterior, cujos elementos atribuem as férmulas em £
valores de veracidade; estes elementos sdo chamados valores distinguidos
de L; os outros elementos da colegdo de valores veritativos sao chamados
valores ndo distinguidos de L, os quais atribuem as férmulas em £ valores
de falsidade.

o L-interpretacdes, que destinam-se a dar informagdes suficientes para
atribuir valores de veracidade para algumas férmulas em L.

¢ uma relagdo entre L-interpretagdes e férmulas em £, de acordo com a qual,
uma dada L-interpretacdo é ou ndo uma L-interpretacdo para uma dada
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formula em L. Se I é uma L-interpretagdo para uma férmula P em L,
entdao P é dito uma I-férmula em L.

e Uma funcdo que associa cada L-interpretacdo I a outra fungio Iy,
chamada de L-valoragdo especificada por I, onde Iy, é uma fungio da
colecdo de I-féormulas para a colecdo de valores veritativos de L.

3.2 Definicao.

Seja £ uma légica dotada de semantica de valoragdes e seja I uma

L-interpretagdo:

» [ satisfaz P em L se P é uma [-férmula e Iy (P) é um valor distinguido
de L.

o [ satisfaz I" em L se I satisfaz cada férmula de T".

* P é L-vdlido se todas L-interpretacdes para P satisfizerem P, em caso
contrério, P é dito ser L-invdlido.

o I' € L-satisfativel se existe pelo menos uma L-interpretagio que satisfaz T,
em caso contrario, I' é dito ser L-insatisfativel.

* T acarreta P em L se toda L-interpretagéo para I' U { P} que satisfaz T’

satisfaz P. Notamos isto por I I? p.

3.3 Definicao.
P ¢ uma L-consequéncia semantica de I' se toda L-interpretacdo para 'U{ P}

que satisfaz I' também satisfaz P. Notamos isto por I I? P.

Quando I" € uma colegao finita de férmulas em £ e P é uma férmula
em L, o problema de decidir se I" I? P pode ser reduzido, na maioria das
16gicas conhecidas, incluindo a Légica Cldssica, ao problema de decidir se
uma dada férmula é L-satisfativel.

§4. Calculo de Sequentes

A nossa via sintdtica preferencial serd o método dos cdlculos de se-
quentes®.

Um célculo de sequentes € um tipo de sistema dedutivo, ou seja, um
sistema que possibilita inferir, derivar ou deduzir as consequéncias de uma
cole¢do de férmulas em uma dada légica.

4.1 Definicao.

Um cdlculo de sequentes para £ € definido por /eis, as quais sdo ditas serem
as suas leis primitivas.

As leis primitivas do célculo sdo ditas serem os seus postulados.

50s Cilculos de Sequentes foram definidos por Gerhard Gentzen em [41].
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Uma demonstragdo neste calculo € uma lista de sequentes em que cada se-
quente ou é um exemplar de um esquema primitivo ou é uma consequéncia
de sequentes anteriores nesta lista, por aplicacdo de uma regra primitiva.

4.2 Escolio. Uma demonstragdo em um cdlculo de sequentes é uma sequén-
cia construtiva na geragdo da colegcdo de sequentes corretos deste cdlculo.

4.3 Definicao.

Os esquemas primitivos de um célculo de sequentes para £ sdo colegdes de
sequentes considerados corretos, a priori, em L.

E as regras primitivas deste calculo sdo relagdes fornecidas, a priori, entre
listas finitas de sequentes e sequentes que preservam a corre¢do em L.

4.4 Definicao.

Um esquema correto em £, que nao for primitivo em L, € dito derivado em L.
Uma regra correta em £, que ndo for primitiva em L, é dita derivada em L.
Uma lei correta em £, que nao for primitiva em £, é dita derivada em L.

Um célculo de sequentes trabalha com sequentes corretos em L e uti-
liza regras que possam garantir a correcao dos mesmos.

As condigdes gerais de correcdo de um célculo de sequentes com res-
peito a uma semantica de valoragdes de uma dada légica, neste trabalho, sdo
apresentadas em §7.3.

4.5 Exemplo.

Seja L uma linguagem formal cujos sinais sdo de um dos seguintes tipos:

* p1,p2,p3,. .0

¢ -, —7.

GRS

Uma férmula de L € definida pelas seguintes cldusulas:

e Uma letra sentencial € formula de L.

e Se P é formula de L, entdo =P é férmula de L.

* Se P e @ sdo féormulas de L, entdo (P — @) é férmula de L.

Quando (P — @) ndo estiver no interior de outra férmula de L, podemos
prescindir do par exterior de parénteses.

Considere L a linguagem da légica Ly, daf as formulas em Ly sdo as férmulas
de L.

Damos a seguir um célculo de sequentes para Lg:

0Veremos depois, que tais sinais sdo chamados, usualmente, de letras sentenciais, e que sao
usados para representar frases elementares de uma linguagem natural.

TEstes sinais sdo chamados, usualmente, de conectivos, os quais formam frases a partir de
frases.

8Estes sinais sdo chamados, usualmente, de sinais de pontuagdo, e sao usados para evitar
ambiguidade na escrita de férmulas.
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* Esquema da Reflexividade: Se P € I', entao I' IE—O P.

* Regra Modus Ponens:

* Regra do —-introdugdo:

Fl_ﬁo P Fl_Lo P—Q

iz

 —

Uma demonstragio em L.

wn B~ W N

-Q,P—Q,Plz-Q
-Q,P—Q,Pl—P—Q
-Q.P—Q,Pl—P
-Q,P—Q,P | Q
—.Q,P—>Q|£—OﬁP

F,PlL—OQ F,PlL_OﬁQ

Ref
Ref
Ref
2,3,MP

4,1,—-int



Capitulo 4

Logica Proposicional
Classica Elementar

Este capitulo apresenta a Ldgica Proposicional Cldssica ou simples-
mente LPC. Essa logica estuda certas relagdes externas entre formulas, ex-
pressas pelos conectivos.

Adotaremos aqui a notagd@o especificada em 3.1.8, e as letras p, q,r
serdo utilizadas conforme a notagdo 1.2.

§1. Uma Linguagem para LPC

Definir uma linguagem proposicional é o primeiro passo para poder-
mos estabelecer um sistema formal para LPC.

1.1 Definicao.

Um alfabeto proposicional é uma cole¢do de simbolos que contém os

seguintes tipos de sinais, mutuamente disjuntos dois a dois:

* letras sentenciais — sao em si proprias, formulas em LPC; podemos
considera-las como referéncias a frases de qualquer género proferiveis em
alguma linguagem. Todo alfabeto proposicional deve possuir pelo menos
uma letra sentencial.

* conectivos — formam férmulas a partir de férmulas; se um conectivo usa n
férmulas para formar uma férmula, dizemos que n € a aridade deste sinal,
os conectivos sdo em geral de aridades 1 ou 2. Todo alfabeto proposicional
deve possuir pelo menos um conectivo.

* sinais de pontuagdo — sdo ‘(’, o paréntese de abertura, e ©)’, o paréntese de
fechamento. Se tal alfabeto possuir pelo menos um conectivo de aridade
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maior ou igual a 3, entdo ‘,’, a virgula, também € um sinal de pontuacio.

1.2 Notacao. Doravante, a menos que seja dito o contrério, as letras p, q,r,
seguidas ou ndo de plicas ou subindices, referem-se a letras sentenciais em
LPC.

1.3 Convengdo. Uma letra sentencial € uma letra sentencial em qualquer lin-
guagem L de LPC, ou seja, letras sentenciais possuem a mesma funcionali-
dade em todas as linguagens de LPC.

1.4 Convencdo. Uma linguagem para LPC pode ser desenvolvida utilizando
apenas os conectivos de nega¢do (—) e implica¢do (—), assim como Moché
Machover apresenta em seu “Set theory, logic and their limitations” no capi-
tulo sobre Légica Proposicional. Por razdes didaticas os seguintes conectivos
sdo adotados para o desenvolvimento da LPC:

1.5 Defini¢ao. Um alfabeto para LPC é um alfabeto proposicional possuindo
0s conectivos:

» ‘=’ 1e-se implicagdo,

e ‘N, 1€-se conjungdo,

o VvV’ 1é-se disjuncdo,

e ‘=7 1é-se negacdo,

e ‘T, 1é-se verum,

o ‘1’ 1&-se falsum.

1.6 Notacao. A partir de agora, a menos que o contrdrio seja dito, usaremos
o sinal ‘# para nos referir a um dos conectivos ‘—’,‘A\’, ‘V’.

Tendo como fundamento os conectivos apresentados em 1.5, novos
conectivos diddicos podem ser definidos:
c (P Q) =((P=Q)A(Q— P

A férmula ‘(P < @)’ é também dita a equivaléncia de P e (), cujos
membros sdo P e Q).
s PVQRQ=-(P+Q)=(PVQ)A-(PAQ).
A férmula ‘P V @* é chamada de disjungdo exclusiva (de P e Q)), e 1&-se
‘ou P ou @)’. Declarar ‘ou P ou @)’ significa dizer que uma, e somente uma
das duas formulas P e @) é verdadeira.
« PLQ=—(PVQ).

A férmula ‘P | @’ é chamada de negacdo conjunta (de P e Q), e 1&-
se ‘nem P nem Q° ou simplesmente ‘P nem (Q’2. Declarar ‘nem P nem ()’
significa dizer que ambas as férmulas P e () sdo falsas.

1Tsto &, a expressio ‘(P <+ Q) é uma abreviatura para a expressio ‘((P — Q) A (Q — P))’.
2Na lingua inglesa, a férmula ‘P | Q’ pode ser lida como ‘neither P nor Q’, ou, simples-
mente, ‘P nor Q.
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- P1Q=-(PAQ).

A férmula ‘P 1 @’ é chamada de negacdo alternativa ou negacdo
disjunta (de P e Q), e 1&-se ‘P nou Q’3. Declarar ‘P nou @’ significa dizer
que pelo menos uma das formulas P e @ € falsa.

Os simbolos | e 1T também s@o chamados de conectivos de Scheffer.

1.7 Definicao.

Seja s um conectivo. Se s possui aridade n, dizemos também que s é n-drio
ou n-ddico. Se s possui uma das aridades 1, 2 ou 3, entdo s é chamado
respectivamente de monddico, diddico ou triddico.

Os conectivos verum e falsum sdo de aridade zero. Como os mesmos
sdo zerdrios, ambos sdo, por si préprios, formulas em LPC. Temos que ‘T’
denota a veracidade e ‘L’ denota a falsidade em LPC*.

1.8 Teorema. As cldusulas abaixo especificam os conectivos ‘T e ‘1 ’:

e T= Di — Dis

o | = —(p; = p;), onde p; é uma letra sentencial em LPC escolhida arbi-
trariamente.

O conectivo da negacdo € monddico ou undrio. Os demais s@o consi-
derados conectivos diddicos ou bindrios.

1.9 Definicdo. (Formulas Contraditérias)
Seja £ uma légica possuindo ‘=’ como um conectivo monéadico. Duas fér-
mulas em £ sdo ditas contraditérias se uma delas for a negacio da outra.

1.10 Definicdo. (Formulas Equivalente)

Seja £ uma légica na qual qualquer linguagem para a mesma possui ‘—’ e
‘A’ como conectivos. Duas férmulas P e @) sdo ditas serem equivalentes em
L se P+ (@ for uma tese em L.

1.11 Definicao.

Uma férmula em LPC é uma samblagem em um alfabeto para LPC definida

pelas regras de formacio de férmulas da linguagem proposicional®:

¢ Toda letra sentencial é uma férmula em LPC, dita formula atémica.

¢ Se P é uma férmula em LPC, entdo —P é uma formula em LPC, dita a
negagdo de P.

3Para a lingua inglesa existe o neologismo ‘nand’. Assim ‘P 1 Q’ pode ser lido ‘P nand Q’.

4Eles serio titeis quando da apresentacdo do método dos tablds e os conceitos de represen-
tagdo do conhecimento para LPC.

SParece acertado que nem toda samblagem é uma férmula, mas toda férmula é uma sam-
blagem.
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e Se P e (@ sdo formulas em LPC, entdo:

# (P — @) € uma férmula em LPC, dita a implicacdo de P e @, cujo
antecedente é a formula P, e cujo consequente é a férmula Q).

* (P A Q) é uma férmula em LPC, dita a conjuncdo de P e @, cujos
conjuntores sdo P e Q.

* (P V Q) é uma férmula em LPC, dita a disjuncdo de P e @, cujos
disjuntores sdo P e Q.

% 1 é formula em LPC e representa qualquer formula que é sempre ver-
dadeira em LPC.

% | é férmula em LPC e representa qualquer férmula que é sempre falsa
em LPC.

1.12 Comentdrio. De acordo com [29], uma proposi¢do ou férmula atdmica
(nos sistemas de Logica elementar) € (1) uma letra sentencial isolada; ou (2)
uma letra predicado n-adica, seguida de n termos. Intuitivamente, € uma
senten¢a ndo “decomponivel”. Por exemplo, em “O gato dorme na lareira”
e “Caim € irmao de Abel” ndo existem conectivos que permitem desdobrar
essas sentencgas para té-las como combinacdes de outras mais curtas.

1.13 Exemplo. Sdo exemplos de férmulas em LPC:

* qr,

* (p3Var),

* 2(ps V (ps = pr))s
. J_,

. T’

e 1 Aps.

1.14 Definicao. (Condicao Necessaria e Condicao Suficiente segundo [29]
e [30])

Considere a implicagdo condicional P — Q).

* () € condicdo necessdria de (ou para) P,
Temos que < * Uma condi¢@o necessdria aparece como consequente de uma
implicacdo condicional.

Um exemplo de condicdo necessdria: ‘Todo mineiro é brasileiro’. Ser
brasileiro é condi¢do necessdria para ser mineiro, mas ndo € suficiente pois
ndo basta ser brasileiro para ser mineiro, € necessdrio nascer no estado de

Minas Gerais. ) )
* P & condicdo suficiente de (ou para) @,

Temos que < * Uma condicéo suficiente aparece como antecedente de uma
implicacdo condicional.

Um exemplo de condicdo suficiente: “Todo mineiro € brasileiro’. Ser mineiro

¢é condicdo suficiente para ser brasileiro, mas nio é necessario pois é possivel

ser brasileiro sem necessariamente ser mineiro.
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Chama-se condi¢do necessdria e suficiente a conjuncdo de uma

condi¢@o necessdria com uma condi¢@o suficiente, o que garante que tudo
oqueé P é (), e vice-versa.

1.15. Leituras de Formulas em LPC
* ‘=P’ pode ser lido como:

*
*
*

‘Ndo P,
‘Ndo é verdade que P,
‘Ndo é o caso que P’.

¢ ‘P — @ pode ser lido de uma das seguintes formas:

¥ O K ¥ X ¥ X K ¥ X

‘Se P, entdo @,

‘P implica @’,

‘Qse P,

‘Psoseq’,

‘P somente se (),

‘P ¢é suficiente para @,

‘@ € necessario para P’,

‘P é condig¢do suficiente para ()’,
‘@ é condicdo necessdria para P’,
‘A ocorréncia de P implica em Q’.

e ‘PAQ’ élidocomo ‘Pe(’.

e ‘PV@’ élido como ‘P ou )’ no sentido inclusivo, isto é, declarar ‘P ou @)’
neste sentido significa admitir também a veracidade de ambas as férmulas.

* ‘P ()’ élido de uma das seguintes formas:

*
*®
*®
*
*
*

‘P equivale a ’,

‘P é equivalente a ),

‘Pse,esése, Q°,

‘P se, e somente se, ()’

‘P é necessdrio e suficiente para @’,

‘P é uma condiggo necessdria e suficiente para Q)’.

1.16. Escrita informal de férmulas em LPC

Sempre que ndo houver margem para confusio, podemos escrever termos e

férmulas em LPC de um modo mais informal, evitando um uso excessivo de

parénteses, segundo as convengdes:

* Quando (P—Q), (PAQ) e (PV Q) ndo estdo escritas como subférmulas
de outra férmula, podemos prescindir o par exterior de parénteses.

o Alista ‘{A,V,V, ], 1}, —, <> fornece a ordem de prioridade para paren-
tetizacdo de férmulas.
Exemplo: PV Q@ - RANS < P | P, representa
((PVQ)—)(R/\S))H(Pl\LPQ).EP/\Q\/R—)Sl—>SQ/\S3TS4
representa (P A Q) V R) — (S1 — ((S2 A S3) T 54)).
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* Inversamente, alista ‘<>, —, {A, V, V, |, 1}  fornece a ordem de prioridade
para a separagdo em subférmulas, como, por exemplo, em ‘P+QVR—S",
que representa ‘P < ((Q V R) — S)’.

* Quando o conectivo da implicagdo ocorrer em uma férmula, a parenteti-
zacdo implicita di-se da direita para a esquerda, como, por exemplo, em
‘P—Q— R— 5, que representa ‘P — (QQ — (R — S5))’.

* Quando os conectivos diddicos de mesmo nivel hierdrquico, distintos do
conectivo da implicacdo, ocorrerem em uma férmula, a parentetizagdo im-
plicita d4-se da esquerda para a direita, por exemplo:

x* ‘P> Q<+ R+ S representa ‘(P + Q) < R)+ S,

x ‘PANQARAS representa ‘(PAQ)AR)A S,

* ‘PVQVRVS representa ‘(PVQ)VR)VS,

x* ‘PAQV RAS;V Sy representa ‘(P AQ)V R)AS1)V Sy

* Consideramos todos os conectivos diddicos definidos distintos dos conec-
tivos ‘<>’ e ‘—’ como sendo do mesmo nivel hierdrquico dos conectivos
‘Ne V.

Nao ¢ possivel haver ambiguidade na leitura de uma samblagem sig-
nificativa em uma légica bem formulada, tais como todas as consideradas
neste trabalho. Por exemplo, a frase “um velho bateu em uma velha com um
pau” permite pelo menos duas interpretacdes distintas, dependendo de quem
estava segurando o dito pau. A seguir é formulada esta ndo ambiguidade
concernente a uma linguagem para LPC.

1.17. Teorema da Legibilidade Unica

Cada férmula em LPC s6 pode ser lida de uma tinica forma, isto é:

* Uma dada férmula em LPC ndo possui mais de uma classificagdo entre as
opcdes letra sentencial, negacdo, implicacdo, conjungdo e disjungao.

* Se P e —() sdo negacdes idénticas, entdo P = (),

e Se (P — Q)e (R —S)sao implicagdes idénticas, entio P = Re Q = S,

e Se (PAQ)e(RAS)sido conjungdes idénticas, entio P = Re Q = S,

e Se(PV Q) e (RVS)sio disjungdes idénticas, entio P = Re @ = S.

§2. Uma Semantica para LPC
Esta sec¢@o define uma semdntica para LPC.

2.1 Semantica para LPC

2.1 Defini¢ao. Os valores veritativos em LPC sdo v e f, onde o tnico valor
distinguido é o v. Uma ordem € considerada na cole¢@o de valores veritativos
em LPC,em que f < v.
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2.2 Defini¢do. (LPC-interpretacio)
Uma LPC-interpretacdo é uma func¢do I tal que, para toda letra sentencial
p € D), I(p) € {v.f}.

2.3 Exemplo.
Considere I uma LPC-interpretagio cujo dominio é {p1, p2, ¢} definido por

I(p1) = v, I(p2) =fel(q) =v.

2.4 Exemplo.

Sejaly : {p1,q2} — {v,f},ondep; — veqgy —f.

Assim [; é uma LPC-interpretacgéio onde I1(p1) = ve I1(g2) = f. O dominio
desse exemplo é D(I1) = {p1,q2} e aimagem é Z(I;) = {v,{}.

2.5 Exemplo.

Considere I; definido acima. Serd que Iy é interpretagdo para (p; A p3) ?

I, ndo é LPC-interpretagao para p; Aps pois p3 ndo estd em I; no seu dominio
D(I).

2.6 Exemplo.

Seja I : {p1,q2,p3} — {v,f},ondep; — f,q2— veps—v.

Assim I, é uma LPC-interpretagdo onde I>(p1) = f, Iz(q2) = v e
Iry(ps) = v.

O dominio desse exemplo é D(Iy) = {p1,q2,p3} e a imagem §é
(L) = {v.1}.

2.7 Defini¢do. (LPC-interpretacdo para uma férmula P)
I é LPC-interpretagdo para P se toda letra sentencial em P pertence a D(I).

No exemplo 2.5, I1 ndo é LPC-interpretacdo pois p3 nfo pertence a
D(I).

2.8 Defini¢do. (LPC-interpretacio para uma coleciao de féormulas I')
I é LPC-interpretacdo para I" se, para todo P € I', I é LPC-interpretagdo
para P.

2.9 Lema. (Coincidéncia entre LP C-interpretacées)
. P uma formula,
Sejam /. ~
I e I' interpretagoes para P.
Se I e I' atribuem os mesmos valores para as letras sentenciais que estéo
na formula P, entdo essas interpretacoes atribuem o mesmo valor para a
formula P. Dessa forma temos uma coincidéncia entre LP C-interpretagoes.

O lema da coincidéncia entre interpretagdes ¢ comumente utilizado
quando € necessdrio fazer provas que exigem uma mudanga de linguagem.
Um caso que necessita da mudanca de linguagem, durante uma prova, é
aquele em que na hipétese existem férmulas que ndo estdo na conclusao.
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2.10 Definicao. (Extensio e Restri¢cdo de LPC-interpretacoes)

Sejam I uma LP C-interpreta¢do e I’ uma extensio de 1.

Diminuindo a quantidade de letras sentenciais que sdo interpretadas por I’,
obtemos I, que é chamada de restri¢do de I'. Também dizemos que I’ € uma
extensdo de 1.

Se I’ é uma extensdo de I, entdo I e I’ interpretam as mesmas letras senten-
ciais. Verifica-se que I(P) = I’(P) para toda férmula fechada P de uma
linguagem L de LPC.

2.11 Definicao. (/-férmula)
P é I-formula em LPC = I é LPC-interpretagao para P.

2.12 Definicao. (/-colecio de formulas)
T é I-colecao de féormulas em LPC = I é LPC-interpretagao para I'.

2.13 Definicao. (LPC-valoracao)
Seja I uma LPC-interpretagcdo. A partir de I especifica-se uma funcgéo Iy,
da colecdo de /-formulas para {v,f}, dita LPC-valoragdo, pelas seguintes
clausulas:
* se p é letra sentencial e p € D(I), entdo Iy (p) = I(p).
* Iy(=P) # Iv(P )( ) o I (P)
Q),se Iy (P) =v,
Iv(P = Q)= v,se Iy (P) = 1.
Iv(P A Q)=min{Iy(P), Iv(Q)}.
o Iy (PV Q)=max{Iy(P), Iv(Q)}.
Iy(T)=v
s Iy(L)= £
Ou seja, Iy € a fun¢do semantica que associa a colecdo de [-férmulas a
colecdo de valores veritativos em LPC.

2.14 Escélio.
Seja I uma LPC-interpretagdo para P e Q). Entdo as seguintes proposi¢oes
sdo vdlidas:
(i) Iy (—P) = v sssndo é o caso que Iy (P) =,
(i) Iv(P— Q) =vsely(P)=vimplicaque Iy (Q) =v,
(i) Iv(PAQ)=vsely(P)=vely(Q)=v,
iv) Iv(PVvQ)=vsely(P)=vouly(Q)=v.

2.15 Teorema.
Se P, Q sdo I-formulas, entdo

P {1 =)

f, se Iy (P) # Iv(Q
. JV(PvQ)={E’;:fVV(< ))f vv(( >)’
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. _Jv,seIy(P)=1v(Q) =1
Iy(PlQ)= {f, em c‘;so contr(‘i/ria.

. _ Jvsely(P)=fouly(Q) =1,
Iy(PTQ)= {f, se I“//(P) = IV(Q)V: v.

Prova:

Iv(P+Q)=vsssIy(P—=Q)=vely(Q—P)=vsss Iy (P) < Iy(Q)
e Iv(Q) < Iv(P) sss Iv(P) = Iv(Q). O
2.16 Escélio.

Se I é uma LPC-interpretacdo e, P e Q sdo I-formulas, temos que:
(1) Iy (P <+ Q) = v equivale a dizer que Iy (P) = v sss Iy (Q) = v,
() Iv(PVQ)=vsssouly(P)=v,ouly(Q)=v,

(iii) Iy (P} Q) =vsssnem Iy (P) = v, nem Iy (Q) = v,

(iv) Iy(P1Q)=vsssndoéocasoque [y(P)=vely(Q)=v.

2.17 Definicio. (Satisfabilidade de férmula e de colecao de formulas em
LPC)

I uma LPC-interpretacao,
Sejam {P uma [-férmula,

I" uma I-colegdo de férmulas.
I satisfaz uma férmula P em LPC, ou P é LPC-satisfativel, se Iy (P) é um
valor distinguido em LPC, ou seja, Iy (P) = v.
1 satisfaz uma colecdo T de férmulas em LPC, ou I' é LPC-satistativel, se I
satisfaz cada férmula de I em LPC.
Caso contrério, P é LPC-insatisfativel e I' é LPC-insatisfativel.

2.18 Definicao. (Validade de formula e de colecao de formulas em LPC)

(i) I valida T' em LPC se cada férmula de I' € uma I-férmula e se existe
uma férmula de T tal que [ satisfaz essa férmula.
(ii)) P é LPC-vdlido se P é uma férmula em LPC e toda LPC-interpretagio
para P satisfaz P, caso contrario, P é dito ser LPC-invalido.
(iii) ' é LPC-vdlido se toda LPC-interpretacdo para I' valida I, caso con-
trario I" € dito ser LPC-invélido.

2.19 Definicao. (LPC-Consequéncia Seméantica)

P é consequéncia semintica de I' em LPC, T’ Iﬁ P, se toda
LPC-interpretagdo para I' U { P} que satisfaz T, também satisfaz P.
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2.20 Leituras. T' 5 P

e ‘Del afirma-se P em LPC’,

e ‘T, portanto P em LPC’,

» ‘P é consequéncia semantica de I' em LPC’,
e ‘PéteoremadeI em LPC’,

e ‘T" acarreta semanticamente P em LPC’.

2.21 Exemplo.

Como verificar se p |= pVaq?

Seja I uma LPC-interpretacdo para {p,p V q}.

Se I satisfaz {p}, entéo Iy (p) = v, dai Iy (p V ¢) = v, portanto p |= pVyq.

2.22 Exemplo.
Serd que p L—p/\q

Seja 1 : {p,q} — {v,}.
Sejap —veq—f.
Temos que Iy (p) = v, Iy (q) =vely(pAg) =f.

Assim, Iy satisfaz {p}, mas ndo satisfaz {p A ¢}, portanto, p 5 P4

2.23 Exemplo.

Serdque p 555 PV q?
Seja I uma LPC-interpretagdo para {p,p V q}.

Se [ satisfaz {p}, entdo Iy (p) = v, dai Iy (pV q) = v, portanto, p Iﬁ pVq.

2.24 Definicao. ‘T’ Iﬁ P’ é LPC-correto se I' Iﬁ P.

2.25 Escolio. ‘lﬁ P’ é LPC-correto sss P é LPC-vdlido.

2.26 Definicao. (Propriedades de Férmulas)

indexpropriedades de férmulas

* P ¢é LPC-tautologia (¢ LPC-vdlida) = toda LPC-interpretacdo para P
satisfaz P.

* P é LPC-contingéncia = hd uma LPC-interpretacdo que satisfaz P e ha
uma LPC-interpreta¢do que ndo satisfaz P.

+ P é LPC-absurdo® = toda LPC-interpretacio para P nio satisfaz P.

STambém pode ser chamado de inconsistente.
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2.2 Semantica Classica para Conectivos

2.27 Definicio. (Tabela Veritativa)

A tabela-veritativa € um método de prova para LPC onde € possivel determi-
nar se uma dada férmula € védlida ou um dado sequente € correto. Para uma
férmula com n letras sentenciais, a tabela-verdade terd 2™ linhas.

As tabelas veritativas dos principais conectivos de LPC sdo apresen-
tadas:

Tabela 4.1: Tabela Veritativa da Negagdo

Tabela 4.2: Tabela Veritativa da Conjungdo

[P[Q[PAQ]
KAEANEEN
KR
v ]
I

Tabela 4.3: Tabela Veritativa da Disjuncdo

[PTQ[PVO
S vl v
S IF[ v |
v [ v
TIf] T
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Tabela 4.4: Tabela Veritativa da Implicagdo

(P[Q[P—Q]
(v v ] v |
(v [f] £ ]
(flv] v |
(f[f] v ]

Tabela 4.5: Tubela Veritativa do Verum

Tabela 4.6: Tabela Veritativa do Falsum

§3. Um Calculo de Sequentes para LPC

Esta secdo apresenta um cdlculo de sequentes para LPC.
Ele é definido pelas seguintes leis de LPC:

Leis Estruturais,

Leis de Introdu¢do e Eliminacido de Conectivos.
Leis Basicas dos Conectivos,

Leis Complementares dos Conectivos.

(i) Leis Primitivas {

(ii) Leis Derivadas {

As leis estruturais dizem respeito 4 prépria inferéncia’ em si, nio
dizem respeito aos conectivos, aos quantificadores ou aos outros sinais es-
pecificos de uma dada 16gica. As mesmas sdo vélidas em quase todos os
sistemas 16gicos usuais, exceto a lei da monotonicidade, que geralmente nao
¢ vélida para as 16gicas ditas ndo monotonicas.

Com o auxilio destas leis é possivel demonstrar a validade de um
grande nimero de argumentos complexos.

7Isto é, executar os “passos” de uma deducdo ou demonstragio.



55

Esta secdo trata somente da Légica Proposicional Classica, assim, P
¢ consequéncia de I' em LPC € notado por I l— P8,

Leis Estruturais

3.1. Esquema da Reflexividade Se P € I', entdo I I— P.
3.2. Regra da Transitividade
rhp,

Se "/ ePl,...,PnI—Q,entﬁoFl—Q.
rh P,
3.3. Regra da Monotonicidade’ Se I" I— Pel CTI', entio IV I— PO,

Leis de Introducao e Eliminacao de Conectivos
3.4. Regra da Deducio Se T, P|— Q, entio T'|— P — Q.""

3.5 Exemplo.

Verifique se a regra da dedug@o é correta semanticamente, ﬂ :

r |: P—Q
Suponha que I', P |= Q. (1)
Seja I uma LPC-interpretagdo para I' U { P — Q} tal que [ satisfaz T".
Se Iy (P) = v, entdo [ satisfaz T" U {P}, dai por (1), I (Q) = v, logo
Iy (P — Q) = V.
Se Iy (P) =fentdao Iy (P — Q) = v.
Em qualquer caso, Iy (P) = v.
Ou seja, toda LPC-interpretagéo para I' U { P — @} que satisfaz I, também
satisfaz P — (@, portanto I" |= P—Q.

3.6. Modus Ponens P, P — () I— Q.

Permite deduzir a conclusao @) a partir das premissas P e P — Q.

80u seja, fica implicito que T’ ec £
9 As légicas ditas ndo monotdnicas ou indutivas ndo aceitam esta regra como vilida.
10A inclusio de novas premissas nio altera conclusdes j4 obtidas.
1 As I6gicas relevantes nio aceitam esta regra sem o estabelecimento de certas conexdes entre
PeQ.
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3.7 Exemplo.

Houve um grande terremoto. (P)

Se houve um grande terremoto, entdo houve muita destrui¢do. (P — Q)
Conclui-se que houve muita destruicdo. (Q))

3.8. A-Introducio P, ) I— PAQ

De duas férmulas P, @) é possivel deduzir a sua conjuncio, P A Q ou Q A P.

59, A-Bliminacio | © /@ P.
Gi) PAQF Q.

Da conjung¢do entre duas formulas P A @, é possivel deduzir cada uma das
férmulas, P ou ().

G) PPV,
(i) QFPvQ.
Dado uma férmula P, dela se pode deduzir a sua disjuncdo com qualquer
outra férmula.

Damos a seguir, uma lei de introdug@o para o conectivo T e uma lei
de eliminagdo para o conectivo L. Temos que o conectivo T ndo possui lei
de eliminagdo, e o conectivo L ndo possui lei de introdugdo.

3.11. T-Introdugo'>: T'|— T
3.12. 1-Eliminagdo'*: | |- P

3.13 Convencdo. Consideraremos, doravante, para todos os esquemas de se-
quentes de cdlculos possuindo a regra da dedug@o, cujos exemplares s6 pos-
suem uma premissa, as implicacdes correspondentes dos mesmos.

3.10. V-Introducao {

3.14 Exemplo. O esquema do A-eliminacdo fornece, aplicando-se a Regra
da Deducdo, as implicagdes I— PANQ—Pe I— P AQ — Q. Segundo a
convencio acima, podemos usar diretamente estas implicacdes em quaisquer
provas, bastando citar o seu esquema correspondente, o qual €, neste caso, o
A-eliminago.
3.15 Escélio. E dado a seguir uma lista dos principais esquemas em LPC na
forma de implicagdo:

(i) A-el:|-PAQ— P.

(i) A-el: - PAQ— Q.
(i) Vv-int:|- P— PV Q.
(iv) V-int: |- Q — PV Q.

12Também poderia ser escrito assim & F T.
130u seja, | acarreta qualquer coisa.
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V) CLFQ— (P—=Q).
(vi) AI:|- =P —= (P = Q).
(vii) DN:|--—— P.
(viii) DN: |~ P — ——P.
(ix) Cip: |— (P —= Q) — (-Q — —P).
x) Cip: |- (-Q = —P) = (P = Q).

3.16. Esquema da Prova por Casos'* PV Q,P - R,Q = R I— R.
3.17. Regras da Reduciio ao Absurdo '

.o qorse 4 TP Q. foT -
Introducio: Se {F, P I_ -0 entdo I' I— P.
» —-Eliminagdo: Se ;: :Ji ll: ?‘é’ entdo I' l— p.16

Provas em Calculos de Sequentes no estilo de Fitch

A partir desta se¢do faremos diversas dedugdes de leis corretas em
alguma légica.

O tipo mais elementar de deducdo em um cdlculo de sequentes é a
demonstrag@o, que sé usa leis primitivas deste calculo. Obviamente, todas as
leis de um cdlculo de sequentes podem ser deduzidas apenas por demonstra-
¢des, mas o uso exclusivo destas seria invidvel, na pratica, porque as mesmas
ficariam muito grandes na deduc¢do de quase todas as leis do célculo. Por isto,
na prética, usa-se leis derivadas nas dedugoes.

3.18 Definicao. (Prova)

Seja £ um célculo de sequentes no qual, em um dado contexto, sdo conhe-

cidas uma lista de leis derivadas do mesmo. Uma prova em L é uma lista

de sequentes em £ na qual cada sequente satisfaz uma das duas seguintes

condigdes:

* Este sequente é exemplar de um esquema primitivo ou derivado em L.

* Este sequente é consequéncia de sequentes anteriores nesta lista de uma
aplicagdo de uma regra primitiva ou derivada em L.

Na escrita de uma prova de um sequente de um calculo de sequentes
utiliza-se trés colunas, onde a primeira coluna d4 o niimero de cada sequente

14Corresponde a um V-eliminago.
15 As 16gicas paraconsistentes elou paracompletas no aceitam, em geral, tais regras.
16A Logica Intuicionista nio aceita a segunda regra da redugio ao absurdo como vélida.
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desta prova, a segunda coluna contém os préprios sequentes, cuja lista consti-

tui a prova em si, e a terceira coluna fornece as justificativas do porqué cada

sequente figura na prova. Cada justificativa pode conter os nomes das leis
primitivas ou derivadas utilizadas, bem como os nimeros dos sequentes ou
sequentes anteriores utilizados, se este for o caso.

Cada justificativa pode ser de uma das seguintes formas:

* uma abreviatura do nome do esquema primitivo ou derivado utilizado,
caso o sequente correspondente seja exemplar de um esquema primitivo
ou derivado do cdlculo de sequentes.

* uma abreviatura do nome da regra primitiva ou derivada utilizada, caso o
sequente correspondente seja a conclusdo de uma aplicagdo desta regra a
partir de sequentes anteriores na lista, € os nimeros dos sequentes anteri-
ores utilizados.

e ‘ant’, que € uma abreviatura de “conhecimento anterior”’, caso o sequente
considerado seja um exemplar de uma lei derivada sem um nome especi-
fico.

* ‘hip’, que é uma abreviatura de hipdtese, que contém alguma especificacio
adicional do sequente a ser provado e que ndo estd explicita neste sequente.

* Em alguns casos, para dar um ritmo mais rdpido a prova, pode-se utilizar
uma combinag¢do dos tipos de justificativas anteriores.

A seguir, apresentamos exemplos de provas completas de alguns dois
sequentes.

3.19 Exemplo.
Seja TNI um sistema 16gico pelo qual sdo deduzidas as propriedades basicas
dos niimeros inteiros. Entfo, prove que IW fmpar(z) — fmpar(2?).

1 impar(z) Fxp fmpar(x) Ref

2 impar(x) ;57 @ = 2n + 1, para algum n 1, def

3 x:2n+1|—x2: (2n+1)2 ant

4 {mpar(z l— T (2n +1)2 2, 3, Tran
5 a2=(2n+41)? I—:g —4n® +4n+1 ant

6  impar(z I— 22 =4n?+4n+1 4,5, Tran
7 2 =4n? —|—4n—|—1|—aﬁ =2(2n*+2n)+1  ant

8  impar(z) [7x7 *° = 2(2n +2n)+1 6, 7, Tran
9  impar(x) lﬁ fmpar(z2 8, def
10 lﬁ fmpar(z) — fmpar(:cz) 9,RD
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3.20 Exemplo.

Seja L uma légica com estas duas leis primitivas, onde a primeira € o es-
quema da reflexividade e a segunda é chamada de regra da generalizacdo, as
quais sd@o comuns a quase todos os cdlculos de sequentes dados neste trabalho,
exceto LPC:

Ref: Se P € I', entdo I' |£—0 P é um exemplar de Ref.

’ ’
FI_CO P

FEOVx

Gen: Se x ndo € livre em I, entdo > € uma aplicacdo de Gen.

Prove que, se x ndo € livre em P, entdo P IL—O Vo P.

1 zndoélivreem P hip
2 PP Ref
3 PlzVaP 1,2, Gen

A escrita de provas de sequentes feita conforme os exemplos 3.19 e

3.20 € extensa, pois diversas premissas sdo repetidas em vdrios passos, dai
usaremos um estilo compacto de escrita de provas de sequentes em célculos
de sequentes, devido a Fitch!”.

Este estilo apresenta as seguintes caracteristicas, considerando uma

prova de um sequente ‘I" l— P’

As premissas de cada sequente considerado ndo sdo escritas explicitamente,
mas podem, em cada passo, ser determinadas.
Cada férmula de T, ao ser considerada, ¢ justificada como sendo uma pre-
missa global, pois a mesma € considerada em toda a prova, no sentido em
que ela € premissa em todos os sequentes da prova. Neste caso, tal justi-
ficativa € dada por ‘pr’.
Cada férmula adicional adotada como premissa em uma parte da prova,
mas ndo em toda a prova, € uma premissa local ou suposi¢cdo da mesma.
Neste caso, a sua justificativa é dada por ‘sup’.
Quando uma ou mais premissas locais sdo adicionadas a cole¢do existente
de premissas, entdo, para delimitar a sua duragdo na prova, usa-se uma
linha vertical no lado esquerdo de cada férmula.
Aplicacdes das regras estruturais (Mon e Tran) dos cédlculos de sequentes
dados neste trabalho ndo sdo citadas explicitamente, a fim de evitar uma
escrita demasiadamente detalhista das justificativas das provas.

Usamos, especialmente em aulas orais dos conteidos apresentados

nesta dissertagdo, os verbos “supor” ou “carregar” no sentido de acrescen-

"Método criado por Frederic Brenton Fitch [42]. Na lingua inglesa, este estilo é conhecido

por Fitch-style proof.
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tar uma ou mais premissas a colecdo de premissas previamente existente na
prova. O ato inverso € o de retirar uma ou mais premissas da colegdo vigente
de premissas; neste caso, usamos o verbo “descarregar” para expressar este
ato.

A prova compacta no estilo de Fitch do exemplo 3.19 é dada a seguir.

1 impar(x) sup

2 x = 2n + 1, para algum n 1, def

3 22 = (2n + 1)? 2, ant

4 2 =4dn?+4n+1 3, ant

5 2 =2(2n% +2n) + 1 4, ant

6 fmpar(z?) 5, def

7  impar(z) — impar(z?) 1,6,RD

A prova compacta no estilo de Fitch do exemplo 3.20 é dada a seguir.

1 x ndo é livre em Gen hip
2 P pr
3 VzP 2,1, Gen

A seguir, relacionamos a prova do sequente =@, P — @ l— =P no
estilo de Fitch e no modo completo.

1 -Q,P—-QF-Q Ref

2 -Q,P-QFP—>Q Ref

3 -Q,P—Q,PFP Ref

4 -Q,P—QPFQ 3,2, MP

5 -Q,P—-QPF-Q  Ref

6 -QP—=QF-P 3,4, 5, ~-int
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I —-Q pr

2 P—-Q pr

3 P sup

4 Q 3,2, MP

5 -Q 1

6 -P 3,4,5, —-int

Uma apresentagdo complementar sobre a prova compacta no estilo de
Fitch também pode ser encontrada em [7].

Leis Basicas dos Conectivos
3.21. Reflexividade da Implicacio I— P— P.

Prova:

1P Ref
2 FP=P 1LRD

O
3.22. Nio Contradicio'® (l) P.~P Q.
(i) |- (P A=P).
Prova de (i): Prova de (ii):
1 P pr | PAop -
2 P pr 5 P | el
3 —\Q sup 3 _p 1’ el
: " : 4 ~(PA-P) 1,2,3,—-int
5 -P 2
O
6 Q 3, 4, 5, —\-el

I8 A Lei da Nao-Contradi¢io também pode ser chamada de Principio de Duns Scot, de onde
afirma-se que uma contradi¢do implica qualquer proposi¢ao.



3.23. Terceiro Excluido I— PV -P.

Prova:

~N O e AW

~(PV ~P)
P
PV -P
~(PV ~P)

~P

PV -P

PV -P
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sup

sup

2, V-int

1, Mon

2, 3,4, —-int
5, V-int

1,6, —-el

3.24. Consequente da Implicacao () I— P—Q.

Prova:

1 Q

2 P

3 Q
4 P—-qQ

pr

sup

1, Mon
2,3,RD

3.25. Antecedente da Implicacdo — P I— P—Q.

Prova:

1 -P

2 P

3 -P
4 Q

5 P—-Q

pr

sup

1, Mon
2,3,NC
2,4,RD



3.26. Silogismo Hipotético P — Q, Q — R I— P—R.

Prova:
1 P—=Q

2 Q@—R
3 P
4 Q
5 R
6 P—R

3.27. Regra Reciproca da Deducao Se I’ I— P — Q,entao I',P I— Q.

Prova:
1 THP-@ hip
2 T1,PRP Ref
3 T,PP—=Q 1,Mon
4 PP-QFP 23 MP
5 T,PHQ 2,3, 4, Tran
3.28. Dupla Negagio | ) "0 =P,
(i) P --P.
Prova de (i): Prova de (ii):
I =P pr 1 P pr
2 -P Sup 2 -P  sup
3 -—P 1, Mon 3 P 1, Mon
4 r 2,3, el 4 —=P 2,3, --int
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3.29. Modaus Tollens —~Q, P — Q |- —P.

Permite deduzir a negacdo do antecedente a partir das premissas que possuam
uma implicacéo e a negacdo do consequente.

Prova:
I —Q pr
2 P->Q pr
3 P sup
4 Q 3,2, MP
5 —Q 1, Mon
6 P 3,4,5, —-int

() P—QF-Q—-P,

3.30. Contraposicao
posis {(ii) -Q—-PFP=Q.

3.31. Silogismo Disjuntivo { ) ">V @ =
(i) -Q, PV Q- P.

3.32. Negacio da Implicaciio { (l) ~(P= Q)| PA-Q,
(i) PA=Qf==(P Q).

i) ~(PAQ) [P —-Q.
T U
(i) ~(PAQ) Q= ~P,
(iv) Q= -Pl—(PAQ).

(i) ~(PV Q) =PA-Q,

3.34. De Morgan (i) =P A-Q I_ —(PVQ),
(i) =(PA Q) -PV-Q,

) ~PV-QF~(PAQ).

3.35. Implicacido Material (1) P—=Q I_ -PVQ,
(i) ﬂP\/Ql—p%Q.

3.33. Negaciao da Conjuncio



3.36.

3.37.

3.38.

3.39.

3.40.
3.41.
3.42.
3.43.

3.4
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() PVQF-P=Q,
Gi) -P = Q- PvQ,
(i) PVQF-Q— P,
iv) -Q =P PvaQ.

&-Introdugiio P — Q,Q — PP < Q.

() PoQFP—Q,

(i) P QFqQ—P.

i P, P& QFQ

(i) Q, P+ QP
Reflexividade da Equivaléncia|— P < P.

Equivaléncia Absurda I— —(P « —P).

Comutatividade da Equivaléncia I— (P+ Q)< (Q+« P).
Transitividade da Equivaléncia P < ), Q < R I— P < R.

Reduciio da Disjuncio'’

+>-Eliminacao {

Modus Ponens da Equivaléncia {

Escélio. As leis da dupla negagdo, contraposi¢do, negagdo da impli-

cagdo, negagdo da conjungdo, De Morgan, implicacdo material e redugdo
da disjungdo podem ser reescritas como equivaléncias. Veja a seguir:

(@)
(i)
(iii)
(iv)
)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(%)

3.45.

()
(i)
(iii)

Dupla Negagio (iii): |- =—P « P.
Contraposi¢do (iii): I— (P— Q)+ (—Q— —P).
Negacdo da Implicagdo (iii): I— -(P—=Q)+ (-Q— —P).
Negacdo da Conjungdo (v): I— “(PAQ) <+ (P— Q).
Negacgdo da Conjungao (vi): l— “(PAQ) < (Q——P).
De Morgan (v): l— —(PV Q)<+ P A-Q.
De Morgan (vi): l— “(PAQ) <+ —PV-Q.
Implicagdo Material (iii): l— (P=Q)+< (-PVQ).
Redugdo da Disjuncio (v): I— PvQ@+ -P—=Q.
Reducdo da Disjungio (vi): l— PVvVQ@<+—-Q— P.

Lema da Substituicio para Conectivos da Equivaléncia
Py P =Py o -P,,
P HPQI—(PlﬁQ)H(PQHQ),
PLo P (Q—P) e (Q— P),

19Uma disjungio é equivalente a negacdo de um de seus disjuntores, implicando outro disjun-

tor.
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(V) P& P (PLAQ) & (P AQ)
(WPMH%F@AHM+@A&)
Vi) PP (PLVQ) & (PVQ)
(vii) PL e P (QV P« (QV Py,

) &

i) Pr > Po, Q1 4 Qa |~ (P = Q1) ¢ (P — Qa),
(ix) P+ Py, Q1<—>Q2|_(P1 AN@Q1) < (P2 A Q2),
x) P HP2,Q1<—>Q2|_(P1\/Q1)<—>(P2\/Q2)~

Leis Complementares dos Conectivos

(i) F-PAPo P,

3.46. Idempoténcia
(i) - PV P& P.

3.47 Exemplo.
* 1 x 1 =1 (¢ idempotente).
* 3 x 1 # 1 (ndo é idempotente).

@ P.QFPwQ,
(i) ~P,~Qf P+ Q,
(i) P.~Q[-~(P+ Q).
(v) ~P,QF ~(P+ Q).
) (PQ)< (PAQ)V (-PA-Q),
3.49. Equivaléncia Material { (i) ~(P e Q) & (PA=Q) V(P AQ),

3.48. Membros da Equivaléncia

(i) (P Q)+« (PV-Q)AN(—PVQ),
() ~(P Q) ¢ (PVQ)A(=PV Q).
3.50. Negacao da Equivaléncia { M l_ ~(PeQ)e (P Q)
(i) - —(P < Q) ¢ (P =Q).
A lei de substituicao para equivaléncia em LPC serd enunciada aqui,
mas detalhada e provada em §9.2.

3.51. Substituicao para Equivaléncia
* Pros B QUSIP) & Q(SIIP).
{G)FPAQHQAR
3.52. Comutatividade < (ii) I— PVQ+QVP,
(iii) |- (P & Q) & (Q & P).
G) FPAQAR) & (PAQ) AR,
3.53. Associatividade { (i) I— PV(QVR)+< (PVQ)VR,
(i) - (P (Q < R)) < (P Q) < R).
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Q) PA@PvVQ) P,
3.54. Absorcao (“) l_P\/(P/\Q “ P,
(iii) I_P/\(_‘PVQ)HP/\Q
i) FPV(-PAQ) & PV Q.
3.55. Dilema Construtivo PV Q,P — R, Q — Sl_ RVS.

3.56. Dilema Destrutivo RV -S,P > R,Q — S I— =PV Q.

3.57. Divisao e Conquista
R—-PVQRAP&P,RAQ&Q,PVQ & SHR&S.

3.58. Distributividade { @ I_ PAQVE) & (PAQ)V(PAR),
(i) =PV (QAR) < (PVQ)A(PVR).

3.59. Importacio e Exportacio I— P—(Q—=R <+ (PAQ)— R
3.60 Exemplo.

Se houver um ataque terrorista (P), entdo, se houver muitas vitimas (Q),
entdo havera guerra (R).

!
P—(Q—R)

PAQ— R
1

Se houver um ataque terrorista (P) e houver muitas vitimas (Q), entdo
haverd guerra (R).

A segunda proposicdo do esquema abaixo diz que toda férmula ver-
dadeira em um dado contexto equivale, neste contexto, a T.

3.61. Veracidade M I_ I
(i) PP T.

Analogamente, a segunda proposicao do esquema abaixo diz que toda
férmula falsa em um dado contexto equivale, neste contexto, a L.

3.62. Falsidade { -1
(i) -P|-P e L.

200 esquema F (P = (Q — R)) = ((PANQ) — R) é chamado de lei da exportagdo.
Sequentes que possuem o conectivo da equivaléncia e ndo possuem premissas podem ter as
férmulas trocadas facilmente.

21 Aplicando a lei de importaco.
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3.63 Definicao.

Uma férmula em LPC € dita veritativa se ela pode ser construida usando
somente as formulas T e L, isto é, conforme as seguintes cldusulas:

e T e 1 sdo veritativas.

¢ Se P é veritativa, entdao é — P veritativa.

e Se P e () sdo veritativas entdo é P#() é veritativa.

3.64. Lei da Formacao Veritativa
Se P é veritativa, entdo I— P& TouP <+ L.

3.65 Escolio. A escolha da letra sentencial usada para definir os conectivos
‘T’ e ‘L’ é irrelevante, no que diz respeito a validade das leis em LPC con-
cernentes a estes conectivos, em virtude do seguinte fato:

3.66 Fato. Se T' e 1’ sdo respectivamente abreviaturas de ‘p; — p1’ e de
‘=(p1 — p1)’, onde py é uma letra sentencial qualquer, entdo as seguintes
proposigcdes sdo vdlidas:

FTeT,

Ll

Estratégias de Prova

Apresentamos algumas sistematizagdes de estratégias cldssicas de
provas comumente utilizadas.

Como provar que P — @

* Prova Direta (Utilizando a regra da deducao):
Inicia por assumir que P (a hipdtese) € verdadeira. Entdo, tenta-se mostrar
que () (a conclusdo) também € verdadeira. Conclui-se a prova aplicando
a Regra da Dedugdo entre a hipdtese (antecedente da implicagdo) e a
conclusdo (consequente da implicagdo).

1 P
2

3 Q

4 P-Q 1,3RD
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 Prova Indireta (Utilizando a regra da dedug@o e a lei da contraposicio):
Pela lei da contraposig@o (i), sabe-se que P — () é logicamente equivalente
a =) — —P. Dessa forma, nesta segunda estratégia de prova para P — @,
inicialmente assume-se que —( € verdadeiro (ou seja, que @ ¢é falso) e,
entdo, tenta-se mostrar que —P € verdadeiro (ou seja, que P € falso).

1 —Q

2

3 -P

4 -Q—>-P 1,3,RD
5 P-Q 4, Ctp

 Utilizando a lei do consequente da implicagdo:
Caso o () ja exista no ambiente de prova, pode-se dizer, pela lei do
consequente da implicacdo, que P — Q.

2 Q
3
4 P—=Q 2,0l

» Utilizando a lei do antecedente da implicacao:
Caso a negacdo de P ja exista no ambiente de prova, P, pode-se dizer,
pela lei do antecedente da implicagdo, que P — Q.

4 P>Q  2,Al
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Como provar P A )

* Prove cada um dos conjuntores, separadamente, em qualquer ordem, e
entdo faca a conjuncio deles com a introducéo do A (A-int).

1 P 1 Q

2 2

3 Q 3 P

4 PAQ 1,3, Adnt 4 QAP 1,3, Adnt

Como provar PV Q

* Se o primeiro disjuntor estiver disponivel no ambiente de prova, pela
introdugdo do V (ou V-int) t€ém-se a prova da disjuncdo.

3 PVQ 1, v-int

* Se o segundo disjuntor estiver disponivel no ambiente de prova, pela
introducdo do V (ou V-int) t€m-se a prova da disjuncao.

3 PVQ 1, V-int
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* Supor a negacdo do primeiro disjuntor para tentar provar o segundo, ou
vice-versa. (Utilizando a regra da dedug@o e a lei da redug@o da disjuncio):

1| -p

2 ! e

3 | @ 2

4 -P->Q 1,3RD 3| P

s Pvo 4.RD] 4 -Q—P 1,3,RD
5 PVQ 4, RDj

« Supor a negacio de toda a disjuncdo para chegar a uma contradi¢io. E uma
Prova ndo-construtiva (prova por absurdo).

0 2Y0) 30

2 2

3 R -R

4 4

5 -R 5 R

6 PVvQ 1,3,5 —el 6 PVvQ@ 1, 3,5, —-el

Como provar - P

e Para provar —P, assumir que P é verdade e tentar chegar a uma con-
tradig@o.

1 P 1 P
2 2
3 Q 3 -Q

-P 1,3,5 —-int -P 1,3,5, —-int



* Provar —P através do —-int, quando P = Q).

1 P

2

3 -P

4 P 1,3, —-int

Como provar que P < @

 Utilizando a regra do A-introdug@o.

1 P—=qQ

1 Q—P
2
3 Q—P 2

3 P—Q
4

) 4

5 P+ Q 1, 3, A-int

5 P+Q

 Utilizando a lei dos membros da equivaléncia (i).

1 P
2

3 Q

4

5 P<Q  1,3,ME
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 Utilizando a lei dos membros da equivaléncia (ii).

1 -P

2

3 -Q

4

5 P&Q@ 1,3, ME

A Prova por absurdo: E um recurso bastante utilizado para provar
qualquer proposi¢do. Para provar P, assuma que —P € verdadeiro e encontre
uma contradicdo. O terceiro caso € utilizado quando P = Q.

1 -P 1 -P : _p
2 2 : )
Q 3 -Q 3 p
4 4 : 4 p 1,3, —-el
5 —Q 5 Q
6 P 1,3,5,—61 P 1, 3, 5, —-el
Como usar

Demonstramos estratégias de como usar as sentengas abaixo durante
uma prova:
* P—(Q,
s PAQ,
- PVQ,
c P,
e —P,
« (PVQ),
e ——P,
* —\(P — Q)P



Como usar P — ()

1 P 1 -Q
2 : 2
3 P—-qQ 3 P—-Q
4 Q 1,3, MP 4 =P
Como usar P A Q
1 PAQ 1 PAQ
2 2
3 P 3 Q
4 P 1, 3, A-el 4 Q
Como usar PV Q
» Utilizando o esquema da prova por casos.
1 PVvVQ
2
P—R
4
5 Q—R
6
7 1,3,5 PC

1,3, MT

1,3, A-el
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* Lei do silogismo disjuntivo pela nega¢do do primeiro disjuntor e posterior-
mente, pela negacdo do segundo disjuntor.

1 PVQ 1 PVQ
2 2

3 -P 3 -Q

4 Q 1,3,SD 4 P 1,3,SD

* Lei do dilema construtivo (em qualquer ordem).

1 PvQ

2

3 P—R

4

5 Q—S

6 RVS 1,3,5,DC

Como usar P < @

» Utilizando a eliminag@o da equivaléncia («<+-el) pelo primeiro membro,
posteriormente pelo segundo membro.

1 P
1 Q
2
2
P& Q
3 P& Q@
4
4
5 Q 1,3, <>-el
5 P 1,3, <-el
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 Utilizando a lei da substituicdo da equivaléncia, primeiramente trocando o
primeiro membro pelo segundo, posteriormente, trocando o segundo mem-
bro pelo primeiro.

1 Pl A d P2
1 Pl A d P2
2
2
3 Q(S[|F)
3 QS| P2)
4
4
5 QS||P) 1,3,SE
5 QS||P) 1,3,SE
Como usar —P
» Utilizando a lei da ndo-contradicao.
1 P
2
3 -P
4
5 @ 1,3,NC

» Utilizando a lei da nega¢do da implicacao

1 -(P— Q)
2
3 PA-Q 1, NI

* Utilizando Lei De Morgan.

1| =Prg)

3 =PVv-Q 1, DM
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Como usar —(P V Q)
 Utilizando a lei de negacdo da conjuncdo (i) e (ii)

1| ~(PvQ)
) 1 -(PVQ)
3 P—-=-Q 1, NCj(@)
3 Q—-P 1, NCj(ii)
» Utilizando a lei de De Morgan (i)
1 -(PVQ)
2
3 2PA-Q 1, DM(@)
Como usar ——P
e Utilizando a lei da dupla negacao.
1 -=P
2
3 P 1, DN

Como usar —(P « Q)
 Utilizando a lei da negacdo da equivaléncia (i) (negac¢do do primeiro mem-
bro).
1 -(P+ Q)
2
3 (=P+Q) 1, NEq

 Utilizando a lei da negacdo da equivaléncia (ii) (negag@o do segundo mem-
bro).

1| ~(PeQ

3 (P+Q) 1, NEq



Capitulo 5

Logica Quantificacional
Classica elementar

Este capitulo apresenta a Logica Quantificacional Cldssica ou sim-
plesmente LQC. Esta l6gica estuda as propriedades cldssicas dos conectivos
e de certas variacdes internas em férmulas, expressas pelos quantificadores.

Todas as convengdes e defini¢des dadas anteriormente continuam va-
lendo neste capitulo, com as devidas adaptagdes, sempre que necessdrio.

§1. Uma Linguagem para LQC

1.1 Definicao.

Um alfabeto quantificacional contém os seguintes tipos de sinais, mutua-

mente disjuntos dois a dois:

* constantes — sdo nomes de objetos definidos do universo de discurso. A
colecdo de constantes pode ser eventualmente vazia. Exemplos: 2°, ‘0’,
‘4N, fel.

* varidveis — sdo nomes de objetos em geral indefinidos do universo de dis-
curso ou expressam alguma quantifica¢do; juntamente com as constantes,
constituem a colecdo dos termos atémicos' em uma Légica Quantifica-
cional. A colecdo de varidveis deve ser infinitamente enumerdvel. Ado-
tamos como varidveis as letras x, y, 2z, w, seguidas ou ndo de subindices:
T,Y,z,W,T1,Y1, 21, W1, T2, Y2, 22, W2, T3, Y3, 23, W3, . - .

1S40 termos que néio contém outros termos.
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* sinais funcionais — formam termos a partir de uma lista ndo vazia de ter-
mos?2; se um sinal funcional usa n termos para formar um termo, dizemos
que n é uma aridade® deste sinal. A colegio de sinais funcionais pode ser
eventualmente vazia. Exemplos: +, xz, —, /, !, f . No termo ‘2 + 3’, 2’
e ‘3’ também sio termos e ‘+’ é um sinal funcional. No termo ‘41’4, ‘4’
também € termo e ! é um sinal funcional.

* sinais predicativos — formam férmulas a partir de uma lista eventualmente
vazia de termos; se um sinal predicativo usa n termos para formar uma for-
mula, dizemos que n é uma aridade’ deste sinal®. Todo alfabeto quantifi-
cacional deve possuir pelo menos um sinal predicativo de aridade positiva
(> 0). Exemplos: €,=,>. Na férmula ‘2 € N’, ‘2’ ¢ ‘N’ sdo termos e
‘€’ é um sinal predicativo. Na férmula ‘par(8)’, ‘8’ é termo e ‘par()’ € um
sinal predicativo de aridade 1. Na férmula ‘pai(José, Jesus)’, ‘José’ e ‘Je-
sus’ sdo termos e ‘pai()’ € um sinal predicativo de aridade 2. E na férmula
‘4+3=2+5", dizemos que ‘4 4+ 3’ e ‘2 + 5’ sdo termos ¢ ‘=" € um sinal
predicativo.

e conectivos — formam férmulas a partir de férmulas; se um conectivo
usa n férmulas para formar uma férmula, dizemos que n € a aridade
deste sinal; os conectivos sd@o em geral de aridades 1 ou 2. Todo alfa-
beto quantificacional deve possuir pelo menos um conectivo. Exemplos:
-, =, AV, T, L

* quantificadores — formam férmulas a partir de listas ndo vazias de varidveis
e de féormulas. Os quantificadores mais comuns s6 utilizam uma varidvel e
uma férmula. Todo alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos um
quantificador. Exemplos: V, 3, 3!, dentre outros.

* sinais de pontuacdo — sdo o paréntese de abertura ‘(’, o paréntese de
fechamento )’ e a virgula ;.

1.2 Defini¢ao. Um sinal l6gico é um conectivo, um quantificador, uma vari-
dvel ou um sinal de pontuacdo.

1.3 Defini¢do. Um sinal ndo logico é uma constante, um sinal funcional ou
um sinal predicativo.

Estendemos abaixo a defini¢do 4.1.7, considerando também, além das
aridades de conectivos, as aridades de sinais funcionais e de sinais predica-
tivos.

2Pode-se também dizer que as constantes s@o sinais funcionais de aridade 0, isto é, formam
termos a partir de uma lista vazia de termos.

3 Admitimos que cada sinal funcional possa conter mais de uma aridade.

4Fatorial.

5 Admitimos que cada sinal predicativo possa conter mais de uma aridade.

60s sinais predicativos de aridade zero sdo também chamados de letras sentenciais.
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1.4 Definicio.

Seja s um conectivo, um sinal funcional ou um sinal predicativo. Se s possui
aridade n, dizemos também que s é n-drio ou n-ddico. Se s possui uma
das aridades 1, 2 ou 3, entdo s é também chamado de monddico, diddico ou
triddico, respectivamente.

1.5 Convengdo. Um dado sinal ndo 16gico deve possuir a mesma fung¢ao sin-
tatica’ em qualquer linguagem de uma certa légica. Por exemplo, o sinal ‘4’
€ um sinal funcional de aridade dois em qualquer linguagem L de LQC.

1.6 Definicao.

Os dois quantificadores mais comuns sao:
e Y, dito o quantificador universal,

e ‘J’, dito o quantificador existencial.

1.7 Definicao.
Um alfabeto para LQC é um alfabeto quantificacional possuindo os conec-
tivos ‘—’, ‘A’,V’, ‘=7, ‘L, ‘T e os quantificadores ‘v’ e ‘3.

1.8 Notacdo. Além das convengdes estabelecidas em 3.1.8, as seguintes re-
feréncias adicionais serdo usadas, para as listas de letras descritas abaixo,
seguidas ou nio de plicas ou subindices, a ndo ser que o contrario seja dito:

* a,b, c—denotam constantes,

* 2,y, 2, w — denotam varidveis®,

e f,g,h— denotam sinais funcionais,

* p,q,r —denotam sinais predicativos,

e t,u,v — denotam termos,

e P,Q,R,S — denotam férmulas,

* D, E, F —denotam designadores,

e I', ® — denotam cole¢des de férmulas,

* ) —denota uma cole¢do de designadores.

1.9 Definicao.

Termos em LQC sdo samblagens satisfazendo as seguintes condicdes:

¢ Toda constante do alfabeto é um termo, dito um termo atémico.

¢ Toda variavel do alfabeto é um termo, dito um termo atémico.

e Sety,...,t, sdo termos e f é um sinal funcional n-ario do alfabeto, entdo
f(t1,...,t,) € um termo, dito um termo funcional.

70u funcionalidade.

80u seja, as letras latinas mintsculas z, y, z, w, escritas em italico, seguidas ou ndo de plicas
ou subindices, sdo nomes de varidveis, as quais sdo as letras latinas mindsculas x,y,z,w, apru-
madas, seguidas ou ndo de subindices. Dai ndo pode haver confusdo entre as proprias varidveis
e os nomes das mesmas.
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1.10 Definicao.

Férmulas em LQC sdo samblagens satisfazendo as seguintes condigdes:

* Se p é um sinal predicativo de aridade n (ou n-drio) e 1, . . . , t,, sdo termos,
entdo p(t1,...,t,) é uma férmula, dita formula atémica.

e T e L sdo férmulas.
¢ Se P é uma formula, entdo =P é uma féormula.
* Se P e Q sdo férmulas, entdo (P — Q), (P A Q) e (P V Q) sdo féormulas.
¢ Se x é uma variavel e P € uma férmula, entdo:
x Vo P & uma férmula, dita formula universal, cujo corpo é o P.
% JxP € uma férmula, dita formula existencial, cujo corpo é o P.

1.11 Definicao.
Um designador em LQC é um termo em LQC ou uma férmula em LQC.

1.12 Notacdao. A partir de agora, a menos que o contrario seja dito, adotamos

as seguintes convengdes adicionais:

e Asletras ¥ e T, seguidas ou ndo de subindices, referem-se a um dos quan-
tificadores ‘Y’ ou ‘3.

d,seW =V,

! 2
Vsew=3 ¢1 ¢

 Quando ¥’ aparecer no mesmo contexto que ¥, \I//z{

definido analogamente.
* O mesmo vale para ¥, e Y., quando aparecerem respectivamente no
mesmo contexto que ¥; e Y';, onde ¢ € um inteiro positivo.

1.13. Escrita informal de termos e formulas em LQC

Além das convengdes estipuladas em 4.1.16, adotamos as seguintes con-

vengdes adicionais, desde que ndo haja margem para quaisquer confusdes:

* Se f é um sinal funcional monddico de escrita pré-fixada, notamos f(¢) por
(f).
Quando (ft) ndo estd no interior de outro termo, podemos prescindir do
seu par exterior de parénteses.’

* Se f é um sinal funcional monddico de escrita pds-fixada, notamos f(¢)
por (¢ ).
Quando (¢f) ndo estd no interior de outro termo, podemos prescindir do
seu par exterior de parénteses.'’

* Se f é um sinal funcional diddico, notamos f (¢, t2) por (¢1 f t2).
Quando (¢1 f t2) ndo estiver escrito como subtermo de outro termo, pode-

9Por exemplo, as samblagens ‘(-x)’ e ‘(+y)’ representam respectivamente os termos ‘-(x)’
e ‘“+(y)’. Quando ‘(-z)’ e ‘(+y)’ ndo estiverem dentro de outro termo, os mesmos podem ser
escritos como -z’ e ‘“+y’.

10pgr exemplo, se  denota um nimero natural, notamos o fatorial de  como ‘(z!)’. Se ‘(z!)’
ndo estd no interior de outro termo, 0 mesmo pode ser escrito como ‘z!’.
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mos prescindir do par exterior de parénteses.'!

* Quando o mesmo sinal funcional diddico ocorrer em um termo, podemos
suprimir no mesmo todos os pares internos de parénteses, considerando a
parentetizacio implicita da esquerda para a direita.'?

* Se p é um sinal predicativo de aridade 2, notamos p(t1,t2) por (t1 pt2).
Quando (t; pte) ndo estiver escrito como subférmula de outra férmula,
podemos prescindir do par exterior de parénteses.'3

* Quando (t1 pt2) for um dos componentes de uma férmula formada por um
conectivo diddico, podemos prescindir do seu par exterior de parénteses.'

1.14. Leitura de formulas quantificadas

e ‘Vx P’ pode ser lido de uma das seguintes formas:
* ‘Paratodo x, P’,
% ‘Paracadaz, P’,
% ‘Para qualquer z, P’,
% ‘Qualquer que seja z, P’.
* ‘Jz P’ pode ser lido de uma das seguintes formas:
+ ‘Existe x tal que P’,
% ‘Existe pelo menos um z tal que P,
% ‘Para algum x, P’.

Existem dois sinais predicativos de aridade ‘dois’ especialmente im-
portantes, respectivamente para a Logica Equacional e a Teoria dos Conjun-
tos, a saber:

e ‘=’ :exemplo ‘¢t = u’; € lido como ‘¢ é igual a w’ ou ‘t € idéntico a u’;
e ‘e’ :exemplo ‘t € A’; élido como ‘t pertence ao conjunto A’.

O seguinte lema define a cardinalidade da colec¢@o de férmulas de uma
linguagem L para LQC e sera util para demonstrar a completude do calculo
de LQC apresentada em 10.3.2.

TPor exemplo, a samblagem “(z: 4 y)’ representa o termo “+(x, 3)’. Se “( + )’ ndo estd no
interior de outro termo, este pode ser escrito como ‘X +y’.

12Por exemplo, a samblagem ‘z + y + z + w’ representa o termo ‘((x + y) + 2) + w’.

13Por exemplo, a samblagem ‘(z € A)’ representa a férmula ‘€ (z, A)’. Se ‘(z € A)’ ndo
estd no interior de outra férmula, esta pode ser escrita como ‘x € A’.

4Por exemplo, a samblagem ‘x € A — = € B’ representa a férmula ‘(x € A) — (z € B)’.
No entanto, quando (¢1 p t2) for uma férmula negada ou for o corpo de uma férmula universal
ou existencial, o par exterior de parénteses € indispensavel para uma boa legibilidade da férmula
completa. Por exemplo, nas férmulas —(x € A) e Ix(xz € A), se fosse suprimido o par exterior
de parénteses de ‘(x € A)’, o resultado seriam as expressdes ‘~z € A’ e ‘Iz x € A’, as quais
ndo apresentam uma boa legibilidade.
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1.15 Lema. (Da cardinalidade da colecdo de formulas de uma linguagem
L para LQC)

n a cardinalidade da colegdo de sinais ndo logicos® de L.

#(L) a cardinalidade da cole¢do de formulas em L.

Sejam - — . . C .
As constantes, os sinais funcionais e os sinais predicativos sdo considerados
sinais ndo logicos. Eles podem variar entre as linguagens de LQC.
Os outros sinais sdo comuns a qualquer linguagem para LQC.
Entdo,

(i) Se n é finito ou n = Vg, entdo #(L) = w.
(il) Sen > N, entdo #(L) = .

Se existe uma linguagem L cuja quantidade de sinais ndo légicos é
finita, ou seja, a cardinalidade dos sinais ndo légicos € finita, entdo existe um
nimero finito de constantes, sinais funcionais ou sinais predicativos. Neste
caso, a quantidade de férmulas dessa linguagem vai ser infinita e igual a w,
ou seja, igual a cardinalidade da coleg@o dos nimeros naturais N.

Exemplo: Seja {p, ¢1,c2} a colegdo finita de sinais ndo 16gicos de L em L.
A quantidade de férmulas pode ser infinita:

p(e1);p(er) Aplee);pler) Ap(er) Ap(er) A...;p(c2), dentre outras.
Prova-se o lema acima através de recursos de teoria dos conjuntos.

Abaixo é formulada, em termos precisos, a ndo ambiguidade concer-
nente a qualquer linguagem para LQC.

1.16. Teorema da Legibilidade Unica

Cada termo e cada formula em LQC s6 podem ser lidos de uma tnica forma,

isto é:

* As colecdes de constantes, varidveis, termos funcionais, férmulas atomi-
cas, negacdes, implicacdes, conjuncdes, disjuncdes, formulas universais e
férmulas existenciais sao duas a duas disjuntas.

* Se f(t1,...,tn) € g(u1,...,up) sdo termos funcionais idénticos, entdo
f=g,n=p;e paracadai € {1,...,n}, t; = u,.
* Se p(t1,...,tn) € q(u1,...,up,) sdo férmulas atdmicas idénticas, entdo

p=gq,n=p;e,paracadai € {1,...,n}, t; = u;.
e =P e —(@ sdo negacdes idénticas, entdo P = Q).
* Se (P — Q) e (R — S)sao implicagdes idénticas, entio P = Re ) = S.
* Se (P AQ)e (R AS)sio conjungdes idénticas, entio P = Re @ = S.
* Se (PVQ)e(RVS)sio disjungdes idénticas, entio P = Re Q = S.
e Se Vx P e Vy(Q sdo formulas universais idénticas, entioz = ye P = Q.
e Se Jx P e JyQ sdo féormulas existenciais idénticas, entdo r = ye P = Q.
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Variaveis
Existem dois conceitos sintdticos essenciais para a formulagdo de re-
gras para uma Légica Quantificacional: a condi¢do de uma dada varidvel ser

livre em uma formula e a instanciagdo de uma varidvel por um termo em uma
formula.

1.17 Definiciao. (Ocorréncias livres ou ligadas)

Uma ocorréncia de uma varidvel em um termo ou uma férmula é uma cépia
especifica da mesma neste termo ou férmula.'> Todas as ocorréncias de uma
varidvel em um termo sio ditas serem livres neste termo.'® Uma ocorréncia
de uma varidvel x em uma férmula P € dita ser ligada em P se esta figurar
em uma subférmula de P de uma das formas Vz(@Q ou Jz(@); caso contréario
esta ocorréncia € dita ser livre em P.

1.18 Definicao. (Variaveis livres ou ligadas)

* Uma varidvel ¢ dita ser livre em um termo se esta possuir pelo menos uma
ocorréncia neste termo.!”

* Uma varidvel € dita ser ligada em uma formula se esta possuir pelo menos
uma ocorréncia ligada nesta formula. Da mesma forma, uma varidvel é
dita ser livre em uma formula se esta possuir pelo menos uma ocorréncia
livre nesta férmula.

1.19 Definicao. As clausulas abaixo definem ocorréncias livres e ligadas de
uma varidvel em um designador, e quando uma varidvel é livre em um desig-
nador ou em uma cole¢do de designadores.

* Uma ocorréncia de uma varidvel x em um designador D ¢ dita ser ligada
em D, caso esta ocorréncia ocorra dentro de um subdesignador de D de
uma das formas Vx P ou dx P, caso contrario, esta ocorréncia € dita livre
emD.

* Uma varidvel x € dita livre em um designador D se esta possui a0 menos
uma ocorréncia livre em D.

* Uma varidvel x ¢ dita livre em uma colecdo () de designadores, se existe
D € Q tal que x é livre em D.

1.20 Defini¢ao. (Termo fechado)
Sao termos que ndo contém varidveis livres.

I5Por exemplo, a formula p(z, g(x, y)) possui duas ocorréncias de = e somente uma ocorrén-
ciade y.

161sto ndo acontece nas Logicas Descritivas, onde ocorréncias de varidveis sucedendo qualifi-
cadores ou certas varidveis no corpo de descri¢des ndo sao livres nos termos que as contém.

17Em linguagens nas quais termos podem possuir varidveis ligadas, como, por exemplo, nas
linguagens para a Logica Descritiva Cldssica ou para a Légica das Descri¢des Indefinidas, dadas
adiante, uma varidvel pode ocorrer em um termo e ainda assim nao ser livre neste termo.
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1.21 Definicao. Um designador é dito fechado se ele ndo contém variaveis
livres.

Se x é livre em uma férmula P, isto significa, intuitivamente, que P
fala do objeto designado por x através de suas ocorréncias livres em P. Se x
ndo é livre em P, entdo ndo fala do objeto designado por x através de suas
ocorréncias livres em P, mesmo que x ocorra em P.

Por exemplo, considere a férmula Vz (x € Z A par(x?) — par(z)).
Esta féormula ndo fala do objeto designado por x através de suas ocorréncias
livres, pelo fato de que x néo € livre na mesma. Podemos reescrevé-la por
Yy (y € Z A par(y?) — par(y))’, sem alterar o seu significado original.
Temos assim que a férmula Vz (z € Z A par(z?) — par(x)) ndo possui
essencialmente nenhuma relagdo especial com a varidvel z.

1.22 Fato. y ndo ¢ livre em VxR sss y = x ou y ndo é livre em R.

1.23 Fato.

As seguintes cldusulas especificam recursivamente quando uma varidvel é
livre em uma formula:

o xélivieemp(ty,... t,) sssexistei € {1,...,n} tal que x é livre em t,.
e x élivre em —P sss x é livre em P.

e x élivre em P#Q sss x é livre em P ou x € livre em Q).

* x ndo é livre em Vx P.

o x élivieem VyP sss x # y e x é livre em P.

1.24 Definicdo. Em Vx r(z), Jyr(z) I— 32Vxt(z, x), a primeira ocorréncia
do quantificador universal é vdcua pois é seguida de uma férmula, r(z), onde
z € livre em V. O mesmo ocorre para a primeira ocorréncia do quantificador
existencial.

Instanciacio Simples e Congruéncia

O conceito de instanciagdo de varidveis por termos € essencial para
a formulagdo de trés das quatro leis de introdugdo e eliminacdo de quantifi-
cadores, as quais integram a defini¢do do cdlculo de sequentes para LQC,
dado na secdo seguinte.

Queremos definir a instanciacdo de x por t em P, que passaremos a
notar por P(z|t), de modo que P(z|t) fale do objeto designado por ¢ através
de todas as novas ocorréncias de ¢ em P(z|t), da mesma forma que P fala do
objeto designado por x.

A partir do que foi dito hd pouco, poderiamos definir P(z|t) como
sendo a férmula obtida de P substituindo todas as ocorréncias livres de = por
t. Tal defini¢@o leva a certos problemas, como veremos a seguir. Por exemplo,
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sabemos que, em um universo de discurso'® com pelo menos dois objetos,

considerando a interpretacéo usual para o sinal ‘#’, a férmula Vo 3y (z # y) é
verdadeira, isto é, para qualquer objeto = temos que Jy(z # y), dai a férmula
Jy(x # y) deveria continuar a ser verdadeira se nela a varidvel x for instanci-
ada por um termo qualquer. Se instanciarmos x por y em Jy(z # y) segundo
esta nossa primeira abordagem, concluirfamos erradamente que Jy(y # y) é
verdadeiro, o que é absurdo. O problema todo se origina ao instanciar = por
uma ocorréncia de y que passou a ser ligada na férmula Jy(y # y), o que
altera completamente a estrutura da férmula original.

Para contornar isto, podemos observar que a férmula 3z(x # z) é
equivalente a férmula original Jy(x # y), dada inicialmente, no sentido que
a segunda afirma exatamente o que dizia a primeira. Assim, para instanciar
x por y em Jy(x # y), devemos primeiro alterar a varidvel quantificada
na férmula original para uma nova varidvel ndao ocorrendo nem na férmula
(x # y) nem no termo y, a qual pode ser a varidvel z, obtendo assim a
féormula 3z(z # z). Instanciando x por y nesta nova férmula, obtemos a
féormula 3z(y # z), a qual é obviamente verdadeira no contexto por nds
considerado.

Assim, conforme a segunda abordagem, (Jy(z # y))(x|y) € a for-
mula 3z(y # 2). Isto conduz a um novo problema, pois a varidvel z pode ser
escolhida de uma infinidade de maneiras, pois existe um nimero infinito de
varidveis ndo ocorrendo em (z # y) nem em y, daf a nossa nova defini¢do de
(3y(z # y))(x|y) leva a uma infinidade de férmulas, o que é uma ambigui-
dade.

Para evitar isto, iremos considerar uma ordenagao fixa na colecao das
varidveis, e iremos sempre escolher, para fins de instancia¢do, a primeira va-
ridvel preenchendo as condi¢gdes requeridas. Veremos posteriormente que a
escolha da varidvel ndo altera o significado original da férmula instanciada.

1.25 Convengdo. A lista infinita de varidveis
‘x7yaZawamlay17217w17x27y27227w25x37y37z37w35"" dd a Ordenagﬁo
que serd considerada ao longo de todo este trabalho.

1.26 Exemplo.
Conforme a ordenacao fixa das varidveis considerada a partir de agora, temos
que, como z é a primeira varidvel ndo ocorrendo em (z # y) nem em y,

(Fy(z # y))(x|y) é aférmula Iz(y # 2) .

1.27 Definicao.
Os enunciados abaixo especificam a instanciacio de varidveis por termos em
termos, em férmulas e em colec¢des de férmulas:

180 universo de discurso é a colecdo subentendida de valores que as varidveis podem assumir
em um dado contexto.
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(1) A instanciag¢do de x por t em u, notada por u(z|t), é o termo obtido de
u substituindo todas as ocorréncias de z por t.

(ii) A instanciagdo de z por t em P, notada por P(z|t), é a férmula obtida
de P substituindo todas as ocorréncias livres de z por ¢, se P ndo possuir
quantificadores. Caso houverem quantificadores na férmula envolvida,
entdo tal instanciagdo ¢ definida conforme as seguintes cldusulas, onde
x e y sdo varidveis distintas:

o (YzP)(z|t) = Yz P;

x WyP(x|t), se x ndo é livre em P ou y ndo

¢é livre em ¢,

% WzP(y|z)(x|t), em caso contrdrio, onde z

¢ a primeira varidvel ndo livre em {¢, P}.

(iii) A instanciagdo de x por t em T, notada por T'(z|t), é a cole¢do

{P(z|t)|P € T}.

© (WyP)(alt) 020 =

1.28 Lema.
" Se ¢ A v entdo (VyP)(z[t) = VzP(y|z)(x|t), onde
x & livre em P,
* 2z =1, se y ndo é livre em t,
{* z é a primeira varidvel ndo livre em {t, P}, em caso contrdrio.

1.29 Lema.
. T #y,
Se x é livre em P,
{z ndo ¢ livre em {x,t,VyP},
(PyP)(z(t) = UzP(y|2)(x

entdo existe uma varidvel z tal que

t).
1.30 Fato. P(z|t) = P se, e somente se, x =t ou x ndo é livre em P.

1.31 Fato. y é livre em P(x|t) se, e somente se, y € livre em YxP ou
x € livre em P,
y é livre em t.

Para provar os resultados bésicos de instancia¢io, hd uma relagdo sin-
tatica fundamental, que € a aceitacdo de uma varidvel por um termo em uma
formula. Esta nova relag@o € baseada por sua vez em uma outra ideia ainda
mais bésica, a do escopo forte de uma varidvel.

190 caso em que y nio é livie em ¢ contém a possibilidade de que z = ¢, pois estamos
considerando que = # y.

20A primeira condicio desta cldusula pode ser desdobrada em duas condigdes, e daf
a formulagdo seria desta forma: (VyP)(z|t) = PyP, se x ndo é livre em P, e
(TyP)(z|t) = UyP(z|t), se y ndo é livre em ¢.

2INo segundo caso, como x ¢é livre em P e z ndo é livre em P, temos que z # x, ou seja, z
ndo é livre em {z, t, P}.
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1.32 Definicao.
Dizemos que x estd no escopo forte de y em P se x possuir uma ocorréncia
livre em P figurando em alguma subférmula de P de uma das formas VyQ

ou FyQ.

1.33 Escélio. Se y ndo é ligado em P, entdo x ndo estd no escopo forte de y
em P.

1.34 Escélio. Se x estd no escopo forte de y em P, entdo x e y sdo varidveis
distintas.

1.35 Notacao. Dadas duas varidveis x e y e uma féormula P, a expressao
‘escf(x,y, P)’ abrevia a proposigéo ‘x estd no escopo forte de y em P’.

1.36 Fato. As cldusulas a seguir especificam recursivamente quando uma
varidvel estd no escopo forte de outra varidvel em uma formula:
(i) Ndo é o caso que escf(z,y,p(t1,. .., tn)). 2
(i) escf(xz,y,P) sssx escf(x,y, P).
(iii) escf(x,y, P#Q) sss escf(x,y, P) ou escf(x,y, Q).
T # 2,
(iv) escf(x,y, VzP)sss § y = z implica que x € livre em P,
y # z implica que escf(x,y, P).

1.37 Definicdo. Dizemos que = aceita t em P se x ndo estiver em P no
escopo forte de alguma varidvel livre em ¢.

1.38 Escélio. Se nenhuma varidvel livre em t é ligada em P, entdo x aceita
tem P.

1.39 Notacdo. Dada uma varidvel z, um termo ¢ e uma férmula P, a ex-
pressdo ‘ac(z, t, P)’ abrevia a proposi¢do ‘x aceita t em P’.

1.40 Fato.

As cldusulas a seguir especificam recursivamente quando uma varidvel aceita
um termo em uma formula:

(1) ac(x, tvp(tlv cee 7tn))

(i) ac(z,t,—P) sss ac(x,t, P).
(iii) ac(z,t, P#Q) sss ac(z,t, P) e ac(x,t, Q).

(iv) ac(xz,t,UyP) sss xz=y ou y ndo é liv.e em P ou

y ndo € livre em t,
{ac(m, t, P).

221sto ndo é verdadeiro em linguagens nas quais termos possuem varidveis ligadas, como é o
caso nas Légicas Descritivas.
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1.41 Lema.
As seguintes leis fundamentam as relagcées entre a aceitagdo e a instanciac@o
simples:
(i) Se {y ndo é livre em VP, entdo ac(x,t, P) sss ac(y, t, P(z|y))
x aceita y em P, 7 Y '
(ii) Se y ndo é livre em Vx P, entdo ac(x,y, P) sss ac(y,t, P(z|y)).
T FY
(iii) Se 4 x ndo é livre em u, entdo ac(x,t, P) sss ac(x, t, P(y|u)).
y aceita u em P,
Damos a seguir algumas leis sintdticas fundamentais a respeito da ins-

tanciacdo simples, as quais sdo requisitos para a deducdo de outras leis mais
avancadas concernentes a instanciacio e a congruéncia.

1.42 Lema.
y ndo é livre em Vx P,
(i) Se < x aceitay em P, entdo P(z|y)(y|t) = P(x|t).

x aceitat em P,
y ndo € livre em VY P,

(ii) Se = aceitay em P, entdo P(x|y)(y|x) = P.
T 7Y,
x ndo é livre em u,
(iii) Se < y ndo é livre em t, entdo P(x|t)(ylu) = P(y|u)(z|t).

x aceitat em P,
y aceita u em P,

Ha uma relagio entre féormulas que é fundamental para a enunciagio
de vérios resultados sintticos concernentes a instanciacio de varidveis, que
¢é arelacdo de congruéncia entre formulas.

1.43 Definicao.

As condigoes abaixo definem a relacdo de congruéncia entre duas formulas

em LQC, notada por ‘=" :

o p(t1,...,tn) ~c q(ua,...,up) se, e somente se, p = ¢, n = pet; = u;,
para qualquer: =1,...,n.

e P, =, P, se, e somente se, P ~. P».

o Pi#Qq =, Po#Q4 se, e somente se, P; ~. P e Q1 ~. Q2.

y ndo é livre em Y Py,

P1($|y) e Pg.

* Se P; e P sdo férmulas de tipos diferentes, entdo P; %, P2

e UxP =, UyPs se, e somente se,{

As seguintes proposicdes concernentes a relacdo de congruéncia entre
férmulas sdo validas.

230u seja, duas férmulas atdmicas sdo congruentes se, e somente se, elas forem iguais.
241sto é, ndo é verdade que Py ~. Ps.
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1.44. Leis sintaticas fundamentais da congruéncia de formulas
(i) P =, P.
(i) Se P =, @), entdo P e () possuem as mesmas variaveis livres.
(iii) Se P ~. Q, entdo gr(P) = gr(Q).
(iv) Existe P’ tal que P =~. P’ e x1,...x, aceitam respectivamente
t1,... t, em P’.
(v) Se P ~. Q,entio QQ ~. P.
(vi) SeP~.QeQ ~. R,entdo P ~. R.
(vii) Se P =, Q, entdo P(x|t) ~. Q(z|t).

Finalmente, com base nas leis acima, podemos deduzir as seguintes
leis sintdticas da instanciacio:

1.45. Leis fundamentais da instanciacao
(i) Se y ndo é livre em Va P, entdo P(z|y)(y|t) ~. P(z|t).
(i) Se y ndo é livre em Vz P, entdo P(z|y)(y|x) ~. P.
x ey sdo varidveis distintas,
(iii) Se {x ndo é livre em u, entdo P(x|t)(y|u) =, P(ylu)(z|t).
y nao é livre em ¢,
. x e y sdo varidveis distintas,
(iv) Se {z ndo é livre em {z,t,VyP},
entdo Wy P(x|t) ~. V2P (y|z)(z|t).

Instanciacido X Substituicao

Além da instanciacdo de varidveis por termos em formulas, existe
outra operacdo importante de manipulacio de férmulas, que € a substituicdo
de formulas por formulas em formulas. Enquanto a primeira operagdo sin-
tatica é fundamental para a formulacdo de trés das quatro leis de introducéo
e eliminac¢do de quantificadores e suas consequéncias, a segunda operagcdo
é essencial para a enunciag@o das leis de substitui¢do para equivaléncia. O
conceito de substituigdo € tratado de forma mais detalhada na se¢do § 10.1.

A nosso pensar, existe uma certa confusio entre os conceitos de ins-
tanciacgdo e substituicdo em diversos livros-textos sobre logica. A par disso,
apresentamos alguns exemplos e uma tabela comparativa com o resumo das
caracteristicas relacionadas aos mesmos.
1° exemplo:

* Instanciagdo:
(Ve p(x) A q(@)) (@] f(y, 2)) = Ve p(z) A q(f(y, 2))-
* Substituicdo:

(Vo p(z) A q(2))(@[|f(y, 2)) = Ve p(f(y, 2)) A a(f(y, 2))-
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2° exemplo:

* Instanciacdo:
(Vep(z,y) Ay a(z,y,2)) (2] f(y, 2))

(Ve p(z,y) A Tw <_ ) (|13, 2))
Vap(z,y) A Jwq(z,w, f(y,2)).
(V2 p(x,y) A Fy gy 2) (]| (3. 2))

Vap(f(y,2),y) Ay q(z,y, fy, 2)).

* Substituicdo:

3° exemplo:

* Instanciagdo:
(Ve p(z,y))(ylf(x, 2))

(Vo p(aw, ) (9 (2, 2))

Vwp(w, f(z,2)).

(VY p(z, y) (Yl f(z,2))

Va p(z, f(z, 2)).

¢ Substituicao:

Tabela 5.1: Comparativo - Instanciagdo X Substitui¢do

INSTANCIAGAO SUBSTITUICAO

termo por termo,

Ambito variavel por termo , i
férmula por formula

leis de introdug&o e eliminagdo de

Aplicagdo quantificadores e leis derivadas leis de substituigdo em geral
Renomeacgéo . -
sz o sim nao
de variaveis
troca de ocorréncias livres de troca de ocorréncias reais
Definicédo varidveis com eventuais de termos ou férmulas sem
renomeagoes renomeagdes

Simbolo (x1y) (x11y)
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§2. Uma Semantica para LQC

Esta sec¢@o define uma semdntica para LQC.

2.1 Definicao. Os valores veritativos em LQC sdo v e f, onde o Unico valor
distinguido é v. Uma ordem € considerada na cole¢@o de valores veritativos
em LQC, em que f < v.

2.2 Defini¢do. Um universo ¢ um conjunto nao vazio.

2.3 Notaciao. A menos que seja dito o contrério:
* A denota um universo.
* d denota um elemento de A.

2.4 Definicao.

Um mundo sobre A é uma fun¢io w, cujo dominio — notado aqui por D(w)

— é a colegio de sinais nio légicos? satisfazendo as seguintes condigdes:

* se ¢ é uma constante e ¢ € D(w), entdo w(c) € A.

* se f é um sinal funcional n-drio tal que f € D(w), entdo w(f) é uma
funcéo de A™ para A.

* se p é um sinal predicativo n-drio tal que p € D(w), entdo w(p) € A™.

2.5 Exemplo.

Seja w um mundo sobre {Merctrio, Vénus, ..., Netuno}.

Seja o dominio D(w)={{Mercirio, ..., Netuno}, maior, mais distante,
seguinte }.

Considerando que {Merctirio,..., Netuno} sdo constantes, maior e mais
distante sdo sinais predicativos diddicos e seguinte é um sinal funcional
monddico:

w(‘Mercirio’) = Merctrio.

w(‘Netuno’) = Netuno.

w(maior)={{x, y)|x, y sdo planetas A x é maior que y}.

w(mais distante) = {(x,y)|z,y sdo planetas A x é mais distante do sol que
y}

Uma interpretagdo para este dltimo caso seria (Netuno, Saturno) € w(mais
distante).

2.6 Definicao.

As cldusulas abaixo explicam o que significa um mundo para um designador

e um mundo para uma colecdo de designadores:

e w é um mundo se w é um mundo sobre A, para algum universo A.

* w é um mundo para um designador D se cada constante, sinal funcional ou
sinal predicativo ocorrendo em D pertencem ao dominio de w.

23 Considere a definigio 1.3.
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e w é um mundo para uma colecio €2 de designadores se w é um mundo para
D, paracada D € Q.

2.7 Definicao. (A-atribuicao para variaveis)
Uma A-atribuicdo para varidveis s é uma funcdo da colecdo de varidveis
para A.

2.8 Exemplo. Seja s uma N atribui¢do definida por s(z) = 1,s(y) = 2,...

2.9 Notac¢iao. A menos que seja dito o contrario, s € uma A-atribuigcdo para
varidveis, para algum universo A.

2.10 Definicao.
Seja s uma A-atribuigéio para varidveis e d € A. s(x|d) é uma A-atribuigéo
para varidveis como € especificado abaixo:

_[sy).sex # .
s(ald) (o) = {0 " 7
s(x|d) pode diferir de s, possivelmente, apenas em relagéo ao valor de = com
respeito a s.

2.11 Exemplo. Considere o exemplo 2.8. Entdo para s(x1]7) temos que
s(r)=1les(xy)="T.

2.12 Definicao. (LQC-interpretacio)
Uma LQC-interpretagdo é uma tripla (A, w, s), tal que A é um universo de
discurso, w é um mundo sobre A e s é uma A-atribuicdo para varidveis.

2.13 Notacdo. I = (A, w, s).

2.14 Definicao.

I(z|d) = (A, w, s(z|d)).

I(x|d) é uma LQC-interpretacdo que pode diferir de I, possivelmente, apenas
no que diz respeito a sua A-atribuicdo para varidveis.

2.15 Definicao.

o [ ¢ uma LQC-interpretacdo para um designador D se w é um mundo para
D.

o [ é LQC-interpretacdo para uma colecdo de designadores () se w é um
mundo para €.

e téum [-termo se t é termo e I é uma LQC-interpretagdo para ¢.

e P ¢&uma [-férmula se P ¢ férmula e I € uma LQC-interpretacdo para P.

e D éum I-designador se D é um designador e I é uma LQC-interpretacdo
para D.
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2.16 Definicao.

Considerando uma LQC-interpretacdo I = (A, w, s), as seguintes clausu-

las especificam duas fungdes Ip e Iy, as quais s@o respectivamente a

LQC-denotacao definida por I e a LQC-valoragao definida por I:

* Ip € uma fungdo da colec¢do de todos os I-termos para A.

* Se ¢ é uma constante e ¢ € D(w), entdo Ip(c) = w(c).

* Se x é uma varidvel entdo Ip(x) = s(z).

* Se f é um sinal funcional n-drio, f € D(w) e t1,...,t, sdo I-termos,
entdo Ip(f(t1,...,tn)) =w(f)Up(t1),...,Ip(tn)).

* [y é uma funcdo da colecdo de todas as [-férmulas para {v,f}.

* Se p é um sinal predicativo n-drio, p € D(w) e t1,...,t, sdo I-termos,
entdo Iy (p(t1,...,tn)) =vsss (Ip(t1),...,Ip(tsn)) € w(p).

Se P e @ sdo I-férmulas, entdo:

* Iy(=P) # Iy(P).

P T
* Iy(PAQ) =min{ly(P),Iv(Q)}.

e Iy(PV Q) =max{ly(P), Iyv(Q)}.

* Iy(T)=v

o Iv(J_) =f

o Iy (VzP) = min{I(z|d)y(P) | d € A}.
o Iy(3xP) = max{I(z|d)y(P) | d € A}.
2.17 Definicao.

* I(z|d)y (P)= o valor veritativo de P (com respeito a I) quando a x é
atribuido o valor d.

* I(z|d) p(u)= o objeto associado a u (por I) quando a x ¢ atribuido o valor
d, sendo d € A.

2.18 Proposicao.
Se y ndo é livre em Vz P, entdo I(y|d)y (P(z|y)) = I(z|d)y (P).

2.19 Definicao. (Funcoes Booleanas)
* Dy o dominio veritativo da Légica Classica,

¢ A um subconjunto de Dy, que também € elemento de p(Drc),

* by, by representacdes de valores booleanos,

* max e min, um valor mdximo e um valor minimo, respectivamente.
Considere as seguintes definicdes booleanas?

Sejam

26Chamamos essa fungdo de ‘B’ em correspondéncia ao ‘B’ de George Boole. Tais defini¢des
sdo uteis para simplificar alguns lemas da corregio de LQC.
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« B (o S} - o, f1.

B_(b) # B(b).
e B {v, f}2 = {v, f}*.

(b1, b2) = 3?’;5 1(:(;t‘rla’irio.

* B/\ : {U’f}2 - {Uaf}'

B/\ : B/\(bl, bg) = min {bl, b2}29.
e By :{v,f}*—={v, f}.

B\/ : B\/(bl, bg) = max {bl, b2}30.
* By: p(’DLC) - {Uv f}

A+ min (A).
* B3:p(Drc) = {v, f}.

A — max (A).

2.20 Escolio.

s Iy(~P) = Bﬂ(P)-
v(P—=Q)=B.(Iyv(P), Iy

s Iv(PAQ) = BA(Iy(P), I V
v(PVQ)=Byv(P), Iy
v(VzP) = Bv({I(x|d)V(P

A}).

(@
Q).
|Q
|d e A}).

(
(
)|d
)

2.21 Escélio.
Se x,y sdo varidveis distintas, entdo I(x|dy)(y|d2) = I(y|dz2)(z|d1).

2.22 Definicao.

Considere I = (A, w,s) e I' = (A, w',s).

I e I coincidem em um designador D se as seguintes condi¢Ges sdo satis-
feitas:

[ e I’ sdo interpretagdes para D.

o Para cada varidvel livre z em D, s(z) = §'(z).

* Para cada sinal 16gico [ ocorrendo em D, w([) = w'([).

I e I' coincidem em uma colecdo ) de designadores se, para cada D € Q,
Ie I’ coincidem em D.

2.23 Definicao. (Coincidéncia entre LQC-interpretacoes)

Se I e I’ sao LQC-interpretagdes, entdo as seguintes proposi¢des sio validas:
* Se I e I’ coincidem em t, entdo Ip(t) = I}, (1).

* Se I e I’ coincidem em P, entdo Iy (P) = I{,(P).

2TUma fungdo de {v, f} para {v, f}, que a v associa f e a f associa v.
28 A dois valores booleanos v, f associa um valor booleano v, f.
29Valor minimo de b1, ba.

30Valor maximo de b1, ba.
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e Se I e I’ coincidem em P, entdo [ satisfaz P sss I’ satisfaz P.
e Se I e I’ coincidem em I, entdo I satisfaz I" se I’ satisfaz I".

2.24 Lema. (Instanciacdo de varidveis por termos fechados em um termo

ou uma formula)

e Se I é uma LQC-interpretacio  para  {u,t}, entdo
Ipu(zlt) = I(z]|Ip(t))p(u).

e Se I ¢ uma LQC-interpretagio para {P,t}, entdo
Iy P(x|t) = I(z|Ip(t))v (P).

2.25 Definicdo. (Satisfabilidade de férmula e de colecdo de formulas em
LQC)

I uma LQC-interpretago,
Sejam {P uma [-férmula,

I" uma 7I-colecdo de férmulas.
I satisfaz uma formula P em LQC, ou P é LQC-satisfativel, se Iy (P) é um
valor distinguido em LQC, ou seja, Iy (P) = v.
1 satisfaz uma colecdo I de formulas em LQC, ou I' é LQC-satisfativel, se
1 satisfaz cada férmula de I' em LQC.
Caso contrario, P é LQC-insatisfativel e I' € LQC-insatisfativel.

2.26 Definicdo. (Validade de féormula e de colecio de formulas em LQC)
(i) I valida T em LQC se cada férmula de I" é uma I-férmula e se existe

uma férmula de I' tal que I satisfaz essa férmula.

(i) P éLQC-vdlido se P é uma férmula em LQC e toda LQC-interpretagdo
para P satisfaz P, caso contrario, P ¢ dito ser LQC-invalido.

@(iii) I' é LQC-vdlido se toda LQC-interpretacdo para I" valida I', caso con-
trario I' € dito ser LQC-invalido.

2.27 Definicao. (LQC-Consequéncia Semantica)

P € consequéncia semintica de I' em LQC, T Toc P, se toda

LQC-interpretagdo para I' U { P} que satisfaz I" também satisfaz P.
2.28 Leituras. T ToC P

e ‘De T afirma-se P em LQC’,

* ‘T, portanto P em LQC’,

e ‘P ¢é consequéncia semantica de I' em LQC’,

e ‘Péteoremade ' em LQC’,

e ‘T acarreta semanticamente P em LQC’.

2.29 Exemplo. Quando I acarreta P semanticamente em LQC:
. {(VaP,Vz(P = Q)} ILQ=C vz Q.
. {(VzP,32Q} ILQ=C PAQ.
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§3. Um Calculo de Sequentes para LQC

Nesta secao nés falaremos somente da Légica Quantificacional Clas-
sica. Assim, para dizer que P é consequéncia de I' em LQC, notaremos isto
por I' l— P.

Damos abaixo um célculo de sequentes para LQC. Este se constitui de
todas as leis primitivas de LPC, traduzidas para a linguagem de LQC, mais
as Leis de Introdugdo e Eliminagcdo de Quantificadores.

Todas as leis derivadas de LPC citadas na parte expositiva do capi-
tulo anterior, devidamente traduzidas para a linguagem de LQC, também séo
validas em LQC, com excecdo do Esquema da Substituicdo para Equivalén-
cia, dado na pagina 193, o qual néo ¢ valido nesta forma em LQC, por supor
implicitamente um fato ndo necessariamente presente em LQC, devido & sua
distinta estrutura sintatica.

Leis de Introduciao e Eliminacao de Quantificadores

3.1. Generalizacio Se {F I_ P, . entdo I' I— Vo P.
z nao é livreem I,

3.2. V-Eliminagiio VP |- P(z|t).
3.3 Escélio. (Exemplar do esquema V-el: ¥Vxr P I— P)

1 V2P pr
2 P(z|r) 1, V-el
3 P 2

3.4. 3-Introduciio P(z|t) I— JzP.
3.5 Escolio. (Exemplar do esquema 3-int: P I— JzP)

1 P pr
2 P(z|x) 1
3 dzP 2, 3-int
3.6. 3-Eliminacao
I 3zP,
Se 4T, P(zly) - Q. entio I' - Q3!

yndo € livieem ' U {3z P, Q},

31Se 2 nio for livie em T' U {Q} (obviamente, z ji ndo é livre em 3z P), entdo a varidvel y
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3.7. 3-Eliminacao (versido que usa uma nova constante)
rh3zpP,

Se 4 T, P(z|c) I_ Q, entdo I' I— Q.
cnio figuraem I', P, @,

3.8 Notacao. Considere que, no restante deste trabalho, TNT?2 é uma axio-
mética®® para os nimeros inteiros.

A seguir damos um exemplo mostrando por que a restricao de z nao
ser livre em I', na regra da generalizacdo, é importante.

3.9 Exemplo. Temos que TN,z = 5 l— primo(z), e dai, aplicando
Gen sem atender a restricdo de que x ndo deve ser livre em I', temos que
TNLxz =5 l— Va primo(z), e dai TNI l— x =5 — Vz primo(x). Aplicando
a este dltimo sequente sucessivamente a Gen e o esquema do V-eliminagdo,
temos que TNI l— 5 = 5 — Va primo(z), e dai TNI l— Yz primo(z), o que
evidentemente ndo ¢ verdadeiro.

3.10 Exemplo. Mostre que IW Ve par(z + x).

Prova:
1 z4+z=22 ant
2 par(2z) ant
3 par(z+zx) 2,1
4  Vxpar(x+x) 3, Gen

O

O seguinte exemplo mostra a importancia da restricdo de que y ndo
deve ser livre em 3z P na regra do 3-eliminagdo. Nele, essa restri¢do € violada
e as demais sdo respeitadas.

3.11 Exemplo. Considere que o universo de discurso implicito é a colecdo

dos niimeros inteiros. Temos que TNI l— Jx(x > y). Se aplicarmos a
Regra do 3-Eliminacéo sem atender a restri¢do de que y ndo deve ser livre

em Jz P, temos que Jz(z > y) I— y > y, 0 que acarreta, pela Regra do
I-Introdug¢io, em Jx(z > y) l— Jy(y > y), e dai TNI l— Jy(y > y), o que
ndo é verdadeiro.

a ser utilizada pode ser a prépria varidvel z. Adiante é dada uma versdo simplificada desta regra
levando isto em conta.

32«TNT’ é uma sigla para ‘teoria dos nimeros inteiros’.

31sto &, uma colegdo de férmulas descrevendo as propriedades bésicas dos niimeros inteiros.
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Existe uma forma mais simples da lei do 3-elimina¢do comumente
utilizada:

I} 3P,
3.12 Corolario. Se S . p |_ Q, entdo I’ |— Q.
x ndo élivieem T U {Q},
Prova:
1 T3P hip
2 T,PFQ hip
3 zndoélivreem I, Q hip
4 T,Palz)FQ 2
5  xndoélivreem Jz P ant
6 zndoélivireem ',z P,Q 3,5
7 ThQ 1,4, 6,3l

O

O préximo exemplo mostra a importancia da restricio de x ndo ser
livre em I" nesta segunda versdo da regra do J-eliminacdo. Esta é violada,
mas a outra restricdo € respeitada.

3.13 Exemplo. Temos que TNI I— Jx  {mpar(z), e dai

TNI, par(z) l—EIx fmpar(xz). Aplicando a versdo simplificada da regra
do F-eliminacdo sem atender a restricdo de que x ndo deve ser livre em

I', acabamos concluindo que TNI l— Jz(par(z)A impar(x)), o que ndo é
correto.

No exemplo seguinte mostramos a importancia especifica da restri¢ao
de x ser livre em (), na formulagdo desta segunda versdo da regra do
J-eliminacio.

3.14 Exemplo. Temos que TNI I— Jx perfeito(z).>* Aplicando esta segunda
versdo da regra do J-eliminag@o sem atender a restricdo de que x ndo deve

ser livre em @, temos que Jx perfeito(x) I— perfeito(x), e dai, aplicando a
regra da generalizagdo, temos que 3z perfeito(z) l— V perfeito(x), o que nos

leva a concluir que TNI l— Va perfeito(x), o que obviamente é falso.

34Um niimero inteiro positivo é dito perfeito se a soma dos seus divisores positivos, distintos
dele proprio, for igual a este nimero. Por exemplo, 6 e 28 sdo ambos nimeros perfeitos.



Outro contra-exemplo ou faldcia é apresentado a seguir.

Mostre que lﬁ Jy(y > ).

Prova:

N N e AW

y+1>y
(z>y)(zly+1)
Jz(x > y)

(z > y)(zly)

y>y

Fy(y > y)
Jy(y > y)

ant

1

2, J-int
sup

4

5, 3-int
3,4,6, 3-el
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O

Novamente aplicando a segunda versdo da Regra do 3-Eliminacédo e

sem verificar que y € livre em Jz(z > y), temos que lﬁ Jy(y > y), o que
¢ incorreto.

Leis Basicas dos Quantificadores

3.15. Negacao de Formula Existencial I— =3z P < V- P.

Prova da ida:

-3z P
P
JzP
-3z P
-P
VP

—dxP — Vz—-P

Prova da volta:

1

sup
2

sup
2,3-int 3
| 4
2,3.4,—-int >
5,Gen 6
1,6,RD 7
8
09

VP
-P
JxP
P
-P
-3z P
—-JxP
-3z P
Ve P — —3xP

sup
1,V-el
sup

sup

2

4,5NC
3,4,6,3-el
3,7,—-int
1,8,RD

O
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3.16 Exemplo.

Nao existe algo imortal.

1

—3Jz imortal(x)

!

Vz— imortal ()

1

Tudo ndo é mortal.
3.17 Exemplo.
Naio existe Doutor iletrado.
—Ja( Doutor(xi) Ailetrado(x))
Vxﬂ(Doutor(a:)i/\ iletrado(x))
Va(Doutor(x) i —iletrado(z))

1

Todo Doutor néo € iletrado.

3.18. Negacao de Formula Universal I— —Va P Jz—-P.

Prova da ida: Prova da volta:
1 —-3Jz—-P sup 1 ——Vz P sup
2 Ve——P LNE 5 Yz P 1,.DN
3 ——P 2V-el 4 P 2,5-el
4 P 3DN 4 —P 3,DN
5 Yz P 4,Gen 4 Vo——P 4,Gen
6 | V2P >DN 6 | —3p-pP 5NE
7 —Jdz—-P — —-—Vz P L6,RD ~ ——VzP — =3-P 1,6,RD
8 —VaP — Jz—-P 7,Ctp g JpaP - -z P 7, CTP

O
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3.19 Exemplo.

Nem todo ledo é feroz.

1

=V (ledo(x) — feroz(x))

Jz—(ledo(x) — feroz(x))

!

Jz(ledo(z) A — feroz(z))
1

Algum ledo ndo é feroz.

3.20. Instanciag¢io® Se {F I_ Pj . entdo I’ I— P(x|t).
x nao é livreem I,
() FvzP o P,

3.21. Vacuidade®® Se x ndo é livre em P, entdo
(i) |- 3zP < P.

Prova de (i): Prova de (ii):
1 2 ndo é livie em P hip 1 xndoélivreem P hip
2 VgP —s P Vel 2 P—dzP J-int
3 P sup 3 JdxP sup
4 | vaP 3.1,Gen P sup
5 PoVaP 34RD O P 4
6 ViPo P 25nmt & | P 3:4.3,1,3-l
7 JxP— P 3,6,RD
D 8 ZJPerP 7,2,A- int

O

35E uma combinacio entre a Regra da Generalizagio e a Regra do V-eliminago.
36F uma condigiio de uma ocorréncia de quantificador ser vacua.
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3.22 Corolario. (Lei de Negacdo de Formula Existencial e Negacdo de
Formula Universal)

(i) |- VaP ¢ 32-P,
(i) |- 32P < ~Vz-P.

Prova de (i): Prova de (ii):
1 —VaP ¢ 32-P NU | L30P o VeaP NE
2 ~VePo-demP LLSC »  _gppva-P 1,LSC
3 VeP&—vzP DN 3 3ppe 3P DN
4 VzPo-dzoP 32.TE 4 3P & —Va—P 3,2, TE
- O

3.23. Congruéncia
() |- 32P < 3yP(aly),

Se y ndo € livre em Vo PP, entdo
(ii) l— VaP < YyP(x|y).

3.24 Exemplo.

Todo nidmero primo maior e igual a 3 € impar.
Va(primo(x) A x > 3 — {mpar(x)). (1)
Vy(primo(y) Ay = 3 — fmpar(y)). (2)

Com essa lei é possivel renomear a varidvel quantificada sem alterar o
significado da férmula®’. Isso pode ser 1itil em algum processamento no qual
seja necessario renomear variaveis, por exemplo, as leis de substituicdo.

3.25. Lema da Substituicao para Quantificadores

() V(P < Q) vaP & vaq,
(i) V(P + Q) 32P & Q.

Leis Complementares dos Quantificadores

() |- VavyP < VyvaP,

3.26. Comutatividade
(i) |- 323yP  Jy3xP.

37(1) e (2) néo sdo iguais, mas sdo congruentes.
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3.27. 3-Importacio’® I— JaVyP — Vy3zP.

Prova:
1 JaVyP sup
2 T Yy P sup
3 P 2,V-el
4 JxP 3,3-int
5 Vy3dx P 4,Gen
6 Yy3Jxz P 1,2,5,3-el
7 JaxVyP — Vy3z P 1,6,RD
O
Para mostrar que a volta ndo € correta, tentaremos provar que
- Vy3aP — 3avyP.
Prova:
1 Vy3x P sup
2 JxP 1,V-el
3 P sup
4 VyPx

O

A regra da generaliza¢do ndo pode ser aplicada em (4) pois € impos-
sivel saber se y ndo € livre em I, ou seja, nas premissas existentes no ambiente
de hipdtese: y ndo € livre em (1) mas pode ser livre em P. Dessa forma, ndo

¢é verdade que I— Vydz P — JxVyP.

3.28 Exemplo.
Sejam A = New(<) = {{z,y)|z,y e NAz < y}.
Iv (Vy3z(y < z)) = v, mas Iy (aVy(y < z)) = 1.

3.29 Definicao.

Sejam ¥ um quantificador e # um conectivo diddico.
Dizemos que:

(i) W distribui com respeito a # em L se Ya(P#Q) IT U P#YzQ),
(ii) W fatora com respeito a # em L se Yz P#VzQ IT Uz (P#Q).

380u V-Exportagio.
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3.30. Distributividade e Fatorabilidade de Quantificadores
Sejam ¥ um quantificador, £ uma l6gica e # um conectivo diadico em L:

» W ¢ distributivo (em £) em relagdo a #: Va(P#Q) IT Ve P#YzQ).

¢ fatorativo (em £) com respeito a #: Vx(P#Q) IT Uz (P#Q).

() | Vz(P— Q) = (VaP — V2Q),

(i) |- Va(P A Q) ¢ (VaP AV2Q),

(i) |- VzP Vv V2Q — Va(PV Q),

(v) |- Va(P & Q) = (VaP & V2Q),

V) b (3P = 32Q) = 32(P = Q),

i) 3P A Q) — FzP A 32Q,
(vii) |- 3z(P Vv Q) ¢ FxP v 32Q.

No item (iii), a volta ndo € correta, ou seja, ndo é verdade que

V(P Vv Q) = VaP v VzQ.
Veja este contra-exemplo:

3.31 Contra-Exemplo. Iy (Vz(<0Vz>0))=v

Iy(Ve(z < 0) = f _ -
Ig(v:z(x >0)) =f } Iy (Vz(z <0) VVr(z > 0)) =1

No item (iv), o quantificador universal nio fatora com respeito a equi-

valéncia, ou seja, ndo é verdade que l— (VP <> V2Q) = V(P < Q).
Veja o seguinte contra-exemplo:

3.32 Contra-Exemplo. lﬁ —Vz par(z).
=z primo(z).

Va par(z) <> Va primo(x).

-V (par(x) ¢ primo(x)).

A lei de substituicdo da equivaléncia para LQC sera enunciada aqui,
mas detalhada e provada em § 10.1.

3.33. Regra da Substituicao para Equivaléncia

s JTFPo P,
S ndo estd, em (), no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em { Py, P},

entio ' - Q(S|| Py) > Q(S|| Py).

3.34. Distributividade e Fatorabilidade Degeneradas de Quantificadores
U, U’ quantificadores,

Sejam { £ uma ldgica,
# conectivos diddicos em L.

¥ distribui de forma degenerada (em £) com respeito a # se e somente se:

o existe U’ #£ U tal que Uz ( P#Q) If W P#Y'zQ, ou
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* existe U’ #£ U tal que Uz (P#Q) If Uz P# Y@, ou
o existem U/, 0" £ U tal que Uz (P#Q) If U P#I"xQ).

U fatora de forma degenerada (em £) com respeito a # se e somente se:

o existe U/ # U tal que ¥z P#VzQ IT Uz (P#Q), ou
e existe U/ # U tal que Uz P # V'zQ If Uz (P#Q), ou
o existem U/, 0" #£ U tal que Wz P#Y"zQ IT Uz (P#Q).

() - Vz(P = Q) = (32P — 32Q),
(i) - (3zP = VaQ) = Va(P = Q),
(i) |- Va(PV Q) = VaP v 32Q,
(v) |- Va(PV Q) — 3P v VaQ,
™) | v2(P < Q) — (BzP « Q),
i) | 32(P = Q) & VaP — 32Q,
(vii) |- VaP A32Q — 32(P A Q),
(viii) |- 32P AV2Q = 3z(P A Q),
(x) | (V&P  32Q) — 3z(P < Q),
x) F (32P  v2Q) — Iz(P + Q).

3.35 Contra-Exemplo.

No item (ix), a volta ndo é correta, ou seja, ndo € verdade que
F32(P + Q) — (VaP < 32Q).

Sejam A = {c1, ¢z, 3}, w(p) = {e1} e w(q) = {c1, 2}

G, ey =y
Iy (Vap(x)) =

Iy (3xq(x)) = v } Iy (VaP « 32Q) = f.
Iy (Vop(z) < 3wg(x)) = f

Desta forma Iy (3z(P < Q) — (VzP <> 32Q)) = 1.
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Jz(p(z) < q(2))V/
=(Vop(z) <> Jzq(x))V/
pler) < qe)y/

pr(‘x)\/
ﬂxq‘(ﬂﬁ)\/
Va—g(z)y/

3.36. Transporte de Quantificadores.

—Vap(z)y/

qu(‘w)\/

ij]9‘(96)\/
Q(‘C2)

Todas as leis abaixo s@o indispensdveis para se fazer uma prova por in-
dugdo com redugdo a forma prenex. Além disso, a redug@o a forma prenex é
essencial para diversos métodos de automatizacido do raciocinio. Reduc¢do
a forma conjuntiva normal, redu¢do a forma disjuntiva normal e reducio
a forma prenex, sdo ferramentas indispensdveis para a automatizacdo do
raciocinio, além da lei da vacuidade (eliminacdo de quantificadores vacuos).
Meétodos de resolucdo sempre fazem redug@o a forma prenex e os métodos de

tablo também costumam fazé-la.

¢ Se x ndo élivre em P, entdo

@) l—Vz
(i) l— dx
(iii) l—V
(iv) -3
W) |~ va
(vi) |3z

P — Q)< (P —VzQ),
P— Q)+ (P—3zQ),
PAQ) < PAVzQ,
PAQ)+ PA3zQ,
PV Q)+ PVVzQ,
PV Q)<+ PVIxQ.

dx

AAA,_\A/_\



Prova de (i):

Prova de (iii):

Prova de (v):

O o0 N9 N N B W NN =

—_
=)

x ndo é livre em P
V(P — Q)
“
V(=P V Q)
~
-PVVYzQ
>
P —=VxQ
V(P — Q)+ P —VzQ

x nao é livre em P
V(P A Q) <> Ve P AVxQ
V(P A Q) <> P AVzQ

z ndo é livre em P
Va(PV Q)

?xP Vv V@
PvvzQ

V(P V Q) — PV VzQ
PvVz@Q

imP Vv V@
V(P V Q)

PVvVzQ —Vz(PVQ)

V(P V Q)+ PVVYzQ

(1), hip

IM, SE

1, TQ(v)

M

@®)
1,8, TE

hip
DFQ
1,Vce,SE

hip

sup

2, DFDQ
3,1, Ve, SE
2,4,RD
sup

6, 1, Ve, SE
7, DFQ

6, 8,RD

5,9, A-int
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Abstragdo das leis de i a vi:
- Wa(P#Q) «» P#WUaQ, onde ¥ € {V, 3} e # € {—, A, V}.

Nas seguintes leis, os quantificadores mudam ou se invertem se sdo trans-

portados para o antecedente da implicacdo (casos i e ii). Nos outros casos

(transporte para o consequente da implica¢do, conjuncio e disjun¢do) eles
permanecem 0s mesmos .

() Fvz(P = Q) & (3P - Q),

(ii) l— Jz(P — Q) <> (V2P — Q),

(iii) l— V(P A Q) < VzP AQ,

Jar(

(

(

¢ Se x ndo é livre em (), entdo
(iv) l— PAQ)< JzPAQ,
V) Fva(P v Q)< vaPvQ,

i) |- 32(PV Q) & 3PV Q.

3.37. 3-Exportacio
2 ndo € livre em (), x nao é livre em P,
{y ndo € livre em P, {y ndo € livre em @,
entao
(i) |- V23y(P = Q) & Fyva(P = Q);

(i) |- Va3y(P A Q) & 3yva(P A Q);
(i) |- VaTy(P v Q) < Fyva(P Vv Q).

Quantificadores Tipicos

Embora definimos férmulas universais e existenciais em LQC para
quaisquer corpos, 0 seu maior uso pratico se dd com implica¢des e con-
jungdes, como corpos de férmulas universais e de formulas existenciais, res-
pectivamente.

Uma férmula universal com um corpo qualquer pode significar
algo bem improvdvel de ser verdadeiro. Por exemplo, considere a for-
mula Vz efémero(z). Pelo significado que normalmente atribuimos a ser
efémero, temos que esta férmula € falsa, mas existem vdrias restricdes
possiveis para o intervalo de valores da varidvel x que poderiam torna-
la verdadeira. Poderiamos, por exemplo, restringir os valores de x para
a classe das borboletas, e expressar facilmente esta restricdo escrevendo
Va(borboleta(x) — efémero(x)).

De uma forma andloga, uma férmula existencial com um corpo qual-
quer pode significar algo tdo genérico que € muito improvavel de ser falso,
assim a informag@o contida em tal féormula é em geral desprovida de utili-
dade. Por exemplo, considere a férmula 3z homem(z). Tal informagio € tio
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genérica e 6bvia que normalmente ndo possui utilidade pratica. Restringindo
o dominio de valores possiveis da varidvel z, poderiamos expressar algo bem
mais interessante. Poderiamos por exemplo limitar os valores de x para a
classe dos centendrios, e expressar com facilidade tal restricdo escrevendo
Jz(centendrio(x) A homem(z)).

Para um estudo sistemadtico de tais féormulas quantificadas, utilizamos
as abreviaturas dadas a seguir.

3.38 Definicao. Adotamos as seguintes abreviaturas para férmulas universais
e existenciais cujos corpos sdo respectivamente implicagdes e conjungdes:

* VRzP =Vz(R— P);

* JRzP =3xz(R A P).

As expressoes VR’ e ‘IR’ sdo chamadas de quantificadores tipicos,
ou melhor, quantificadores universais tipicos e quantificadores existenciais
tipicos, respectivamente. As formulas VRx P e 3Rx P sdo também chamadas
de universais tipicas e existenciais tipicas, onde R é sua restricdo e P € seu
corpo.

Dizer VRx P significa afirmar que cada objeto = que satisfaz R satis-
faz P, isto é, a propriedade universal Vx P torna-se restrita aos objetos x do
tipo ou do género que satisfazem R. Da mesma forma, dizer IRz P significa
afirmar que existe um objeto que satisfaz R e P, isto é, a propriedade existen-
cial 3z P torna-se restrita aos objetos = do tipo ou do género que satisfazem
R.

Podemos generalizar esses conceitos de quantificagéo tipica e definir
uma convencdo para o sinal predicativo diddico e o sinal predicativo
monddico.

3.39 Convengdo. (Para o sinal predicativo diadico)
Seja pt um sinal predicativo diddico.

s Vapt P=V(zpt)r P =Vz(xpt — P),

e dapt P=3(xpt)x P = x(xpt A P).

3.40 Exemplo.

a) Vx > 0(2z > 0), onde > é o sinal predicativo p, 0 é o termo e 2z > 0 é o
corpo P.

b) 3z > 0(z? < 100), onde > € o sinal predicativo p, 0 é o termo e 22 < 100
é o corpo P.

3.41 Convengdo. (Para o sinal predicativo monadico)
Seja p um sinal predicativo monédico.

s Vap P =Vp(z)x P =Vz(p(x) = P),

e JzpP=3p(x)x P=Jz(p(x) A P).
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3.42 Exemplo.
a)
Va positivo(z? > 0)
v positivo(;)x(a:2 > 0)
Va:(positivo(a;% (22 > 0))
b)

3z politico honesto(x)

—
=

3 politico()x honesto(z)

—
f—

Jz( politico(x) A honesto(x))
¢) 3z real(z? = 2) = Jreal(z)z(2? = 2) = Iz ( real(x) A (2% = 2)).

Empreendemos a seguir um estudo mais detalhado destes quantifi-
cadores. Conforme veremos, muitas das propriedades dos quantificadores
tipicos assemelham-se bastante as dos quantificadores comuns, sendo que a
Unica diferenca estd em eventuais restri¢des adicionais.

3.43. Regra da Generalizacao Tipico

G {F,RI—P,

z ndo é livreem I, entdo I I— VRxP.

Prova:
I T,RR-P hip
2 zxndoélivreem I’ hip
3 THR-P 1,RD
4 ThVe(R—P)  3,Gen
5 TFVReP 4, def
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3.44. Esquema do V-eliminagéio Tipico VRx P, R(z|t) I— P(xl|t).

Prova:

1 VRzP pr

2 R(zt) pr

3 Vaz(R—P) 1, def

4 R(z|t) = P(zt) 3, V-el

5  P(zt) 2,4, MP

O
3.45 Exemplo.
vV homem(x )z mortal, homem(Sdcrates) l— mortal(Sdcrates).
3.46 Escolio. Sdo equivalentes:
(i) yélivieemVxP,

(i) y é livre em xP.
3.47. Esquema do F-introducdo Tipico R(z|t), P(x|t) I— JRzP.
Prova:

1 R(zt) pr

2 P(z|t) pr

3 R(x|t) A P(x|t) 1, 2, A-int

4  (RAP)(z|t) 3

5 3z(RAP) 4, 3-int

6 dRzP 5, def

O

3.48 Exemplo.

drvore(mangueira), frondosa(mangueira) I— 3 drvore (z)x frondosa(x).



3.49. Regra do J-eliminacio Tipico
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T, R(x|t), P(z|t) l—Q entﬁoI‘l—Q.

{r - 3RzP,

yndo élivreem I', Iz R, 3z P, Q,

Prova:

O 00 9 O U B W N =

—_ = = =
W o= O

I 3RzP

T, R(xly), P(zly) |- Q

yndo élivreem I', xR, JzP, Q
I 3z(RAP)

paratodo S € I', T’ I— S

(R A P)(zly) |- R(zly)

(R A P)(zly) |- P(aly)

I, (R A P)(zly) |- R(zly)

T, (R A P)(zly) = P(aly)

paratodo S € I, T, (R A P)(z|y) l— S

I, (RAP)(aly) |- Q
yndo élivieem I',3z(R A P), Q

r-q

hip

hip

hip

1, def

Ref

N-el

A-el

6, Mon

7, Mon

5, Mon
10,9,8,2, TG
3

4,11, 12, F-el
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3.50. Regra do J-eliminacio Tipico (forma simplificada)

' 3RaP,
SedT,R, P l_ Q, entio I’ l— Q.

zndo é livreem I, (),

Prova:
I T} 3RzP hip
2 T,RPFQ hip
3  zndoélivreem I, Q hip
4  R(zlx)=R ant
5 Pzlx)=P ant
6 T,R(z|z), P(x|lz) |- Q 2,4,5
7  xndo élivre em dz R, Jx P ant
8 xnioélivieemI',dzR,3JzP, Q 3,7
9 THQ 1,6,8

3.51 Lema. - (RV S — P) < (R— P) A (S — P).

() FY(RV S)zP ¢ YRzP AVSzP,

3.52. Bifurcacio
(i) F-3(RV S)xP > 3RzP v 3SxP.

Prova de (i):
I Y(RVS)zP +Vx(RVS— P) def
2 V(RVS)zP < Vx(R— P)AN(S—P)) 1, SE, Lema 3.51
3 W(RVS)aP < Va(R— P)AVz(S— P)  2,DFQ, SE
4  Y(RVS)zP ¢ YRrP AVSzP 3, def
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3.53 Exemplo.

Todo ser humano € mortal.

!
Va(humano(z) — mortal(x))

4

V humano(z)x mortal ()
4

V( homem(z) V mulher(x))x mortal(x)
<
V homem(x)z mortal(z) A V mulher(z)x mortal(x)

1

Todo homem € mortal e toda mulher é mortal.

3.54 Exemplo.

I— J(ledo(z) V hiena(x))z manso(x)
—
Jledo(x)x manso(x) V 3 hiena(x)z manso(z)

Generalizando a bifurcagdo, temos o seguinte:
e V(R V...V R)&P ¢ VR@P A ... AYR,zP,
e 3(Ry V...V R)&P < 3R@P V... V3R, zP.

Outro resultado especifico de quantificadores tipicos estd na sua ca-
pacidade de retracdo ou de desdobramento. Antes de enuncid-lo, precisamos
de uma notag¢do correspondente.

3.55 Notacao.

Adotamos as seguintes abreviaturas concernentes a quantificaciio tipica en-
volvendo duas varidveis simultaneamente:

* YRzyP = VaVy(R — P),

* JRzxyP = JxIy(R A P).

ou, de forma semelhante temos que:

* VRx1,..., 2, P =V ... V2, (R— P),

 dRxy,...,x, P = 3x1 ... 32, (R A P).

3.56. Aninhamento Se y ndo ¢é livre em R, entido
() V(R A S)a,yP < VRavVSyP,
(i) |~ 3(R A S)a,yP > IR2ASyYP.
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3.57. Aninhamento Generalizado

Considerando que, para quaisquer ,j € {1,...,n}, se ¢ > j, entdo x; ndo é
livre em R, os seguintes esquemas, concernentes ao aninhamento de quan-
tificadores tipicos, sdo vélidos:

e FY(RiA.. ARy, ... 20 P & VRy2y .. YRz, P,

« 3Ry A... AR, .., 2nP < 3R1ay ... 3R, T, P

3.58. Negacao de Formula Universal Tipica I— ~VRxP < 3Rxz—P.

Prova:
1 —~VRaP < —-Vz(R— P def

2  —VRzP <+ Jz—-(R— P) 1, NU, SE
3  —VRzP + Jz(RA-P) 2, NI, SE
4 -VRxP <> 3Rx—P 3, def
O
3.59. Negacao de Formula Existencial Tipica I— —3dRzP < VRx—P.
Prova:
—-3JRzP €))
~ def
—-3z(R A P)
— NE
Va—(R A P)
- NGj
Va(R — —P)
> def
VRx—P
—-3RzP <> VYRx—-P 1, TE
O

3.60. Congruéncia Tipica

* Se y ndo é livre em { R, P}, entdo
() | 3RxP + 3R(z|y)yP(xly),
(i) |- VRzP < VR(x|y)yP(z|y).
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3.61. Comutatividade Tipica

. Se {x nao € livre em S, entio 6)) l— VRxVSyP +»VSyVRzP,
y ndo € livre em R, (i) |- 3Rz3SyP < 3SyARxP.

3.62. 3-Importacio Tipica
2 ndo € livre em S,

y nio ¢ livre om R, €M - 3RavSyP — VSy3RxP.

Prova de (i):

1  xndoélivieem S hip

2  yndoélivreem R hip

3 JRxYSyP sup

4 I R,YSyP sup

5 T S sup

6 R 4

7 P 4,5, V-elt

8 JRxzP 6, 7, J-intt

9 vSy3Rx P 5, 8, GenT,2
10 VSy3Rz P 3,4,9,1, 3-elt
11 JRaVSyP — VSy3aRzP 3,10,RD
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Outra prova do 3-Importacdo Tipica:

3.63 Lema. |- (RA (S — P)) — (S — (R A P)).

Prova:
RA(S— P)

R
S—P
S
P
R
RAP
S—RAP

3.64 Escdlio.
e |-VaP & VTP,

o |-32P & 3T2P.

3.65. Distributividade e Fatorabilidade de Quantificadores Tipicos
(i) |- VRz(P — Q) — (VRzP — YR2Q),
(i) |- VRz(P A Q) > VRzP AVRzQ,
(iii) |- VRzP vV VRzQ —VRz(PV Q),
(iv) |- VRz(P ¢ Q) = (VRzP < VRzQ),
(v) 3zR}- (3RzP — 3R2Q) — 3Rz(P = Q),
~vi) |- 3Rz(P A Q) — 3RxP A IRaQ,
(vii) |- 3Rx(P v Q) <> IRxP v IR2Q.
3.66. Distributividade e Fatorabilidade Degeneradas de Quantificadores
Tipicos
(i) - VRz(P — Q) — (3RzP — 3RzQ),
(i) - 3Rz P = VR2Q) — YRz(P = Q),
(iii) |- VRz(PV Q) = YRzP Vv 3RzQ,
(iv) |- VRxz(PV Q) — 3RzP VVRaQ,
) - VRa(P > Q) — (3RzP + FRz2Q),
i) |- YRzP A 3RzQ — 3Rx(P A Q),
(vii) |- 3RzP AVRzQ — 3Rz(P A Q),
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(viii) |- 3Rz(P — Q) > VRzP — 3RzQ,

(ix) |- (VRzP < 3RzQ) — FRx(P & Q),

x) | (3RzP + YR2Q) — FRx(P + Q).

3.67. Transporte de Quantificadores Tipicos

(i) - VRz(P — Q) & (P — VRzQ),

(i) 3zR | 3Rx(P — Q) > (P — IRzQ),
(iii) 3zR|—VRz(P A Q)< P AVRzQ,
(iv) |- 3Rz(P A Q) < P A3RzQ,

v) FVRz(P Vv Q)+ PV VRzQ,
(vi) 3zR|-3Rz(PV Q) & PV 3RzQ.

G) | VRz(P — Q)+ (3RzP = Q),

(i) xR} 3Re(P - Q) + (YRzP — Q),
(i) 3R |- VRz(P A Q) < VRzP AQ,
(iv) |- 3Rz(P A Q)+ IRzP A Q,

) |-VRz(P Vv Q) < VRaP Vv Q,
(vi) 3zR|-3Rz(PV Q) ¢ 3RzP V Q.

¢ Se xndo élivre em P, entdo

e Se x ndo é livre em @, entdo

3.68. 3-Exportacao
2z ndo é livreem S,

Considere que {y ndo ¢ livre em R.

2 ndo é livre em (), 2 ndo é livre em P,
y ndo é livre em P, y ndo é livre em @),
entao

(i) 3yS |- VRz3Sy(P — Q) +» ASYVRz(P — Q),
(i) 3zR |- VRa3Sy(P A Q) > 3SyVRx(P A Q),
(i) 3yS |- VRa3Sy(P Vv Q) > 3SyVRz(P V Q).



Capitulo 6

Inducao Matematica

Este capitulo discorre sobre a Indugdo Matematica de forma sucinta,
por se tratar de uma ferramenta indispensavel na demonstracido de diversos
resultados 16gicos presentes neste trabalho, tais como a corre¢do, a comple-
tude e outros desenlaces apresentados nos capitulos que tratam da LPC e da
LQC com indugio'.

Ressaltamos que a indugdo aqui abordada € um tipo de raciocinio de-
dutivo? e nio se relaciona com a inducdo normalmente utilizada nas ciéncias
empiricas®.

As trés formas bdésicas de indugdo matematica consideradas nesta ex-
posi¢do sdo: Inducdo em Sistemas de Peano, Inducdo Transfinita e Indugéo
Estrutural.

§1. Conceitos Gerais

Em diversas aplicacdes de Indu¢do Matemadtica deve-se provar uma
propriedade A(n) valendo para todos os nimeros naturais n, ou, em alguns
casos, para todos os naturais a partir de um determinado nimero natural, o
qual, em geral, € o nimero 1 ou o niimero 2.

ISobre os tipos usuais de raciocinio, os fundamentos da indugdo e detalhes avancados sobre
inducdo matematica o leitor pode consultar as referéncias: [5-7, 11,43-46].

2Um raciocinio dedutivo parte de informac@es universais para extrair uma conclusdo particu-
lar.

30 conceito de indugio utilizado nas ciéncias empiricas relaciona-se com o raciocinio que nos
leva a tirar conclusdes gerais, ou a fazer previsdes sobre casos nio observados, a partir dos casos
que ja observamos. Por exemplo, considere que um copo de vidro se quebra ao ser arremessado
ao chdo. Logo, por este tipo de inducdo, todo copo de vidro se quebra ao ser arremessado ao
chdo.
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1.1 Exemplo.
Seja A(n) = par(n), entdo temos que A(0) = par(0), A(1) = par(1), e
assim sucessivamente.

Apresentamos uma taxonomia das formas de Indu¢do Matemadtica fre-
quentemente utilizadas pelos matematicos e abordadas neste trabalho.

1.2 Definicao. (Taxonomia da Inducio Matematica)
Indugdo em Sistemas de Peano {Fraca
Forte
Fraca
Forte
Funcional

Relacional

Indugdo Matematica { Indugdo Transfinita {

Inducgao Estrutural {

Algumas consideragdes sobre a taxonomia:
* A indug¢do em Sistemas de Peano, em geral, € um caso particular da inducéo
transfinita.
* A inducgdo fraca em Sistemas de Peano € um caso particular da inducao
transfinita fraca e da indug@o estrutural.
% A indugdo forte em Sistemas de Peano € um caso particular da inducio
transfinita forte.
* A inducdo transfinita finita fraca* ¢ um caso particular da inducio estrutu-
ral.
* A inducdo de grau é uma variante da inducdo forte em Sistemas de Peano.
e Também existe a indug@o de grau em sistemas transfinitos, a qual é uma
variante® da inducdo forte em sistemas transfinitos.
* A inducdo estrutural e a inducdo transfinita sdo generalizagdes distintas da

inducdo em Sistemas de Peano®.

A indugdo forte difere da indugdo fraca apenas na suposi¢do da
hipétese considerada’:

4Que também pode ser chamada indugéo segmentdria fraca.

SDizemos variante pois ambas sdo, de uma certa forma, equivalentes.

SA partir da indugio estrutural vocé pode gerar um conjunto, seja funcional ou relacional-
mente, a partir de um conjunto inicial e usando certas operagdes. No primeiro caso os elementos
geradores sdo apenas fungdes, e, no segundo caso, sdo relagdes (que ndo sdo necessariamente
fungdes, mas podem ser fungdes). Na indugdo transfinita a partida é o elemento minimo da
cole¢@o bem ordenada, mas podem existir elementos que nio sdo obtidos de elementos prece-
dentes por fungdes ou relagdes, mas que sdo o supremo de todos os elementos precedentes, ao
contrdrio do que acontece em uma geragdo estrutural, na qual todos os elementos ndo iniciais
sdo obtidos por aplicagdo de uma lista de elementos jd obtidos por uma das func¢des ou relagdes
geradoras.

7Alguns autores, no lugar de “fraca”, dizem “simples”, e, no lugar de “forte”, dizem “com-
pleta”.
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* no caso da indugdo forte, é preciso mostrar que a propriedade vale para
todos os antecessores,

* no caso da inducgdo fraca, basta mostrar que a propriedade vale para o
primeiro antecessor.

1.3 Exemplo.

Queremos provar que uma propriedade A(n) vale para o caso em que n = 8,
ou seja, A(8).

Utilizando a inducdo forte é preciso mostrar que, se esta propriedade vale
para todos os niimeros menores que 8, entdo ela também vale para o nimero
8. Através da inducdo fraca prova-se que, se a propriedade vale para o
ndmero 7, entdo ela também vale para o nimero 8.

§2. Inducio em Sistemas de Peano

Os Sistemas de Peano® sdo muito utilizados para fazer demonstragdes
sobre conjuntos que sdo isomorfos aos nimeros naturais. Dessa forma, um
exemplo de Sistema de Peano € o proprio conjunto dos nimeros naturais.

2.1 Definicao. (Sistema de Peano)

Uma tripla (N, ©, s) é dita um Sistema de Peano se as seguintes condigdes
forem satisfeitas:

e N é uma colecao,

e O € N, onde O é dito o elemento inicial do Sistema de Peano,

* s éuma fungdo de N em N em que, dado n € N, s(n) é dito o sucessor
de n no Sistema de Peano,

Vn € N(© # s(n)),

 VYm,n(m,n € N As(m)=s(n)—m=n),

+ se A(n) é uma propriedade para elementos n € N, entio’

A(©), -
{Vn e N(A(n) — A(s(n)), implica que Vn € N, A(n)).

Mais exemplos de Sistemas de Peano:

2.2 Exemplo.
(N, 0, s) é um Sistema de Peano, onde:
s :N=+N
n—n+1

8Em homenagem ao matemdtico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) que primeiramente
exp0s a ideia de indugdo.
9Também chamamos esta condic¢io do Sistema de Peano de Principio da Indugdo Fraca.
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2.3 Exemplo.
(N*, 1, s) é um Sistema de Peano, onde:
s :N*— N*
n —n+1
2.4 Exemplo.

(pares, 0, s) é um Sistema de Peano, sendo pares={n € N | par (n)}onde:

s :pares — pares
n —n—+2

2.5 Escolio. Em um Sistema de Peano, o seu primeiro componente é uma
copia isomorfa do conjunto dos niimeros naturais.

O que comumente € utilizado neste trabalho sdo os Sistemas de Peano
com o dominio sendo o conjunto dos niimeros naturais, com um dos nimeros
0,1 ou 2 no papel de elemento inicial. A mais importante alternativa esta
em adotar como dominio de um Sistema de Peano o conjunto dos nimeros
naturais a partir de um certo nimero natural, em geral, os niimeros 1 ou 2. E
a forma sucessora mais adotada é a operacdo de ‘somar 1’ (n — n + 1).

2.6 Exemplo.

Uma Progressio Aritmética'® é uma sequéncia de nimeros na qual a dife-
renga entre dois termos consecutivos € constante. Se a é uma Progressio
Aritmética, notamos o seu n-ésimo termo por a,.

Entdo, se a uma P.A. e r é a diferenga constante, prove que a,, = a;+(n—1)-r

Prova:

Seja A(n) a propriedade ‘a, = a; + (n—1) -7,

Temos que a1 = a; + (1 — 1).r, logo vale A(1). (1)

Suponha, por HI, que, dado n € N*, a,, = a3 + (n — 1).r.(A(n)).
apy1=a1 +(n—1)r+r.

apy1=a1+nr=a+((n+1)—1).r.

Ou seja, apt1 = a1 + ((n+ 1) — 1).r, logo vale A(n + 1).

Provamos dai que Vn € N*(A(n) — A(n +1)). (2)

Portanto, de (1) e (2)), Vn € N*, a,, = a1 + (n — 1).r. O

Em um Sistema de Peano sio validos o principio da inducfo fraca!!,
o principio da indug@o forte e o principio da boa ordem.

Considere que s € uma funcdo, ou seja, s também € uma relacdo. Toda
relagdo tem um fecho transitivo, definido em 2.3.52, que € a menor relacio
que contém s e ¢ transitiva.

10Normalmente abreviada por P.A.
Descrita no sexto item das condigdes para um Sistema de Peano, em 2.1.
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2.7. Principio da Inducfio Forte em Sistemas de Peano'?

(N, ©, s) um Sistema de Peano,
Sejam ¢ ‘<’ o fecho transitivo de s,
A(n) uma propriedade para elementos n € N.
Entdo, Vn € N(Vm(m < n— A(m)) — A(n)) implica que Vn € N, A(n).

2.8 Exemplo.
Mostre que IW VYn(n > 2 — n possui fatoragdo em primos).

Prova:

Seja A(n) a propriedade ‘n > 2 — n é fatordvel em primos’.

Obviamente valem A(0) e A(1).

Suponha que n > 2 e considere, por HI, que, para cada m < n, A(m).
Temos que, primo(n) V — primo(n).

Se primo(n), n é um produto com um tnico fator, que é ele mesmo, daf ndo
hd mais o que provar.

Se —primo(n), entdo existem my,m2 € N, onde mq,mo ¢ {1,n}, tal que
n ="1m71.1mM3.

Temos que m; < nemeo < n.

Dai, por HI, m; e my sdo fatordveis em primos, portanto n é fatordvel em
primos.

Logo, por PIF, Vn(n > 2 — n é fatordvel em primos). O

2.9. Principio da Boa Ordem em Sistemas de Peano
. (N, ©, s) um Sistema de Peano,
Sejam < ) o
<’ o fecho transitivo de s,
entdo VA(A C N e A # @ implica que A possui um <-elemento minimo).

2.10 Definicao. (Conjuncao Generalizada)

* A() = T (conjuncio de uma lista vazia de férmulas)'3.

b /\(Pl) - Pl.

* AN(Pryeoy Poy Pag1) = APy, .o, Po) A Ppyar(n > 1),

2.11 Exemplo.

Seja A(n) a propriedade ‘para quaisquer férmulas Py, ..., P,, temos que
P,...,P, I— Py A...AP,’. Entdo temos que:
« A(0): @ I— T,

* A(1): para qualquer férmula P, temos que P I— P,
* A(2): para quaisquer férmulas Py, P, temos que P;, Py l— Py APy,

12Considere ‘PIF’ como sendo a abreviacdo de Principio da Inducio Forte.

13Uma conjungio é verdadeira quando todos os seus conjuntores sio verdadeiros. No caso
em que a lista de férmulas € vazia, a falsidade de sua conjun¢do implicaria na existéncia de um
conjuntor da mesma, o que € absurdo.
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* A(3): para quaisquer férmulas Py, P, P3, temos que
Py, Py, P3P APy AP,

* A(n): para quaisquer férmulas P, ..., P,, temos que
Pi,...,P.F PN AP,

2.12 Escolio. Se I é uma LPC-interpretacdo para Py, ..., Py, entdo:
o Iy(N)) =Ty (T) =w.
o Paran > 1,Iy(A(Py,...,B,)) =vsssIy(P1)=ve...ely(P,) = V.

2.13 Definicao. (Disjuncao Generalizada)

* V() = L (disjuncdo de uma lista vazia de férmulas
. \/(Pl) = P.

. \/(Pl7 RN S Pn+1) = \/(Pl, ey Pn) \Y Pn+1(n > 1)

)14_

2.14 Escolio. Se I é uma LPC-interpretacdo para Py, ..., P,, entdo:

* Iy(V() =1Iv(L) =1
e Paran > 1,Iy(V(P,...,P,)) = vsss Iy(P1) = v ou ... ou

Iv(Pn) = V.

2.15 Exemplo.
Prove a proposicdo abaixo, que generaliza o esquema do A-introdugéo:

Pi,...,P,FPA..AP,.

Prova:

Seja A(n) a proposi¢do ‘Py,..., P, l— A(Py,...,B,).

Temos que I— T, dal’l— A(), ou seja, vale A(0). (1)

Como A(Py) = Py, temos que, por Ref, A(P) I— Py, ou seja, vale A(1).
Dado n € Ntal que n > 1, suponha, por hipétese de indugdo, que vale A(n),
ouseja, Pp,..., P, l— AP, ..., Pp). (2)

Paracadai € {1,...,n}, Py,..., Py, Pos1 |- Pi. 3)

De (3), (2) e Tran, temos que Py, ..., Py, Pyi1 = A(Py,..., Py). (4)
Temos também, por Ref, que Py, ..., P,, P41 I— Poyi.(5)

Pelo A-int temos que A(Py, ..., P,), Pry1 I— APy, ..., Py) A Poyr.

Ou seja, A(Py, ..., Pa), Pat1 |- A(Py,..., Pu, Pay1). (6)

De (4), (5), (6) e Tran temos que Py, ..., P, P11 l— APy, PnyPoy1),
ou seja, vale A(n + 1). O

14Uma disjuncio é verdadeira quando existe pelo menos um disjuntor da lista que é verdadeiro.
No casa em que a lista de féormulas € vazia, a veracidade de sua disjunc¢@o implicaria na existéncia
de um disjuntor da mesma, o que € absurdo.
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2.16 Exemplo.

Prove as proposicdes abaixo, as quais generalizam a lei da distributividade:
Q) PA@Q1V...VQn) < (PAQL)V ...V (PAQy).

() PV(QIA...AQn) < (PVQI)A...A(PVQy).

Prova de (i):

Seja A(n) apropriedadel— PAV(Q1,...,Qn) < V(PAQL,...,PAQy).
Por resultado anterior, temos que l— PAV()« T, daf l— P A V() + V),
ou seja, vale A(0). (1)

Temos que I— P AV(@Q) & P AN QL < V(P A @), logo
I— P A V(Q1) < V(P AQ1), ou seja, vale (1). (2)

Dado n € N*, suponha A(n), ou seja
FPAVQ1,.... Q) & V(PAQL,...,PAQy). 3)
FPAV@Q1,e s QuyQuit) & PANQ1y- - Qn) V Quin). (4)

ge): D= PAVQ1, -, Qs Qui)) & (PAV(Q1, -, Qu)V (PAQn1).
Dée(S), G PAVQ1, . QuQuit) S V(P AQL,...,PAQ)V (P AQuir).
(6)

De (6),- PAV(Q1, .-, Quy Qni1) & V(PAQL, ..., PAQn, PAQu11),
ou seja, vale A(n + 1).

Logo, pelo PIF, temos que para cada n € N*, A(n). (7)

De (1) e (7) concluimos que para cadan € N, A(n). O

Prova de (ii): E andloga a prova de (i). O

2.1 Inducio de Grau em Sistemas de Peano

E um caso particular da indugdo forte em Sistemas de Peano, pois é
provada a partir do principio da inducéo forte'.

O que puder ser mensurado em termos de nimeros naturais € um tipo
de inducdo de grau em Sistemas de Peano, tais como a inducio sobre o grau
de féormula e a indug@o sobre o grau de termo. Por exemplo, quando realiza-se
a inducdo sobre o grau de férmula, a mensuracio ndo € sobre a férmula, mas
sobre o seu grau.

Uma definicdo especifica sobre o grau de uma férmula é apresentada
em 9.1.4, para LPC, e em 10.1.3, para LQC.

2.17 Comentdrio. Na indugdo transfinita, a indug¢@o de grau (ou a mensu-
racdo) ¢ feita sobre um conjunto cujos elementos sdo associados a niimeros
ordinais segundo uma correspondéncia biunivoca.

5Neste trabalho a indugio de grau é utilizada, por exemplo, na prova da lei da congruéncia.
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2.18 Definicio. (Sistema de Peano expandido)
(N, ©,s,<) éum Sistema de Peano expandido se:
* (N,©,s) é um Sistema de Peano,

e ‘<’ é o fecho transitivo de s.

2.19. Principio da Inducio de Grau em Sistemas de Peano

(N, ©, s, <) um sistema de Peano expandido,

A uma colecdo qualquer,

gr: A— N,

A(n) uma propriedade para elementos n € A.

Se Vn € A(Vm € A(gr(m) < gr(n) — A(m)) — A(n)), entdo ¥n € A,
A(n).

Prova: Prova-se a partir do principio da inducao forte em Sistemas de Peano.
O

Sejam

2.20 Exemplo. Se L ¢ a colecdo de formulas em LPC, e gr é a funcdo que
associa a cada férmula de L o nimero de ocorréncias de conectivos desta
férmula, entdo, neste caso, o Sistema de Peano expandido é (N, 0, suc, <),
onde

suc :N—N
n—n-+1

e < é arelacdo de ordem estrita usual dos naturais. Daf o Principio da Indugéo
de Grau em Sistemas de Peano formula-se da seguinte forma, onde A(P) é
uma propriedade para férmulas P em LPC: para qualquer férmula P em
LPC, se a validade de A(Q) para qualquer férmula ) de grau menor que P
implica na validade de A(P), entdo, para qualquer férmula P em LPC, vale
A(P).

§3. Inducao Transfinita

A inducio transfinita generaliza a no¢do usual de indu¢do matemadtica
para conjuntos bem ordenados que podem ser finitos, infinitos enumeraveis
ou infinitos ndo enumeraveis.

3.1 Definicdo. (Sistema Transfinito)
(0,0, <, s) é um sistema transfinito se:
(i) O é uma colecao,

(i) © é o <-minimo de O,

(iii) < € uma boa ordem estrita em O,

(iv) s é a sucessdo induzida por <.
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Alguns exemplos de sistemas transfinitos:

3.2 Exemplos.
* ({neNjn>1},1,<,s), onde

s {neNn>1}—={neNjn > 1}
n —n+1

* ({neNjn>2},2 <, 5), onde

s {n e€Njn>2} —{neNn>2}
n —n+2

* ( naturais pares , 0, <, s), onde

s :naturais pares — naturais pares
n —n+2

3.3. Principio da Inducio Transfinita Forte'®
Sejam {(O, <) uma cole¢do estritamente bem ordenada,
A(n) uma propriedade para elementos n € O.
SeVn € O(Vm(m < n— A(m)) — A(n)), entdo Vn € O, vale A(n).

3.4 Definicdo. (Principio da Inducio Transfinita Fraca)
Sejam {((’), ©, <, s) um sistema transfinito,
A(n) uma propriedade para elementos n € O.
A(©),
Se { ¥n € O((n possui <-sucessor A A(n)) = A(s(n))),
Vn € liIEO(Vm(m <n—A(m)) = An)),

entdo Vn € O, vale A(n).

Conforme o principio acima, temos que:

¢ A primeira condig¢do diz que © deve satisfazer a propriedade, ou seja, deve
valer A(©).

» A segunda condi¢do diz que, para todo elemento pertencente a colecdo O,
possuindo um <-sucessor, se a propriedade vale para o0 mesmo, entdo esta
propriedade vale para o seu sucessor.

* A terceira condicdo diz que, se para um dado <-elemento limite de O, se
a propriedade A vale para todos os seus <-minorantes em O, entdo A vale
também para este dado elemento.

160 objetivo deste principio é provar que a propriedade vale para todos os elementos de O.
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§4. Inducao Estrutural

A inducio estrutural € dtil quando precisamos demonstrar uma pro-
priedade sobre estruturas definidas recursivamente.

Podemos citar dois tipos de indugdo estrutural: a funcional e a rela-
cional. A indugdo sobre formulas é um exemplo de inducdo estrutural fun-
cional e a indugdo sobre sequentes corretos no cdlculo € um exemplo de
indug@o estrutural relacional.

Estes tipos de induc@o se baseiam nos conceitos definidos a seguir, os
quais chamamos de geracdo.

4.1 Definicao. (Geracao Funcional)

Uma tripla G = (U, B,F) é dita uma geracdo funcional se as seguintes

condigdes forem satisfeitas:

* U e B sdo colegdes;

e BCU,

e F é uma colecdo de fungdes tais que, para cada f € F, o dominio de f é
uma colecéo de tuplas em U e a imagem de f é um subconjunto de U.

Neste caso:

e U é dito o ambiente de G,

¢ cada elemento de B € dito um elemento inicial de G,

* cada elemento de F ¢ dito uma func¢do geradora em G.

4.2 Exemplo.

Ambiente: conjunto dos nimeros reais R. A partir de R é gerado o conjunto
dos nimeros naturais N'7.

Colegdo de elementos iniciais: o conjunto cujo dnico elemento é o zero: {0}.
Fungdo Geradora: a operacgao sucessor, que é a funcdo definida abaixo:

s . R—R
r—xr+1

4.3 Exemplo.

Ambiente: a colegdo de samblagens em LPC.

Colegdo de elementos iniciais: a colecdo de letras sentenciais p1, p2, 3, - - -
Funcgées Geradores: as fungdes que a cada samblagem P ou a cada par de
samblagens (P, Q) associam as samblagens - P, P - Q, PA Qe PV Q.
As mesmas sdo denominadas, respectivamente, £—,&_,,&x € &y

4.4 Exemplo.
Considere como ambiente a colecdo de samblagens em LQC. Neste caso, o

17Logo a seguir serd definido o conjunto gerado em uma gerago.



130

conjunto inicial é a cole¢éo de férmulas atdmicas (p(t1, . . ., t,)) e as fungdes
geradoras sdo &-,&,, &, &y €, para cada varidvel x, &y, £3,. Neste caso, a
colecdo gerada € a colec@o de formulas em LQC.

4.5 Definicao. (Geracao (Relacional))

Uma tripla G = (U, B, R) é dita uma geragdo relacional se as seguintes
condigdes forem satisfeitas:

* U e B sio colegoes;

e BCU,

* 'R é uma colecdo de relacdes poliddicas em U.

Neste caso:

e U é dito o ambiente de GG,

¢ cada elemento de B € dito um elemento inicial de G,

 cada elemento de R € dito uma relag@o poliddica geradora em G.

4.6 Exemplo.

Ambiente: a coleg@o de todos os sequentes em LQC, considerando uma dada
linguagem.

Colecdo de elementos iniciais: a cole¢do dos exemplares de esquemas do
célculo de sequentes para LQC.

Relagdes Geradoras: a colegdo de regras do céalculo de sequentes para LQC.
Note que as regras abaixo sio relagdes que niio sio funcdes'®:
* Regra da Monotonicidade;

* Regra da Generalizagdo;

» Regra do 3-eliminagdo.

4.7 Notacdo. G = (U, B, R) é uma geracao.

4.8 Definicdo. (n-segmento)

Dado um ndmero natural n, notamos a cole¢do dos nimeros naturais po-
sitivos menores ou iguais a n por n-segmento. Chamamos tal colec@o de
n-segmento. Se uma dada cole¢do é o n-segmento, para algum natural n,
entdo também chamamos tal colecdo de segmento.

4.9 Exemplos.

* 0-segmento = {},

* l-segmento = {1},

* 2-segmento = {1, 2},

* 3-segmento = {1,2,3},

Para definirmos o que é um conjunto gerado, antes € preciso definir
sequéncia construtiva.

18 As demais regras do calculo de sequentes para LQC sdo funcdes.
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4.10 Definicao. (Sequéncia Construtiva em uma Geracao Funcional)
. {G = (U, B, F) uma geracdo funcional,

Sejam

I um segmento.

Dizemos que (z;);c; é uma sequéncia construtiva em G se, para cada i € I,
uma das duas seguintes condi¢des € satisfeita:

N l‘iEB,
e existemiy,...,i; € [ taisque iy, ...,%; minoram ¢, e existe f € F tal que
(i, ... mi;) €D(f)ex = f(xsy,...,Tq).

4.11 Exemplo.

Considere o exemplo 4.3.

A sequéncia construtiva deste exemplo € a sequéncia de samblagens em LPC,
em que o primeiro termo da sequéncia é uma samblagem inicial em LPC e
qualquer termo intermedidrio (que ndo seja o primeiro termo), ou é elemento
inicial da samblagem em LPC ou € obtido de elementos anteriores da sequén-
cia através de uma fungfo geradora.

Considere a sequéncia construtiva especificada abaixo:

P1,D5,P7,P5 = P75, D5, (P5 = P7) A —P5.

O primeiro termo da sequéncia, p;, pertence a colecdo de elementos iniciais.
O mesmo acontece com ps € p7.

Entretanto, o termo ps —p7 € obtido de p5 e de p7 aplicando a funcio geradora
¥ _,, o termo —p;5 € obtido de p5 aplicando a funcio geradora ¥_,, e o termo
(ps — p7) A —ps é obtido aplicando a fungdo geradora ¥, entre 0s novos
termos ps; — p7 € —ps. Uma sequéncia € uma fungdo que associa cada seg-
mento a um elemento do conjunto gerado. Para o segmento {1,2,3,4,...},
ao 1 associa py, ao 2 associa ps, ao 3 associa py, ao 4 associa (ps — pr), ao 4
associa —ps € ao 5 associa (ps — p7) A —ps.

4.12 Definicao. (Sequéncia Construtiva em uma Geracao (Relacional))
Sejam {G = (U, B, R) uma geragdo (relacional),
I um segmento.

Dizemos que (z;);c; é uma sequéncia construtiva em G se, para cada i € I,
uma das duas seguintes condi¢des € satisfeita:

e ;€ B,
* existem i1,...,%; € I tais que %1,...,¢; minoram ¢, e existe 7 € R tal
que (z;,,...,25;) € D(R) e (xi,...,2z5) R,
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4.13 Exemplo.
Para exemplificar uma sequéncia construtiva em uma geragao relacional apre-

sentamos a demonstragio abaixo, que é uma provade ((P — Q) — P l— P.
Prova de (P — Q) — P} P:

1 (P»Q)—»PH(P—Q) —P Ref

2 (P=Q)— P,~P|--P Ref

3 (P=Q)—P,~P,P=QFP—Q Ref

4 (P»Q)—P,~-P,P-QF(P-Q) —P  1Mon

5 P—Q,(P»Q —PFP MP

6 (P=Q)—P,~P,P=Q}P 34,5 Tran
7 (P=Q)— P,~P,P = Q}-P 2, Mon

8 (P—Q)— P,~PF~(P—Q) 6.7, —-int
9 (P=Q)—P,~P, PP Ref

10 (P=Q)— P,~P,P,-QF-Q Ref

11 (P—Q)—P,~P,P,~Q|-P 9, Mon
12 (P—Q)— P,~P,P,-Q}-P 2, Mon
13 | (P->Q)—»P-PPQ 11, 12, el
14 (P>Q)—P-PFP=Q 13,RD
15 | (P=Q) —PlP 14,8,~-cl
16 FPp-@Q—-pP) =P 15,RD

O

O dltimo termo desta prova trata-se de um exemplar da Lei de Peirce'®.

4.14 Escolio. Toda Geragdo Funcional é uma Geragdo Relacional, mas o
contrdrio ndo é verdadeiro.

4.15 Definicao. (Conjunto Gerado em (3)

Seja G uma geracao.

N ¢ dito o conjunto gerado em G se N ¢é a colecdo de termos de sequéncias
construtivas em . Dizemos também, neste caso, que IV é gerado em U a
partir de B por R.

19Charles Sanders Peirce, filsofo e matematico americano (1839-1914).
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4.16 Notacdo. Se GG é uma geracdo, notamos o conjunto gerado em G por G.

4.17 Definicao.
. I uma colecio,
Sejam ~
f uma funcao.
I € fechado com respeito a f se, para qualquer j € N e para quaisquer
z1,...,x; € I,seatupla (z1,...,2;) € D(f), entdo f(z1,...,x;) € I.

4.18 Exemplo.

A soma de dois nimeros naturais ¢ sempre um nimero natural.

Entao, o conjunto dos nimeros naturais é fechado em relacio a adig@o.
Agora considere a operag@o de subtrac@o sobre niimeros naturais.

Seja a subtracdo 2 — 10 = —8.

Posto isso, temos que o conjunto dos nimeros naturais nao é fechado em
relacdo a subtracdo, pois a subtracdo de dois nimeros naturais nem sempre é
um nimero natural.

4.19 Definicao.

Seiam I uma colecio,
<94M Y\ R uma relacdo.
I ¢ fechado com respeito a R se, para qualquer j € N, para quaisquer

x1,...,x; € I e para qualquer m, se a tupla (z1,...,z;)Rm,entdoy € I.

4.20 Exemplo.

. ~ o r,P—1 _
Considere a regra (ndo primitiva) para LQC dada por l—l_ . Entdo a
r—-P
colecdo de sequentes corretos em LQC é fechada com respeito a esta regra.

4.21 Definicao. (Conjunto Induzido em uma Geracio Funcional)
Seja G = (U, B, F).
B Cl,

I induzido em G se {parg cada f € F, I é fechado com respeito a f.

4.22 Exemplo.
Seja G = (R, {0}, {suc}), onde
suc :\R—R
z—=x+1

Temos que Q € um conjunto induzido em G.

4.23 Definicao. (Conjunto Induzido em uma Geracao (Relacional))
SejaG = (U, B, R).

I éinduzido em G se {B <l

paracada R € R, I é fechado com respeito a R.
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4.24 Exemplo.

Seja G = (U,B,R) onde U ¢é a cole¢do de sequentes em LQC, B ¢é a
colecdo de exemplares de esquemas do calculo de sequentes para LQC e R é
a coleg@o de regras do célculo de sequentes para LQC.

Entdo a colecdo de sequentes corretos no célculo de sequentes para LQC é
um conjunto induzido em G, que também € o menor dos conjuntos induzidos
em G.

4.25 Definicao.

f uma funcao,
Sejam < I uma colegao,

A(n) uma propriedade para elementos n € I.
Dizemos que f preserva A em I se, para qualquer j € N e para quaisquer
ni,...,n; € I, se A(n1),...,A(n;) e (n1,...,n;) € D(f), entdo
f(ni,...,n;) € ITevale A(f(ni,...,n;)).

4.26 Exemplo.

Considere a colegdo de féormulas em LPC.

Seja A(Q) a propriedade “para quaisquer férmulas P, P, e S,
Py Py |~ Q(S| P1)  Q(S||P2)”.

Temos que as fungdes £-, &, & e & preservam A na colegdo de férmulas
em LPC.

4.27 Definicao.
R uma relagao,
Sejam < I uma colegao,
A(n) uma propriedade para elementos n € I.
Dizemos que R preserva A em I se, para qualquer j € N, para

quaisquer ni,...,n; € I e para qualquer m, se A(ni),...,A(n;) e
({(n1,...,nj;)Rm), entdo m € I e vale A(m).
4.28 Exemplo.

Considere a colegdo dos sequentes corretos em LQC.

Seja A(T TQC P) a propriedade “existe um subconjunto I finito de T tal
que IV lLQ—C P

Temos que as regras do célculo de sequentes para LQC preservam A na
colecdo dos sequentes corretos em LQC.

4.29 Definicao. -
Se G uma geragio, notamos por G = ({I|I é induzido em G}.
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4.30 Proposicao.
Se G € uma geragao, entdo:
(i) G é um conjunto induzido em G.
(i) YG'(G" é o conjunto induzido em G — G C G').
Dizemos também, simplesmente, que G é o menor conjunto induzido em G.

4.31 Lema.
G é uma geracao,

Se 1 é um conjunto induzido em G, entdo G C I.
Prova:

Considere G = (U, B, R).

Seja ni,...,n; uma sequéncia construtiva em G.

Suponha por absurdo que algum termo desta sequéncia ndo pertence a .
Seja S = {ili e {1,..., 1} An; &I}
Como S # @, dai S possui um elemento minimo i.

Dain; &€ 1.
Sendo n; um termo da sequéncia construtiva ny, ..., n;, temos que uma das
seguintes situagdes deve ocorrer:
i) n; € B,
(ii) existem naturais 4q,...,¢; precedendo 7 e existe R € R tal que
<le‘1, e ,niJ)Rni.
Como I O B, temos que n; ¢ B, dai, necessariamente, como nq,...,n; é

uma sequéncia construtiva em G, temos que a segunda condi¢do dada acima
deveria valer.

Como i € o elemento minimo de S, temos que n;, , ..., n;; € I, mas, como
I é fechado com respeito a R, dai temos que n; € I, o que € absurdo, logo,
todos os termos desta sequéncia pertencem a I, ou seja, de modo geral, temos
que todos os termos da sequéncia construtiva em G pertencem a I, portanto,
GCI O

4.32 Corolario. Se G é uma geracdo, G C G.

4.33 Teorema. Se G ¢ uma geracio, G = G.

O conceito de Geragdo Prépria € necessdrio para iniciar a apresen-
tagcdo do principio da inducdo estrutural, que serd feita posteriormente.

4.34 Definicao. (Geracgao Prépria)

Seja G = (U, B, R) uma geragio.

G é dita ser uma geracdo propria se U = G. Ou seja, uma geracéo € propria
quando o conjunto gerado for igual ao ambiente desta gerag@o.

Se R € uma colegdo de fungdes, entdo GG também € dito ser uma Geragdo
Propria Funcional, caso contrario, G € dito ser uma Geracdo Propria Rela-
cional.
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4.35 Exemplo. (Geragdo Prépria Funcional)
Ambiente: Férmulas em LPC.

Elementos Iniciais: Colecao de letras sentenciais.
Relagdes Geradoras: {£-,&-,,En, &y }

4.36 Exemplo. (Geragdo Propria Relacional)

Ambiente: Sequentes corretos no célculo de sequentes para LQC.
Elementos Iniciais: Exemplares de esquemas do calculo para LQC.
Relagdes Geradoras: {Tran, Mon, RD, —-int, —-el, Gen, 3-el}.

4.37 Escolio. Toda Geracdo Prépria Funcional é também uma Geracdo
Propria Relacional, mas a reciproca ndo é verdadeira.

4.38 Escolio.
(N, B, R) é uma geragcdo propria,
Sed feER,

f € uma funcdo,
entdo f preserva A em N se, e somente se, para qualquer j € N e para quais-
quer ny,...,n; € N, tais que A(n1),...,A(n;) e (ni,...,n;) € D(f),
entdo A(f(ni,...,nj)).

4.39 Escolio.

Se {(N, B, R) é uma geragdo propria,

ReR,

entdo R preserva A em N se, e somente se, para qualquer j € N, para
quaisquer n,...,n; € N e para qualquer m, se A(ni),...,A(n;) e
(n1,...,n;)Rm, entdo A(m).

4.40. (Principio da Inducio Estrutural)
Seiam (N, B, R) uma gerag@o propria,
L A(x) uma propriedade para elementos, sendon € N.

VYn € B, A(n), ~
Se {VR € R, Rpreserva A em N, entio ¥n € N, A(n).

4.41 Escolio.

Se (N, O, s) é um Sistema de Peano, entdo (N,{©},{s}) é uma geracao
propria funcional, dat o principio da indugdo fraca em Sistemas de Peano é
um caso particular do Principio da Indugcdo Estrutural.
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4.42 Exemplo. (Principio da Inducdo Estrutural na geracdo de férmulas em
LPC)

Considere o exemplo 4.35.

Seja A(P) uma propriedade para férmulas P em LPC.

Se para qualquer letra sentencial p, vale A(p), e £-,£_,,En € &y preservam A
na colegdo de férmulas em LPC, entdo, para qualquer férmula P em LPC,
A(P).

Seja # € {—, A, V}.

Dizer que &4 preserva A na colegdo de féormulas em LPC, significa, neste
caso, que, para qualquer formula P e Q em LPC, A(P) e A(Q) implica que
A(P#Q).

Dizer que £— preserva A na colecdo de férmulas em LPC significa, neste
caso, que, para qualquer férmula P em LPC, A(P) implica que A(—P).

4.43 Exemplo. (Principio da Indu¢do Estrutural na geracdo de sequentes
corretos com respeito ao calculo de sequentes para LQC)
Considere o exemplo 4.36.
Seja A(T I— P) uma propriedade para sequentes corretos “T I— P”em LQC.
* para qualquer exemplar “T’ I— P” dos esquemas Ref, MP, A-int, A-el,
Sed  V-int, PC, V-el, F-int, vale A(T |- P),
¢ Tran, Mon, RD, —-int, —-el, Gen e 3-el preservam A na colecdo de se-
quentes corretos com respeito ao calculo de sequentes para LQC,
entdo I' ILQ—C P implica que A(T' [;55 P).
Se R é uma regra do célculo de sequentes para LQC, dizer que R preserva
A na colecdo de sequentes corretos do cdlculo para LQC significa dizer que,
da aplicacio LLPUTuPr) 4o p
para cada aplicagdo ~b—tremnl de

Tlege Pro--- T lgga P )
se {A(Flﬁpl)""’A(rlmTPn), entdo A(‘PILQ_CQ)-

i



Capitulo 7

Condicoes Gerais de
Correcao e Completude de
um Calculo de Sequentes
com respeito a uma
Semantica de Valoracoes

Este capitulo apresenta os resultados gerais de corre¢do e completude
de um célculo de sequentes com respeito a uma semantica de valoracdes. Os
resultados para logicas especificas serdo aplicados nas se¢des §9.3, para LPC,
e em §10.3, para LQC.

§1. Correcao e Completude

1.1 Notacao. Sejam L, e Lo 16gicas que possuem as mesmas linguagens, de
modo que £, € definida por um célculo de sequentes e L4 € definida por uma
semantica.

As propriedades de correcdo e de completude estabelecem uma re-
lagdo entre o dominio sintatico de £; e o dominio semantico de L.

1.2 Definicao.
Dizemos que L1 € correto com respeito a Ly se, para todo I' e para todo P,

[ bz P implicaem T'[= P.
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Ou seja, £ possui a propriedade da correcéo sss seu cdlculo de se-
quentes demonstra somente férmulas que sdo validas do ponto de vista da
semantica definida em L.

A reciproca da propriedade da correcdo € a propriedade da comple-
tude:

1.3 Definicao.
Dizemos que Lo é completo com respeito a L1 se, para todo I" e para todo P,

r |£=2 P implicaem I |£—1 P.

A corregdo e a completude sdo importantes no estudo e apresentagio
de uma 16gica pois relacionam aspectos sintaticos, tal como I' l— P, a aspec-

tos semanticos, tal como I' |= P.

O teorema da correcdo diz que, se I’ Iﬁ_l P, entio I |£=2 P,eo

teorema da completude diz que se I' |£=2 P, entaio I' Iﬁ_l P, para qualquer
colecdo de férmulas I' e qualquer férmula P. Se ambos podem ser prova-
dos, entdo o célculo de sequentes £; € correto e completo com respeito a
semantica Lo.

O teorema da corre¢do e o teorema da completude podem ser demons-
trados entre as vias sintdtica, semantica e automatiza¢do do raciocinio. A
semantica normalmente ¢ um ponto de referéncia, um modelo de verdade
para o sistema légico. Se for possivel verificar a corre¢do e a completude,
entdo os mesmos podem ser realizados entre um cdlculo de sequentes e a se-
mantica; um sistema de tablds e a semantica; um sistema de dedugdo natural
e a semantica. Mas também entre semanticas (semantica 1, semantica 2, ...);
entre calculos (calculo 1, calculo 2, ...); entre o calculo e o sistema de tablos;
dentre outros. Neste trabalho, a correcio e a completude sdo verificadas entre
célculo de sequentes e semanticas.

Quando sabemos que o cdlculo de sequentes £ e a semantica Lo de-
finem uma mesma légica, costumamos designar £, e Lo pelo mesmo nome.
Usualmente, por abuso de linguagem, usamos o mesmo nome para £ e Lo,
com a condi¢@o de mostrar posteriormente que o calculo £; e a semantica Lo
definem a mesma légica.

As proximas segdes elucidam a esséncia deste assunto de modo com-
preensivo, ou seja, a coincidéncia entre a sintaxe e a semantica de um sistema
16gico com o objetivo de flexibilizar a sua argumentacao.
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§2. Correcao do Calculo de Sequentes de uma
Logica

A correcgdo da l6gica £, € feita através do Principio da Indugéo Estru-
tural na geracdo de sequentes corretos com respeito ao cdlculo de sequentes
para uma légica, dado inicialmente em 6.4.40.

Um célculo de sequentes é correto com respeito a semantica da légica
se é possivel provar que todas as leis (esquemas e regras) deste cdlculo sdo
corretas.

De acordo com a inducdo sobre sequentes, € necessdrio demonstrar
que a propriedade vale para todos os elementos do conjunto inicial de se-
quentes e que cada regra geradora, preserva a propriedade, entdo isso é
mostrado esquema por esquema e regra por regra. Dessa forma, provamos
o teorema da corregdo a partir da demonstragdo de como € gerada a colecdo
de sequentes corretos com respeito ao cdlculo.

Com essas ideias € possivel definir o teorema da correcdo.

2.1 Teorema. (da correcdo de um cdlculo de sequentes L, com respeito a
uma logica L)
. L1 um cdlculo de sequentes,
Sejam .. onde L1 e Lo possuem as mesmas
Lo uma logica,
linguagens.
Se cada lei de L, é correta com respeito a Lo, entdo, para qualquer colecdo

T de formulas em L e para qualquer férmula P em Lq, T lc_l P implica

que T’ |L=2 P.

Prova: E evidente, por indugéo sobre sequentes corretos em L. O

Se alguma aplicacdo de uma regra € incorreta, entdo a regra € incorreta.
A incorre¢do de uma regra do cédlculo ndo prova a incorre¢do deste cdlculo
porque pode acontecer que no calculo ndo sejam derivadas todas as hipdteses
dessa aplicac@o. A incorrecdo de uma regra apenas acarreta que a corre¢ao
do célculo nao pode ser demonstrada. Mas ndo provar a correcdo do cédlculo
ndo acarreta que o cdlculo seja incorreto. O que provoca a incorrecdo de um
célculo ¢ a incorre¢do do esquema. Se algum exemplar de um esquema ¢é
incorreto, entdo o esquema ¢é incorreto e o cdlculo em si é incorreto, pois a
regra é uma verdade condicional e o esquema € uma verdade absoluta.
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§3. Completude do Calculo de Sequentes de uma
Logica
A completude é a propriedade reciproca da correcdo.

3.1 Pré-Definicao.
L uma légica,

L uma linguagem para L,

o uma colecdo de férmulas de L.

P uma férmula de L.

Consideramos como previamente definido quando ¢ é uma P-colecdo
de Henkin em L com respeito a l6gica L.

Sejam

3.2 Teorema. (da completude de um cdlculo de sequentes L, com respeito

a uma logica L5)
L1 e Lo ldgicas com as mesmas linguagens,

P uma formula em L+,
I" uma colecdo de formulas em L.

Lo uma logica definida por uma semdntica de valoragoes.
Considere:

(1) Paratoda linguagem L para L1 e para toda cole¢do de formulas ¢ de L,

se ¢ é P-colegdo de Henkin em L com respeito a logica L1, entdo
P ¢

(ii) Para qualquer linguagem L para a légica L1 e para qualquer colecdo
@ de formulas de L, se p é P-colecdo de Henkin em L com respeito a
logica L1, entdo existe uma Lo-interpretacdo para o tal que para toda
formula Q de L, I/ (Q) é valor distinguido em Lo sss Q € .

(iii) SeT |7£;1 P, entdo existe uma linguagem L para L, e existe uma colecdo
@ de formulas de L tal que
e T' é colecdo de formulas de L,
e P éformulade L,
e  é P-colecdo de Henkin em L com respeito a légica L,

Sejam

e I'Co.
Se (i), (ii) e (iii), entdo T == P implica em T |- P.
Prova:

Assuma as hipéteses e suponha que T’ |7[‘; P.
Pela terceira condi¢do das hipdteses assumidas, temos que existe uma

linguagem L para £; e existe uma cole¢do ¢ de férmulas de L tal que
I" € colecdo de férmulas de L,

P é férmulade L,
@ € P-colegdo de Henkin em L com respeito a logica L4,
I' C .
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Pela primeira condi¢do, temos que ¢ é P-saturado em L com respeito a
l6gica L1, dai P & .

Pela segunda condigdo, existe uma Lo-interpretagdo I para ¢ tal que [
satisfaz (.

Temos ainda, pela segunda condi¢do, como P é férmula de L e P ¢ ¢,
temos que [y (P) ndo é valor distinguido em L.

Ou seja, |7§ P, portanto I' |7§ P.

Logo, " |£=2 P implicaem I |£_1 P. O
3.3 Definicao.

 é P-saturado em uma linguagem L com respeito a uma logica L.

§4. Conceitos Adicionais

Os conceitos definidos nesta secdo sdo utilizados, neste trabalho, para
a demonstragdo da completude de LPC e LQC.

4.1 Definicao.
@ € trivial em L se, para cada férmula Q) em L, ¢ If Q.

4.2 Lema. Se L possui NC e Tran, entdo I' é —-consistente em L sss T é
ndo-trivial em L.

Prova da ida: Suponha que I' € —-consistente em L.

Se T for trivial em £, entdo existe () tal que I' IT Qel IT =@, o que é
absurdo, logo I" é trivial em L. O

Prova da volta: Suponha que I' é ndo trivial em L, ou seja, I' ndo deduz
qualquer férmula em L.
Suponha por absurdo que I' € —-consistente em L.

Daf existe uma férmula @Q em £ tal que I’ IT Qel IT -Q.
Dado uma férmula P em T’ If Q@ , por NC, Q, —Q If P, logo, por Tran,

Tl P. O

4.3 Definicao.
Se T' é trivial em £ e L possui o conectivo monddico da negagdo e a lei

‘P, =P If @’ entdo isso equivale a dizer que I" também € inconsistente em
L.

4.4 Definicao.
T" € inconsistente em L se possui o conectivo monddico e se existe uma for-

mula P em L tal que {; IT P,

= =P.
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4.5 Lema. T | P sss T U {~P} ¢ trivial.

4.6 Definicao. (Colecao P-saturada)
P uma férmula de L,
Sejam {F uma colecdo de férmulas de L,
L é uma linguagem para L.
Entdo I' é P-saturado em L com respeito a L se I’ |7LL P, e para qualquer I

em L, se I |72—P, entio I' ¢ T".

F/

!
De forma similar podemos dizer que, para qualquer IV em L, se {E |C7LL o

>

entio' =T".

Informalmente, temos que I' é P-saturado se ele for o maior conjunto
possivel que ndo deduz P a partir de si mesmo, ou seja, [" € a colecdo maximal
de férmulas em L que nao deduz P em L.

Existe a ideia de maximal ndo-trivial utilizada em outros livros-texto
(tal como em [6] e [5]), mas optamos por utilizar a ideia de P-saturado' por
ser mais flexivel de se aplicar em diversas logicas.

4.7 Lema.
Seja 1" uma colegdo de formulas em L tal que T’ |7[:L P.
Seja Q0 a colegdo de todas as colegdes de formulas em L, ¢, tal que
ol P,
I'Ce
Q satisfaz a hipdtese do Lema de Zorn, em 2.3.65, ou seja, toda cadeia em )
possui uma cota superior em ).

Prova:

Seja £ uma ldégica dotada da regra da monotonicidade, 4.3.3, e da re-
gra da compacidade, 9.2.1.

Seja ¥ uma cadeia em Q2. (1)

Spg, considere ¥ # @

Seja © um elemento de X, ou seja, © € X.

Entdo O é uma cole¢do de férmulas em . (2)

Como X C 2, temos que O € ().

DaiT' € ©. (3)

De (2), © C |JX, donde,de 3), T C|JX. (4)

Suponha por absurdo que [ J X IT P.

Entdo existem férmulas @1,...,Q,(n € N*) tal que a colegdo

! Apresentada inicialmente por Newton da Costa, em correspondéncia enviada ao professor
Arthur Buchsbaum.

2Que é um subconjunto de Q.

3Se ¥ fosse @, o I seria sua cota superior.
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{le"'a@’n} g UE

PelaRC, {Q1,...,Qu} [ P. (5)

Paracadai € {1,...,n}existeI'; € L talque Q; € T;.

{Qla---in} grlu--~UFn- (6)

De (5),(6) e pela Mon, Ty U...UT, |= P. (7)

Como ¥ é uma cadeia, temos que existe @ € {1,...,n} e temos que
ryu...ur, =Ty

De (7) e (8), T'; If P, o que é absurdo, pois I'; € X, 3 € Q e pela forma
como definimos €2, os elementos de €2 nao podem deduzir P.

Logo, US [£ P. (9)

De @) e(9),JX €.

Temos obviamente que todo elemento de X esté contido em | X.

Portanto, | J X é cota superior de X. O

4.8 Lema.
Se T |7LL P, entdo existe T tal que T' C TV e TV é P-saturado em L.

4.9 Lema.
Se I é P-saturado em L e L é dotada da RD, MP, Tran, NC(i), RDj, TEx, PC,
A-el, Mon, Ref e A-int, entdo para qualquer Q, Q € T ou (Q — P) € T..

Prova:

Suponha que I" é P-saturado em L.

Suponha por absurdo que existe um @ talque Q@ €I'e (Q — P) € I
Por saturado, I' U {Q} If PeTU{Q— P} IT P.

PorRD, T} Q = PeT'|= (Q— P) — P.

Por Tran, Q@ — P,(Q - P) > P IT P, portanto T’ IT P, o que é absurdo
porque I' é P-saturado.
Portanto, para todo @, Q@ € I'ou (Q — P) € T. O

Precisamos mostrar que uma coleg@o saturada possui certas caracte-
risticas concernentes a cada conectivo. Com essas caracteristicas fica facil
mostrar que existe uma valoragdo que satisfaz essa colecao saturada, ou seja,
que toda cole¢@o saturada é também satisfativel.

De forma especifica, isso € feito para LPC em 9.3.5, e para LQC em
10.3.5.
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4.10 Lema.

Seja T saturado em L com respeito a L. Entdo
(i) T é —-consistente®*.

(i) T é —~-completo em L°.

i) T eT.

Giv) L gT.

V) (Q—R)eT,sssQéTouReT.

vi) (QAR)eTl, sssQeleRel.

(vil) (QVR)eT,sssQeTouRel.

Prova:

e (i): Se I' ndo fosse —-consistente, entdo existiria uma férmula @), tal que

I Qel = -Q.
Mas a partir dessa contradi¢do I' IT P, o que ndo pode acontecer, uma vez
que I' é P-saturado.

* (ii): Suponha que I" |7‘£— Qel |7£L =Q.
Sel |7LL @, entdo pelo lema 4.9, T" If Q— P.(1)
Esell |7£L -@Q, entao I' IT -Q — P.(2)

Seja £ dotada de TEx (@ V —Q). De (1), (2) e pela PC temos que I’ IT P.
Assim I' ndo seria =-completo. Entdo I" deve ser —-completo.

« (ii): Se '}~ T, entdo T € T,

e (iv): SeT If 1, como L IT P,dai T’ IT P, o que é absurdo, logo I" |7‘£— 1
el ¢T.

e (v): Suponha que R € T', entdo I IT R. Por Mon, I', @ IT R e por RD,
r-Q—R

e (vi: De @ € T'e R €T, por Ref temos que I" IT Qel IT R. Por A-int,
Q,leQ/\ReporTran,FlfQ/\R.

* (vii): Suponhade ) € I'que I' If @, por Ref. Entdo Q) IT Q V R por
V-int. Dai T - Q V R.

O

4.11 Definicao.
Seja * um conectivo monadico em L.

i € x-consistente em L se ndo existe uma férmula @ em L tal que ¢ If e
ol Q.

4E consistente com respeito ao conectivo monédico da negagdo, ou seja, ndo deduz simul-
taneamente, P e = P.
3Seja uma férmula P qualquer. I" deduz P ou deduz a sua negagio, ou seja, = P.
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4.12 Definicao.
Seja * um conectivo monédico em L.

& x-completo em £ com respeito a L se para cada férmula @ de L, ¢ If Q
ou IT *Q).

4.13 Lema.

Seja T uma colegdo de formulas em L, onde L é uma linguagem para L e P
€ uma formula de L.

Se T’ |7£L P entdo existe ¢ tal que

I'C e
@ é P-saturado em L com respeito a L.

Prova:

Seja L uma linguagem tal que I" é uma colegao de férmulas em L.

Seja 2 a colecdio de colecdes de formulas ¢ em L tal que
I'Co,

{sv % P.

Pelo lema 4.7, toda cole¢do em (2 possui uma cota superior em {2, donde,

pelo Lema de Zorn em 2.3.65, €2 possui um elemento maximal .
I'Co,

Como ¢ € €2, temos que -,

2 q { o |7£L P.

Suponha que ¢’ € a colegdo de féormulas em L tal que ¢’ |7[:L P. (1)

Suponha por absurdo que ¢ C ¢'. (2)

Por Tran, temos que I C ¢’. (3)

De (1) e(3),¢ € Q. 4)

De (4) e (2), ¢ ndo é elemento maximal de €2, porque elemento maximal ndo
pode ser majorado por outro elemento do conjunto, logo —(¢ C ¢'), 0 que é
absurdo.

Ou seja, para qualquer ¢’ tal que ¢’ é uma cole¢do de férmulas de L e
¢ |7£L P, entdo —(p C ¢').

Logo, ¢ é P-saturado em L, donde ¢ é P-saturado. O

4.14 Definicao.
I" € saturado com respeito a uma légica L sss:
(i) existe uma linguagem L para L,
(ii) existe uma férmula P de L tal que I' é P-saturado em L com respeito a
L.

4.15 Lema.
p é P-saturado em L com respeito a légica L,

Q € uma formula de L,
entdo ou Q) € wougoU{Q}lfP.
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Prova: Através da Lei da Reflexividade e da Regra da Transitividade Geral.
O

4.16 Lema.
Se L possui Ref, entdo, para qualquer formula Q em L, QQ € @ implica que

WITQ.

4.17 Lema.
@ uma cole¢do P-saturada em L com respeito a logica L.
Sejam {

Q uma formula de L,
L uma légica contendo Ref e TG,

entdo IT Q implica que Q) € .

Prova:
Assuma as hipdteses.

Suponha por absurdo que Q & o, mas ¢ U {Q} IT P, dai ¢ IT P,oqueé
absurdo, logo Q) € . O

Considerando 4.16 e 4.17, o seguinte lema € definido:

4.18 Lema. ) )
p uma colecdo P-saturada em L com respeito a logica L.
Sejam {

Q uma formula de L,
L uma légica contendo Ref e TG,

entdo () € @ ss5 @ lf Q.

Prova:

Se @) € ¢, entdo, por Ref, ¢ If Q.

Suponha que ¢ IT Q.

Se Q € p, entdo p U{Q} |f P,edai, se ¢ |f Q, terfamos entdo, pela Regra
da Transitividade Geral, ¢ If P, o que ¢ absurdo, logo ¢ |7£L Q. O

4.19 Lema.
Go ¥ é uma colecdo P-saturada em L com respeito a logica L,

v possui Ref e TG,
entdo P & .

Prova:

Assuma as hipéteses.

Suponha por absurdo que P € ¢.

Se P € ¢, entdo pelo lema 4.16, ¢ If P, mas como ¢ é P-saturado em L

com respeito a L, entdo ¢ |7£L P,logo P ¢ . O
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4.20 Definicio. (Extensio e Restri¢io de L-interpretacdes®)

Seja I uma L-interpretagdo e I’ uma extensdo de I.

Diminuindo a quantidade de letras sentenciais, constantes, sinais funcionais
e sinais predicativos que sdo interpretadas por I’, obtemos I, que é chamada
de restricdo de I'. Também dizemos que I’ é uma extensdo de I.

Se I' € uma extensdo de I, entdo I e I’ interpretam as mesmas letras sen-
tenciais, constantes, sinais funcionais e sinais predicativos. Verifica-se que
I(P) = I'(P) para toda férmula fechada P de uma linguagem L de L.

O conceito de colegdo saturada € necessario para lidar com conectivos
-, V, A, mas ndo € suficiente para lidar com quantificadores. Por isso serd
necessdrio usar uma técnica adicional que é atribuida a Henkin’.

Abaixo descrevemos a motiva¢do do uso de colecdo de Henkin para
provar, em §10.3, a completude do célculo de LQC. Com esse conceito serd
possivel verificar que uma cole¢do simultaneamente saturada e de Henkin,
dita P-cole¢do de Henkin, é satisfativel na semintica de LQC.

Para fazer uma prova da completude é preciso obter uma extensio de
I" que ndo acarreta P e que seja satisfativel para as férmulas.

No caso da LPC conseguimos mostrar que a extensdo do I' é uma
colecdo saturada e € um conjunto satisfativel apenas com os conceitos de
colecdo saturada apresentados anteriormente.

Ao passo que em LQC pode existir uma cole¢do saturada que tenha
uma férmula quantificada, mas talvez nao seja possivel fazer uma interpre-
tacdo convencivel de que para 3z P ou VxP seja atribuido um valor ver-
dadeiro. Por exemplo, em uma colegdo saturada de LPC P e @), entdo tam-
bém teremos PAQ se o Iy (P) = ve Iy (Q) = v, assim, PAQ é verdadeiro.
A mesma ideia é valida para V, -, por exemplo. Ja para férmulas quantifi-
cadas ¢ diferente. Como se convencer de que Jx P e Vx P sdo verdadeiros?
Em virtude do que foi mencionado, a ideia de P-cole¢do de Henkin em L
com respeito a uma légica £ serd titil caso exista uma colecdo saturada que
possua férmulas quantificadas.

Entdo modelamos essas féormulas como sendo ‘termos’, como o0s
préprios elementos do universo de discurso. Na prética deveriamos ter
I(P(x|t))=v, mas pode acontecer que exista uma cole¢do saturada em uma
linguagem dita ‘pobre’, em que a colecio de termos nfo ocorra no universo
de discurso e ela ndo deixe de ser saturado por esse motivo.

Devemos forcar o seguinte: quando aparecer uma férmula da forma
Jz P, VP, deve aparecer também I (P(x|t)) = v. Se a colecdo for saturada

6Mais detalhes sobre extensdo e restricio de interpretacdes podem ser obtidas em [8].
7Ver artigo em L. Henkin, The Completeness of the First-Order Functional Calculus, The
Journal of Symbolic Logic, 14, 159-166 (1949).
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e essa caracteristica no puder ser conseguida, entdo nao € possivel obter uma
interpretacdo que satisfaga esse conjunto com férmulas quantificadas.

4.21 Definicio. (Colecio de Henkin)

Seja £ uma légica cujos quantificadores sdo V' e ‘3.
(p € uma coleg@o de Henkin em L com respeito a L se as seguintes condi¢Ges
sao satisfeitas:

(i) Se, para todo termo ¢ de L, P(z|t) € ¢, entdo Vz P € .

(ii) Se 3z P € ¢, entdo existe um termo ¢ de L tal que P(x|t) € .



Capitulo 8

O Método dos Tablos

A via da automatizacdo preferencial serd, ao longo de todo este tra-
balho, o método dos tablos.

Neste capitulo uma apresentacao geral do método dos tablds é feita,
de uma forma independente da aplicagdo do mesmo para uma logica especi-
fica, juntamente com provas gerais de corre¢do e completude dos sistemas de
tablos com respeito as semanticas de uma dada 1égica.

Para este fim, também é dado um conceito geral de semantica, o qual
corresponde a uma ampla classe de logicas, e através do mesmo € definido
satisfabilidade e relacdo de consequéncia.

§1. Caracterizaciao do Método dos Tablos

O método dos tablds, concebido por [25], aprimorado e propagado
principalmente por [26] e [24], ¢ um método de prova por refutagdo, no qual
um teorema € provado pelo insucesso na tentativa de construc¢io sistematica
de um modelo para a sua negagdo. De acordo com [47], o0 método tem fun-
damento semantico: ao tentar provar que P é um teorema légico (ou que P
¢é teorema de uma teoria I'), o que o método em sua concepcdo original faz,
de fato, € verificar a impossibilidade da satisfacdo de =P (ou da satisfacdo
simultinea de I" e = P).

A adaptabilidade e a flexibilidade do método dos tablds o torna ex-
tremamente atraente ao projeto de automatizacdo do raciocinio, o qual con-
siste na sua modelagem ldgica, seguida do desenvolvimento de métodos de
prova para a légica empregada e da sua efetiva implementag¢do na forma de
um raciocinador automatico'.

1Um raciocinador automético é um programa que pode, munido de uma base de dados con-
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1.1 Convengdo. Tableau para uso no singular e Tableaux para uso no plural
sdo palavras de origem francesa que significam “4rvore” ou “arvores”, res-
pectivamente. No escopo da l6gica referem-se a arvore(s) de férmula(s). Em
portugués, usaremos a palavra Tabld para uso no singular e Tablds para uso

no plural.

Com a finalidade de generalizar a potencialidade do método dos
tablds, procuramos abstrair suas caracteristicas essenciais em uma generaliza-
¢a0 cujas instancias podem ser aplicadas a uma grande variedade de logicas.

§2. O Método da Confutacao Generalizado

Um sistema de tablds € um método de prova que consiste na geragao
de uma arvore de férmulas em uma dada légica (tabld), originada de um rablé
inicial. A drvore inicial ou tablé inicial € gerada a partir de uma dada férmula
de uma légica, da qual se pretende saber algo, tal como a sua validade ou a
sua satisfabilidade, dependendo do sistema de tablds.

Esta drvore € a primeira de uma sequéncia de arvores, onde cada drvore
ndo inicial sucede a anterior, aplicando uma regra de expansdo para um né
ndo usado ou ndo marcado. Cada ramo desta arvore em crescimento é aberto
ou fechado, de acordo com um critério de fechamento previamente definido.
Ramos fechados nao crescem mais, enquanto ramos abertos nao exauridos
sdo expandidos através de aplicacdes de regras para seus nds ainda nao uti-
lizados. O objetivo do procedimento é fechar todos os ramos, provando assim
a condicdo desejada com respeito a férmula dada (geralmente a sua validade
ou a sua satisfabilidade). Semanticamente, o fechamento de todos os ramos
do tablo estabelece a validade ou insatisfabilidade da férmula na sua raiz, de-
pendendo do sistema de tablds, caso contrdrio, a existéncia de um tabld com
um ramo exaurido (aberto) implica a invalidade ou a satisfabilidade desta for-
mula .

Neste trabalho sdo considerados sistemas de tablds para os quais o
fechamento de todos os ramos implica a insatisfabilidade da férmula na raiz,
caso contrdrio, essa formula € satisfativel.

Enquanto o método dos tablds por prova direta investiga a validade da
férmula geradora do tabld inicial, conforme apresentado em [48], o método
dos tablds por confutacdo investiga a satisfabilidade do tabl6 inicial, o qual
corresponde semanticamente, na Logica Cléssica, a negagdo da possivel tese.

Duas l6gicas £ and £’ sdo consideradas, onde L and L’ sdo respecti-
vamente a linguagem inicial e de trabalho de um sistema de tablds genérico,

tendo “conhecimento” codificado em uma linguagem l6gica (base de conhecimento) e de acordo
com a légica considerada, responder a perguntas efetuando raciocinio sobre este conhecimento.



152

o qual serd definido a seguir. A primeira lgica é aquela para a qual o sistema

de tablos € construido e a segunda ¢ auxiliar, ou seja, € definida para permitir,

no caso do método dos tablds, o estudo da primeira 16gica. O algoritmo sem-
pre trabalha com arvores de férmulas de I/, isto é, férmulas da linguagem da
16gica auxiliar.

Embora em muitos casos a linguagem inicial e a linguagem de tra-
balho de um sistema de tablds sejam as mesmas, como em alguns sistemas
da Ldgica Cléssica, ha muitas situagdes que originam diferencas entre estas
linguagens:

» Existem ldgicas cuja linguagem prépria ndo permite uma andlise seman-
tica, tal como a Ldgica Positiva Cléssica; neste caso, a linguagem inicial
pode ser a da Légica Positiva Cldssica, mas a linguagem de trabalho deve
ser a da Logica Classica, cujo alfabeto é obtido acrescentando o conectivo
de negacdo ao alfabeto da Légica Positiva Classica.

* Em alguns casos é conveniente associar na linguagem de trabalho cada
férmula da linguagem inicial com o seu valor veritativo, assim como faz
[24].

* Para algumas Loégicas Modais um mundo pode ser associado a uma cons-
tante especial na linguagem de trabalho. Neste caso, se alguém quiser dizer
que uma dada férmula P da linguagem inicial é verdadeira em um mundo
w, isso pode ser expressado na linguagem de trabalho como algo do tipo

‘w(P)’ .

2.1 Definicoes.

Um tabloé em uma linguagem L' é uma érvore na qual cada né contém uma
férmula de L’ e um dos valores booleanos v (verdadeiro) ou f (falso). Um
ramo em uma linguagem L' é uma sequéncia de nés satisfazendo a mesma
condig¢do anterior. Um né € dito marcado se o seu valor booleano € v.

Para nés, um né marcado € simplesmente aquele que possui fisica-
mente uma marca. Do ponto de vista algoritmico, é mais simples trabalhar
com um né marcado do que verificar se ele foi usado?.

2.2 Notacdo. Usaremos, graficamente, o sinal de ticagem “y/” significando
o valor 1 da marca, e sua auséncia como o valor 0 da marca.

2.3 Notacio.
* Dado um né 7 de um tabld em L', form(n) é uma férmula de 7.
» Dado um ramo p em L’, coll(p) é a colegdo de férmulas em p.

2.4 Definicao. Um tabld € dito finifo se ele possui um nimero finito de nds,
caso contrario ele € dito infinito.

2Veja definigio de n6 usado em [2].
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2.5 Definicao.
Uma funcdo de inicializagdo de L em L' é uma fung¢do que associa cada
férmula de L a um tabl6 em L.

No método da confutagdo o tableau inicial tem, em muitos casos, ape-
nas um nd, o qual contém a nega¢do da suposta tese.

2.6 Definicao.
Um critério de fechamento em L’ é uma fungdo que associa cada cole¢do I’
de formulas em L’ a um dos valores booleanos v ou f.

2.7 Definicao.

Uma regra em L’ é uma fungdo que associa cada férmula em L' e cada
colegdo finita de féormulas em L’ tendo essa férmula uma colegdo finita de
tablos finitos em L.

2.8 Definicao.

Um sistema de tablos é uma quintupla ordenada S = (L, L', Z,C,R), onde
L e L’ sdo linguagens formais (para duas l6gicas), Z é uma fungéo de inicia-
lizagdo para L, C' é um critério de fechamento em L’ e R é uma cole¢do de
regras em L. L é a linguagem inicial de S, L' é a linguagem de trabalho em
S, T é a fungdo de inicializagdo de S, C € o critério de fechamento de S e R
€ a colecdo de regras de S. Cada elemento de R € dito uma regra de S.

2.9 Notagdio. Daqui em diante, S = (L, L', Z, C, R) é um sistema de tablds.

2.10 Definicao.

» T é uma colegdo de férmulas em S se cada P € T é uma férmula em L’.
* Um ramo em S é um ramo cuja cole¢do de formulas estd em S.
e Um tablo em S é um tabld em L'.

2.11 Definicao.

* Uma colecdo T de formulas em L' é dita fechada em S se C(T') = v, caso
contrario ela é dita aberta em S.

* Um ramo em L' é dito fechado em S se a sua cole¢io de férmulas é fechada
em S, caso contrdrio ele é dito aberto em S.

e Um tablé em L' é dito fechado em S se todos os seus ramos sdo fechados
em S, caso contrario ele € dito aberto em S.



154

2.12 Definicao.

* Um ramo em S é dito L'-satisfativel se a sua cole¢do de férmulas é
L'-satisfativel.

e Um tablo em S é dito £'-satisfativel se este possuir pelo menos um ramo
L'-satisfativel.

2.13 Definicao.

Sejar e P uma regraem L’ e uma férmula em L', respectivamente.

» r & dita ser aplicdvel a formula P se, para qualquer colecdo de férmulas I"
em L' talque P € T', (P, T") pertence ao dominio de r.

» P ¢ dito ser formula excluida em S se ndo houver nenhuma regra em S
aplicavel a P.

2.14 Definicao.

Seja I uma colegdo de férmulas em L'. T' é dita exaurida em S se as seguintes

condigdes sdo satisfeitas:

* I'é abertaem S.

» Paracada P € I e para cadaregra  de S, se r é aplicdvel a P, entdo existe
um ramo o em (P, T") tal que coll(c) C T".

Um ramo em L' é dito exaurido em S se a sua colecdo de férmulas € exaurida

emS.

Um tabld em L’ é dito exaurido em S se ele possuir pelo menos um ramo

exaurido em S.

2.15 Escélio.
e Um ramo exaurido em S é um ramo aberto em S.
e Um tabld exaurido em S é um tabld aberto em S.

2.16 Definicao.

e Para um dado n € N, um n-segmento € o conjunto dos nimeros naturais j
talque 0 < j < n.

e Um segmento é um n-segmento, para algum n € N.

2.17 Definicao.
* Dada uma férmula P em L, Z(P) é dito o tablo inicial para P em S.
* Um 1ablé inicial em S é I(P), para alguma férmula P em L.

2.18 Definicao.

Um tabld 77 em L’ € dito um sucessor do tablé T' em L' se existe um nd n ndo
marcado em T e uma regra r em S aplicdvel a form(n) tal que T’ é obtido
de T pela marcagdo de n e adicionando r(form(n), coll(p)) em cada ramo
aberto p de T onde 7 ocorre. Neste caso, T é dito um predecessor de T’ em

S.
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2.19 Definicao.

Uma sequéncia de desenvolvimento em S ¢ dita uma sequéncia (T;);es de
tablos em S tal que:

e JéumsegmentoouJ =N.

» Paracadaj € J,sej+ 1€ J,entdo T, é um sucessor de 7; em S.

2.20 Definicao.

Seja P uma férmula em L. (T}) e € dito ser uma sequéncia de desenvolvi-
mento para P em S se esta é uma sequéncia de desenvolvimento em S e T
¢ o tabl6 inicial para P em S.

2.21 Definicao.

Uma sequéncia de desenvolvimento em S é chamada completa em S se esta

satisfaz uma das seguintes condicdes:

« E finita e termina com um tabld fechado em S ou com um tabld exaurido
em S.

« E infinita e tende a um tabld exaurido infinito em S.

2.22 Definicao.

e Um tabld 77 em L' é dito ser um desenvolvimento em S de um tablo T em
L' se existe uma sequéncia de desenvolvimento (7);c s e dois nimeros j
e k pertencentes a J taisque j < k, T =Tj e T' = Tj,.

* Seja P uma férmula em £. Um tablé T em S é dito ser um tablé para P
em S se T € um desenvolvimento do tabld inicial para P em S.

2.23 Definicao.
S é dito progressivo em L' se, para quaisquer tablos T' e 77 em S tal que T’
é sucessor de 7' em S, se T é L'-satisfativel, entdo 1" é £'-satisfativel.

2.24 Definicao.

Seja r uma regra em L'. r € dita correta em L' se, para qualquer férmula P
em L' tal que r € aplicdvel a P e para qualquer colecdo finita de férmulas
em L’ tal que P € 1, se ¥ é L -satisfativel, entdo existe um ramo p de r(P,9),
tal que ¥ U coll(p) é L’ -satisfativel.

2.25 Lema. Se toda regra de S é correta em L', entdo S é L'-progressivo.

Prova:

Sejam T e T’ tablos em S tal que T’ é sucessor de T em S e T §é
L'-satisfativel. Entdo existe um né n ndo marcado em 7' e uma regra r
em S aplicdvel a form(n) tal que 7" é obtido de T pela marcagdo de 7 e
adicionando r(form(n), coll(p)) em cada ramo aberto p de T onde 7 ocorre.
Sendo T L’-satisfativel, existe um ramo p de T que é L'-satisfativel. Se 7

ndo estd em p, entdo p é um ramo de 7”, daf T” é L'-satisfativel. Considere
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agora que 7 estd em p. Como r é correto em L’ e coll(p) é L' -satisfativel,
temos que existe um ramo o de r(form(n), coll(p)) tal que coll(p) U coll(o)
é L'-satisfativel. Como coll(p) U coll(c) é a colegdo de férmulas de um ramo
p de T e este ramo é L’'-satisfativel, temos que T’ é L'-satisfativel. O

2.26 Lema. Para cada formula P de L, existe uma sequéncia de desenvolvi-
mento completa para P em S.

2.27 Definicao.

» § € dito correto com respeito a L se, para qualquer férmula P em L, a
existéncia de um tablo fechado para P em S implica na £-validade de P.

» S é dito completo com respeito a L se, para qualquer férmula P em £, a
L-validade de P implica na existéncia de um tabl6 fechado para P em S.

A préxima se¢do apresenta as condi¢des gerais de corre¢do e comple-
tude que um sistema de tablds deve cumprir a fim de ser correto e completo
com respeito a uma dada l6gica, portanto essas consideracdes ndo se limitam
aqui a uma légica particular.

§3. Condicoes Gerais de Correcao e Completude
para Sistemas de Tablos

3.1 Definicao.

* Um ramo em S ¢ dito L'-satisfativel se a sua cole¢do de férmulas é
L'-satisfativel, caso contrdrio este ramo € dito £'-insatisfativel.

e Um tabl6 em S € dito £'-satisfativel se ele possuir pelo menos um ramo
L’'-satisfativel, caso contrario este tabld é dito £’-insatisfativel.

3.2 Teorema. (das condicdes de corre¢do)

x para qualquer formula P em L, a L'-insatisfabilidade do tablé
inicial para P em S implica na L-validade de P,

x toda regra de S é correta em L/,

x toda colegdo fechada de formulas em S é L'-insatisfativel,
entdo S é correto com respeito a L.

Se

Prova:

Sejam P e T respectivamente uma formula em £ e um tabld fechado
para P em S. Entdo existe uma sequéncia de desenvolvimento (7)) ¢ qo,....n}
tal que Tj € o tablo inicial para P em S e T, € um tabld fechado em S tal que
T = T,,. Suponha por absurdo que Ty é L'-satisfativel. Suponha também,
por hipétese de inducdo, que, para um dado ndmero natural ¢ < n, T; é
L'-satisfativel. Pela segunda condigdo de corregdo e pelo lema 2.25, temos
que T; 41 também é L'-satisfativel. Logo, para todo ¢ € {0,...,n}, temos
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que T; é L'-satisfativel, e daf, em particular, T}, é £ -satisfativel, ou seja, T' €
L’-satisfativel, donde T possui um ramo L’-satisfativel. Sendo ¢ a cole¢do
de férmulas deste ramo, temos que ¢ é L'-satisfativel. Por outro lado, como
T é fechado em S, temos que p é fechado em S, e dai, pela terceira condicio
de correcdo, temos que ¢ é L’-insatisfativel, o que é absurdo, logo T €
L’-insatisfativel, e portanto, pela primeira condi¢do de correcéo, concluimos
que P é uma férmula £-vilida. O

3.3 Teorema. (das condicoes de completude)
* para qualquer formula P em L, a L-validade de P implica na

Se L'-insatisfabilidade do tablé inicial para P em S,

x toda colegcdo exaurida de formulas em S é L'-satisfativel,
entdo S é completo com respeito a L.

Prova:

Seja P uma férmula L-vélida. Pelo lema 2.26, existe uma sequéncia
(T};) e de desenvolvimento completa para P em S. Suponha por absurdo
que esta sequéncia nio termina com um tablo fechado para P. Duas situacdes
dai podem ocorrer:

(i) (Tj);e. termina com um tabld exaurido em S.

(ii) J = Ne (T})e s tende para um tabld infinito exaurido em S.

Em ambos os casos, temos que 7p estd contido em um tabld exaurido em
S. Seja 7 o ramo deste tablo exaurido em S e seja ¢ o ramo deste tabld
inicial contido em 7. Pela segunda condi¢do de completude, temos que
T é L'-satisfativel, logo o também € L’-satisfativel, donde, pela primeira
condi¢do de completude, temos que P ndo é uma formula £-valida, o que é
absurdo, e dai, necessariamente, temos que esta sequéncia termina com um
tabld fechado para P. O



Capitulo 9

Logica Proposicional
Classica com Inducao

Este capitulo apresenta resultados da Loégica Proposicional Cléssica
relacionados a conceitos de indugdo e teoria dos conjuntos, apresentados nos
capitulo 6 e 2, respectivamente.

Neste capitulo nds falaremos somente da Logica Proposicional Clas-
sica, assim, para dizer que P é consequéncia de I' em LPC, notaremos isto

por I' l— P.

§1. Conceitos Gerais

A definicdo a seguir estabelece uma aplicagdo do Principio da Indugdo
Estrutural Funcional na demonstragio de propriedades das formulas de LPC.
Utilizando a base e o passo de indugdo conseguimos provar que para toda
férmula P, a propriedade A(P) é verdadeira.

1.1. (Inducao sobre formulas em LPC)

E um caso particular do Principio da Inducdo Estrutural Funcional.

Seja A(P) uma propriedade sobre férmulas em LPC.
para cada letra sentencial p, A(p),
para cada férmula P em LPC, A(P) implica em A(=P),

Se < para cada férmula P e Q em LPC, A(P) e A(Q) implica em A(P — @),
para qualquer formula P e @ em LPC, A(P) e A(Q) implicaem A(P A Q),
para qualquer formula P e @ em LPC, A(P) e A(Q) implicaem A(P V @),

entdo, para qualquer férmula P em LPC, A(P).
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1.2 Exemplo.
Seja A(Q) a propriedade “P; <> P, Iﬁ Q(S||Py) < Q(S|P2)”.
Se S = @, entdo {ggg; z g dai vale A(Q), em virtude de Ref.
QS| P) =@,
QS| P) = Q,
que I— Q + Q, ou seja, I— Q(S||Py) < Q(S||Pz), donde, por Mon,
Py < Py QS| Py) ¢ Q(S|| Py), logo vale A(Q).
Podemos dai, sem perder a generalidade, dizer que S # @ e .S ocorre em Q).
e O caso em que () € letra sentencial ja foi considerado, pois, neste caso,
S = @ ou S ndo ocorre em Q.
e Caso Q é —R.
Por hi, P, ¢ Py |- R(S||Py) < R(S||Py).
Por LSC, R(S||P1) <> R(S||P) l— Q(S]|P1) <> Q(S||P2) e dai, por Tran,
Py 6 Py |- Q(S|[Py) ¢ Q(S|Py).
* Caso Q é R1#Ro, onde # € {—, A, V}.
Py < Py Ry (S| Py) & Ry (S| Py), (1)
Py < Py Ry(S||Py) < Ro(S||Pa). (2)
Por LSC (viii, ix e X), temos que
Ry(S|Py) & Ry(S|| Py). Ro(S|P1) > Ra(S|| Po) =
(Ri(S[|PO)#R2(S|PL) < Ra(S[|P2)#R2(S]|P2),  ou  seja,
Ri(S[Pr) ¢ Ri(S|Pa), Ra(S|P1) ¢ Ba(S[[Po) |~ Q(SIIPr)  Q(S]| ).
3)
De (1), (2), (3) e Tran, temos que, Py <> Py l— Q(S||P)#Q(S|| Pz).
Portanto, aplicando indugao sobre férmulas em LPC, temos que, para toda
féormula Q em LPC, vale P; <+ P, l— Q(S||P1) <> Q(S|| Py).

Se S ndo ocorre em (), entdo { dai, por RE, temos

Por hi, suponha que

O exemplo a seguir estabelece uma aplica¢io do Principio da Indugado
Estrutural Relacional na demonstragcdo de propriedades sobre sequentes cor-
retos em LPC.

1.3 Exemplo. As seguintes regras derivadas de LPC sdo validas:
(i) Se |~ P, entdo existe I finito tal que I" C T e I’ |- P
(lei da compacidade).
Seja A(T I— P) a propriedade ‘existe I finito tal que IV C P e
P
* No esquema da reflexividade.
Considere que P € I'.
Temos que ‘I’ I— P’ é um exemplar de Ref.
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{P} é finito, {P} C T"e {P} I— P ¢é um exemplar de Ref, donde
{P} k55 P.logo A(T |- P).

* No esquema modus ponens.
Temos que ‘P, P — @ I— @’ é um exemplar de MP.
{P,P — Q} éfinitoe {P,P — Q} C {P, P — Q}, dai ndo hd mais
o que fazer, ou seja, A(P, P — Q I— Q).

* Na regra da transitividade.

F|—P17...,F|—P7L,{P1,..A,Pn}|—Q P
T
rrp
Considere que [« : , ou seja, considere que os

{Pl,...,Pn}I—Q

sequentes sdo corretos.
A partir daf a propriedade € vélida.

AT = Py),

Temos que uma aplicagdo de Tran.

Suponha por HI, que : ou seja,
AT} Py,
A(Py,...,P) @,
existe Ty finito, Ty < T tal que Ty |- Py,
existe I';, finito, I'), C " tal que [',, l— P,.
Sejap=T7U...UT,.
Fl g S09 SD l_ P1
Dai {: logo, pela Mon < : , e dai com
I'y Co, % l— P,

{P,...,P,} l— Q, donde, por Tran, ¢ l— Q.

Logo, como ¢ € finito e ¢ = T, temos que A(T l— Q).
¢ Na regra da Monotonicidade

Considere que I' C T,

Dai FI_P € uma aplicacdo da Mon.
F”l—P

Considere que I' l— P e por HI, A(T l— P), ou seja, existe I finito

10 raciocinio é andlogo nos exemplares dos seguintes esquemas, pois estes exemplares pos-
suem um ndmero finito de premissas: Esquema da Reflexividade, Modus Ponens, A-int, A-el,
Prova por Casos.
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tal que IV C FeF’I—P.
Temos que I'”’ I— P.

I cr,
Caso {1’" |: P, temos que A (T I— P).
I é finito,

Na regra da Dedugdo
rutpif-e
I—P—Q
Considere I' U { P} l— Q e, por HI, A(T U {P} l— @), ou seja, existe

I finito tal que I" C T U {P} e " |- Q. (1)
Temos que I' I— P—=Q.
De (1) temos que (I — {P}) U {P} I— @, dai, por RD, temos que

Temos que € uma aplicacdo da RD.

' —{P}}P-qQ.
I — { P} é finito,
Como ¢TIV — {P} CT, temos que A(T" l— P—Q).

Na regra do —-introducio

Temos que FU{P}I_T_FU{P}I_ﬁQ ¢ uma aplicacdo de —-int.
r—-pP

, ru{ri-e.
Considere que ru{P} I_ -Q e, por HI,
{A(r U{PHQ),
AT U{P}}--Q).

T} -p,

Daf { existe 'y C T' U {P} tal que I'; é finito e T'y - Q,
existe I'y C T'U {P} tal que 'y é finito e Ty l— =Q.

Seja Y = r'yurls.

Dai {(‘0 l_ @ donde {(SD —{PHuiry l_ @ logo, por —-int,
eol--e. (e {PHU{P}=-Q.

p—{P}=~P. (1)

Temos que € finito, dai ¢ — { P} é finito. (2)

Como ¢ C I' U {P}, temos que ¢ — {P} C T (3)

De (1), 2) e 3), A(T |- —P).

Na regra do —-eliminacdo

Temos que FU{ﬁP}l_QI_FU{ﬁP}l_ﬁQ € uma aplicagdo de —-el.
—P



(i) S

. PU{-P}-@,
Considere  que I'U{-P} I_ -Q e,
{A(F U{-P} Q).

AN U{=P} = =Q).

rip,
Dai { existe I’y C T'U {—P} tal que I'y é finito e T'y
existe 'y CT'U {—P} tal que I'; é finito e T'y
Seja Y = Fl U FQ.
- (¢ — {~PH U{-P} |-
{SD Q, donde Q,
--Q (¢ — {~PH U{-P}}-

—Q,

—{ﬂP}FJ?(D
Temos que ¢ € finito, dai ¢ — {—P} é finito. (2)
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por HI,

Q.
Q.

logo, por —-el,

Como ¢ CT'U {—P}, temos que ¢ — {—P} CT'. (3)

De (1), 2) e 3), A(T |- P).
* Naregrado T-int

r I— T. Observe que ) I— T.
* O resultado € andlogo para as regras do A-el, V-int,
1 -el,V-el e 3-int.

paratodoPEgo,Fl—P

Prova por Casos,

entdo I' I— Q (regra da transitivi-
wFQ

dade geral).

Prova:
Assuma a hipétese.

De ¢ I— @, temos pela lei da compacidade, que existe
I Cypel’ Q. (1)
paratodo P € TV, T l— P (2)

Dai F/ l_ Q (3) entdao PI =

Py,...,Pytalque IV = {Py,...,P,}.
SeT” = ¢, caso IV C T, temos de (1) que T’ I— Q.

I p
rip,

(P,...,

SeT” ={P,...,P,}, entdo, de (2) e (3),

I finito, tal que

¢ ou existem

dai

P Q.
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pela Tran I' l— Q. O

rp

(iii) Se { : (Weg, Pi,..., Py Q) entio T, |- Q (regra
r-p,

do corte).

Prova:

Assuma a hipdtese.
T, ol P

De (1)e Mon < : e paratodo P € <p,F,<p|—P(3).
T,¢l- P,

De (3), (2) e lei da transitividade geral I', ¢ I— Q. O]

entdo I', l— @ (regra do corte

(iv) Se {para todo P € A, T I— P(1),

pAFQ®,
geral).

Prova:
Assuma a hipétese.
De (2) e lei da compacidade, temos que existe I'g finito,

FOQ@UAtalqueI‘OI—Q. 3)
De (3), (F() ﬂcp) U (F() QA) I_Q

Sel'yNA =¢,entdo 'y N l— Q, dai, por Mon, O
(v) Se P,P' e Q,Q sdo pares de férmulas contraditérias, entdo
Lp l_ @ , implicam que ' l— P
L PR

Se existe uma aplicacdo da regra, e tanto as hipéteses quanto as pro-
priedades para as hipéteses sdo vélidas, consequentemente a conclusio é cor-
reta e existe a possibilidade de prova-la.

Em algumas provas e defini¢des por indugdo, em LPC, € relevante
considerar o nimero de ocorréncias de conectivos em uma férmula. Para
isso, considere a seguinte defini¢do:

1.4 Definicdo. O grau de uma férmula P em LPC, notado por gr(P), é o
numero de ocorréncias de conectivos em P.



164

§2. Calculo de Sequentes

2.1. Lei da Compacidade

T é finito
- . , ,
SeT I— P, entdo existe IV C T tal que {F’ I_ I
Prova:
Seja AT l— P) a propriedade ‘Se T’ l— P, entdo existe I' C T tal
T é finito,
e - pr -

O Esquema da Substituicdo para Equivaléncia, dado logo abaixo, é
uma generalizacdo do Lema da Substitui¢do para Conectivos. Antes de sua
formulag@o, precisamos de um conceito sintitico, a substituicdo de uma for-
mula por uma férmula em uma férmula.

2.2 Definicao.

As cldusulas abaixo especificam substitui¢do de férmulas por férmulas:

* A substitui¢do de S por P em @, notada por Q(S||P), é a férmula obtida
de @ substituindo todas as ocorréncias de S por P.

* A substitui¢do de S por P em T', notada por I'(S||P), é a colegéo de fér-
mulas obtida de I' substituindo todas as ocorréncias de .S por P.

2.3. Esquema da Substituicio da Equivaléncia
Pyo Py QS P1) © QS| Po).

2.4 Corolario.

LEQSIP).
Se FI—P1HP2, entaoFl—Q(S’||P2).

2.5 Corolario.
TR,
SeqTH P o P,
R’ ¢ obtido de R substituindo algumas ocorréncias de Py por Ps,
entdo T l— R.
2.6 Corolario.

rEQGIP).
Se FI—P1<—>P2, entaoFI—Q(S||P1.

2.7. Lei da Substituicao da Equivaléncia em LPC
Py Py fpe Q(S[1P1) < Q(SI|Py).

Prova:
Seja A(Q) a propriedade ‘P <> P Iﬁ Q(S||Py) < Q(S||P) .
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Caso S ndo ocorre em ()

Entdo Q(S||P1) = Q(S||P2) = Q.

Dati, comolm Q+Q, dal’lm Q(S||Py) <> Q(S|| Pz), donde, por Mon,
PP Iﬁ Q(S||P1) < Q(S| P2).

Caso S =Q
Entdo {gg“%; Z 2: e dai, com P; <> P Iﬁ P < Py, temos

que Py < Py s Q(S||Py) < Q(S||Py).

Podemos dai considerar, spg, que .S ocorre em Q e .S # Q.

Caso () é uma letra sentencial, temos que S ndo ocorre em ) ou S = @, 0
que ja foi considerado anteriormente.

Caso Q € ~R
- [Q(S||P1) = =R(S||P),
Entdo {Q(SIIPz) = =R(S|| Py).

Por HI, P, ¢ P, fes R(S|| 1) < R(S| P,
Pelo LSC, R(S||P;) +> R(S||P) lﬁ —R(S||P1) +» ~R(S||P2), donde
PL & P s (R)(SIIPY) & (SR)(S] P).
Caso Q é R1#R>
Entio {Q(S”Pl) = Ry (S||P1)#Ra(S||Pz),

QS| 2) = Ba (S| P2)# Ra(S|| P2).
Por HL, P <3 P> [pg R1(S||P1) <> Ri(S||P2) (1).
Por HL Pl s P2 TPC RQ(SHPl) <~ RQ(S”PQ) (2)
De LSC, temos que Ri(S||P1) < Ri(S||P2),R2(S||P1) <«
Ro(SIPy) |gpe Ru(SIPO#Ra(SIP1) « Ri(S||Pa)#Ra(S|Po),
ou seja, Ri(S||P1) < Ri(S||Py), Ra(S|P1) ¢ Ra(S|P2) fpe
(R1# Ra)(S||P1) < (Ra# R2) (S| P2). (3)
De (1), (2), 3) e TRAN, P, & P, LPC (Rl#Rg)(Sle) <~
(R1# R2) (S| P2).

2.8. (Lei da Substitui¢io Uniforme?)

r l— P implica que I'(p||.S) l— P(p||S).

Os conceitos de Dual e Conjugado sdo exemplos de aplicagdo da
inducdo sobre férmulas.

Em [29], o autor define Férmula Dual ou Formulas Duais como sendo uma
certa férmula P constituida apenas com dtomos (p, q, 7, . ..) € suas negacdes
(—p, 0q, 7, . ..), usando exclusivamente os conectivos A e V. Sendo assim,

ele define dual de P a férmula obtida através de P, substituindo A por V.

2A Lei da Substitui¢io Uniforme também se prova via indugo sobre sequentes.
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Para a férmula P : p V (=g A ), sua dual serd p A (=g V 7).

De forma geral nés apresentamos a seguinte defini¢do para dual:

2.9 Defini¢ao. (Dual em LPC)

Para cada férmula P em LPC, definimos a formula dual de P, Py, pelas

clausulas abaixo:

® p(tl,. . ;tn)d :p(tl, . ,tn)

* (=P)a =~(Pa)

* (P=Q)a=~(Pa) NQua
(PAQ)a= PaV Qa

'(Pv@d—&AQd
(T
(L

a) =

a) =

. (PHQ)d—PVQ

» T'yéacolegdo {Py|P €T}.

2.10 Definicao. (Conjugado em LPC)
Dada uma férmula P em LPC, definimos a formula conjugada de P, P,;,
substituindo cada letra sentencial em P juntamente com todos os sinais de
negacgdo que a precedem pela sua negagao, se o nimero de sinais de negacdo
for par, e pela prépria letra sentencial, se o nimero de sinais de negacgao for
fmpar.

O conjugado de uma formula é a negacio dessa férmula.
Para cada férmula em LPC, definimos P, da seguinte forma:
p(tla s 7tn)cj = _'p(tla s 7tn) onde:
* (2P)ej = ~(Pej)
* (P#Q)cj = Pej#Qcj, onde # € {—, A, V}
» I';; éacolecdo {P.;|P € T'}.

Dizemos que a negag@o de uma férmula equivale ao dual de sua con-
jugada, ou ao conjugado de sua dual. Pois, dada uma férmula, o dual de sua
conjugada e o conjugado de sua dual sdo iguais. Esta seria a primeira Lei da
Dualidade apresentada abaixo.

2.11. Lei da Dualidade
=P & (Py)a

2.12 Exemplo.

s F-(prg) o -pV-q
=(p—q) < pA g

A segunda Lei da Dualidade diz que se duas férmulas sdo equiva-
lentes, entdo os seus duais também sdo equivalentes.
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Prova da Lei da Dualidade:

o Caso Pép(ty,...,tn)
P(th e 7tn)cj = _‘p(th e ,tn)
(p(tlv cee vtn)cj)d = _'p(tla cee atn)
—p=-p(t1,...,tn)
Logo, vale A(P).
e Caso P¢é—Q
Suponha, por HI, que vale A(Q), ou seja, I— =Q < (Qcj)a- (1)
~P = -=Q. (2)
ch = _‘ch-
(Pej)a = ~(Qcj)a- (3)
De (1), = ==Q > ~(Qcy)a. 4)
De (4), 2) e 3), |- =P ¢ (P.;)a.
Logo, para este caso, vale A(P).
* Caso Pé(Q— R)
Suponha, por HI, que vale A(Q) e A(R), ou seja,

{I— ~Q ¢ (Qej)a (1)
=R & (Bej)a @)
Temos que I— P+ QAR (3)
De (1), |~ Q > ~(Qej)a- 4)
De (3), (4) e (2), l— =P < =(Qcj)a N (Rej)a- (5)
(Q = R)ej)a = (Qej = Rej)a = ~(Qcj)a A (Rej)a- (6)
De (5) e (6) l— -P + ((Q = R)cj)d, ou seja l— —P > (Pej)a, logo vale
A(P) para este caso.
* Caso Pé(QAR)
Suponha, por HI, que vale A(Q) e A(R), ou seja, temos que

{I— Q¢ (Qej)a (1)
=R (Rej)a ()
Temos que =P <> —Q V = R. (3)
De (3), (2), (1,|= =P < (Qej)a V (Rej)a- (4)
Mas (Q¢j)a V (Rej)a éigual a ((Q V R)cj)a que € igual a (Qc; V Rej)a-
(5)
Mas (ch V ch)d = (ch A ch)d = ((Q A R)cj)d~ (6)
De (3) & (6),[~ =P ((Q A R)ej)a-
Ou seja, I— —P < (P;j)q. Logo vale A(P).
* Caso Pé(QVR)
Suponha, por HI, que vale A(Q) e A(R), ou seja, temos que
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- -R ¢ (Rej)a @)
Temos que =P < —Q A —R. (3)
De (3), (2), (1), |~ =P 4 (Qcj)a A (Rej)a. (4)
Mas (ch)d A (ch)d € igual a ((Q A R)cj)d que € igual a (ch A ch)d-
&)
Mas (Qcj A Rej)a = (Qej V Rej)a = ((QV R)ej)a. (6)
De (3) e (6), [~ =P ¢ ((Q V R)cy)a.
Ou seja, l— =P <+ (P.j)q. Logo vale A(P).
e Caso PéVzQ
Por HI, A(Q), ou seja, l— —Q < (Qcj)a- (1)
Temos que =P = =VzQ. (2)
De (1) e (2) temos que P.; = VzQ.;.
Mas ch = V.%‘ch = (ch)d = Hx(ch)d. (3)
De (3) e (1), [~ ¥2(~Q & (Qej)a)- (4)
De (4) e DFDQ(v), |- 32-Q < 32(Qc;)a- (5)
De (5) e NU, |- —V2Q + 32(Qc))a-
Temos que l— =P ¢ (P.j)q. Logo vale A(P).
e Caso PéVzQ
Por HI, A(Q), ou seja, l— —Q <> (Qcj)a- (1)
Temos que - P = =VzQ. (2)
De (1) e (2) temos que P.; = VzQ.;.
Mas ch = V.%‘ch = (ch)d = Hx(ch)d. (3)
De (3) e (1), [~ ¥2(~Q & (Qej)a)- (4)
De (4) e DFDQ(v), |- 32-Q < 32(Qc))a- (5)
De (5) e NU, |- —V2Q ¢ 32(Qc))a-
Temos que l— —P < (P,j)q. Logo vale A(P).

{FﬂQ«quma)

De forma geral, primeiro temos que provar que a propriedade, no caso é a
Lei da Dualidade, vale para todas as féormulas atobmicas. Para uma negagdo
temos que mostrar que se a propriedade vale para a férmula negada entdo vale
para a negag@o. Para a implicagdo temos que supor que se a propriedade vale
para o antecedente e para o consequente da implicag@o, entdo a propriedade
vale também para a implica¢do. Para uma conjun¢do deve-se mostrar que se
a propriedade vale para o primeiro e segundo conjuntores, entdo ela vale para
a conjuncdo. E assim por diante. 0

Apresentamos a motivacdo semantica da dualidade através da tabela
veritativa da negacdo da férmula P e a sua forma dual.
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Tabela 9.1: Tabela Veritativa da Negacao de P

REE
|

Tabela 9.2: Tubela Veritativa da forma dual da Negagio de P*

|
<= || %
T

2.13 Exemplo. O seguinte caso também exemplifica os conceitos apresenta-
dos:

* (PAQa=PVQ

* (PAQ)ej =—PA-Q

* ((PAQ)es) = (=P A=Q)

Também observe este caso:

¢ (V.%‘P(LL’,y))d = 3$P($7y>

* (Vl'P(.Qf,y))cj = Va:ﬂP(x,y)

* ((VzP(z,y))c;) = ~Va-P(z,y)

As proposicdes abaixo generalizam os esquemas do A-introducdo, do

A-eliminagdo, do V-introducao e da prova por casos:

() Pi,....,P.|-PLA...AP,.

Gi) PLA...AP, |- P
(i) PP V.. VP,
(v) PLV...VP,P,—>R,...,P,—RFR

As proposigdes abaixo generalizam as leis do silogismo hipotético e
da transitividade da equivaléncia:

() PL— Py...,Pu_1— Py|— P — P,
(i) Py« Py,...,Pu_i 4 Pyl— Py 4 P
As proposi¢des abaixo generalizam as leis do dilema construtivo e do
dilema destrutivo®:

() PLV...VPy,Pi=Q1,...,Pa—= Q- Qi V... VQ,.
(i) “Q1V ...V -Qu,PL = Q1,..., Pa = Qu—P v...V=P,.
A proposicio abaixo generaliza a lei da divisdo e conquista*

3Estas leis foram formuladas respectivamente em 4.3.55 e 4.3.56.
“4Esta lei foi formulada em 4.3.57.
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R—P\V...VP,, RAP, &P, ... ,RAP, &P, P{V.. VP, &5 |- R S.
As proposicdes abaixo generalizam as leis de De Morgan’:
() F-(PV...VP) & =P A...A-P,.
Gi) - ~(PLA...AP) <P V...V P,
As proposi¢des abaixo generalizam a lei da Distributividade®:
Q) PA@Q1V...VQn) < (PAQ) V...V (PAQy).
() PV(QiNA...ANQn) < (PVQ1)A...A(PVQy).
As trés proposi¢des seguintes sdo equivalentes:
G T,P,...,P.FQ.
Gy TP A... AP, —Q.
(i) TP —...» P, = Q.
A proposicdo abaixo generaliza a lei de Importacio/Exportacdo’:
|—(P1—>...—>Pn—>Q)<—>(P1/\.../\Pn—>Q).

2.14 Definicao.

Definimos positividade e negatividade de uma dada formula em outra for-

mula em LPC, de S em relago a (), pelas cldusulas abaixo:

* Se S nfo ocorre em p, entdo S é positivo em p e .S é negativo em p.

* @ é positivo em Q.

» S ¢ positivo em @), se e somente se .S € negativo em —Q).

* S é negativo em (), se e somente se S € positivo em —Q).

e S € positivo em Q1 #Q)2, se e somente se S € positivo em ()1 e .S € positivo
em ().

e S é negativo em Q1 #(Q)2, se e somente se .S é negativo em )1 e S é nega-
tivo em Q.

* S € positivo em Q1 — ()2, se e somente se S € negativo em Q1 e S é
positivo em Q5.

e S é negativo em @)1 — (2, se se somente se S é positivo em @1 e S €
negativo em Q)s.

P ¢ dito ser estritamente positivo em () se P ndo ocorre em () ou se
P é positivo em ) e P nfo € negativo em Q).
P é dito ser estritamente negativo em () se P ndo ocorre em () ou se P é
negativo em @) e P ndo é positivo em Q8.

Considerando que .S é estritamente positivo em (), mostra-se que:

3 As leis de De Morgan foram formuladas em 4.3.34.

6 A lei da Distributividade foi formulada em 4.3.58.

7 A lei de Importagio/Exportacio foi formulada em 4.3.59.

8 Assim, se P ndo ocorrer em Q, entdo P é tanto estritamente positivo como estritamente
negativo em (@; esta € a tnica situacdo em que estas duas propriedades podem concorrer.
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(D) = Q(SIIL) = Q(S||P).

@) |- Q(S1P) = Q(S|T).

3) (P = P2) = Q(S|P1)) = (P — P2) = Q(S|| ).

@) (P = PR)AQ(S|P1) — (Pr = P2) AQ(S||P2).

Considerando que S € estritamente negativo em (), mostra-se que:

() - Q(SI P) = Q(S]1L).

@) |- Q(SIT) = Q(S||P).

B) ((PL—= P2) = Q(S||P2)) = ((Pr = P2) = Q(S| P1)).

4) (Pr— P2) AQ(S||P2) — (Pr— P2) AQ(S|| ).

§3. Correcao e Completude do calculo de se-
quentes de LPC com respeito a semantica de
LPC

3.1 Correcao do calculo de sequentes de LPC com respeito
a semantica de LPC

3.1 Teorema. (Corregdo) Se I' |ﬁ P, entdo T’ Iﬁ P.

Vamos utilizar a inducdo sobre sequentes para provar a propriedade
descrita pelo teorema acima. Desta forma, de acordo com o principio 6.4.40,
demonstramos que a propriedade vale para todos os elementos do conjunto
inicial e que cada func¢do/relacdo geradora, preserva a propriedade.

Para o caso proposicional as leis estruturais e as leis de introdugdo e
eliminacdo de conectivos devem ser corretas. Para isso é necessario provar
que todo esquema € correto e toda regra € correta.

Esquemas
De acordo com a definicdo apresentada em 3.2.12, podemos
prosseguir com a demonstracao.
(i) Queremos mostrar que o esquema da reflexividade é correto.
Consideramos um exemplar de Ref, que é um sequente da forma ‘T’ l— P
tal que P € I,
Dados P eI tal que P € I', queremos mostrar que I' Iﬁ P.
Seja I uma LPC-interpretagdo para I’ U { P}.
Se I satisfaz I', entdo [ satisfaz todas as formulas de I', mascomo P € T,
temos que I também satisfaz P. Entdo Ref é correto.
(i) Queremos mostrar que o esquema de modus ponens é correto.
Um exemplar arbitrdrio de MP é um sequente da forma ‘P, P— (@) I— Q.
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Queremos mostrar que P, P — Q) Iﬁ Q.
Seja I uma interpretacdo para este sequente tal que
{IV<P) =V, (1)

Iv(P—=Q)=v.(2)
De (2), temos que Iy (P) = f ou I/ (Q) = v, donde, de (1), temos que
Iv(Q) =v.
Queremos mostrar que T -introdugéo é correto.
Um exemplar de T -introdugdo é da forma ‘T’ l— T
Como, para qualquer LPC-interpretagdo, Iy (T) = v, entdo qualquer
interpretagdo para I' U { T } que satisfaz I também satisfaz T.

Logo, I' Iﬁ T.

Queremos mostrar que | -eliminaco € correto.

Um exemplar de | -eliminagdo é da forma ‘T’ l— 1.

Como, para qualquer LPC-interpretacéo, Iy (L) = f, ou seja, ndo existe
uma interpretagdo que satisfaz o L, entdo € vacuamente verdadeiro que
qualquer exemplar de L € correto.

Um raciocinio andlogo pode ser aplicado aos demais esquemas: A-int,

N-el, V-int e PC.

Regras

De forma similar, escolhe-se uma aplicag@o de cada regra e mostra-se

que a propriedade é correta para todas as aplicacdes dessa regra.

@

Assuma a hipoétese, se I' Im P,entaioI' Iﬁ P.

Queremos mostrar que a regra da transitividade € correta.

Uma aplicacio de Tran é da forma Fll_Pl""’F" I_P"’ {Pl""’P"}l_Q,
r—ae

I == P (1)

P P

{Pr..... P} =5Q. @
Seja I uma LPC-interpretagio para I' U {Q} que satisfaz T".
Mas as letras sentenciais em { Py, . .., P, } podem no figurar na cole¢do
' U {Q} e assim, ndo serem interpretadas por I. Seja I’ uma extensdo
de I tal que, para cada letra sentencial p figurando em {P,..., P,} e
ndo figurandoem ' U {Q}, I'(p) = v.
Temos que I’ é uma interpretagdo paraI' U { Py, ..., P, Q}.

onden > 1.

Suponha, por HI, que
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I, (P) =v,
Pelo lema 4.2.9, I’ satisfaz T, donde, por (1), logo
I, (P,) =v,
I’ satisfaz {P,..., P,}, donde, de (2), I{,(Q) = v, mas como [ e I’
coincidem em @ e pelo lema 4.2.9, I/ (Q) = v, ou seja, T’ Iﬁ Q.
Como consideramos uma aplicag@o arbritraria, através de Gen, a regra
da transitividade € correta.
Queremos mostrar que a regra da dedugdo € correta.

Uma aplicacdo da RD € da forma m.
r I— P=Q

Suponha, por HI, que, I', P Iﬁ Q. (1)

Seja I uma LPC-interpretagdo para I' U { P — @} que satisfaz T".

Se Iy (P) = v, entdo I satisfaz I' U { P}, donde, de (1), Iy (Q) = v.
Pela IM mostramos que Iy (P) = f ou Iy(Q) = v, ou seja,
Iv(P— Q) =v.logoT == P — Q.

Queremos mostrar que —-int é correto.

- S r,pP r,P—-
Uma aplicacdo de —-int é da forma l_Q l_ @
L—-P

Suponha, por HI, que {F’ P Iﬁ @ } (1)
I, P==-Q.
Seja I uma LPC-interpretagdo para I' U {—~P} que satisfaz I".
Seja I’ uma extensdo de I tal que, para cada letra sentencial p que figure
em @, mas ndo figure em I' U { P}, I{,(p) = v.
Pelo lema 4.2.9, I e I’ coincidem em I, entdio I’ satisfaz I.

Se I{,(P) = v, entdo, de (1) e {IV(Q) ~ V', 0 que é absurdo, logo

Iv(@Q) =1~
Ii,(P) = f, donde I{,(—P) = v, dai, pelo lema 4.2.9, Iy (=P) = v,

logo I’ Iﬁ -P.

Como todo exemplar de esquema € correto e toda aplicacdo de regra é

correta, entao todo sequente correto no cdlculo sera correto semanticamente,
ou seja, todo sequente correto no calculo € um sequente correto na seméantica
de LPC.

3.2 Teorema. (Contraposi¢do do Teorema da Corregdo)
Se I |§[’ﬁ P, entdo T’ |m P.

3.3 Exemplo.

Mostre que I— (P = Q) + (Q — P)’ ndo é um esquema correto no cdlculo
de sequentes para LPC.
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Seja I uma LPC-interpretacdo tal que I(p) = f e I(¢) = v. Dai temos que
Ivip—=Q)=vely(¢q—p) =1 Logo, Iv((p—q) < (¢—p)) =1.
Dessa forma ° (p = ¢q¢) < (¢ = p) ndo é correto em LPC,
logo I;t (p—q) < (¢—p), donde, pelo teorema da corregdo,
|7‘ (p — q) < (¢ — p), portanto o esquema ndo é correto em LPC.

3.2 Completude do calculo de sequentes de LPC com res-
peito a semantica de LPC

Mostraremos aqui que o cilculo de LPC é completo com respeito a
seméantica de LPC.

3.4 Definicdao. ¢ é P-colecdo de Henkin em L com respeito a LPC se ¢ é
P-saturado em L com respeito a LPC.

3.5 Lema.
Se @ é P-colecao de Henkin em L com respeito a LPC, entdo valem as
seguintes condigoes:
(i) @ é —-consistente em LPC.
(i1) @ € m-completo em L com respeito a LPC.
i) T € .
(iv) L.
V) (@Q—=R)eyp, sssQ & pouRE .
vi) (QAR)Ep, sssQeEpeRE .
(vii) (QVR)E p, sssQ €pouREep.

Prova:

e (i): Se I' ndo fosse —-consistente, entdo existiria uma férmula @, tal que

I Qel = -Q.

Mas a partir dessa contradi¢ao I" If P, o que ndo pode acontecer, uma vez
que I' é P-saturado.

e (ii): Suponha que I’ |7‘£— Qel |7[:L -Q.
Se T[4 Q, entdo pelo lema 7.4.9, T' |~ Q — P. (1)
Esell |7‘£— —(Q, entao I If -Q — P.(2)

Seja £ dotada de TEx (@ V —Q). De (1), (2) e pela PC temos que I' If P.
Assim I' ndo seria =-completo. Entdo I" deve ser —-completo.

« (iii): Se '}~ T, entio T € T,
e (iv): Sel’ IT 1, como L IT P,dai I’ IT P, o que é absurdo, logo I" |7‘£— 1
el &l
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* (v): Suponha que R € I, entdo I' IT R. Por Mon, ', @ IT R e por RD,
Q- R
e (vi: De@ €T'e R €T, por Ref temos que ' If Qel If R. Por A-int,
Q,leQAReporTran,FlfQ/\R.
e (vii): Suponhade Q € I" que I IT Q, por Ref. Entdo @ IT @ V R por
V-int. Dai '}z Q V R.
O

3.6 Definicao.

Seja ¢ P-colecdo de Henkin em L com respeito a LPC. Dizemos que I € ain-
D(I) é a colegdo de letras sentenciais
de L,

para cada letra sentencial p € D(I),

I(p) =vsssp € .

terpretacdo canodnica para ¢ em L se

3.7 Lema.
o uma colegdo de formulas de L,

I a LPC-interpretagdo para @ em L.
Entao, para cada formula Q de L, Q € ¢ sss Iy (Q) = v.

Sejam

Prova:
Para cada férmula @ de L, seja A(Q) a conjuncdo das proposigdes
{Q € ¢ implica que Iy (p) = Q. Q & ¢ implica
que Iy (Q) = f.
* Caso @ € letra sentencial
Se @ € p,porHL, I (Q) = v.
Se @ ¢ p,por HL, I (Q) = 1.
e CasoQé T ou L.
E imediato, pois toda interpretacdo, ao T atribui v, e ao L atribui f.
Entdo, Iy (T) =ve Iy(L) =f.
* Qé-R
Se =R € ¢, entdo R ¢ ¢ porque ¢ é —-consistente, entdo, por HI,
Iy (R) = f, donde Iy (~R) = v. Se =R ¢ ¢, entdo R € ¢, porque ¢
é —-completo, logo, por HI, I (R) = v, donde Iy (—R) = {.
e CasoQéR— S
Se(R—S) € p,entio RZ pou S € p,dai “R € pou S € ¢, logo, por
HL Iy (R) = f ou Iy (S) = v,logo Iy (R — S) = v.
Se(R—S) & p,entioR € peS & p,donde, R € pe S € ¢, logo,
porHL, Iy (R) = ve Iy (S) =f,logo Iy (R — S) ={.
O
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3.8 Lema.

Seja T uma cole¢do de formulas em LPC.

Se I' (fpg P, entdo existe uma linguagem L para LPC e existe uma
P-colecdo de Henkin para L em LPC tal que I' C .

Prova:
Seja Q = {® | ¥ é colegdo de férmulas de L e O hﬁ Pel C ¢}

(i) Queremos mostrar que, se C é cadeia em €2, entdo | JC € Q.

Prova: Suponha por absurdo que | JC [;55 P.
Pela regra da compacidade, existe um subconjunto finito {Q1,...,Q,}
de (JC tal que Q1,...,Qy [pg P.comn > 1.
Paracadai € {1,...,n},existe I'; € Ctalque Q; € T';.
Como C ¢é cadeia, existe um j € {1,...,n} tal que, para cada i €
{1,...,n},T; CT;,daiT; Iﬁ P, o que ¢ absurdo, pois I'; € (2.
Logo, UC |W P, portanto | C € Q.

(i) Queremos mostrar que, se C é cadeia em (2, entdo C é limitado superior-
mente em §2.
Por (i), temos que | JC € Q. (1)
E 6bvio que, paratodo ® € C, ® C |JC. (2)
De (1) e (2) temos que C e limitado superiormente em ).

(iii) €2 possui um elemento maximo, pelo caso (ii) e Lema de Zorn.

(iv) Queremos mostrar a conclusido do lema.
Seja ¢ um elemento maximal de 2.

Daf ¢ lf55 PeT C .
Considere ' uma colegio de férmulas de L tal que p C ¢’ e ¢’ [f 55 P-

Entdo ¢ € Q. Mas como @ é elemento maximal de 2, temos que
¢’ C p,logo ¢ = ¢'. Dai @ é P-saturado em L com respeito a LPC.
Donde ¢ é P-coleg@o de Henkin para L em LPC.

O

3.9 Teorema. (Completude) Se T’ Iﬁ P, entdo ' {55 P.

Prova:

E imediata pelo Teorema Geral da Completude apresentado em 7.3.2.

A primeira condi¢do do Teorema Geral da Completude se verifica pelo lema
3.5.

A segunda condi¢do se verifica pelo lema 3.7.

A terceira condicdo se verifica pelo lema 3.8. 0
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§4. Um Sistema de Tablos para LPC

Um Sistema de Tablds por Refutacdo para LPC é definido nesta se¢io
e serd notado por STR.

Considere, para esta secdo, os conceitos gerais sobre seméantica de
valoracdes apresentados em §3.3 e a semantica de valores para LPC descrita
em §4.2.

4.1 Definicao.
A linguagem inicial e a linguagem de trabalho em STR sao iguais, e serdo
referenciadas, nesta sec¢do, por L.

4.2 Definicao.

A fungdo de inicializagcdo de STR associa uma férmula P de L a um tabld
com um unico né ndo marcado, consistindo da negacdo do teorema a ser
demonstrado.

Considere o sequente { Py, ..., P,} l— Q. O seu tablo inicial sera:

Py
|

|
P,

|
-Q

4.3 DefinicAo. Um ramo é fechado em STR se ele possuir duas formulas
contraditdrias.

4.4 Teorema. I' U {—P} é LPC-insatisfativel sss T’ Iﬁ P.

4.5 Definic¢ao.

Se t0§os 0S ramos fe/cham, entdo I'U{—P} é insatisfativel. Assim, T’ Iﬁ P,
ou seja, o sequente é correto.

4.6 Definicao.
Se algum ramo néo fecha, entdo I' U {—P} é sarisfativel, ou seja, existe uma
valoracdo ou interpretacdo que valida a forma negada e entdo o sequente é

incorreto, ou seja, I |§L{P__C P.

A colegdo de regras de STR possui 11 regras. O crescimento de um
tabld € dado pela aplicagc@o sucessiva das regras a nés ainda nao ticados. A
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expansdo se dd em todos os ramos abertos abaixo do né utilizado. As regras
aqui desenvolvidas possuem a caracteristica de gerar até dois novos ramos.

As regras definidas abaixo devem ser aplicadas até que seja atingindo
um tabld fechado ou um tabl6 exaurido aberto em STR, através de uma se-
quéncia de desenvolvimento completa em STR, a partir de um tabl6 inicial.

As definicdes das regras deste sistema estdo relacionadas com os
conectivos l6gicos das férmulas para as quais elas sdo aplicadas.

Todas as regras de STR sao definidas graficamente através do forne-
cimento das férmulas dos nds que compdem os tablos resultantes.

* Implicagdo (P—(Q): Estaregra associa cada férmula P— () e cada colecédo
de férmulas contendo P — () a dois tabl6s, cada um contendo um tnico né
ndo marcado, cujas férmulas sdo respectivamente =P e ().

(P—=Q)
P
-P Q

Figura 9.1: Implicacdo

* Negacdo da Implicacdo (—(P — @Q)): Esta regra associa cada férmula
—(P — Q) e cada colecdo de férmulas contendo —(P — @) a um tnico
tablé com somente um ramo contendo dois nés ndo marcados, cujas for-
mulas sdo respectivamente P e —Q).

(P = Q)
|

-Q

Figura 9.2: Negacdo da Implicacdo
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* Conjungio (P AQ): Esta regra associa cada férmula P A () e cada colecédo
de formulas contendo P A () a um unico tablé com somente um ramo con-
tendo dois nds ndo marcados, cujas férmulas sdo respectivamente P e Q.

(PAQ)Y

|
P

|
Q

Figura 9.3: Conjungio

* Negacdo da Conjungdo (—(P A Q)): Esta regra associa cada férmula
—(P A Q) e cada colegdo de férmulas contendo —~(P A @) a dois tablds,
cada um contendo um unico né ndo marcado, cujas férmulas sdo respecti-
vamente ~P e —=(Q).

~(PAQ)Y
/\

Figura 9.4: Negacdo da Conjuncio

* Disjung¢do (P V @): Esta regra associa cada férmula P V @ e cada colecdo
de formulas contendo P V @ a dois tablos, cada um contendo um tnico né
ndo marcado, cujas formulas sdo respectivamente P e Q).

(PvQ)y
P

P Q

Figura 9.5: Disjuncdo
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* Negacdo da Disjungdo (—(P V @)): Esta regra associa cada férmula
—(PV Q) e cada cole¢do de férmulas contendo —(P V ) a um unico
tablé com somente um ramo contendo dois nés ndo marcados, cujas for-
mulas sdo respectivamente =P e —Q).

~(PVvQ)V

Figura 9.6: Negacdo da Disjuncio

» Equivaléncia (P + @Q): Esta regra associa cada férmula P <> ) e cada
colecdo de formulas contendo P <+ () a dois tablos, cada um contendo um
ramo, ambos com dois nés ndo marcados, cujas férmulas do primeiro sdo
P e @ e as formulas do segundo sdo ~P e Q).

Figura 9.7: Equivaléncia
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* Negacdo da Equivaléncia (—(P <> @)): Esta regra associa cada férmula
—(P + Q) e cada colegdo de férmulas contendo —(P <+ @) a dois tablos,
cada um contendo um ramo, ambos com dois nés ndo marcados, cujas
férmulas do primeiro sdo P e =@ e as férmulas do segundo sdo =P e Q.

(P Q)Y
PR
P =P
| |
Q@ Q

Figura 9.8: Negacdo da Equivaléncia

* Disjung¢do Exclusiva (P V @): Semelhante a regra para Negagdo de Equi-
valéncia.

(PVQ)Y
N
P P

| |
-Q Q

Figura 9.9: Disjun¢do Exclusiva

* Negagdo da Disjungdo Exclusiva (—(P V Q)): Semelhante a regra para
Equivaléncia.

Figura 9.10: Negacdo da Disjuncéo Exclusiva
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* Negacdo da negagdo (——P): Esta regra associa cada férmula ——P e cada
colecdo de férmulas contendo =—F a um tablé com somente um né ndo
marcado cuja formula é P.

-=(P)y/

Figura 9.11: Negacdo da negacio

As regras anteriormente apresentadas sdo derivadas das seguintes tau-
tologias’:
i) (P=Q & -PVvQ,
(i) F (P> Q)& PAQ,
(i) |- (P Q) (PAQ)V (=P A —Q),
@) (P& Q) & (PA-Q)V (=P AQ),
W F(PVQ) & (PVQ)A-(PAQ),
W) [ (PVQ) & ~(P Q)
vii) - ~(PV Q) & (P& Q),
(viii) |- (P 1 Q) & ~(PV Q).

4.1 Exemplos

Alguns exemplos sdo dados a fim de ilustrar como STR decide se uma
formula é LPC-satisfativel ou LPC-insatisfativel.
(i) Sejam P, @ e R férmulas atdmicas distintas. Uma sequéncia de desen-
volvimento em STR para a férmula
SZP—>Q,P—>—|Q|—ﬁP
¢é apresentada na figura abaixo. Essa sequéncia termina com um tabld
fechado em STR para a férmula S, entdo S € LPC-insatisfativel, por-

tantolmP%Q,P%—'Ql——\P.

9 Algumas sio evidentes e o leitor pode facilmente percebé-las.
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(
(

(i) Sejam P, (@ e R formulas atdmicas distintas. Uma sequéncia de desen-
volvimento em STR para a férmula
S=Q,P—=Ql-P
¢ mostrada na figura abaixo. Essa sequéncia termina com um tabl6 exau-
rido em STR para a férmula S, entdo S é LPC-satisfativel, portanto, ndo

¢ verdade que Iﬁ Q,P—>Q I— P.

1
P—Qy

|
-P

S
-P Q



Capitulo 10

Logica Quantificacional
Classica com Inducao

Este capitulo apresenta resultados relacionados a Légica Quantifica-
cional Cldssica e que envolvem conceitos de indugao e teoria dos conjuntos,
apresentados nos capitulo 6 e 2, respectivamente.

Nesta secdo nés falaremos somente da Légica Quantificacional Clés-
sica, assim, para dizer que P é consequéncia de I' em LQC, notaremos isto

por I' l— P.

§1. Conceitos Gerais

1.1 Teorema. (O valor veritativo de uma forma instanciada simplesmente)
Iy (P(zl|t)) = I(z|Ip(t))v (P).

1.2 Teorema. (O valor veritativo de uma forma instanciada simultanea-
mente)

IvP(xy,...;xn|(t1, - tn)) = (21, .., x0)|(Up(t1), .-, Ip(tn)) v (P).
Instanciacdo Simultanea

Em diversas situagdes € importante considerar o nimero de ocorrén-
cias de conectivos e quantificadores em uma férmula’.

INeste trabalho, o grau de uma férmula é principalmente utilizado nas provas de correcio e
completude da Légica Quantificacional Classica.
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1.3 Definicio.
O grau de uma férmula P em LQC, notado por gr (P), é o nimero de ocor-
réncias de conectivos e quantificadores em P.

A instanciacdo simultinea de varidveis por termos é essencial para
lidarmos com a quantificacdo simultanea, a qual serd vista adiante.

1.4 Notacdo. De agora em diante adotamos as seguintes convengdes, a
menos que seja dito algo em contrario, considerando n e p nimeros naturais
(eventualmente nulos):

e 7 —uma lista Ti,...,T, de varidveis.
. 7 —uma lista y1, .. ., y, de varidveis.
e 7 —uma lista 21, ..., %p de varidveis.
W —uma lista wi, ..., w, de varidveis.
. 7 —uma lista ¢1, ..., t, de termos.

U —uma lista Ui, ..., U, de termos.

e ¥ —uma lista V1, ..., 0, de termos.

. B —uma lista Dy, ..., D, de designadores.
. ﬁ —uma lista Fq, ..., E, de designadores.

. E/) —uma lista ¥y, ..., ¥, dos quantificadores V ou 3.
. ? —uma lista Ty, ..., T, dos quantificadores V ou 3.
. \17 —alista Wy,..., W) tal que, paracadai € {1,...,n},
v {ﬂ, se Ul =V,
! v, se U = 3.
. ? —alista Y7, .., T}, definida analogamente a lista W'

e VZ -a samblagem ‘Vx1,...,Vx, .
« 37 -a samblagem ‘Jzq,..., 3z, .

_>
c U —a samblagem ‘U x4,..., ¥ x, .
1.5 Definicoes.
o 7 aceita ¢ em P =uz,...,T, aceitam respectivamente ¢, ..., t, em P.
« 7 ocorreem D =i € {1,...,n} tal que x; ocorre em D.
« Zélivieem D =i {1,...,n} tal que z; é livre em D.

« 7 élivreem (Z)D= paracadai € {1,...,n},existe j € {1,...,p} tal
que x; € z; ou z; ndo € livie em D.?

2Esta definicdo serve para expressar de uma vez quando cada componente de uma lista de
varidveis 7 coincide com algum componente de Z ouélivieem D, o que é muito ttil para a
formulag@o de vdrios fatos sintdticos. Se D for uma férmula P, isto pode ser expresso dizendo
que T é livieem VZ P ou, alternativamente, que 7 é livre em 37 P. Porém, se D for um
termo, as samblagens VZ P ¢ 3% P nido sdo designadores. Note também que as listas e
z podem ser exatamente uma varidvel, ambas ou uma delas, dai podemos também dizer, por
exemplo, que x é livre em (z) D para expressar que x = z ou z € livre em D.
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« 7 ocome em E— para algum ¢ € {1,...,n} e para algum
je{l,...,p},x; ocorre em Ej.

¢ @ ocorre em E= para algum i € {1,...,n} e para algum
jed{l,...,p},z; élivieem Ej.

. é (lista) prépria = para quaisquer 4,5 € {1,...,n}, se i # j, entdo
D; # D;.

. B e ﬁ sdo (listas) disjuntas = para cada i € {1,...,n} e para cada

j S {17...,p},Di 7£ Ej.
« D estd contida em E =paracadai € {1,...,n}, existe j € {1,...,p}
tal que D; # Ej .

1.6 Definicao.

* D—E=0D;y,...,D;,,ondeiy,... i sdoosnaturais j € {1,...,n},em
ordem crescente, tais que D; # E.

. BfEﬁD“,...,Dir,ondeil,... i, $80 os naturais j € {1,...,n},em
ordem crescente, tais que, para cada k € {1,...,p}, D; # Ej.

—= .
1.7 Fato. 7 élivre em U P se, e somente se, existe i € {1,...,p} tal que
z; ndo ocorre em 7
z; € livre em P.

1.8 Definicao.

Sejam z,...,x, varidveis distintas n > 0. Obtemos a instanciagdo si-

multdnea de 7 por t em um termo ou uma formula sem quantificadores,

substituindo simultaneamente todas as ocorréncias livres de 1, ..., Z,, res-

pectivamente, por ty, ..., 1ty,.

Se a férmula considerada for quantificada, entdo tal instanciacdo € definida

pelas seguintes cldusulas:

» Seexistei € {1,...,n} tal que x; = y ou x; = ¢; ou x; ndo é livre em P,
entdo (UyP)(Z|T) = (VyP)(T|T), onde

* T; £ Y,
i1,...,1, s30 oS naturais ¢ € {1,...,n} tais que {* T # t;,
* x; élivre em P,
E}:x”,...,xir,
U =tiy,... b
* Se,paracadai € {1,...,n}, {xZ # t, entéo
x; élivre em P,

N « UyP(Z| 1), se y ndo é livre em ?,
(‘I’?JP>(7| t)={ =« \IJZP(y|z)(7|?), em caso contrério, onde z é a
primeira varidvel ndo livre em ¢, P.
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1.9 Escélio. Sen =0, entdo P(?ﬁ)) =P.

1.10 Escélio. Se n = 1, temos que a instanciacdo simultdnea de 1, . .., %,
por ty, ..., t,, em um designador, resulta o mesmo que a instanciag¢do sim-
ples de x1 por t1 no mesmo designador.

1.11 Lema.
i1, ..., € uma permutacdo de {1,...,n},
J Se{ =Tty Tins
U = tu . tm,
entdo P(Z|t) = P(Y|W).
1.12 Lema.

T # Y,
* Se, paracadai € {1,...,n}, {xl + t;,
x; € livre em P,
entdo (\yyp)m {)=UzP 7\7 (Z|7)
= y se y ndo € livre em t
z é a primeira varidvel ndo livre em 7 , P, em caso contrdrio.

onde

1.13 Lema.
i # Y,
* Se, paracadai € {1,...,n}, {xi #t;,
x; € livre em P,
entdo existe uma varlavel z tal que
{z ndo é livre em {? t,YyP},

(WyP)(Z|T) = UzP 7|7 (Z|7)

1.14 Fato.
. 7= Tils ..., Xq, eStd contida em z,
P(Z[7) = P(Z[0), onde { * PAracadaj ¢ {in,....ix}, 25 =1 ou z;

ndo € livre em P,

. =ti1, - bip
1.15 Fato.
* i1,...,1, sdo os naturais i € {1,...,n}
— tais que, i 7 ,ti’
P(Z|t) = P(Z|W), onde x; é livre em P,
® 7=l‘i1,...,$ir,
® 7:ti1,...,ti7..

1.16 Fato. P(?|?) = P se, e somente se, para cadai € {1,...,n},x; =
t; ou x; ndo ¢ livre em P.
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1.17 Fato.
As seguintes proposicoes sdo equivalentes:
« Y élivre em P(7|?)
o existe i € {1,....,n},y; € livie em VZP  ou
x; € livre em P,
{y é livre em t;.

Formulamos a seguir alguns fatos fundamentais relacionando instan-
cia¢do simultdnea com aceitacdo simultdnea, os quais constituem um lema
para fatos mais importantes concernentes a instancia¢do simultinea.

1.18 Lema
? ndo ¢ livre em V2 P,
i) Se {

— —
Z aceita 3 em P, entdo P(Z| ) (Y| 1) = P(Z|T).
aceita t em P,?
.. jo é li VP, -
i) se {10 el en TP o (2 1)(TI7) - P
T e 7 sdo disjuntas,
7 ndo é livre em 7,
(iii) Se { 7 ndo é livie em t,
7 aceita t em P,
z acelta U em P, -
entdo P(?| ONZ|W) = P(Z|0)(Z]T).
o0 e {0 oy OIT) o)
é propria,
7 ndo ¢ livre em ? t,P,
7 aceita 7 em P,
g acelta t em P,

entio P(T| 1) = P(arfyn) .- (2alya) (1]t - - (ynlt):

(v) Se

1.19. Leis Fundamentais da Instancnagao Simultanea
(i) Se P ~. Q, entio P(7|7) ~. Q(Z|7).
(i) Se Y/ ndo é livie em V@ P, entdo P(Z'|7) 7\?) R P(7|?)
(iii) Se 3/ ndo é livre em V2’ P, ento P(7|7)(7\?) ~. P.
7 e 7 sdo disjuntas,
(iv) Se { 7 ndo é livie em 7,
7 ndo é livre em ¢ ,
entio P(7|T)(Z[0) ~. P(Z|0)(Z|T).
S e z sdo disjuntas,
w nao € livre em 7, t,VzP,
entio (V2P)(Z|T) ~. (PwP)(z|w)(Z|7T).

)
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1.20 Fato. . . . _
e Se @ ndo é livreem t , entdo P(T| 1) ~¢ P(Z1|t1) ... (Zs|tn).

Finalmente dispomos de uma lei sintdtica relacionando instancia¢do
simultinea e instancia¢do simples de uma forma geral.

1.21 Fato.

. Se € propria,

naoeltvre em? t,P,
entdo P(Z| ) ~. (%‘1\3/1) o (@nlyn)(Walte) - - - (Ynltn).

Em algumas situacdes é relevante isolar uma instanciagdo simples a
partir de uma instancia¢do simultinea:

1.22 Fat
. 5 ndo ¢é livre em
7.7, P,
Seqe ie{l,...,n}, entdo P(?|t P2 ) (2| (yilts).
¢ ?:z_yi,
s U=t —t

Queremos saber quando duas féormulas das formas @)7P e ?7@
sdo congruentes. Analisaremos a seguir tal questdo. Entrementes veremos
também como operar uma instanciacdo simultdnea sobre uma férmula quan-
tificada iterativamente.

1.23 Fag
e 5V F ? entdo 3713 % ?7@

P e Q ndo possuem quantificadores,

1.24 Lema. 3?P . ??Q se, e somente se, P ~. Q.

1.25 Lema.
. Se e 1 sdo proprias,
7 ndo ¢ livre em 7 P,

entéo 7P Me "Ij?P (@1ly1) - - - (@nlyn),
VTP~ Vi P(Z|7).

1.26 Lema, 7
. e Y sdo proprias, ~ E} P E} p
@ Se {7 ndo ¢ livre em VT P, entio VTP ~c WY P(Z|Y)
T e 7 sdo proprias, N N
(i) Se 7 ndo é livre em V?P, entdo U7 P ~, U 7Q.

P(T ) = Q,
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1.27 Fato.
r, Ze W sao proprias,
e Se! 7 e sdo disjuntas,
W ndo é livre em ?, ?, V7P,

entio (Y2 P)(T|T) ~ TBP(Z|D)(T| 7).

1.28 Fato.

«Se T e 7 sdo proprias, entdo @?P . 37@ 588
{7 ndo é livre em V?P,
P(Z V) ~ Q.

1.29 Fato. N
« Se VZP ~. Uy Q, entdo, para cada i € {1,...,n}, x; é livre em P
588 y; € livre em Q.

1.30 Fato.
* 7, z € propria,
. o d ¥ Y, wéprdpria,

% z ndo é livre em P,
*_>w nado é livre _e)m Q, o N
entdo U T UzP ~, \Ilﬁ\IIwQ sss WP =, \I/?Q.

1.31 Definicao.
Seja I = (A, w,s).
Iz, ..., 2pldy, ..., dy) = (A w, s'), onde

dy,sey = x1

Sl(y) =\ dn,se Yy=1=oTn

s(y), se
y € {x1,...,xz}.
1.32 Definicao.
Seja I = (A, w, d) uma LQC-interpretagdo para P.

o Iy(Vxy...Va,P) = v sss para qualquer di,...,d, € A,
I(‘Tlv"'7xn|d17"'adn)V(P) =V.

o Iy(3zy... 32, P) = v sss existem di,...,d, € A,
I(z1,...,zn)v(P) = V.

Substituicao e Escopo

Além da instanciacdo de varidveis por termos em formulas, existe
outra operagdo importante de manipulacdo de férmulas, que € a substituicdo
de formulas por formulas em formulas. Enquanto a primeira operacio sin-
tatica é fundamental para a formulacdo de trés das quatro leis de introdug@o
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e eliminagdo de quantificadores e suas consequéncias, a segunda operacio €
essencial para a enunciagdo das leis de substituicio para equivaléncia.
Definiremos também a substituicdo de termos por termos, a qual é
necessdria para a exposi¢do das leis da substitui¢cdo da igualdade, concer-
nentes a Logica Equacional.
Para especificar substituicdo, precisamos antes saber o que vem a ser
ocorréncia real.

1.33 Definicao.
Uma ocorréncia de um designador D em um designador E € dita real em E
se a mesma ndo suceder em F um dos quantificadores ‘v’ ou ‘3. 3

1.34 Definicao.

Considere D4 e D- sendo ambos termos ou ambos férmulas, e I" uma cole¢ao

de designadores. As cldusulas abaixo especificam substituicdo de termos por

termos e substitui¢do de formulas por formulas:

* A substitui¢do de D1 por Dy em E, notada por E (D1 || D2), é o designador
obtido de E substituindo todas as ocorréncias reais de D; em E por Ds.

* A substituicdo de Dy por Dy em T', notada por I'(D1]|Ds), é a colegdo
{E(D1||D2)|E €T}

Outra ideia imprescindivel para a formulag@o das leis da substitui¢ao,
dadas na pagina 193, € escopo de uma varidvel.

1.35 Definicao.

Um termo v € dito estar no escopo de uma varidvel x em uma férmula @ se Q)
possuir uma subférmula de uma das formas VxR ou 3z R, tal que v é real em
R. Uma férmula S € dita estar no escopo de uma varidvel x em uma formula
Q@ se @ possuir uma subférmula de uma das formas VxR ou Jz R tal que S
ocorre em R. 43

1.36 Notacdo. Dado um designador D, uma varidvel x e uma férmula @),
a expressdo ‘esc(D, x, Q) abrevia a proposi¢do ‘D estd no escopo de x em
Q.

1.37 Fato.

As cldusulas seguintes especificam recursivamente quando um designador
estd no escopo de uma varidvel em uma formula:

3Tal ocorréncia nio é real se esta for uma varidvel que sucede ‘v’ ou ‘3’ em E.

4Se x estd no escopo forte de y em P, entdo x estd no escopo de y em P, mas a reciproca
nao é necessariamente verdadeira. Considere que a inica subformula cuja variavel quantificada
¢ distinta de = que P possui € da forma VyQ), tal que x é real em (), mas x ndo € livre em Q.
Temos entdo que x estd no escopo de y em P, mas x ndo estd no escopo forte de y em P, pelo
fato de « ndo possuir em P nenhuma ocorréncia livre figurando em VyQ.

SNote que ‘estar no escopo forte de’ é uma relagdo entre varidveis em uma férmula, enquanto
que ‘estar no escopo de’ é uma relacdo entre um designador e uma varidvel em uma férmula.
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* Ndo é o caso que esc(D,x,p(t1,...,tn)),

» esc(D,x,—Q) sss esc(D, x,Q),

o esc(D,x,Q#R) sss esc(D,x,Q) ou esc(D, z, R),
o esc(D,x, VxQ) sss D é real em Q,

» Sex # vy, entdo esc(D, x, ¥yQ) sss esc(D, x, Q).

Substituicao Uniforme

Ha ainda uma segunda forma de substituicdo, a substituicdo uniforme,
a qual fundamenta a lei da substitui¢do uniforme.

1.38 Definicao.

Sejam f e p, respectivamente, um sinal funcional e um sinal predicativo, am-

bos de aridade n. Especificamos a seguir o que entendemos por substitui¢do

uniforme em um dado termo u, em uma dada férmula (Q e em uma dada

colecdo de férmulas I':

* A substitui¢do uniforme de f(') por ¢ em wu, notada por u[f(Z)
samblagem obtida de u substituindo todos os termos da forma f(

%

t(Z|t).

* A substitui¢io uniforme de f() por ¢ em @, notada por Q[f(7')|t], é a
samblagem obtida de () substituindo todos os termos da forma f (?) por

HT[T).

« A substituicio uniforme de p(Z’) por P em @, notada por Q[p(Z")|P],

a samblagem obtida de ) substituindo todos os termos da forma p( ¢") por
P(Z|T).

* A substitui¢do uniforme de f () por ¢ em I, notada por T'[f(Z)|t], é a
colecdio de samblagens da forma Q[f(Z")|#], tal que Q € T'.

« A substituiciio uniforme de p(Z’) por P em T', notada por I'[p(7’)|P], é a
colecio de samblagens da forma Q[p(Z)|P], tal que Q € T

~l

t], éa
) por

1.39 Definicao.

e D(a|t) = Di(alt), ..., Dp(zlt).
« BD(#|7)=Di(Z[?),....Du(Z| 7).

1.40. Leis Sintaticas da Substituigﬁo Uniforme
Se t e P possuem no max1m0 xl, ..., X, como variaveis livres, entao:
. t(??lt (ylv) —t(7\%(y\
P(T|T)(ylo) ~ P(Z| ¢ (y
ul f(2)]t](ylv) = u(ylv)[f ($
Qlf (7)It](y|v) ~e Qylv)[f( It
Qlp(T)|Pl(ylv) = Qylv)[p(2)|P).
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§2. Calculo de Sequentes

As leis de substitui¢do para equivaléncia permitem trabalhar com foér-
mulas equivalentes de forma andloga ao que é feito com termos iguais em
varias légicas. Versdes delas podem ser encontradas em [20,49, 50].

2.1. Esquema da Substituicao para Equivaléncia
Se x1,...,x, sdo as varidveis livres em {Py, P>} tais que S estd no seu
escopo em (), entdo

Vo, Ve (P 6 P) |- QSIIPY) 4 Q(SI|Py).
2.2. Regra da Substituicao para Equivaléncia
Se {r P o P,

S ndo estd, em (), no escopo de nenhuma varidvel livre em I e em { Py, P»},

entio T - Q(S| Py) + Q(S||Py).

Prova:

1 P o P

paracadai € {1,...,n},z; ndo é livreem I'
TV, ..., V2, (P & Py)

Yy, ... Vo, (P & Py) |- Q(S||Py) < Q(S||Py)
T QS|P > Q(S||Py)

N N L AW

O

O exemplo abaixo mostra a importincia da restri¢do na formulagdo da
regra da substitui¢do para equivaléncia.

2.3 Exemplo. Temos que TNI I— Ve(r = 2 — primo(x)),
e dai TN,z = 2 I— Ve(x = 2 — primo(xz)). Temos tam-
bém que TNI,z = 2 I— x = 2 ¢ par(x). Aplicando a re-

gra da substituicdo para equivaléncia sem levar em conta a sua
restrigdo,  segue-se  que TNI,a::2|—Vx(par(x)—>primo(x)), e
dai TNI I— x =2 = Vz(par(x) — primo(z)),  donde,  aplicando-
se sucessivamente a regra da instanciacio e modus ponens,
TNII—Vx(par(x)%primo(x)), 0 que ¢ incorreto. Observe que a
formula z = 2 estd no escopo de x e, a0 mesmo tempo, = é livre em

S ndo estd, em (), no escopo de nenhuma var. liv.em I'e em {P;, P>}

Z1,...,%, sdo as var. liv. em {P;, P>} tal que S estd em () no seu escopo
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(INIU{z = 2})N{x = 2, par(x)}, ou seja, x = 2 ndo pode ser substituido
por par(x) em TNI x =2 I— Vx(x = 2 — primo(z)) sem gerar algo
incorreto.

2.4 Corolario.
L' QS|P
Seq T P & P,
S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livie em T e em { Py, P2},

entio T' |- Q(S| Po).

Prova:
1 TEQS|P) hip
> TP op hip
3  Sndoestd,em Qq,...,Q, hip
4 QS|P+ QS|P) 2,3, RSE
5 Q(S|IP), Q(SIA) < Q(S[|[2)  MPEq
6 THQS|P) 4,5, Tran

2.5 Corolario.

. |r—|;1Q<—(>SPlfl), entdo T |— Q(S||P2)-

Algumas leis de substitui¢do para implicagdo sdo fornecidas a seguir.
Estes resultados sdo especialmente tteis quando, em qualquer ambiente de
prova, uma férmula e uma implicagdo ocorrerem, de tal modo que o an-
tecedente ou o consequente da implicacao figure dentro dessa férmula.

O seguinte lema também ser4 til para demonstrar o Esquema da Subs-
tituicdo para Implicacio:

2.6 Lema.
V(P — Q) |- VaP — VzQ.

Vz(P — Q) - 3zP = 32Q.

Esqueleto da Prova: Basta usar as leis estruturais, as leis de introducdo e
eliminagdo de quantificadores, a regra de deducdo e a modus ponens. 0
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O Esquema da Substitui¢do para Implicagdo, apresentado abaixo, é
essencial para abreviar a prova da Regra da Substitui¢do para Implicacdo.

2.7. Esquema da Substituicao para Implicacao.
* Sexy,...,x, sdo as varidveis livres em {P;, P, } tais que .S estd em @ no
seu escopo, entao
S € positivo em @, implica que Vzy ... Vo, (P — P2) I— Q(S||P1) = Q(S||Py).
S € negativo em @, implica que Vz1 ... Vx, (P — P») l— Q(S||P2) = Q(S||Pr).

Prova:
Seja A(Q) a sentenga “para cada lista x1, . .., x, de varidveis, a proposi¢éo
anterior € valida”.
* Caso S ndo ocorre em Q.
Entdo Q(S||P1) = Q(S||P2) = Q, dai, por RI e MON, ndo hd mais o que

provar.
e Caso S =Q
< JQUS|P) =P, P
Entao dai, pelo V-el e Ref, ndo ha mais o que provar.
{Q(snm =P, P aep
Podemos daf considerar, spg, que S # @ e S ocorre em Q.
Sejam 1, . .., x, as varidveis livres em { Py, P>} tal que S estd em @) no
Seu escopo.

e Caso () é férmula atdmica.
Entdao S = @ ou S ndo ocorre em (), o que ja foi considerado.
e Caso Q¢é —R.
Entdo z1, ..., x, sdo as varidveis livres em {P;, P>} tal que S estd em R
1no Seu escopo.
(i) Subcaso S € positivo em Q).
Entdo S é negativo em R.
Por HI, V1 ... Va,(Py — P2) - R( S||P2 — R(S|Py).
Como R(S||Py) = R(S||P1) |~ (=R)(S|[P1) = (=R)(S| ).
entdo Vzy ...V, (P — P) l— Q(S||P1) = Q(S| P2).
(i) Subcaso S € negativo em Q).
Entdo S é positivo em R.
Por HI, ¥z, ...V, (P, — P2) |- R(S|P1) = R(S||Py).
Como R(S|| 1) = R(S|[P>) = (~R)(S]| P2) = (=R)(S||P1),
entdo Vay ... Va, (Py — P2) - Q(S||P2) — Q(S||Py).
e Caso Qé Ry — Rs.
Sejam y1, . .., Yy, as varidveis livres em {P;, P} tal que S estd em R; no
Seu escopo.
Sejam z1, ..., 2, as varidveis livres em { P, P>} tal que S estd em Ry no
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Seu escopo.
Sejam 1, ..., x, as varidveis distintas de y1, ..., Yp, 21, - -, Zr.

Entdo, {z1,...,zn} ={y1,.- -, ypt U {21, ..., 20 1.
(i) Subcaso S é positivo em Q).
Entdo S € negativo em R; e .S € positivo em Ry.

V1. Vyp(Pr— Po) |- Ri(S|P2) = Ri(S||Py),
Va1 ... V2. (Py = P) |- Ro(S||P1) = Ra(S| Pa).
Vxl...v:rn(Pl %PQ)I—V%Vyp(Pl 4)P2),

Vxl ...VZ'n(Pl —>P2)|—V21VZT(P1 —)Pg)

Vay .. Ve, (P — Py) | Ri(S|P2) = Ri(S||Py),
Vay .. Vo, (Pr— Py) |- Ra(S|Py) = Ra(S||Py).
Por RD e MP, Rl(SHPQ) — Rl(SHPl),RQ(SHPl) — RQ(SHPQ) l_
QUS| P1) — Q(S[| ),

donde, por Tran, Va; ...V, (P, — Py) I— Q(S||P1) = Q(S||Pa).

(ii) Subcaso S é negativo em Q.
Dai S é positivo em R; e .S é negativo em Rs.

Yy .. V(P — Po) |- Ri(S||P) — Ry (S||Py),

Va1 ... V2. (Py = P) |- Ro(S||Py) = Ro(S| ).

Vx1Vxn(P1 —>P2)|—Vy1Vyp(P1 —)PQ),

Vl‘l .. Vl‘n(Pl — PQ) |_VZ1 .. .VZT(Pl — PQ).

Vay ...V, (P — Py) | Ri(S||Py) = Ri(S||Py),

Vay .. Ve, (Pr — Py) | Ra(S|| P2) — Ra(S||Py).

Por RD e MP, R1(5HP1) — Rl(S”PQ),RQ(SHPQ) — RQ(SHPl) l_
Q(S||Pz) — Q(S||Py),
donde, por Tran, Vz; ... Vz, (P, — P») I— Q(S]|P2) = Q(S||Pr).

e Caso Q é R1#Rs.

Por HI, temos que {
Por V-el e Gen {

Dati, por Tran {

Por HI, temos que
Por V-el e Gen {

Entao, por Tran {

Sejam y1, . . ., yp as varidveis livres em { Py, P>} tal que S estd em Ry no
Seu escopo.
Sejam z1,. ..,z as varidveis livres em {P;, P>} tal que S estd em Ry no
Seu escopo.

Entdo {z1,...,2n} = {v1,-- -, Ypt U{z1,..., 2 }.
(i) Subcaso S é positivo em Q).
Entdo S é positivo em R; e S é positivo em Ra.

Y1 .. V(P — Po) |- Ru(S||P)#R (S| o),

Por HI, temos que
V21 ... V2. (Py = Py) |- Ro(S||Py)#Ra(S|| Py).
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Yy .. Ve, (P — Py) -V . Yy, (P — Py),

Vg .. V. (Pr— Py) V2 .. Yz, (P — P).
Vi, .. Vo, (Pr — Py) |- Ri(S|P)#R1 (S| P),

Vay .. Vo, (Pr — Py) | Ry(S|| PL)#Ra (S| Py).

Por RD ¢ MP, Ri(S||P))#Ri(S|Ps), Rao(S|P1)#Ro(S|P2) -

QS| P1) = Q(S|| ).

Entdo, por Tran, Vz; ...V, (P, — P») l— Q(S||P1) = Q(S|| Py).

Subcaso S é negativo em Q).
Dai S € negativo em R; e S € negativo em Ra.

V1. Vyp(PL— Po) = Ri (S| Po)#Ri (SI|Py),
Va1 ... V2. (PL — Py) | Ro(S|| Pa)#Ro(S||Py).
Vay .. Ve, (P — Py) Yy . Yy (P — Py),
Vay .. Vo, (PL— Py) V2 .. Yz (P — P).
Vi .. Vo, (P — Py) |- Ri(S| Po)#Ry (S| Py),
Vay .. Vo, (Pr — Py) | Ry(S|| Po)#Ra(S| P).
Por RD e MP, Ry(S|P2)#R1(S||P1), R2(S||P2)#R2(S||Pr) l_
Q(S||P2) — Q(S||Py).

Entio, por Tran, Yz, ...V, (P, — P2) - Q(S||Py) — Q(S|| Py).

Por V-el e Gen {

Entéo, por Tran {

Por HI, temos que
PorV-el e Gen {

Entéo, por Tran {

e Caso Qé VzR.
Sejam y1,...,y, as varidveis livres em {P;, P>} tal que S estd no seu
escopo em K.

®
(ii)

(iii)

Subcaso 1: z € {y1,...,yp} ou z ndo é livre em { P, P> }.

Entdo {z1,...,zn} = {v1,. .., yp}- (1)

Subcaso la: S € positivo em ().

Entdo S é positivo em R.

Por HI, Vy; ... Yy, (P, — P2) = R(S| P) = R(S|| P2). 2)

De (1) e (2), Vay ...V, (P — Py) | R(S| Py) = R(S||Py).

Em qualquer caso, z ndo é livre em V1 . . . V,,(P; — P»), donde, por
Gen,

Vay .. Yo, (P — Py) |- V2(R(S||Py) = R(S| Po)).

De Gen, V-el, 3-int, 3-el, temos que Vz(R(S|P1) — R(S|P2)) I—
(VzR)(S[|P1) = (V2R)(S| Py).

Por Tran, Va1 ...V, (P, — P2) |- Q(S||P1) = Q(S|| Py).

Subcaso 1b: S € negativo em Q).

Dai S € negativo em R.

Por HI, Yy, ... Yy, (P1 — Py) |- R(S|| P2) = R(S||P1). 3)

De (1) e (3) Vay ... Vo, (Py — Py) |- R(S||Py) — R(S||Py).
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Em qualquer caso, z ndo é livre em V1 . . . Vz,,(P; — P»), donde, por
Gen,
Va1 ...V, (Pr — Py) |- V2(R(S||Py) = R(S| Py)).
De Gen, V-el, 3-int, 3-el, temos que Vz(R(S||P2) — R(S||F1)) I—
(V2R)(S]|P2) = (V2R)(S[| Py).
Por Tran, Va1 ...V, (Py — P2) - Q(S| P2) — Q(S||Py).

(iv) Subcaso2: z &€ {y1,...,ypr e zélivieem {P;, P»}.

Entdo {z1,...,2n} = {v1,.. ., ypt U {z}.

(v) Subcaso 2a: S é positivo em Q).
Entdo, S € positivo em R.
Por HI, Yy, ... Yy, (P, = P2) |- R(S||P)) = R(S||Py).
De Tran e V-el, V2¥y, ... Yy, (P1 — Py) |- R(S||P1) = R(S||Py).
De Tran, V-cl ¢ Gen, Va; .. .Va, (Py — P2) |- R(S|| Py) = R(S| Py).
Temos que z ndo é livre em Va; ...V, (P; — P»), assim, por Gen,
Vay ... Ve, (P — Py) | V2(R(S||P) — R(S| P2)).
De Gen, V-el, 3-int, 3-el, temos que Vz(R(S||P1) — R(S||P2)) I—
(WzR)(S[[P1) = (Y2R)(S|| P2).
Por Tran, Y1 ...V, (P, = P2) |- Q(S||P1) = Q(S||Py).

(vi) Subcaso 2b: S é negativo em Q).
Entdo, S € negativo em R.

Por HI, Vy; ... Yy, (P, = P5) |- R(S||P2) = R(S||Py).
De Tran e V-el, V2Vy; . .. Yy, (Py — P3) |- R(S||P2) = R(S||Py).
De Tran, V-¢l e Gen, Vz; . . .Va, (Py — P2) |- R(S||P2) = R(S| P).
Temos que z ndo é livre em Va; ...V, (P; — P,), assim, por Gen,
Vay .. Ve, (Py — Py) | V2(R(S||Py) — R(S| Py)).
De Gen, V-el, 3-int, 3-el, temos que Vz(R(S||P1) — R(S||P2)) l—
(UzR)(S||P2) — (V2R)(S|| ).
Por Tran, Yz, ... Va, (P, = P2) - Q(S|| P2) = Q(S||Py).

O

A regra da substituicdo para implicacdo é uma versdo andloga a regra
da substituicdo para equivaléncia.

2.8. Regra da Substituicdo para Implicacio.

{Fl_Pl 4)P2,

S ndo estd, em @, no escopo de nenhuma varidvel livre em I' e em { P, P },
S é positivo em () implica que I' I— Q(S||P1) = Q(S|| Pe),

entao
S é negativo em (Q implica que T’ I— Q(S||P2) = Q(S||Py).
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Prova:

Assuma a hipétese.

Sejam x1,...,x, as varidveis livres em {P;, P>} tal que S estd no seu
escopo em Q.

Pela hipétese temos que x4, . . . , £, ndo sdo livres em .

¢ Caso S é positivo em Q).
Pelo ESL, Vay . .. Vo, (Pr — Py) - Q(S||Py) = Q(S|| P2). (1)
Pela hipétese e por Gen, I’ l— Vay .. Ve, (Pr— P). (2)
De (2),(1) e Tran, T' |- Q(S|| 1) — Q(S|| P2).

* Caso S é negativo em Q.
Pelo ESL, Vs . .. Vo, (PL — Py) - Q(S||P2) = Q(S|| Py). (3)
Pela hipétese e por Gen, I’ l— V... Ve, (P — P) 4).
De (4)e (3), T = Q(S]| P) — Q(S|[Py).

2.9 Corolario.

I Q(SIIPy),

(i) Se r |_ P — P,

S ndo estd, em @, no escopo de nenhuma varidvel livre em T e em { Py, P>},
S é positivo em Q),

entio T' |- Q(S|| Py).

T Q(SI|P2),

(i) Sed T P — P,

S ndo estd, em @Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em T’ e em { Py, P>},
S é negativo em @,

entdo T l— QS| Py).

2.10 Cortl)l_ério.
. P, — P, ~
S 1 2 t S||P) — Q(S||Ps).
@ Se S é positivo em Q, enaol—Q( 170) = QUSIIP)
iy se {-PL— Pa, 1a S||P2) — Q(S||Py).
ar) Se {Sénegativo em Q, o aol—Q( 172) = QUSIIP)

Esqueleto da Prova: asta aplicar a regra de substitui¢do para implicacdo. [

2.11 Corolario.
l_ P1 — P2,

@) se {TFQ(S|P), entdo T' |- Q(S|| Py).

S é positivo em Q,
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l_ Pl — Pg,
(i) Se 4 T Q(S|P2), entdo T' |- Q(S|| Py).

S é negativo em Q,

Prova de (i):

Sejam x1,...,x, as varidveis livres em {P;, P} tal que S estd em
seu escopo em Q).

Pelo esquema de substituicio para implicacdo, temos que

V1, ... xn(PL— Po) - Q(S||P1) = Q(S||Py).
Pela hipétese e Gen, I— Vzy,...,2,(Py — P3), donde, por Tran,
= Q(SIIP1) = Q(S]|P2). ento, por Mon, T |= Q(S|| 1) = Q(S]|P,), por-
tanto, pela hipétese, I I— Q(S||Py), entdo concluimos que T’ I— QS| P).

O
Prova de (ii):
E andloga a prova de (i). O

§3. Correcao e Completude do calculo de se-
quentes de LQC com respeito a semantica de
LQC

Tudo que foi provado para LPC, com algumas alteracdes, também é
vélido para LQC.

3.1 Correcao do calculo de sequentes de LQC com respeito
a semantica de LQC

Para a correcdo do cdlculo de LQC, além da semantica apresentada
em §5.2, considere também, a definicdo 5.2.23 sobre a coincidéncia entre in-
terpretagdes para termos e para formulas, as defini¢des 5.2.14, 5.2.17, 5.2.19,
e os lemas definidos a seguir.

3.1 Lema.
I = (A, w,s) é uma LQC-interpretagdo para P,
* Se {y ndo é livre em VP,
de A,
entdo I(z|d)v (P) = I(y|d)v (P(z]y))".

6Um exemplo pritico:
I(z|Lula)y (presidente(z)) = I(y|Lula)y (presidente(z)(z|y)).



201

Prova:

Assuma a hipétese.

Vamos nos concentrar nos casos que possuem quantificadores porque os
demais casos sdo triviais.

Temos que y = x, ou y # x e y ndo é livre em P.

y € distinto de =z,

y ndo é livre em P.

Também podemos considerar, spg, que z é livre em P.

Spg, considere que {

e Caso PédaformaV¥zQez #y.
I(z|d)yv (P) = By ({I(z|d)(z]le)yv(Q) | e € A}) que é igual a
By ({1(z]e)(z|d)v(Q) | e € A}).
I(yld)v (P(zly)) = I(yld)v((Y2Q)(zly)) = I(yld)v(¥2Q(zly)) =
By ({I(y|d)(z[e)v(Q(z|y)) | e € A}) =
ii)({f(ﬂe)(yl W (Q(zly)) | e € A}) = Bu({I(z]e)(z]d)v(Q) | e €
e Caso P é da forma ¥yQ).
Seja z a primeira varidvel ndo livre em z, y, Q.
Entdo P(zly) = (YyQ)(zly) = 2Q(y|2)(z]y) = (¥2Q(y[2))(z|y).
Pelo caso anterior, temos que

I(z|d)v (V2Q(xly)) = I(y|d)v (T2Q)(z[y))(y]2)).

e
d

3.2 Lema.
. Se {I é LQC-interpretagcdo para P e Q,

P~ Q entdo Iy (P) = Iy (Q)’.

Prova:
Assuma a hipétese.
* Caso P ¢é daforma p(ty,...,t,), T ou L.
Entdo P e ) sdo a mesma férmula, dai Iy (P) = Iy (Q).
e Caso Pé R.
Entdo (Q é da forma —S, onde R ~. S.
Por HL, Iy (R) = Iy(S). Dai, Iy (—R) # Iy (R) = Iv(S) # Iy (=S),
donde Iy (=R) = Iy (~95)8.
 Caso P é daforma R#S, onde # € {—, A, V}.
Entdo Q é da forma T#U, onde T e U sdo férmulas .

R~.T, Iy(R) = Iy(T),
Caso {S ~. U, temos, por HI, que {Iv (S) = Iy (U).

70u seja, se duas férmulas sio congruentes e existe uma interpretacio para as mesmas, entio
essas duas férmulas, para essa interpretacdo, possuem os mesmos valores veritativos.
8Porz,y,z € {v, flex #y # zentiox = 2
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LOgO Iv(R#S) = B#(Iv(R),Iv(S)) = B#(Iv(T),Iv(U)) =
Iy (T#U), pela defini¢do 5.2.19.

* Caso P é daforma VxR, onde ¥ € {V,3}.
Entdo Q é UyR(z|y), onde y ndo é livre em Vz R.
Por 52.19, Iy(YzR) = Bg({{(z[d)v(R) | d € A})
Bo({I(yld)v (R(aly)) | d € A}), e pelolema 3.1, Iy (WyR(xy)).

3.3 Lema. (Da avaliacdo de termos instanciados e formulas instanciadas
em LQC?)
» Se I é uma LQC-interpretagdo para t, u, entdo
Ip(ul(z[t)) = I(z|Ip(t))p(u),
o Se I é uma LQC-interpretacdo para t, P, entdo
Iv (P(zl|t)) = I(z|Ip(t))v (P).
Prova de (i)'°:

* Caso u € uma constante c.
u(z|t) = c(x|t) = ¢, dai Ip(u(z|t)) = = .
Temos também que I(z|Ip(t))p(u) = I(z|Ip(t))p(c) = w(c).
* Casouéx.
In(u(alt)) = Ip(a(alt)) = In(t).
I\ (H)(w) = I(alIp (1))(x) = s(lIp (1) (@) = In(t),
e Casouéyey # x.

u(z(t) = y(z|t) =y, daf Ip(ul(z[t)) = Ip(y) = s(y).

Temos também que I(z|Ip(t))p(u) = I(z|Ip(t)ply) =
s(z[Ip(t))(y) = s(y).
* Casou é daforma f(t1,...,t,).

Por HI temos que, para cada ¢ € {1,...,n}, Ip(t(z]t)) =

(x| Ip(t))p(t:)-

Temos que f(t1,...,t,)(z]t) = f(t1(z]t), ... ta(z]t)).

Ip(f(t1,. .. ta)(2]t)) = Ip(f(tr(x]t), ... ta([t))) =
w(f)Ip(t1(z|t)),...,Ip(tn(z]t))), por HI isso ¢é igual a
w(f)I(@[Ip(®))(tr), .., I(@[Ip(8))(tn)) = I(zIp(£))(f (t1, - .- ,fn))-D

Prova de (i)'

e Caso P édaforma T.
Pllt)y=T(z|t) =T
Iy (P(z|t) = Iv(T) = v.
1{|Ip(®)y (P) = 1| Ip )y (T) = v.

9Exemplo de termo instanciado: w(x|t) e férmula instanciada: P(x|t).




203

e Caso P é daforma L.

P(z|t) = L(z|t) = L
Iy (Pelt)) = Iv(1) = 1.
1l I )y (P) = I(alIp(®)v (1) = .
* Caso P é da forma p(ty, ..., tn).
Por HI, temos que para cada ¢ € (1,...,n), Ip(ti(z|t)) =
Il (8) (k).
Temos que p(ty, ..., tn)(x|t) = p(ti(z|t), ..., tn(x]t)).
Iv (p(ty, .- -, tn)(zlt)) = v sss Iy(p(ti(zft),. .., tn(x|t))) = v sss
(Ip(tr(z[t)),. .., Ip(tn(z[t))) € w(p).
@I (0) p(t), - 1| o (1)) (ta) e wp) s
I(x|ID(t))V(p(t1a cee atn)) =V.
LOgO, Iv(p(tl ..... tn)(l"t)) _I($|ID( )) (p(tl ..... tn))
e Caso P ¢é —Q.
(=Q)(z|t) = ~Q(z[t).
Por HL, Iy (Q(l1)) = (2l In(t))v (Q).
IA((-Q)(elt) = Iv(-Qlt) # Tv(Qalt) que por HI & igual a
I(z|Ip(t )) (Q) queedlferentedeI(x\ID(t)) (-Q).
Temos que'? Iy ((—Q)(z|t)) # Iy (Q(z|t)) # I(z|Ip(t))v(—Q), logo
Iy ((=Q)(zt)) = I(z[Ip(t))v (-Q).
e Pédaforma@ — R.
Pl = Qtel) » Rl
Vv x|t)) =
Por HI, {IV( R(x|t)) — .
Iy((Q —  R)(zlt)) = Iy(Q(z[t) —  R(z[t)) =
{Iv( (z[t)) Sefv(Q( ) = v,
v, se Iy (Q(z|t)) =
Mas estes dois itens, por HI, sdo iguais a
{I($|ID(t))v(R), se I(z|[Ip(t)v(Q) = v,
v,se I(z|Ip(t))v(Q) =1,
mas I(z|Ip(t)v(Q — R), ou seja, Iy((Q — R)(zlt)) =
Il ()v(Q — R).
e Caso P é daforma Q A R.
P(alt) = Q(al#) A R(xlt)
oo [IV(Q(l) = I In(H)v (Q).
Vv (R(alt) = Il Do (t)v (R)).
i@ A RGO < Q) A R -
min {1 (2l Ip(6))v (Q), I(&|Ip()v (R))}.
Mas I(@|Ip())v(@ A R), ou sea Iv((@ A R)alt) =
I(z|Ip(1))v(Q A R).

2Porz,y,z € {v,flex £y # zentiox = 2.
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e Caso P é daforma @V R.
@)~ Tl (@)
z|t)) = T|1lp t Vv 5
For HI {M R(x|t)) = I(x|Ip()v (R)).
M@ vV RGE) = Q@ v Re) =
max {1« I (8))v (Q), I(|Ip(1))v (R))}.
Mas I(z|Ip(t)v(Q VvV R), ou seja, Iy((Q VvV R)(zlt) =
I(@|Ip())v (QV R).
e Caso Q édaformaVzQey = .
P(zx|t) = (YzQ)(z|t) = PzQ.
Iy (V2Q) (w]t)) = Iy (¥2Q).
I(z|Ip(t))v(PzQ), pelo lema 5.2.23, Iy (PzQ).
e Caso P édaformaVyQey = .
Seja z uma variavel ndo livre em x, ¢, Q.
Dai VyQ ~. V2Q(y|z). (1)
(VyQ)(z|t) ~. VzQ(y|z)(z|t), entdo pelo lema 3.2, I ((VyQ)(x|t)) =
Iy (V2Q(y|z)(z|t)) que é igual a

min {1(z|d)y (Q(y]2)(xlt)) | d € A}, igual a
min {7(z|d)(z|I(z|d)p(1))v (Q(y]2)) | d € A}, pois
I(z|d)p(t) = Ip(t), pelo lema 5223 ¢é igual a

min {I(z|d)(z|Ip(t))v(Q(y|z)) | d € A} que é igual a
min {I(z|Ip(t))(z|d)v(Q(y|z)) | d € A} pelo escélio 5.2.21 é igual a
I(z|Ip(t))(V2Q(y|z)), que pelo lema 3.2 e (1) éigual a I (x|Ip(t))(VyQ).
e Caso P é daforma dJyQey = z.
Seja z uma variavel ndo livre em x, ¢, Q.
Dai 3yQ ~. 32Q(y|z). (1)
(FyQ)(z|t) =, IzQ(y|z)(x|t), entdo pelo lema 3.2, Iy ((FyQ)(z|t)) =
Iy (32Q(y|z) (z|t)) que é igual a
max {(z|d)v(Q(y|2)(z[t)) | d € A}, igual a
max {I(z|d)(z|I(z|d)p(t))v (Q(y|2)) | d € A}, pois
I(z|d)p(t) = Ip(t), pelo lema 5223 ¢é igual a
max {I(z|d)(z|Ip(t))v(Q(y|z)) | d € A} que é igual a
max {I(z|Ip(t))(z]d)v(Q(y|z)) | d € A} pelo escllio 5.2.21 € igual a
I(z|Ip(t))(32Q(y|z)), que pelo lema 3.2 e (1) éigual a I (z|Ip(¢))(FyQ).
O

Podemos agora, demonstrar a correcdo dos cdlculo de sequentes de
LQC com respeito as semanticas de valoragdes de LQC.

E suficiente provar que todas as leis (esquemas e regras) do célculo
de sequentes para LQC sdo corretos. Para as leis estruturais e para as leis de
introdugdo e eliminagdo de conectivos o raciocinio € andlogo a prova do teo-
rema 9.3.1 feita no caso proposicional. Resta evidenciar a correc@o das leis
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concernentes aos quantificadores: leis de introdugéo e eliminacido de quan-
tificadores.

3.4 Teorema. (Correcdo)

SeI’ lLQ_C P, entdo T’ |LQ=C P.
Prova:

* Queremos mostrar que a regra da generalizacdo € correta.

Seja e uma aplicacdo de Gen.
Fl_V;cP

Daif x ndo é livreem I'.
Suponha que T" |= Pesejal = (A,w,s) uma LQC-interpretagdo para
I'U {VxP} que satisfaz I
Temos que I também é uma LQC-interpretagdo para I' U { P}, daf I satis-
faz P, ou seja, Iy, (P) = v.
Dado d € A, temos que I e I(z|d) coincidem em I'. (1)
Note também que I (z|d) é uma LQC-interpretagdo para I' U { P}.
De (1) e 5.2.23, I(z|d) satisfaz T, logo I(x|d) satisfaz P, ou seja,
I(z|d)y (P) =v.
Mostramos que, para cada d € A, I(z|d)y (P) = v, logo Iy (VaP) = v,
donde [ satisfaz Vx P, logo, " |= VaP.
* Queremos mostrar que o esquema do V-eliminacéo € correto.
Seja ‘Vx P I— P(z|t)” um exemplar do esquema do V-eliminagdo.
Seja I = (A, w, s) uma LQC-interpretagdo para {VaP} U {P(z|t)} que
satisfaz Vo P, dai, paracada d € A, I(z|d)y (P) = v.
Como Ip(t) € A, dai I(z|Ip(t))v(P) = v, donde, pelo lema 3.3, item
(i), Iv (P(z|t)) = v, ou seja, [ satisfaz P(z|t), portanto Va P |= P(zt).
¢ Queremos mostrar que o esquema do 3-introdug@o é correto.
Seja ‘P(z|t) I— J2 P’ um exemplar do esquema do 3-introdugo.
Seja I = (A,w,s) uma LQC-interpretagdo para {P(z|t) U {JxP}}
que satisfaz P(z|t), dai Iy (P(z|t)) = v, donde pelo lema 3.3, item
(i), I(z|Ip(t))v(P) = v, ou seja, existe d € A(d = Ip(t)) tal que
I(z|d)y (P) = v, logo Iy (JxP) = v, ou seja, I satisfaz 3P, portanto
P(z|t) = 3P
¢ Queremos mostrar que a regra do 3-eliminag@o é correta.
JaxP FUP(m\y)I_Q
FI—Q
Dai y ndo élivieem I', 3z P, Q.

Suponha que I |= P,
I'U P(zly) = Q.

Seja r

uma aplicagao da regra do 3-eliminagao.
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Seja I = (A, w, s) uma LQC-interpretacdo para I' U {Q} que satisfaz IT".
Seja w’ um mundo sobre A, tal que D(w’) = D(w) U SNL(P)" tal que
w’ é uma extensdo de w.
Seja I' = (A, w', s).
Dai I’ é uma LQC-interpretacéo para P.
Como I e I’ coincidem em T, temos pelo lema 5.2.23, que I’ satisfaz T,
donde I’ satisfaz 3P, ou seja, existe d € A tal que I’ (x|d)y (P) = v.
Seja s’ uma A-atribuigdo para varidveis, temos que s’ = s(y|d).
Seja I" = (A, w', s’) uma LQC-interpretagio.
Como I’ e I” coincidem em T, pois y ndo é livre em I', temos que "
satisfaz I,
Temos que I'(z|d) e I"(z|d) coincidem em P, dai, pelo lema
5.2.23, I'"(z|d)y(P) = v, e dai, como I} (y) = d, temos que
I"(z|I)(y))v (P) = v, ouseja, I{, (P(z]y)) = v, logo I, (Q) = v.
Como I’ e I"” coincidem em @, dai I, (Q) = v.
Como I e I’ coincidem no @, temos, pelo lema 5.2.23, que Iy (Q) = v.
Portanto I |= Q.

O

3.2 Completude do calculo de sequentes de L.QC com res-
peito a semantica de LQC

Mostraremos aqui que o célculo LQC € completo com respeito a se-
mantica de LQC.

O lema abaixo elucida as condi¢des que devem ser atendidas por
colecdes que sdo ao mesmo tempo saturadas e de Henkin.

Uma colecdo que é P-saturada em uma linguagem L com respeito a
LQC, também ¢ cole¢do de Henkin em L com respeito a LQC, e possui as
seguintes propriedades:

3.5 Lema. Seja ¢ P-saturado em L com respeito a LQC e ¢ colecdo
de Henkin em L com respeito a LQC. Entdo ¢ possui as seguintes pro-
priedades:

(i) Considere os demais casos jd apresentamos em LPC, lema 9.3.5.

(i) VP € ¢ sss para todo termo t de L, P(zx|t) € .
(iii) JxP € ¢ sss existe um termo t de L tal que P(x|t) € .

Prova:

Assuma a hipétese.

Pelo lema 7.4.13 e (ii), ja temos que para todo termo ¢ de L, P(x|t) € ¢ se
VaP € .

130nde SNL sio os sinais nio Igicos em P.
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Pela defini¢do 7.4.21 e (iii), j4 temos que Jx P € ¢ se existe um termo ¢ de
L tal que P(x|t) € .

Resta provar que:

(i) Vo P € ¢ se para todo termo ¢t de L, P(x|t) € ¢,

(ii) existe um termo ¢ de L tal que P(z|t) € ¢ se Iz P € ¢.

Suponha que Vo P € p et é termo de L.

Dai P(z|t) é férmula de L.

Pelo V-el, VoP |- P(x|t), logo ¢ |~ P(xt), daf, por 7.4.18, P(z|t) € .
Suponha agora que, para um termo ¢ de L, P(x|t) € ¢.

Dai 3z P é férmula de L.

Pelo J-int, P(«|t) |- 32 P, daf ¢ |- 3P, donde, por 7.4.18, 3zP € . [

Vamos mostrar que se ¢ for P-saturado em L e cole¢do de Henkin em
L com respeito a LQC, entdo ele é satisfativel.

3.6 Lema.
. Sejam {go P-saturado em L com respeito a LQC, (1)
o colecdo de Henkin em L, (2)
LQC-satisfativel.

entdo ¢ ¢é

Prova:
Assuma a hipdtese.
Precisamos definir uma interpretagdo, segundo a defini¢do 5.2.12 e mostrar
que ela satisfaz todas as férmulas de ¢.
Seja A a colegdo de todos os termos de L.
Seja w um mundo sobre A, cujo dominio é a colecdo de constantes, sinais
funcionais e sinais predicativos do alfabeto de L, satisfazendo as seguintes
condicdes:
(i) para cada constante ¢ de L, w(c) = c.
(i1) para cada sinal funcional n-ario f de L,
w(f) : A" = A,
{(tl,...,tn> £t ).

(iii) para cada sinal predicativo n-ario P de L,
w(p) = {{t1,. .., tn)|t1,...,t,} sBo termos de L e p(ty,...,t,) € ¢.

(iv) Seja s uma A-atribuicdo para varidveis tal que s(z) = x para qualquer
variavel .

Considere a LQC-interpretagdo I = (A, w, s).

Temos que I é uma LQC-interpretagio para ¢, porque ¢ é uma colecdo de
férmulas em L.

E ficil verificar que, para todo termo ¢ de L, Ip(t) = t.

Vamos agora mostrar por inducdo sobre o grau de férmula
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em LQC que [ satisfaz todas as foérmulas de ¢, ou seja:
{Q € p implica que Iy (Q) = v,
=@ € p implica que I/ (Q) = {.
Com isso, ¢ sera satisfativel.
Entao, continuando a prova:

e Ocasoemque () é T ou L sdo 6bvios. Toda interpretacao atribui ao verum
o valor verdadeiro e ao falsum o valor falso.

e Caso Qé p(t1,...,tn).
Se p(t1,...,tn) € ¢, entdo (t1,...,t,) € w(p), daf
(Ip(t1),-..,Ip(tn)) € w(p), isso equivale a dizer, pela semantica
de LQC, que Iy (p(t1,...,tn)) = v. Se =p(t1,...,tn) € @, dai como ¢
¢ —-consistente, entdo p(t1,...,t,) € ¢, donde (t1,...,t,) &€ w(p), dai
<ID(t1), ey ID<tn)> ¢ w(p), ]0g0 Iv(p(tl, ce ;tn)) =f.

e Oscasosemque Qé PAS, PV .SouP — S ja foram feitos na prova de
completude para LPC em 9.3.7.

e Caso Q éVzR.
Se Vz R € ¢, entdo, pelo lema 3.5, para todo termo ¢ de L, R(z|t) € .
Por HI sobre o grau de férmula, para todo termo ¢ de L, Iy (R(z|t)) = v.
Mas Iy (R(z|t)) = I(z|Ip(t))v (R).
Ou seja, para qualquer termo ¢t de L, I(x|Ip(t))yv (R) = v.
Que ¢é igual a qualquer termo t de L, I(z|t)y (R) = v.
Que corresponde a qualquer d € A, I(z|d)y (R) = v.
Que é Iy (VzR) = v.
Se -Vx R € ¢, entdo como  é —-consistente, VxR & .
Dai pelo lema 3.5, existe um termo ¢ de L tal que R(z|t) € ¢, donde
como ¢ é =-completo em L, —R(x|t) € ¢, logo, por HL, I, (R(x|t)) = {,
dai I(z|Ip(t))(R) = f, ou seja, existe um termo ¢ de L tal que
I(z|Ip(t))v(R) = £, ouseja, Iy (VaR) ={.

e Caso () é dxR.
Se dxR € ¢, entdo, pelo lema 3.5, existe um termo t de L, tal que
R(zx|t) € .
Por HI sobre o grau de férmula, existe um termo ¢ de L, I (R(z|t)) = v.
Mas Iy (R(z|t)) = I(z|Ip(t))v (R).
Ou seja, existe um termo ¢ de L onde I(x|Ip(t))v(R) = v.
Que é igual a existe d € A onde I(x|d)y (R) = v.
Que corresponde Iy (FzR) = v. Se —JdxR € ¢, entdo como ¢ €
—-consistente, xR & .
Daf pelo lema 3.5, existe um termo ¢ de L tal que R(z|t) ¢ ¢, donde
como ¢ é —-completo em L, ~R(x|t) € ¢, logo, por HI, Iy (R(x|t)) = {,
dai I(z|Ip(t))(R) = f, ou seja, existe um termo ¢t de L tal que
I(z|Ip(t))v(R) = f, ou seja, Iy (FzR) = {.
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O

Com esses resultamos acabamos de demonstrar que ¢ é um conjunto
LQC-satisfativel, considerando uma interpreta¢do que rigorosamente satisfaz
e utilizando ideias de conjunto P-saturado e colecdo de Henkin.

Falta mostrar que se um conjunto inicial I' em LQC néo infere P,
entdo ele pode ser estendido para uma colecdo ¢ P-saturada e de Henkin.

3.7 Lema.
Seja T uma colecao de féormulas em LQC tal que T’ |7‘- P.
Entdo existe uma colecdo de formulas ¢ em LQC e existe uma linguagem L

para LQC
I e p sdo colecoes de formulas de L,
tal que < T C ¢,

@ é P-saturado em L com respeito a LQC.

Para provar esse lema precisamos de alguns resultados de teoria dos
conjuntos, tais como recursos de nimeros ordinais, cardinais e correspondén-
cia biunivoca, dentre outros.

Prova:

Seja Lo a linguagem para LQC cujos sinais ndo 16gicos sdo os que
figuram em I, P. Entdo existe um unico cardinal 1 que estd em correspon-
déncia biunivoca com a cole¢do de todas as férmulas de L.

Para cada ordinal A € 7, considere uma nova constante ¢ nio figurando em
Feem P4,

Seja L; a linguagem para LQC cujos sinais ndo 16gicos sdo os de Ly mais
uma infinidade de novas constantes cy, para cada A € 7.

Como existem 7 sinais ndo légicos em L; e n € infinito, temos entdo, pelo
lema 5.1.15, que a cardinalidade da cole¢do de férmulas de L; € 7.

Entdo existe uma correspondéncia biunivoca, que a cada ordinal A € 7
associa uma férmula @ de L.

“Durante a prova, férmulas existenciais podem ser encontradas em I" ou em uma extensio de
I". Entdo temos que conseguir uma constante que seja testemunha de uma férmula existencial
Jx P, assim existird um objeto no universo de discurso tal que considerando o « como sendo
esse objeto, é possivel obter um P(x|c). S6 que essa constante ¢ pode ndo existir na linguagem
Lo, ou seja, o estoque de constantes de Lo pode ndo servir ou ser suficiente para testemunhar,
entdo temos que acrescentar uma quantidade de constantes a Lo igual a cardinalidade da colec@o
de formulas de Lg. Lo tem 7 féormulas, entdo acrescentamos 7 constantes. Isso garante a exis-
téncia de testemunhas em Lo, mesmo que seja redundante em alguns casos. Vamos portanto,
enriquecer o alfabeto de Lg: cada ordinal que é elemento de 7 vai marcar uma férmula de Lg.
Acrescentaremos, para cada ordinal elemento de 7, uma nova constante ¢y que ndo figuraem I'.
Essas novas constantes serdo acrescentadas no alfabeto de Lo, criando assim uma linguagem L .
Neste ponto ainda ndo sabemos se I" € uma cole¢do de Henkin, entdo com essas ideias temos que
conseguir criar um I' que possua as caracteristicas de cole¢do de Henkin. E tomamos ¢y como
uma constante nova, pois para as constantes antigas nao podemos impor certas propriedades.
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Vamos agora associar cada ordinal A € 1 a uma cole¢do ¥, de férmulas de
L1, segundo as cldusulas:
i) Yo=T.
Uy, se Uy U {QA} l_P
U\ U{Qr},se U\ U{Qr} |7‘- P e Q) ndo é férmula existencial.
« U U{QN P
¢ Q) édaforma dzR,
* existe j € n tal que ¢; ndo figura
Y U{Qx, Riele)}. se em \Il,\jU {Z}A},qondéi éo n%enor
(i) Upapq!® = ordinal j € 7 tal que c; ndo figura
em V¥, U {Q,\}
" U U{Qu} P
e @ é daforma Iz R,
* ndo existe j € 7 tal que c; ndo figura
UAU{QA)se em \Il,\U{Q,\},ondeié]omenor
ordinal j € 7 tal que c; ndo figura em
U U{Qx}
(iii) Se A é ordinal limite, entdo ¥ = |J ;.
i<A
Seja C'y a colecdo de novas constantes que figuram em Wy e Q.
Queremos mostrar que, para cada A € 7, #(C\) é finito ou #(Cy) < #(A).
Como I' ndo possui novas constantes e ¥y = I', temos que #(Cp) é o
nimero de novas constantes de (g, que ¢ finito.
Suponha, por HI, que dado \ €
eta, #(C) é finito ou #(C)) < #(N).
Temos que Uyi1 U {@x41} contém, no mdximo, duas férmulas a
mais que Uy U {Q@,}, donde Cyy; possui uma quantidade finita de
novas constantes a mais que C), logo, se C) é finito, entdo C)y; tam-
bém ¢ finito, e se C) é infinito, dai #(C)) < #()), entdo A € infinito e
{#(C/\-H) = #(C),
#(A) =#(A+1),
portanto #(Chi1) < #(A + 1).
Considere agora que A € ordinal limite e que esta propriedade vale para
qualquer ordinal ¢ < A.
Por HI, se i < A, #(C;) é finito ou #(C;) < #(i).
Suponha que i < A, se #(C;) é finito, entdo, como A é ordinal infinito, temos
que £(C;) < #(N).
Se #(C;) < #(i), entdo como #(i) < #(A), porque i € A, entdo
#(Ch) < #V).

Dai, em qualquer caso, se @« < A\, entdo #(C;) < #(A), donde

150rdinal sucessor.
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Silel)l\)(#(ci)) < #(N), portanto #(Cy) < #(N).

Acabamos de mostrar que, para cada A € 1, #(C)) € finito ou
#(Cx) < #(A).

Temos que, para cada A € 7, a quantidade de novas constantes de Wy U @
¢ finita ou menor ou igual a #(\), donde sempre existe j € 7 tal que ¢; ndo

figuraem ¥, U{@,}, portanto temos que, se {\Ij)\ u{Qx} |7L P,
Q@ é aforma xR,

entdo Wy 1 = U\ U{Q», R(z|c;)}, onde i é o menor ordinal j tal que j € n
e ¢; ndo figuraem ¥y U {Q»}.

Vamos mostrar agora que, para cada A € n, ¥ |7L P.

Caso ¥y =1, ¥y |7L P. Logo vale para ¥y,

Suponha, por HI, que ¥ |7L P.

Se ¥y, {Q\} I— P e @, ndo é existencial, entdo W),y = W,, dai
Uy [ P.

Se U, {Qx} |74 P e @, é da forma xR, entido
Uyy1 = U\ U{Qx, R(z|c;)}, onde ¢; ndo figuraem Uy U {Qx}.

Se Uy, 3zR, R(z|c;) I— P, entdo pelo lema 5.3.7, U, U{Qx} I— P, o que
¢ absurdo, logo Uy, @, R(z|¢;) |7‘- P,ouseja, Uy |7‘ P.

Considere agora que A € 7 é ordinal limite, e, por HI, que para cada¢ € A,
v, |+ P.
Suponha por absurdo que W) l— P, entdo existiria um certo subconjunto

finito Y de Uy tal que T I— P, pela lei da compacidade (em 9.2.1).
Sendo Y finito, ele teria uma certa quantidade de férmulas

Y ={R,...,R,}, dai {Ry,...,R,} |- P.

{R1,...,R,} € U, e U, sendo ordinal limite, ele é a unido de todos os V¥,
R, € \Ijil
Ro € U,

entio 2 '2
Rn € \I/M

Entdo {Ri,...,R,} € U;, onde ¥, é o mdximo de i1, ..., %,, ou seja, ¥, &

um superconjunto de {R1,..., R}, entdo ¥; l— P, o que ¢ absurdo, porque
J < A, entdo ele ndo poderia acarretar o P.

Entdo, para cada A € 1 concluimos que U |7‘- P. Agora vamos considerar a
unido dos ¥y’s e chamar de ¢.

E ¢ € o candidato a a ser um conjunto P-saturado e de Henkin, que é um
superconjunto de I'.
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Vamos iniciar que ¢ € um conjunto P-saturado.
Entdo sejap = |J P.
Aen
Se ¢ l— P, entdo existe T C ¢ e T € finito, tal que Y l— P.
Temos que T é da forma {R;, ..., R, }, ouseja, {Ry,..., Ry} I— P.
Temos que existem ordinais %1,...,%, € n tal que
R; € \Ijil

R,€9, .
Sendo j = max{iy,..., iy}, temosque R; ,..., R;, € ¥;, logo, ¥; l— P,

o que € absurdo, portanto ¢ |7’- p.

¢’ é a colecdo de férmulas de L1,
Suponha que { |74 P,
pC ¢
Suponha que R € ¢'.
Como R é formula de L1, existe um A € n tal que R = Q.
Uy Cp,dai ¥y C ¢, donde ¥y U{R} C ¢',logo ¥, U{R} |7‘- P, ou seja,
Uy U{Qx} | P, donde Wy 1y = U, U{Qy}.
Mas Qx € Wri1 e Va1 €, logo Qx € v, mas Q) é R, portanto R € .
Dai ¢’ C ¢.
Portanto, ¢ € P-saturado em L; com respeito a LQC.

Vamos agora mostrar que ¢ € colecao de Henkin.

Suponha que 3z R € .

Como Jdz R é formula de L1, mas toda férmula de L; possui m ordinal, entdo
existe A € ntal que @ = JzR.

Como Wy U {3zR} C ¢, dai Uy, 3R £ P, dai Uy, = W, U
{3zR, R(z|c;)}.

Donde, existe uma constante em L tal que R(x|c) € .

Suponha que, para toda constante ¢ em Ly, R(z|t) € ¢.

Dai, pelo lema 3.5, ¢ € ~-completo em L, donde VP € ¢ V =V P € ¢.
Suponha por absurdo que =Vx P € ¢, dai ¢ I— Jx—P, logo, pelo lema 7.4.18,
Jx—R € y, dai, conforme o que acabamos de mostrar acima, existe uma nova
constante ¢ tal que (—R)(z|c) € ¢, ou seja, ~R(z|c) € ¢.

Temos também que R(z|c) € ¢, dai, ¢ I— P, o que é absurdo, portanto
VxR & ¢, donde VR € .

Portanto ¢ é colecdo de Henkin em L;. O
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3.8 Lema.
L uma linguagem para LQC,

Sejam {Z a colegdo de sinais ndo logicos de L,
F a colecdo de formulas de L.

(i) Se X é finito, entdo #(F) = No.
(i) Se X ¢ infinito, entdo #(F) = #(X).
Seja X1 a colecdo de sinais logicos de L (conectivos, quantificadores, varid-
veis e os sinais de pontuagdo).
Seja Yg = XU X4, onde X5 € o alfabeto completo de L.
Seja S a colegcdo de Y.o-samblagens finitas.

Prova de (i):

Temos que #(T) = #(5) + #(S1).

Mas ¥ é finito e X5 € infinito, entdo #(X5) = #(X) + #(X1) = Vo, ou seja,
existem N sinais no alfabeto, dai, #(S) = #(22).

Como toda férmula é uma Y,-samblagem, temos que F C S, dai
#(F) < #(9), ou seja, o cardinal da colecdo de todas as férmulas em L
deve ser menor ou igual ao cardinal da cole¢do de todas as samblagens no
alfabeto de L, mas #(.5) = Vg, entdo #(F) < No.

Por outro lado, considere uma fungdo de N em F que associa cadan € N a
férmula —... =T, onde —...— s@o n sequéncias do conectivo da negagdo,
Temos af uma fun¢do injetiva de N em F, entdo #(N) < #(F), ou seja
#(F) > #(N), mas #(N) = R, entdo #(F) > Rg, mas #(F) < N, entdo
#(F) = V. O

Prova de (ii):

H#(T2) = #(5) + #(S1) = #(2). dai #(5) = #(5).

Como toda férmula é uma S-samblagem, temos que F C S, dai
#(F) < #(%).

Agora vamos mostrar o contrdrio, ou seja, que para cada sinal ndo l6gico
existe uma férmula e vamos fazer uma fung@o injetiva da colecdo de sinais
ndo légicos para a colecdo de férmulas, isso se existir pelo menos um sinal
predicativo de aridade positiva.

Considere a seguinte funcdo f de ¥ em F, que para cada constante c, para
cada sinal funcional f e para cada sinal predicativo p, ambos do alfabeto
de L, ela associa uma férmula, de modo que todas as férmulas obtidas e
associadas sejam diferentes para cada sinal ndo légico.

Seja p um sinal predicativo de L de aridade n, onde n > 0.

c— p(cx,...,z), sendon — 1 ocorréncias de z . . . z.
f=o(f(z,...,z),z,...,2z),sendo x, ...,z um nimero de ocorréncias de
x igual a aridade de f.



214

g q(z,...,x).

Temos dai uma fungio injetiva de 3 em F, dai #(X) < #(F), mas também

vimos que #(F) < #(X), entdo #(F) = #(2). O

3.9 Definicao.

Seja ¢ uma cole¢do P-saturada em L com respeito a LQC tal que ¢ é colecdo
de Henkin em L.

Dizemos que a interpretacdo que satisfaz ¢ definida no lema 3.6 é a
LQC-interpretacdo candnica para ¢'°.

3.10 Lema.

Seja ¢ uma colecao P-saturada em L com respeito a LQC tal que ¢ é
colecdo de Henkin em L.

Temos entdo que a LQC-interpretagdo candnica I para ¢ é a fungdo carac-
teristica (ver 2.3.85), de ¢ com respeito a L, isto é:

r@={rEdcs

f, se Q & .
3.11 Lema.
O Ip(t) de uma interpretacdo candnica é igual ao t, ou seja, Ip(t) = t.
Prova:
Seja I = (A,w,s), onde A jw,s sdo conforme foi definido no lema

3.6. Vamos mostrar, por indugdo sobre grau de férmulas, para qualquer
. Q € ¢ implica que Iy (Q) = v,

férmula @ de L, que {—\Q €  implica que I/ (Q) = f.

e Caso Q€ p(ty,...,tn).

Se p(t1,...,tn) € @, entdo (t1,...,t,) € w(p), daf
IV( (tlv ) n)) V.
Se ﬂp(th.. ,tn) € ¢, entdo pelo lema 3.5, p(ti,...,t,) & ¢, dai
(t1,... tn) & w(p), onde
IV(p(th RN tn ) =

e Caso Q€ —R.

Se =R € ¢, entdo por HI, Iy (R) = f, donde Iy (—R) = v.
Se = € ¢, temos que ¢ I— R, dai pelo lema 7.4.18, R € ¢, donde por HI,
Iy (R) = v, logo Iy (—-R) = {.

e CasoQéR—S.
Se R — S € ¢, entdo pelo lema 3.5, R ¢ ¢ ou S € ¢, daf ainda pelo lema
35, 7R € pou S € o, dai, por HI, Iy (R) = f ou Iy(S) = v, donde
Iv(R — S) = V.
Se—~(R—S) € p,entio R—S & p,dai R € pe S & p, donde, pelo lema

16Canénica no sentido em que pode ser obtida naturalmente ou de imediato.
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35, R € pe S € p,logo, por HI, Iy (R) = v e Iy(S) = f, portanto
Iv(R — S) =f.

e CasoQéRVS.
Se RVS € ¢, entdopelolema3.5, R € pe S € ¢, dai, porHI, Iy (R) = v
e Iy(S) =v,donde Iy (RV S) = v.
Se ~(RVS) €y, entdio RV S & ¢, dai R & pe S ¢ ¢, donde pelo lema
35, " Re€ypeS €.
Logo, por HI, Iy (R) = f e I/(S) = {, portanto Iy, (R V S) = {.

e CasoQEéRANS.
Se RAS € ¢, entdopelolema3.5, R € pe S € p,dai, porHI, Iy (R) = v
e Iy(S) =v,donde Iy (RAS) = v.
Se ~7(RAS) € yp,entdo RAS & o, dai R € v e S ¢ ¢, donde pelo lema
35,-Repe—S €.
Logo, por HI, Iy (R) = f ou I/ (S) = {, portanto Iy (R A S) = {.

e Caso Q éVxR.
Se VxR € ¢, entdo pelo lema 3.5, como ¢ é colecdo de Henkin em L,
temos que R(z|t) € ¢, para qualquer termo ¢ de L.
Por HI, temos que Iy (R(x|t)) = v, para qualquer termo ¢ de L.
Dai, I(x|t)y (R) = v, para qualquer termo ¢ de L, segundo o teorema 1.1
eolema 3.11,logo Iy (VzR) = v.
Se =VxR € ¢, entdo como ¢ é —-consistente, pelo lema 3.5, VzR & ¢,
donde ainda pelo lema 3.5, existe um termo ¢ de L tal que R(z|t) & o,
dai ~R(x|t) € ¢, donde, por HI, Iy (R(z|t)) = {, logo pela definigdo 1.1,
I(x|t)y (R) = f, para algum termo ¢ de L, ou seja, Iy (VzR) = f.

e Caso () é dzR.
Se dxR € ¢, entdo pelo lema 3.5, como ¢ é colecdo de Henkin em L,
temos que R(z|t) € p, para um termo ¢ de L.
Por HI, temos que Iy (R(x|t)) = v, para um termo ¢ de L.
Dai, I(z|t)y(R) = v, para um termo ¢ de L, segundo as defini¢des 1.1 e
3.9, se tem interpreta¢do candnica, entdo Ip(t) = t, logo Iy (JzR) = v.
Se =3z R € ¢, entdo como  é —-consistente, pelo lema 3.5, Iz R & ¢,
donde ainda pelo lema 3.5, existe um termo ¢ de L tal que R(z|t) & o,
dai ~R(x|t) € ¢, donde, por HI, Iy (R(z|t)) = {, logo pela defini¢do 1.1,
I(x|t)y (R) = {, para um termo ¢ de L, ou seja, Iy (JxR) = {.

Acabamos de mostrar para toda forma @ de L que
Q € p, entdo Iy (Q) = v,
=@ € p, entdo Iy (Q) = 1.

Agora suponha que ) é uma féormulade L e Q € . Mas se (Q € ¢, entdo
=@ € p porque ¢ é --completo em L, com respeito a LQC. Mas se Q) € ¢,
entdo Iy (Q) = f. O
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Com isso demonstramos que a fung@o canonica é a fungio caracteris-
tica do ¢, com respeito a L. Caracteristica no sentido em que, se () € ¢,

entdo Iy (Q) = vese Q & p, entdo I/ (Q) ={.
Podemos agora, provar a completude do calculo de sequentes de LQC.

3.12 Teorema. (Completude) Se T’ |LQ=C P, entdo T’ lLQ_C P.

Prova:

Faremos uma prova ndo construtiva, entdo vamos supor a negacdo do
consequente e tentar chegar a negacao do antecedente.

Suponha I' |7L P, entdo I" pode ser estendido para uma cole¢do saturada e de
Henkin.

Entdo existe uma cole¢do de férmulas em uma linguagem L tal que
c I'Co,

e ¢ é P-saturado em L com respeito a LQC,
* ¢ € colecdo de Henkin em L,

e Péférmulade L. )
Dai, pelo lema 3.6, ¢ € LQC-satisfativel.

Seja I a LQC-interpretacio candnica para ¢ que satisfaz .

Daf pelo lema 3.10, temos que I € a fungdo caracteristica de ( com respeito
a L, isto é: para cada féormula Q de L, I/ (Q) = vsss Q € o.

Como ¢ é P-saturado, temos que ¢ |7L P, dai, pelo lema 7.4.18, P ¢ pe P
sendo férmula de L, temos pelo lema 3.10, que Iy, (P) = f.

I é uma interpretac@o para ¢, entdo I também ¢é interpretacdo para I, pois
I'C .

1 satisfaz todas as férmulas de ¢, entdo I satisfaz todas as férmulas de I
Mas existe uma interpreta¢do I para I' U { P} que satisfaz I" e ndo satisfaz P,

porque Iy (P) = f, portanto T Iﬁ P.

Provamos entdo, de forma ndo construtiva, que se I’ |LQ=C P, entdo

I ege P. O

§4. Uma Sistema de Tablos para LQC

Um Sistema de Tablés por Refutagdo para LQC é definido nesta secio
e serd notado por STR.

Considere, para esta se¢do, 0s conceitos gerais sobre semantica de va-
loragdes apresentados em §3.3 e a semantica de valorag¢Ges para LQC descrita
em §5.2.

4.1 Definicao.
A linguagem inicial e a linguagem de trabalho em STR sao iguais, e serdo
referenciadas, nesta se¢do, por L.
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4.2 Definicao. (Funcao de Inicializacio)

A fungdo de inicializagdo de STR associa cada formula P em LQC a um
tabld contendo somente um nd, ndo marcado, cuja férmula é obtida de P
pela substituicdo de todas as varidveis livres de P por novas constantes, e
eliminando todos os seus quantificadores vicuos.

4.3 Exemplo.

Para o sequente P = Va p(z, z), Jyr(z,2) l— s(z,w), as varidveis livres
de P serdo substituidas por novas constantes ci, ca, c3 € os quantificadores
véacuos serdo eliminados.

O resultado serd P = Vx p(x,¢1),r(ce, c1) I— s(ca, c3).

A seguir, o tabld inicial para P.

Va p(z,cr)
|
r(caler)
|

—s(cales)

Figura 10.1: Tabld inicial para P

4.4 Exemplo.

Para o sequente Q = Var(z), Iy s(w) I— 32Vz t(z,x), os quantificadores
vécuos serdo eliminados.

O resultado serd Q = r(2), s(w) I— Vx t(z, x).

A seguir, o tabl6 inicial para Q).

-3V t(z, x)

Figura 10.2: Tablo inicial para Q

4.5 Definicdo. (Critério de Fechamento)
Um ramo € fechado neste sistema sss 0 mesmo possuir duas férmulas contra-
ditdrias ou uma ocorréncia de L.
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4.6 Definicdo. (Ocorréncia positiva de formula)
P € positivo em () se existir uma ocorréncia de P em () estando um nimero
par de vezes sob o escopo de negagdes e antecedentes de implicagao.

4.7 Definicdo. (Ocorréncia negativa de formula)
P é negativo em (@ se existir uma ocorréncia de P em () estando um nimero
impar de vezes sob o escopo de negacdes e antecedentes de implicacgdo.

4.8 Exemplo.

Seja Q = =(p(z,y) = r(x, 2)) V (s(w) = p(z,y))-

Pela defini¢do acima, p(z,y) € positivo em @, pois ocorre um par de vezes
sendo uma sob o escopo de negagdo e outra sob o escopo do antecedente de
implicagdo.

4.9 Definicdo. (Colecao de formulas criativa)
Uma colecio de férmulas € criativa se ela possuir uma ocorréncia positiva de
férmula existencial ou ocorréncia negativa de férmula universal.

4.10 Definicao. (Ramo criativo)
Um ramo € criativo se as suas colecdes de formulas ndo marcadas, forem
criativas.

STR possui 16 regras, as quais trabalham com todos os tipos de
formulas em LQC: implicagdo, conjungdo, disjun¢do, equivaléncia, negagio
de implicag¢do, negacdo de conjuncdo, negacdo de disjuncdo, negacdo de
equivaléncia, negacdo de negacdo, férmula universal, formula existencial
(aqui existem dois casos, dependendo da cole¢do de férmulas considerada),
negacao de férmula universal e negacdo de férmula existencial.

Destas, 11 regras foram apresentadas para o sistema de tablds da
Légica Proposicional Classica e continuam valendo para a Légica Quantifi-
cacional Cldssica. Serfo especificadas a seguir, somente as regras de STR
referentes aos quantificadores.
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e Formula Universal (Vx P), quando houver pelo menos uma constante no
ramo considerado
Neste caso, c1, ..., ¢, sdo as constantes ocorrendo no ramo considerado.
Se novas constantes sdo geradas, deve-se repetir a formula universal para
todas as constantes que estdo no ramo, para garantir que o método esta
completo. Essas novas constantes normalmente sdo geradas por ocorréncia
positiva de férmula existencial ou ocorréncia negativa de férmula universal
em nds ndo marcados.

Vo P/

P(zle)
P(zle,)

Va P

Figura 10.3: Férmula Universal
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e Féormula Universal (Vx P), quando nédo houver constantes no ramo con-
siderado
Neste caso, ¢y € uma constante fixa, escolhida arbitrariamente e que nao
ocorre no ramo considerado. Da mesma forma que a regra anterior, uma
nova ocorréncia do Va P serd incluida no ramo novamente se novas cons-
tantes aparecerem.

|
Va Py/
P(z|co)
Vax P

Figura 10.4: Férmula Universal

¢ Férmula Existencial (3x P): Esta regra associa cada férmula 3z P e cada
colecdo de férmulas contendo 3x P a um tabld com somente um né nio
marcado cuja férmula é P(z|c), onde ¢ é uma constante nio ocorrendo na
colecdo de férmulas consideradas.

|
Jz P/

P(alc)

Figura 10.5: Férmula Existencial
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* Negacdo de Formula Universal (—Vx P):
Esta regra associa —Vx P e cada cole¢do de férmulas contendo —Vx P a
um tablé com somente um né niao marcado cuja férmula € Jz—P.

-z P/
dx—P

Figura 10.6: Nega¢do de Férmula Universal

* Negacao de Féormula Existencial (—3x P):
Esta regra associa cada formula =32 P e cada colecdo de féormulas con-
tendo —3z P a um tabld com somente um né ndo marcado cuja férmula é
Vr—P.

—3Jx P/
Vr—-P

Figura 10.7: Negacdo de Férmula Existencial
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4.11 Exemplo. (Negacdo de Férmula Universal)

Nem todo ledo é feroz.
1
=V (ledo(x) — feroz(z))
&~
Jz—(ledo(x) — feroz(zx))
4
Jz(ledo(z)— feroz(z))
1
Existe um ledo que ndo € feroz.
4.12 Exemplo. (Negacdo de Férmula Existencial)

Nao existe um ledo que seja vegetariano.

1

—Jz(ledo(x) A vegetariano(x))
-

Va—(ledo(z) A vegetariano(x))
“

Va(ledo(x) — — vegetariano(x))
1

Todo ledo ndo € vegetariano.



Capitulo 11

Logica Equacional Classica

Este capitulo apresenta a Logica Equacional Cldssica ou simples-
mente LEC, também conhecida como Ldgica Elementar Cldssica, Logica
de Primeira Ordem com Igualdade ou Cdlculo de Predicados de Primeira
Ordem com Igualdade. Esta l6gica estuda todas as propriedades cldssicas dos
conectivos, dos quantificadores, da igualdade e suas possiveis interacoes.

§1. Uma Linguagem para LEC

1.1 Definicao.
Um alfabeto para LEC contém todos os sinais de um alfabeto para LQC,
definido em 5.1.7, mais um sinal predicativo diddico, o ‘=’.

1.2 Definicao.

Os termos e formulas em LEC sdo todos os termos e formulas obtidos pelas
regras de formagdo de LQC, mais as férmulas da forma =(¢1, {2), onde ¢; e
to sdo termos em LEC.

Valem aqui todas as convengdes anteriores, com as devidas adap-
tagdes, sempre que necessdrio. Seguindo a escrita informal de férmulas em
LQC, temos que a férmula =(¢1, t2) pode ser notada por (t; = t3), e podemos
prescindir do seu par exterior de parénteses quando esta ndo for subférmula
de outra férmula ou for um dos componentes de uma férmula formada por
um conectivo diadico.

1.3 Leitura. A férmula t; = to pode ser lida de uma das seguintes formas:
* ‘ty éigualats’,
e ‘ty éidénticoats’.
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§2. Uma Semantica para LEC

2.1 Definicao. Os valores veritativos em LEC sdo v e f, onde o tnico valor
distinguido é v. Uma ordem € considerada na cole¢@o de valores veritativos
em LEC,em que f < v.

2.2 Definicao.

I = (A, w, s) é uma LEC-interpretagio se I é uma LQC-interpretacéo satis-

fazendo as seguintes condicdes adicionais':
(i) =€ D(w),

(i) w(=) = {(d,d)|d € A}.

2.3 Definicdo. Sejam [ uma LEC-interpretagao, x1, ..., x, varidveis distin-

tased,dy,...,d, elementos de A. Definimos:

* I(z|d) é uma LEC-interpretagio definida por I(z|d) = (A, w, s(x|d)).

o I(z1,...,xy,|d1,...,d,) é uma LEC-interpretagio definida por
I(z1,...,xpldy, ..o dyn) = (A w, s(x1, ..oy xy|dy, . ..y dy)).

2.4 Definicao.

Dada uma LEC-interpretagio I = (A, w, s), as fungdes Ip e Iy, as quais
sdo respectivamente a LEC-denotacdo definida por I e a LEC-valoragdo
definida por I, também podem ser definidas através das cldusulas especifi-
cadas em 5.2.16.

2.5 Escélio. Iy (t =u) =vsss Ip(t) = Ip(u).

2.6 Proposicio.
Iy (JzP) = v sss existe um mdximo d € A tal que I(z|d)y (P) = v.

Sejal = (A, w, s).

Suponha que Iy (FzP) = v.

Sendo x; e x5 as primeiras duas varidveis nio livres em P, temos que JzP é
Vo Voo (P(z|z1) A P(z|axe) = 21 = x2).

Prova da ida:
Dai Iy (Vz Vo (P(x|z1) A P(z|xe) = 21 = 22)) = v. (1)
‘ (z]dr)v (P) =
Sejady,ds € Atalque{ I(x|do)y (P ):
s(y), sey # x1 ey # xa,
Seja I' = (A, w, s'), onde s'( di,sey = x1,
dg, S€ Y = I2.
De (1) e LC, temos que I, (Vz1Vae (P(x|z1) A P(z|e) — 21 = 22)) = V.

Essas condigdes podem ser resumidas assim: w(=) = Ia, de acordo com a definicio
2.3.83.
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Dai I, (P(z|z1) A P(z|z2) = x1 = z2) = v.

I, (P(z|z1)) = I'(z|d1)v(P), que pelo lema 5.2.23 ¢ igual a
1{aldy v (P) = v.

Analogamente, temos que I, (P(z|z2)) = v.

I, (P(x|z1) A P(z|z2)) = v, donde I{,(z1 = =) = v, logo
Ih(x1) = Ih(x2), portanto di = da. O

Prova da volta:
Suponha que dy, dy € A tal que I(z1, x2|dy, d2)v (P(z|z1) AP(z|x2)) = V.
Dai {1(9517$2|d1,d2)V(P($|x1)) =V,
I(a?, $2|d1, dg)v(P(l“(L‘g)) =V,

{I($1|d1)v(P($|1?1)) =V, } (1)

1(wslda)y (P(ales)) = v, '
I(z|dy)v(P) =,
I(z|d2)v(P) =,
logo, di = da, donde I(x1,x2|d1,d2)p(x1) = I(x1,x2|d1,d2) p(22), logo
I(l‘l,l‘gldl, dg)v(fL‘l = 1'2) = V.
Logo [(.1?17.’1}2|d1, d2)v(P(.’E|$1) A\ P(l‘|.’172> — X1 = .1'2) =V.
Ou seja, para qualquer di,dy € A,
I(xy1,za|dy, d2)v (P(z|x1) A P(zlz) — 1 = 22) = V.
Portanto Iy (Va1Vee(P(z|z1) A P(z|x2)) = 21 = x2) = V.

De (1) e por 5.2.18, {

Portanto Iy (3xP) = v. O
2.7 Proposicao.

Iy (3lzP) = v sss existe um unico d € A tal que I(z|d)y (P) = v.

Prova:

E imediata, através da proposicio 2.6 e da definicdo de seméntica geral para
dz P2 O

2.8 Definicio. (Satisfabilidade de formula e de colecido de formulas em
LEC)
I uma LEC-interpretacéo,
Sejam {P uma /-férmula,
I" uma I-colegdo de férmulas.
o [ satisfaz uma férmula P em LEC, ou P é LEC-satisfativel, se I/ (P) é
um valor distinguido em LEC, ou seja, Iy (P) = v,
o [ satisfaz uma colecdo I de formulas em LEC, ou I' é LEC-satisfativel, se
I satisfaz cada férmula de I' em LEC,
¢ Caso contrdrio, P é LEC-insatisfativel e I é LEC-insatisfativel.

2Ty (3xP) = v sss existe d € A tal que I(z|d)y (P) = v.
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2.9 Definicdo. (Validade de formula e de colecdo de formulas em LEC)
(i) I valida T" em LEC se cada férmula de I" é uma [-férmula e se existe
uma férmula de I' tal que I satisfaz essa férmula.
(i) P é LEC-vdlido se P é uma férmula em LEC e toda LEC-interpretagdo
para P satisfaz P, caso contrario, P ¢ dito ser LEC-invalido.
(iii) I' é LEC-vdlido se toda LEC-interpretagdo para I' valida I, caso con-
trario I" € dito ser LEC-invalido.

2.10 Definicao. (LEC-Consequéncia Seméantica)

P ¢ consequéncia de I' em LEC, I' /= P, se toda LEC-interpretagdo para
I' U {P} que satisfaz I, também satisfaz P.

2.11 Leituras. I 5= P

» ‘I" acarreta semanticamente P em LEC’,

» ‘P é consequéncia semantica de I' em LEC’,

e ‘De I' afirma-se semanticamente P em LEC’.

§3. Um Calculo de Sequentes para LEC

Esta secdo apresenta um cdlculo de sequentes para LEC.
Este calculo é constituido de todas as leis primitivas de LQC, mais os
Esquemas Primitivos da Igualdade definidos a seguir:
* Leis primitivas de LQC
# Reflexividade da Igualdade,
* Esquema da Substitui¢do em
* Esquemas primitivos da Igualdade termos funcionais,
* Bsquema da Substitui¢do em
férmulas atdmicas.
As demais leis podem ser obtidas dos esquemas primitivos de LEC.
Todas as leis validas em LPC e LQC, devidamente traduzidas para
LEC, sao ainda vélidas em LEC, com excecdo do Esquema da Substituicdo
da Equivaléncia, apresentado na pagina 193.
Nesta secdio nds falaremos somente da Légica Equacional Classica;
assim, para dizer que P € consequéncia de I' em LEC, notaremos isto por

Tk p.

Esquemas Primitivos da Igualdade

3.1. Reflexividade da Igualdade I— t=t.

3.2. Substituicio em Termos Funcionais
th=up,...,tp = unl—f(tl,...,tn) = f(u1,.--,Up).
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th=up,...,tp :unl—p(tl,...,tn)%p(ul,...,un).
Prova:
1 tlzul,...,tn:un pr
2 plty,. . tn) = p(ur, ... up) 1, SFA
3 Ulitl,...,un:tn I,SI
4 plur,...,un) = p(t1, ... tn) 3, SFA
5 p(t1,..tn) & plur, ... up) 2, 4, A-int
O
Leis Basicas da Igualdade
3.4. Simetria da Igualdade t = u I— u =t.
Prova:
1 t=u pr
2 t=1 RI
3 t=t—u=t 1,2, SFA
4 wu=t 2,3, MP
O

A conclusdo de um exemplar do esquema da substitui¢do em féormulas
atdmicas pode ser uma equivaléncia.

3.5. Substituicio em Férmulas Atomicas

t1 :ul,...7tn:unl—p(tl,...,tn)<—>p(u1,...
Prova:
1 t1=1U1,...,th = Up
2 up =t Uy =1,
3 pltr,.. . tn) = p(ug, ..., up)
4 plug,...,up) = p(t1, ... ts)
5 pltr,..tn) & p(ur, ... uy)

 Un)-

pr
1,SI
1,SFA
2,SFA
4
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3.6. Transitividade da Igualdade ¢t = u,u = v I—t = .

Prova:

1 t=u pr
2 u=vw pr
3 t=t RI
4 t=u—>t=v 3,2,SFA
5 t=w 1,4 MP

3.7. Simetria e Transitividade da Igualdade

{(i) t:v,uzvl—tzu,

(i) vzt,v:ul—tzu.

Os esquemas de substituicdo da igualdade em sinais funcionais e em
sinais predicativos admitem suas correspondentes generaliza¢des, conforme
€ descrito a seguir:

3.8. Esquema da Substituicio da Igualdade para Termos
ty = to | uvllty) = u(vl|t2).?

3.9. Esquema da Substituicao da Igualdade para Formulas

e Se x1,...,x, sd0 as varidveis livres em {¢1,%2} tais que v estd em @ no
seu escopo, entio

Vay .. Ve, (t = ta) - Qullt) < Q(ul[ta).

3Em linguagens nas quais termos ndo possuem varidveis ligadas, como € o caso de LQC
e LEC, temos que u(v||t) € idéntico a u(v|t), daf esta lei também poderia ser denominada
‘Esquema da Instanciagdo da Igualdade para Termos’.
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3.10. Regra da Substituicao da Igualdade para Férmulas

x Tty =ty
* Se { x v ndo estd em @, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em
{t1,t2},

entio I' - Q(v]|t1) < Q(v||t2).
3.11. Exemplo de Falacia
Temos que TN T I—Vm(m +7>x).
Dai TNI,z = 14|~ Va(z +7 > ). (1)
Temos também que TN,z = 14 l— r=14.(2)
Seja Q a férmula Vz(z 4+ 7 > y)’ .
Qylzx) =Va(z 4+ 7> ),

Q(y|14) =Vz(z + 7 > 14).
Dai, por (2) e RSIF,

TNI,z =14} Q(uv|lz) & Q(v]14)

TN,z =14 Va(z +7> 2) & Va(z +7 > 14). (3)
De (1) e (3), TNI,z = 14| Va(z + 7 > 14) .
TNIFz=14—Va(z +7> 14).

Dai TNT |14 = 14 = Va(z + 7 > 14) .
TNIFVo(z+7> 14).

TNI-0+7>14.

Logo, TNI I— 7 > 14, o que ¢ absurdo.

Entao

O erro encontra-se onde: ¥ estd no escopo de z em @) e x é livreem I’
eem {x, 14}.

A instanciagdo de varidveis por termos em féormulas permite uma for-
mulagdo correspondente ao esquema da substitui¢do da igualdade para for-
mulas sem quaisquer restricdes.

3.12. Esquema da Instanciacio da Igualdade para Férmulas
- =t Qlalt) © Qaltz).
3.13. Esquema da Instanciagﬁo da Igualdade para Termos
oty =ty - u(vlty) = u(ulty).
E podem ser reduzidos ao Esquema da Instanciagdo da Igualdade:

3.14. Esquema da Instanciacio da Igualdade
oty =ty |- F(alty) = F(alty).

3.15 Corolério. 11 = ty, Q(z|t1) |- Q(xt2).
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A Regra e o Esquema da Substituicdo da Equivaléncia, concernentes a
LQC, formulados na pagina 193, valem também para LEC. Por comodidade
repetimos novamente aqui os seus enunciados.

3.16 Definicao.

Sejam D; e Dy ambos termos ou ambos férmulas:

Dy = Do Dy = Dy, se Dy e Dy sdo ambos termos.
L= Dy < D5, se D1 e Dy sdo ambos férmulas.

3.17. Esquema da Substituicao da Equivaléncia

Sejam D;, Do, E/, F' designadores tal que todos sao termos ou todos sio fér-
mulas.

Se x1,...,x, sdo as varidveis livres em { D1, Dy} tais que E estd em F' no
seu escopo, entao

Yy ...V, (Dy = Dy) | F(E||Dy) = F(E||Dy).

3.18. Regra da Substituiciao da Equivaléncia

x TP o Py,
* Se{ x S ndoestiem @, no escopo de nenhuma varidvel livre em I e em
{P1, P},

entdo I I— Q(S||P1) « Q(S|| ).

3.19. Regra da Substituicao da Correspondéncia

Se {FI—D1 = D,,

E nio estd em F, no escopo de nenhuma varidvel livieem I e { D1, D5},
entio I' |- F(E||Dy) = F(E||Dy) = F(E||Ds).

3.20 Corolario.
T} D, = Dy,

Se{ T | Q(E|Dy),

E ndo estd, em (), no escopo de nenhuma varidvel livre em T, {D1, Dy},
entio, T |- Q(E| Dy).

Uma forma bem importante de absor¢do de quantificadores envol-
vendo a igualdade é formulada a seguir.

3.21. Quantificacdo Pontual
Se x ndo € livre em ¢, entdo:

() - Va(z =t — P) < P(alt),
(i) |- 3z(z =t A P) & P(at).



Prova de (i) ida:

—_

~N N L B W

Prova de (i) volta:

[y

0 N N B W

2z nado é livreem ¢
Vae(zx =t — P)
(x =t— P)(z|t)
t=1t— P(z|t)
t=1
P(z|t)
Va(z =t — P) — P(x|t)

x ndo é livreem ¢
P(x|t)
r=t
P < P(z|t)
P
r=t—P
Va(x =t— P)
P(z|t) > Ve(x =t — P)
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hip

sup

2, V-el
3,1

RI

5,4, MP
2,6,RD

hip

sup

sup

3,11

2,4, MPEq
3,5,RD
1,6
2,7,RD
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Prova de (ii) ida:

1 xndoélivreemt hip
2 Jx(z =t A P) sup
3 r=tAP sup
4 || o=t 3, Avel
5 P 3, A-el
6 P+ P(z|t) 4,11
7 P(x|t) 5, 6, MPEq
8 P(z|t) 1,2,3,7, 3¢l
9 Jz(x=tAP)— P(z|t) 1,2,8,RD
O
Prova de (ii) volta:
1 zxndoélivreemt hip
2 P(x|t) sup
3 t=t RI
4 t=tA P(x|t) 2, 3, A-int
5 (x =t A P)(z|t) 4,1
6 Jx(x =t A P) 5, 3-int
7  P(zlt) > Jz(x =t A P) 2,6,RD
O

Podemos estender a quantificagdo pontual para mais de um objeto,
como é mostrado a seguir.

3.22. Quantificacdo Pontual Plural*
Se x ndo € livre em {t1, to}, entdo:

() FV(z =t Vo = t)zP < P(z|t) A P(alty),
Gi) - 3(z =ty Vo = ty)zP < P(alty) v P(xlta).

3.23 Deﬁni(;ﬁo. t1 7& to = _‘(tl = tg).

40u Quantificacdo Pontual Estendida.
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3.24. Unificacao pela Substituicao.
e Se v nfo estd, em @, no escopo de nenhuma variavel livre em {t1,t2},
entao

Q(ul[t1), ~Q(v|[t2) -1 # to.

Prova: Se, para cada i € {1,...,n}, v; ndo estd, em (), no escopo de ne-
nhuma varidvel livre em {¢;,u;}, entdo

_)
QUUNT), QW) -ty #ur V.. Vit # up O

O esquema abaixo costuma ser utilizado no método dos tablds, como
forma de automatizar a igualdade.

3.25. Unificacio pela Instanciacio Q(z|t1), ~Q(z|t2) I— t1 # to.

Uma férmula instanciada quantificada pode ser equivalente, sob certas
condicdes, a mesma formula ndo instanciada quantificada, conforme expressa
a lei seguinte.

3.26. Reversao da Instanciacao
(i) Sey ndo é livre em ¢, P, entdo VyFz(y = t) |- Yz P(z|t) < WaP.
.. y nao é livre em z, t, P,
(ii) Se {x nao é livre em R,
entdo VRy3x(y = t) |- WRz P(x|t) <> VR P.
(iii) ndo é livre em z, ¢, R, P, entdo Vy3x(y = t) l— U P(z|t) > Yz P.

Leis Basicas dos Quantificadores Numéricos

Na Légica Equacional, para cada niimero inteiro n, positivo ou nulo,
¢é possivel definir tr€s quantificadores existenciais especiais, ditos também
quantificadores numéricos, usados para a representacdo formal de expressdes
dos tipos ‘existem pelo menos n objetos z tais que P(z)’, ‘existem no mé-
ximo n objetos x tais que P(z)’ e ‘existem exatamente n objetos x tais que
P(x).

A férmula 3z P, ja por nds conhecida, corresponde a expressdo ‘existe
pelo menos um objeto x tal que P(z)’. O caso em que n = 1 é 0 mais im-
portante para aplicacdes imediatas. Definimos abaixo a representacao formal
de expressdes do tipo ‘existe no méximo um objeto x tal que P(x)’ e ‘existe
um dnico objeto x tal que P(x)’.

3.27 Definicao. 3 (existe um maximo)
o dxP = Vo Voo (P(x|z1) A P(x|ze) — 21 = x2), onde x1,xo sdo as
primeiras varidveis nao livres em P.
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3.28 Definicao. ! (existe um tinico)
e JlgP =3xP A JzP.

3.29 Exemplo.

Considere o dominio dos niimeros inteiros Z.
Sz (primo(z) A par(z)).

Az (primo(z) A par(z)).

A defini¢io de J2 P foi concebida levando em conta a sua uniformi-
dade com as demais defini¢cdes dos quantificadores numéricos lidando com
diferentes pluralidades de objetos, porém o seu caso particular admite uma
pequena simplificacdo. Tanto esta simplificacdo como a irrelevincia na es-
colha das varidveis x; e z2°> sdo formulados a seguir.

Considere as seguintes formas equivalentes para 3.

3.30. Maximidade = o
Y1 € yo varidveis distintas ndo livres em Jz P,

Sejam { Y ndo € livre em x, P.

“Um exemplo de tais duas varidveis estd em x, y, onde y ndo € livre em x, P.

(i) 3zP,
(i) Vy1Vy2(P(zlyr) A P(zly2) = y1 = y2),
(i) FaVy(P(zly) = = =y).

3.31 Coroldrio. (Lei da Maximidade) 3z P, P(z|t,), P(x|ts) |— t1 = to.

Considere as seguintes formas equivalentes para 3!z P.

3.32. Unicidade
Se y ndo é livre em {x, P}, entdo as seguintes férmulas séo equivalentes em
LEC:

() 3P,

(i) 3z(P A 3JzP),
(iii) Jz(P AVy(P(zly) =z =1y)),
(iv) Javy(P(zly) <z =y).

SA importancia na determinagdo das varidveis 1 e x2 €, no entanto, fundamental para
definir-se uma férmula dnica em cada caso, e ndo uma classe de férmulas.



Prova de (i) para (ii).

1 y nao é livre em z, P
2 JlzP
3 3zP A 3JzP
4 Jx P
5 JxP
6 P
7 P A3zP
8 Jz(P A JzP)
9 Jz(P A JzP)
10 3z P — Jz(P A 3xP)

Prova de (ii) para (iii).

0 N N Lt B W

y nao é livre em x, P
3z (P A JzP)
P A3zP
PAVy(P(zly) =y =2)
P AVy(P(zly) =z =y)
(P AVy(P(zly) =z =y))
(P AVy(P(zly) =z =y)))

3z (P A JzP) — 3x(P AVy(P(z|y) —
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hip
sup
2, def
3, N-el
3, A-el
sup
6,5, A-int
7, 3-int
4,6,9, 3-el
2,9,RD
O
hip
sup
sup
3, AUn, 1
4, S1
5, 3-int
2,3,6, 3-el

x=1y)) 2,7,RD



Prova de (iii) para (iv).

—

y nao é livre em z, P

Jz(P AVy(P(zly) =z =y))

| PAvy(P(aly) — o =y)
PAVy(P(xly) =y =)
Vy(P(zly) <y =2)
Vy(P(zly) >z =y)
Javy(P(zly) >z =y)

JaVy(P(zly) >z =y)

O 0 9 N B W

Prova de (iv) para (i).

1 y ndo é livre em z, P

2 JzVy(P(zly) ¢ 2 =y)

3 Vy(P(zly) <rz=y)

4 Vy(P(zly) <ry =2)

5 PAJxP

6 P

7 JlxP

8 J2Vy(P(x|y) <> = =y) — P

(P AYy(P(zly) = = =y)) — JaVy(P(zly) < = = y)

hip

sup

sup

3,81

4, AUn,1
5, N-el
2,3,6, 3-el
2,7,8,RD
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hip

sup

sup

3,81

4, AUn
5,81

6, J-int
2,3,7, 3-el
2,8,RD
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3.33. Absorcio na Unicidade®
Se y ndo ¢ livre em {t, 3z P}, entdo as seguintes férmulas sdo equivalentes
em LEC:
(i) P(x|t) AJzP,
(i) P(z[t) AJzP,
(i) P(x|t) AVy(P(zly) =y =1),
(iv) Vy(P(ely) <y =1).

3.34. Vinculagdo Vz(P — Q),3xQ | 3aP A Q < P A Q.

Prova:

1 Vz(P — Q) pr

2 JzQ pr

3 y is not free in P, ) dsg

4 T JxP A Q sup

5 ?xP 4, N-el

6 Q 4, N-el

7 P(zly) sup

81| | Pem @l  2ve

9 Q(xly) 7,8, MP
10 r=y 3,6,9, CMx
11 10,7, 11
12 P 5,7,11, 3¢l 3
13 PAQ 12, 6, A-int
14 JxPANQ—PAQ 4,13,RD

O

Também € possivel, para cada nimero inteiro n, positivo ou nulo,
definir trés quantificadores universais especiais, ditos também gquantifi-
cadores numéricos, usados para a representacdo formal de expressdes dos

9 ‘

tipos ‘existem pelo menos n excegdes a P(n)’, ‘existem no maximo n ex-
cecdes a P(n)’ e ‘existem exatamente n excegdes a P(n)’.

6Vale para a Unicidade e Maximidade. Como partimos da Unicidade, por convengio iremos
adotar esta nomenclatura.
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A férmula VP, ja por nés conhecida, corresponde a expressdo ‘exis-
tem pelo menos n restrigdes a P(n)’. O caso em que n = 0 é o mais impor-
tante para aplicacdes imediatas.

3.35 Definicao.

s A< )P =Yy VY2 . Yyt (NP(ly1), - P(@|Ynt1)) = = (Y15 -+, Ynt1)-
e A>n)xP =3y ... yn(# (Y1, -, Un) ANP(x|y1), ..., P(xlyn))).
* I(=n)xP=3(<n)zP AI(>n)xP.

<n)zP =Vyi .. Vynp1 (NP (ly1), ..., 2 P(@|ynt1)) = = (Y1, - Yn+1))-
e V(> n)xP=3y1...3yn(# (Y1, s Y )AN(P(x|y1), ..., " P(x|yn))).
=n)zP=V(< n)zP AY(> n)xP.

3.36 Exemplo.

* V(> 1)x(primo(z) — impar(z)).

* V(= 1)x(primo(x) — impar(x)).

* V(>2)z(x e NAz <10 =2 < 6).
e V(=4)z(z e NAz < 10—z < 6).

Concluindo temos que:

3.37 Escélio.
 |-VaP & V(< 0)zP V(= 0)P.
s |-32P & 3(> 1)2P.

3.38. Distributividade e Fatorabilidade Disparadas’ de Quantificadores
(i) Jz(=PV -Q)|-Va(P = Q) & (VaP = VzQ),
(i) 3z(PV Q) Vv Iz(~PV Q)| Vz(PV Q) & VzP V VaQ,
(i) Jo(—P Vv -Q) - Va(P & Q) & (VaP & V2Q),
(v) Fz-Q |- 3a(P = Q) & (FxP — 32Q),
v) Fz(PV Q) VIx(-PV-Q)F 3x(P Q)+ FzP A 32Q,
vi) Fz-P A Je-Q | 3x(P & Q) — (2P & 32Q),
(vii) Fz(PV Q) vV Iz(=PV -Q) |- BzP & 32Q) — (P + Q),
(viii) Fz(-P Vv -Q) |- 3x(P & Q) ¢ (3zP « 32Q).
A partir dos resultados de Distributividade e Fatorabilidade de Quan-

tificadores apresentados em 5.3.30 é possivel chegar aos resultados de Dis-
tributividade e Fatorabilidade Disparadas de Quantificadores.

"Dispara uma consequéncia a partir de certas ocorréncias.
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A fim de exemplificar como chegamos a estes resultados, tomemos o
item (i) da Distributividade e Fatorabilidade de Quantificadores e o item (i)
da Distributividade e Fatorabilidade Disparadas de Quantificadores:

DFQ() : |- Va(P = Q) — (Vo P — VzQ).
DFDQG): Fz(~P V -Q) |- Va(P = Q) & (VaP — VaQ).

Transformamos DFQ (i) em DFDQ (i) utilizando o método dos tablds
por refutacdo, quando
' (VaP = VaQ) — Va(P = Q):

Ve P — VxQ+/

|
—N’:c(P‘—> Q)
(P Q)

~(P(eler) = Qlaler)V

P(a:‘|cl)
—Q(z[c1)

—-Vx P V@

WP Q)

~—

—P(x|c2)

Para P(x|cq) fechar com —P(z|c), ¢1 € co teriam que ser iguais.
Consideramos entéo que, se vale =Q(z|c;) entdo vale ~Q(z|c1) V = P(x|c1)
e se vale Q(z|c2) entdo vale -Q(z|cz) V —~P(x|c2). Entdo existe a premissa
Jz(=P V =Q). Sendo assim, de DFQ(i) chegamos a DFDQ(i).

Transformaremos agora DFQ (vi) em DFDQ (v), quando
I 32P A32Q — 32(P A Q):
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JxP A JzQ+/
ﬁEIx(P‘/\ Q)

|
Iz P/

%0y
Vxﬁ(P‘/\ Q)
P(x‘|cl)
Q($‘|Cz)
~(P(ale1) A‘ Q(zler))v/
~(P(@|c2) A‘ Q(zle2))v/

=(P(x]er)) —Q(x]cr)

~—

—P(zle2)  —Q(x|c2)

~—

Para —P(xz|cy) fechar com P(x|cy), ¢1 e co teriam que ser iguais.
Consideramos entdo que, se vale Q(x|cz) entdo vale Q(z|c2) V P (z|c2) e
se vale Q(z|c1) entdo vale Q(z[c1) V =P (z[c1).

Entido existe a premissa 3z(PVQ)VIz(—PV-Q). Sendo assim, de DFQ(vi)
chegamos a DFDQ(v).
3.39. Distributividade e Fatorabilidade Degeneradas Disparadas de
Quantificadores
() Fz(PV-Q) |- Va(P = Q) & 3z P = VzQ),
Gi) 3z(PV Q)| va(P = Q) < BzP — Q)
(i) Jz(-=P Vv Q) -Va(P Vv Q) & (VaP Vv 32Q),
(v) Jz(PV-Q)Vz(PV Q)+ 3xP Vv VaQ,
v) Fz(PV-Q) VI(-PV Q)| Va(P & Q) = (VaP + Q)
vi) FzP A Jz-Q | (VaP  32Q) — Va(P < Q),
(vii) Fz(PV =Q) |- Va(P ¢ Q) ¢ (VaP < 32Q),
(viii) 3z(P Vv -Q) vV Iz(=PV Q) - Va(P © Q) — (3zP < VaQ),
(ix) Fz-P A JzQ |- (2P & V2Q) = Va(P & Q),
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x) Jz(=PV Q)| Va(P & Q) (3P & VaQ),
(i) Fz(PV Q) Vz(P & Q) & (32P & 32Q),
(xii) JzP |- 32(P — Q) & VaP — V2Q,
(xiii) Fz(~PV Q) |- 3x(P A Q) + VaP A F2Q,
(xiv) 3z(PV -Q) - 3z(P A Q) ¢ 3xP A V2Q,
(xv) JzP A 3zQ l— Jz(P + Q) — (VaP + VzQ),
(xvi) Fz(PV Q) VIx(—P Vv -Q) | (VaP ¢ V2Q) = 3z(P + Q),
(xvii) Fz(PV Q)| 3z(P © Q) & (VaP ¢ VaQ),
(xviii) Fz(~PV Q) |- 3z(P + Q) « (VP + FaQ),
(xix) Jz(PV -Q) |- 3z(P + Q) < (FaP + VaQ).
Podemos definir de forma geral todos os resultados apresentados

acima, sobre Distributividade e Fatorabilidade Degenerada de Quantifi-
cadores:

3.40 Definicdo. Vz(P+#Q) IT T12P#YxQ, onde Ty # Wou YTy # U,
Ou seja, distribui de forma degenerada.

3.41 Definicdo. Y1z P#YoxQ IT Uz(P#Q), onde Y1 # W ou Ty # V.
Ou seja, fatora de forma degenerada.

§4. Correcao e Completude do calculo se se-
quentes de LEC com respeito a semantica de
LEC

4.1 Correcao do calculo de sequentes de LEC com respeito
a semantica de LEC

4.1 Teorema. (Corregdo)
« SeT fizg P, entdo T == P.

Podemos agora, demonstrar a correcdo do cédlculo de sequentes de
LEC com respeito a sua semantica.

Para as leis estruturais e para as leis de introducdo e eliminagdo de
conectivos o raciocinio é andlogo a prova do teorema 9.3.1 feita no caso
proposicional. Da mesma forma, para as leis de introdugdo e eliminagéo de
quantificadores o raciocinio € andlogo a prova do teorema 10.3.4 feita no caso
quantificacional. Entdo é suficiente provar que as leis concernentes a igual-
dade sdo corretas.
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Prova:

* Queremos mostrar que o esquema da Reflexividade da Igualdade € correto.
Seja ‘I— t = ¢’ um exemplar de RI.
Seja I uma LEC-interpretagio para t.
Iv<t = t) = V SSS§ [D<t) = [D<t).
Mas sempre temos que I (t) = Ip(t), portanto Iy (t =t) = v.

* Queremos mostrar que o esquema da Substituicio em Termos Funcionais
é correto.
Seja ‘t1 = uy,...,tn = up l— flte, ... tn) = flur,...,u,) um
exemplar de STF.
Seja I = (A,w,s) uma LEC-interpretagdo para t1 = uy,...,t, = Up
que §é igual a  f(t1,...,tn) = f(u1,...,u,) que satisfaz

Iv(tl = ul) =V,

tL=uUt,...,ty = Up, ou seja, : dai

Ip(t:) = Ip(w),
: (1)
ID(tn) = ID(Un)

Temos que Ip(f(t1,...,tn)), por definigdo semaintica, &
igual a w(f)(Ip(t1),...,Ip(tn)), que por (1) ¢é igual a
w(f)Ip(u1),...,Ip(u,)) que é igual a Ip(f(u1,...,u,)), logo
Iy (f(ty, ... tn) = flur,...,upn)) = v.

* Queremos mostrar que o esquema da Substituicdo em Férmulas Atdmicas
é correto.
Seja ‘b1 = up,...,tp = up I— p(t1, ..., tn) = pur,...,u,)” um
exemplar de SFA.
Seja [ = (A,w,s) uma LEC-interpretagio  para
= UL,y ty = Un, p(t1, -y tn) = D(Ut, .o Up) que satis-

Iv(tl = ul) =V,

faz t1 =uq,...,tn, =u,, OU s€ja, : dai

Ip(t1) = Ip(u1),

: (1)
ID(tn) = ID(UW)

Se Iy (p(t1,...,tn)) =v,(2)

entdo (Ip(t1),...,Ip(ts)) € w(p), dai (Ip(uy),...,Ip(un)) € w(p),

ou Seja7 IV(p(uh s 7un)) =V (3)’

logo de (1), 2) (@(B) e escolio 4.2.14 item (i),
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Iy (p(t1, ..., tn) = p(us, ..., up)).
O

4.2 Completude do calculo de sequentes de LEC com res-
peito a semantica de LEC

Considere, adicionalmente, a definicdo de relagdo de equivaléncia
apresentada em 2.3.11 e a definicdo de parti¢do em 2.3.57.

4.2 Definicao.
€ dito uma P-cole¢do de Henkin em L com respeito a LEC se:
(i) @ é P-saturado em L com respeito a LEC.
(i1) Para qualquer féormula @ tal que 3z € ¢, entdo existe um termo ¢ em
L tal que Q(z|t) € ¢.
(iii) Se, para todo termo t em L, Q(z|t) € @, entdo VzQ € .

4.3 Definicao.

Seja ¢ uma colegio de férmulas de L. ~, € uma relacéo entre termos de L
definida por ¢ ~y, u $sS @ [Tpg t = u.

4.4 Lema.

Para cada colegdo ¢ de formulas de L, temos que ~, € rela¢do de equiva-
léncia na colegdo de termos de L.

4.5 Lema.
. | f um sinal funcional em L de aridade n,
Seja
t1,.. s tn, U1, ..., Uy, termos de L.
Entdo t ~e Uty ... yln ~e Uy Implicam  que
f(tlw”vtn) ~o f(ulv"‘vu’n)'
Prova:

Assuma as hipdteses.

@lﬁh = uq,
;plmtn:un'

Por STE, t; = w1ty = un g f(ts.otn) =
f(ui,...,uy). Dai ¢ Iﬁ flt1, . ytn) = f(ur,...,uy), ou seja,
f(tl,...,f,n) ~p f(ul,...,un). O

4.6 Notacdo. Notamos nesta se¢do, ~, por ~, sempre que nio houver motivo
para confusdo.

4.7 Definicao.
Se ¢ € uma colegdo de férmulas de L, entdo I1, = {[t]~, | ¢ é termo em L}.
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4.8 Notacdo. Nesta se¢do vamos notar I, por II, sempre que ndo houver
motivo para confusdo.

4.9 Definicao.
Para cada sinal funcional f de aridade n, definimos uma relagdo f, de
II™ em II por ([t1]n~, - - -, [En) ) folf (B2, - - s En)]

4.10 Lema. Para cada sinal funcional f em L de aridade n, f, : 11" — 1L

afel,
Suponha que ke
P q {af¢’Y~
Como «af,f, temos que existem termos ti,...,t, de L tal que
{a={[ti]~s- - [tnl~) B=[f(t1, .. tn)]~
Como «f,y, temos que existem termos ui,...,u, de L tais que
fa=(uil~, o un]a), v = [f(ua, o un)]e
[t1]~ = [ua]~
Dai ([ti]~,...,[ta]~) = ([ui]~,.o [un]~), logo {:
[tn}~ = [un]N
i1 ~ug,
donde « - logo f(ti,...,tn) ~ f(u1,...,uy,), portanto
tp ~ Uy,

[f(t1, . tn)] = [f(u1,. .., up)], ouseja, B =1.

4.11 Definicao.
Seja ¢ uma cole¢do de férmulas de L.
Para cada sinal predicativo p de L de aridade n, definimos p,,, por

Po = {{[t1]ms - [t | @l Pt - 1)}

4.12 Lema.
. p um sinal predicativo em L de aridade n,
Sejam
t1,. oy tn, U1, ..., Uy termos em L.

Entdo t1 ~ wu1,...,t, ~ wu, implica que ¢ Im p(t1, ... tn) SSS
P ILEC p(ula---aun)-

Prova:
Assuma as hipéteses.

Suponha que ¢ Iﬁp(tl, ceytn). (D)
Y tec t1 = u1,

@lﬁtn = Un.

De SFA, t1 = u1,...,t, :unlﬁp(t17...7tn) = p(ur,...,up).
Dai, por Tran, wlmp(tl, cestn) = p(ur, - up). (2)

Das hipéteses, temos que
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De (1), (2) e MP, ¢ [tpg P(U1,- -, Un).

Na reciproca, o raciocinio é andlogo. O
4.13 Lema.

Com as mesmas hipdteses do lema 4.12, temos que ([t1]~, ..., [tn]~) € Dy
558 ([U1]~y -0y [Un]a) € Dy

4.14 Definicao.

Seja ¢ uma P-colecio de Henkin em L com respeito a LEC.
I= (A w, s) é uma LEC-interpretacdo candnica para ¢ se :

[t ]N | t é termo de L},

S(r) =[],

w(c) = [d~,

w(f) = f. >

w(p) = p,, para todo sinal predicativo distinto do sinal de igualdade.

4.15 Lema. Se I ¢ a LEC-interpretacdo candnica para ¢ em L, entdo, para
cada termo t de L, Ip(t) = [t].

Prova:
Dado um termo ¢ em L, temos trés casos possiveis.

Caso t € uma constante c.

Ip(t) = Ip(c) = w(c) que pela defini¢do 4.14 € igual a [c]. = [t]~.
Caso t é uma variavel x.
Ip(t) = Ip(z) = s(x) = [z]~ = [t]~.

Caso ¢ é da forma f (¢4, ...

tn).

Ip(t) = Ip(f (tl,...,t ); w(f)Up(t1),...,Ip(ts)), que por HI é
iguala fo([ta], ..., [ta]) = [f (2, t0)]-
O
4.16 Lema.

Sejam

w uma P-cole¢do de Henkin para L com respeito a LEC,
I a LEC-interpretagdo candnica para @ em L.

Entdo, para cada formula Q de L, se Q € ¢, entdo Iy (Q) = v, e se Q & ¢,
entdo Iy (Q) = 1.

Caso Q é da forma p(t1, ..., t,), onde p é distinto de ‘=".

Se p(ty,....tn) € @, entdo ¢ [fpg P(t1,-- - tn) sss ([t1],. .., [tn]) € Py
sss (Ip(t1), ..., Ip(tn)) € w(p) sss Iv (p(t1, ..., tn)) = V.

Caso Q é da forma t = u.

t=uceyp s8S gp'mt:u s8S t~u S8
tl~, = [ul~, sss  Ip(t)=Ip(u) sss Iy(t=wu)=v  sss

w(F)([tas- s [E]) = [0 t)):

Os raciocinios sdo andlogos para os demais casos, e jd foram apresentados
em 9.3.7 e em 10.3.6.
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4.17 Lema.
Seja I uma cole¢do de formulas em LEC tal que T |7‘- P.
Entao existe uma colecdo de formulas ¢ em LEC e existe uma linguagem L

para LEC
T e v sdo colecoes de formulas de L,
tal que {

Fce
@ é P-saturado em L com respeito a LEC.

Prova: Andloga a prova apresentada em 10.3.7. O

4.18 Teorema. (Completude do Cdlculo de Sequentes para LEC)

e Sel’ Iﬁ P, entao T IEC P.

Prova:

O calculo de sequentes de LEC satisfaz as trés condigdes gerais de
completude definidas em 7.3.2.

Se ¢ é P-colec@o de Henkin em L com respeito a LEC, entdo ¢ é P-colecdo
saturada em L com respeito a LEC, donde, pelo lema 7.4.19, P ¢ .
Ou seja, o célculo de sequentes para LEC satisfaz a primeira condi¢do do
teorema geral da completude. (1)

Pelo lema 4.16, temos que o cédlculo de sequentes para LEC satisfaz a
segunda condi¢do do teorema geral da completude. (2)

Pelo lema 4.17, temos que o cdlculo de sequentes para LEC satisfaz a
terceira condigdo do teorema geral da completude. (3)

De (1), (2) e (3) e 7.3.2, temos que I == P, entio T |55 P 0



Capitulo 12

Légica Descritiva Classica

Este capitulo apresenta uma versido de uma Ldgica Descritiva, cons-
truida sobre a Légica Equacional Cldssica. Como a mesma € erigida a partir
de um sistema de Ldégica Cléssica, e preserva todas as suas leis, chamamos
este sistema de Ldgica Descritiva Cldssica ou simplesmente LDC. Esta
I6gica estuda conjuntamente as propriedades dos conectivos, dos quantifi-
cadores, da igualdade e das descri¢des nela definidas.

As secdes §1 e §2 abordam, respectivamente, uma visdo geral sobre
o tratamento das descri¢cdes e a elucidacdo feita por Russell sobre o tema.
As demais se¢des formalizam a teoria das descri¢des definidas. A teoria das
descricdes indefinidas, introduzida neste capitulo, serd formalizada posterior-
mente, no capitulo 13.

§1. Uma visao geral das Logicas Descritivas

Conforme definido em 3.1.7, consideramos que uma linguagem for-
mal pode possuir dois tipos de samblagens significativas: termos ou formu-
las. Em linguagem natural, termos sdo comparados aos nomes e férmulas sdo
comparadas as frases.

Enquanto um nome é um simbolo arbitrario atribuido a um objeto do
dominio, o qual passa a ser a sua denotacdo, uma descri¢do é uma especifi-
cacdo que se aplica a qualquer objeto do dominio que satisfaga a condi¢@o
formulada [30].

Descri¢oes sdo frases do tipo ‘o x tal que P’, ditas descricdes
definidas, e ‘um zx tal que P’, ditas descri¢des indefinidas. Elas ocorrem
frequentemente na matematica principalmente no enunciado de constantes,
varidveis e func¢des, dentre outros: ‘o conjunto dos nimeros naturais’, ‘a va-
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ridvel x onde x ndo € livre em ’, ‘uma fungdo f tal que para qualquer = do
dominio verificamos que f(z) # 0’.

A ‘teoria das descri¢cdes’ € constantemente associada a nomes bem
conhecidos do cendrio da légica: Bertrand Russell, John Barkley Rosser e
David Hilbert. Desta forma, existem algumas abordagens relacionadas a ne-
cessidade de formalizar o uso de descri¢des nominais presentes em linguagem
natural.

A versdo da Légica Descritiva abordada neste trabalho é embasada
na Ldégica das Descri¢des de Rosser, mas um tratamento peculiar € feito nas
secdes §3, £4 e §5 deste capitulo.

O primeiro tratamento desse processo 16gico fundamental foi feito por
Bertrand Russell no artigo ‘On Denoting’, nos Principia Mathematical Phi-
losophy e na Introduction to Mathematical Philosophy, em que a expressdes
do tipo ‘o objeto x tal que F'z’” Russell deu o nome de ‘descri¢des’. Embora
na Introduction to Mathematical Philosophy, Russell faca uma distin¢ao en-
tre descri¢des definidas e descri¢des indefinidas, a teoria 16gica que lhe seguiu
tem se ocupado essencialmente das descri¢des definidas [30].

A proxima secdo apresenta uma breve introdug@o ao tema, segundo as
ideias de Russell. Detalhes adicionais sdo encontrados em [51-55] e [30].

§2. Ideias centrais da Teoria das Descricoes de
Russell

Esta sec@o lida com um esboco da teoria das descri¢des de Russell. O
principal objetivo desta teoria é oferecer uma interpretacdo semantica apro-
priada de frases contendo descricdes definidas e indefinidas. Foi inicial-
mente apresentada em seu artigo ‘On Denoting’ publicado em 1905 na revista
Mind [51] e posteriormente em [53] e [52].

2.1 Notacao.

* 1z, y sdo variaveis,

» C(x) é uma proposi¢do ou fungio proposicional, onde z € essencial e in-
teiramente indeterminada.

Russell chama de denoting phrases (que traduziremos como frases ou
expressoes denotativas), as descrigdes definidas ‘o maior homem no mundo’ e
as descri¢des indefinidas ‘um nimero primo’, sempre no singular. Também é
comum encontrar frases contendo descri¢cdes definidas representadas por ‘o F’
¢ G”. Entretanto elas podem ser representadas de outras formas, empregando
pronomes possessivos (‘minha mae’, ‘seu pai’) ou pronomes demonstrativos
(‘aquele livro’, ‘esta bicicleta’).
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Ele distingue trés casos onde uma frase denota algo unicamente em

virtude de sua forma:
(i) Uma frase pode denotar e nao denotar qualquer coisa (exemplo: o afual
rei da Franca),
(i) Uma frase pode denotar um objeto definido (exemplo: o atual rei da
Inglaterra),
(iii) Uma frase pode denotar algo indefinido ou ambiguo (exemplo: wum
homem).

A forma(i) pode ser considerada uma Descricdo definida vdcua pois é
uma descri¢cdo que ndo se aplica a nada, pois, considerando o atual dominio
das pessoas vivas ndo existe alguém que seja o atual rei da Franga. Outro
exemplo € afirmar que ‘o seu cachorro mordeu alguém’ uma vez que vocé
ndo possui tal animal. Vamos considerar que nesta teoria serd atribuido valor
falso para as descri¢des vacuas.

Vamos nesta se¢do, interpretar frases que sejam descricoes definidas
ou contenha o artigo definido o.

2.2 Principio. Uma descricdo definida, nesta teoria, sé tem sentido se estiver
dentro de um contexto. Ou seja, ndo assume qualquer significado de forma
isolada, mas recebe o significado que é atribuido a cada proposicdo nas quais
ela ocorre.

Um nome, por outro lado, possui um sentido e significado por si so,
ou seja, o objeto que ele diretamente nomeia ou designa.

Russell introduziu a nota¢do cx : F'x para representar ‘o z tal que
Fz’. O simbolo ¢ é chamado de descritor ou qualificador. Segundo [1], um
descritor ¢ um ‘operador que liga uma varidvel a uma férmula para formar
um termo’. Essa defini¢fio é conhecida pelo termo inglés v.b.t.0'. Descritores
podem ser incluidos em uma teoria de diversas formas. Russell fez uso da
definicdo contextual ou definicdo em uso para introduzir o descritor ¢; ele
apresenta varios contextos tipicos do uso de descri¢cdes definidas e sugere
como frases contendo descri¢des definidas devem ser analisadas em vez de
analisa-las de forma explicita.

Além disso, segundo [56], no simbolismo de Russell, esta expressdo ‘o
x tal que F'x’ pode tomar o lugar de um nome, como na férmula G(vx : Fx).
Mas mesmo essa expressdo se comportando como um nome neste caso, na
teoria de Russell ela ndo serd tratada como tal. Pois é necessario ponderar
sobre o que tem de ser verdade para que uma frase que contenha a descricio
definida ‘o «x tal que F'x’ seja verdadeira:
(i) existir pelo menos um x,
(i1) ndo existir mais do que um z tal que F'z,

Variable binding term operator.
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(iii) tudo que é x é F'x.
Baseando-se nessas trés afirmagdes juntas, podemos reduzir essa des-
cri¢do definida usando os quantificadores e o simbolo de identidade:

Jz(Fx AVy(Fy — z = y) A Gx)?

Consequentemente observa-se pela formula acima que, quando uma
descri¢do definida ndo € satisfeita, toda a férmula sera falsa.

Segundo [57], as descri¢des definidas sdo usadas para escolher obje-
tos Unicos acerca dos quais queremos falar. Nao se pode ser bem sucedido ao
escolher um objeto usando tal expressdo, se existirem varios objetos que sa-
tisfacam a descri¢do que se segue a 0 ou a. Quando alguém usa uma descri¢io
definida, tem um dominio especifico em mente.

Ou seja, como as descri¢des definidas podem ser usadas sem garantia
de que exista o objeto por elas descrito, Russell defendeu que descricdes
definidas ndo sdo nomes, quer dizer, ndo nomeiam objetos. Em alternativa,
ele argumentou que uma descricdo como ‘o F” é uma expressdo do mesmo
tipo que ‘todo o F”, ‘nenhum F” e ‘algum F” — uma expressao quantificada,
e ndo um nome de um certo objeto.

Considere para as afirmagdes abaixo, uma interpretagdo e uma forma-
lizacdo utilizando quantificadores e o simbolo de igualdade.

f= 0O planeta vermelho é Marte.

Uma interpretagdo [ para a afirmacdo f é:
* D(f):{conjunto dos planetas}.
* m: Marte.
* Vaz: x é vermelho.
A formalizagdo Jx(Va AVy(Vy — = = y) A (x = m)) afirma que o tnico
planeta que € vermelho tem a propriedade de ser idéntico a Marte.

g= O pai de Charles II foi executado.

Uma interpretagdo [ para a afirmacdo g é:
* D(g):{a pessoa que possua um relacionamento paterno com Charles II}.
* c: Charles II.
* Puz: x é o pai de Charles c.
* FEx: x foi executado
A formaliza¢do 3z (Px AVy(Py — x = y) A Ex) afirma que existe um x que
€ pai de Charles II e ele foi executado.
As se¢des seguintes apresentam um tratamento formal das descri¢des
definidas.

20u seja, ‘existe um e somente um F e ele é G”.
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§3. Uma Linguagem para LDC

3.1 Definicao.
Um alfabeto para LDC contém todos os sinais de um alfabeto para LEC,
mais um sinal especial, ‘7’, dito qualificador, o qual forma termos a partir

de uma varidvel e de uma férmula. O qualificador ‘7’ é denominado artigo
definido.

3.2 Definicao.

Os termos e formulas em LDC s@o todos os termos e férmulas obtidos pelas
regras de formagao de LEC, mais os termos da forma 7x P, onde P é uma
férmula em LDC além de ser chamada de corpo da descrigdo. Estes termos
Ta P sdo chamados de descrigcdes em LDC.

3.3 Leitura. O termo TP pode ser lido como “o z tal que P”.3

3.4. Interpretacdes para TxP.

O termo 7z P pode ser interpretado de duas formas distintas:

* Em todos os contextos em que a férmula 3! P for verdadeira, Tx P de-
nota o tnico objeto do universo de discurso que satisfaz P; nestes casos, a
descricao 7x P € uma descrigcdo propria.

¢ Quando a férmula 3!z P for falsa, 7x P denota um objeto do universo de
discurso escolhido arbitrariamente para corresponder a todas as descri¢cdes
deste tipo; todas as descricdes deste género sdo chamadas, nos contextos
em que elas ocorrerem, de descri¢oes improprias.

A diferenca entre descri¢cdes prdprias e improprias varia conforme a
teoria considerada. Nesta teoria apresentada, uma descri¢do ¢ dita propria
quando estd associada a um objeto do universo de discurso que satisfaz a
propriedade especificada por ela. Caso contrdrio, a descri¢do é considerada
impropria.

3.5. Descricoes proprias e improprias

(i) Tz(par(z) A primo(z)) = 2.

(i) Tz(italiano(x),viajou(x, China)) =Marco Polo.

(iii) Tx(colecao(x) ANVy(y € x <> par(y) N0 <y < 8)) ={0,2,4,6}.
iv) Tyly € ZN0 <y < 1) =T1z(x # ).

) 72(z e RAO < 2 < 2) = t(x # x).

Os itens i, ii e iii acima s@o considerados descri¢des proprias. Eive v,
descricdo impréprias, pois ndo denotam nem uma colegdo, caso de iii, nem
objetos unicos, casos i e ii. Eles sdo atribuidos a uma descricio que reflita
uma ideia de “ndo existéncia”, neste caso, definida como 7z (z # x). Outros

3Tal leitura nio reflete precisamente o significado de 72 P, como serd visto a seguir.



252

autores utilizam 0 ou {} para representar a mesma ideia.

Nos termos da forma 72 P, as ocorréncias de z, livres em P, tornam-
se ligadas em 72 P, ou seja, como 7 liga varidveis em seu escopo, entio
sd0 necessdrias algumas adaptagdes com respeito as definicdes presentes em
LQC e LEC. Todas as demais defini¢des e convengdes presentes do capitulo
11.11, ndo alteradas nesta sec¢@o, continuam valendo para LDC.

3.6 Definicdo. Um designador em LDC é um termo ou uma férmula em
LDC.

3.7 Notacao. D, E, F, G sdo designadores em LDC.

3.8 Definicao.

Uma ocorréncia de uma varidvel x em um designador D ¢ dita ser ligada em
D se a mesma ocorrer em um subdesignador4 de D de uma das formas V z P,
JaP ou 7 P, caso contrario, esta ocorréncia € dita ser livie em D.

3.9 Exemplo.

No designador D : = 2 A 7z(p(z,y)) = 2, dizemos que em 2 = 2 existe
uma ocorréncia de x livre em D; z é uma ocorréncia livre de z em D e em
Tx(p(z,y)), existe uma ocorréncia ligada de x em D e uma ocorréncia livre
deyem D.

3.10 Definicao.

Uma varidvel € dita ser livre em um designador se esta possuir pelo menos
uma ocorréncia livre neste designador; da mesma forma esta varidvel é dita
ser ligada em um designador se esta possuir pelo menos uma ocorréncia li-
gada neste designador. Uma varidvel € dita ser livre/ligada em uma colecdo
de designadores se ela for livre/ligada em pelo menos um elemento desta
colecdo.

3.11 Exemplo. Pela definicdo 3.10 e exemplo 3.9, a varidvel x € livre e tam-
bém € ligada em D. As varidveis z e y sdo livres em D.

3.12 Definicao.

» Va P, 3z P sdo ditas formulas quantificadas,
o 7TxP é dita formula qualificada.

A definicdo 5.1.27, concernente a instancia¢do de uma varidvel por um
termo, e valida para LQC, é adaptada para LDC.

“Isto &, um designador que ocorre em D, o qual pode ser outro designador ou o préprio D.
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3.13 Definicdao. (Instanciacio de uma variavel por um termo em um de-
signador)
A instanciagdo de x por ¢ em um designador D, notada por D(z|t), é a
férmula obtida de D substituindo todas as ocorréncias livres de x por ¢,
se D ndo possuir quantificadores ou o descritor 7. Caso exista alguma
ocorréncia de quantificadores ou o descritor em D, entdo tal instanciagdo é
definida conforme as seguintes cldusulas, onde x e y sdo varidveis distintas e
Ue{v,3r}
s (VaP)(z|t) = VP>,

x WyP(z|t), se  ndo é livre em P ou y ndo € livre em ¢;
o (TyP)(z|t) =< = UzP(y|z)(z|t), se x é livre em P e y é livre em ¢,

onde z € a primeira varidvel ndo livre em {¢, P}.

3.14 Definicao.

Uma ocorréncia de um designador em um designador £ em LDC ¢é dita real
em E se a mesma ndo suceder em E um dos sinais ‘V’, ‘3’, ou ‘7’. Um
designador D ¢ dito ser real em E se D possuir pelo menos uma ocorréncia
real em E.

3.15 Definicao.

A substituigdo de D por D' em FE, onde D e D’ sdo ambos termos ou am-
bos férmulas, notada por E(D||D’), é o designador obtido de E substituindo
todas as ocorréncias reais de D por D’ em E.

3.16. Lei da Inducao estrutural sobre Designadores em LDC
Seja A(D) uma propriedade sobre designadores D em LDC.

* para cada varidvel z, A(x),

* para cada constante ¢, A(c),

 para qualquer termo %4, . .., ¢, e para qualquer sinal funcional
f n-drio, se A(t1),...,A(tn), entdo A(f(t1,...,tn)),
 para qualquer termo %1, . .., ¢, e para qualquer sinal predicativo

Se p n-drio, se A(t1), ..., A(t,), entdo A(p(t1,...,tn)),

* para qualquer P, A(P) implica em A(—P),

o para qualquer P e @ e para qualquer # € {—, A, V}, A(P) e A(Q)
implica em A(P#Q),

* para qualquer x, para qualquer P e para qualquer ¥ € {V,3, 7}, A(P)
implica em A(V 2 P),

entdo, para qualquer designador D em LDC, A(D).

3.17 Definicao. (Sobre o Grau)
e gr(z) =0.
e gr(c) =0.

SNada ¢ feito pois nio existem varigveis livres.
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gr(f(ty,...,tn)) =1+gr(ty) + ...+ gr(tn).
gr(p(te, ... tn)) = 14+gr(t1) + ... + gr(tn).
rEﬁ ) =1+ gr(P).
(

.
o

gr(P#Q) =1+ gr(P) 4 gr(Q), onde # € {—, A, V}.
e gr(PzP)=1+gr(P),onde ¥ € {V,3,7}.

3.18. Lei da Inducéo sobre o grau de Designadores em LDC

Seja A(D) uma propriedade sobre designadores D em LDC.

Se, para qualquer designador D em LDC, a validade de A para qualquer
designador E tal que gr(F) < gr(D) implicaem A(D), entdo, para qualquer
designador D em LDC, A(D).

3.19 Definicao. (Designadores do mesmo tipo)
Dois designadores sdao ditos serem do mesmo tipo se uma das seguintes
condigdes forem satisfeitas:

e ambos sdo constantes.

* ambos sdo varidveis.

* ambos sdo termos funcionais.

* ambos sdo férmulas atomicas.

* ambos sdo negagoes.

* ambos sdo implicagdes.

* ambos sdo conjungdes.

* ambos sdo disjuncdes.

* ambos sdo férmulas universais.

* ambos sdo férmulas existenciais.

* ambos sdo descrigoes.

Especificamos a seguir uma relag@o entre designadores, a qual € uma
extensdo da relagdo de congruéncia entre formulas, definida na pagina 89.

3.20 Definicao. Definimos nas cldusulas abaixo a congruéncia entre desig-
nadores em LDC, considerando ¥ € {V,3,7} e # € {A,V, —=}:
* x &y se, e somente se, x e y sdo varidveis idénticas (z = y),
e b=, cse, e somente se, b e ¢ sdo constantes idénticas (b = ¢),

o f(t1,..-,tn) ~¢ g(ug,...,u,) se, e somente se, f = g,n = r e, para
cadai € {1,...,n},t; =~ u;,
o p(t1,...,tn) ~c q(us, ..., u,) se, e somente se, p = g,n = r e, para cada

ie{l,...,n}t; = uy,
e =P~ —Q se, e somente se, P ~,. Q,
o Pi#Q1 ~. Po#Q3 se, e somente se, P ~. P> e Q1 ~. Qa,
yndo é livreem VP,

e WP ~,.VyP; se, e somente se,
1R TY {P1<:c|y> ~e Py.
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* Se D; e D5 forem designadores de tipos diferentes, entdo Dy %, D-°.

§4. Uma Seméntica para LDC

As definigdes referentes a semantica de LEC, enunciadas na secio
11.2, continuam vdlidas em LDC, mas uma extensdo da definicdo de
LEC-interpretacdo para LDC é apresentada a seguir.

4.1 Defini¢do. Uma LDC-interpretagio é uma quadrupla I = (A, w, s, dp),
onde (A, w, s) é uma LEC-interpretac@o,
dy € A.

4.2 Definicao.

Seja I = (A, w, s,dp) uma LDC-interpretago.

Definimos duas fungdes Ip e Iy conforme ja € feito para (A, w, s), se as

seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(i) se existe um tdnico d; € A tal que I(x|d1)v(P) = wv, entdo
ID (T l‘P) = dl,

(ii) se ndo existe d € A tal que I(x|d)y (P) = v ou existem pelo menos
dois d € A tal que I(z|d)y (P) = v, entdo Ip(T zP) = dp.

Nesta semantica, como apresentado em 3.4, dy denota um objeto do
universo de discurso escolhido arbitrariamente para corresponder a todas as
descri¢des improprias. Ou seja, todas as descricdes improprias sdo iguais a
algum objeto dentro da interpretagdo, neste caso, dg. Em uma outra seman-
tica definida por [13], dy € o conjunto vazio, se a teoria em questdo aceita o
conjunto vazio.

4.3 Definicao.

Considera-se que todas as descricdes impréprias sdo iguais a algum objeto
dentro da interpretacdo. dy é um objeto dentro da interpretacdo que identifica
varidveis impréprias. Cada sistema légico pode atribuir um valor distinto
para dy dentro do seu dominio. Alguns sistemas atribuem o valor de d; ao
conjunto vazio, mas, isso € valido desde que a teoria aceite o conjunto vazio.

§5. Um Calculo de Sequentes para LDC

Esta secdo apresenta um cdlculo de sequentes para LDC.

O cilculo de sequentes para LDC possui todas as leis primitivas de
LEC, mais algumas leis primitivas concernentes a descri¢des definidas.

Um esboco geral do calculo de sequentes para LDC é apresentado:

%0u seja, ndo é verdade que D1 ~. D>.
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* Leis estruturais < % transitividade,
+* monotonicidade.
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 Leis de eliminac¢do de conectivos :
*

* Leis de introdugdo de quantificadores

* Leis de eliminacdo de quantificadores
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* Esquemas primitivos da Igualdade

regra da dedugdo,

A-introducdo,

V-introdugao,

—-introducao.

modus ponens,

A-eliminagao,

prova por casos,

—-eliminagdo.

% generalizacdo,

{* J-introducio.
% V-eliminacdo,

{* J-eliminacdo.
reflexividade da Igualdade,
esquema da Substituicdo
em termos funcionais,

* esquema da Substituicdo

*

» Esquemas primitivos das descricdo < *
*

em férmulas atdmicas.

descrigdo propria,
descri¢des congruentes,
descri¢des improprias.
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As leis definidas em LEC, devidamente traduzidas, valem também
para LDC, com excecido do esquema da substitui¢cdo da igualdade para ter-
mos apresentado na pagina 259. Este esquema ndo € vdlido nesta forma em
LDC, por supor implicitamente um fato ndo necessariamente presente em
LDC, devido a sua distinta estrutura sintatica, na qual termos podem ter vari-

aveis ligadas.

Nesta se¢do nds falaremos somente da Logica Descritiva Cldssica.
Assim, para dizer que P é consequéncia de I' em LDC, notaremos isto por

rkp.

Esquemas Primitivos da Descricao

5.1. Descricao Prépria I— NazP — P(z|r xP).

5.2. Descri¢oes Equivalentes I— V(P

5.3. Descricoes Congruentes

< Q)= T12P =T120.

Se y ndo é livre em P, entdo I— TxP =T1yP(z|y).
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5.4. Descri¢des Improéprias’ —3! z P, —=3!yQ I— TP =T1YyQ.

Os resultados abaixo podem ser provados a partir das leis primitivas
de LDC.

Leis Basicas da Descri¢cao

5.5. Descricao na Existéncia e Unicidade. Se y ndo é livre em 7 z P, entdo
valem os seguintes sequentes que sdo equivalentes em LDC:
@Gi) JxP.
(ii) Yy(P(zly) <>y =T1aP).
(iii) P(z|trxP) AVy(P(z|ly) >y =TxP).

Esqueleto da Prova: A prova desta lei decorre da Lei da Descri¢ao Propria e
da Lei da Absor¢a@o na Unicidade. [

5.6. Congruéncia
As seguintes proposicoes referentes a congruéncia de designadores em LDC
sdo validas:
(1) Set é congruente a ¢, entdo l— t=t.
(ii) Se P é congruente a P’, entdo l— P« P

5.7 Notacao. Sejam D, e D> dois designadores, tal que ambos sdo termos
ou ambos sdo férmulas. A samblagem ‘D; = Ds’ representa a férmula
‘D = Dy’, se Dy e Dy sdo ambos termos, e representa a formula D4 <> D’
se D1 e Do sdo ambos férmulas. A samblagem ‘D; # D’ representa a
samblagem ‘=(D; = Ds)’.

5.8 Definicdo. Se D ~, E, entio|— D = E.

Prova:
Seja A(D) a propriedade ‘para cada F, se D =~ F, entdo I— D=PF.
Suponha que D ~. E.
e Caso D € uma variavel x

Entiao E também € x.

Mas, por RI, l— x = x, donde l— D=F.
* Caso D ¢ uma constante ¢, entdo o raciocinio é andlogo ao caso anterior.
e Caso D é daforma f(tq,...,t,)

tl e U

Entdo E é da forma f(uq,...,uy), onde { .

tn R Un.

7Se existem duas descri¢des improprias, entio elas sio iguais.
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Por HI, { . .. dai, por STF, l— fltr, . tn) = flur, ... up),
tn zc un’
ou seja, l— D=F.
Caso D é da forma p(t1,...,t,)
l1 = m
Entéo E é a forma p(uq, . .., uy,), onde { .

th e Up.
l_ tl = U1
PorHL < ... e dai, por SFA, l—p(tl, o tp)ep(ur, . up),
l— Tty = Unp,
ou seja, l— D=F.
Caso D é da forma =P
Entdo F é da forma —(Q), onde P =, Q.
PorHI,I—P<—>Q, dal’l—ﬁP<—>ﬁQ, logol—D =F.
Caso D é da forma P1# Py, onde # € {—, A, V}

Py =. O
Entdo F é da forma Q1 #()> onde { ..
Py =, Q.
I_ Py < Q1
Por HI, < ... onde, por LSQ, I— Pi#P; <+ Q1#Q3, ou seja,
l_ Py < Qo,

l— D=F.
Caso D é Ux P, onde ¥ € {V, 3,7}
Entao F é da forma ¥y(Q, onde y nado é livre em Wz P e

P(zly) = Q.
Por HI, l— P(zly) +» Q, dai, por Gen, l— Vy(P(zly) <+ Q), donde, por

- VyP(aly) < vyQ, ,
LSQ, temos que l_ Iy P(zly) + IO, (1) e também, por DE, temos

que = ryP(aly) = TyQ.
l— VaP < YyP(z|y),
Temos que l— JzP « JyP(zly).

Por RI e DC, temos também que I— TP = tyP(zly).

- vaP < vyP,

3P <3P, | (3
TP < TyP.

De (1) e (2), temos que
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De (3), temos que I— Uz P = VyQ, ou seja, I— D=F.
O

Antes da formulac@o das regras da substituicdo de LDC ¢ necessaria
uma reformulag@o de mais alguns conceitos ja presentes em LQC e em LEC,
concernentes a substituicdo de designador por designador em um designador
e escopo de uma varidvel em um designador.

Abaixo ¢ estendida a definicao 10.1.35, de escopo de uma varidvel em
uma formula, para escopo de uma varidvel em um designador.

5.9 Definicao.

Um designador D € dito estar no escopo de uma varidavel x em um designador
E se E possuir um subdesignador de uma das formas VxR, 3z R ou 7z R, tal
que D éreal em R.®

Devido a existéncia de varidveis ligadas em termos em LDC, o es-
quema e a regra da substitui¢do da igualdade precisam ser reformulados.
Faz-se necessdria também a formulacdo de um esquema da instanciagdo da
igualdade para termos, uma vez que, em LDC, a operagdo de instanciagio
de varidveis por termos em termos nao € idéntica a operagdo de substituicao.
O esquema e a regra da substituicdo da igualdade para férmulas, bem como
o esquema da instancia¢do da igualdade para férmulas de LEC sdo também
vélidos em LDC, e serdo repetidos abaixo por comodidade.

5.10. Esquema da Substituicao da Igualdade

Considere que D1, Dy e G sdo todos termos ou todos férmulas.

Se x1,...,x, sdo as varidveis livres em {Dy, Dy} tais que G estd em E no
seu escopo, entdo Vzy ...V x, (D = D3) l— E(G||Dy) = E(G||Ds).

5.11. Esquema da Substituicao da Igualdade para Termos
Se x1, ..., x, sdo as varidveis livres em {¢1,t>} tais que v estd em u no seu

escopo, entdo ¥V ...V, (t = ta) |- u(vl[ty) = u(v]|ts).
5.12. Regra da Substituicio da Igualdade para Termos

Se {r it =ts,
v ndo estd, em u, no escopo de nenhuma varidvel livre em I' e em {#1,¢2},
entdo I - u(v][t1) = u(vl|t2).

Nas linguagens para LDC a instanciagdo de varidveis por termos em
termos ndo € idéntica a substituicdo de varidveis por termos em termos, dai
faz-se necessdria uma formulacio explicita de um esquema de instanciacio
da igualdade para termos, no qual ndo ha restri¢cdes de aplicag@o.

8Se x estd no escopo forte de y em D, entdo x estd no escopo de y em D, mas a reciproca
ndo é necessariamente verdadeira.
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5.13. Esquema da Instanciacio da Igualdade para Termos
ty = by - u(a]ty) = ul|t).
5.14. Esquema da Instanciacio da Igualdade para Férmulas

t = to |- Q(zfty) & Q(xlta).

O Esquema e a Regra da Substituicdo da Igualdade para Formulas,
bem como o Esquema da Instanciacdo da Igualdade para Formulas, concer-
nentes a LEC, valem da mesma forma em LDC. Os mesmos sdo novamente,
por comodidade, enunciados a seguir.

5.15. Esquema da Substituicido da Igualdade para Férmulas
Se z1,...,x, sdo as varidveis livres em {t1, %2} tais que v estd em () no seu

escopo, entdo V...V, (t1 = t2) l— Qv||t1) +» Q(v||t2).
5.16. Regra da Substituiciao da Igualdade para Férmulas

Se {Fl—tl = ta,

v ndo estd, em (), no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {¢1, %2},
entdo T'|— Q(v|[t1) <> Q(v]|t).

Em LDC € possivel que férmulas ocorram em termos, no caso das
descri¢des. Por este motivo, formulamos a seguir o Esquema e a Regra da
Substitui¢do da Equivaléncia para Termos. Séo listados também o Esquema e
Regra da Substitui¢do da Equivaléncia para Férmulas, os quais sdo idénticos
a versdo apresentada para LEC.

5.17. Esquema da Substituicao da Equivaléncia para Termos
Se z1,..., T, sdo as varidveis livres em { P;, P>} tais que .S estd em u no seu
escopo, entdo Vxy ...V, (P > Ps) I— u(S||P1) = u(S||P2).

5.18. Regra da Substituicao da Equivaléncia para Termos
Se {P P o P,

S nao estd, em u, no escopo de nenhuma variavel livieem I' e em { P, P>},
entio I' |- u(S|| Py) = u(S| P).

O Esquema e a Regra da Substituicdo da Equivaléncia para Formulas
sdo validos da mesma forma tanto em LQC e LEC como em LDC®. Os
mesmos sao novamente enunciados a seguir.

5.19. Esquema da Substituicao da Equivaléncia para Formulas
Se z1,...,x, sdo as varidveis livres em { Py, P>} tais que S estd em () no
seu escopo, entdo Vy ...V x, (P < Ps) I— Q(S||P1) < Q(S| P2).

9Em LPC o Esquema da Substituicdo da Equivaléncia para Férmulas é vilido sem quaisquer
restri¢des, simplesmente por ndo haver em suas linguagens varidveis ligadas em férmulas.
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5.20. Regra da Substituicao da Equivaléncia para Férmulas

Se I l_ P1 A d PQ,
S nio estd, em @, no escopo de nenhuma varidvel livieem I' e em { Py, P>},

entio ' - Q(S|| P1) > Q(S|| Py).
5.21. Reflexividade da Equivaléncia|— P < P.

Os Esquemas da Substituicdo da Igualdade para Termos, da Igualdade
para Férmulas, da Equivaléncia para Termos e da Equivaléncia para Férmulas
podem ser expressos em uma s6 formulagao.

5.22. Esquema Geral da Substituicio
Se x1,...,x, sdo as varidveis livres em { D1, Dy} tais que G estd em E no
seu escopo, entdo Yz ...V, (D1 = D) l— E(G||D1) = E(G||Dy).

As Regras da Substituicdo da Igualdade para Termos, da Igualdade
para Férmulas, da Equivaléncia para Termos e da Equivaléncia para Férmulas
também podem ser expressas em uma s6 formulagdo, como faremos logo a
seguir.

5.23. Regra Geral da Substituicao

« T D, =D,
Se ¢« @G ndo estd, em FE, no escopo de nenhuma varidvel livre em I' e em
{Dl, D2 },

entio I' |- E(G|| D) = E(G||Dy).
Antes de provar a Regra Geral da Substituicdo considere o lema
abaixo.

5.24 Lema.
sed b l_ P, . . .
paracadai € {1,...,n}, x; ndo é livre em T ou x; ndo é livre em P,

entdo, I' l— VZP.

Prova da Regra Geral da Substituicdo: Assuma a hipétese.

Seja 7 alista de varidveis tal que G estd em E no seu escopo.

Temos que, para cadai € {1,...,n}, x; ndo ¢é livre em I" ou z; ndo é livre

em Dy = Ds.

De HGD e lema 5.24, temos que T’ I— V(D = Ds).

Mas, pelo EGS, V7 (D; = Dy) |- E(G||Dy) = E(G||Dy).

PortantoI‘l—E(G||D1) = E(G||Dy). O
Finalmente, os Esquemas da Instanciacdo da Igualdade para Termos e

para Férmulas também admitem uma tinica formulagao.

5.25. Esquema Geral da Instanciacio para a Igualdade
ty =t |- E(zlt)) = E(xlts).
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§6. Correcao e Completude do calculo de se-
quentes de LDC com respeito a semantica de
LDC

Tudo que foi provado para LEC, com algumas altera¢des, também &
vélido para LDC.

6.1 Correcao do calculo de sequentes de LDC com respeito
a semantica de LDC

6.1 Teorema. (Correcdo)

« SeT fipg P, entio T == P.

Prova:

* Queremos mostrar que o esquema da Descricao Prépria € correto.
Temos 3!z P Iﬁ P(x|TzP) é um exemplar de DP.
Suponha que Iy (3lzP) = v.
Entdo, pela proposicdo 11.2.7, existe um dnico d € A tal que
I(z|d)y(P) =v.
Dai Ip(taxP) = d.
Iv(P(z|txzP)) = I(z|Ip(tzP))v(P) = I(z|d)v(P) = v.
* Queremos mostrar que o esquema das Descri¢des Congruentes € correto.
Temos 7z P = 7y P(z|y) é um exemplar de DC.
Seja y ndo livre em P.
Seja I = (A, w, s, dp).
Pela propriedade 5.2.18, I(z|d)yv(P) = I(y|d)v(P(z]y)) donde
I(z|d)y (P) = v sss I(yld)y (P(z]y)) = v. (1)
% Caso existe um dnico d tal que I(z|d)y (P) = v.
Temos que Ip(7zP) = d, pela seméntica de LDC.
De (1), existe um tnico d € A tal que I(y|d)y (P(z|y)) = v, donde
Ip(ryP(zly)) = d, portanto Iy, (taP = tyP(z|y)) = v.
« Caso ndo existe um tnico d tal que I(z|d)y (P) = v.
Dai ndo existe um dnico d tal que I(y|d)v (P(z]y)) = v.
Entdo Ip(rxP) = do e Ip(tyP(zly)) =
Iy (raP = tyP(z|y)) = v.
* Queremos mostrar que o esquema das Descri¢cdes Impréprias € correto.
Seja Dl igual a =3z P, =3l yQ l— TP = 1yQ.
Seja I = (A, w, s, dy) uma LDC-interpretagdo para P e @, e suponha que
Iy (=32 P) = v, Iy (—3lyQ) = v, dai, pela propriedade 11.2.7, néo existe
um udnico d € A tal que I(z|d)y(P) = v e nfo existe um dnico d € A

dy, logo
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tal que I(y|d)y (Q) = v. Logo Ip(raP) = dy e Ip(TyQ) = dy, portanto
Iy(taP =1yQ) =v
O

6.2 Completude do calculo de sequentes de LDC com res-
peito a semantica de LDC

6.2 Definicao. ¢ é P-colecdo de Henkin em L com respeito a LDC

—
=

*  é P-saturado em L com respeito a LDC,

* para toda formula @) de L e para toda varidvel x, se 3xQ) € ¢, entdo existe
uma constante ¢ em L, tal que Q(x|c) € ¢,

e para toda férmula () de L, para toda variavel = e para toda constante ¢ em
L, se para cada constante c em L, Q(x|c) € ¢, entdo Vz@Q € ¢,

* existe uma constante ag fixa em L tal que, para toda férmula () de L e para
toda varidvel z, se 3z Q) & ¢, entdo ‘T2 Q) = ap’ € .

6.3 Fato.
Seja P-colegdo de Henkin para L tal que Tx(x # x) = co € .
Para qualquer termo, temos que este fato acontece.

6.4 Definicao.
Seja  uma P-colecdo de Henkin para L com respeito a LDC,
I = (A, w,s,dy) uma LDC-interpretacio.
I é uma LDC-interpretagdo candnica para ¢ se
(i) A = {[t]~|t é termo em L}.
(ii) para qualquer constante c em L, w(c) = [c]~,,.
(iii) para qualquer n > 0, para qualquer sinal funcional n-drio em L,

w(f) = fcp~
(iv) para qualquer n > 0, para qualquer sinal predicativo n-drio em L,
w(p) = De-

(v) para qualquer varidvel, s(z) = [z]~ .
(Vl) do = [Co].

6.5 Proposicao.

Seja I uma LDC-interpretacio candnica e A um universo de discurso.
Dado d € A, existe uma constante ¢ em L tal que Ip(c) = d.

* existe um termo ¢t em L tal que d = [t].

 existe uma constante cem Ltalquet =c € ¢

 existe uma constante cem L tal que t = ¢ € .

* existe uma constante ¢ em L tal que d = [¢].

* existe uma constante ¢ em L tal que d = Ip(c).
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6.6 Teorema.
Se {(p é P-cole¢do de Henkin para L com respeito a LDC,

1 é uma LDC-interpretagdo candnica para o,
entdo, para cada férmula Q em L, Q € ¢ sss Iy (Q) = v.

Prova:

Assuma a hipétese.

Seja I = (A, w, s, dp).

Para cada designador EF em L, seja A(E) a propriedade
(i) se E étermo em L, entdo Ip(E) = [E].

{(ii) se E é férmulaem L, entdo E € @ sss Iy (E) = v.

Se d € A, entdo existe um termo ¢t em L, tal que d = [t], dai, dado uma

varidvel z ndo livre em ¢, temos que 3z (xz = t) € ¢, dai existe uma constante

cem L tal que ¢ = t € ¢, donde ¢ Iﬁ c = t, logo c =, t, ou seja,

[c]~ = [t]~, dai [c]~ = d, portanto acabamos de provar que, para cada

d € A, existe uma constante ¢ em L tal que Ip(c) = d. (1)

» Caso F é da forma 7@ e existe um dnico d € A tal que I(z|d)p(Q) = v.
Seja d este tnico d tal que I(x|d)p(Q) = v.
Por HI, Ip(c) = [c], dai existe uma constante ¢ em L tal que [¢] = d.
Iy (Q(x]c)) = I(x[Ip(c))v(Q) = I(z[[c])p(Q) = I(x|d)p(Q) = v, daf,
por HI, Q(x|c) € ¢ e dai ¢ lﬁ Q(z|c). (2)
Suponha por absurdo que ~3zQ € ¢, daf ¢ lﬁ -32Q.
Sejam x1, x5 varidveis distintas ndo livres em ().
Temos que Iﬁ —32Q < Jx1322(Q(z|x1) A Q(z|22) N 21 # 29),
dai ¢ Iﬁ Jr13ze(Q(x|z1) N Q(x|z2) AN 1 # 2), donde
Jr1322(Q(zlx1) A Q(z|re) A 21 # x2) € ¢, e daf existem cons-
tantes ¢y e co tais que (Q(z|z1) A Q(z|x2) A x1 # x2)(z|cr)(z2|c2) € @,
dai Q(z|x1)(z1|e1) A Q(x|za)(22]ca) A ey # ca € ¢, logo Q(x|er) A
Q(zc1) € ¢, (1)
Q(x|c2) A e # co € g, donde < Q(z|ca) € @, (2)
c1 # ¢ € .
Como ¢ # co € p,dai c; =2 € . (3)
Iy (Q(z[c1)) = v,
De (1), (2), (3) e HL, { Iy (Q(x|c2)) = v,
Iv(Cl = 62) =1
I(z|Ip(e)v(Q) = v,
Donde { I(z|Ip(c2)v(Q) = v,
Ip(c1) # Ip(e2) =1,
o que é absurdo, logo ~JzQ ¢ ¢, portanto IzQ € . (4)
Se -dzQ € v, ¢ pe ~FQ, dal ¢ pe Vr-Q, donde
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¢ tpa —Q(zlc), logo =Q(x|c) € ¢, donde Q(z|c) & ¢, o que é
absurdo.
Logo —3zQ & ¢, donde JzQ € ¢. (5)
De (4) e (5), AzQ € o, dai ¢ lﬁ lzQ, dai ¢ g TrP = c, logo
{t|t é termo emL e Iﬁ c=t}={t|ltétermoem Le ¢ Iﬁ TP =
t}, ou seja, [c]~ = [T2P|n, portanto Ip (T2 P) = [T Plx.

* Caso F = 7@ e ndo exista um tnico d € A tal que I(z|d)y (Q) = v.
Suponha por absurdo que 3zQ € ¢.
Entio 3Q € ¢ (1) e 32Q € ¢ (2).
De (1) temos que existe uma constante ¢ tal que Q(z|c) € ¢, dai, por HI,
Iy (Q(z|c)) = v, dai I(z|Ip(c))v(Q) = v, ou seja, existe d € A tal que
I(z|d)v(Q) =v. (3)
De (2), temos que, dadas duas varidveis distintas x; e x2 nio livres em @,
Vo Ve (Q(x|z1) A Q(z|ae) = 21 = x2) € . (4)
Suponha que dy,d2 € Ae I(z|d1)y(Q) =velI(z|d2)y(Q) =v.
De 6.5, existem constantes ¢; e c2 em L tal que Ip(c;) =d;

e Ip(ce) =da, donde {ﬁgigﬁgg;;%gggg z Z’ logo,
Qe =v. 4 [Qe) € e -
{IV(Q(ﬂfcz)) —y, ¢ dabporHL {chg) o, donde,

por (4), ¢ = ¢ € @, daf ¢; ~ c¢a, donde [c1] = [e2], mas [¢1] = Iq(cr)
e [c2] = I4(c2), dai Ip(c1) = Ip(c2), logo di = da, ou seja, existe um
méximo d tal que I(z|d)y (Q) = v. (5)

De (3) e (5), temos que existe um unico d € A tal que I(z|d)y(Q) = v,
o que é absurdo, logo z@Q ¢ ¢, dai —3Ix@Q € ¢, portanto
T2Q = Ta(r # ) € pedai, de 6.3, como Tz(x # x) = ¢y € p, temos
que 7z(Q) = ¢o € @, dai T2(Q) ~ ¢, dai [T2Q] = [co]. (6)

Por outro lado, Ip(t2Q) = do = [co]. (7)

De (6) e (7), concluimos que Ip(72Q) = [rzQ)].

6.7 Teorema.

Se T’ hﬁ P, entdo existe uma linguagem L para LDC tal que
P é formula de L,
p € colegdo de formulas de L,

I' ey
¢ {<p é P-cole¢do de Henkin para L com respeito a LDC

Prova:
O raciocinio € andlogo a prova feita para LQC em 10.3.7. O
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6.8 Teorema. (Completude do Cdlculo de Sequentes para 1.LDC)

. SeFIﬁP, entdoFlmP.

Prova:

O célculo de sequentes de LDC satisfaz as trés condigbes gerais de
completude definidas em 7.3.2.

Se  é P-colecdo de Henkin em L com respeito a LDC, entdo ¢ é P-colecdo
saturada em L com respeito a LDC, donde, pelo lema 7.4.19 e a defini¢do
6.2, P ¢ ¢. Ou seja, o cdlculo de sequentes para LDC satisfaz a primeira
condi¢do do teorema geral da completude. (1)

Pelas definicoes 11.4.16 e 6.6, temos que o célculo de sequentes para LDC
satisfaz a segunda condicao do teorema geral da completude. (2)

Pelo pelo teorema 6.7, temos que o célculo de sequentes para LDC satisfaz a
terceira condi¢@o do teorema geral da completude. (3)

De (1), (2)e (3) e 7.3.2, temos que ' lﬁ P,entao I’ l—LDC P. O



Capitulo 13

Logica das Descricoes
Indefinidas

Este capitulo apresenta a segunda versdao de uma Ldgica Descritiva,
construida sobre a Légica Equacional Classica, e que trata das descri¢des
indefinidas. Chamaremos este sistema de Ldgica das Descri¢oes Indefinidas
ou simplesmente LDI.

Esta 16gica estuda conjuntamente as propriedades dos conectivos, dos
quantificadores, da igualdade e das descrigcdes indefinidas.

§1. Uma Linguagem para LDI

1.1 Definicao.
Um alfabeto para LDI contém todos os sinais de um alfabeto para LEC, mais
um qualificador, o ‘c’. O qualificador ‘¢’ é chamado de artigo indefinido.

Segundo [55], o simbolo de Hilbert é a letra grega épsilon, . Ele
também é denominado descritor indefinido, pois permite que nos refiramos a
um objeto do dominio de individuos que possuem uma propriedade, mesmo
que ndo se saiba exatamente qual € esse objeto.

1.2 Definicao.

Termos e férmulas em LDI sdo todos os termos e férmulas obtidos pelas
regras de formacdo de LEC, mais os termos da forma € z P, onde x é uma
varidvel e P € uma férmula em LDI.

Os termos ¢ x P sdo ditos descricoes em LDI e a férmula P € chamada de
corpo da descricdo € ¢ P.
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1.3 Notacdo. Adotaremos nesta se¢do as notagdes especificadas em 3.1.8.

1.4 Exemplo.
e Termos em LDI:
* @,
% C,
* f(tla"'atn)’
* exP.
¢ Formulas em LDI:
* p(tl7 ce ,tn),
* t=u,
x - P,
* P—Q,
= PAQ,
x* PVQ,
* VaP,
dxP.

1.5 Definicao.
Termos e férmulas sdo ditos Designadores em LDI.

1.6 Leitura. O termo € x P pode ser lido como “um x tal que P!

1.7. Interpretacoes para c x P:

O termo € z P pode ser interpretado de duas formas distintas:

* Nos contextos em que a férmula 3z P for verdadeira, € x P denota um ob-
jeto do universo de discurso que satisfaz P. Neste caso, a descri¢do € z P €
uma descri¢do propria.

* Nos contextos em que a formula 3 2 P for falsa, € P denota um objeto do
universo de discurso escolhido arbitrariamente para corresponder a todas
as descricdes deste tipo; tais descri¢des sdo ditas descri¢bes improprias.

1.8 Exemplo.

Considerando a interpretacdo usual para os sinais contidos no termo
ex(x € NA2 < x), temos que o mesmo pode significar qualquer ndimero
natural maior que 2. Tal termo € uma descri¢do indefinida, pois ndo possui
um significado determinado.

1.9 Exemplo.

Considerando os significados usuais atribuidos aos simbolos contidos nas
descri¢des abaixo, temos:

* Descrigdo Prépria: ex(x € NAz > 5 Az < 10).

ITal leitura nio reflete precisamente o significado de € 2P, como ser4 visto a seguir.
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* Descricdo Imprépria: € z(z # x).

1.10 Definicao.

Definimos em LDI, de um modo andlogo ao realizado para LDC, com as de-
vidas adaptagdes, designador em LDI, ocorréncia de varidvel em um desig-
nador, ocorréncia ligada de uma varidvel, ocorréncia livre de uma varidvel,
varidvel ligada em um designador, varidvel livre em um designador, instan-
ciagdo de varidvel por termo, escopo forte de uma varidvel e aceitagdo de
um termo por uma varidvel.

1.11 Convengdo. Na formulagdo das leis l6gicas de LDI, s6 consideraremos
doravante instancia¢des de varidveis por termos em designadores nas quais
cada termo seja aceito pela varidvel correspondente.

§2. Uma Semantica para LDI

As defini¢oes referentes a semintica de LEC, enunciadas na
secdo 11.2, continuam validas em LDI, com excecdo da definicio de
LEC-interpretagdo, reformulada abaixo, juntamente com a definicdo de
funcdo escolha.

2.1 Definicao.
Considere a definicdo de fungdo escolha definida em 2.3.84.
Podemos ainda definir uma funcdo escolha da seguinte forma:

Seja A uma colecéo nédo vazia.
Dizemos que f é uma fungdo escolha para A se as seguintes condi¢des forem
satisfeitas:
(i) f € uma funcéo;
(i) D(f) =P(A) —{0}:
(iii) paracada A € D(f), f(A4) € A.

2.2 Exemplo.

Considere o seguinte dominio: A = {3,7,9}.

Uma fungfo f ird associar, para cada conjunto nio vazio, um elemento desse
universo de discurso,

f:P({3,7,9}) — {0} — {3,7,9}.

Sendo assim, todas as associagdes a seguir sdo resultados da fungdo escolha
sobre o este dominio A:

« {3,7,9} — 9,

o {3,7}—3,

* {3,9}—9,
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« {7,9} =7,
e {3} =3, {7} =7, {9} —09.

2.3 Definicao.

Uma LDI-interpretacdo é uma quintupla I = (A, w, s, f, do),
(A, w, s) é uma LEC-interpretacgo,

onde { f € uma funcdo escolha para A,
do € A.

Deste modo, as seguintes condi¢des sao satisfeitas:
(i) se existe pelo menos um d € A tal que I(z|d)y(P) = wv, entdo
Ip(exP) = f({d|ld € ANI(x|d)y(P) = v}),
(ii) sendo existe d € A tal que I(z|d)y (P) = v, entdo Ip(e xP) = do.
2.4 Definicao.
o f({d|d € AeI(z|d);(P)=wv}),seexisted € A tal que

It(sxP)={ I(z|d)f(P) = v,
¢ dp, caso contrario.

§3. Um Calculo de Sequentes para LDI

Esta sec@o apresenta um célculo de sequentes para LDI.

Este se constitui de todas as leis primitivas de LEC, mais os esquemas
primitivos da descri¢@o indefinida: descri¢do prépria, das descri¢cdes equiva-
lentes e das descri¢des congruentes.

Analogamente a LDC, todas as leis de LEC, devidamente traduzidas
para a linguagem de LDI, também sdo vdlidas em LDI, com excecdo do
esquema da substitui¢do da igualdade para termos.

Nesta secdo nds falaremos somente da Loégica das Descrigdes In-
definidas; assim, para dizer que P é consequéncia de I' em LDI, notaremos

isto por I' I— P.

Esquemas Primitivos da Descricao Indefinida

3.1. Descricao Prépria 3P I— P(z|e xP).
3.2. Descricdes Equivalentes’ I— V(P <+ Q) —>eaxP =czxQ.

3.3. Descricoes Congruentes
Se y ndo é livre em P, entdo l— exP =eyP(zly).

3.4. Descri¢oes Improéprias -3z P, ~3 yQ I— exP = eyQ.

2Este esquema serve para fazer com que as férmulas equivalentes P e Q correspondam ao
mesmo objeto denotado por € x P, segundo consta em Carrion;Da Costa,1988.
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Antes de provar a lei das descricdes impréprias vamos apresentar e
provar o seguinte lema:

3.5Lema. -3z P |— exP =cux(x # x).

Prova:
1 —JzP pr
2 Va—-P 1,NE
3 P 2, V-el
4 zx==x RI
5 —(x=2) 4, DN
6 —(x#ux) 5, def
7 Peox#x 3,6, ME
8 Va(P+x#ux) 7, Gen
9 exP=cx(x#u1) 8, DE
O
Prova da lei das descri¢des improprias:
1 —-3JzP pr
2 3@ pr
3  exP =cx(x #x) 1, lema
4 eyQ=cyly #vy) 2, lema
5 ex(z#z)=cyly#y) RLDCg
6 exP=¢eyQ 3,4,5,STI
7 P&ox#x 3,6, ME
8 V(P zx#ux) 7, Gen
9 exP=cx(x#u1) 8, DE
O

Abaixo sdo listados alguns resultados sintéticos de LDI.
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Leis Basicas da Descricao Indefinida

3.6. Férmula Existencial I— JaP  P(z|exP).

1 3JzP — P(x|exP) DP
2 P(zlexP) — 3xP F-int
3  JaP <« P(z|exP) 1, 2, A-int

3.7. Férmula Universal |- V 2P > P(z|e 2—P).

1 Jz—P < —P(z|ez—P) FE

2 —3z—P < —P(z|lex—P) 1,LSC

3  Vz——P <+ P(z|ex—P) 2, NE, DN
4  VaP < P(zlex—P) 3,DN

3.8 Definicao.
A congruéncia de designadores em LDI € especificada de um modo andlogo
ao realizado para LDC.

3.9 Congruéncia. As proposicoes concernentes a congruéncia, vdlidas em
LDC, também valem em LDI, com as devidas adaptagées para esta.

3.10 Definicao.

Definimos em LDI, de um modo andlogo ao realizado para LDC, com as
adaptagdes 6bvias, ocorréncia real de um designador, designador real, subs-
tituicdo de um designador e escopo de uma varidvel.

3.11 Escolio.

* 0 esquema da substituicdo da igualdade para termos,

* a regra da substituicdo da igualdade para termos,

* 0 esquema da instancia¢do da igualdade para termos,

* 0 esquema da substitui¢do da igualdade para formulas,

* a regra da substituicdo da igualdade para formulas,

* 0 esquema da instanciacdo da igualdade para formulas,

* 0 esquema da substituicdo da equivaléncia para termos,

* a regra da substitui¢do da equivaléncia para termos,

* 0 esquema da substitui¢do da equivaléncia para formulas,

* a regra da substituicdo da equivaléncia para formulas,
valem igualmente em LDI.

Situamos que

3.12 Escélio. O esquema geral da substituicdo, a regra geral da substitui¢do
e o esquema geral da instanciagdo para a igualdade valem também em LDL



Capitulo 14

Conclusoes

§1. Consideracoes Finais

O objetivo primordial desta dissertagdo de mestrado foi apresentar os
principais sistemas da Légica Classica.

Especificamente, focamos na Légica Proposicional Classica, Légica
Quantificacional Cléassica, Légica Equacional Classica, Légica Descritiva
Classica e Logica das Descricdes Indefinidas.

O trabalho se fundamenta no seu aspecto elucidativo, e ndo em seu
cardter totalmente inédito. Ainda assim, apresentamos neste trabalho dois
tipos de contribui¢do.

Do ponto de vista da pura especulacido formal no campo das 16gicas
classicas, contribuimos na modelagem e no aperfeicoamento de alguns aspec-
tos semanticos e sintaticos.

No capitulo 8 apresentamos uma abordagem genérica para analisar a
validade de férmulas de uma dada légica através do método dos tablos por
confutacdo, desde que algumas condi¢cdes gerais de correcao e completude
sejam satisfeitas. Tais condigdes foram apresentadas em 8.3.2 e 8.3.3. Ante-
riormente, na sec¢do §3.3, através da definicdo 3.3.1, foram dadas condi¢des
essenciais para que uma légica seja dotada de uma semantica de valoragdes,
através da qual sdo definidos, de um modo geral, os conceitos de satisfabi-
lidade, validade e relagdo de consequéncia. No capitulo 7, apresentamos as
condicdes gerais de correcdo e completude de um célculo de sequentes com
respeito a uma semantica de valoragdes. Os resultados para légicas especifi-
cas foram aplicados nas sec¢des §9.3, para LPC, em §10.3, para LQC, e em
11.4, para LEC. Com isto obtivemos uma estrutura conceitual adequada a
diversas légicas, e dai, sempre que um célculo de sequentes e uma seméan-
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tica de valoragdes preencherem as condi¢des acima indicadas, podemos con-
cluir a corre¢do e completude deste cdlculo com respeito a esta semantica,
sem necessidade de consideracdes adicionais, o que proporciona uma grande
economia de pensamento.

Outro aspecto tratado neste trabalho destina-se a aperfeicoar a abor-
dagem de alguns autores, tais como [5], [6] e [2], a qual fixa uma lin-
guagem quando define conceitos tteis para a apresenta¢do de uma seméantica
de uma certa 16gica. Alguns exemplos': T' é L-satisfativel, se toda interpre-
tacdo para I, satisfaz I' em L com respeito a 16gica £; P € valido, se toda
L-interpretagdo para P satisfaz P em L; ' If P, se uma L-interpretagdo
para I' U { P} que satisfaz T, também satisfaz P, em L. Neste tltimo caso,
se existir uma interpretacdo I, ela é obrigada a interpretar todos os sinais ndo
l6gicos da linguagem L, mesmo se estiver definindo uma interpretacio [ para
I' U {P}. Um problema é que, se o alfabeto da linguagem L possuir sinais
ndo légicos que ndo ocorrem em I' e P, entdo serd preciso lidar com sinais
desnecessdrios, em vez de lidar apenas com sinais em I' e em P. Ou seja, esta
abordagem obriga que todos os sinais ndo 16gicos que estejam no alfabeto da
linguagem L sejam interpretados. A nossa alternativa para tais defini¢cdes
apéia-se nos preceitos do 16gico franciscano William of Ockham?. Ela enun-
cia tais defini¢des semanticas de forma desvinculada da linguagem?. Assim,
se queremos definir quando I" acarreta P em uma dada 16gica, basta conside-
rarmos interpretacdes para I' U { P}, as quais ndo precisam interpretar sinais
ndo légicos que ndo figurem em I' e P. Outros exemplos: I' € L-satisfativel,
se toda interpretacdo para I" satisfaz I'; P € valido, se toda L-interpretagdo
para P satisfaz P.

Do ponto de vista didético, advogamos para o nosso trabalho o mérito
de representar um passo proeminente para o entendimento da formalizagcdo
intermedidria de sistemas 16gicos pelos estudantes das Ciéncias Informaticas
e de dreas interdisciplinares, tais como a Filosofia, a Matematica, o Direito, a
Linguistica, entre outras.

IExemplos relacionados com satisfabilidade, validade e relagio de consequéncia.

2Ele enuncia que a explicagio para um fato deve assumir o menor nimero de pressupostos
possiveis, eliminando aqueles que ndo contribuem para tal explicacdo. Dessa forma, a chamada
‘Navalha de Ockham’ sugere que os excessos desnecessdrios numa defini¢do, argumentagdo ou
explicagdo sejam cortados, preferindo a solucdo mais simples. Mais detalhes sobre este pensa-
mento podem ser encontrados em [58] e [59].

3Alguns conceitos vinculados a uma dada linguagem sdo os de colegio P-saturada,
P-colecao de Henkin e cole¢do maximal ndo trivial.
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§2. Trabalhos futuros

Nos capitulos 11, 12 e 13, uma linguagem, uma semantica e um cal-
culo de sequentes foram apresentados para a Légica Equacional Classica, a
Logica Descritiva Classica e a Légica das Descri¢des Indefinidas, respectiva-
mente. Uma complementagdo deste trabalho estd na apresentacdo de sistemas
de tablos para estas logicas. Estes resultados também podem ser aplicados de
forma prética, através da automatizacgao do raciocinio, tratada nos derradeiros
capitulos.

Um outro trabalho futuro € estender os resultados desta dissertacdo
para algumas légicas deviantes, tais como a Logica Paraconsistente, a Logica
Paracompleta, a Légica Intuicionista, a Légica Relevante, dentre outras.

A partir desta dissertacdo, temos a intenc¢éo de publicar um livro texto
contendo os resultados apresentados neste trabalho, e outros materiais apre-
sentados em trabalhos anteriores a nossa linha de pesquisa.
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