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Resumo

O conceito de ações parciais vem sendo muito utilizado na teoria
de C∗-álgebras bem como em sistemas dinâmicos, veja [3]. Em 2005,
Dokuchaev e Exel obtiveram resultados a respeito de ações parciais num
contexto puramente algébrico onde mostraram, sob certas condições, a
existência e a unicidade de uma ação envolvente, veja [2].

Nosso principal objetivo neste trabalho é, baseado em [2], mostrar a
existência e a unicidade mencionadas acima. Para isso, desenvolvemos
a teoria de álgebra dos multiplicadores e de ações parciais no contexto
algébrico. Apresentamos alguns pré-requisitos que são de grande utili-
dade para o último caṕıtulo, no qual constrúımos um contexto de Morita
para os anéis A ∗α G e B ∗β G e mostramos que, sob certas hipóteses,
tais anéis são Morita equivalentes, em que A e B são K-álgebras com
unidade.
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Abstract

The concept of partial actions has been widely used in the theory of
C∗-algebras as well as in dynamical systems, see [3]. In 2005, Dokuchaev
and Exel have achieved results about partial actions in a purely alge-
braic context which showed, under certain conditions, the existence and
uniqueness of an enveloped action, see [2].

Our main goal in this work is to, based on [2], show the existence and
the uniqueness mentioned above. For this, we developed the theory of
multipliers algebra and partial actions on algebraic context. We present
some prerequisites that are of great use to the last chapter, in which
we build a Morita context for the rings A ∗α G and B ∗β G and show
that, under certain hypotheses, such rings are Morita equivalent, where
A and B are K-algebras with unit.
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1.3 Álgebra dos multiplicadores . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 O skew anel de grupo parcial e a questão da associativi-
dade 26

3 Ações envolventes 35

4 O contexto de Morita para ações parciais 51
4.1 Geradores em R-Mod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2 Contexto de Morita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.1 Um teorema de Morita . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3 Contexto de Morita e ações parciais . . . . . . . . . . . 70

1



Introdução

Estudos envolvendo ações parciais vêm crescendo e estão aparecendo
em várias áreas da matemática, como na teoria de sistemas dinâmicos
e, principalmente, na teoria de C∗-álgebras, onde mostrou ser uma
poderosa ferramenta, veja ([3] e [5]). Por exemplo, Exel (1998) mostrou
que dado um grupo G é posśıvel construir, de maneira canônica, um
semigrupo inverso S(G) associado à G e que as ações de S(G) estão
em correspondência biuńıvoca com as ações parciais de G. Em outras
palavras, Exel mostrou que G e S(G) têm a mesma teoria de repre-
sentação, veja [4].

O nosso principal objetivo neste trabalho é mostrarmos que dada
uma ação parcial é posśıvel, sob certas condições, garantir a existência e
a unicidade de uma ação global que chamamos envolvente. Dessa forma,
fizemos um estudo puramente algébrico sobre ações parciais, mostrando
algumas propriedades envolvendo tal conceito, até chegarmos ao teo-
rema que fornece a condição necessária e suficiente para este resultado.
Finalizamos o trabalho estudando um pouco sobre contexto de Morita
e constrúımos um tal contexto para os anéis A ∗α G e B ∗β G, em que
A e B são K-álgebras, além de mostrarmos que os mesmos são Morita
equivalentes.

No primeiro caṕıtulo, colocamos uma série de pré-requisitos para
lembrar o leitor sobre algumas definições e teoremas envolvendo a teoria
de módulos e produto tensorial. Sendo tais assuntos básicos, algumas
demonstrações são omitidas, mas colocamos as devidas referências, caso
o leitor necessite de maiores informações. Além disso, escrevemos um
pouco sobre álgebra dos multiplicadores de uma K-álgebra A, sendo que
um dos resultados importantes deste assunto nos diz quando um ideal
de uma K-álgebra é (L,R)-associativo. Terminamos a mesma com uma
proposição de grande utilidade para um teorema do caṕıtulo posterior,
que diz respeito à comutatividade do skew anel de grupo parcial.

No segundo caṕıtulo, definimos uma ação parcial α. Como o próprio
nome sugere, veremos que ações parciais generalizam a noção de ações
globais. Além disso, nossa meta é definir o skew anel de grupo parcial
que denotamos por A ∗α G e mostrar, mediante certa hipótese, que
o mesmo é uma K-álgebra associativa. O caṕıtulo termina com um
exemplo de que A ∗α G nem sempre é associativo.

No terceiro caṕıtulo, iniciamos com um exemplo mostrando que dada
uma ação global é sempre posśıvel construir uma ação parcial. Sendo
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assim, a pergunta natural que podemos nos fazer é: dada uma ação
parcial, é sempre posśıvel obtermos uma única ação global? Se for esse
o caso, dizemos que a ação global é a envolvente para a ação parcial. A
resposta para esta pergunta é o “coração” desta dissertação e será feita
em um teorema que se encontra no final deste mesmo caṕıtulo.

No quarto caṕıtulo, temos por objetivo principal construir um con-
texto de Morita para os anéis A∗αG e B ∗βG e mostrar que os mesmos
são Morita equivalentes. Para obtermos estes dois resultados, estudamos
um pouco sobre contexto de Morita, apresentamos alguns exemplos e
provamos um dos teoremas de Morita.

Neste trabalho, consideramos conhecidas as teorias de grupos, anéis,
módulos e algumas noções básicas de categoria.
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo, prezamos por alguns resultados que são importantes
para o desenvolvimento deste trabalho. Nas duas primeiras seções, que
abordam temas básicos, optamos por relembrar algumas definições e re-
sultados relevantes como o Lema da base dual - que nos dá uma condição
necessária e suficiente para que um módulo seja projetivo - e algumas
propriedades espećıficas do produto tensorial. O leitor vai constatar
que os resultados destas seções são “requisitados”pelo Caṕıtulo 4. A
última seção é dedicada à álgebra dos multiplicadores, assunto este não
muito conhecido pelo estudante, por isso tal seção é feita de maneira
mais detalhada e obviamente, os resultados envolvendo estas álgebras
são direcionados para um dos objetivos do trabalho, que é mostrar a
associatividade do skew anel de grupo parcial, mediante certa hipótese.

Agora, fixamos algumas notações. Neste trabalho, R é um anel não
necessariamente comutativo, com unidade. Dados dois R-módulos M
e N , um R-homomorfismo de M em N é chamado, simplesmente, um
R-homomorfismo. Denotamos por IM o R-homomorfismo identidade
de M em M . Quando M é um R-módulo à esquerda e um S-módulo à
direita dizemos que M é um (R,S)-bimódulo. Lembramos que, além das
estruturas de módulo à esquerda e à direita, M satisfaz a propriedade
de compatibilidade de ambas estruturas, isto é, rms = (rm)s = r(ms),
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para quaisquer r ∈ R, s ∈ S e m ∈M .
Dada uma famı́lia {Mi}i∈I de R-submódulos de M , denotamos por⊕
i∈IMi, a soma direta dos submódulos M ′is de M . Alertamos o

leitor para o fato de que ao invés de escrevermos um elemento qualquer
m ∈

⊕
i∈IMi como m =

∑n
k=1mik , com mik ∈ Mik , escrevemos sim-

plesmente, m =
∑
i∈I mi, com mi ∈ Mi, mas onde apenas um número

finito de m′is são não-nulos. É fato que tal representação é única para
cada elemento. Para o caso particular em que Mi = M, ∀i ∈ I, escreve-
mos M (I) para denotar

⊕
i∈IMi, a soma direta do R-módulo M .

Este caṕıtulo tem como base as referências [2], [8] e [14].

1.1 Módulos projetivos

Como foi dito acima, queremos mostrar o Lema da base dual que
será utilizado somente no Caṕıtulo 4. Para isso, faremos uma série de
definições e resultados. Trabalhamos com R-módulos à esquerda e por-
tanto, na maioria das vezes, escrevemos apenas R-módulos. Além disso,
os resultados aqui obtidos valem também para R-módulos à direita.

Uma sequência finita de R-módulos M0
f1→ M1

f2→ M2
f3→ · · · fn−1→

Mn−1
fn→Mn é dita exata, se é exata em cada Mi, para i ∈ {1, 2, · · · , n−

1}, isto é, Im(fi) = Ker(fi+1), para i ∈ {1, 2, · · · , n − 1}, em que fi :
Mi−1 →Mi são homomorfismos de R-módulos, para i ∈ {1, 2, · · · , n}.

Uma sequência exata da forma 0
f0→M1

f→M2
g→M3

g0→ 0 é dita uma
sequência exata curta. Obviamente, f0 e g0 são os homomorfismos nulos
e, pela definição de exatidão, notamos que f é um R-homomorfismo
injetor (ou monomorfismo) e g é um R-homomorfismo sobrejetor (ou
epimorfismo).

Definição 1.1 Sejam M,N e P R-módulos. Dizemos que a sequência
exata curta 0 → M

f→ N
g→ P → 0 cinde, se Im(f) é um somando

direto de N .

Caso necessário, a demonstração dos fatos abaixo encontra-se em
([8], p.177).
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Proposição 1.2 Seja 0 → M
f→ N

g→, P → 0 uma sequência exata
curta de R-módulos. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) a sequência cinde;

ii) existe um R-homomorfismo Ψ : N →M tal que Ψ ◦ f = IM ;

iii) existe um R-homomorfismo ϕ : P → N tal que g ◦ ϕ = IP .

Corolário 1.3 Se a sequência exata curta 0 → M
f→ N

g→ P → 0
cinde então N 'M ⊕ P .

Definição 1.4 Seja M um R-módulo. O subconjunto {mλ}λ∈I de M é
dito uma base de M se qualquer elemento m ∈M escreve-se unicamente
como m =

∑n
k=1 rλkmλk com rλk ∈ R, para todo k ∈ {1, 2 · · · , n}.

Se M possui uma base então M é dito um R-módulo livre. As-
sim, como na soma direta, escrevemos um elemento qualquer m de um
módulo livreM com base {mλ}λ∈Λ simplesmente comom =

∑
λ∈Λ rλmλ,

mas apenas um número finito de r′λs são não-nulos.

Exemplo 1.5 Seja Λ um conjunto não vazio. Então R(Λ) denota o
R-módulo livre com base β = {ek}k∈Λ (base canônica), em que ek =
(ri)i∈Λ, onde rk = 1 e ri = 0, para todo i 6= k.

Proposição 1.6 Seja M um R-módulo livre com base X. Para qual-
quer R-módulo N , dada uma função f : X → N é posśıvel estendê-la a
um R-homomorfismo f : M → N , isto é, construir um R-homomorfismo
f : M → N tal que f restrito à X coincida com f . Além disso, f é
única.

Demonstração: Seja X = {xi}i∈Λ uma base de M . Então, dado
m ∈ M , temos que m =

∑
i∈Λαixi com αi ∈ R, para i ∈ Λ. Definimos

f : M → N por f(m) =
∑
i∈Λαif(xi).

Mostremos que f é um homomorfismo deR-módulos. Sejamm1,m2 ∈
M e r ∈ R. Então m1 =

∑
i∈Λαixi e m2 =

∑
i∈Λα

′
ixi com αi, α

′
i ∈ R,

para i ∈ Λ. Assim,
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f(m1 +m2) = f(
∑
i∈Λ

(αi + α′i)xi) =
∑
i∈Λ

(αi + α′i)f(xi)

=
∑
i∈Λ

αif(xi) +
∑
i∈Λ

α′if(xi) = f(m1) + f(m2) e

f(rm1) = f(r
∑
i∈Λ

αixi) = f(
∑
i∈Λ

(rαi)xi) =
∑
i∈Λ

(rαi)f(xi)

= r
∑
i∈Λ

αif(xi) = rf(m1).

Obviamente, f(xi) = f(xi), para todo i ∈ Λ. Além disso, suponha-
mos que exista f ′ : M → N um R-homomorfismo tal que f ′|X = f .
Então, para todo m ∈M , temos

f ′(m) = f ′(
∑
i∈Λ αixi) =

∑
i∈Λ αif

′(xi) =
∑
i∈Λ αif(xi) = f(m).

Portanto, f é única.

Corolário 1.7 Se M é um R-módulo livre com base X = {xi}i∈Λ então
M é isomorfo a R(Λ).

Demonstração: Basta definirmos f : X → R(Λ) por f(xi) = ei , em
que β = {ei}i∈Λ é a base canônica de R(Λ) e usarmos a proposição
anterior.

Mostramos agora mais dois corolários da proposição acima. Um
deles é o isomorfismo de R-módulos entre R(Λ) e A(R) = {f : Λ → R :
f(λ) 6= 0 apenas para um número finito de λ′s em Λ}. Embora este
resultado seja óbvio, o mesmo é usado na prova do Lema da base dual
e portanto, vamos mostrá-lo.

Não é dif́ıcil ver que A(R) é um R-módulo à esquerda livre com as
operações definidas por (f + g)(λ) = f(λ) + g(λ) e (rf)(λ) = r(f(λ)),
para quaisquer f, g ∈ A(R), r ∈ R e λ ∈ Λ. A base canônica de A(R) é
dada por {fλ}λ∈Λ tal que fλ(k) = δλ,k (delta de Kronecker).

Corolário 1.8 Seja R um anel. Então A(R) e R(Λ) são R-módulos
isomorfos.
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Demonstração: Sejam γ : Λ→ R(Λ) e α : Λ→ A(R) funções definidas
por γ(λ) = eλ e α(λ) = fλ, em que {eλ}λ∈Λ e {fλ}λ∈Λ são as bases
canônicas de R(Λ) e A(R), respectivamente. Como R(Λ) é livre, pela
Proposição 1.6, existe um único R-homomorfismo g : R(Λ) → A(R) tal
que g ◦ γ = α.

Mostremos que g é bijetora. Seja x ∈ Ker(g). Então x =
∑
i∈Λ aiei

com ai ∈ R, para i ∈ Λ. Logo,

0 = g(x) = g(
∑
i∈Λ

aiei) =
∑
i∈Λ

aig(ei) =
∑
i∈Λ

aig(γ(i)) =
∑
i∈Λ

ai(g ◦ γ)(i)

=
∑
i∈Λ

aiα(i) =
∑
i∈Λ

aifi.

Como {fi}i∈Λ é base de A(R), segue que ai = 0, para i ∈ Λ. Logo,
x = 0 e portanto, g é injetora.

Seja h =
∑
i∈Λ rifi ∈ A(R) com ri ∈ R, para i ∈ Λ. Claramente,

x =
∑
i∈Λ riei ∈ R(Λ) e g(x) = g(

∑
i∈Λ riei) =

∑
i∈Λ rifi = h. Por-

tanto, g é sobrejetora.

Corolário 1.9 Todo módulo é imagem homomórfica de um módulo
livre.

Demonstração: Seja M um R-módulo e X = {xi}i∈Λ uma famı́lia
de geradores de M . Definimos, para todo i ∈ Λ, f : β → M por
f(ei) = xi, lembrando que β = {ei}i∈Λ - base canônica de R(Λ). Logo,
pela Proposição 1.6, existe um único R-homomorfismo f : R(Λ) → M

tal que f |β = f e claramente f é sobrejetora.

Definição 1.10 Sejam U e M dois R-módulos. O módulo M é dito
U -projetivo se para qualquer R-módulo N e quaisquer R-homomorfismo
f : M → N e R-epimorfismo π : U → N , existe um R-homomorfismo
g : M → U tal que π ◦ g = f . O módulo M é dito projetivo se M

é U -projetivo para todo R-módulo U . O diagrama abaixo ilustra esta
situação
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M

f

��

g

~~}
}

}
}

U π
// N // 0.

Proposição 1.11 Todo módulo livre é projetivo.

Demonstração: Sejam M um R-módulo livre, U e N dois R-módulos,
f : M → N um R-homomorfismo e π : U → N um R-epimorfismo.
Mostremos que existe um R-homomorfismo g : M → U tal que π◦g = f .
Vejamos o diagrama

M

f

��

g

~~}
}

}
}

U π
// N // 0.

Sejam E = {mi}i∈I uma base de M e, para todo i ∈ I, f(mi) =
yi ∈ N . Como π é um epimorfismo existe ui ∈ U tal que π(ui) = yi,
para todo i ∈ I. Assim, podemos definir g′ : E → U por g′(mi) = ui,
para todo i ∈ I. Pela Proposição 1.6, existe um único R-homomorfismo
g : M → U definido por g(m) =

∑
i∈I λig

′(mi) =
∑
i∈I λiui, para cada

m =
∑
i∈I λimi ∈M e dáı,

(π ◦ g)(m) = π(g(m)) = π(
∑
i∈I

λiui) =
∑
i∈I

λiπ(ui) =
∑
i∈I

λiyi

=
∑
i∈I

λif(mi) = f(
∑
i∈I

λimi) = f(m)

para todo m ∈M . Portanto, M é projetivo.

Proposição 1.12 Seja M um R-módulo. Então as condições abaixo
são equivalentes:

i) M é projetivo;

ii) M é isomorfo a um somando direto de todo o módulo do qual ele
é uma imagem homomórfica;

iii) M é isomorfo a um somando direto de um módulo livre.
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Demonstração: i)⇒ ii) Seja N um R-módulo tal que g : N →M seja
um R-epimorfismo. Consideremos a identidade IM : M → M . Como
M é projetivo existe ϕ : M → N , tal que g ◦ ϕ = IM . Assim, pela
Proposição 1.2, a sequência exata curta abaixo cinde e, pelo Corolário
1.3, N = Ker(g)⊕ Im(ϕ), porém, M ' N/Ker(g) ' Im(ϕ) e isso nos
diz que M é isomorfo a um somando direto de N .

M

IM

��

ϕ

~~~
~

~
~

0 // Ker(g) � � i // N
g // M // 0

ii) ⇒ iii) Pelo Corolário 1.9, existe um módulo livre L e um R-
epimorfismo ϕ : L → M . Por ii), M é isomorfo a um somando direto
de L.

iii)⇒ i) Para facilitar a escrita, consideramos M um somando direto
de um módulo livre. Seja L um módulo livre tal que L = M ⊕N , para
algum submódulo N de L. Sejam P e S dois R-módulos, f : P → S

um R-epimorfismo e g : M → S um R-homomorfismo. Mostremos que
existe ϕ : M → P tal que f ◦ ϕ = g.

De fato, como L = M ⊕ N , então cada elemento l ∈ L é escrito
de forma única como l = m + n, em que m ∈ M e n ∈ N e assim,
definimos g′ : L → S por g′(l) = g′(m + n) = g(m). Mostremos que g′

é um homomorfismo de R-módulos. Sejam l1, l2 ∈ L e r ∈ R. Então
l1 = m1 + n1 e l2 = m2 + n2. Logo,

g′(l1 + l2) = g′((m1 + n1) + (m2 + n2)) = g′((m1 +m2) + (n1 + n2))

= g(m1 +m2) = g(m1) + g(m2)

= g′(m1 + n1) + g′(m2 + n2) = g′(l1) + g′(l2) e

g′(rl1) = g′(r(m1 + n1)) = g′(rm1 + rn1) = g(rm1) = rg(m1) = rg′(l1).

Como L é livre segue, da Proposição 1.11, que L é projetivo. Dáı
existe um R-homomorfismo g′ : L → P tal que f ◦ g′ = g′, olhemos o
diagrama abaixo que ilustra esta situação
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L

g′

  @@@@@@@@@@@@

g′

���
�
�
� M?

_ioo

g

��
P

f
// S // 0.

Tomando ϕ = g′ ◦ i, i é a inclusão canônica, temos que (f ◦ϕ)(m) =
(f ◦ g′ ◦ i)(m) = (g′ ◦ i)(m) = g′(m) = g(m), para todo m ∈ M . Logo,
M é projetivo.

Definição 1.13 Sejam P um R-módulo, {pi}i∈Λ ⊆ P e {gi}i∈Λ ⊆
P ∗ = {f : P → R : f é R-homomorfismo }. Dizemos que a famı́lia
{pi, gi}i∈Λ é uma base dual para P se as seguintes condições são satis-
feitas:

i) para todo p ∈ P , gi(p) 6= 0 para uma quantidade finita de i′s em
Λ;

ii) para todo p ∈ P , temos que p =
∑
i∈I gi(p)pi.

O fato de um módulo possuir uma base dual nos garante que o
mesmo seja projetivo e reciprocamente. Enunciamos e provamos agora
o Lema da base dual, o qual prova este fato.

Lema 1.14 (Lema da base dual) Seja P um R-módulo. Então P é
projetivo se, e somente se, existem {pi}i∈Λ ⊆ P e {gi}i∈Λ ⊆ P ∗ tais
que a famı́lia {pi, gi}i∈Λ é uma base dual para P .

Demonstração: (⇒) Seja P um R-módulo projetivo. Então, pela
Proposição 1.12, P é isomorfo a um somando direto de um módulo livre
e, pelo Corolário 1.7, podemos considerar P isomorfo a um somando
direto de R(Λ). Logo, a sequência exata curta 0 → P

ϕ→ R(Λ) →
R(Λ)/Im(ϕ)→ 0 cinde e, pela Proposição 1.2, existe um homomorfismo
de R-módulos Ψ : R(Λ) → P tal que Ψ ◦ ϕ = IP .

Para cada i ∈ Λ, consideramos o R-homomorfismo ψi : R(Λ) → R

dada por ψi(f) = f(i), onde estamos enxergando R(Λ) como sendo o
R-módulo A(R), veja Corolário 1.8.

Além disso, dados g ∈ R(Λ) e j ∈ Λ, temos
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g(j) = ψj(g)
(∗)
=
∑
i∈Λ

ψi(g)fi(j) = (
∑
i∈Λ

ψi(g)fi)(j)

a igualdade (∗) vem do fato de que fk(l) = δk,l, isto é, δk,l = 0 se l 6= k

e 1 caso contrário. Logo, g =
∑
i∈Λ ψi(g)fi.

Portanto, {fi}i∈Λ ⊆ R(Λ) e {ψi}i∈Λ ⊆ (R(Λ))∗ satisfazem as condições
i) e ii) da definição anterior e dáı, {fi, ψi}i∈Λ é uma base dual para R(Λ).

Para cada i ∈ Λ, sejam pi = Ψ(fi) ∈ P e gi = ψi ◦ ϕ ∈ P ∗. Então,
para todo p ∈ P , gi(p) = (ψi ◦ ϕ)(p) = ψi(ϕ(p)) = (ϕ(p))(i) 6= 0, para
um número finito de i′s em Λ e∑
i∈Λ

gi(p)pi =
∑
i∈Λ

ψi(ϕ(p))Ψ(fi) = Ψ(
∑
i∈Λ

ψi(ϕ(p))fi)
(∗)
= (ψ ◦ ϕ)(p) = p,

para todo p ∈ P , a igualdade (∗) segue do fato de que {fi, ψi}i∈Λ é uma
base dual para R(Λ). Portanto, {pi, gi}i∈Λ é uma base dual para P .

(⇐) Sejam P um R-módulo e {pi, gi}i∈Λ uma base dual para P .
Queremos mostrar que P é projetivo. Definimos ψ : R(Λ) → P por
ψ(f) =

∑
i∈Λ f(i)pi e

ϕ : P → R(Λ)

p 7→ ϕ(p) : Λ → R

i 7→ (ϕ(p))(i) = gi(p).

Mostremos que ϕ e ψ são R-homomorfismos. De fato, sejam p, q ∈ P ,
f, g ∈ R(Λ) e r ∈ R. Então, para todo i ∈ Λ, temos que

(ϕ(p+ q))(i) = gi(p+ q) = gi(p) + gi(q) = ϕ(p)(i) + ϕ(q)(i)

= (ϕ(p) + ϕ(q))(i),

(ϕ(rp))(i) = gi(rp) = rgi(p) = r(ϕ(p))(i) = (rϕ(p))(i),

ψ(f + g) =
∑
i∈Λ

(f + g)(i)pi =
∑
i∈Λ

(f(i) + g(i))pi =
∑
i∈Λ

f(i)pi + g(i)pi

= ψ(f) + ψ(g) e

ψ(rf) =
∑
i∈Λ

(rf)(i)pi =
∑
i∈Λ

r(f(i))pi = r
∑
i∈Λ

f(i)pi = rψ(f).
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Como (ψ ◦ ϕ)(p) = ψ(ϕ(p)) =
∑
i∈Λ(ϕ(p))(i)pi =

∑
i∈Λ gi(p)pi = p,

para todo p ∈ P , isto é, ψ ◦ ϕ = IP e portanto, ϕ é injetora. Assim,
pela Proposição 1.2, a sequência 0 → P

ϕ→ R(Λ) → R(Λ)/Im(ϕ) → 0
cinde e, pelo Corolário 1.3, P é um somando direto de um módulo livre.
Logo, pela Proposição 1.12, P é projetivo.

1.2 Produto tensorial

Esta seção tem por principal objetivo relembrar alguns conceitos
envolvendo produto tensorial. Lembramos que todo grupo pode ser
visto como um Z-módulo e, desta forma, continuamos mergulhados em
teoria de módulos. Tendo em mente este fato, um grupo abeliano livre
é um Z-módulo livre e portanto, vale a Proposição 1.6 para o caso
em que R = Z. Posteriormente, definimos uma função R-balanceada,
em que R é um anel não necessariamente comutativo, funções estas
necessárias para que possamos demonstrar a existência e a unicidade do
produto tensorial de dois módulos. Esta seção é básica para o Caṕıtulo
4, onde estudamos contexto de Morita. Todos os resultados e definições
colocados nesta seção podem ser encontrados em [8].

A seguinte definição encontra-se em ([8], p.207).

Definição 1.15 Sejam M um R-módulo à direita, N um R-módulo à
esquerda e G um grupo abeliano. Dizemos que f : M ×N → G é uma
função R-balanceada se as seguintes propriedades são satisfeitas para
todo r ∈ R e quaisquer m,m′ ∈M e n, n′ ∈ N :

i) f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n);
ii) f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′);
iii) f(mr, n) = f(m, rn).

Para a definição a seguir, dados M um R-módulo à direita e N um
R-módulo à esquerda, consideramos a soma direta de uma famı́lia de Z-
módulos {Z(m,n)}(m,n)∈M×N com Z(m,n) = Z, assim F =

⊕
M×N Z(m,n) =

Z(M×N) é um grupo abeliano livre com base canônica {f(m,n)}(m,n)∈M×N ,
em que cada
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f(m,n) : M ×N → Z é dada por f(m,n)(x, y) = δ(m,n),(x,y).

Denotando cada elemento da base canônica f(m,n) por (m,n), vamos
“enxergar”M × N em F e assim, um elemento x ∈ F é da forma x =∑k
i=1 zi(xi, yi) com zi ∈ Z, xi ∈M e yi ∈ N .

Definição 1.16 Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à
esquerda. Consideremos F o grupo abeliano sobre o conjunto M × N ,
como acima, e K um subgrupo de F gerado por elementos da forma:

i) (m+m′, n)− (m,n)− (m′, n);

ii) (m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′);

iii) (mr, n)− (m, rn), em que m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N e r ∈ R.

O grupo quociente de F por K, denotado por F/K = M ⊗R N , é
chamado produto tensorial de M e N .

Sendo M ⊗R N um quociente, representamos por m⊗ n a classe do
elemento (m,n)+K. Seguem algumas propriedades básicas do produto
tensorial.

Observação 1.17 i) Um elemento z ∈ M ⊗R N é da forma z =∑n
i=1 zi(xi ⊗ yi) com xi ∈ M , yi ∈ N e zi ∈ Z. Isto é claro, uma

vez que um elemento z ∈ F é da forma z =
∑n
i=1 zi(xi, yi) com zi ∈ Z,

xi ∈M e yi ∈ N e agora basta considerarmos a congruência módulo K.

Esclarecemos ao leitor que, embora um elemento de M ⊗R N seja
escrito como

∑n
i=1(xi⊗yi) com xi ∈M , yi ∈ N , para facilitar as contas

feitas no Caṕıtulo 4, trabalhamos com elementos da forma x ⊗ y com
x ∈M e y ∈ N .

ii) Devido à definição de K acima, temos que (m + m′)⊗ n = m⊗
n + m′ ⊗ n, m ⊗ (n + n′) = m ⊗ n + m ⊗ n′ e mr ⊗ n = m ⊗ rn, para
todo r ∈ R e quaisquer m,m′ ∈M e n, n′ ∈ N .

iii) M ⊗R N é um grupo abeliano, pois é o quociente de um grupo
abeliano.

É fácil ver que a função ι : M ×N →M ⊗N dada por ι((m,n)) =
m⊗ n é R-balanceada e a chamamos balanceada canônica.
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Teorema 1.18 Sejam M um R-módulo à direita, N um R-módulo à
esquerda e G um grupo abeliano. Se g : M ×N → G é uma função R-
balanceada, então existe um único homomorfismo de grupos g : M ⊗R
N → G tal que g ◦ ι = g, em que ι é a balanceada canônica. Além disso,
M ⊗R N é único, a menos de isomorfismo, com essa propriedade.

Demonstração: Sejam F o grupo abeliano livre sobre o conjunto M ×
N , K o subgrupo de F gerado por elementos conforme visto na Definição
1.16 e a inclusão i : M × N → F . Então, pelo Teorema ?? iii), existe
um único homomorfismo de grupos g1 : F → G tal que g1|M×N = g.
Vejamos o diagrama

M ×N � � i //

g

��

F

g1{{wwwwwwwww

G.

Calculando g1 nos geradores de K, temos, para quaisquer m,m′ ∈
M , n, n′ ∈ N e r ∈ R, que

g1((m,n+n′)−(m,n)−(m,n′)) = g1(m,n+n′)−g1(m,n)−g1(m,n′) =

g(m,n+n′)−g(m,n)−g(m,n′)
(∗)
= g(m,n)+g(m,n′)−g(m,n)−g(m,n′)

= 0
Analogamente, g1((m+m′, n)− (m,n)− (m′, n)) = 0 e g1((mr, n)−

(m, rn)) = 0. A igualdade (∗) segue do fato de que g é R-balanceada.
Portanto, que K ⊂ Ker(g1) e desta maneira, podemos definir a função
g : F/K → G, vejamos o diagrama

F
π //

g1

��

F/K

g
}}{{{{{{{{

G

por g(m⊗n) = (g◦π)(m,n) = g1(m,n), em que π é projeção canônica de
um grupo em seu grupo quociente. Claramente, g é um homomorfismo
de grupos e sendo F/K = M ⊗R N temos que g : M ⊗R N → G. Além
disso, para todo (m,n) ∈M ×N , temos
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(g ◦ ι)(m,n) = g(m⊗ n) = g1(m,n) = g(m,n).

Dáı, g ◦ ι = g. Suponhamos que exista h : M ⊗R N → G tal que
h ◦ ι = g. Mostremos que h = g. De fato, para quaisquer m ∈ M e
n ∈ N , temos

h(m⊗ n) = (h ◦ ι)(m,n) = g(m,n) = (g ◦ ι)(m,n) = g(m⊗ n).

Mostremos que M ⊗R N é único a menos de isomorfismo. De
fato, suponhamos que exista um grupo abeliano D e uma função R-
balanceada f : M ×N → D tal que para qualquer função R-balanceada
g : M × N → G, em que G é um grupo abeliano qualquer, exista um
único homomorfismo de grupos f : D → G com f ◦ f = g.

Assim, existe um único homomorfismo de grupos h : D →M ⊗R N
tal que h ◦ f = ι e também um único homomorfismo de grupos h′ :
M ⊗R N → D tal que h′ ◦ ι = f .

Mas, f = h′ ◦ ι = h′ ◦ (h ◦ f) = (h′ ◦ h) ◦ f e ι = h ◦ f = h ◦ (h′ ◦ ι) =
(h ◦h′) ◦ ι e tanto ID quanto IM⊗RN são homomorfismos de grupos tais
que ID ◦f = f e que IM⊗RN ◦ι = ι. Pela unicidade dos homomorfismos,
obrigatoriamente h′ ◦ h = ID e h ◦ h′ = IM⊗RN , ou seja, M ⊗R N e D
são grupos isomorfos.

Observação 1.19 i) Sejam R e S anéis, M um R-módulo à direita, N
um (R,S)-bimódulo e P um S-módulo à esquerda. Então M⊗RN é um
S-módulo à direita e N ⊗S P é um R-módulo à esquerda com as ações
dadas por (m⊗ n)s = m⊗ ns e r(n⊗ x) = rn⊗ x, respectivamente.

ii) Seja f : M → M ′ um homomorfismo de (S,R)-bimódulos e
g : N → N ′ um homomorfismo de R-módulos à esquerda. Então a
aplicação definida por f ⊗ g : M ⊗R N → M ′ ⊗R N ′ é um homomor-
fismo de S-módulos à esquerda.

iii) Sejam R um anel, M um R-módulo à esquerda e N um R-
módulo à direita. Então ϕ : R ⊗RM → M e ϕ′ : N ⊗R R → N dados
por ϕ(r ⊗m) = rm e ϕ′(n⊗ r) = nr são isomorfismos de R-módulos à
esquerda e à direita, respectivamente.

O motivo de termos colocado estas observações acima é que estas
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são usadas naturalmente no Caṕıtulo 4 e o leitor, se necessário, pode
remeter-se diretamente a elas aqui. Os próximos exemplos servem para
ilustrar alguns isormorfismos envolvendo produto tensorial e são encon-
trados em ([8] p.216,217).

Exemplo 1.20 Zm ⊗ Zn e Zc são Z-módulos isomorfos, em que c =
MDC(m,n).

Exemplo 1.21 Sejam R um anel comutativo, I e J ideais de R. Então
R/I ⊗R R/J e R/(I + J) são R-módulos isomorfos.

Teorema 1.22 Sejam R e S anéis, M um R-módulo à direita, N um
(R,S)-bimódulo e P um S-módulo à esquerda. Então (M ⊗R N)⊗S P
e M ⊗R (N ⊗S P ) são grupos abelianos isomorfos, cujo isomorfismo é
dado por

(m⊗ n)⊗ x 7→ m⊗ (n⊗ x), para m ∈M,n ∈ N e x ∈ P.

1.3 Álgebra dos multiplicadores

Iniciamos esta seção definindo uma K-álgebra, em que K é um anel
comutativo com unidade. Apresentamos algumas propriedades e resul-
tados envolvendo uma K-álgebra particular, chamada álgebra dos mul-
tiplicadores. A referência usada aqui para tal assunto é [6]. Um dos
principais resultados desta seção nos diz quando um ideal de uma K-
álgebra é (L,R)-associativo.

Terminamos a mesma com uma proposição de grande utilidade para
o Teorema 2.7, o qual diz respeito à comutatividade do skew anel de
grupo parcial.

Definição 1.23 Seja K um anel comutativo. Uma K-álgebra A é um
anel tal que A é um K-módulo à esquerda (e à direita) e k(ab) = (ka)b =
a(kb) para quaisquer k ∈ K e a, b ∈ A.

Caso o anel K possua unidade, a K-álgebra A é um K-módulo
unitário. Um subanel B de A é dito uma K-subálgebra de A se B é uma
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K-álgebra. Lembramos que um homomorfismo de K-álgebras f : A→ B

é um homomorfismo de anéis e de K-módulos tal que f(1A) = 1B , se A
e B possuem unidade.

Para a maior parte dos resultados mostrados nesta seção, a K-álgebra
A não possui unidade e quando necessária a unidade, somos expĺıcitos
no(s) enunciado(s).

Observação 1.24 Sejam A uma K-álgebra com unidade e I um ideal
de A. Então I é uma K-subálgebra de A. De fato, I é claramente um
subanel de A e notemos que kx = k(1Ax) = (k1A)x ∈ I, para quaisquer
k ∈ K e x ∈ I. Facilmente, verificamos as propriedades para que I seja
um K-módulo e que k(ab) = (ka)b = a(kb) para quaisquer k ∈ K e
a, b ∈ I, pois as mesmas são herdadas de A.

Dado x ∈ A, consideramos as multiplicações à esquerda e à direita de
I por x, Lx : I → I e Rx : I → I definidas por Lx(a) = xa e Rx(a) = ax,
para todo a ∈ I. Claramente, Lx e Rx são K-homomorfismos que
satisfazem Lx(ab) = Lx(a)b, Rx(ab) = aRx(b) e Rx(a)b = aLx(b), para
quaisquer a, b ∈ I. As três igualdades acima seguem diretamente da
associatividade da K-álgebra A.

Definição 1.25 A álgebra dos multiplicadores de uma K-álgebra A é o
conjunto dos pares ordenados

M(A) = {(L,R) : L,R são K-homomorfismos de A},

que satisfazem às propriedades L(ab) = L(a)b, R(ab) = aR(b) e R(a)b =
aL(b), para quaisquer a, b ∈ A. As operações em M(A) são dadas
abaixo:

i) (L,R) + (L′, R′) = (L+ L′, R+R′);
ii) α(L,R) = (αL,αR), para todo α ∈ K;
iii) (L,R)(L′, R′) = (L ◦ L′, R′ ◦R).

Proposição 1.26 M(A) é uma K-álgebra com unidade 1M(A) = (IA, IA),
IA é identidade em A.

Demonstração: A associatividade é clara, uma vez que a composição
de funções é associativa. Para garantirmos queM(A) é uma K-álgebra, é
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suficiente mostrarmos as seguintes propriedades. Para quaisquer k1, k2 ∈
K, temos

(k1k2)[(L,R)] = ((k1k2)L, (k1k2)R)
(∗)
= (k1(k2L), k1(k2R))

= k1(k2L, k2R) = k1[k2(L,R)] e também

k1[(L,R)(L′, R′)] = [k1(L,R)](L′, R′) = (L,R)[k1(L′, R′)].

De fato,

k1[(L,R)(L′, R′)] = k1(L ◦ L′, R′ ◦R) = (k1(L ◦ L′), k1(R′ ◦R))
(∗∗)
= ((k1L) ◦ L′, R′ ◦ (k1R)) = (k1L, k1R)(L′, R′)

= [k1(L,R)](L′, R′) e

k1[(L,R)(L′, R′)] = k1(L ◦ L′, R′ ◦R)
(∗∗∗)
= (L ◦ (k1L

′), (k1R
′) ◦R)

= (L,R)(k1L
′, k1R

′) = (L,R)[k1(L′, R′)],

em que as igualdades em (∗), (∗∗) e (∗ ∗ ∗) são devidas aos fatos de
que L,L′, R, e R′ são K-homomorfismos. É claro que (IA, IA)(L,R) =
(L,R) e (L,R)(IA, IA) = (L,R). Portanto, M(A) é uma K-álgebra com
unidade.

A fim de enunciarmos o próximo resultado, notemos que, para todo
x ∈ A, o par (Lx, Rx) ∈M(A), veja a Observação 1.24, fazendo I = A.

Proposição 1.27 A aplicação Φ : A→M(A) dada por Φ(x) = (Lx, Rx)
é um homomorfismo de K-álgebras.

Demonstração: De fato, usando que A é uma K-álgebra, para quais-
quer x, y, z ∈ A e k ∈ K, temos

Lx+y(z) = (x+ y)z = xz + yz = Lx(z) + Ly(z) = (Lx + Ly)(z)

Lxy(z) = (xy)z = x(yz) = x(Ly(z)) = Lx(Ly(z)) = (Lx ◦ Ly)(z) e

Lkx(z) = (kx)z = k(xz) = k(Lx(z)) = (kLx)(z).

Logo, Lx+y = Lx + Ly Lxy = Lx ◦ Ly e Lkx = kLx. Analogamente,
Rx+y = Rx + Ry, Rxy = Ry ◦ Rx e Rkx = kRx. Portanto, para todo
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k ∈ K e quaisquer x, y ∈ A, temos

Φ(x+ y) = (Lx+y, Rx+y) = (Lx + Ly, Rx +Ry) = (Lx, Rx) + (Ly, Ry)

= Φ(x) + Φ(y),

Φ(xy) = (Lxy, Rxy) = (Lx ◦ Ly, Ry ◦Rx) = (Lx, Rx)(Ly, Ry)

= Φ(x)Φ(y)

Φ(kx) = (Lkx, Rkx) = (kLx, kRx) = k(Lx, Rx) = kΦ(x)

e se A possui unidade, então Φ(1A) = (L1, R1) = (IA, IA) = 1M(A).
Logo, Φ é um homomorfismo de K-álgebras.

Definição 1.28 Dizemos que uma K-álgebra A é não-degenerada se
Φ : A→M(A), definida acima, é injetora.

Notemos que

Ker(Φ) = {x ∈ A : Φ(x) = 0} = {x ∈ A : Lx = Rx = 0}

= {x ∈ A : Lx(a) = Rx(a) = 0, ∀ a ∈ A}

= {x ∈ A : xa = 0 e ax = 0, ∀ a ∈ A}

= AnnLA(A) ∩AnnRA(A),

em que AnnLA(A) é o anulador à esquerda de A em A e AnnRA(A) é o
anulador à direita.

Portanto, pelo que foi desenvolvido acima, uma K-álgebra A é não-
degenerada se, e somente se, Ker(Φ) = AnnLA(A) ∩ AnnRA(A) = 0 se, e
somente se, para todo 0 6= a ∈ A, Φ(a) = (La, Ra) 6= 0.

Equivalentemente, uma K-álgebra A é não-degenerada se, e somente
se, para todo 0 6= a ∈ A, existe 0 6= b ∈ A tal que La(b) = ab 6= 0 ou
Ra(b) = ba 6= 0.

Mais geralmente, se I é um ideal de A então podemos considerar o
homomorfismo de K-álgebras, ψ : A→M(I) dado por ψ(x) = (Lx, Rx)
e dáı,
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Ker(ψ) = {x ∈ A : ψ(x) = 0} = {x ∈ A : Lx = Rx = 0}

= {x ∈ A : xa = ax = 0, ∀ a ∈ I}

= {x ∈ A : xa = 0 e ax = 0,∀ a ∈ I}

= AnnLA(I) ∩AnnRA(I),

como acima AnnLA(I) é o anulador à esquerda de I em A e AnnRA(I) é
o anulador à direita de I em A.

Proposição 1.29 Seja A uma K-álgebra. Então são verdadeiras as
afirmações.

i) Φ(A) é um ideal de M(A).

ii) Φ : A → M(A) é um isomorfismo de K-álgebras se, e somente
se, A é uma K-álgebra com unidade.

Demonstração: i) Sejam x, y ∈ A e (L,R) ∈ M(A). Então Φ(x) −
Φ(y) = Φ(x− y) ∈ Φ(A). Além disso, para todo a ∈ A, temos

(Lx ◦ L)(a) = Lx(L(a)) = xL(a)
(∗)
= R(x)a = LR(x)(a) e

(R ◦Rx)(a) = R(Rx(a)) = R(ax)
(∗)
= aR(x) = RR(x)(a),

as igualdades (∗) são devidas às propriedades que os multiplicadores
satisfazem, veja Definição 1.25. Logo, Φ(x)(L,R) = (Lx, Rx)(L,R) =
(Lx ◦ L,R ◦ Rx) = (LR(x), RR(x)) ∈ Φ(A). Analogamente, podemos
mostrar que (L,R)Φ(x) ∈ Φ(A).

ii) Suponhamos que Φ : A → M(A) seja um isomorfismo de K-
álgebras e por ser M(A) uma K-álgebra com unidade, segue que A é
uma K-álgebra com unidade.

Reciprocamente, para mostrarmos que Φ : A→M(A) é um isomor-
fismo de K-álgebras, basta provarmos que Φ é uma bijeção, pois Φ é um
homomorfismo de K-álgebras, devido à Proposição 1.27.

Seja (L,R) ∈ M(A). Como A possui unidade (1A = 1), então
para todo x ∈ A, temos que L(x) = L(1x) = L(1)x = LL(1)(x) e que
R(x) = R(x1) = xR(1) = RR(1)(x). Logo, L = LL(1) e R = RR(1).
Além disso, R(1) = R(1)1 = 1L(1) = L(1).
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Considerando a = L(1) = R(1), segue que Φ(a) = (La, Ra) = (L,R)
e dáı, Φ é sobrejetora.

Sejam x ∈ Ker(Φ). Então Φ(x) = 0 e portanto, (Lx, Rx) = 0.
Logo, Lx(a) = Rx(a) = 0, para todo a ∈ A. Em particular, para
a = 1A, temos que Lx(1A) = Rx(1A) = 0 e isso nos diz que x = 0 e dáı,
Φ é injetora.

Definição 1.30 Uma K-álgebra A é dita (L,R)-associativa se, dados
quaisquer dois multiplicadores (L,R), (L′, R′) ∈M(A), vale a igualdade
R′ ◦ L = L ◦R′.

A proposição que enunciamos a seguir mostra duas condições sufi-
cientes para a (L,R)-associatividade.

Proposição 1.31 Uma K-álgebra A é (L,R)-associativa sempre que
uma das condições abaixo é satisfeita.

i) A é não-degenerada ou

ii) A é idempotente.

Demonstração: i) Sejam (L,R), (L′, R′) ∈M(A) e a, b ∈ A. Então

R(L′(a))b = L′(a)L(b) = L′(aL(b)) = L′(R(a)b) = L′(R(a))b,

as igualdades acima seguem das propriedades dadas na Definição 1.25.
Assim, para todo b ∈ A, (R(L′(a))− L′(R(a)))b = 0, isto é, R(L′(a))−
L′(R(a)) ∈ AnnLA(A). Analogamente, podemos provar que R(L′(a)) −
L′(R(a)) ∈ AnnRA(A) e isso nos diz queR(L′(a))−L′(R(a)) ∈ AnnLA(A)∩
AnnRA(A).

ComoA é não-degenerada, segue queKer(Φ) = AnnLA(A)∩AnnRA(A) =
0. Logo, R(L′(a)) = L′(R(a)), para todo a ∈ A. Portanto, R ◦ L′ =
L′ ◦R, isto é, A é (L,R)-associativa.

ii) Sejam a1, a2 ∈ A. Chamamos a = a1a2 ∈ A. Então

R(L′(a)) = R(L′(a1a2)) = R(L′(a1)a2) = L′(a1)R(a2) = L′(a1R(a2))

= L′(R(a1a2)) = L′(R(a)), (∗)
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novamente as igualdades acima seguem das propriedades dadas na Definição
1.25.

Como A é idempotente então, para qualquer c ∈ A, temos que c =∑n
i=1 aibi, em que ai, bi ∈ A. Com o aux́ılio do que acabamos de provar

em (∗), temos que

(R ◦ L′)(c) =
n∑
i=1

R(L′(aibi))
(∗)
=

n∑
i=1

L′(R(aibi)) = (L′ ◦R)(
n∑
i=1

aibi)

= (L′ ◦R)(c).

Portanto, R ◦ L′ = L′ ◦R e dáı, A é (L,R)-associativa.

No próximo caṕıtulo será muito importante decidirmos quando os
ideais de uma K-álgebra A são (L,R)-associativos. A proposição que
enunciamos abaixo caminha nesta direção. Antes, lembremos a definição
de uma álgebra semiprima.

Definição 1.32 Uma K-álgebra A é dita semiprima se A não possui
ideais nilpotentes não-nulos, isto é, se I é um ideal de A tal que In = 0,
para algum n ∈ N, então I = 0.

Proposição 1.33 Seja A uma K-álgebra com unidade. Então são equiv-
alentes:

i) todo ideal não-nulo de A é não-degenerado;
ii) todo ideal não-nulo de A ou é idempotente ou é não-degenerado;
iii) todo ideal não-nulo de A é não-degenerado à direita (dizemos que

I é não-degenerado à direita se, para qualquer elemento não-nulo a ∈ I,
aI 6= 0);

iv) todo ideal não-nulo de A é não-degenerado à esquerda (definimos
de modo similar com Ia 6= 0);

v) A é semiprima.
Neste caso, todo ideal de A é (L,R)-associativo.

Demonstração: Para demonstrarmos esta proposição faremos apenas
as implicações ii)⇒ v)⇒ iii)⇒ i), pois o item iii) pode ser substitúıdo
pelo item iv) por simetria e a implicação i) ⇒ ii) é óbvia.
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ii)⇒ v) Suponhamos que A não seja semiprima. Então A possui um
ideal J não- nulo tal que Jn = 0, para algum n ∈ N, n > 1. Claramente,
(Jn−1)2 = J2n−2 ⊆ Jn = 0 e isto implica que A possui um ideal não-
nulo I = Jn−1 tal que I2 = 0. Portanto, I não é nem idempotente e
nem não-degenerado, o que é absurdo. Logo, A é semiprima.

v) ⇒ iii) Suponhamos que exista 0 6= a ∈ I tal que aI = 0. Então
o ideal J = AaA é não-nulo, pois A possui unidade. Entretanto, J2 =
(AaA)(AaA) = Aa(AAa)A ⊆ AaIA = 0. Assim, encontramos um
ideal J de A não-nulo tal que J2 = 0, o que contradiz o fato de A ser
semiprima.

iii) ⇒ i) Seja I um ideal não-nulo de A. Então, por hipótese, para
qualquer 0 6= a ∈ I temos que aI 6= 0, ou seja, existe b ∈ I tal que
ab 6= 0 e isto é equivalente a dizermos que I é não-degenerado.

Proposição 1.34 Seja π : I → J um isomorfismo de K-álgebras.
Então a aplicação

ϕ : M(I) → M(J)
(L,R) 7→ (π ◦ L ◦ π−1, π ◦R ◦ π−1)

é um isomorfismo de K-álgebras.

Demonstração: Inicialmente, mostremos que ϕ está bem definida.
Seja (L,R) ∈ M(I). Claramente, π ◦ L ◦ π−1 : J → J e π ◦ R ◦
π−1 : J → J são K-homomorfismos de J , pois são a composição de
K-homomorfismos.

É necessário mostrarmos que o par (π ◦L ◦π−1, π ◦R ◦π−1) satisfaz
às propriedades dadas na Definição 1.25. De fato, sejam x, y ∈ J . Então

(π ◦ L ◦ π−1)(xy) = π(L(π−1(x)π−1(y))) = π(L(π−1(x))π−1(y))

= π(L(π−1(x))) y = (π ◦ L ◦ π−1)(x) y e

analogamente, mostramos que (π ◦ R ◦ π−1)(xy) = x (π ◦ R ◦ π−1)(y).
Para y ∈ J , existe z ∈ I tal que π(z) = y, então
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(π ◦R ◦ π−1)(x) y = (π ◦R ◦ π−1)(x)π(z) = π(R(π−1(x))z)

= π(π−1(x)L(z)) = xπ(L(z)) = xπ(L(π−1(y)))

= x (π ◦ L ◦ π−1)(y).

Portanto, (π ◦L ◦π−1, π ◦R ◦π−1) ∈M(J). Sejam (L,R), (L′, R′) ∈
M(I) e α ∈ K. Então, para todo a ∈ J , temos que

(π ◦ (L+ αL′) ◦ π−1)(a) = (π ◦ (L+ αL′))(π−1(a)))

= π(L(π−1(a)) + αL′(π−1(a)))

= π(L(π−1(a))) + απ(L′(π−1(a)))

= (π ◦ L ◦ π−1 + α(π ◦ L′ ◦ π−1))(a).

Logo, π◦(L+αL′)◦π−1 = (π◦L◦π−1)+α(π◦L′◦π−1). Analogamente,
π◦(R+αR′)◦π−1 = (π◦R◦π−1)+α(π◦R′◦π−1). Portanto, ϕ((L,R)+
α(L′, R′)) = ϕ(L,R) + αϕ(L′, R′).

Falta mostrarmos que ϕ((L,R)(L′, R′)) = ϕ(L,R)ϕ(L′, R′). De fato,

ϕ((L,R)(L′, R′)) = ϕ(L◦L′, R′◦R) = (π◦(L◦L′)◦π−1, π◦(R′◦R)◦π−1)

= (π ◦ (L ◦ π−1 ◦ π ◦ L′) ◦ π−1, π ◦ (R′ ◦ π−1 ◦ π ◦R) ◦ π−1)

= (π ◦L◦π−1, π ◦R◦π−1)(π ◦L′ ◦π−1, π ◦R′ ◦π−1) = ϕ(L,R)ϕ(L′, R′).

Finalmente, mostremos que ϕ é uma bijeção. De fato, seja (L,R) ∈
M(J). Não é dif́ıcil ver que (π−1◦L◦π, π−1◦R◦π) ∈M(I) e claramente,
ϕ(π−1 ◦ L ◦ π, π−1 ◦R ◦ π) = (L,R).

Seja (L,R) ∈ Ker(ϕ). Então 0 = ϕ((L,R)) = (π◦L◦π−1, π◦R◦π−1).
Logo, π ◦ L ◦ π−1 = 0 = π ◦ R ◦ π−1 e como π e π−1 são isomorfismos,
segue imediatamente que L = R = 0. Logo, Ker(ϕ) = 0 e ϕ é injetora.
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Caṕıtulo 2

O skew anel de grupo

parcial e a questão da

associatividade

Dados um conjunto X e um grupo G é bem conhecida a definição
de ação parcial de G em X. Tal definição apareceu em várias áreas da
matemática como, em particular, na teoria de álgebra de operadores,
onde mostrou ser uma poderosa ferramenta veja ([1], [3], [4], [5], [10],
[11]). Como o leitor irá perceber, a definição de ação parcial dada neste
trabalho, que é a definição apresentada em [2], é muito geral, uma vez
que temos a ação de G em um conjunto qualquer. Nosso objetivo aqui
é trabalhar com o conceito algébrico de ações parciais, isto é, ao invés
de um conjunto qualquer, consideramos uma K-álgebra A em que K é
um anel comutativo com unidade.

Ao considerarmos uma K-álgebra A com o grupo G agindo “parcial-
mente” em A, formamos a K-álgebra A∗αG, onde α é uma ação parcial
de G em A, chamada skew anel de grupo parcial.

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é mostrar que, mediante cer-
tas hipóteses, A ∗α G é associativo e portanto é uma K-álgebra como
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dissemos acima.

No que segue, definimos ações parciais de um grupo G em um con-
junto X. Apresentamos formalmente a definição do skew anel de grupo
parcial e no Teorema 2.7, provamos a associatividade de A∗αG mediante
a (L,R)-associatividade dos ideais Dg, g ∈ G.

Definimos agora ação global de um grupo G em uma álgebra com o
intuito de que o leitor possa perceber que a definição de ação parcial é,
de fato, uma generalização da definição de ação global.

Definição 2.1 Sejam G um grupo, K um anel com unidade e A uma
K-álgebra. Dizemos que G age globalmente em A se existe um homo-
morfismo de grupos β : G → AutK(A), em que AutK(A) é o grupo dos
K-automorfismos de A.

Definição 2.2 Sejam G um grupo com elemento neutro 1 e X um con-
junto. Uma ação parcial de G em X é uma coleção de subconjuntos Dg

de X, com g ∈ G, e bijeções αg : Dg−1 → Dg tais que:

i) D1 = X e α1 é a aplicação identidade de X;

ii) D(gh)−1 ⊇ α−1
h (Dh ∩Dg−1), para quaisquer g, h ∈ G;

iii) (αg ◦αh)(x) = αgh(x), para todo x ∈ α−1
h (Dh∩Dg−1) e quaisquer

g, h ∈ G.

Notemos que se Dg = X para todo g ∈ G, então α é uma ação global
de G em X. Desta forma, podemos dizer que a definição de ação parcial
é uma generalização da definição de ação global.

Observação 2.3 1) A condição iii) nos diz que (αh◦αh−1)(x) = x para
todo x ∈ Dh e que (αh−1 ◦αh)(y) = y, ∀y ∈ Dh−1 . Assim, α−1

h = αh−1 .

2) As condições ii) e iii) nos dão que αgh é uma extensão de αg ◦αh,
isto é, αgh|D(αg◦αh) = αg ◦αh, em que D(αg ◦αh) é o domı́nio da função
αg ◦ αh. Denotando por D(αgh) o domı́nio da função αgh, temos que

D(αg ◦ αh) =
{
x ∈ Dh−1 : αh(x) ∈ Dh ∩Dg−1

}
= α−1

h (Dh ∩Dg−1) ⊆ D(gh)−1 = D(αgh),
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a inclusão acima segue de ii) e por iii), conclúımos que αgh é uma
extensão de αg ◦ αh.

A seguir, mostramos uma definição equivalente de ação parcial e
que, de fato, acaba por tornar-se mais utilizada no trabalho do que a
primeira.

Proposição 2.4 As condições i), ii) e iii) da Definição 2.2 são equiva-
lentes às condições:

i) D1 = X e α1 é a aplicação identidade de X;

ii’) αg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh, para quaisquer g, h ∈ G;

iii’) αg(αh(x)) = αgh(x), para todo x ∈ Dh−1 ∩ D(gh)−1 e quaisqer
g, h ∈ G.

Demonstração: Primeiramente, mostremos que a condição ii) pode
ser trocada pela igualdade α−1

h (Dh ∩Dg−1) = Dh−1 ∩D(gh)−1 (∗), isto
é, mostremos que ii) e iii) implicam (∗). Por outro lado, a igualdade (∗)
implica obviamente ii).

Temos que α−1
h (Dh ∩ Dg−1) ⊆ Dh−1 e por ii), α−1

h (Dh ∩ Dg−1) ⊆
D(gh)−1 . Logo, α−1

h (Dh∩Dg−1) ⊆ Dh−1 ∩D(gh)−1 . Trocando h por h−1

e g por gh, segue que α−1
h−1(Dh−1 ∩ D(gh)−1) ⊆ Dh ∩ Dg−1 e portanto,

Dh−1 ∩D(gh)−1 ⊆ αh−1(Dh ∩Dg−1), mas iii) nos diz que αh−1 = α−1
h ,

veja Observação 2.3 e assim, Dh−1 ∩D(gh)−1 ⊆ α−1
h (Dh ∩Dg−1) e segue

a igualdade (∗).
É claro que i), (∗) e iii) implicam i), ii’) e iii’), pois trocando h por

g−1 e g por h−1 em (∗), temos que α−1
g−1(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh, mas

α−1
g−1 = αg por iii) e dáı, αg(Dg−1 ∩ Dh) = Dg ∩ Dgh. Além disso,

valendo (∗) e iii), segue iii’).

Agora, vejamos que i), ii’) e iii’) implicam i), (∗) e iii). Em ii’)
troquemos g por h e h por (gh)−1 e dáı, αh(Dh−1∩D(gh)−1) = Dh∩Dg−1

e consequentemente, temos que Dh−1 ∩ D(gh)−1 = α−1
h (Dh ∩ Dg−1).

Assim, valendo (∗) e iii’) segue iii).

No que segue, X = A em que A é uma K-álgebra e para todo g ∈ G,
Dg é um ideal de A e αg : Dg−1 → Dg é um isomorfismo de anéis.
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No caso em que a K-álgebra A possua unidade, os ideais Dg
′s são K-

subálgebras de A e os αg ′s são isomorfismos de K-álgebras.

Definição 2.5 Dada uma ação parcial α de um grupo G em uma K-
álgebra A, o skew anel de grupo parcial A ∗α G, correspondente à ação
parcial α é o conjunto de todas as somas formais finitas

A ∗α G =

∑
g∈G

agδg : ag ∈ Dg

 ,

em que δg
′s são śımbolos que indicam a “posição” dos elementos na

soma. A adição é a usual e a multiplicação é dada por (agδg)(bhδh) =
αg(αg−1(ag)bh)δgh, para quaisquer g, h ∈ G.

Proposição 2.6 O skew anel de grupo parcial A ∗α G é um K-módulo
cuja a ação é dada por k(

∑
g∈G agδg) =

∑
g∈G(kag)δg, para todo k ∈ K

e
∑
g∈G agδg ∈ A ∗α G. Além disso, para quaisquer x, y ∈ A ∗α G e

k ∈ K, vale que k(xy) = (kx)y = x(ky).

Demonstração: Sejam x, y ∈ A ∗α G e k1, k2 ∈ K. Então x =∑
g∈G agδg e y =

∑
g∈G bgδg. Portanto,

(k1 + k2)x = (k1 + k2)(
∑
g∈G

agδg) =
∑
g∈G

((k1 + k2)ag)δg

(∗)
=

∑
g∈G

(k1ag + k2ag)δg = k1

∑
g∈G

agδg + k2

∑
g∈G

agδg

= k1x+ k2x,

k1(x+ y) = k1(
∑
g∈G

agδg +
∑
g∈G

bgδg) = k1(
∑
g∈G

(ag + bg)δg)

=
∑
g∈G

(k1(ag + bg))δg
(∗∗)
=
∑
g∈G

(k1ag + k1bg)δg

= k1

∑
g∈G

agδg + k1

∑
g∈G

bgδg = k1x+ k1y,

29



(k1k2)x = (k1k2)(
∑
g∈G

agδg) =
∑
g∈G

((k1k2)ag)δg

(∗∗∗)
=

∑
g∈G

(k1(k2ag))δg = k1

∑
g∈G

(k2ag)δg = k1(k2

∑
g∈G

agδg)

= k1(k2x),

em que as igualdades em (∗), (∗∗) e (∗ ∗ ∗) são devidas ao fato de que
Dg (∀ g ∈ G) é uma K-álgebra e portanto, um K-módulo.

Suponhamos que x = agδg e y = bhδh em A ∗α G. Então

k((agδg)(bhδh)) = k(αg(αg−1(ag)bh)δgh) = (kαg(αg−1(ag)bh))δgh

= αg(αg−1(kag)bh)δgh = ((kag)δg)(bhδh)

= (k(agδg))(bhδh),

k((agδg)(bhδh)) = k(αg(αg−1(ag)bh)δgh) = (kαg(αg−1(ag)bh))δgh

= (αg(k(αg−1(ag)bh)))δgh
(∗)
= (αg(αg−1(ag)(kbh)))δgh

= (agδg)((kbh)δh) = (agδg)(k(bhδh)).

Usando a linearidade segue que k(xy) = (kx)y = x(ky) para todo
k ∈ K e quaisquer x, y ∈ A ∗α G. As igualdades acima são devidas aos
fatos de que os Dg

′s são K-álgebras e os αg ′s são K-isomorfismos. A
igualdade (∗) segue do fato de que A é uma K-álgebra.

O skew anel de grupo parcial A∗αG nem sempre é associativo. Mais
a frente exibimos um exemplo que mostra este fato. No entanto, sob
certa condição é posśıvel mostrar que A ∗α G é associativo, isto é o que
veremos no próximo teorema.

Teorema 2.7 Se A é uma K-álgebra e α uma ação parcial de um grupo
G em A tal que cada Dg é (L,R)-associativo, então o skew anel de grupo
parcial A ∗α G é associativo.

Demonstração: Claramente, A ∗α G é associativo se, e somente se,
(aδhbδg)cδf = aδh(bδgcδf ) (∗), para quaisquer h, g, f ∈ G, a ∈ Dh,
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b ∈ Dg e c ∈ Df . Temos que

(aδhbδg)cδf = (αh(αh−1(a)b)δhg)(cδf )

= αhg(α(hg)−1(αh(αh−1(a)b))c)δ(hg)f .

Como αh−1(a) ∈ Dh−1 e b ∈ Dg, segue que αh−1(a)b ∈ Dh−1 ∩Dg,
pois Dh−1 e Dg são ideais de A. Portanto, αh(αh−1(a)b) ∈ αh(Dh−1 ∩
Dg) = Dh ∩ Dhg, esta última igualdade é decorrente da condição ii’).
Usando iii’), segue que

α(hg)−1(αh(αh−1(a)b)) = αg−1h−1(αh(αh−1(a)b))

= αg−1(αh−1(αh(αh−1(a)b)))

= αg−1(αh−1h(αh−1(a)b))

= αg−1(αh−1(a)b).

Logo, (aδhbδg)cδf = αhg(αg−1(αh−1(a)b)c)δ(hg)f . Aplicando iii’) a
esta última igualdade, temos que α(hg)−1(αh(αh−1(a)b)) = αg−1(αh−1(a)b)
e assim, αg−1(αh−1(a)b) ∈ Dg−1 ∩D(hg)−1 . Usando este fato, segue de
iii’) que

(aδhbδg)cδf = αhg(αg−1(αh−1(a)b)c)δ(hg)f

= αh(αg(αg−1(αh−1(a)b)c))δ(hg)f .

O lado direito da igualdade (∗) é

aδh(bδgcδf ) = (aδh)(αg(αg−1(b)c)δgf ) = αh(αh−1(a)αg(αg−1(b)c))δh(gf).

Portanto, A ∗α G é associativo se, e somente se,

αh(αg(αg−1(αh−1(a)b)c))δ(hg)f = αh(αh−1(a)αg(αg−1(b)c))δh(gf).

ComoG é um grupo, é óbvio que h(gf) = (hg)f e por ser αh injetora,
segue que A ∗α G é associativo se, e somente se,

αg(αg−1(αh−1(a)b)c) = αh−1(a)αg(αg−1(b)c), ∀ a ∈ Dh, b ∈ Dg e
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c ∈ Df .
Sendo αh−1 : Dh → Dh−1 um isomorfismo, αh−1(a) “percorre” todo

Dh−1 e assim a condição acima é equivalente à

αg(αg−1(ab)c) = aαg(αg−1(b)c), para quaisquer a ∈ Dh−1 , b ∈ Dg e

c ∈ Df . (∗∗)
Se h = f = 1 então Dh = Df = A e A∗αG é associativo se, e somente

se, (∗∗) vale para quaisquer g ∈ G, a, c ∈ A e b ∈ Dg. Claramente, (∗∗)
é equivalente à

((αg ◦Rc ◦ αg−1) ◦ La)(b) = (La ◦ (αg ◦Rc ◦ αg−1))(b)

para todo b ∈ Dg, g ∈ G e quaisquer a, c ∈ A.
Consideremos Rc um multiplicador à direita de Dg−1 e La um mul-

tiplicador à esquerda de Dg. Como αg : Dg−1 → Dg é um isomorfismo
de K-álgebras segue, da Proposição 1.34, que αg ◦Rc ◦ αg−1 : Dg → Dg

é um multiplicador à direita de Dg. Sendo cada Dg (g ∈ G) um ideal
(L,R)-associativo temos que (αg ◦Rc ◦αg−1)◦La = La ◦ (αg ◦Rc ◦αg−1)
e dáı, A ∗α G é associativo.

Em vista da Proposição 2.6 e do teorema acima, segue que A ∗αG é
uma K-álgebra com unidade 1Aδ1 em que 1A é a unidade de A.

Corolário 2.8 Se α é uma ação parcial de um grupo G em uma K-
álgebra A tal que cada Dg (g ∈ G) ou é idempotente ou é não-degenerado,
então o skew anel de grupo parcial A ∗α G é associativo.

Demonstração: Como cada Dg ou é idempotente ou é não-degenerado
então, pela Proposição 1.31, cada Dg é (L,R)-associativo. Pelo Teorema
2.7, temos que A ∗α G é associativo.

Definição 2.9 Uma K-álgebra A é dita fortemente associativa se, para
qualquer grupo G e para qualquer ação parcial α de G em A, o skew
anel de grupo parcial A ∗α G é associativo.

Corolário 2.10 Uma K-álgebra semiprima é fortemente associativa.
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Demonstração: Sejam A uma K-álgebra semiprima, G um grupo e
α uma ação parcial de G em A. Então, pela Proposição 1.33, cada
ideal Dg (g ∈ G) da álgebra A ou é idempotente ou é não-degenerado.
Pelo Corolário 2.8, A ∗α G é associativo e portanto, A é fortemente
associativa.

O exemplo que segue nos mostra que nem sempre o skew anel de
grupo parcial é associativo.

Exemplo 2.11 Sejam K um corpo e A um K-espaço vetorial de di-
mensão quatro com base {1, u, t, v}. Definimos a multiplicação em A

da seguinte forma u2 = v2 = t2 = uv = vu = tu = ut = 0, tv = vt =
u e 1a = a1 = a, ∀ a ∈ A.

Claramente, A é uma K-álgebra de dimensão quatro. Sejam G =〈
g : g2 = 1

〉
e I o ideal de A gerado por v, isto é, I = AvA = Av, pois

A é comutativa.

Agora, notemos que I é um K-subespaço de A gerado por u e v. De
fato, seja x ∈ I. Então x = (a1+a2u+a3t+a4v)v = a1v+a3u ∈ Kv+Ku.
Por outro lado, dado x ∈ Ku + Kv temos que x = k1u + k2v com
k1, k2 ∈ K. Obviamente, k2v ∈ I e como u = tv ∈ Av = I e dáı, x ∈ I.
Logo, I = Ku+ Kv.

Definimos D1 = A , α1 : A → A a aplicação identidade em A,
Dg = I = Dg−1 e αg : I → I por αg(x) = αg(k1u + k2v) = k1v + k2u.

Como G é um grupo de ordem 2 e {1, u, t, v} é base de A, as condições
para que α = ({A, I}, {α1, αg}) seja uma ação parcial são facilmente
verificadas.

Mostremos que A∗αG = Aδ1⊕Iδg não é associativo. De fato, basta
considerarmos x = tδ1 + uδg. Logo,

(xx)x = ((tδ1 + uδg)(tδ1 + uδg)) (tδ1 + uδg)

= (tδ1tδ1 + tδ1uδg + uδgtδ1 + uδguδg) (tδ1 + uδg)

=
(
t2δ1 + tuδg + αg(vt)δg + αg(vu)δ1

)
(tδ1 + uδg)

= (αg(u)δg) (tδ1 + uδg) = (vδg) (tδ1 + uδg)

= vδgtδ1 + vδguδg = αg(ut)δg + αg(u2)δ1 = 0.
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Por outro lado,

x (xx) = (tδ1 + uδg) ((tδ1 + uδg) (tδ1 + uδg))

= (tδ1 + uδg) (tδ1tδ1 + tδ1uδg + uδgtδ1 + uδguδg)

= (tδ1 + uδg) (vδg) = tδ1vδg + uδgvδg

= uδg.
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Caṕıtulo 3

Ações envolventes

Iniciamos este caṕıtulo com um exemplo, o qual mostra que, dada
uma ação β (global) de um grupo G em uma K-álgebra B, é sempre
posśıvel construir uma ação parcial α e, neste caso, dizemos que α é uma
restrição de β. Sendo assim, uma pergunta que naturalmente ocorre é:
dada uma ação parcial α é sempre posśıvel construir uma única ação
(global) β tal que βg|Dg−1 = αg? Se isso ocorre, dizemos que β é a
envolvente para a ação parcial α.

A fim de enunciarmos o teorema que fornece uma resposta sobre a
existência e a unicidade para β, precisamos desenvolver alguns conceitos
que são muito utilizados em sua demonstração, ou seja, precisamos dizer
quando uma ação parcial α é uma restrição admisśıvel de β, definir o
que significa duas ações parciais α e α′ serem equivalentes.

Exemplo 3.1 Sejam G um grupo, B uma K-álgebra com unidade e A
um ideal de B. Suponhamos que G age em B por K-automorfismos

β : G → AutK(B)
g 7→ βg : B → B.

Devido à Observação 1.24, conclúımos que A é uma K-álgebra. Con-
sideremos Dg = A ∩ βg(A) para todo g ∈ G e αg a restrição de βg a
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Dg−1 . Então α = ({Dg}g∈G ,
{
αg : Dg−1 → Dg

}
g∈G) é uma ação parcial

de G em A.

De fato, como A é um ideal de B e βg é um K-automorfismo de
B segue que, para cada g ∈ G, βg(A) é um ideal de B. Portanto,
Dg = A ∩ βg(A) é um ideal de A.

Além disso, para cada g ∈ G, Dg é de fato uma K-álgebra. Para
cada x ∈ Dg e k ∈ K, temos que kx ∈ A, pois x ∈ A e A é uma K-
álgebra e kx ∈ βg(A), pois x ∈ βg(A) e βg é K-automorfismo. Logo,
kx ∈ A ∩ βg(A) = Dg.

Mostremos que αg(Dg−1) ⊂ Dg. Seja x ∈ Dg−1 . Então x ∈ A e
x ∈ βg−1(A). Como αg = βg|Dg−1 segue que βg(x) ∈ βg(A) e que
βg(x) ∈ βg(βg−1(A)) = A. Assim, αg(x) = βg(x) ∈ A ∩ βg(A) = Dg.

Agora, provemos que para cada g ∈ G, αg : Dg−1 → Dg é um
isomorfismo de K-álgebras. É claro que αg é um K-homomorfismo de
álgebras injetor.

Dado y ∈ Dg = A∩βg(A), segue que existe x ∈ A tal que y = βg(x).
Dáı, βg−1(y) = x ∈ A∩βg−1(A) = Dg−1 e αg(x) = βg(x) = y. Portanto,
αg é sobrejetora. Conclúımos que αg é um isomorfismo de K-álgebras.

Vamos mostrar que α satisfaz as condições i), ii’) e iii’) da definição
de ação parcial.

De fato, a condição i) é claramente satisfeita pela forma como α está
definida. Para a condição ii’), vejamos que αg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh

para quaisquer g, h ∈ G. Seja y ∈ Dg ∩Dgh. Então y ∈ Dg e y ∈ Dgh.

Como y ∈ Dg e αg é um isomorfismo existe x ∈ Dg−1 tal que αg(x) = y.

Mas y ∈ Dgh = A ∩ βgh(A) e isso implica que y = αg(x) ∈ βgh(A) =
βg(βh(A)). Sendo αg a restrição de βg a Dg−1 , conclúımos que x ∈ βh(A)
e como x ∈ A, segue que x ∈ A ∩ βh(A) = Dh. Logo, y = αg(x) com
x ∈ Dg−1 ∩Dh e portanto, Dg ∩Dgh ⊂ αg(Dg−1 ∩Dh).

Seja y ∈ αg(Dg−1∩Dh). Então existe x ∈ Dg−1∩Dh tal que αg(x) =
y. Como y = αg(x) ∈ Dg = A ∩ βg(A) segue que y ∈ A. Além disso,
como x ∈ Dh e αh é um isomorfismo, existe z ∈ Dh−1 = A∩βh−1(A) tal
que αh(z) = x. Como y = αg(x) = αg(αh(z)) = βg(βh(z)) = βgh(z) ∈
βgh(A). Logo, y ∈ Dgh e como y ∈ Dg segue que y ∈ Dg ∩Dgh. Donde,
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αg(Dg−1 ∩Dh) ⊂ Dg ∩Dhg.

Para a condição iii’), é necessário mostrarmos que (αg ◦ αh)(x) =
αgh(x) para todo x ∈ Dh−1 ∩D(gh)−1 . Seja x ∈ Dh−1 ∩D(gh)−1 . Então
x ∈ Dh−1 e x ∈ D(gh)−1 . Afirmamos que αh(x) ∈ Dg−1 . De fato,
como x ∈ D(gh)−1 e α(gh)−1 é um isomorfismo, existe z ∈ Dgh tal
que x = α(gh)−1(z) = β(gh)−1(z) = βh−1(βg−1(z)). Logo, βh(x) =
βg−1(z) ∈ βg−1(A). Sendo que x ∈ Dh−1 e αh = βh|Dh−1 , segue que
αh(x) = βh(x) ∈ βg−1(A). É claro que αh(x) ∈ A. Assim, αh(x) ∈
A ∩ βg−1(A) = Dg−1 . Portanto, para todo x ∈ Dh−1 ∩ D(gh)−1 , pode-
mos escrever αgh(x) = βgh(x) = βg(βh(x)) = βg(αh(x)) = αg(αh(x)) =
(αg ◦ αh)(x).

A ação α constrúıda no exemplo acima é dita uma restrição de β a
A. A partir de agora, temos interesse em saber sob quais circunstâncias
uma dada ação parcial pode ser obtida, a menos de equivalência, como
uma restrição de uma ação global.

Seja B1 a subálgebra de B gerada por
⋃
g∈G

βg(A). Pode ocorrer que

B1 seja diferente de B e, como B1 é invariante com relação a β, isto é,
βg(B1) ⊂ B1 para todo g ∈ G, podemos construir uma ação parcial α
que é a restrição de β a B1.

Seria razoável pedirmos que B fosse igual a B1 e, neste caso, dizemos
que α é uma restrição admisśıvel de β. Definimos abaixo ações parciais
equivalentes.

Definição 3.2 Dizemos que uma ação parcial α = ({Dg}g∈G, {αg :
Dg−1 → Dg}g∈G) de um grupo G em uma K-álgebra A é equivalente
a uma ação parcial α′ = ({D′g}g∈G, {α′g : D′g−1 → D′g}g∈G) de um
grupo G em uma K-álgebra A′ se existe um isomorfismo de K-álgebras
ϕ : A → A′ tal que, para cada g ∈ G, as seguintes condições são
satisfeitas:

i) ϕ(Dg) = D′g;
ii) (α′g ◦ ϕ)(x) = (ϕ ◦ αg)(x) para todo x ∈ Dg−1 .

Definição 3.3 Uma ação β de um grupo G em uma K-álgebra B é dita
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ser uma ação envolvente para a ação parcial α de G em uma K-álgebra
A se α é equivalente a uma restrição admisśıvel de β a um ideal de B.

Em outras palavras, uma ação β de um grupo G em uma K-álgebra
B é dita uma ação envolvente da ação parcial α de G em uma K-álgebra
A se existe ϕ um isomorfismo de K-álgebras de A em um ideal de B tal
que, para todo g ∈ G, as seguintes propriedades são satisfeitas:

i’) ϕ(Dg) = ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)) = D′g;
ii’) (βg ◦ ϕ)(x) = (ϕ ◦ αg)(x) para todo x ∈ Dg−1 ;
iii’) B é gerada por

⋃
g∈G

βg(ϕ(A)).

O problema é decidir quando ou não uma ação parcial α possui uma
ação (global) envolvente β.

Proposição 3.4 Se β é uma ação de um grupo G em uma K-álgebra
B a qual é uma ação envolvente para a ação parcial α de G em uma K-
álgebra A então A ∗αG pode ser mergulhado em B ∗β G. Em particular,
A ∗α G é associativo.

Demonstração: Como β é ação envolvente para α então existe um
isomorfismo de K-álgebras ϕ de A em um ideal de B. Vamos denotar a
ação parcial equivalente a α por βg que é a restrição admisśıvel de β.
Para todo x ∈ Dg−1 , temos que (βg ◦ ϕ)(x) = (ϕ ◦ αg)(x).

Definimos ψ : A ∗α G → B ∗β G por ψ(
∑
g∈G

agδg) =
∑
g∈G

ϕ(ag)δg.

Vamos mostrar que ψ é um homomorfismo de anéis e de K-módulos.
De fato, sejam x, y ∈ A ∗α G e k ∈ K. Então x =

∑
g∈G

agδg e y =∑
g∈G

bgδg e dáı,

ψ(x+ y) = ψ(
∑
g∈G

agδg +
∑
g∈G

bgδg) = ψ(
∑
g∈G

(ag + bg)δg)

=
∑
g∈G

ϕ(ag + bg)δg =
∑
g∈G

(ϕ(ag) + ϕ(bg))δg

=
∑
g∈G

ϕ(ag)δg +
∑
g∈G

ϕ(bg)δg = ψ(x) + ψ(y).

Para mostrarmos que ψ é multiplicativa, basta verificarmos que
ψ(agδgbhδh) = ψ(agδg)ψ(bhδh) para quaisquer g, h ∈ G. De fato,
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ψ(agδgbhδh) = ψ(αg(αg−1(ag)bh)δgh) = ϕ(αg(αg−1(ag)bh))δgh

= (ϕ ◦ αg)(αg−1(ag)bh)δgh = (βg ◦ ϕ)(αg−1(ag)bh)δgh

= βg(ϕ(αg−1(ag))ϕ(bh))δgh = βg((βg−1 ◦ ϕ)(ag)ϕ(bh))δgh

= βg(βg−1(ϕ(ag))ϕ(bh))δgh = ϕ(ag)δgϕ(bh)δh

= ψ(agδg)ψ(bhδh)

e finalmente,

ψ(kx) = ψ(k(
∑
g∈G

agδg)) = ψ(
∑
g∈G

(kag)δg) =
∑
g∈G

ϕ(kag)δg

= k
∑
g∈G

ϕ(ag)δg = kψ(x).

Mostremos que ψ é injetora. De fato, seja x ∈ Ker(ψ). Então x =∑
g∈G

agδg e ψ(x) =
∑
g∈G

ϕ(ag)δg = 0. Como B∗βG =
⊕
g∈G

D′gδg, segue que

cada elemento de B ∗β G é escrito de forma única. Portanto, ϕ(ag) = 0
para todo g ∈ G e isso nos diz que ag = 0 para todo g ∈ G, pois ϕ é
injetora. Logo, x =

∑
g∈G

agδg = 0.

Finalmente, provemos que ϕ(1A)δ1 = 1ψ(A∗αG). De fato, seja x ∈
ψ(A ∗α G). Então x =

∑
g∈G

ϕ(ag)δg e portanto,

ϕ(1A)δ1x = ϕ(1A)δ1(
∑
g∈G

ϕ(ag)δg) =
∑
g∈G

(ϕ(1A)δ1)(ϕ(ag)δg)

=
∑
g∈G

β1(β1(ϕ(1A))ϕ(ag))δg =
∑
g∈G

ϕ(1A)ϕ(ag)δg

=
∑
g∈G

ϕ(ag)δg

xϕ(1A)δ1 = (
∑
g∈G

ϕ(ag)δg)ϕ(1A)δ1 =
∑
g∈G

(ϕ(ag)δg)(ϕ(1A)δ1)

=
∑
g∈G

βg(βg−1(ϕ(ag))ϕ(1A))δg =
∑
g∈G

ϕ(ag)βg(ϕ(1A))δg

(∗)
=

∑
g∈G

βg(ϕ(bg))βg(ϕ(1A))δg =
∑
g∈G

βg(ϕ(bg)ϕ(1A))δg
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=
∑
g∈G

βg(ϕ(bg1A))δg =
∑
g∈G

βg(ϕ(bg))δg =
∑
g∈G

ϕ(ag)δg

= x.

A igualdade (∗) é devido ao fato de que ϕ(Dg) = ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)),
isso significa que, para cada g ∈ G, ϕ(ag) = βg(ϕ(bg)) para algum
bg ∈ A.

Logo, ψ(1Aδ1) = ϕ(1A)δ1 = 1ψ(A∗αG). Assim, ψ : A ∗α G→ ψ(A ∗α
G) é um isomorfismo de K-álgebras. Para mostrarmos que A ∗α G é
associativo é suficiente mostrarmos que B ∗β G é associativo. De fato,
sejam agδg, bhδh, czδz ∈ B ∗β G. Então

(agδgbhδh)czδz = βg(βg−1(ag)bh)δghczδz

= βgh(β(gh)−1(βg(βg−1(ag)bh))cz)δ(gh)z

= βg(βg−1(ag)bh)βgh(cz)δg(hz)

= βg(βg−1(ag)bhβh(cz))δg(hz)

= agδg(bhβh(cz)δhz)

= agδg(βh(βh−1(bh)cz)δhz)

= agδg(bhδhczδz).

Assim, completamos a prova.

Pelo Exemplo 2.11 nem todo skew anel de grupo A∗αG é associativo
e portanto podemos concluir que nem toda ação parcial α admite uma
ação envolvente β.

Observação 3.5 SejamA uma K-álgebra e I um ideal deA com unidade
1I de I. Então 1I é um idempotente central de A e I = 1IA = A1I .

De fato, 1I é claramente um idempotente e, para qualquer a ∈ A, a1I
e 1Ia estão ambos em I. Além disso, a1I = 1I(a1I) = (1Ia)1I = 1Ia,
para todo a ∈ A e isso nos diz que 1I é central em A.

Lema 3.6 Seja A uma K-álgebra que é uma soma (não necessaria-
mente direta) de um número finito de ideais em que cada ideal é uma
K-álgebra unitária. Então A é uma K-álgebra unitária.
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Demonstração: Usando o processo de indução no número de soman-
dos, é suficiente mostrarmos para o caso em que A = I + J em que I e
J são ideais de A com unidades 1I e 1J respectivamente. Seja a ∈ A.
Então a = x+ y com x ∈ I e y ∈ J. Portanto

a(1I + 1J − 1I1J) = (x+ y)(1I + 1J − 1I1J)

= x1I + x1J − x(1I1J) + y1I + y1J − y(1I1J)

= x+ x1J − x1J + y1I + y − y1I

= x+ y = a.

Analogamente, (1I + 1J − 1I1J)a = a, para todo a ∈ A, e isso nos diz
que 1A = 1I + 1J − 1I1J .

Enunciamos agora o teorema que fornece uma condição necessária e
suficiente para a existência de uma ação envolvente.

Teorema 3.7 Seja A uma K-álgebra unitária. Então a ação parcial α
do grupo G em A possui uma ação envolvente β se, e somente se, cada
ideal Dg (g ∈ G) é uma K-álgebra unitária. Além disso, β (se existir)
é única, a menos de equivalência.

Demonstração: Suponhamos que exista β a ação envolvente de α e
ϕ de A em um ideal de B um K-isomorfismo de álgebras que nos dá
a equivalência correspondente. Pela definição de uma ação envolvente
temos, para cada g ∈ G, que ϕ(Dg) = ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)) é um ideal de
B, pois ϕ(A) e βg(ϕ(A)) são ideais de B. É claro que ϕ(Dg) é uma
K-subálgebra de B, pois ϕ e βg são K-homomorfismos de álgebras e A
é uma K-álgebra.

Afirmamos que ϕ(1A)βg(ϕ(1A)) ∈ ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)) é a unidade de
ϕ(Dg). De fato, seja y ∈ ϕ(Dg). Então y = ϕ(a) = βg(ϕ(b)) para alguns
a, b ∈ A. Portanto,
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(ϕ(1A)βg(ϕ(1A)))y = (ϕ(1A)βg(ϕ(1A)))βg(ϕ(b))

= ϕ(1A)(βg(ϕ(1A))βg(ϕ(b)))

= ϕ(1A)βg(ϕ(1A)ϕ(b))

= ϕ(1A)βg(ϕ(b)) = ϕ(1A)ϕ(a) = ϕ(a) = y.

Analogamente, y(ϕ(1A)βg(ϕ(1A))) = y. Logo, ϕ(Dg) é uma K-
álgebra unitária e isso nos diz que Dg é uma K-álgebra unitária.

Agora, façamos a rećıproca. Sendo Dg uma K-álgebra unitária,
segue pela Observação 3.5 que, para cada g ∈ G, existe 1g um idempo-
tente central em A tal que Dg = 1gA = A1g.

Consideremos F = F(G,A) a K-álgebra das funções de G em A com
as operações dadas por (f + h)(x) = f(x) + h(x) e (fh)(x) = f(x)h(x),
∀x ∈ G. Além disso, para todo k ∈ K e para qualquer f ∈ F , (kf)(x) =
kf(x), ∀x ∈ G e 1F : G→ A dada por 1F (x) = 1A, ∀x ∈ G, é a unidade
de F . Definimos

β : G → AutK(F)
g 7→ β(g) = βg : F → F

f 7→ (βg(f))(h) = f(g−1h), h ∈ G.

Mostremos que β está bem definida, ou seja, βg ∈ AutK(F). De fato,
para quaisquer f1, f2 ∈ F e para todo k ∈ K temos

(βg(f1 + f2)))(h) = (f1 + f2)(g−1h) = f1(g−1h) + f2(g−1h)

= (βg(f1))(h) + (βg(f2))(h) = (βg(f1) + βg(f2))(h)

e isso nos diz que βg(f1 + f2) = βg(f1) + βg(f2), também

(βg(f1f2))(h) = (f1f2)(g−1h) = f1(g−1h)f2(g−1h)

= (βg(f1))(h)(βg(f2))(h) = (βg(f1)βg(f2))(h)
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e portanto, βg(f1f2) = βg(f1)βg(f2). Finalmente, para todo k ∈ K,

(βg(kf1))(h) = (kf1)(g−1h) = kf1(g−1h)

= k(βg(f1)(h)) = (kβg(f1))(h)

para todo h ∈ G e dáı, βg(kf1) = kβg(f1) e claramente, βg(1F ) = 1F .

Mostremos que β é uma ação de G em F . De fato, sejam f ∈ F e
h ∈ G. Então para quaisquer g1, g2 ∈ G, temos

((β(g1g2))(f))(h) = (βg1g2(f))(h) = f(g−1
2 (g−1

1 h)) = (βg2(f))(g−1h)

= (βg1(βg2(f)))(h) = ((βg1 ◦ βg2)(f))(h)

= ((β(g1) ◦ β(g2))(f))(h),

e portanto, β(g1g2) = β(g1) ◦ β(g2).

Claramente, para cada g, h ∈ G, o idempotente central 1g1h de A é
a unidade da K-álgebra Dg∩Dh e portanto, Dg∩Dh = 1g1hA. Sendo α
uma ação parcial, a igualdade αg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh implica que

αg(1g−11h) = 1g1gh. (3.1)

Para cada a ∈ A, obviamente a1g ∈ Dg e podemos definir

ϕ : A → F
a 7→ ϕ(a) : G → A

g 7→ (ϕ(a))(g) = αg−1(a1g).

Afirmamos que ϕ é um monomorfismo de anéis. Sejam a, b ∈ A e
h ∈ G. Então

(ϕ(a+ b))(h) = αh−1((a+ b)1h) = αh−1(a1h + b1h)

= αh−1(a1h) + αh−1(b1h) = ϕ(a))(h) + (ϕ(b))(h)

= (ϕ(a) + ϕ(b))(h).
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Logo, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b). Também,

(ϕ(a)ϕ(b))(h) = (ϕ(a))(h)(ϕ(b))(h) = αh−1(a1h)αh−1(b1h)

= αh−1(a1hb1h) = αh−1(ab12
h) = αh−1(ab1h)

= (ϕ(ab))(h).

Assim, ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab).

Seja a ∈ Ker(ϕ). Então ϕ(a) = 0. Logo, (ϕ(a))(g) = 0 para todo
g ∈ G, em particular, para g = 1 (neutro de G). Assim, 0 = (ϕ(a))(1) =
α1(a1A) = a e isso implica que Ker(ϕ) = {0} . Donde, ϕ é injetora.

Claramente, ϕ : A → ϕ(A) é um isomorfismo de anéis. Além disso,
observemos que ϕ(1A) = 1ϕ(A) e que ϕ é um homomorfismo de K-
módulos. De fato, ∀ k ∈ K, temos que ((kϕ(a))(h) = k((ϕ(a))(h)) =
k(αh−1(a1h)) = αh−1(k(a1h)) = αh−1((ka)1h) = ϕ(ka)(h) e isso implica
que kϕ(a) = ϕ(ka).

Consideremos B a subálgebra de F gerada por
⋃
g∈G

βg(ϕ(A)). Prove-

mos que a restrição de β à B é uma ação envolvente para α. Denotamos
tal restrição por β.

Primeiramente, verifiquemos a condição ii’) da Definição 3.3, isto é,
para todo x ∈ Dg−1 , (βg ◦ ϕ)(x) = (ϕ ◦ αg)(x).

De fato, para quaisquer g, h ∈ G e qualquer a ∈ Dg−1 , temos

((βg ◦ ϕ)(a))(h) = (ϕ(a))(g−1h) = αh−1g(a1g−1h) e

((ϕ ◦ αg)(a))(h) = (ϕ(αg(a)))(h) = αh−1(αg(a)1h).

Portanto, a condição ii’) é satisfeita se, e somente se,

αh−1g(a1g−1h) = αh−1(αg(a)1h). (3.2)

Como a1g−1h ∈ Dg−1 ∩ Dg−1h (a ∈ Dg−1), podemos separar αh−1g
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no lado esquerdo da igualdade acima e obtemos

αh−1g(a1g−1h) = αh−1(αg(a1g−1h)) = αh−1(αg(a1g−11g−1h))

= αh−1(αg(a)αg(1g−11g−1h))
(∗)
= αh−1(αg(a)1g1h)

= αh−1(αg(a)1h),

em que (∗) segue da igualdade (3.1).

Agora mostremos que ϕ(Dg) = ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)) para todo g ∈ G,
que é a condição i’).

Seja y ∈ ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)). Então y = ϕ(a) = βg(ϕ(b)) para alguns
a, b ∈ A. Temos que (ϕ(a))(1) = (βg(ϕ(b)))(1) que é equivalente à
a = (ϕ(b))(g−1) = αg(b1g−1) ∈ Dg. Portanto, y = ϕ(a) ∈ ϕ(Dg) e
ϕ(A) ∩ βg(ϕ(A)) ⊂ ϕ(Dg).

Seja y ∈ ϕ(Dg). Então y = ϕ(a) para algum a ∈ Dg. É claro que
y = ϕ(a) ∈ ϕ(A). Consideremos b = αg−1(a) e para qualquer h ∈ G

temos que

(βg(ϕ(b)))(h) = (ϕ(b))(g−1h) = (ϕ(αg−1(a)))(g−1h)

= αh−1g(αg−1(a)1g−1h) = αh−1g(αg−1(a)1g−11g−1h)
(∗)
= αh−1(αg(αg−1(a)1g−11g−1h))

= αh−1(aαg(1g−11g−1h)) =
(∗∗)
= αh−1(a1g1h)

= αh−1(a1h) = (ϕ(a))(h),

em que (∗) e (∗∗) são devidas, respectivamente, às igualdades em (3.2)
e (3.1).

Logo, y = ϕ(a) = βg(ϕ(b)) ∈ βg(ϕ(A)) e portanto, ϕ(Dg) ⊂ ϕ(A) ∩
βg(ϕ(A). A condição iii’) é claramente satisfeita.

Com o objetivo de provarmos que β é uma ação envolvente para
α, mostremos a seguir que ϕ(A) é um ideal de B. É claro que ϕ(A) é
subanel de B e portanto, devemos provar que, para quaisquer y ∈ ϕ(A)
e z ∈ B, temos que yz e zy pertencem à ϕ(A).

Sendo B a subálgebra de F gerada por
⋃
g∈G

βg(ϕ(A)), podemos es-
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crever z =
∑
gi∈G

βgi(ϕ(ai)) em que ai ∈ A e y = ϕ(b) para algum b ∈ A.

Assim, zy =
∑
gi∈G

βgi(ϕ(ai))ϕ(b) e yz =
∑
gi∈G

ϕ(b)βgi(ϕ(ai)) e desta

forma, é suficiente provarmos que, para quaisquer g ∈ G e a, b ∈ A,
βg(ϕ(a))ϕ(b) e ϕ(b)βg(ϕ(a)) pertencem à ϕ(A).

Para todo h ∈ G, temos

(βg(ϕ(a))ϕ(b))(h) = (βg(ϕ(a))(h)(ϕ(b))(h)

= (ϕ(a))(g−1h)(ϕ(b))(h)

= αh−1g(a1g−1h)αh−1(b1h)

= αh−1g(a1g−1h)1h−1g1h−1αh−1(b1h)
(∗)
= αh−1g(a1g−1h)αh−1g(1g−1h1g−1)αh−1(b1h)

= αh−1g(a1g−1h1g−1)αh−1(b1h)

= αh−1g(a1g−11g−1h)αh−1(b1h)
(∗∗)
= αh−1(αg(a1g−1)1h)αh−1(b1h)

= αh−1(αg(a1g−1)1hb1h)

= αh−1(αg(a1g−1)b1h)

= (ϕ(αg(a1g−1)b))(h),

em que (∗) e (∗∗) são devidas às igualdades (3.1) e (3.2) respectiva-
mente. Portanto, βg(ϕ(a))ϕ(b)) = ϕ(αg(a1g−1)b)) ∈ ϕ(A). Analoga-
mente, mostramos que yz ∈ ϕ(A). Logo, ϕ(A) é um ideal de B.

Vamos mostrar que β é única, a menos de equivalência, ou seja, se
β′ é ação de G em uma K-álgebra B′ e, além disso, é uma envolvente
para α, então existe um isomorfismo de K-álgebras φ : B′ → B tal que
as seguintes condições são satisfeitas:

i) φ(ϕ′(A)∩ β′g(ϕ′(A))) = ϕ(A)∩ βg(ϕ(A)) para cada g ∈ G em que
ϕ′ : A→ B′ é o monomorfismo correspondente à β′;

ii) (φ ◦ β′g)(x) = (βg ◦ φ)(x) para todo x ∈ ϕ′(A) ∩ β′g(ϕ′(A)).

Denotaremos a restrição de β′ que é equivalente à α por β′ mesmo.
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Sendo β′ a envolvente para α, segue que B′ é gerada por
⋃
g∈G

β′g(ϕ
′(A))

e isso nos diz que dado x ∈ B′, então x =
s∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai)) com gi ∈ G e

ai ∈ A.
Definimos φ : B′ → B por φ(β′g(ϕ

′(a))) = βg(ϕ(a)) e estendemos

linearmente, isto é, φ(
r∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai))) =

r∑
i=1

βgi(ϕ(ai)). Vejamos que φ

está bem definida, ou seja, se
s∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai)) = 0 então

s∑
i=1

βgi(ϕ(ai)) =

0.
Temos, para todo h ∈ G, que

s∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai))β′h(ϕ′(a)) = 0. Apli-

cando β′h−1 segue que
s∑
i=1

β′h−1gi
(ϕ′(ai))ϕ′(a) = 0. Como ϕ′(A) é um

ideal deB′, então β′h−1gi
(ϕ′(ai))ϕ′(a) ∈ β′h−1gi

(ϕ′(A))∩ϕ′(A) = ϕ′(Dh−1gi) =
ϕ′(A1h−1gi).

Claramente, ϕ′(1h−1gi) é a unidade de ϕ′(A1h−1gi). Assim,

β′h−1gi
(ϕ′(ai))ϕ′(a) = β′h−1gi

(ϕ′(ai))ϕ′(a)ϕ′(1h−1gi)

= β′h−1gi
(ϕ′(ai))ϕ′(1h−1gi)ϕ′(a)

= β′h−1gi
(ϕ′(ai))(ϕ′ ◦ αh−1gi)(1g−1

i h)ϕ′(a)

(∗)
= β′h−1gi

(ϕ′(ai))(β′h−1gi
◦ ϕ′)(1g−1

i h)ϕ′(a)

= β′h−1gi
(ϕ′(ai)ϕ′(1g−1

i h))ϕ′(a)

= β′h−1gi
(ϕ′(ai1g−1

i h))ϕ′(a)

= (β′h−1gi
◦ ϕ′)(ai1g−1

i h)ϕ′(a)

(∗∗)
= (ϕ′ ◦ αh−1gi)(ai1g−1

i h)ϕ′(a)

= ϕ′(αh−1gi(ai1g−1
i h)a),

em que as igualdades (∗) e (∗∗) são devidas à condição ii’) da definição de
ação envolvente. De maneira similar, mostramos que βh−1gi(ϕ(ai))ϕ(a) =
ϕ(αh−1gi(ai1g−1

i h)a). Assim,
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0 =
s∑
i=1

β′h−1gi
(ϕ′(ai))ϕ′(a) =

s∑
i=1

ϕ′(αh−1gi(ai1g−1
i h)a)

= ϕ′(
s∑
i=1

αh−1gi(ai1g−1
i h)a).

Como ϕ′ é injetora, então
s∑
i=1

αh−1gi(ai1g−1
i h)a = 0. Aplicando ϕ em

ambos os lados da igualdade temos

0 = ϕ(
s∑
i=1

αh−1gi(ai1g−1
i h)a) =

s∑
i=1

ϕ(αh−1gi(ai1g−1
i h)a)

=
s∑
i=1

βh−1gi(ϕ(ai))(ϕ(a)).

Aplicando βh na igualdade acima, vem que 0 =
s∑
i=1

βgi(ϕ(ai))βh(ϕ(a)),

para quaisquer a ∈ A e h ∈ G. Conclúımos que o elemento
s∑
i=1

βgi(ϕ(ai))

anula cada βh(ϕ(A)).

SejaB1 a subálgebra deB gerada por
s⋃
i=1

βgi(ϕ(A)). Então
s∑
i=1

βgi(ϕ(ai)) ∈

B1 e, pelo Lema 3.6, B1 tem unidade 1B1 . Logo,
s∑
i=1

βgi(ϕ(ai)) =
s∑
i=1

βgi(ϕ(ai))1B1 = 0, pois 1B1 é escrito como uma soma (finita) de

elementos que são anulados por
s∑
i=1

βgi(ϕ(ai)).

Portanto, φ : B′ → B está bem definida. De maneira similar, é
posśıvel mostrar que φ′ : B → B′ dada por φ′(βg(ϕ(a))) = β′g(ϕ

′(a))
está bem definida.

Claramente, φ é linear. Para k ∈ K e x ∈ B′, escrevemos x =
t∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai)) e dáı,

φ(kx) = φ(k
t∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai))) = φ(

t∑
i=1

kβ′gi(ϕ
′(ai)))
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= φ(
t∑
i=1

β′gi(ϕ
′(kai)) =

t∑
i=1

βgi(ϕ(kai)) = k

t∑
i=1

βgi(ϕ(ai))

= kφ(
t∑
i=1

β′gi(ϕ
′(ai))) = kφ(x).

Donde, φ é K-linear e obviamente é sobrejetora. Assim, φ(1B′) = 1B ,

pois para todo y ∈ B, φ(1B′)y
(∗)
= φ(1B′)φ(x)

(∗∗)
= φ(1B′x) = φ(x) = y e

da mesma forma, yφ(1B′) = y; a igualdade (∗) se deve ao fato de que
sendo φ sobrejetora, y = φ(x) para algum x ∈ B′ e (∗∗) se deve o fato
de que φ é multiplicativa, abaixo mostramos este fato.

Para concluirmos que φ é um homomorfismo de K-álgebras, resta
provarmos que φ(β′g(ϕ

′(a))β′h(ϕ′(b))) = φ(β′g(ϕ
′(a)))φ(β′h(ϕ′(b))). Va-

mos identificar A com sua imagem em B e em B′ omitindo desta forma
ϕ e ϕ′. Mostremos que φ(β′g(a)β′h(b)) = βg(a)βh(b).

De fato, como A é um ideal de B, então para qualquer z ∈ G, temos
que βz(A) é também um ideal de B. Portanto, para quaisquer a, b ∈ A,
aβz(b) ∈ A ∩ βz(A) = Dz. Como Dz tem unidade 1z, temos

aβz(b) = 1zaβz(b) = βz(βz−1(1za)b) = βz(αz−1(1za)b).

Portanto,

βg(a)βh(b) = βg(aβg−1h(b)) = βg(βg−1h(αh−1g(1g−1ha)b))

= βh(αh−1g(1g−1ha)b) (∗).

Analogamente, β′g(a)β′h(b) = β′h(αh−1g(1g−1ha)b) (∗∗). Assim,

φ(β′g(a)β′h(b))
(∗∗)
= φ(β′h(αh−1g(1g−1ha)b)) = βh(αh−1g(1g−1ha)b)
(∗)
= βg(a)βh(b) = φ(β′g(a))φ(β′h(b)).

Finalmente, é imediato que φ ◦ φ′ = IdB e φ′ ◦ φ = IdB′ e dáı, φ
é um isomorfismo de K-álgebras. Devemos verificar as condições i) e
ii) da definição de ações parciais equivalentes. A condição i), isto é,
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φ(ϕ′(A)∩β′g(ϕ′(A))) = ϕ(A)∩βg(ϕ(A)), ∀g ∈ G é imediata, pois sendo
φ injetora segue que φ(ϕ′(A) ∩ β′g(ϕ′(A))) = φ(ϕ′(A)) ∩ φ(β′g(ϕ

′(A))) e
cálculos simples mostram que φ(ϕ′(A)) = ϕ(A) e que φ(β′g(ϕ

′(A))) =
βg(ϕ(A)), para todo g ∈ G.

Agora, a condição ii). Seja x ∈ ϕ′(A) ∩ β′g−1(ϕ′(A)). Então x =
β′g−1(ϕ′(a)) para algum a ∈ A e assim,

(φ ◦ β′g)(x) = (φ ◦ β′g)(β′g−1(ϕ′(a))) = φ(β′g(β
′
g−1(ϕ′(a)))

= φ(ϕ′(a)) = ϕ(a) = βg(βg−1(ϕ(a)))

= βg(φ(β′g−1(ϕ′(a)))) = (βg ◦ φ)(β′g−1(ϕ′(a)))

= (βg ◦ φ)(x).
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Caṕıtulo 4

O contexto de Morita

para ações parciais

O principal objetivo deste caṕıtulo é construir, explicitamente, o
contexto de Morita para os anéis A∗αG e B ∗βG, em que α é uma ação
parcial de um grupo G em uma K-álgebra A e (β,B) é a ação envolvente
para tal ação parcial α. Além disso, mostraremos que os anéis A ∗α G
e B ∗β G são Morita equivalentes.

A fim de mostrarmos os resultados acima, faremos um estudo sobre
o contexto de Morita. Apresentamos exemplos onde constrúımos tal
contexto para familiarizar não somente o leitor, mas principalmente, o
próprio autor deste trabalho sobre este assunto.

Mostramos um teorema importante de Morita tal que para seu de-
senvolvimento, são apresentados uma série de definições e resultados que
aparecem ao longo das duas primeiras seções deste caṕıtulo, justificando
assim a existência das mesmas.

Neste caṕıtulo, M é um R-módulo à esquerda, por isso escrevemos
apenas M um R-módulo ficando subentendido que é à esquerda. Deno-
tamos por R-Mod a categoria dos R-módulos à esquerda e naturalmente,
Mod-R a categoria dos R-módulos à direita. Para quaisquer R-módulos
à esquerda M e N , denotamos o grupo abeliano dos R-homomorfismos
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de M em N por Hom(M,N).
As definições e resultados deste caṕıtulo são baseados principalmente

em [2] e [12], mas são bibliografias auxiliares importantes [7], [8], [13] e
[14].

4.1 Geradores em R-Mod

Iniciamos esta seção definindo um R-módulo gerador da categoria R-
Mod e fazemos observações decorrentes de tal definição. Apresentamos
o ideal traço de um R-módulo M , cuja utilidade é caracterizar quando
um R-módulo é um gerador de R-Mod.

Definição 4.1 Seja M um R-módulo. Dizemos que M é um gerador de
um R-módulo N se existe um conjunto de ı́ndices I e um epimorfismo
de R-módulos ψ : M (I) → N . M é dito um gerador de R-Mod, se M
gera qualquer módulo em R-Mod.

Observação 4.2 i) O anelR é um gerador deR-Mod, pois todo módulo
é imagem homomórfica de um módulo livre, veja Corolário 1.9.

ii) Seja f : M ′ → M um epimorfismo de R-módulos. Se M é um
gerador de R-Mod então M ′ também o é. De fato, seja N um R-
módulo. Como M é um gerador, existe um conjunto de ı́ndices I e um
epimorfismo de R-módulos ψ : M (I) → N . Definimos ϕ : M ′(I) →M (I)

por ϕ(
∑
i∈I xi) =

∑
i∈I f(xi) e como f é um epimorfismo, segue que ϕ

também o é. Logo, ψ ◦ ϕ : M ′(I) → N é um epimorfismo de R-módulos
e isso nos diz que M ′ é um gerador de R-Mod.

iii) Seja M um gerador de R-Mod. Se N é um gerador de M , então
N é também um gerador de R-Mod, veja ([14], p.109).

O próximo lema é útil no sentido que o mesmo nos diz quando
um módulo é um gerador de R-Mod, além de ser importante para a
demonstração do Teorema 4.14. Para fazê-lo, definimos o ideal traço de
um R-módulo M e precisamos da seguinte observação. No que segue,
M∗ = Hom(M,R).
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Observação 4.3 Seja M um R-módulo. Então M∗ é um R-módulo à
direita com a ação dada por (fr)(x) = f(x)r, para quaisquer f ∈ M∗,
r ∈ R e x ∈ M . Mostremos que fr ∈ M∗, para quaisquer f ∈ M∗ e
r ∈ R. Sejam x1, x2 ∈M e r′ ∈ R. Então

(fr)(x1 + x2) = f(x1 + x2)r = (f(x1) + f(x2))r = f(x1)r + f(x2)r

= (fr)(x1) + (fr)(x2) e

(fr)(r′x1) = f(r′x1)r = (r′f(x1))r = r′(f(x1)r) = r′((fr)(x1)).

Finalmente, para quaisquer r1, r2 ∈ R e f ∈M∗, temos

(f(r1r2))(x) = f(x)(r1r2) = (f(x)r1)r2 = ((fr1)(x))r2 = ((fr1)r2)(x),

para todo x ∈ M . Logo, f(r1r2) = (fr1)r2. As demais condições para
que M∗ seja um R-módulo à direita são facilmente verificadas.

Definição 4.4 Seja M um R-módulo. O ideal traço de M em R é
definido como

Tr(M,R) =

{
k∑
i=1

fi(xi) : k ∈ N, xi ∈M e fi ∈M∗
}
.

Na verdade, Tr(M,R) é um ideal de R. Sejam x ∈ Tr(M,R) e
r ∈ R. Então x =

∑s
i=1 fi(xi) com xi ∈M e fi ∈M∗. Dáı,

rx = r(
s∑
i=1

fi(xi)) =
s∑
i=1

rfi(xi) =
s∑
i=1

fi(rxi) ∈ Tr(M,R).

Também,

xr = (
s∑
i=1

fi(xi))r =
s∑
i=1

fi(xi)r =
s∑
i=1

(fir)(xi) ∈ Tr(M,R),

pois fir ∈M∗, para todo i ∈ {1, 2, · · · , s}.

Lema 4.5 Seja M um R-módulo. São equivalentes:
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i) M é um gerador de R-Mod;
ii) Tr(M,R) = R;
iii) R é imagem homomórfica de M (n), para algum n ∈ N.

Demonstração: i)⇒ ii) Basta mostrarmos que R ⊆ Tr(M,R), pois
Tr(M,R) é um ideal de R. De fato, como M é um gerador, existe um
epimorfismo ψ : M (I) → R, para algum conjunto de ı́ndices I. Assim,
existe

∑
i∈I xi ∈ M (I) tal que ψ(

∑
i∈I xi) = 1. Consideremos, para

cada i ∈ I, a inclusão canônica µi : M →M (I) e dáı, ψ ◦ µi : M → R é
um elemento de M∗. Portanto, dado r ∈ R, temos que

r = r1 = rψ(
∑
i∈I

xi) = rψ(
∑
i∈I

µi(xi)) = r(
∑
i∈I

(ψ ◦ µi)(xi))

=
∑
i∈I

(ψ ◦ µi)(rxi) ∈ Tr(M,R).

Logo, R ⊆ Tr(M,R) e dáı, R = Tr(M,R).
ii)⇒ iii) Como Tr(M,R) = R, existem n ∈ N, fi ∈ M∗ e mi ∈ M

tais que
∑n
i=1 fi(mi) = 1. Seja g : M (n) → R dada por g(

∑n
i=1 yi) =∑n

i=1 fi(yi). Mostremos que g é um epimorfismo de R-módulos. Clara-
mente, g é um homomorfismo de R-módulos, pois cada fi o é.

Agora, seja r ∈ R. Então x =
∑n
i=1 rmi ∈M (n) e portanto,

g(x) = g(
n∑
i=1

rmi) = rg(
n∑
i=1

mi) = r

n∑
i=1

fi(mi) = r1 = r.

iii)⇒ i) Sendo R imagem homomórfica de M (n), para algum n ∈ N,
segue que existe um epimorfismo de R-módulos ψ : M (n) → R e isso
significa que M gera o R-módulo R. Como R é um gerador de R-Mod,
então M também o é, veja Observação 4.2 iii).

4.2 Contexto de Morita

Agora, apresentamos a definição de um contexto de Morita. Na
próxima seção, é constrúıdo um tal contexto para os anéis A ∗α G e
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B ∗β G. Entretanto, antes do contexto parcial, apresentamos exemplos
como os anéis de matrizes cujas entradas não são necessariamente anéis
e um outro exemplo no qual trabalhamos um pouco mais com o anel
de endomorfismos de M e com o R-módulo à direita M∗, para ambos é
constrúıdo um contexto de Morita.

Definição 4.6 Um contexto de Morita é uma sêxtupla (R,R′,M,M ′, τ,

τ ′) em que R e R′ são anéis, M é um (R,R′)-bimódulo, M ′ é um
(R′, R)-bimódulo e as funções τ : M ⊗R′M ′ → R e τ ′ : M ′⊗RM → R′

são homomorfismos de bimódulos tais que os seguintes diagramas co-
mutam

M ⊗R′ M ′ ⊗RM

τ⊗IM
��

IM⊗τ ′ // M ⊗R′ R′

ψ1

��
R⊗RM

ψ2 // M

M ′ ⊗RM ⊗R′ M ′

τ ′⊗IM′
��

IM′⊗τ // M ′ ⊗R R

ψ′1
��

R′ ⊗R′ M ′
ψ′2 // M ′.

A comutatividade dos diagramas é equivalente às igualdades ψ1 ◦
(IM ⊗ τ ′) = ψ2 ◦ (τ ⊗ IM ) e ψ′1 ◦ (IM ′ ⊗ τ) = ψ′2 ◦ (τ ′ ⊗ IM ′), em que
ψ1, ψ2, ψ′1 e ψ′2 são os isomorfismos canônicos.

No exemplo a seguir, temos por objetivo a construção de um contexto
de Morita. Para isso, consideramos R e T anéis, M um (R, T )-bimódulo
e M ′ um (T,R)-bimódulo.

Exemplo 4.7 Definimos o conjunto

A =

(
R M

M ′ T

)
=

{(
r m

m′ t

)
: r ∈ R,m ∈M, t ∈ T e m′ ∈M ′

}
.

Primeiramente, queremos introduzir em A uma estrutura de anel.
Definimos a soma de dois elementos de A como a soma componente a
componente. Já para o produto, são necessárias a existência de duas
aplicações f : M ×M ′ → R e g : M ′ ×M → T tais que para quaisquer
dois elementos de A tenhamos
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(
r1 m1

m′1 t1

)(
r2 m2

m′2 t2

)
=

(
r1r2 + f(m1,m

′
2) r1m2 +m1t2

m′1r2 + t1m
′
2 g(m′1,m2) + t1t2

)
.

Para que A seja um anel, é necessária a verificação das propriedades
distributiva (à direita e à esquerda) e a associativa. Veremos, no en-
tanto, que tais propriedades são válidas se as funções f e g satis-
fazem determinadas condições que serão dadas a seguir. As demais
propriedades para que tenhamos um anel são facilmente verificadas.
Sejam x, y, z ∈ A. Então

x =

(
r1 m1

m′1 t1

)
, y =

(
r2 m2

m′2 t2

)
e z =

(
r3 m3

m′3 t3

)
.

Desenvolvendo os cálculos para x(y + z) e xy + xz, obtemos

x(y + z) =

(
a b

c d

)
,

em que a = r1(r2 +r3)+f(m1,m
′
2 +m′3), b = r1(m2 +m3)+m1(t2 +t3),

c = m′1(r2 + r3) + t1(m′2 +m′3) e d = g(m′1,m2 +m3) + t1(t2 + t3) e

xy + xz =

(
a′ b′

c′ d′

)
,

em que a′ = r1(r2 + r3) + f(m1,m
′
2) + f(m1,m

′
3), b′ = r1(m2 +m3) +

m1(t2 + t3), c′ = m′1(r2 + r3) + t1(m′2 +m′3) e d′ = g(m′1,m2) + t1(t2 +
t3)+g(m′1,m3). Assim, conclúımos que x(y+z) = xy+xz se, e somente
se,

f(m1,m
′
2 +m′3) = f(m1,m

′
2) + f(m1,m

′
3) e

g(m′1,m2 +m3) = g(m′1,m2) + g(m′1,m3).

Analogamente, conclúımos que (x+ y)z = xz + yz se, e somente se,

f(m1 +m2,m
′
3) = f(m1,m

′
3) + f(m2,m

′
3) e

g(m′1 +m′2,m3) = g(m′1,m3) + g(m′2,m3).
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Logo, f e g são funções aditivas em cada componente e mediante
esta propriedade de f e g, temos que x(yz) = (xy)z se, e somente se,

r1f(m2,m
′
3) + f(m1,m

′
2r3) + f(m1, t2m

′
3)

= f(m1,m
′
2)r3 + f(r1m2,m

′
3) + f(m1t2,m

′
3),

g(m′1, r2m3) + g(m′1,m2t3) + t1g(m′2,m3)

= g(m′1r2,m3) + g(t1m′2,m3) + g(m′1,m2)t3,

m1g(m′2,m3) = f(m1,m
′
2)m3 e m′1f(m2,m

′
3) = g(m′1,m2)m′3,

para quaisquer mi ∈M , m′i ∈M ′, ri ∈ R e ti ∈ T , para i = 1, 2, 3.

Tendo em mente as quatro igualdades acima, podemos dizer que se
as funções f e g satisfazem às condições abaixo, para quaisquer m ∈M ,
m′ ∈M ′, r ∈ R e t ∈ T , então vale a associatividade. As condições são
as seguintes:

f(m, tm′) = f(mt,m′), rf(m,m′) = f(rm,m′) e f(m,m′)r = f(m,m′r),

g(m′, rm) = g(m′r,m), tg(m′,m) = g(tm′,m) e g(m′,m)t = g(m′,mt),

xg(m′,m) = f(x,m′)m e yf(m,m′) = g(y,m)m′, ∀x ∈M e ∀y ∈M ′.

Claramente, f e g são T -balanceada e R-balanceada, respectiva-
mente. Assim, definimos os homomorfismos de grupos τ : M⊗TM ′ → R

e τ ′ : M ′ ⊗R M → T tais que τ ◦ ι = f e τ ′ ◦ ι′ = g, em que
ι : M ×M ′ →M ⊗T M ′ e ι′ : M ′ ×M →M ′ ⊗RM são as balanceadas
canônicas.

Nestas condições, M ⊗T M ′ é um R-bimódulo com as ações dadas
por r(m ⊗m′) = rm ⊗m′ e (m ⊗m′)r = m ⊗m′r, para todo r ∈ R.
Também, M ′⊗RM é um T -bimódulo com as ações t(m′⊗m) = tm′⊗m
e (m′ ⊗m)t = m′ ⊗mt, para todo t ∈ T .

Agora, mostremos que τ e τ ′ são homomorfismos de R-bimódulos e
T -bimódulos, respectivamente. Sejam m ∈M , m′ ∈M ′, r ∈ R e t ∈ T .
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Então

τ(r(m⊗m′)) = τ(rm⊗m′) = τ(ι(rm,m′)) = f(rm,m′)

= rf(m,m′) = r((τ ◦ ι)(m,m′)) = rτ(m⊗m′),

τ((m⊗m′)r) = τ(m⊗m′r) = τ(ι′(m,m′r)) = f(m,m′r)

= f(m,m′)r = ((τ ◦ ι)(m,m′))r = τ(m⊗m′)r,

τ ′(t(m′ ⊗m)) = τ ′(tm′ ⊗m) = τ ′(ι′(tm′,m)) = (τ ′ ◦ ι)(tm′,m)

= g(tm′,m) = tg(m′,m) = t((τ ′ ◦ ι′)(m′,m))

= tτ ′(m⊗m′) e

τ ′((m′ ⊗m)t) = τ ′(m′ ⊗mt) = τ ′(ι′(m′,mt)) = (τ ′ ◦ ι′)(m′,mt)

= g(m′,mt) = g(m′,m)t = ((τ ′ ◦ ι′)(m′,m))t

= τ ′(m′ ⊗m)t.

Agora, verifiquemos a comutatividade dos diagramas da Definição
4.6. De fato, sejam m1,m2 ∈M e m′ ∈M ′. Então

(ψ1 ◦ (IM ⊗ τ ′))(m1 ⊗m′ ⊗m2) = ψ1(m1 ⊗ τ ′(m′ ⊗m2))

= m1τ
′(m′ ⊗m2) = m1g(m′,m2)

= f(m1,m
′)m2 = τ(m1 ⊗m′)m2

= (ψ2 ◦ (τ ⊗ IM ))(m1 ⊗m′ ⊗m2).

Logo, o primeiro diagrama da Definição 4.6 comuta. Analogamente,
mostramos a comutatividade do segundo diagrama. Portanto, con-
clúımos que (R, T,M,M ′, τ, τ ′) é um contexto de Morita.

A proposição que enunciamos a seguir é útil para provarmos o próximo
lema.

Proposição 4.8 Sejam R, S e T anéis, M um (R,S)-bimódulo e N

um (R, T )-bimódulo. Então Hom(M,N) é um (S, T )-bimódulo com as
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ações dadas, respectivamente, por (sf)(x) = f(xs) e (ft)(x) = f(x)t,
para quaisquer s ∈ S, t ∈ T , x ∈M e f ∈ Hom(M,N).

Demonstração: Primeiramente, verifiquemos que sf e ft estão em
Hom(M,N), para quaisquer f ∈ Hom(M,N), s ∈ S e t ∈ T . De fato,
dados x, x′ ∈M e r ∈ R, temos que

(sf)(x+ x′) = f((x+ x′)s) = f(xs+ x′s) = f(xs) + f(x′s)

= (sf)(x) + (sf)(x′),

(sf)(rx) = f((rx)s) = f(r(xs)) = rf(xs) = r((sf)(x)),

(ft)(x+ x′) = f(x+ x′)t = (f(x) + f(x′))t = f(x)t+ f(x′)t

= (ft)(x) + (ft)(x′) e

(ft)(rx) = f(rx)t = (rf(x))t = r(f(x)t) = r((ft)(x)).

Agora, sejam s1, s2 ∈ S, t1, t2 ∈ T e f ∈ Hom(M,N). Então, para
todo x ∈M ,

((s1s2)f)(x) = f(x(s1s2)) = f((xs1)s2) = (s2f)(xs1) = (s1(s2f))(x).

Logo, (s1s2)f = s1(s2f). Também,

(f(t1t2))(x) = (f(x))(t1t2) = (f(x)t1)t2 = ((ft1)(x))t2 = ((ft1)t2)(x)

e assim, f(t1t2) = (ft1)t2. Além disso,

(s1(ft1))(x) = (ft1)(xs1) = f(xs1)t1 = ((s1f)(x))t1 = ((s1f)t1)(x).

Donde, s1(ft1) = (s1f)t1. É imediato que 1Sf = f e f1T = f , para
qualquer f ∈ Hom(M,N), assim como as demais propriedades para que
Hom(M,N) seja um (S, T )-bimódulo.

Como foi dito na introdução deste caṕıtulo, para quaisquerR-módulos
à esquerda M e N , Hom(M,N) é um grupo abeliano. No caso em que
N = M , Hom(M,M) é um anel, chamado anel dos endomorfismos de
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M , que denotamos por End(M). A soma é definida pontualmente e a
multiplicação é a composição de funções.

Dado um R-módulo à esquerda M , é posśıvel introduzir em M uma
estrutura de End(M)-módulo à direita, definindo para quaisquer x ∈M
e f ∈ End(M), a ação xf = (x)f , isto é, escrevemos (x)f ao invés de
f(x).

Portanto, a composta de quaisquer duas funções f, g ∈ End(M) é
escrita como (x)(f ◦ g) = ((x)f)g.

Lema 4.9 Sejam R um anel, M um R-módulo à esquerda, R′ = End(M)
e M∗ = Hom(M,R). Então M é um (R,R′)-bimódulo e M∗ é um
(R′, R)-bimódulo.

Demonstração: Mostremos que M é um R′-módulo à direita com a
ação dada acima. De fato, sejam x ∈M , r ∈ R e f1, f2 ∈ R′. Então

x(f1 ◦ f2) = (x)(f1 ◦ f2) = ((x)f1)f2 = (xf1)f2,

x1R′ = (x)1R′ = (x)IM = x e
(rx)f1 = r((x)f1) = r(xf1).

Logo, M é um (R,R′)-bimódulo e como R é um R-bimódulo segue,
da proposição acima, que M∗ é um (R′, R)-bimódulo cujas ações são
dadas como na referida proposição, fazendo S = R′ e T = R.

No próximo exemplo, constrúımos um contexto de Morita para os
anéis R e R′ = End(M).

Exemplo 4.10 SejamM umR-módulo, R′ = End(M) eM∗ = Hom(M,R).
Pelo lema anterior, M é um (R,R′)-bimódulo e M∗ é um (R′, R)-
bimódulo.

Definimos ϕ : M ×M∗ → R por ϕ(x, f) = f(x). Afirmamos que ϕ é
R′-balanceada. Claramente, ϕ é aditiva em ambas componentes e, para
quaisquer x ∈M,f ∈M∗ e r′ ∈ R′, temos que

ϕ(xr′, f) = f(xr′)
(∗)
= (r′f)(x) = ϕ(x, r′f),
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a igualdade (∗) segue do fato de que M∗ é um R′-módulo à esquerda.
Portanto, existe um único homomorfismo de grupos τ : M ⊗R′M∗ → R

tal que τ(m⊗ f) = ϕ(m, f) = f(m), para quaisquer m ∈M e f ∈M∗.
É fácil ver que M ⊗R′ M∗ é um R-bimódulo cujas ações à esquerda e à
direita são, respectivamente, r(m⊗ f) = rm⊗ f e (m⊗ f)r = m⊗ fr,
para quaisquer r ∈ R, m ∈M e f ∈M∗.

Mostremos que τ é um homomorfismo de R-bimódulos.

τ(r(m⊗ f)) = τ(rm⊗ f) = ϕ(rm, f) = f(rm) = rf(m) = rϕ(m, f)

= rτ(m⊗ f) e

τ((m⊗ f)r) = τ(m⊗ fr) = ϕ(m, fr) = (fr)(m) = f(m)r = ϕ(m, f)r

= τ(m⊗ f)r.

Definimos ϕ′ : M∗ × M → R′ tal que a ação de ϕ′(f, x) em M

satisfaz a seguinte igualdade

yϕ′(f, x) = (y)(ϕ′(f, x)) = τ(y ⊗ f)x, para todo y ∈M.

Mostremos que, com esta igualdade, ϕ′ é R-balanceada. De fato,
sejam f ∈M∗, m ∈M e r ∈ R. Então, para todo y ∈M , temos

(y)(ϕ′(fr,m)) = τ(y ⊗ fr)m (∗)
= (τ(y ⊗ f)r)m

(∗∗)
= τ(y ⊗ f)(rm)

= (y)(ϕ′(f, rm)),

e assim, ϕ′(fr,m) = ϕ′(f, rm). A igualdade (∗) é justificada pelo fato
de τ ser um homomorfismo de R-bimódulos e (∗∗) segue do fato de que
M é um R- módulo. Assim, existe um único homomorfismo de grupos
τ ′ : M∗⊗RM → R′ tal que τ ′(f⊗m) = ϕ′(f,m), para quaisquer f ∈M∗

e m ∈M . É fácil ver que M∗ ⊗RM é um R′-bimódulo com as ações à
esquerda e à direita dadas, respectivamente, por r′(f ⊗m) = r′f ⊗m e
(f ⊗m)r′ = f ⊗mr′, para quaisquer r′ ∈ R′, m ∈M e f ∈M∗.

Mostremos que τ ′ é um homomorfismo de R′-bimódulos. De fato,
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sejam f ∈M∗, x ∈M e α ∈ R′. Então, para todo y ∈M , temos

(y)(τ ′(α(f ⊗ x))) = (y)(τ ′(αf ⊗ x)) = (y)(ϕ′(αf, x)) = τ(y ⊗ αf)x

= τ(yα⊗ f)x = (yα)(ϕ′(f, x)) = ((y)α)(τ ′(f ⊗ x))

= (y)(α ◦ (τ ′(f ⊗ x))).

Logo, τ ′(α(f ⊗ x)) = α ◦ (τ ′(f ⊗ x)). Também,

(y)(τ ′((f ⊗ x)α)) = (y)(τ ′(f ⊗ xα)) = (y)(ϕ′(f, xα))

= τ(y ⊗ f)(xα)
(∗)
= (τ(y ⊗ f)x)α

= ((y)(ϕ′(f, x)))α = ((y)(τ ′(f ⊗ x)))α

= (y)(τ ′(f ⊗ x) ◦ α),

a igualdade (∗) vem do fato de que M é um (R,R′)-bimódulo.

Portanto, τ ′((f ⊗ x)α) = τ ′(f ⊗ x) ◦ α. Agora, mostremos a comu-
tatividade dos diagramas da Definição 4.6. De fato, sejam x, y ∈ M e
f, g ∈M∗. Então

(ψ1 ◦ (IM ⊗ τ ′))(y ⊗ f ⊗ x) = ψ1(y ⊗ τ ′(f ⊗ x)) = yτ ′(f ⊗ x)

= (y)(τ ′(f ⊗ x)) = (y)(ϕ′(f, x))

= τ(y ⊗ f)x = ψ2(τ(y ⊗ f)⊗ x)

= (ψ2 ◦ (τ ⊗ IM ))(y ⊗ f ⊗ x) e

((ψ′1 ◦ (IM∗ ⊗ τ))(f ⊗ x⊗ g))(y) = (ψ′1(f ⊗ τ(x⊗ g)))(y)

= (fτ(x⊗ g))(y) = f(y)τ(x⊗ g)

= f(y)g(x) = τ(y ⊗ f)g(x)

= g(τ(y ⊗ f)x) = g(yϕ′(f, x))

= g(yτ ′(f ⊗ x))
(∗)
= (τ ′(f ⊗ x)g)(y)

= ((ψ′2 ◦ (τ ′ ⊗ IM∗))(f ⊗ x⊗ g))(y),

em que (∗) segue do fato de que M∗ é um R′-módulo à esquerda, veja
Proposição 4.8. Dáı, (R,R′,M,M∗, τ, τ ′) é um contexto de Morita.
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4.2.1 Um teorema de Morita

Como dissemos no ińıcio deste caṕıtulo, além de construir um con-
texto de Morita para os anéis A ∗α G e B ∗β G, gostaŕıamos de mostrar
que tais anéis são Morita equivalentes. Para esta última afirmação, é
necessário apresentarmos mais algumas definições e resultados, um deles
é um resultado fundamental de Morita.

O teorema de Morita apresentado nesta subseção pode ser encon-
trado em ([12], Theorem 4.1.17, p.472-474) e aqui esclarecemos ao leitor
que, embora apenas a afirmação v) deste teorema seja usada em nossa
próxima seção para a questão da equivalência de Morita para anéis, faze-
mos cinco de suas seis afirmações, devido à importância de tal resultado
e também por interesse do aluno em entender sua demonstração.

Para o que segue, C e D são categorias, o leitor interessado pode
consultar ([7], p.12; [8], p.468 e [13], p.423).

Definição 4.11 Sejam F e G funtores de C em D . Uma transformação
natural η : C → D é uma função que associa a cada objeto C em C um
morfismo ηC : F (C)→ G(C) em D de maneira que para todo morfismo
f : C → C ′ em C o seguinte diagrama comuta

F (C)

ηC

��

F (f) // F (C ′)

ηC′

��
G(C)

G(f) // G(C ′).

Se, para cada objeto C em C , ηC é um isomorfismo, dizemos η é
um isomorfismo natural ou uma equivalência natural. Se existe uma
equivalência natural entre os funtores F e G, os mesmos são ditos nat-
uralmente equivalentes e escrevemos F ∼= G.

Definição 4.12 Duas categorias C e D são ditas equivalentes se exis-
tem funtores F : C → D e G : D → C tais que IC ∼= G◦F e ID ∼= F ◦G,
em que IC e ID são os funtores identidade nas respectivas categorias,
isto é, IC : C → C é tal que IC (C) = C, para qualquer objeto C em C
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e, para qualquer morfismo f : C → C ′ em C , IC (f) = f e da mesma
forma tem-se ID .

Na demonstração do item v) do teorema a seguir, usaremos forte-
mente as definições acima. Como o leitor poderá constatar, trabalhamos
com categorias bem conhecidas, como a categoria de R-módulos à es-
querda e, neste caso, seus objetos são os R-módulos à esquerda e seus
morfismos são os homomorfismos de R-módulos à esquerda ou simples-
mente, os R-homomorfismos.

Agora, definimos módulos progeradores. Antes, lembramos que um
módulo (à esquerda) M é finitamente gerado se existem m1,m2, · · · ,ms

em M tais que M =
∑s
i=1Rmi, isto é, para cada m ∈ M , existem

r1, r2, · · · , rs ∈ R, que dependem obviamente dem, tais quem = r1m1+
r2m2 + · · ·+ rsms.

Definição 4.13 Um progerador é um R-módulo projetivo finitamente
gerado que é um gerador de R-Mod.

Teorema 4.14 Suponhamos que (R,R′,M,M ′, τ, τ ′) seja um contexto
de Morita com τ e τ ′ sobrejetoras. Então são verdadeiras as afirmações.

i) M é um progerador em R-Mod e em Mod-R′.
i’) M ′ é um progerador em Mod-R e em R′-Mod.
ii) τ e τ ′ são isomorfismos (de bimódulos).
iii) M ′ e Hom(M,R) = M∗ são isomorfos como R-módulos à direi-

ta.
iv) R′ e End(M) são anéis isomorfos.
v) As categorias R-Mod e R′-Mod são equivalentes via os funtores

M⊗R′ e M ′⊗R.

Demonstração: Inicialmente, observamos que, por serem τ e τ ′ sobre-
jetoras, existem xi ∈ M e x′i ∈ M ′ para i ∈ {1, 2, · · · , n} e yj ∈ M e
y′j ∈M ′ para j ∈ {1, 2, · · · ,m} tais que

τ(
n∑
i=1

xi⊗x′i) =
n∑
i=1

τ(xi⊗x′i) = 1R e τ ′(
m∑
j=1

y′j⊗yj) =
m∑
j=1

τ ′(y′j⊗yj) = 1R′ .
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i) Devido ao que notamos acima, podemos definir f : M (n) → R por
f(
∑n
i=1mi) =

∑n
i=1 τ(mi⊗x′i). Claramente, f é um homomorfismo de

R-módulos à esquerda, pois τ é um homomorfismo de R-bimódulos.

Mostremos que f é sobrejetora. Seja r ∈ R. Então x =
∑n
i=1 rxi ∈

M (n) e f(x) = f(
n∑
i=1

rxi) =
n∑
i=1

τ(rxi⊗x′i) = r
n∑
i=1

τ(xi⊗x′i) = r1R = r.

Portanto, R é imagem homomórfica de M (n), para algum n ∈ N e,
pelo Lema 4.5, M é um gerador de R-Mod.

Provemos que β = {(yj , fj); 1 ≤ j ≤ m}, em que fj(x) = τ(x⊗ y′j),
para todo x ∈ M , é uma base dual do módulo M . De fato, para todo
x ∈M , temos

x = x1R′ = x

m∑
j=1

τ ′(y′j ⊗ yj) =
m∑
j=1

xτ ′(y′j ⊗ yj)
(∗)
=

m∑
j=1

τ(x⊗ y′j)yj

=
m∑
j=1

fj(x)yj ,

a igualdade (∗) segue da comutatividade do primeiro diagrama da Definição
4.6. Do que foi mostrado acima, claramente M é finitamente gerado e
a projetividade segue do Lema 1.14, uma vez que β é uma base dual de
M .

ii) Para mostrarmos que τ e τ ′ são isomorfismos basta verificarmos
a injetividade. Seja x ∈ Ker(τ). Então x =

∑l
k=1(zk⊗z′k) com zk ∈M

e z′k ∈ M ′, para todo k ∈ {1, 2, · · · , l} e τ(x) =
∑l
k=1 τ(zk ⊗ z′k) = 0.

Logo,

x =
l∑

k=1

(zk ⊗ (z′k1R)) =
l∑

k=1

(zk ⊗ z′k(
n∑
i=1

τ(xi ⊗ x′i)))

=
l∑

k=1

(zk ⊗
n∑
i=1

z′kτ(xi ⊗ x′i)) =
l∑

k=1

n∑
i=1

(zk ⊗ z′kτ(xi ⊗ x′i))
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(∗)
=

l∑
k=1

n∑
i=1

(zk ⊗ τ ′(z′k ⊗ xi)x′i) =
l∑

k=1

n∑
i=1

(zkτ ′(z′k ⊗ xi)⊗ x′i)

(∗∗)
=

l∑
k=1

n∑
i=1

(τ(zk ⊗ z′k)xi ⊗ x′i)

=
n∑
i=1

(
l∑

k=1

τ(zk ⊗ z′k))xi ⊗ x′i = 0,

em que as igualdades (∗) e (∗∗) seguem da comutatividade dos diagra-
mas da Definição 4.6. Analogamente, mostramos que τ ′ é injetora.

iii) Definimos

ψ : M ′ → M∗

x 7→ ψ(x) = ψx : M → R

m 7→ ψx(m) = τ(m⊗ x).

Obviamente, ψ está bem definida, isto é, ψx ∈ M∗, ∀x ∈ M ′, pois
τ é um homomorfismo de R-bimódulos (e portanto, de R-módulos à
esquerda).

Mostremos que ψ é um isomorfismo de R-módulos à direita. De fato,
sejam x1, x2 ∈M ′ e r ∈ R. Então, para todo m ∈M , temos

(ψ(x1 + x2))(m) = ψx1+x2(m) = τ(m⊗ (x1 + x2))

= τ(m⊗ x1 +m⊗ x2) = τ(m⊗ x1) + τ(m⊗ x2)

= ψx1(m) + ψx2(m)ψ(x1)(m) + ψ(x2)(m)

= (ψ(x1) + ψ(x2))(m)

portanto, ψ(x1 + x2) = ψ(x1) + ψ(x2) e além disso,

(ψ(xr))(m) = ψxr(m) = τ(m⊗ xr) = τ(m⊗ x)r = ψx(m)r
(∗)
= (ψx r)(m) = (ψ(x)r)(m).

Logo, ψ(xr) = ψ(x)r e a igualdade (∗) vem do fato de que M∗ é um
R-módulo à direita, veja a ação dada na Proposição 4.8.
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Seja x ∈ Ker(ψ). Então ψ(x) = 0, ou seja, (ψ(x))(m) = ψx(m) =
τ(m⊗ x) = 0, para todo m ∈M . Logo,

x = 1R′x = (
m∑
j=1

τ ′(y′j ⊗ yj))x =
m∑
j=1

τ ′(y′j ⊗ yj)x
(∗)
=

m∑
j=1

y′jτ(yj ⊗ x) = 0,

a igualdade (∗) segue da comutatividade do segundo diagrama da Definição
4.6. Portanto, ψ é injetora.

Seja f ∈ M∗. É óbvio que x =
∑m
j=1 y

′
jf(yj) ∈ M ′ e, para todo

z ∈M , temos

(ψ(x))(z) = ψx(z) = τ(z ⊗ x) = τ(z ⊗
m∑
j=1

y′jf(yj))

= τ(
m∑
j=1

(z ⊗ y′jf(yj))) =
m∑
j=1

τ(z ⊗ y′jf(yj))

=
m∑
j=1

τ(z ⊗ y′j)f(yj) =
m∑
j=1

f(τ(z ⊗ y′j)yj)

=
m∑
j=1

f(zτ ′(y′j ⊗ yj)) = f(
m∑
j=1

zτ ′(y′j ⊗ yj))

= f(z
m∑
j=1

τ ′(y′j ⊗ yj)) = f(z1R′) = f(z).

Dáı, ψ(x) = f e ψ é sobrejetora. No que foi desenvolvido acima,
usamos o fato de que f ∈M∗ e a comutatividade do primeiro diagrama
da Definição 4.6.

iv) Definimos a aplicação

ρ : R′ → End(M)
r′ 7→ ρ(r′) = ρr′ : M → M

m 7→ (m)ρr′ = mr′

O fato de que M é um (R,R′)-bimódulo, nos garante que ρ está bem
definida, isto é, que ρr′ ∈ End(M), para todo r′ ∈ R′.
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Mostremos que ρ é um isomorfismo de anéis. Primeiramente, veri-
fiquemos que ρ é um homomorfismo. De fato, sejam r′1, r

′
2 ∈ R′. Então,

para todo m ∈M , temos

(m)(ρ(r′1 + r′2)) = (m)ρr′1+r′2
= m(r′1 + r′2) = mr′1 +mr′2

= (m)ρr′1 + (m)ρr′2 = (m)(ρr′1 + ρr′2)

= (m)(ρ(r′1) + ρ(r′2)) e

(m)(ρ(r′1r
′
2)) = (m)ρr′1r′2 = m(r′1r

′
2) = (mr′1)r′2 = (mr′1)ρr′2

= ((m)ρr′1)ρr′2) = (m)(ρ(r′1) ◦ ρ(r′2)).

Seja r′ ∈ Ker(ρ). Então ρ(r′) = ρr′ = 0, ou seja, (m)ρr′ = mr′ = 0,
para todo m ∈M . Portanto,

r′ = 1R′r′ = (
m∑
j=1

τ ′(y′j⊗yj))r′ =
m∑
j=1

τ ′(y′j⊗yj)r′ =
m∑
j=1

τ ′(y′j⊗yjr′) = 0

e isto nos diz que ρ é injetora.

Seja f ∈ End(M). Claramente, r′ =
∑m
j=1 τ

′(y′j ⊗ f(yj)) ∈ R′ e,
para todo z ∈M , temos

(z)(ρ(r′)) = (z)ρr′ = zr′ = z

m∑
j=1

τ ′(y′j ⊗ f(yj)) =
m∑
j=1

zτ ′(y′j ⊗ f(yj))

=
m∑
j=1

τ(z ⊗ y′j)f(yj) =
m∑
j=1

f(τ(z ⊗ y′j)yj)

=
m∑
j=1

f(zτ ′(y′j ⊗ yj)) = f(
m∑
j=1

zτ ′(y′j ⊗ yj))

= f(z
m∑
j=1

τ ′(y′j ⊗ yj)) = f(z1R′) = f(z),

sendo, no que foi feito acima, usados o fato de que f ∈ End(M) e a
comutatividade do primeiro diagrama da Definição 4.6.

v) Agora, consideremos as categorias C = R-Mod e D = R′-Mod.
Para quaisquer N em C e N ′ em D segue, da Observação 1.19 i), que
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M ′ ⊗R N e M ⊗R′ N ′ são objetos de D e de C , respectivamente. Dáı,
podemos definir os funtores

F = M ′⊗R : C → D e G = M⊗R′ : D → C ,

tais que F (N) = M ′ ⊗R N e G(N ′) = M ⊗R′ N ′ e, para quaisquer
R-homomorfismo f : N1 → N2 e R′-homomorfismo f ′ : N ′1 → N ′2 tem-
se que F (f) : M ′ ⊗R N1

IM′⊗f−→ M ′ ⊗R N2 é um R′-homomorfismo e

G(f ′) : M ⊗R′ N ′1
IM⊗f ′−→ M ⊗R′ N ′2 é um R-homomorfismo. Podemos

visualizar tal situação através dos diagramas

N1

F

��

f // N2

F

��

N ′1

G

��

f ′ // N ′2

G

��
M ′ ⊗R N1

F (f) // M ′ ⊗R N2 M ⊗R′ N ′1
G(f ′) // M ⊗R′ N ′2.

Com as notações já estabelecidas, para concluirmos a prova, basta
mostrarmos que IC ∼= G ◦ F e que ID ∼= F ◦ G, em que os funtores IC
e ID são como na Definição 4.12.

Para cada N em C , temos que IC (N) = N e (G ◦ F )(N) = M ⊗R′
(M ′ ⊗R N). Definimos

ηN : N →M ⊗R′ (M ′ ⊗R N)

pela composta ψ ◦ (τ−1 ⊗ IN ) ◦ ϕ, em que ψ : (M ⊗R′ M ′) ⊗R N →
M ⊗R′ (M ′ ⊗R N) é o isomorfismo de R-módulos à esquerda dado no
Teorema 1.22, ϕ : N → R ⊗R N é o isomorfismo de R-módulos à
esquerda dado por ϕ(n) = 1R ⊗ n, ∀n ∈ N e τ−1 é o isomorfismo
inverso de τ , veja ii) acima. Logo, ηN é um isomorfismo de R-módulos
à esquerda. Além disso, para qualquer R-homomorfismo f : N1 → N2,
o diagrama abaixo

69



N1

ηN1

��

IC (f)=f // N2

ηN2

��
M ⊗R′ (M ′ ⊗R N1)

(G◦F )(f)
// M ⊗R′ (M ′ ⊗R N2)

é comutativo. Chamamos a atenção para o fato de que

(G ◦ F )(f) = G(F (f)) = G(IM ′ ⊗ f) = IM ⊗ (IM ′ ⊗ f).

Agora, provemos a comutatividade do diagrama. Seja n ∈ N1.
Então

(ηN2 ◦ f)(n) = ηN2(f(n)) = (ψ ◦ (τ−1 ⊗ IN2) ◦ ϕ)(f(n))

= ψ(τ−1(1R)⊗ f(n)) = ψ((
n∑
i=1

xi ⊗ x′i)⊗ f(n))

= ψ(
n∑
i=1

((xi ⊗ x′i)⊗ f(n)))
n∑
i=1

xi ⊗ (x′i ⊗ f(n)),

por outro lado,

((IM ⊗ (IM ′ ⊗ f)) ◦ ηN1)(n) = (IM ⊗ (IM ′ ⊗ f))(
n∑
i=1

xi ⊗ (x′i ⊗ n))

=
n∑
i=1

xi ⊗ (x′i ⊗ f(n)).

Portanto, IC ∼= G ◦ F . De maneira análoga, mostramos que ID ∼=
F ◦G.

4.3 Contexto de Morita e ações parciais

Nosso principal objetivo nesta seção é retornar aos conceitos e definições
que foram vistos nos Caṕıtulos 2 e 3, para construir um contexto de
Morita utilizando os anéis A ∗α G e B ∗β G. Para tal, consideramos
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dois K-submódulos de B ∗β G que chamamos M e N , constrúımos
τ : M ⊗B∗βG N → A ∗α G e τ ′ : N ⊗A∗αG M → B ∗β G e mostramos
que a sêxtupla (A ∗α G,B ∗β G,M,N, τ, τ ′) é um contexto de Morita.

Consideramos α uma ação parcial de um grupo G em uma K-álgebra
A com unidade e (β,B) a ação envolvente para (α,A) tal que B também
tenha unidade. O leitor irá constatar que, por construção, τ e τ ′ são
sobrejetoras e usando o Teorema 4.14 é mostrado que as categorias
A ∗α G-Mod e B ∗β G-Mod são equivalentes.

Além disso, daqui para frente omitimos o isomorfismo ϕ de A em
um ideal de B, conforme foi visto no caṕıtulo anterior e assim, A é visto
como um ideal de B.

Podemos verificar facilmente que M e N dados por

M =

∑
g∈G

cgδg : cg ∈ A, ∀g ∈ G

 e N =

∑
g∈G

dgδg : dg ∈ βg(A), ∀g ∈ G


são K-submódulos de B ∗β G.

Proposição 4.15 Com as definições acima, M é um ideal à direita e
N é um ideal à esquerda de B ∗β G.

Demonstração: Sejam cδg ∈M e bδh ∈ B ∗β G. Então

(cδg)(bδh) = βg(βg−1(c)b)δgh = cβg(b)δgh ∈M,

pois c ∈ A e como A é um ideal de B, segue que cβg(b) ∈ A. Portanto,
M é um ideal à direta de B ∗β G.

Sejam cδg ∈ N e bδh ∈ B∗βG. Então existe x ∈ A tal que c = βg(x).
Assim,

(bδh)(cδg) = (bδh)(βg(x)δg) = βh(βh−1(b)βg(x))δhg = bβhg(x)δhg ∈ N,

pois βhg(x) ∈ βhg(A) e como βhg(A) é um ideal de B, segue que
cβhg(x) ∈ βhg(A). Portanto, N é um ideal à esquerda de B ∗β G.

Do resultado acima, M e N podem ser vistos como B ∗β G-módulos
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à direita e à esquerda, respectivamente. Na proposição abaixo, consid-
eramos A ∗α G como uma subálgebra de B ∗β G, conforme Proposição
3.4.

Proposição 4.16 Com as definições acima, (A∗αG)M ⊆M e N(A∗α
G) ⊆ N , isto é, M e N podem ser considerados como A ∗α G-módulos
à esquerda e à direita, respectivamente.

Demonstração: Sejam bδg ∈ A ∗α G (b ∈ Dg) e cδh ∈M . Então

(bδg)(cδh) = bβg(c)δgh.

Como b ∈ Dg ⊆ A e A é um ideal de B, segue que bβg(c) ∈ A.
Portanto, (bδg)(cδh) ∈M .

Sejam cδh ∈ N e bδg ∈ A ∗αG (b ∈ Dg). Então existe c′ ∈ A tal que
c = βh(c′). Portanto,

(cδh)(bδg) = cβh(b)δhg = βh(c′)βh(b)δhg = βh(c′b)δhg
(∗)
= βh(αg(x))δhg

= βh(βg(x)) = βhg(x)δhg ∈ N,

a igualdade (∗) segue do fato de que c′b ∈ Dg (pois b ∈ Dg que é um ideal
de A) e como αg é um isomorfismo de K-álgebras, existe x ∈ Dg−1 ⊆ A
tal que αg(x) = c′b. Assim, x ∈ A e βhg(x) ∈ βhg(A), nos dando que,
de fato, βhg(x)δhg ∈ N .

Devido às Proposições 4.15 e 4.16, conclúımos que M é um (A ∗α
G,B∗βG)- bimódulo e N é um (B∗βG,A∗αG)-bimódulo. Desta forma,
temos a terceira e a quarta componentes do contexto de Morita.

Proposição 4.17 Seguindo as definições acima, MN = A∗αG e NM =
B ∗β G.

Demonstração: Sejam bδg ∈ M e cδh ∈ N . Então existe x ∈ A tal
que c = βh(x). Logo,

(bδg)(cδh) = bβg(c)δgh = bβgh(x)δgh ∈ A ∗α G,

pois A e βgh(A) são ideais de B e isso nos diz que bβgh(x) ∈ A∩βgh(A) =
Dgh. Portanto, MN ⊆ A ∗α G.
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Seja c ∈ Dh. Então c ∈ αh(Dh−1) = βh(Dh−1) ⊆ βh(A) e dáı,
cδh ∈ N . Claramente, 1Aδe ∈ M e (1Aδe)(cδh) = 1Acδh = cδh ∈ MN .
Como c é arbitrário, segue que A ∗α G ⊆MN .

Obviamente, NM ⊆ B ∗β G. Resta provarmos a outra inclusão.
Sejam g, h ∈ G e c ∈ A. Então βg(c)δg ∈ N e 1Aδg−1h ∈ M e além
disso,

(βg(c)δg)(1Aδg−1h) = βg(c1A)δh = βg(c)δh.

Como B é gerada por ∪g∈Gβg(A), segue que Bδh ⊆ NM e portanto,
NM = B ∗β G.

Motivados pela proposição acima, definimos as aplicações ψ : M ×
N → A∗αG por ψ(m,n) = mn e ϕ : N×M → B∗βG por ϕ(n,m) = nm

que são, respectivamente, B ∗β G e A ∗α G balanceadas. Portanto,
existem homomorfismos de grupos

τ : M ⊗B∗βG N → A ∗α G e τ ′ : N ⊗A∗αGM → B ∗β G

dados, respectivamente, por τ(m⊗ n) = mn e τ ′(n⊗m) = nm.

Como M é um (A∗αG,B∗βG)-bimódulo e N é um (B∗βG,A∗αG)-
bimódulo, então M ⊗B∗βG N é um A ∗α G-bimódulo e N ⊗A∗αG M é
um B ∗β G-bimódulo.

Mostremos que τ é um homomorfismo de A∗αG-bimódulos. De fato,
sejam m ∈M , n ∈ N e r ∈ A ∗α G. Logo,

τ(r(m⊗ n)) = τ(rm⊗ n) = (rm)n
(∗)
= r(mn) = rτ(m⊗ n) e

τ((m⊗ n)r) = τ(m⊗ nr) = m(nr)
(∗∗)
= (mn)r = τ(m⊗ n)r,

as igualdades (∗) e (∗∗) seguem da associatividade de B ∗β G. Analoga-
mente, mostramos que τ ′ é um homomorfismo de B ∗β G-bimódulos.

Para finalizar, mostremos a comutatividade dos diagramas da Definição
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4.6. De fato, sejam m1,m
′
1 ∈M e n1, n

′
1 ∈ N . Logo,

(ψ1 ◦ (IM ⊗ τ ′))(m1 ⊗ n1 ⊗m′1) = ψ1(m1 ⊗ τ ′(n1 ⊗m′1))

= m1τ
′(n1 ⊗m′1) = m1(n1m

′
1)

(∗)
= (m1n1)m′1 = τ(m1 ⊗ n1)m′1

= ψ2(τ(m1 ⊗ n1)⊗m′1)

= (ψ2 ◦ (τ ⊗ IM ))(m1 ⊗ n1 ⊗m′1),

(ψ′1 ◦ (IN ⊗ τ))(n1 ⊗m1 ⊗ n′1) = ψ′1(n1 ⊗ τ(m1 ⊗ n′1))

= n1τ(m1 ⊗ n′1) = n1(m1n
′
1)

(∗∗)
= (n1m1)n′1 = τ ′(n1 ⊗m1)n′1

= ψ′2(τ ′(n1 ⊗m1)⊗ n′1)

= (ψ′2 ◦ (τ ′ ⊗ IN ))(n1 ⊗m1 ⊗ n′1),

em que (∗) e (∗∗) seguem da associatividade de B ∗β G.
Logo, a sêxtupla (A ∗α G,B ∗β G,M,N, τ, τ ′) é um contexto de

Morita. A fim de enunciarmos o último teorema deste trabalho, lem-
bramos a definição de anéis Morita equivalentes.

Definição 4.18 Dizemos que os anéis R e R′ são Morita equivalentes
se as categorias R-Mod e R′-Mod são equivalentes.

Teorema 4.19 Seja α uma ação parcial de um grupo G em uma K-
álgebra A com unidade e suponhamos que (β,B) seja ação envolvente
para (α,A) tal que B também tenha unidade. Então os anéis A ∗α G e
B ∗β G são Morita equivalentes.

Demonstração: Basta mostrarmos que as categorias A ∗α G-Mod e
B ∗β G-Mod são equivalentes. Pela Proposição 4.17,

τ : M ⊗B∗βG N → A ∗α G e τ ′ : N ⊗A∗αGM → B ∗β G

são sobrejetoras e o resultado segue do Teorema 4.14 v).
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